Apéndice A

Busqueda por lineas en espa-
cios de Banach

La unica cosa realmente valiosa es la intuicion.

Albert Einstein (1879-1955).

Los métodos de buisqueda POR lineas se introdujeron en la década de los
ochenta teniendo un amplio uso en la Ingenieria y en la matematicas, como se
menciona en [101]. Sin embargo, estos métodos optimizan funciones de dominio
en un subespacio de R", como se puede ver en los articulos [102]]-[107], donde
proponen varios métodos de buisqueda relacionados con la forma, como se halla el
tamano del paso o el tipo de funcién. Para todos ellos, se han realizando pruebas
de convergencia. En [108]], [109], generalizan la teoria de optimizacion a espa-
cios de Banach, pero no mencionan los métodos de busqueda por linea. En este
apéndice se generaliza la bisqueda por lineas a espacios de Banach; ademads se
prueba la convergencia del método.



A.l. GENERALIZACION DE LA BUSQUEDA POR LINEAS 121

A.1. Generalizacion de la bisqueda por lineas

Problema de minimizacion
minf(z); x€kE (A.1)

donde E espacio de Banach, f : E — R funcién diferenciable y continua en E. El
método de linea para resolver (1) esta dado por:

Tyt = Tp + agdy, (A.2)

donde z; es un punto iterativo, dj la busqueda direccional y «; entero positivo
llamado salto-paso. Denotamos V f (xy) por gk, f (zx) por fx, f (z*) por fx*, res-
pectivamente. Sea x* el minimizador de (1), asi g (xx) = 0 € E.

La bisqueda direccional dy, requiere que satisfaga
la condicién descendiente

(gr, diy <0 (A.3)

lo cual garantiza que dj sea una direccion descendiente de f () en xy.

A.2. Reglas de bisqueda por linea
Primero suponemos que

(H1): La funcién f tiene cota inferior en Ly = {x € E: f (z) < f (x0)} donde
xo € E.

(H2): El gradiente g es Lipschitz continuo en un conjunto abierto convexo B3, el
cual contiene a Ly, i.e, existe L > 0 tal que

lg (@) —g W) < Lllz—yll, Va,yck (A4)
reglas, para escoger el paso ay, son:
(a) Minimizacion. Para cada iteracion oy, es seleccionado tal que

f (:L’k + Oékdk) = Iil;gl f (l’k + Oékdk) (A.5)
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(b) Minimizacion Aproximada. Para cada iteracion ay, es seleccionado tal que

ar =min{a: (g (g + ady),d) =0,a > 0} (A.6)
(c) Armijo. Sean escalares s, 5y o con s = — ﬁg:ﬁ’?, ge(0,1)yoe (O, %)

Sea oy, = ™k .s, donde my, es el primer entero no negativo m para el cual

fro — [ (zp + 8" siedi) > —0 ™ s (g, d,) (A7)

e;m = 0, 1, ... sucesivamente hasta que la desigualdad anterior se satisfaga
para m = my.

(gk,dk)

(d) Minimizacion Limitada. Sea s;, = BRTALE tal que
« sSk

(e) Goldstein. Un escalar fijo o € (0,1) es seleccionado, y oy, es escogido tal
que

< [ (zp + ardi) — fr <1

— A9
- oy (gk, di) 7 (&.9)

Es posible demostrar que si f es acotada, existe un intervalo de tamafo de
paso ay, que cumpla la relacidn anterior, y son bastante sencillos de encon-
trar a través de un niimero finito de operaciones aritméticas.

(f) Wolfe fuerte. oy, es escogido para que satisfaga simultdneamente,

fk — f (mk + Oékdk) Z —O0QL <gk7 dk> (AIO)

(g (z1, + crdy) , di)| < =B (gr, di) (A.11)
donde o y 3 son escalares tal que o € (0,3) y 8 € (0, 1).

(q) Wolfe. oy, es escogido para que satisfaga (10) y

(g (xk + apdy) . di) > B (g, di) (A.12)
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A.3. Método de busqueda por linea
Algoritmo. Escoja un pardmetro y seleccione un punto inicial 21, k := 0

Paso 1. Si ||gx|| = 0 entonces, deténgase de lo contrario, prosiga con el paso 2.

Paso 2. xy41 = o) + aydy, donde dj, es direccion descendente de f () en xy. oy es
definida por las reglas de biisqueda linea (a), (b), (¢), (d), (e), (f) o (g).

Paso 3. k = k + 1 volver al paso 1.

Para las anteriores siete reglas de busqueda linea, denotamos el correspondien-
te algoritmo por Algoritmo (a)-(g), respectivamente.

A.4. Propiedad de Convergencia

Si (H1), (H2) y (3) se cumplen, entonces para cualquier regla de bisqueda
linea la siguiente propiedad de convergencia se obtiene:

2
lfm (— <g’“’d’“>) —0 (A.13)

k—500 || ||

Teorema 7 Si (HI), (H2)y (3) se cumple, entonces el Algoritmo (a) produce una
sucesion infinita {xy}, tal que (13) se satisface.

(gr,di)

Prueba 6 Sea o = — 5
Llldg |

por la regla de linea (a), tenemos

fxg + apdy) < f (vg + ady)
Jer1 < f (op + ady)

fe = frr1 = fo — f (o0 + ady)

Por el teorema fundamental del Cdlculo, tenemos:
1
fzy+ ady) — fr = / (g (x3, + tady,) , ady,) dt
0

1
= Oé/ <g (l’k -+ Oétdk) ,dk> dt
0
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ast

o — for1 > fo — f (2 + ady) = —a/ (g (zp + atdy) , dy) dt
0

1
= —a (g, dr) — CY/ (9 (zp + atdy) — gr, di) dt
0
Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, tenemos:

(g (zx + atdy) — g, di) < ||lg (zx + atdy) — gkl [|dkll  para t € [0, 1]

1 1
o / (g (22 + atdy) ,dy) dt < a / g (e + atde) — gell [du] de
0 0

asi obtenemos;
1
fe = fr1 > —a(gr, dr) — 04/ (9 (z1 + atdy) — gk, dy) dt
0

1
> —a gy di) —a / g (o + atdy) — gull 1da] dt
0

Ademds, por (H2) tenemos que g es Lipschitz continua, por tanto; existe L > (
tal que

lg (zx + atdy) = gl < Llxy + atdy —
< L||atdy|| = aLt ||dg|
1 1 5 Cl/2 9
o [Nl o+ atde) = gl el dt < [ Lt e = L ]
0 0

por lo tanto,

1
fo fin = —algeds) - a / lg (e + atdy) — gull Idull dt
0

(]{2 2
> —a (g, di) — 7L ||
(g di)”  (gn, di)’

A A ECTATATE
_ b (_<gkadk>)2
2L ldk |
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o bien,

~ 2L |||
e = frm

Luego, {fr} es una sucesion monotona decreciente, y por (HI) obtenemos que
{fx} tiene limite; asi

2
o fon > — (_(gk,dk>)

i {fy— fonn} > —= 1o (=90 "5 0
koo F I =0 s U el ) T

A 2
lfm (— (9, k>) —0
k—o0 || k||
Teorema 8 Si (HI), (H2) y (3) se cumple, entonces el Algoritmo (b) produce una
sucesion infinita {z} tal que (13) se satisface.

Prueba 7 Por la regla de tamario de paso (b), tenemos

(9 (xr +ordy) ,di) =0

(9 (zx) , di) + can (g (dy),dr) =0
(9 (x1),dr) = —au (g (di) , d)
(9 (dx),dy) <0

Consideremos t € (0,1), asi

t(ag —a) (a—ax) (g (di),dr) <0

(ar — a) [{g (tady) , di) — (g (tardy) , di)] <0

(ar — a) [{g (zr + awdy) , di) + (g (tadk) , di) — (g (towdy) , di)] <0
(ax — ) [{g (xg + apdr, — tagdy) , dy) + (g (tady) ,di)] <0

(ar —a) [{g (zr + (1 = 1) ardy) , d) + (g (tady) , d)] <0

(o, — @) (g (zg + tad, + (1 —t) agdy) ,dg) <0

(o, — ) (g (zp + (ta+ (1 —t) ag) di) ,di) <0

Sea ¢ = xy, + (ta+ (1 — t) ay) dy. para algiin t € (0, 1), luego;

c=ux+ (ta+ (1 —t) ag) dy, + txy, — tay
c=t(xp+ ady) + (1 —t) () + apdy)
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asi, ¢ € (xy + ady, xy + axdy); donde
(J}k + Oédk,l’k + Oékdk) = {.T el :x=t (xk + Oédk) + (1 — t) (l’k + Oékdk) ,t e (0, l)}
por lo tanto,

(g — ) (g (c),dr) <0 (g(c), (ar —a)dy) <0
& f(c) ((ax —a)dy) <0
= f/ (C) ((Ik + akdk) + (CL’k — ozdk)) <0

Aplicando el teorema del valor medio, obtenemos
f (l‘k + Oékdk) — f (l’k — Oédk) = f’ (C) ((SL’k + Oékdk) + (Q?k — Oédk)) < 0

Jer1 < f (2 — ady)

Actuando de manera andloga al teorema anterior y siempre que o < o, obtene-
mos

Je = fror1 = fo — f (@ + ady)

1
= —Oé/ <g (ZL’k + atdk) ,dk> dt
0
1
= — <gk7 dk> — Oé/ (g (ZL’k + Oétdk) — gk7 dk> dt
0
1
> —a gy di) —a / g (o, + atdy) — gull 1da] dt
0

062 2
> o (g ) — 5L 1)

2
o
fr — fror1 > —a{gk, di) — ?L Idel®, a < ay

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la regla de biusqueda por linea (b),
tenemos

(k41 = o die) < Ngksr — gl il s (grsr — go di) = (Grer1s dic) — (i, die) = — (g di)
dado que g es Lipschitz continua;

gkt — grll 1]l < L ||z, + cndy — 2| ||dil| = L ||di]
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por lo tanto;
L |dil|* > — (g, d)

<gk7 dk>
A = — D)
L || d
Considerando que a < ay, o = —%, ast,
1 <gk7 dk) 2
_ > | =

luego, {fr} es una sucesion mondtona decreciente, y por (HI) obtenemos que
{fx} tiene limite; asi
A 2
Hm_(—@“ H) —0
k=00 || ||

Teorema 9 Si (HI), (H2) y (3) se cumple, entonces el Algoritmo (c) o (d) produ-
cen una sucesion infinita {xy}, tal que (13) se satisface.

Prueba 8 Por el algoritmo (c), consideremos los conjuntos K1 = {k : a = s},
Ky ={k: oy < s}, por (7), tenemos

Je = for1 = —sk0 (gr, di) ;. Vk € Ky, (A.14)
fr — fror1 = —owo (g, di) 5 Yk € K. (A.15)

Aplicando el regla de biisqueda en linea (c) y como oy /B < sy, Vk € Ko,
tenemos

Je — f(wp + andi/B) < —ao (g, di) /B, VEk € Ky

Utilizando el teorema del valor medio para la parte izquierda de la anterior de-
sigualdad, existe 0, € [0, 1] tal que:

fe — f(xr + owdi/B) = —Daga, s f (xr + crbrdy/B)
= —Df (zr + axbrdy/B) (ardy/B)
= — (g9 (xr + arbidi/B) , crdi/B)
= —a (g (v + apbpdr/B) , di) /B
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—ay (g (z + arbpdy/B) , di) /B < —aro (g, di) /B, Vk € Ky
Luego,
(9 (xr + agbpdy/B) , di) > o (g, dr), Vk € K, (A.16)
Por (16) y utilizando la desigualdad de Cauchy- Schwartz, tenemos
g (vx + arbrdr/B) — grll l|dell = (g (v + arbrdy/B) — gk, di) > — (1 — o) (gr, dk) , VK € K>
Dado que g es Lipschitz continua, tenemos
arL||dil*/B = axbL lldel* /8 = llg (wx + anbdi/B) — gull lldl

ast
arL||d)|*/B8 > — (1= o) {gr, di)

B —0) gk, dr)
L |l dy||*

o > — , VkEKQ

Bo (1 — o) (g, i)’

o (gr, di) < —

L [|d]*
Bo(1-o0) ( <gkadk>)2
—ayo (gr, di) > — (A.17)
L 1]
De (15) y (17) tenemos;
c(l—o .d 2

Jo = frr 2 po ) (—<g’“ ’“>> , keK, (A.18)

L Al

Por (14) y la definicion de sy, obtenemos

<gk>dk> 2

fe = e >0 — TR ke K (A.19)
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Consideremos n = min {a, M }, por (18) y (19); se tiene

d 2
fo — fes1 21 (— (G- ’“>) (A.20)
|||

luego, {fr} es una sucesion mondtona decreciente, y por (HI) obtenemos que

{fx} tiene limite; asi
IO 2
lfm (— (9. ’“>> —0
k=00 ||k ||

Por otra parte, para el Algoritmo (d), considerando la regla de biisqueda de linea
(d), tenemos

fre + andy) < f(zg + ady)
fe = fer1 > fo — f o +ady), Vo €0,s]

Suponemos que o, es el tamario del paso en el Algoritmo (c), por tanto o), €
0, sk, luego por (20), tenemos;

(9, dk>)2

fe—fer1 > fo— f (xk+&;€dk) =11 (_ |||

actuando de manera andloga, concluimos
i)\
lfm (— (9 ’“>> —0
k—o0 ||l k||

Teorema 10 Si (HI), (H2) y (3) se cumple, entonces el Algoritmo (e) o (f) o (g)
produce una sucesion infinita {x}, tal que (13) se satisface.

Prueba 9 Es suficiente probar que el Algoritmo (e)y (g) tienen la propiedad (13).
Para el Algoritmo (e), tenemos

ag gk, di) — 7 "2

Jor1 — fe > o (1 — o) (gr, di) (A.21)
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Aplicando el teorema del valor medio para la parte izquierda de la anterior de-
sigualdad, existe 0, € [0, 1], tal que

f (35].; + Ckkdk) — f (ZBk) = Df (ZEk + a;ﬁkdk) (akdk)
= (g (vx + apbpdy) , crdy)
= ay (9 (2 + owbpdy) , di)

ay (g (zr + axbidy) , dig) > o (1 — o) (gr, di)

luego,
(9 (zr + arbrdy) , dr) > (1 — o) (g, di)

Por la desigualdad anterior y por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, tenemos
lg (zx + axbrdr) — gl dill > (g (xx + ardi) — gr, di) = —0 (gk, di)
Dado que g es Lipschitz continua, tenemos
L ||di[|* > axbL | di||* > |lg (wx + arbidi) — gill |l i

asi,
arL ||dil|* > —0o (gr, di)

d
ay > —”gk—”ﬁ (A.22)
L ||d]|
Ahora, por Algoritmo (e) y (22), tenemos
Jerr = i >0 <= fry1 — fro < aro (gr, di)
g (g, di)
= fio — for1 = —o (gr, di)
Qa J<gk7dk> < Q0 <gk d > < i (<gk’dk>)2
Z e y k) S ——
L ||dI* L\ [|d

o [ {ge.di)\’
— — d.) > — [ =228

luego,
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luego, {fi} es una sucesion mondtona decreciente, y por (HI) obtenemos que
{fx} tiene limite; asi
IO\ 2
lfm (— (9, ’“>) —0
k—o0 |||

Para el Algoritmo (d),tenemos

(Grt1, d) > B{gr: di) <= (Grt1, k) — (G, di) > B (gr, di) — Gk, di)
= (Grt1 — Gk, die) > — (1 = B) (gk, di)

Por (H2), la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se cumple, entonces:

arL | dil)* > [lgrs1 — gicll lldell > (grr1 — gr, di)

luego,

ar L [ldi]l” = — (1= B) {gr. di)

(1= 8) (g, dr)
L ||dy)?

A = —

o (gr, di) < —

PL20 (Getdy

—a0 (gi, di) > (A.23)

D ()

Luego por (10) y (23), se tiene

o(1-5) (_<gk,dk>>2

_ >
o = frop1 2> 7 Al

luego actuando de manera andloga, concluimos

2
lim (— <g’“’d’“>) —0
koo [l
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A.5. Tasa de Convergencia

En la seccién 3, hemos probado que si (H1), (H2) y (3) se cumplen, entonces
(13) se satisface para todos los siete algoritmos y existe un entero positivo 7, tal

que,
2
Jr = fee1 =10 <—<gk’dk>) ) Vk
|

En este orden de ideas analizamos la Tasa de Convergencia. Restringimos nuestra
discusion al caso de las funciones objetivo uniformemente convexas.
Supondremos

(H3) f es dos veces diferenciable continua y uniformente convexa en £

Proposicion 1 Si f es una funcion que posee segunda derivada definida positiva,
entonces f es uniformente convexa.

Prueba 10 Sea X € B. Por hipdtesis se tiene que f” es definida positiva entonces
paracada Z € B (Z, f"(X)Z) > 0 por la propiedad arquimediana entonces exis-
ten M, N niimeros naturales tal que || Z|| < M {(Z, f"(X)Z) y (Z, f"(X)Z) <
N || Z|| organizando lo anterior se obtiene

1 "
27 121 <2, f1(X)Z) < N|Z]

A.6. Resultados y discusion

A continuacion se dan algunos ejemplos de la teoria previamente mencionada.

Ejemplo 2 Sean A, «,, B.xn matrices definidas positivamente y simétricas tal
que > = A+ B. Sea X = {X : X,,um} el espacio de matrices rectangulares
dotado de la norma || X ||, = traza (X" BX). Se construye la funcion f : X — R
definida por f(X) = traza (XTAX)

Proposicion 2 La funcion f definida previamente es convexa

Prueba 11 Sean X, X5 € Xy sea a tal que 0 < a < 1 consideremos

flaX) + (1 —a)Xy) = traza((aX; + (1 — ) Xo)" A(aX; + (1 — a)Xy))
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<A f(X)) + (1 — a)Xy —2a(1 — a)traza(XT AX,)
propiedades de la traza y distributividad del producto matricial.
<A f(X)) + (1 — ) f(Xy) — 20(1 — a)traza( X! (L — B)X,)

Pero traza(X{ X X5) > traza(X{ BXs) entonces —2a(1 — a)traza(XT (X —
B)X5) < 0 luego se obtiene

flaXi+ (1 —a)Xy) < f(X1) 4+ (1 — )’ f(Xy)

por hipétesis 0 < al entonces o> < ay (1 —a)? < (1 — «a) lo cual garantiza
finalmente que f sea convexa.

Proposicion 3 La funcion f definida en el ejemplo es uniformemente convexa
Prueba 12 Basta demostrar que la funcion posee Hessiano definido positivamen-

te, note que f'(X) = AX + AT X ademds "(X) = A+ AT lo cual es definido
positivamente por hipotesis.



Apéndice B

Bases de datos usadas

Si no chocamos contra la razén nunca llegaremos a nada.

Albert Einstein (1879-1955).

B.1. Bases Benchmark

La siguiente tabla presenta una descripcion del desempefio de las bases de
datos utilizadas para evaluar cual de los métodos de reducciéon de dimensionali-
dad ponderados de los mejores resultados. En la primera columna se encuentre el
nimero correspondiente de la base que se encuentra en [86], y en las columnas dos
a siete se ubica el desempeno y error de clasificacion del método de reduccién. Se
observa que el método LPCALI fue el que obtuvo en muchos casos el menor error
y en varios casos se obtiene 1 mientras que el método WRDA ocup6 el segundo
lugar.



