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Resumen

En este trabajo se estudia el grupo de un enlace L, es decir, el grupo fundamental del espacio
S$3\ L, el cual es una generalizacién del grupo de un nudo. Esta herramienta ha sido de
gran importancia a lo largo de la teorfa de enlaces. En el trabajo presentaremos inicialmente
tres técnicas para computar una presentacién para estos grupos, también hablaremos sobre el
sistema periferal, el cual diferencia completamente los nudos y estd directamente relacionado
con los grupos de enlaces. Se estudia la matriz de Alexander y la forma de calcularla a partir
de una presentacién para el grupo de un enlace, presentamos algunos resultados importantes
sobre el polinomio de Alexander. Finalmente estudiamos representaciones de grupos de enlaces
y conceptos propios de la teorfa de representaciones, tales como reducibilidad y caracteres.
Pero en este caso para grupos infinitos, en especial para grupos de enlaces de 2 puentes. En los
apéndices se dan algunos conceptos fundamentales para la realizacién de este trabajo y también
una aplicacién del quandle.
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Introduccion

Un nudo es un embebimiento de un circulo en S3, S! < S3, podemos ver esto de forma intuitiva
como una cuerda enredada y atada a sus extremos. El estudio de estos objetos se llama teoria
de nudos y como una generalizacién de la teorfa de nudos podemos pensar en embebimientos de
varios circulos en S2, por ejemplo tomar varios nudos y entrelazarlos, estos pueden estar sueltos
unos de otros o no. A estos embebimientos los llamamos enlaces y naturalmente su estudio se
llama teorfa de enlaces.

Uno de los problemas centrales en la teorfa de enlaces es encontrar invariantes que nos
permitan clasificar en su totalidad los enlaces, es decir, aplicar algin tipo de algoritmo que nos
diga si cualquier par de enlaces que en apariencia se ven distintos los podemos manipular de tal
forma que podamos decidir si en realidad son iguales o no. Uno de estos invariantes es el grupo
de un enlace, el cual es la generalizacién del grupo de un nudo que empezé a utilizarse a finales
del siglo XIX. Esta herramienta se ha convertido en una de las mas estudiadas en la teorfa
de nudos, dada su importancia como invariante. Lastimosamente el grupo de un enlace no
clasifica en su totalidad los enlaces, esto es, el grupo de un enlace no es un invariante completo,
pero en el caso de los nudos primos, Gordon y Luecke mostraron que el grupo los clasifica casi
completamente, ver [10].

Entonces es de gran utilidad poder calcular una presentacién para estos grupos, y las técnicas
para conseguir estas presentaciones que estudiaremos en el primer capitulo son tres, la primera
la conseguimos con el teorema de Van Kampen, la segunda forma de encontrar una presentacion
para este grupo es a partir del complejo de fractura para la variedad S3~ L, el cual también tiene
como una segunda aplicacion la construccién de un espacio recubridor que se corresponde con
un subgrupo normal de grupo del enlace, este es su subgrupo conmutador. Para terminar los
calculos la tercera forma depende de un concepto que es mas contemporaneo, este se introdujo
en 1982 y es el quandle, aunque no es un grupo, de él podemos derivar el grupo de un nudo
clésico.

Aunque el grupo de un enlace no es un invariante completo, complementando con més
informacién, por ejemplo, si pensamos en un sistema de grupos formado por él y algunos
subgrupos especiales podriamos tener un invariante mas efectivo, este recibe el nombre de
sistema. periferal, este en efecto, es un invariante completo para nudos, claramente depende del
concepto del grupo de un nudo. En la practica es muy dificil de aplicar este invariante, pues
depende de la existencia de un isomorfismo el cual muchas veces es complicado de encontrar,
pero es muy 1til en el caso de imédgenes espejo e inversos.

Un invariante importante el cual puede verse como una aplicacién del grupo de un enlace,
es el n-ésimo polinomio de Alexander, que se calcula a partir de la matriz de Alexander, que
se obtiene de una presentacién del grupo del enlace, y utiliza las derivadas libres de Fox. El
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polinomio de Alexander también puede calcularse a partir de las superficies de Seifert, pero en
este trabajo no estudiaremos este método.

Recordemos que una representacién de un grupo es un homomorfismo de grupos y aqui esta-
mos interesados en el caso donde el codominio son grupos metabelianos y las matrices M, (K),
con K un campo, ya que en el primer caso estas representaciones nos permite computar la
Matriz de Alexander y en el segundo podemos hacer uso de las herramientas del dlgrebra lineal.
Las representaciones de grupos ayudaron en la clasificacién de los grupos finitos, por tanto
resulta razonable pensar en extender estos conceptos a grupos infinitos, pero nos restringire-
mos a un caso mas particular que son los grupos de enlaces, los cuales estamos interesados en
clasificar. Un concepto que se utiliza para la extensién de representaciones a grupos infinitos
es la relacién entre los caracteres de representaciones con curvas algebraicas afines y grupos
discretos. Finalmente nos enfocaremos en una familia de nudos en particular, estos son los
nudos de 2-puentes, ya que su presentacion tiene solo dos generadores y una relacién. Podemos
generalizar esta familia de grupos de una forma natural, esta generalizacién recibe el nombre
de grupo kmot de 2-puentes. En este grupo consideraremos las representaciones en SLs (C) y
encontraremos una relacién casi 1-1 con polinomios cuyos coeficientes estdn en Z, es decir, con
curvas algebraicas.

Puesto que calcular presentaciones de grupos de nudos implica encontrarnos con el problema
del isomorfismo, es decir, jcémo saber si dos presentaciones diferentes en realidad pertenecen al
mismo grupo? Necesitamos métodos para diferenciar presentaciones de grupos, asi vale la pena
conocer condiciones necesarias para tal isomorfismo o cémo manipular los generadores o las
relaciones para pasar de una presentaciéon a otra. Ademds, como en el segundo capitulo se hace
uso del grupo anillo y el abelianizador también se hace necesario conocer resultados importantes
de esta materia. Daremos entonces un recuento de estos conceptos en el Apéndice, donde damos
a conocer conceptos bdsicos de teorfa de grupos, topologia y geometria, indispensables para
nuestro estudio, citaremos importantes resultados en cada caso, pero la mayoria de ellos no los
probaremos, sino que daremos referencias adecuadas.
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Capitulo 1

El grupo y el quandle de un enlace

A un enlace se le pueden asociar varias estructuras algebraicas, como son los quandles, grupos
de espacios topolégicos, espacios recubridores, entre otros. En esta seccién estudiaremos el
grupo de un enlace y veremos dos formas cldsicas para calcular presentaciones de estos grupos,
otra mas reciente que tiene que ver con el concepto de quandle, cuyas operaciones binarias se
asemejan a los movimientos de Reidemeister.

Los conceptos basicos de la teoria de enlaces pueden encontrarse en [9] ¢ [13].

1.1 El grupo de un enlace

Comencemos con algunas definiciones sobre nudos y enlaces. Un enlace L es un embebimiento
de uniones disjuntas de St en la 3-esfera S3 = R3U{oo}. A cada una de las imégenes de S* se le
llama componente del enlace, y si solo hay una, entonces diremos que este embebimiento es un
nudo. Decimos que dos enlaces L1 y Lo son equivalentes si existe un homeomorfismo de S que
envie uno en el otro. Si para un enlace L de r-componentes, existen 3-bolas D; € S2,i =1,...,r
tales que, D; N L contiene solo una componente de L para i =1,...,7y D; N D; # @,1 # j,
diremos que L es separable. Algunas veces consideraremos los enlaces orientados, es decir, cada
componente tendrd una orientacién asociada a ella.

Cuando nos referimos al diagrama de un enlace, estamos hablando de la proyeccién regular

del enlace sobre un plano contenido en S3, esta proyeccién cumple lo siguiente:

1. Es 1-1, excepto en finitos puntos.

2. El cardinal de la preimagen de estos puntos donde no es 1-1 es dos. Nos referimos a ellos

como puntos dobles.

3. Ningtin punto doble es un vértice de S*. Es decir, no se pueden dar puntos como se

muestra en la Figura 1-1.

A cada enlace se le puede asociar un grupo. Sea L un enlace, tomamos una vecindad
toroidal V' de L, es decir, toros sélidos disjuntos cada uno conteniendo una componete diferente
del enlace en su interior. Se define el grupo del enlace como G = w(L) = 71 (> \V) ~

T (5’3 ~ L); omitimos el punto base ya que S \. V es conexo. Veremos en las siguientes



/

Figura 1-1:

secciones como calcular una presentaciéon para estos grupos. En el Apéndice A hacemos un
breve recuento sobre el grupo fundamental de un espacio y varios conceptos que se requieren
para el estudio de este grupo. Para facilidad del lector, en el Apéndice B se hace un breve
recuento de los conceptos de teoria de grupos que se requieren para estudiar presentaciones de
grupos. También mencionamos varios resultados conocidos como el Teorema de Van Kampen,
que es una herramienta fundamental para el cdlculo de presentaciones de grupos de enlaces.

Ahora, para estudiar en concreto el grupo fundamental de un enlace L, es importante
describirlo explicitamente. Veamos entonces céomo calcular una presentacién para el grupo de
un enlace. Esto lo haremos de forma inductiva y usaremos la notacién del Apéndice A.

Sean L un enlace. Proyectemos a L en un plano P y sean wv; los cruces de L, con i =
1,...,n, es decir, p : S — P una proyeccién regular de L y v;,i = 1,...,n son los puntos
dobles. Supongamos que L estd contenido en P excepto por una vecindad de cada cruce, més
especificamente, supongamos que un segmento abierto de I que contiene un cruce superior de
p~ ! (v;) estd por encima del plano.

Sea X = S\ L y construimos X; y X» como sigue:

Tomemos un punto v € S% que esté debajo de P, agregamos rectas [; desde v hasta cada
cruce, luego cada punto doble queda conectado, es decir, cada una de estas rectas conecta el
par de puntos que estdn uno sobre el cruce de arriba y el otro sobre el cruce debajo.

Ahora, sean X7 = S3 ~\ ¢l (L U {li | I; es una recta de v hasta p~* (UZ)}) Tomemos el cono
L % v (ver Figura 1-2) y definimos Xy = (S°~ (Lxv)) Uv U I1, donde [, denota el in-
terior de [y, explicitamente, a S® le quitamos el cono L v, pero le agregamos el vértice
v y el segmento abierto l;. Claramente X; N Xy = S% \ L x v es simplemente conexo y
G1 = m (X1) = (x1,...,2) donde los generadores corresponden a cada componente conexa
de (Lxv)~cl (LU {l; | l; es una recta de v hasta p~! (v;) }) como se muestra en la Figura 1-2.

£
e €

Ahora, Go = m (X2) = (z1,22, Tk, x5 | r2,71) donde ro = $1$51, r o= :rlx,;escglx
{—1,1} como se muestra en la Figura 1-3 y la Figura 1-4. Luego para X! = X; U X5 se tiene

por el Teorema B.5.4, G = m; (Xl) = (T1,...,Tm | T1). Asi, agregando sucesivamente las



Figura 1-2: Cono L xv

Figura 1-3: 71,79




rectas [;, una a la vez, se tiene la presentacion
T (L) = (T1, . Ty | 71, .. Ts)

Notemos que cada cruce superior determina solo un generador pues viene acompanado de la
relacién SCjSC;_&l = 1, entonces se tiene un generador por cada arco y una relacién por cada
cruce, pero como el nimero de cruces es igual al nimero de arcos, se tiene que el nimero de
relaciones es igual al de generadores. Ahora bien, Si consideramos el lazo x que intersecta las
componentes conexas que tienen como frontera los cruces inferiores y I;,l; 11, L, entonces al
agregar como antes todas las rectas se tiene x = r1---r, = 1, es decir, r1 ---r,_1 = r,;!. Por

tanto se tiene la siguiente presentacién del grupo llamada la presentacién de Wirtinger
w1 (L) = (x1, .. @n | 71y ooy Te1)

Esta presentacion se llama la presentacién por encima. Una construccién andloga se hace
proyectando L en el plano y suponiendo que los cruces inferiores quedan abajo del plano, la
representacién resultante se llama presentacién por debajo, por la forma de la construccién
queda claro que estas dos presentaciones son isomorfas.

A partir de esta construccion se sigue la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.1 Para un diagrama conexo de un enlace L, con al menos un doble punto,

hay una presentacion del grupo

™1 (L> = <x17---7mn ‘ Tl,...,Tn_1>

Yyt parai=1,...,n—1 conk,s € {1,...,n}.

donde cada relacion estd dada por r; = xix;‘sx;
Ejemplo 1.1.1 Sea L en enlace de la Figura 1-5. Se tiene que

~1,—1 1,1 1,1 1,1
m (L) = <x1,...,x5|x1x2 T] T3, T4ToT, Ty, TAT1T, Ty, T1T4L, Ty >

Recordemos que si G; y Gs son grupos, Gi x Go corresponde al producto libre, ver el

Apéndice B para un poco mas de detalle.

Proposicién 1.1.2 Sea L un enlace en S®. Si L es el enlace trivial de n componentes, entonces

m (L) =Z%Z*---x7Z, el producto libre de n copias de Z.

Prueba. Por induccién sobre el nimero de copias.

Sin =1, entonces L es el nudo trivial, y claramente 7y (L) = 71 (S* N L) = (z) ~ Z.



Figura 1-5: L

Supongamos que la afirmacién se cumple para un nimero de componentes k < n. Sea
X = 83~ L y sean L; el enlace que corresponde a las n — l-componentes de L, y Ly la n-
ésima componente de L. Escojamos una 3-bola B que contenga a Ly y no intersecte ninguna
componente de Ly (tal B existe, pues L es separable). Si tomamos como X; = (53 ~ B) N Ly
y Xo = B~ Ly entonces X1 U Xo = X y X3 N Xo = 0B. Luego por el Teorema B.1, G =
T (X) = G1 * Go = 71 (X1) » m1 (X2) pues Gy = 71 (X1 N Xe) = {0} y por la hipétesis
inductiva G; = 71 (X1) = Z*Z % --- x Z el producto libre de n — 1-copias de Z. Por tanto
m (L) =Z%Zx---x7Z. m

El reciproco también es cierto, para una prueba ver [13].

Como un corolario inmediato de esto se tiene.

Corolario 1.1.3 Sea L un enlace en S®. Si L es separable, entonces 71 (L) = w1 (L1)*m1 (L2)*

%71 (Ly) donde L;yi =1,2...,n son los subenlaces de L que no son separables.

Diremos que el grupo de un enlace no se puede descomponer si no es un producto libre de

grupos.

1.2 Sistema periferal

Sean K;,i = 1,...,r las componentes de un enlace L y V; una vecindad de cada K; (toro
sélido que contiene a K;). Sea T; = 0V; y sean my,l; C T; el meridiano y la longitud de la
superficie del toro. Definimos el par (m;, ;) como el meridiano y la longitud de K; en S3, la
orientacién de m; y l; estd determinada por S® y K;. Podemos considerar a m; y I; como
elementos de 71 (L) escogiendo un camino w; en S \. L del punto base al punto m; N1I;, para
cada 7; este camino es tnico salvo homotopfas. Llamamos a (m;, ;)" = (m;, ;) < w1 (L) el

subgrupo meridiano-longitud, generado por m; v I;.



Definicién 1.2.1 El sistema periferal de un enlace L de r-componentes es el sistema de grupos
(1 (L) 5 (mg, 1)™ |i=1,...,7).

Un isomorfismo de sistemas periferales de dos enlaces L y L’ de r-componentes,
(o (D)5 (ma, )™ |i=1,...,r), (m (L) s (mi, 1) |i=1,...,7)

respectivamente, es un isomorfismo ¢ : w1 (L) — w1 (L') tal que ¢ (m;) = m} y ¢ (l;) = I} para

todo ¢. El siguiente teorema nos muestra que el sistema periferal es un invariante de enlaces.

Teorema 1.2.1 Dos enlaces L, L' de r-componentes en S® son equivalentes si y solo si existe

un isomorfismo de sistemas periferales.

Prueba. Claramente si los enlaces son equivalentes los sistemas periferales son isomorfos.

Sean (71 (L) ; (mi, i)™ | i =1,...,r)y (m1 (L") ; (m},I[)" | i = 1,...,r) los sistemas periferales
de L y L', respectivamente y supongamos que existe un isomorfismo ¢ : 71 (L) — w1 (L)
tal que ¢ (m;) = m, y ¢ (l;) = I} para todo i. Sea L;j,j = 1,...,uy Li,k =1,...,v los
subenlaces de L y L’ respectivamente, cuyas componentes no se pueden separar. Entonces
mi (L) =m (L1) %+ -*m (Ly) y mi (L)) = mq (LY) % - -1 (L)) y w1 (Ly), m1 (L},) no se pueden
descomponer para todo k, j. Sialgin Lj; es el nudo trivial, entonces la componente de L, corres-
pondiente a L; bajo ¢ es un nudo trivial que puede separarse de L}, con esto, podemos suponer
que ninguna componente de L; y L) es trivial y por tanto w1 (L;),m (L},) # Z. Entonces
por el teorema de subgrupos de Kurosh ([15], [16]), se sigue que v = v y ¢ (71 (L;)),m1 (L))
son conjugados en 7 (L'), reordenando los indices de las componentes de L', podemos suponer

que ¢ (m1 (Ly)) y ™ (L;) son conjugados, es decir, g;p (71 (Lj))g;1 =m (L;) para algin
g; € m1(L'), para todo j = 1,...,v. Entonces el homomorfismo ¢; : m (L;) — m1 (L;)
definido como ¢, () = g; (¢ (@) g;l, para todo o € w1 (L), es un isomorfismo de sistemas de

grupos de (w1 (Lj); (m;,, ;)" |i=1,...,r)a (7r1 (L;) ;<m;»i,l;»i>7T li=1,... ,r) para todo j.

Luego, por el teorema de Waldhausen [26], existe h : S3 \ L — S% \. L’ un homeomorfismo que
preserva la orientacién del par (m;,l;) y (m},1;) de meridianos y longitudes de L; y L;», para
todo j. Pero S2 es compacto, luego h se puede extender a un homeomorfismo h:S3— S3 tal
que h(L;) = L;- para todo j. Por tanto L; y L;» son enlaces equivalentes para todo j. m

Con este teorema hemos encontrado un invariante para enlaces, aunque encontrar estos
isomorfismos en general resulta muy complicado. El siguiente corolario, es mas sencillo de
aplicar, pues tenemos el mismo enlace pero con orientaciones contrarias o un enlace y su imagen
en el espejo. Diremos que un enlace L es tnvertible si es equivalente a —L, donde —L es el mismo
enlace L, pero con la orientacién de todas sus componentes invertidas, L es +amfiqueiral si L
es equivalente a su imagen espejo, L*, con la orientacién inducida por L, o L es —amfiqueiral

si L es equivalente a su imagen espejo con la orientacién contraria, —L*, a la inducida por L.



Corolario 1.2.2 Sea L un enlace, se cumple lo siguiente

1. L es invertible si y sdlo si

(m1 (L) (ma 1™ |i=1,...,7) ~ (m (L); (m Y i = 1,...,1~) .
2. L 4anfiqueiral si y sélo si

(m1 (L) (g, 1™ i =1,...,7) ~ (m (L) (m; 1) i = 1,...,1~).
3. L -anfiqueiral si y sdlo si

(1 (L) : (g 1) [ =1, ) (m (L) 5 (mg, T |i = 1,...,7«).

Prueba. Se sigue directamente del Teorema 1.2.1. =

Dados dos nudos, podemos construir uno nuevo a partir de su suma conexa, pero al hacer
esto el nuevo nudo puede que en realidad sea uno que ya conocemos o por el contrario uno que
no hallamos visto antes. Si conocemos los sistemas periferales de ambos nudos ;Qué podemos
decir acerca del nuevo nudo construido? Uno esperaria que los grupos de los nudos originales
nos ayudaran a calcular el grupo de este nuevo nudo. El siguiente resultado nos contesta esta
pregunta. Aclaramos que éste solo se cumple para nudos, pues la suma conexa no estd bien

definida para enlaces de mas de dos componentes.

Teorema 1.2.3 Para cualquier sistema periferal (71 (K;); (mi, ;)" |i=1,...,7) de nudos K;
con i = 1,2 y cualquier sistema periferal (71 (K);(m,)™) de la suma conexa K = K1# K, el

grupo 71 (K) es isomorfo al grupo obtenido de w1 (K1)*m1 (K2) agregando la relacion my = ma.

Prueba. Sean K1, K3 nudos en S3, p; € K1, pa € Ko y B(p1), B (p2) C S? bolas abiertas
centradas en pi, pe. Sean Iy = K1 N B (p1), s = Ko N B(p2). Entonces K es el nudo que se
obtiene de la unién disjunta de (53 <\ B (pl)) U (5'3 \ B (pg)) y <K1 ~ Il> U (K2 ~ Ig) mediante
la identificacién de las fronteras 0B (p1) <> 0B (p2) y 011 < Ols.

Usemos la notacién del Apéndice B.

Sea X esta unién disjunta menos el nudo K y X; = S% \ (K1 UB (p1)),X2 = S ~
(K2 U B (p2)), entonces X1 N Xy ~ S?~ I es la interseccién de las fronteras de B (p1) , B (p2) e I
es la interseccion de I1, Io y X1 UXo = X. Luego Go =71 (X1 N Xa) ~Zy 61 (t) =mq,0s(t) =
mg. Notemos que G1 ~ 1 (K1) ,Gy ~ w1 (K2) (ver Figura 1-6).

Por el Teorema B.5.4, G = 71 (K) es el producto libre 71 (K1) x 7 (K2) amalgamado por
m(X1NXz). m



Figura 1-6: X; = S3 ~ (K; U B (p;))

Como un corolario inmediato de este teorema se tiene el siguiente resultado, cuya aplicaciéon
nos da un isomorfismo entre el grupo de la suma conexa de dos tréboles y el grupo de la suma

conexa del trébol con su imagen en el espejo.
Corolario 1.2.4 Sean K, Ky nudos. Entonces 1 (K1#K2) ~ m (K1# — K3)

Este corolario tiene una gran importancia pues implica que el grupo de un enlace no es un
invariante completo, ya que el nudo obtenido de la suma conexa de dos tréboles no es equivalente
al nudo obtenido de la suma conexa del trébol con su imagen en el espejo.

Un nudo no trivial se llama primo si no es la suma conexa de dos nudos no triviales. El
siguiente teorema probado por Gordon y Luecke en 1989, ver [10], es de gran importancia ya
que clasifica los nudos primos casi completamente (si cambiamos la orientacién o todos los
cruces de un enlace sigue existiendo un homeomorfismo entre sus complementos y por tanto un
isomorfismo en sus grupos fundamentales). Asi, el grupo del nudo es un invariante completo

para nudos primos, salvo imdgenes espejo e inversos.

Teorema 1.2.5 (Gordon-Luecke) Dos nudos primos K1, Ko en S son equivalentes si y sélo
St 7T(K1) >~ T (KQ) .

Este teorema no funciona para enlaces, en efecto, sean L1, Lo los enlaces de la Figura 1-7.
Ellos no son equivalentes pues los twisting numbers ¢ (L) =1 y t (L2) = 3 son diferentes, pero
del Ejemplo 1.1.1 se tiene 71 (L1) ~ w1 (L2)



N

Figura 1-7:

1.3 Complejo de fractura

Usaremos el concepto de complejo de fractura para construir un cubrimiento para el com-
plemento de un nudo, méas alin, podemos construirlo de tal manera que este cubrimiento se
corresponda con el subgrupo conmutador del grupo del nudo. Primero veamos un algoritmo
para computar el grupo fundamental de una 3-variedad conexa a partir de un complejo de
fractura, esto es, el algoritmo que nos permitird calcular una presentacién para el grupo de un
enlace. De este algoritmo se deriva la forma en la cual podemos construir un recubridor para

el grupo de un nudo.

1.3.1 Caé&lculo del grupo de un enlace

Dado un complejo simplicial M, denotaremos por |M| el politopo de M, es decir, |M| = UM®),
donde el k-esqueleto M*) de M, es el conjunto de todos los k-simplejos de M. Denotamos por
M al interior de M.

Sea My una 3-variedad conexa y sea M un 3-complejo conexo, tal que existe un homeo-
morfismo f : |M| — My, es decir, M es una triangulacién de My. Sea o¢g € M un 3-simplejo.

Como M es conexo, existe un 3-simplejo o1 € M tal que o1 Nog = S1, con S1 un 2-simplejo.
Denotemos por N; = {000, 001, 5’01 la yuxtaposicién de los 3-simplejos abiertos sobre su 2-cara
abierta comin. De nuevo por la conexidad de M existe un 3-simplejo oo € M \ {0¢,01} tal
que 01 Noy = So, con Sy un 2-simplejo. Denotamos por Ny = 0?2, §2 la yuxtaposicién del 3-
simplejo abierto y su 2-cara abierta, asi N1UN3 es yuxtaponer a [N un 3-simplejo abierto distinto

o o . , . . . . .
de og y 01 sobre su 2-cara abierta comiin. Continuando de la misma forma, existe un 3-simplejo

o]
o; € M ~{00,01,...,0,-1} tal que o;,_1 No; = S;. Denotamos por N; = {aoi, S; ¢ y paramos
este proceso cuando hayamos obtenido el conjunto de todos los 3-simplejos {o¢, 01, ...,0,} de
M.



Definimos la unién disjunta N’ = iQNi que es la yuxtaposicién de todos los 3-simplejos
abiertos de M sobre sus correspondient_es 2-caras comunes. N’ es llamado cueva mdzimal de
M.

Es facil ver por induccién que N’ es simplemente conexo. Para m = 1, es inmediato de
la construccién. Para m = 2, tomemos ¥ = N; y Y] = c?o U Sol,Yg = c?l U Sol entonces
YinY; = Sol # ¢ y asi por el Teorema Van-Kampen B.5.4, Y es simplemente conexo si Y; lo
es, para j = 1,2. Luego basta probar que Y es simplemente conexo, para j = 1,2. Denotemos
por w1 j,V2 5,035, V4, los vértices de Y;, para j = 1,2. Sin pérdida de generalidad supongamos
que v1,j,v2,,v3,; son los vértices comunes que también corresponden a Si, entonces podemos

omitir el subindice j, para j = 1,2,3. Sabemos que
4 4
O'j = {LE ‘ r = Ztivi7j’zti = 1,ti 75 0} s
i=1 1=1
3 3
Sl == {.T ‘ Tr = Ztivi,zti = 1,ti 7é 0} .
=1 i=1

Luego
o 4 4
[0}
Y}' =0y Uusi = {.T | T = Ztivi’j’zti =1 con tq,ta,t3 # 0, } .
=1 =1

Definimos ahora, para cada s € [0, 1] la funcién hy : Y; — Yj, dada por

4 2
hs (z) = hs (thi,j> = thi + (sta +tz3)vs + (1 — 5) tavaj,x € Yj.
i=1 i=1

Como to + to + sta + t3 +ta — sta = to + ta + t3 +t4 = 1, entonces h(x) € Y;, ademds hs
es continua en las dos variables. Entonces §1 es retracto de deformacién de Y}, por tanto
m (Y;) =m <5’01> = 0. El paso inductivo es andlogo al paso m = 2, pues al agregar el n + 1
2-simplejo el nuevo generador es el tinico que pasa por éste, es decir, no hay relaciones entre los

n anteriores generadores.

Ahora bien, consideremos el conjunto de los 2-simplejos abiertos
{)"(l 1= 1,2,...k}

restantes, es decir, los 2-simplejos abiertos )O(l Z {S;|i=1,2,...,m}. Si agregamos estos

2-simplejos abiertos, uno a la vez, a N’, obtenemos el complemento del 1-esqueleto de M,

N:(M(1)>C:N/U{)°(l\l:1,2,...,l~c}.
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Veamos por induccién que 71 (N) es un grupo libre.

Por induccién sobre k. Para X; sabemos que existen 3-simplejos 0,04 € M tales que
o;j Noy, = X1, ademds existen 3-simplejos abiertos &1, 0k41 € N’ tales que ojr1Noj =951
Y k41 N0 = Spy1. Tomemos a; un camino cerrado que empiece en 7, y pase a 0 a través
de )E' 1, siga por 011 a través de §k+1 y finalmente regrese a ;. Este camino estarfa rodeando
una de las 1-caras de X7, luego a; # 0. En el paso inductivo la construccién del generador «;
agregando X; es andlogo. Ademds, notemos que el generador «; es el tinico que cruza a X;, por
tanto este no puede obtenerse mediante alguna relacién de los demds generadores.

De lo anterior se sigue que cada generador en 71 (V) corresponde a un 2-simplejo agregado.
Estos generadores los enumeramos por el orden que hemos fijado para los 3-simplejos.

Ahora tomemos una vecindad tubular de cada 1-simplejo abierto y la agregamos a N, una
a la vez, entonces por el Teorema B.5.4, estarfamos agregando una relacién por cada 1-simplejo
correspondiente a un camino que rodee este 1-simplejo, hablaremos de estas relaciones mas
adelante. Finalmente agregamos una vecindad de cada vértice, pero como estas vecindades
son homeomorfas a una 3-bola menos un punto, las cuales son simplemente conexas, entonces
ninguna relacién es agregada cuando adjuntamos estas vecindades de vértices.

Regresemos a las relaciones que aparecen cuando agregamos las vecindades toroidales de los
1-simplejos. Consideremos un 1-simplejo L € M. Para cada uno de estos existe un conjunto de
2-simplejos que tienen a L como una de sus 1-caras, entonces la relacién estd dada por el orden en
el que el lazo atraviesa los 2-simplejos para rodear a L. Y puesto que M~ K = N’ es simplemente
conexo, las relaciones que vienen de L son palabras en los generadores correspondientes a los

2-simplejos que atraviesa este lazo.

Definicién 1.3.1 Sea M una 3-variedad, y sea L un 1-subcomplejo de M. Un complejo K es

llamado un complejo de fractura para (M, L) si cumple

1. M~ K es conezxo.
2. M ~ K es simplemente conexo.

3. LCK.
De este algoritmo se sigue la prueba del siguiente teorema.
Teorema 1.3.1 Si K es un complejo de fractura para una 3-variedad M entonces
(M NL)=(x1,29, ... T | "1y Th)

donde cada x; corresponde a un unico 2-simplejo de K y los r; estan univocamente determinados

por los 1-simplejos de K ~\ L.
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Figura 1-8: Triangulacién del Toro

Para ilustrar lo anterior tomaremos una situaciéon andloga en el caso 2-dimensional.

Ejemplo 1.3.1 SeaT el toro y denotemos también por T su triangulacion, Figura 1-8. Sea L =
vs y usemos el algoritmo para calcular w1 (T ~ vs). El complejo de fractura depende del camino
que escojamos para construir N'. Tomemos todos los 2-simplejos abiertos como se muestra
en la Figura 1-9 y escojamos como primer 2-simplejo a og = (vs,ve,v7). Ahora empecemos
a recorrer los 2-simplejos. Partimos de g y agregamos un nuevo 2-simplejo abierto, 1 y el
1-simplejo abierto por el que cruzamos, 5’1 como se muestra en la Figura 1-10. Continuamos
este proceso hasta que hallamos recorrido todos los 2-simplejos de T', es decir, solo pasamos a
un 2-simplejo si no habiamos estado en él antes, y ast vamos enumerando los 2-simplejos y los
1-simplejos de acuerdo a la direccion del recorrido, ver Figura 1-11. Finalmente obtenemos N'.
Luego oo = (vs,v6,v7) ,01 = (s, V6,V7) , 02 = (U5, V6, V2) ,03 = (Us,V2,V1) ,04 = (V1,V2,8) -
y S1 = (vr,v6),52 = (vs,v6),53 = (vs,v2),Ss = (v1,v2),.... Se ve facilmente que N’ es
simplemente conexo. Ahora empezamos a agregar los 1-simplejos abiertos restantes, uno a la
vez, empezando en el 2-simplejo oo, y los vamos enumerando. Asi X1 = (v7,vs) como en la
Figura 1-12. El generador estd dado por una curva que empieza en un punto base O recorre a
N’ hasta cruzar una sola vez a X1 en la direccion o1 a o5 como se muestra en la Figura 1-13, es
decir, de subindice menor a mayor. Sequimos agregando estos 1-simplejos y ast vamos agregando
estos generadores descritos como antes. Esto se puede ver en la figura 1-14. Notemos que estos
generadores no tienen relaciones, pues los vértices no estan. Ahora agreguemos pequenos discos
centrados en los vértices, uno a la vez, excepto para vs, en la Figura 1-15 se muestra que la

relacion obtenida al agregar el vértice vy es x1x3 . Estos son vecindades de cada vértice, y asi
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Figura 1-9: Toro con sus simplejos abiertos
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Figura 1-10:
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Figura 1-11:

Figura 1-12:
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Figura 1-13: Generadores x1, o

Figura 1-14:
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Figura 1-15:

obtenemos una relacidn por cada uno de ellos, esto se ve en la Figura 1-16. Hemos encontrado

entonces una presentacion para el grupo fundamental del toro agujereado,

1 (T AN ’1)5)
= (X1, X, ..., Xuo | Xa X5 ', X X7 1, X7 X6 X3, Xs X10Xa, Xa Xg ', XoXqg', XoXg ', X7 X5 )
~ (X,Y).

Utilicemos ahora el algoritmo para calcular una presentacién del grupo de un enlace.

Consideremos un enlace L no separable, en posicién general en S y proyectémoslo sobre
una esfera S en el interior de S2, notemos que tenemos dos tipos de regiones en la esfera, las
cuales tienen como frontera comun el enlace y en cada cruce se encuentran dos regiones del
mismo tipo como en el dibujo superior de la Figura 1-17. Ahora supongamos que L estd sobre
la esfera excepto por una vecindad B de cada punto doble. Podemos tomar esta vecindad como
una bola en S2, notemos que la interseccién de esta vecindad con la esfera, BN S = D, nos
da un disco contenido en la esfera. Tomemos la frontera de este disco C' = 9D, la cual es un
circulo que conecta los extremos de cada cruce del nudo. Cada cruce genera dos superficies,
estas son una banda con un twist que conecta las regiones del mismo tipo. Ahora bien, si
unimos estas superficies a la superficie S’ = S \ 15, obtenemos un complejo de fractura K

donde el 1-complejo corresponde a L y cada cruce es como se muestra en la parte inferior de la

16



Figura 1-16:

Figura 1-17.

Aplicando el algoritmo anterior obtenemos una relacién por cada cruce. Cada generador
estd dado por un 2-simplejo, pero estos a su vez estdn dados por cada arco del nudo, es decir,
hemos obtenido una presentacién para m; (L), encontramos entonces, una forma totalmente
diferente de calcular una presentacién para el grupo de un enlace, pues claramente esta difiere

del método utilizado en la seccién anterior.

1.3.2 Espacio recubridor del grupo de un enlace

Construyamos un complejo de fractura para un enlace, pero primero empecemos con la siguiente

definicién.

Definicién 1.3.2 Una superficie de Seifert para un enlace L en S es una 2-variedad S orien-
tada y compacta embebida en S3 tal que S = L como un enlace orientado y S no tiene

componentes que sean 2-subvariedades cerradas.

Las superficies de Seifert de un enlace tienen género minimal y son incompresibles, para
mds detalles sobre estas superficies ver [13].

Consideremos ahora un enlace no separable L embebido en S3 y sea S C S2 una superficie de
Seifert para L, escojamos una triangulacién (la cual la denotaremos con el mismo nombre) para

S, notemos que la triangulacién de L es un subcomplejo de S. Tenemos entonces un complejo
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Figura 1-17:

de fractura S de (53,L). Sea

{0}, 3-simplejos | o; Mo =@,i # jy (Vi) (Ilo € S?,3-simplejo) (¢; : 0; — o es biyeccién)} =

Cortamos a S a lo largo de S como sigue: Unimos dos 3-simplejos de My sobre una cara si
los 3-simplejos (de la triangulacién) de S3 correspondientes a estos tienen una cara comuin y si
tal cara no estd en S. Hacemos este proceso hasta pegar todos los 3-simplejos de My, con esto

hemos obtenido un complejo

{oi,8,1 ] 0; € My, s,1 son subsimplejos de o; de dimensiones 2 y 1, respectivamente} =

~

= M.

Notemos que hay 2-caras de 3-simplejos que no se unen pues estas correspondian a elementos
de S. Como S2 es una variedad conexa un 2-simplejo es cara de solo dos 3-simplejos entonces
— S3 tal que ¢ (x) = ¢, (z) si & € o;. Ahora bien, ¢ cumple que

se tiene la funcién ¢ : ‘M
para cada 2-simplejo s € S existen s, s’ € M tales que ¢ (s) = ¢ (s') = 5o € S.

Por otro lado, a cada 2-simplejo s de S con cofrontera o;, 0; le definimos un orden como
d(s) = (04,05) y =6 (s) = (0j,0;), 6 obviamente ordena la cofrontera de los 1-simplejos, es
decir, si [ es un l-simplejo de S® cuya cofrontera es s1,...,5,, v d(s1) = (01,02),6(s2) =
(03,04),...,0(8p) = (0n—1,0n) entonces 0 () = (s1,...,8,). Ahora asignamos la permutacién

(n n+ 1) a cada pareja (s, 6 (s)), es decir, consideramos la funcién P : {(s,6(s)) | s € S3} — Sy
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definida como .
sz{ (nn—i—i)l, sz‘xi(s,é(s)),
mn+1)", siz=_(s,—0(s)),

tal que, si 0 (1) = (s1,...,sy,) para un l-simplejo en K \ L y un meridiano alrededor de [ pasa

a través de s; desde el 3-simplejo 09;1 hasta el 3-simplejo o9; entonces

P (s1,6(s1)) P (s2,0(82)) - P(8n,0(sp)) =
= P (Sla (Ula 02)) P (327 (037 04)) P (Sna (O'nflv On))
= 1.

Claramente si una cofrontera en particular cumple esto, entonces las demads también.
Tomemos copias homeomorfas M; a M, j € Z con homeomorfismos h; : M; — M, llamare-

mos a estas copias hojas. Sea My, el espacio topoldgico obtenido de la unién disjunta ,UZM]-
j€

identificando un 2-simplejos, s; de Mj con un 2-simplejos s;41 de MjH solo cuando
1. hj(s;) y hjt1(sj4+1) son el mismo 2-simplejo s en S.
2. 0(s) = (0,0) = (hj (6(s5)) s hjs1 (3 (s541))) -
3. P (s,(hj(6(s)), hjr1 (6 (s541))) = P (s,0(s)) = (4,5 +1).

Es decir, como cada hoja tiene dos copias de .S, denotémoslas por +S, —Sk, donde el signo
corresponde a la regla de la mano derecha. Las condiciones anteriores pueden pensarse como
pegar la copia M; con la copia M;41 a lo largo de +5; y —5;41. Esta regla de pegamento nos
dice en cual copia de M entramos cuando cruzamos un 2-simplejo de S desde otra copia de
M. Asi, podemos levantar un camino en M asociado a ]\ij, a un camino en MZ de la siguiente
forma, vamos copiando el camino que empieza en Mj y este entra en diferentes hojas cuando
nuestra asignacion lo dice.

Ahora removemos de My, todos los 1-simplejos [ tales que h; (I) € L para todo j € Z, esto
quiere decir, removemos las copias de L en cada hoja. Obtenemos un espacio Coo = My y
definimos poo (z) = hj (x) six € Mj.

El siguiente teorema garantiza que la construcciéon anterior, es en efecto un espacio recubri-
dor, ya que el algoritmo anterior solo nos dice como construir este espacio. Para una prueba ver
[20]. Antes de enunciarlo daremos algunas definiciones que clasifican los espacios recubridores.

Si (X D, X ) es un espacio recubridor conexo sobre un espacio conexo X, un homeomorfismo

f: X — X tal que po f = p se llama una transformacion de cubierta, ademds, el conjunto
de todas la transformaciones es un grupo llamado el grupo de transformaciones, diremos que

(X 0, X ) es ciclico, si el grupo de transformaciones es ciclico. Si la imagen, py (7r1 (X , i)) ,
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del homomorfismo inducido py : 71 (X ,50) — 71 (X, x) es un subgrupo normal de m (X, x),

diremos que (X .0, X ) es un espacio recubridor reqular.

Notemos que si « € [m (L), 71 (L)], tiene nimero de enlazamiento 0 con L (nimero inter-
secciones), luego « tiene nimero de enlazamiento 0 con Sy por tanto la permutacién inducida
por « es la identidad. Reciprocamente, por la regla de pegamento si a € p, <7r1 (X ,i)) , Se
sigue que « tiene nimero de enlazamiento 0 con L y asi es una palabra formada por elementos
de la forma aba='b~!. Por tanto Cs, = My es un cubrimiento de S® . L correspondiente al

subgrupo conmutador de 71 (L).
Teorema 1.3.2 (My,pso) es un espacio recubridor ciclico reqular infinito de M .

Si cambiamos Sz, por Sz, , es decir, si cambiamos el conjunto sobre el cual hacemos las
permutaciones por el conjunto finito Z,, entonces Mz, = C, se llama el espacio recubridor

ciclico regular finito.

1.4 Quandles

Una manera alternativa de ver el grupo de un enlace es usar el concepto de quandles, el cual
es otro invariante de enlaces, daremos la definicién y algunas propiedades importantes. Este
concepto fue introducido de manera independiente por S. V. Matveev [18] y D. Joyce [12] en
1982, en el trabajo de Matveev se llamaba grupoide asociativo y fue publicado originalmente
en ruso, la traduccion al ingles sali6é a la luz en 1984. Aunque el quandle no es un grupo, a

partir de él podemos construir el grupo de un enlace y también el dlgebra de Conway.
Definicién 1.4.1 Un quandle es un conjunto QQ # ¢ dotado de una operacion binaria
01 QxQ—Q
que satisface las siguientes propiedades
1. xox =x, para todo x € Q.
2. Existe un dnico z € Q tal que zoy = x, para todo =,y € Q.
3. Para todo x,y,z € Q, (xoy)oz=(xoz)o(yoz).

Si (Q,o) satisface s6lo las dos primeras propiedades, pero no necesariamente la ultima
diremos, que (@, o) es un rack. Del segundo axioma podemos definir una segunda operacién /
que serfa la operacién inversa a o. Es decir, definimos el elemento b/a como la tdnica solucién

de la ecuacién x o a = b.
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Figura 1-18:

Ahora, a un quandle @), podemos asociarle un grupo. Consideremos el grupo F' (Q) libre
sobre @ y el conjunto R = {yilmy (zoy) | a,ye Q} C F(Q) de todas las palabras de
la forma y'zy (zoy) " en F(Q), entonces el grupo formado por el cociente de F (Q) y la
clausura normal R se puede ver como un grupo cuya presentacién es

F(Q)

?2<Q|R>:G-

Podemos construir un quandle tomando como elementos los arcos de un diagrama de un
enlace. Veamos esto mediante una descripcién enteramente combinatoria:

Sea L un enlace y D el diagrama de L. Definimos el conjunto Ap = {z1,...,2,} de todos
los arcos del diagrama D. En cada cruce r del diagrama convergen tres arcos, como se muestra
en la Figura 1-18. b es el arco que contiene el cruce superior, a es el arco que se encuentra a
la derecha del arco b y c el arco que se encuentra a la izquierda de b. Definimos la operacién o
mediante a o b = c.

Entonces los tres axiomas del quandle van a coincidir con los tres movimientos de Reide-
meister. En efecto, en el primer movimiento de Reidemeister solo interactia un arco z, asi

operdndolo con él se obtiene el mismo arco.
rox ==

En el movimiento de Reidemeister de tipo II, dados dos arcos x,y siempre existe un arco z
tal que z o x = y, como se muestra en la Figura 1-20.

Finalmente en el movimiento de Reidemeister de tipo III corresponde a la tercera propiedad.
En la Figura 1-21, se muestra el arco que se obtiene al efectuar (y o z) oz, y el resultado de
efectuar (yox) o (z0x), cuando z tiene una orientacién, en el segundo caso, es decir, z con

orientacién contraria, se debe tener en cuenta que el tercer axioma es equivalente a (x/y) oz =

(xoz)/(yoz).
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Figura 1-22: w;oxj = xp, v 005 = T4

Sea Q (L) = (z1,...,%n | i 0 z; = x1) donde cada generador x; corresponde a una arco del
enlace y cada relacién a un cruce. A @ (L) se le conoce como el quandle fundamental. Veamos
que @ (L) es en efecto un quandle, claramente @ (L) # (), y cada relacién corresponde a los
cruces como se muestra en la Figura 1-22; respectivamente. Por tanto de los movimiento de
Reidemeister se siguen los tres axiomas.

Entonces el grupo asociado a @) (L) es precisamente el grupo del enlace 7y (53 ~ L). En

efecto

F(Q(L))

7 = (w, e | Ay

~ <x1, cey T | xglmijw;€> :

El cual resulta ser la presentaciéon de Wirtinger para el grupo de un enlace.
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Capitulo 2

Matriz de Alexander

El polinomio de Alexander es uno de los invariantes m&s importantes de la teoria de nudos, este
se puede calcular a partir de la Matriz de Alexander y una manera de computar esta matriz es
a partir del grupo de un enlace, veremos en este capitulo otra propiedad importante del grupo

de un enlace.

2.1 Calculo libre

En esta seccién nos restringiremos al caso R = Z para la extensiéon de grupos a anillo grupo.
Para mas informacién sobre el anillo grupo ZG ver Apéndice D.

El homomorfismo de grupos a : G — H donde H = G/G’ lo llamamos el abelianizador,
como en el Ejemplo B.3.1. Por el Teorema D.0.9, existe una tinica extensiéon @ : ZG — ZH.
Definimos el trivializador 7 : ZG — Z como la tnica extensién del homomorfismo de grupos

7:G — Z tal que 7 (g) = 1, para todo g € G.

Definicién 2.1.1 Una funcion D : ZG — ZG se llama una derivada si para todo vy,ve € ZG

D(vl—i-’Uz) ZD(U1>+D(U2), (2.1)
D (’U1U2> =D (U1> T (Ug) + ’U1D (’Ug) s (2.2)

donde T es el trivializador.

Consideramos Z C ZG y G C ZG de forma natural, g = 1z-g9 y n = n-1g. Para simplificar
notacién denotaremos por 1 = 1¢, 1z el neutro multiplicativo. Notemos que D (1) =D (1-1) =
D)7 (1)4+1-D(1), pero7 (1) =1, luego D (1) =0y asi D (n) = 0, para todo n € Z. Con
esto, 0=D (¢7'g) =D (¢7")7(9) +9'D(9) =D (97") +97'D(g) y as

D(g')=~g"'D(9), (2.3)

para todo g € G.
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Para todo g € G y n € Z definimos el elemento de ZG.

0, sin=0,

n—1
g"—1 > g, sin >0,
i=0
-3¢, sin<0.
i=n
Note que % es solo una notacién, es decir, no tiene sentido de cociente. Se prueba facilmente
por induccién que D (g") = %D (9).

Proposicién 2.1.1 Sea F' un grupo libre sobre X = {x1,x2,...}. Para cada x; existe una

iunica derivada 8%ien ZF tal que

895 j
o0x;

=0j; (Delta de Kronecker).

Prueba. Definamos la funcién a%j : ' — ZF, tal que para todo x; € F se tiene:

o,
Ox;j
0 -1
gt =
81‘ij SL‘Z'*l J
0 0
= (') = — g + g —— F.
oz, (xfw) (9%% + z; ijw’w €

Es claro que estd bien definida. Sean w,v € F'y veamos por induccién sobre la longitud de w
que a%j satisface (2.2).
Si la longitud de w es cero, entonces w = 1 es la palabra vacia, y la afirmacién se cumple

trivialmente. Ahora supongamos que la funcién cumple (2.1) y (2.2) para palabras de longitud

m. . oy .
n. Supongamos que w = sc;'fl . -scjnﬁl donde myq,...,mp+1 € Z. Tenemos que, si escribimos
__ M 3
w = x; "wo y v es cualquier palabra
0 0 0
mi Mn+41 mi mi mi
— (wv :—<x< ST v>:— z; twgv) = =—a, '+, =——wv
Omj( ) 61‘]‘ “ Jnt1 81‘]' ( " ) 61‘]' " v &%]‘ ’
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por la hipétesis inductiva la iltima igualdad queda

0 ma 0 0
%jxil + <<$jwo> T (v) + wp <8_:rjv>>
_ 8 mi my 8 mi 8
= (e et () ) ot (550)

8 mi mi 8
=—x tw T, two | =—v .

8$j n 0 + ¢ 0 8SCJ'
Por tanto

(wv) = ——w + w=—m0.

8$j 8$j
Como ZF es un F-médulo libre, con F' como base, entonces existe una tinica extensiéon a un
Z-homomorfismo 5
— :ZF — ZF.

Ty
Ahora veamos que esta extension es una derivada en ZF', para ello basta verificarlo para los
elementos de la base, pero esto es claro, pues % : ZF — ZF es una extensién de % :F — 7ZF.

J J

2.2 Matriz de Alexander y polinomio de Alexander

Usando el célculo libre daremos la definicién cldsica de matriz de Alexander y veremos una forma
alternativa de calcular la matriz de Alexander usando la presentacién de la abelianizacién del
grupo de un enlace.

Sea G = (x1,...,2n | T1,...,mn—1) la presentacién de Wirtinger de un enlace no separable.
Sea F' un grupo libre en X = {z1,...,z,} y R la clausura normal de {ry,...,r,—1} C F.

Consideremos el homomorfismo canénico y el abelianizador

v:F—F/R~QG,
a:G—G/G' =H.

Entonces existen extensiones unicas tales que se tiene la siguiente composicién

o

Q
<l

x

7ZF 2 7F L 76 % 7.H.

l

La matriz de Alexander de G se define como [a;;] donde cada a;; = a o~y (%m) .
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Figura 2-1:

Ejemplo 2.2.1 Consideremos el nudo del ocho K, de la Figura 2-1. Se tiene que

™ (K) = (a,y | yz~tyzy ™ = a7 tyay ).
Entonces la matriz de Alexander tiene la forma
A= [au au}
Note que la relacion rs~' = 1 equivale a v = s ast, por (2.3) a%j (7‘5‘1) = a‘%”j — T’S_l%sj =0,

pero y (rs™) = 1, entonces (aoyo 2) (rs7!) = (aoyo2) (r)— (aovyo L) (s). Escribimos

(@aov)(z) = (ao)(y) =t

0 _
aj;; = <a 070 8_> (yl’*lyifyfl (z7yzy ') 1)

xT

o _ _ 0 _ _
= (ao9) <%yx yay 1) —(aon) <%$ Yyay lx)
= (ao7) (—yz ' +yzly) = (aoy) (—z + a7y + 2 yay )

= 1+4t+¢t ' —1-1=t+¢t"1-3,

o B L o
a2 = <a0’708—y) (y:z: tyzy ™ (27 yay " a) 1)

_ LT K T
= (a07)<8yyw Yy ) (a07)<8y$ yry

1

= (ao") (1 +yzt — ym_lymy_l) —(ao7) (m_ — x_lymy_l)

= 14+1—t—tt4+1=3-—t—t1

Obtenemos que
A= [t+t—1—3 3—t—t‘1] .
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En [9] se prueba que diferente ordenamiento de las relaciones nos da matrices equivalentes,
pues estas pueden diferir por permutaciones de columnas o filas, o una de ellas tenga una fila
de mds y ésta sea de ceros, o que tenga alguna fila (columna) que es combinacién lineal de las
otras filas (columnas) o una de ellas es una matriz diagonal por bloques, donde el primer bloque
es la otra matriz y el otro bloque es la matriz identidad.

Una manera diferente de calcular la matriz de Alexander es encontrar una presentacién para
G'/G", visto como ZH-médulo, donde H = G/G'. Sea K un enlace no separable y consideremos
aG=(t,yz--.Yn|S1,--,80-1), con ya,...y, € G’ y t un meridiano del grupo de K. Como
G/G" ~ 7, podemos ver a a : G — 7Z como el homomorfismo canénico, entonces kera = G'.
Sea S3\ K el complemento del nudo K y sea poo : Coo — S~ K el cubrimiento regular, ciclico
infinito de S® . K. Este cumple (pso), (TCs) = G’ y por la conexidad, podemos tomar como
punto base algin vértice de C. Notemos que G'/G"” ~ H; (Cy) . En efecto, como G'/G" es

abeliano, podemos dotarlo de estructura de ZH-mdédulo mediante

vV-a= (Z Vata) ca = ZVataat_aa

para todo a € G'/G" y v € ZH, pues

u-(a+b):(zyat“> (a+b)
= vat®(a+b)t *=v-a+v-b
(v+p) a= (Zyata+zuata> ‘a
- (Z(Va—i-ua)ta) 0= (va+p)tat ™ =v-atp-a,
(vp) - a = (Z Vataz,uata) ‘a
= (Zzyauatm) 0 =Y vap et =v- (u-a),

para todo a € G'/G" y v € ZH.

Recordemos que C,, es la cubierta finita y C4 es la cubierta infinita, construidas en el
Capitulo 1. Denotamos por Hy, (5% \ K) el m-¢simo grupo de homologfa del espacio $% \ K.
Como el grupo de las transformaciones de cubierta Cy, H, es ciclico infinito entonces H ~ 7 ~
H = G/G' y asi podemos dotar a Hy (Cw) de estructura de ZH-médulo mediante

voa= (Zl/ato‘) ca= Zl/aaota,

para todo a € Hy (Cs) y v € ZH, donde t : Cs — C es el generador del grupo de transfor-
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maciones del cubrimiento, (t) = H. En efecto

v-(a+b) = (Zyato‘) (a+0)
=S vala+b)ot*=v-atv-b,
(vtp) a= (ZVata—i-Z,uata) ‘a
= (Yot 1))@= (vatma)aot =v-a+p-a,
(vp) - a = (Z I/ataz,u,ata) ‘a
- (szauath) 0= vapgact? =v-(u-a).

Por tanto, se tiene el ZH-epimorfismo

p:G — H(Cy)
g = [lpn). (@)]

donde (pso), (7) = g. Se tiene que ker ¢ = G”. En efecto, si a € G” equivale a que a = ghg~th~!

yasip(a) =) e () elg) o) =e

Luego
p:G/G" — Hi(Cx)
g = 2(9)
Es un Z H-isomorfismo.
Sea 8 =¢({y2,..-,yn}t) = {Z2,...,2Zn}. Los elementos de § estdn en correspondencia 1-1

con los generadores de G’, pues si & = ¢ (y;) = ¢ (y;), con i # j, entonces g; = ¥j, es decir,
yiy;1 = e para i # j por ser una l-frontera en Cy,, como las 1-cadenas forman un grupo
abeliano libre, entonces éste es un ZH-médulo libre. Puesto que los 1-ciclos son un subgrupo
de las 1-cadenas y puesto que [ genera los 1-ciclos y como ZH-mdédulo, entonces los 1-ciclos en
Co son un ZH-médulo libre con S una ZH-base libre.

Cada relacién s; corresponde a un 1-ciclo de S3 \ K, luego levantando cada relacién s; de
53\ K a una l-frontera 0s; de Cs obtenemos una presentaciéon para G'/G”, esto lo hacemos
como sigue:

Si s; = y;;, entonces 0s; = Z;,. Si sj = yl-_ll, entonces ds; = (a (yz_ll)) Ty S1 85 = YiyYios
0s;j = 24 + (a(yi,)) &ip,. Sisj = yilyigl, 0sj = Ty — (a (yilygl))sﬁi2. Si sj = wy;, 0sj =
A+ (a(w)) ;. Sis; =wy *, ds; = A— (a (wy;l)) Z;, donde A se calcula de Js; tomando

sj = w. Tenemos entonces que

n
8Sj = Zaija%i, ajj € ZH.
=1
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Por tanto la matriz A = [a;;] con la columna correspondiente a t = y; removida es una matriz

de presentacion para G'/G"” Mds aiun A coincide con la matriz de Alexander.

Corolario 2.2.1 Cada A;;, menor (n —1) x (n—1) de la matriz de Alexander de una pre-

sentacion

(@1, ooy @ | 71y Tm)

es una matriz de presentacion de Hy (Cx).

Definicién 2.2.1 Sea k € ZT U {0}. Definimos el k-ésimo polinomio de Alexander Ay de
una presentacion de G = (x1,...,Tp | T1,...,7m) del grupo de un enlace como el mdximo
comain divisor de los determinantes de todas las submatrices (n — k) x (n — k) de la matriz de
Alexander de (x1,...,Zn |T1,...,"m). Sim <n—k on—Fk <0 definimos A, =0 6 A =1,

respectivamente.
De ahora en adelante escribimos A; = A. Consideremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2.2 Consideremos el nudo trébol K, cuyo grupo tiene presentacion de Wirtinger

G = {t,y2, 3 | t "ystys 'ys Lt ys My tye)

donde t = y1 es un meridiano y y2,y3 € G'. Con esto se sigue que G/G" = (t) y o ({y2,y3}) =
{Z2, 23} es una base para Hy (Cs) como ZH-mddulo. Ahora bien, levantamos las relaciones

51 = t_lygtyglygl Y Sg = t_lyglygltyg y obtenemos que

ds1 = (a(y') +a(yr'ys)) @1 —a(y 'ysyys ') &2
+(a (') —aly 'vsmyy 'ys ') @3
= (a (til) +a (tilyg)) T1—a (tilygtygl) To
+(a () —a(tystyy 'ys ) @3,
Os2 = 2a(yr'ys vy )&+ (a(vr'ys'ya w) —a(yr vz vn ') @2
—a (y;'ys') &3
= 2a(t7 gty ) B+ (a (s ) —a (s g )
—a (tflyg_l) 3.

Como a : G — G/G' es el homomorfismo candnico, entonces a(y2) = a(yz) =1 ya(t) =t.

Luego la matriz de presentacion de Hy (Coo) es

-1 t1-1
A pu—
11—t —t!
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y por tanto Ay (t) =t 2 —t~ 1 + 1.

Ejemplo 2.2.3 Se sigue que los k-ésimos polinomios de Alexander para el nudo del Ejemplo
2.2.1, son Ay (t) =t +t 1 =3 y A =1 para k > 2. Si normalizamos t +t~1 — 3, tenemos que
Aq(t) =t =3t + 1.

Recordemos algunas de las propiedades mas importantes del polinomio de Alexander, cuyas
pruebas se encuentran en [20]. Por ejemplo, A (1) = 1, ademés el polinomio nos da informacién
acerca de w1 (L); A (t) = 1 si y s6lo si G'/G” es trivial,.G’ no es finitamente generado si A (0) #
1, A (t) es invariante bajo unidades de Z [¢,¢t71] , es decir, A (t) = t*A (t71). Ay, k € ZT U{0}
es el generador del ideal principal mas pequeno que contiene al ideal generado por todos los

determinantes de los menores (n — k) x (n — k) de la matriz de Alexander.
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Capitulo 3

Representaciones de grupos de enlaces

En este capitulo estudiaremos diferentes clases de representacion del grupo de un enlace. En
general, un homomorfismo de grupos G — T se llama una representacion del grupo G. Cuando
se tienen propiedades adicionales en los grupos se acostumbra decirlo explicitamente, como por
ejemplo representacién metabeliana, si el grupo 7' lo es.

Sea F' un campo, V un F-espacio vectorial de dimensién finita. Una representacion lineal o
simplemente una representacién p es un homomorfismo p: G — GL (V). Si la dimensién de V/
es n, se sabe que V ~ F™ ademds GL (V) ~ GL,, (F). Diremos que dos representaciones p, 7 son
equivalentes si existe una transformacién lineal invertible 7 : V' — V tal que T (g) = p(9) T
para todo g € G. Si T (z) = awa™! para algiin a € V, decimos que p, T son simplemente
equivalentes. Decimos que una representacion p de G en GL (V) es irreducible si los tinicos
subespacios de V' que son invariantes bajo p son {0} y V, y diremos que p es absolutamente
irreducible si p es irreducible como representacion de G en (F¢)" donde F° es la clausura
algebraica de F'. En este tipo de representaciones hay un concepto de gran utilidad, éste es el
cardcter asociado a una representacion, puesto que el cardcter juega un papel importante en la
teoria de representaciones, estudiaremos varias de sus propiedades en este capitulo.

Sea G = <sc1, ces T | x;lxixj:c,;‘e,i =1,....,n— 1> la presentacién de Wirtinger del grupo
]
G=(t,y2,...,Yn | r1,...,7n-1), donde y; € [G,G] para i =2,...,n y t = x1 es un meridiano.

Ahora bien, sea K = (t) y G' =[G, G], claramente K N G’ = 0. Definimos el homomorfismo
0: K — Aut (G') tal que 0o (g) = t*gt~*, para todo g € G',t* € K. Entonces 0 realiza a G
como el producto semidirecto K x G' = G, con la operacién (t%, g) (tﬁ , h) = (to“rﬁ 0.8 (9) h).

de un nudo. Mediante la transformacién y; = z;z; " = ximjxgaxj_l € |G, G] se tiene que

3.1 Representaciones Metabelianas

Diremos que un grupo H es k-metabeliano si el subgrupo H () = 0, donde HO® = H, H =
HO = [H, H] ,HK) — [H(kfl), H(kfl)]. Llamaremos a los grupos 2-metabelianos simplemente
metabelianos. Para una representacién sobreyectiva de G en un grupo metabeliano H, ¢ : G —
H, claramente ¢ (G') = H'y ¢ (K) = (t), note que escribimos ¢ (t) como ¢ para simplificar la
notacién. Por otro lado, sea ¢ : K x G' — ¢ (K) x H’, definido como ¢ (t*,g) = (t*, ¢ (1,9)),
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entonces ¢ es un homomorfismo sobreyectivo. Mas atn,

kerg = {(t%9) [ ¢(t%9) = (e;e)} ={(% 9) | (1, (e, 9)) = (e, €)}
= {(t%9) [ (@ (% e),p(e,9)) = (e;e)} = {(t%, 9) [ ¢ (1%, €) (e, 9)) = €}
= {(%9) [ ¢(t%,9) = e} = kerp,
por tanto H = ¢ (K) x H = (t) x ¢ (G').

Por otro lado, como H es metabeliano, H' es un grupo abeliano y asi, podemos considerar

a ¢ (G') como un Z (t)-médulo, bajo la operacion

(D ait) o= awe (tmgt) = 3 (0 (t5gt7) + -+ o (t7g7))

la suma de «a;-veces @ (t%gt—%),p(g) = x, para g € G'. Basta probarlo para la base de Z (t),
sean x,y € H', se sigue que ¢ (g9) = z,¢ (h) =y, con g,h € G,

(tatﬁ) r = (ta+5> = (ta+5gt—a—5> = 1. (cp (tﬁgt—ﬁ)) = 1. (tﬁ : ac) :
Yz +y) =t ((gh) = (t%ht™) = o ((tgt™*) (t*t™%))
=@ (t%t™® (t*ht™®) =t -z +1% -y,

)+
(ta + tﬁ) = (1) + ¢ (tﬁgt*5> :

ex = ¢ (eg) = ¢ (g) = x, donde e denota la identidad en Z (t) y K.
ema 3.1. = (t —1d) - H", donde 1d denota la 1dentidad.
L 3.1.1 H = id) - H', donde id d la identidad

Prueba. Siz € (t —id) H', entonces & = t-h1—hy = ¢ (tg1t ™)+ (gl_l) = (tglt_lgl_l) =
v(g9) € H', donde hy = ¢ (g1) para algin g1 € G'. Finalmente, como H' es generado por
(t*a) (t°b) (t%a)~! (tﬁb)_l, donde t%a,t’b € H y escribiendo ¢ (9) = a,¢ (h) = b,y = —a — 3,

entonces

(t%) (t%) (t%) " (tﬁb)fl - ((to‘,g) (tﬁ,h) (7 00 (g71)) (t—ﬁ,etfﬁ (h—1)>)

Or-a (9)) + @ (a5 () + ¢ (Or-as (977)) + ¢ (65 (K1)
st s ) =ty —y.

Notemos que, si x; € G es un generador en la presentacién de Wirtinger, entonces dado un

N > G tal que (t) C N se tiene de las relaciones, que x; = wtw ™' donde w es una palabra en
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los generadores ;. Por tanto, para la clausura normal, (t) = Gy asi (¢ (t)) = ¢ (K) x H'.

Proposicién 3.1.2 Sea H un grupo metabeliano y sea ¢ : G — H wuna representacion so-
breyectiva para un grupo de un nudo y t un meridiano. Entonces t —id : G' — G’ es un

isomorfismo.

Prueba. Por el lema anterior ¢ — id es sobreyectiva. Sean x,y € H'. Veamos que es un
homomorfismo, (t —id) (x +y) =t - (z+y)—(x+y)=Ct-z—z)+(t-y—y) = (t —id) () +
(t —id) (y)

Si h € H', es tal que (t —id) (h) =0, entonces t - h =h perot #e asi, h=0. m

En adelante denotamos por +,, la operacién del grupo de la m-ésima homologia.

Proposicién 3.1.3 Sea H un grupo metabeliano y sea ¢ : G — (t) x H' una representacion
sobreyectiva. Entonces ¢ induce una representacion [ : G — (t) x H1 (Cx) 6 f : G —

(t) x Hy (C’n) si (t) es finito.

Prueba. Puesto que ¢ (G') = H' es abeliano, ker ¢ = G” luego ¢ induce un isomorfismo,
p: () x (G')G") — (p(t)) x H', pero G'/G" ~ H; (Cx) es el Z (t) —moédulo de Alexander
(bajo la operacién ¢ - u,u € Hj (Cy) como se definié antes), donde Cy es recubrimiento ciclico
infinito del nudo. Asi podemos definir una representacién 5 : G — (¢ (t)) x H; (Cx) -

De manera andloga, si (t) ~ Z,, entonces kero = G, donde G, ~ nZ > G, ademds
G'/G ~ Hy (Cn) la primera homologia del cubrimiento ciclico ramificado de m-hojas del
nudo. m

Sea a € C. Definimos la funcién d, : G — SLs (C) como sigue, si z; € G es un generador,

entonces

0o () : C — C
al’?(z—z))—a"1/2z
172

z = 002 (2) =

Proposicién 3.1.4 6, : G — SLy (C) es una representacion no trivial si y sélo si o es una

raiz del polinomio de Alexander Aq (t).

Prueba. Sea G = (x1,...,xpn |71,...,7n—1) la presentacién de Wirtinger. Para una
Z-_Jg‘l =1, si hacemos u; = 8 (mkxl_l) ,1 < 7 <n, obtenemos

0=8((z1" (@12) (@i (21" 21)) (wpr) (@r254))

=B (z (wrag )+ B (2 (27 21)) +y B (eeay ) +m B (a1277)

= —tug +H, tuw; +H, Uk —H;, Wi, (6)

relacién ;- Ly X
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un sistema de (n — 1) x (n — 1) ecuaciones, pero este sistema forma una matriz de presentacién
para H; (Cw). Por tanto, del Corolario 2.2.1, el determinante de este sistema es el polinomio
de Alexander A; (). Sea « una raiz de A; (t), reemplacemos t = «, en el sistema de ecuaciones,

entonces tenemos soluciones no triviales para z; = u; € C. Definimos para cada x; € G

0ar; :C — C
a1/2(z—zi)—ofl/2zi
a-1/2

z = 0ari(2) =

Claramente d,2; € C. Por tanto se tiene la representacion

0o : G — SLy (C)
/2 _ . (atl
T = a2 = “ ZZ(\/E> ’
0 04_1/2

[
Ejemplo 3.1.1 Sea L el nudo del ocho de la Figura 2-1 y sea
G = <ac1, e, Xyg \ {E2_1$4{E2.T1_1,$Zl$2$4$§1,$1$3$1_1$11>

una presentacion de Wirtinger de su grupo. Sabemos que el polinomio de Alexander es Ay (t) =

t2 — 3t + 1. De las relaciones obtenemos el sistema

—tug + tug + ug = 0,

—tug + tug +uqg —uz =0,

—tug +uz = 0.
Una solucion para el sistema es:
us = (t — 1) ug,
t—1
Uy = ——U2.
4 ;U2

Para que la solucion sea no trivial, t debe ser una raiz de A1 (t), ya que se tiene

s (Ltly+t+(tl)> —0,

ug (£ — 3t +1) = 0.
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Tomemos ug =1, ast us =a —1 yug = % donde o = 3%@ Definimos la representacion

tal que para todo z € C

2)=a(z-1)+1l=az+(1—-a),

S S O
Q
—
S
N
~—
—

a(x3)(2)=a(z—a+1)+a—1=az— (- 2a+1),
5a(x4)(z):a<za_1>+a_1 - <w>

(&% (0% (&%

Y asi obtenemos una representacion en SL(2,C)

do : G— SL(2,C),

tal que
Ql/2 0 al/2 _q-1/2 (a—1)
0o (1) = 0 o-12] 0a (T2) = 0 Ry
al’? —q V2 (a2 —2a+1 al’2 —a3/2 (a2 — 20+ 1
da (1‘3) = ( _ ) ; Oa (IE4) = ( — )
0 a 1/2 0 a 1/2

3.1.1 Representaciones metaciclicas

Como un caso particular de grupos metabelianos tenemos los grupos metaciclicos, que se han
estudiado mds en detalle. A un grupo H con presentacion <x,y | xq,yp,xyxfly*’w k> 1,
k9 = 1modp, (k — 1,pq) = 1, lo llamaremos metaciclico. Notemos que H' = (y), pues y*~! =
zyz~ly~' € H' y asi H serfa un grupo metabeliano. Ademés H/H' ~ (z | 29) ~ Z,. Ahora
bien, si H es un producto semidirecto de un grupo ciclico con su conmutador entonces H =

(t) x H = (t) X (y) @ Z X Zy,.

Teorema 3.1.5 (Fox) Sea H = (z,y | 29,y?, zyz—'y™") un grupo metaciclico. Si Ay (k) =

Omod p entonces existe una representacion de G en H.

Prueba. Sea G = (t,y2,...,Yn | T1,...,7n—1) donde y; € [G,G], parai=2,...ny t = x;
es un meridiano.

Tenemos que p | Aj (k) ademds como k¢ = 1 modp entonces (k,p) = 1. Por otro lado, si

n
> pij (k) u; describe la j—ésima fila de la matriz de Alexander, entonces el sistema de ecuaciones
i=1
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que corresponde a Aj (k) = 0modp es
n
> pij (k)us = omodp,j =1,2,...n.
i=1

Sean s;,7 = 1,...,n las soluciones de este sistema. Podemos definir la presentacién
v:G—H

talque o (t) =z y ¢ (y;) =y*, paracadai=1,...,n. m

3.2 Caracteres de Representaciones en SLs (C)

El papel de los caracteres en la teoria de representacién de grupos finitos es central, por lo que es
natural estudiar caracteres en el marco de las representaciones de grupos de enlaces. Aunque en
este caso la situacién es mucho mas compleja y se requiere hacer uso de herramientas matemati-
cas mucho més sofisticadas, pues ahora no podemos estudiar simplemente el comportamiento
de los caracteres como conjunto, sino que se requiere estudiarlos desde el punto de vista de las
variedades.

En esta seccién estamos interesados en representaciones lineales en SLy (C) dada su impor-
tancia geométrica, algunos de los resultados se presentan en el caso SLs (K), para K un campo
de caracteristica cero.

El cardcter de una representacién p es la funcién x, : G — C definida como x, (g) =

tr (p(g)). Asi, representaciones equivalentes, tienen el mismo cardcter pues tr (AB) = tr (BA).

Sea K un nudo y sea G = (g1,-.-,9m | 71, --,Tm—1) una representacién para el grupo de
K. Entonces G es finitamente generado por g1, ..., gm, definimos
R(@G) = {(p(g1),---.p(gm)) € C*™ | p es una representacion de G en SLy (C)}
C SLo ((Cm>

la inclusién se sigue del hecho C*™ ~ My (C™) y

p(g1)
(p(g1),---sp(gm) =p(91) © - @ p(gm) =
p (gm)

es una matriz por bloques y cada bloque esta en SLy (C). R (G) es un conjunto algebraico afin,
pues cada (p(g1),-..,p(gm)) satisface polinomios r; € SLs (C) [x1,...,2m]. Dos representa-
ciones p, 7 son equivalentes, si y sélo si existe T € SLy (C) tal que p(g;) = T (g;) T~ y esto
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se cumple si y sélo si

(P(g1) s s p(gm)) = (T, .., T) (w(g) - (gm)) (T, T7Y) = (7 (g1) -, 7 (gm)) -

Por tanto, existe una correspondencia 1-1 entre puntos de R (G) y representaciones de G en

SLs (C). Sean hy,...,hs otro conjunto de generadores para G y sea
R (G)={(p(h1),....p(hs)) € C* | p es una representacion de G en SLy (©)}

Como la biyeccién ¢ : R(G) — R'(G) tal que ¢ ((p(g1),---,p(9m))) = (p(h1),...,p(hs)) es
un isomorfismo de conjuntos algebraicos, entonces R (G) estd bien definido salvo isomorfismos.
Por esto identificaremos puntos de R (G) con representaciones de G en SLg (C) y llamaremos
a R (QG) el espacio de representaciones de G en SLg (C).

Una transformacién de Mobius es una funcién de la forma, T': CU {o0} — T : CU {00}

b
tal que T'(z) = Zji_d donde ad — bc # 0. Es fécil ver que el conjunto M de todas las

transformaciones de Mobius forma un grupo con la composicién de funciones. Ademds existe
az+b daz+ b dz+V

cz+d  Aez+Ad  dz+d
y tomando A = (ad — dc) /2 se tiene a/d’ — V'’ = 1, por tanto M ~ PSLs (C).

En adelante usaremos varias definiciones y teoremas importantes de geometria algebraica,

una correspondencia 1-1 entre My PG Ly (C). Mas atin, T (z) =

las cuales se encuentran en el Apéndice E.

Proposicién 3.2.1 Sea V' una componente irreducible de R(G). Entonces cualquier repre-

sentacion equivalente a una representacion en V' pertenece a V.

Prueba. Como el producto de variedades afines es una variedad afin, se tiene que V x
SLy(C) C SLy (C™*1) es una variedad affn. La funcién f : V x SLy (C) — R(G) tal que

f (y17 <y Ymy, CY) - (Ozylcfl
nomios en sus coordenadas. El conjunto clf (V x SLy (C)) C R(G)es una variedad, pues es la

e aymofl) es una funcién regular, pues estd definida con poli-

clausura de la imagen de una variedad, bajo una funcién regular. Entonces clf (V x SLq (C))
debe caer en una componente irreducible V' de R (G) y ademas V = f(V x {I}) C V', pero V'
es una componente irreducible de R (G), luego V' = V’. Por tanto f (V x SLy (C)) C V, y esto
es equivalente a la afirmacién de la proposicién. =

Lema 3.2.2 Sea K un campo de caracteristica cero y sea p una representacion de G en

GLs (K), cuya imagen no es abeliana. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. p es reducible.

2. p es reducible bajo K°€.
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3. X, (a) =2 para todo a € G'.

Prueba. 1=2 es clara.

A
2=-3: Entonces para todo g € G, las matriz de p(g) tiene la forma [ g . El conmutador

g Py
de dos matrices triangulares inferiores es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal.

Por tanto x, (a) =2 sia € G".

b
3=1: Como p no es abeliano existe un g € G’ tal que p(g) = [a d] # I donde a,b,c,d € K
c
. y - az+0b .
y a+d=2. Sic#0, entonces para la transformacién de Mobius T'(z) = d # I se tiene
cz

que w es dejado fijo por T si y sélo si

(d—a) +1/(a—d)? —4ch

b
W= sa’+a—dwt+b=0w=
cw+d 2c
(d—a)*xVa®—2ad+d? —4cb  (d—a) £ 2y/1—ad—cb
N 2c N 2c '
Como 1—ad = —cb entonces w = % V= s invariante bajo Ty también lo es @ y cualquier

muiltiplo de w. Por tanto p(g) tiene un subespacio L de dimensién 1, invariante, esto es claro
si ¢ = 0. Supongamos ahora que existe ¢’ € G’ tal que p(¢’') no es invariante bajo L. Entonces
p(d) # 1y p(g) tiene un subespacio L' de dimensién 1, invariante tal que L # L'. Luego

p(d'),p(g) son equivalentes a matrices triangulares, y podemos suponer que

1 0
B 1|

Como p(¢'),p(g9) # I, a, 8 # 0, Entonces tr (¢'g) = 2 + a8 # 2 lo cual es una contradiccion.

0 1

p(d) = [1 a] , p(9) =

Corolario 3.2.3 Si K es un campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero, entonces

una representacion p de G en SLg (K) es reducible si y sdlo si x,(g) =2 para todo g € G'.

Prueba. Si p(G) fuera abeliano una direccién es inmediata pues p(g) = I, para todo
g € G'. En la otra direccion, como K es algebraicamente cerrado, p (G) tendria un subespacio
invariante de dimensién 1. Si p (G) no es abeliano, se sigue del lema anterior. m

3.2.1 Curvas de representaciones

Sea C' una curva algebraica afin (ver Apéndice E). Entonces existe una unica (salvo equivalencia

birracional) curva proyectiva C, cuyo campo de funciones es isomorfo al de C. Como cualquier
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funcién racional de una curva suave a una variedad es regular, entonces cualquier funcién
racional entre curvas afines f : C' — D determina una funcién regular f : ¢ — D. De manera
andloga, si V es la clausura en P" de una variedad afin V' C C", una funcién racional f : C — V
determina una funcién regular f : C' — V.

Sea C una completacién proyectiva de C' (ver Apéndice E), decimos que P es un punto ideal
de C'si f(P) e C~C donde f : C — C es una funcién birracional. Sea f : C'— D una funcién
regular entre curvas afines, si P un punto ideal de D, entonces ffl (P) consiste de puntos
ideales de C. Asf, el conjunto de puntos ideales no depende de la completacién proyectiva.

Sean C = {(p(91),---,p(gm)) | f(p1(p(91),---,p(gm)) 2 (p(g1),- - p(gm))) =0} C
R (G) una curva afin y g € G. Sabemos que un punto p = (p(g1),.--,p(gm)) € C C SLy (C™)
es una representacién de G en SLg (C). Entonces, dado g = ¢7' -+ - g5 € G se tiene que cada

punto es de la forma

P57\ D8 () Dy(o)|  |asy (0) sy (0)

Dfy(9) Df <g>] _ [ (p) az <p>] |

Donde las funciones ij : G — Cse definen como la entrada (i, j) de la matriz p,, estas funciones
reciben el nombre de funciones coordenadas. Ahora bien, definimos ax, : € — C, tal que
aig (p) = ka (9),sik=1,2yar(p) = DSJF2 (9), si k = 3,4. Claramente estas funciones
coordenadas estdn dadas por polinomios y por tanto son funciones regulares. Definimos la

representaciéon ¥ : G — SLo (K (C’)) como

¥ (g) = [ ]

agg 5L4g

donde los ay, : G — K (é) estan definidos como ay, (g) = axg = [aky, C].

Lema 3.2.4 Si C es una curva que contiene una representacion irreducible, entonces W es

absolutamente irreducible.

Prueba. Sea F' la clausura algebraica de K (C) Si ¥ es reducible en F' entonces
tr (U (c)) = 2, para todo ¢ € G'. Ahora bien, tr (¥ (c)) = xg(¢) = G1c + dae = 2, luego
para todo p € C'y para todo ¢ € G’ se tiene a1, (p) + a4c (p) = 2, pero esto equivale a que la
representacién p € C' cumple que x, (¢) = 2, para todo c € G'. =

Veremos ahora que los caracteres de presentaciones pueden identificarse con puntos de un
conjunto algebraico. Sea g € G’y sea 74 : R(G) — C tal que 74 (p) = X, (g9), entonces 74 es una
funcién regular, pues x, (g9) = tr (p(g)) es un polinomio. Sea T el anillo generado por todas la

funciones 74,9 € G.

Lema 3.2.5 Sean A, B € SLy (C). Entonces tr (A) tr (B) = tr (AB) + tr (AB™1)
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Prueba. Sean A =

by b
o az , B = 1 "2 | entonces
a3 a4 b3 b4

AB — a1by + asbs * a1by — asbs *

* asby + asbs * —agbay + asby

JAB7! = [

con esto

tr (AB) +tr (AB_l) = a1by + agbs + agbs + asbs + a1by — asbs — aszbs + agby
= (a1b1 + aqby + a1bg + a4b1) + (a2b3 + agby — agshs — a3b2)
= (a1 + a4) (bl + b4)

Recordemos que el anillo T" es generado por los caracteres de todas las representaciones de

G.
Proposicién 3.2.6 El anillo T es finitamente generado.

Prueba. Sea Tj el anillo generado por todas la funciones de la forma 7y, .., , donde
i,...,0 € {1,2,...,n} y ij # i si k # j. Por el lema anterior se tiene que 747y = Tgp + Tgh—1
para todo g € G. Sea g € G, tal que g = g;"* -+~ g;"", con dy,..., i € {1,2,...,n}y ij # i) si

(]
T
k#j,mi,...,m, € Z. Seav =) Kj, donde
j=1

o —mgj, sim; <0
7 1, sim; > 1
m; , sim; >

Probemos por induccién sobre v que 74 € Tp. Si v = 0, como v es una suma de nimeros no
negativos, entonces K; = 0 para todo j = 1,...,r, luego todos los m; son 0 6 1, es decir,
g = Gi, -+ gi, y por tanto 74 € Ty. Siv # 0, podemos suponer que m, # 0,1, (podemos tomar

’_ -1 i =
9 = 999, ). Si v < 0 entonces Tg = Tgg;, Tyl

r

— Tyq2 » donde Ty1 € Ty, pero por hipétesis de
ir ir
induccién 7,52 , Tgq, € To, luego 74 € Tp. De manera andloga se tiene si v > 2.
ir
Ahora, sea g € G cualquiera, entonces g = g;"" ---g;"" donde iy,...,i € {1,2,...,n}.

Probemos por induccién sobre r que 74, € Tp. Podemos asumir que 5 = 4., para algin s < r,

__.mi m Mgyl My _
con esto definamos V' = g/ --- g/ W = Yisr " Y Entonces 7y = Ty Tw — Ty -1. Pero
por hipétesis inductiva 7y, 7w, Tyw-1 € To, luego 74 € Tp. m

Sean vi,...,7, € G tales que 7, ,...,7, generan a T. Sea

t: R(G) — cn
P — (T’Yl (p)v"WT’Yn (IO>) - (Xp (71)7"’7Xp (’Yn)) .
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Definimos X (G) =t (R (G)). Entonces

PeX(G) <= P= 1y, (p), 7, (P) = (X, 1) X, (1)) <= X,

es el cardcter de una representacién p : G — SLa (C), es decir, existe una correspondencia 1-1
entre puntos de X (G) y caracteres de representaciones de GG. Llamaremos a X (G) el espacio
de caracteres del grupo G, y se tiene que t(p) = x, para p € R(G). En [6] se muestra que
X (G) es algebraicamente cerrado y por tanto es tnico salvo isomorfismos candnicos.

Recordemos que (g, h) es el grupo generado por g, h, ver Apéndice E.

Lema 3.2.7 Si p : G — SLy(C) es una representacion irreducible y p(g) # +I para algin
g € G, entonces existe h € G tal que la restriccion de p a (g,h) < G es irreducible y x, (h) # £2.

Prueba. Si existe un unico subespacio invariante L de p(g) entonces existe h € G tal que
L no es invariante bajo p (h). Si existen dos subespacios invariantes L, Lo de p(g) entonces
existen hg, h; € G tales que Lo y L1 no son invariantes bajo p (ho) y p(h1) entonces tomamos
h = hoh1. De manera inductiva se sigue que p |, ) es irreducible. Se sigue que p(g) y p (h) no
tienen vectores propios comunes.

Finalmente, si x,(h) = £2 como p(h) # &I pues no tiene vectores propios comunes

1
con p(g), por el lema de Schur [27], podemos suponer que p(h) = + 1], luego p(g) =

0

a b
[ J ;¢ # 0. Ahora bien, sea n € Z, entonces X, (ghQ") = X, (9) + 2nc, podemos escoger
c

algin m € Z tal que x, (gh®™) # £2 y claramente p(g) y p (gh*™) no tienen valore propios
comunes, es decir, p ‘<g’gh2m> es irreducible. m

La siguiente proposicién es una generalizaciéon del caso en el que el grupo G es finito.

Proposicién 3.2.8 Sean p, 7 representaciones irreducibles de G en SLa (C). Entonces Xp =

X Sty solo si p ym son equivalentes.

Prueba. Es claro que si p ~ 7 entonces x, = X,. Supongamos entonces que X, = Xr-
Por el lema anterior podemos encontrar g, h € G tales que p \<g,h> es irreducible y x, (h) # £2.
Como p (h) y 7 (h) son diagonalizables y x, (h) = x, (h) existen A, A" € SLy (C) tales que

a 0

N Am(h) A7 a# +1

Ap(h) A7l = [

Como p y 7 son irreducibles , p(g) y 7 (g) no pueden ser triangualares inferiores. Asi, después
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de conjugar por matrices apropiadas B, B’ € SLy (C), podemos suponer que

b 1

C

Bp(h)B™ =

N A
,B'm(h) B! = L/ d/]

con ¢, #£0. Sea z € G y sea

Tenemos que

pts=x,@) =x;(x) =p +

/

ap+ats = X, (h) = X (hx) = ap’ + a's

Como a # +1 se sigue que p = p’ y s = s’. Analogamente, si reemplazamos = por g obtenemos
que b =V, d =d. Y como p(g) y 7(g) tienen determinante 1, se sigue que ¢ = ¢’. De la
misma forma, al reemplazar = por xg, se sigue que bp+r =b'p' +1/, asi que r =7’ y cq+ds =
dq+d's" = cq'+ds y como c # 0 se sigue que ¢ = ¢’ Por tanto p (x) = Dr (z) D=1, D € SLy (C),
paratodoz € G. m

3.3 Enlaces de 2-puentes

Sea D el diagrama de un enlace K en S° no separable. Si By U---U B, es la unién disjunta
de arcos en D tales que contengan todos los cruces por encima, ¢4 y ningin cruce por debajo
c_, llamaremos a By, ..., By, los puentes superiores de K. Como cl (K ~\ (B1U---UB,)) =
C1U---UC, consiste de una unién disjunta de arcos, a cada C; lo llamamos puente inferior. Si
n es minimal, lo llamaremos el ntimero de puentes y diremos que K es un enlace de n—puentes.
El grupo de un enlace de n-puentes tiene presentacién con n generadores y n — 1 relaciones, ya
que si K es un enlace de n-puentes y tomamos como Y;,7 = 1,...,n los n puentes superiores,
entonces tenemos por cada Y; un generador. Para mas propiedades y algunos ejemplos de estas
presentaciones ver [13].

En esta seccién nos enfocaremos en los enlaces de 2-puentes, estos enlaces aparecen muchas
veces en teoria de nudos. Los enlaces de 2-puentes fueron estudiados por primera vez en 1934
por Bankwitz y Shumann, y en 1956 Shubert los clasificé mediante los espacios lenticulares.
Veinte anios después Burde clasificé estos enlaces por un método totalmente diferente, usando
el linking number y los espacios recubridores ramificados.

Sabemos que una presentacién de Wirtinger para el grupo de un enlace de 2-puentes esté
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dada por dos generadores representados por meridianos y una relacién, esto nos sugiere la

siguiente generalizacién.

Definicién 3.3.1 Un grupo de un kmot de 2-puentes de determinante o es un grupo G con la
stquiente presentacion
G =G (e) = (x1, 22 | wry = ToWw)

donde w = x{'z?xP - 2" y o > 3 impar,e; = €4—j = £l para j = 1,...,a -1y

e=(e1,--,€a-1)-

Definimos las matrices

t 1 t 0
C = C g 7_D = D u — 9 3'1
! L1] b [w1] (3:1)
t 1 t 0
Ci=C14 = , D1 =D = 3.2
1 1t [O t1] 1 1t, [—u 1 (3.2)

0
h—1] h= 1ty

reemplazar 2 por t. A veces es mejor usar (3.2), ya que C1, D1 € SLy (C). Escribimos

Notemos que (3.1) se obtiene de (3.2) al conjugar tCy,tD; con la matriz U =

W = D2Ces ... pet = |02
w21 W22

] € GLy (Z [t,t ", u])

note que wii, wig, Wai, Woo Son elementos de Z [t, 1 u] , es decir, polinomios en la variable u
cuyos coeficientes son polinomios de Laurent en la variable t. Pero por simplicidad no escribimos

las variables t,u. Con esto, podemos definir la funcién
Ot G — GLy (Z [t, til,u])

como ¢ (z1) = C, ¢ (z2) = D.
En [22] y [23], se prueba el siguiente lema de gran utilidad cuando se trabaja con matrices
en GLy (C).

Lema 3.3.1 Sean M, My € GLy (C) dos matrices que no conmuten, con determinante y traza

tgual. Entonces se tiene lo siguiente:

1. Podemos encontrar t,u € C y una matriz U € SLy (C) para los cuales se cumple

t 0

—tu

t 1
UMwlehl,UMwle , donde \? =t~ ! det M;. (3.3)
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1. Si las transformaciones de Mdobius 11,15 representadas por My, My tienen un punto fijo
comiin en P (C); T1(z) = = T3 (%) donde T = {a € C* | \x =a,\ € C} con esto, si
Ai es un valor propio de M;, entonces Mix = Mz, Max = dox y asi, My, My tienen un
vector propio comun. Entonces el par (t,u) es unico, si no tienen un punto fijo comin

este par puede reemplazarse por (tfl,u).

Con este resultado, podemos probar ficilmente el siguiente teorema, el cual es de gran im-
portancia, ya que establece una correspondencia entre las representaciones lineales no abelianas

de G y los puntos de curvas afines.

Teorema 3.3.2 ¢, , es una representacion no abeliana de G (€) si y sdlo si (t,u) satisface la
ecuacion

w11 + (1 — t) wig = 0. (34)

Reciprocamente, toda representacion no abeliana i de G es simplemente equivalente a un milti-
plo escalar de ¢, para algin (t,u) que satisface (3.4). Cuando 1 es afin (1 (g) tiene evacta-
mente un punto fijo en P (C), para todo g € G), este par es unico y cuando v no es afin (Y (GQ)

no tiene puntos fijos) (t,u) puede reemplazarse por (til, u) .

Prueba. Basta probar que ¢ respeta las relaciones de G, para C, D, en otras palabras,
WC = DW.
wir wiz| [t 1] |twir wir + wig
wa1 waz| [0 1 twor  wa1 + wa2

t 0 jwnn wiz| twi1 two
—tu 1| |wor waog —tuwi] + wer  —tuwig + woo

Se debe cumplir entonces que wi1 + (1 —t) wiz = 0, way + tuwiz = 0, tuwyy + (t — 1) wey = 0,

)

pero si se cumple la primera y segunda, tenemos utwy; = (t — 1) utwiz y 0 = (t — 1) wey +
(t — 1) tuwio = (t — 1) wey + utwi, asi que basta mostrar la igualdad we; + tuwie = 0. Para
esto consideremos W1 = Cte1ptezCtes ... plea—1 = [wzj}, donde

t 0 t —t
ct = [1 | =vDv iD= [o 1“ —vev,
donde V = —tu ( to)l , siu=#0,
—tu

con esto, para WICT — DIWT = [v;] se tiene via = wl, — w, = 0, pero VWiV =

CerDP2(C%3 ... D=1 = W/, por tanto se tiene la igualdad. La otra direccién es obvia.
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Reciprocamente, si 1) es una representacién no abeliana, entonces 1 (x1),% (z2) no con-
mutan y tienen igual traza y determinante, asf, por el lema anterior se tiene el resultado.
Finalmente, si todos los ¥ (g) tienen exactamente un punto fijo comuin en P (C), entonces las
matrices [¢) (x1)], [¢ (z2)] tienen un valor propio comun y por (3.3.1-2), (¢,u) es tinico. ®

El siguiente lema nos permite conocer un poco la forma de cada entrada de W. Recordemos

que deg, denota el grado de un polinomio en la variable x.

Lema 3.3.3 Con la notacion anterior, la matriz W = C*1D#2(C®3 . .. D=1 tjene la siguiente
r () u” by (t)u”
forma: W = 2 ar (B)u" 2 by (B)u , donde
oo (Bu Yodp (t)u”

1oap(t),....dr () €Z[t,t71].

a—1

2. Sea m = 95=. Entonces deg, (w11) = deg, (wo21) = 1 +deg, (w12) = 1+ deg, (w22) = m.

€1

a—1
3. Sea o = Zsj,u:%a yo= 1_2
j=1

. Entonces los coeficientes de u™ en wi1 y wie son

am () = (1) t*, ¢y = (—1)™ g1t 0, (3.5)
n L

4. Escribamos wij = S u®Y est e;s € Z donde n =m 6 m —1 y sea k = k (w;j) el indice
s=1 i=1

mas grande tal que ;kn # 0. Entonces

eis=0stl4+s>n+k yk(’wl;[)Zk(wlg),k(wm)Zk(Mgg).

Prueba. La prueba se hace mediante induccién sobre la longitud de la cadena W;, donde
Wo=1, Wy = W, C?r=1 D=2r,

Para r = 1 se tiene

7 41
0 ti—

Wy = aps = L

8 :l:th'yu tl‘Hl*’y

v o] 1
Tty | tP
donde 8 € {0,1,2} y v,v € {1,0}, con esto m = 1,0 = £2, u = £1 asf se tienen las afirma-

ciones.

o gy ]

Si escribimos W, por filas, W, = [;:], las correspondientes filas e,41, fr+1 de W41 estdn
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determinadas por los posibles valores de €9,_1, €9,, de la siguiente forma:

Er—1 | E2r €r+1 fre1
1 1 —tu(er + fr) + 2 fr er + fr
1 -1 u(er + fr) er + fr
-1 1 u(e, —tfy) +er —tle, + f,
-1 | =1 | =t tule, —tfy) +t 2% | =t e, + fr

Esto se prueba por computo directo. Asi, por hipétesis inductiva se tienen los numerales 1
y 2. Para el numeral 3 notemos en e,;1 que el término a,41 (t) w1 r > 0, tiene una de las
siguientes formas

—tu (ar () u"),u(a, () u") 6 —t tu(a, (t)u"),

yen fry1 el término ¢, (t) w1, 7 > 1 tiene una las formas
—tu (e, () u),u(e ()u") 6 —t  u (e, (t)u").

Por tanto, con la hipétesis inductiva se tiene que ap, (t) = (—1)° tP.

Para hallar s,t notemos que, como el det C = det D = t, se sigue que el producto
()7 ()" = (-1,

donde g es el nimero de veces que ocurren los valores €9,_1,€9, = 1, y h es el nimero de veces
que aparecen los valores €9,_1,€2, = —1. Por otro lado, puesto que o — 1 es par y ¢; = 4
entonces el par (—1,1) y (1,—1) aparecen un mismo nimero de veces, digamos k. Con esto
se sigue m = g+ h+2k,u = g— h y asi, (—t)? (—t‘l)h = (=)™ % = (=1)™ . Luego
am (t) = (—=1)™t*. De manera andloga c,, (t) = (—1)" e1t*9. Finalmente, para 4. la prueba

es directa, basta hacer induccién y considerar varios casos. m

Ejemplo 3.3.1 Sabemos que el nudo ocho, K, es un nudo de 2-puentes cuyo grupo tiene pre-

sentacion

m(K) = <x1, T2 | (.T1_1$2$1$2_1) T1 = T (acl_l

= G(e)

= (11,22 | wr) = T2W) |

wom12y "))

donde € = (—1,1,1,—1), w = z; 'xam125 " y a = 5. Definimos la funcion ¢ : G (€) — GLz (C)
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como ¢ (x1) = C, ¢ (x2) = D, entonces

wW4+2u—ttu+1 u+1—t1t

W = N
u—tu—tu tu+1

Por el Teorema 3.5.2, ¢ es una representacion si y solo si u? + (3 — 2t) u + (3 —t71— t) =0.

3.4 Polinomios asociados a nab-rep

Notemos que (3.5) nos permite asociar un polinomio a la representacion,
D (t,u) =t (wi + (L —t)wi2) € Z[t,t7 ],

el cual recibe el nombre de polinomio nab-rep. Por Lema 3.3.3-1. deg, ® = m; por Lema
3.3.3-2. el coeficiente de u"™ en ® es (—1)™ y por Lema 3.3.3-3. ® contiene solamente términos
de la forma e;,t'u®, donde [ + s < m. De acuerdo a de Rham [7], el polinomio de Alexander A
para un grupo kmot G es un miiltiplo de ® (¢,0).

Denotamos por F), un campo primo de caracteristica p, y A = Z [t, t‘l]. Recordemos que

el discriminante de un polinomio p (z) se define como D = TI (e — a;)* donde los ay, son la
1<)

raices, ademds D puede escribirse como un polinomio en los coeficientes de p ().

Lema 3.4.1 La reduccion de ® (1,u) mddulo 2 no tiene factores repetidos en F [u]. Reciproca-
mente ® (t,u) no tiene factores repetidos en A [u] salvo A-unidades. Mdas ain, el discriminante

D(t) € A de ® respecto a u cumple que D (£1) es impar.

Prueba. Véase en [22]. m

El lema anterior nos dice que hay una tnica factorizacion & = ¢q®; - -- &, donde g es una
A-unidad, los ®; son irreducibles con deg, ®; > 1. A cada factor ménico ®; € Afu] de ®
le corresponde una curva algebraica afin dada por la ecuacién ®; = 0 en C2. Decimos que
P = (to,up) es un punto genérico, si estd sobre la curva afin y tg, ug son trascendentes sobre Q.
Una representacion ¢p correspondiente a un punto genérico P es llamada una representacion

genérica de ;.
Proposicién 3.4.2 ¢ (t,u) = o (t_l, u) .

Prueba. Sea ® = (—1)"tk®;---®, la factorizacién ménica irreducible en A[u] y sea
¢p = ¢, una representacién genérica para algin ®;. Como ¢;-1, es una representacién no
abeliana, por Teorema 3.3.2, (t71, u) satisface la ecuacion w1y + (1 —t) w1z = 0y asf (t71, u)

es un punto genérico (y t~1,u son trascendentes en Q ya que ¢,u lo son.). Por tanto Gp-1,, €8
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una representacién genérica de algin ®y, con esto se tiene Oy (t,u) = ®; (til, u) De manera
andloga se tiene en la otra direccién y como los ®; son irreducibles y ®; no divide a ®; para todo
i # 1, la asignacién j — k es una permutacién de {1,2,...,7}. Por tanto ® (¢,u) = ® (tfl,u) .
|

El conjunto de soluciones de la ecuacién ®;, = ® (t,u) = 0 es una curva afin en C2. El

siguiente lema muestra que ® nunca toca ciertas parabolas en C2.
Lema 3.4.3 Sit#0, ® (t,t7 ' —2+1¢) =1

Prueba. Sit =1, entonces ® (t,ti1 — 24 t) =®(1,0)=wn1 y
11 10 1 o/2
C — 7D == 7W = )
! [0 1] 7 o 1] o [0 1 ]

Ahora supongamos que P (t, t=1—24 t) = 0 para algin t # 0,1, entonces Cy, Dy, tienen

asi w11 = 1.

1
como vector propio comin a v = lllt] . En efecto, como Ay = 1, Ay = t son los valores propios

de Cy, Dy, entonces

b B L A0 ]
0 1] 1 1 —t-1% 1|| 1 1

Por otra parte, como 0 = @ (t, tl—24 t) =t"" (w1 — (1 —t) wi2) , entonces wi; = (1 — t) wia.

1
- | _
1

Es decir, v no es vector propio, lo cual es una contradiccién. Por tanto ® (t, t1—24 t) nunca

Pero
0

w
12+ wag

—wi2 + Wiz

# .

t—1
Wiaw — ( Jwiz Wiz
w21 w22

w
12+ wa

se anula, luego debe ser constante, pues ¢ (t, t1—24 t) es un polinomio. m

Ejemplo 3.4.1 Del Ejemplo 3.5.1, se tiene que p =0 y ® (¢,u) = u?+(3 — 2t)u+(3 -t~ — ¢),
y®(t,0)=3—tt—t=A().

3.4.1 Algunos resultados de las curvas nab-rep

Recordemos que una curva afin es una variedad algebraica, es decir, el conjunto de ceros de un
polinomio irreducible en dos variables y el grado de la curva afin es el grado del polinomio, para
mas informacién ver el Apéndice D. Como podemos asociar un polinomio a una representacién
de G y éste a su vez se factoriza en polinomios irreducibles, es ttil conocer propiedades de las
curvas afines asociadas a los factores irreducibles del polinomio nab-rep. Mas atin, el Teorema
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3.3.2, nos dice que a cada representacién afin le corresponde exactamente un punto (r, s) sobre
la curva afin C = {(¢t,u) | ® (t,u) = 0} y a cada representacién no afin le corresponden exacta-
mente dos puntos (r,s), (r~!,s) sobre la curva afin nab-rep C' = {(¢,u) | ® (t,u) = 0} . Por tal
razén, presentamos varios resultados, que aunque no probaremos (dado que las herramientas
que se emplean en sus pruebas estdn muy lejos de la teorias de enlaces), abren un camino para
otros trabajos de bastante interés. Las pruebas pueden encontrarse en [22].

El siguiente resultado nos dice cudndo el rango de una representacién resulta ser un grupo
discreto y libre, éste nos ayuda a clasificar las representaciones no abelianas de G en GLs (C).
la prueba se centra prdcticamente en encontrar unas cotas que permitan cumplir ciertas de-
sigualdades que cumplen los grupos p-Schottky, éstos son subgrupos del grupo de las transfor-
maciones de Mobius, generados por ciertos lados de poliedros especiales en la p-bola unitaria

BP = {z € RP | |z| < 1}, para mas informacién de estos grupos ver [21].

Lema 3.4.4 [22/Sea Gy = (Cry, D1gu), =t —t,No = |u+1—t¥|,e =£1 y § = £1 tal

que |t|5 > 1. Entonces C;'t,u es libre y discreto cuando se cumplen las siguientes desigualdades.

1o|t+t7 > 2

_ lq|
2. Ne > ([t]+ |t 1|)mv

s
3. 8% (N: = lal) = N—c + |al.
Conocer el comportamiento de estas curvas afines, simplifica enormemente el trabajo de su

céomputo, en ese sentido presentamos el siguiente corolario, el cual nos dice que estas curvas se

encuentran en ciertos lugares de C2.
Corolario 3.4.5 Sea u una raiz de ® (t,u) = 0. Si se cumplen las desigualdades
ful < 2[e'? , Ju—t] <2]¢"2,

entonces [t| < 11.

1/2

Prueba. Supongamos que |u| > 2|7, |u —t| > 2 \t\l/Q y |t| > 11. Con esto se siguen las

siguientes desigualdades

‘t1/2 +t*1/2‘ > 9,
‘tl/Q _ t*I/Q‘
R

u— 5+ 1] > ((tlﬂ‘ + ‘t—WD — 41,
=+ 1) > [u— 41|+ (tlﬂ‘ (L4 )17, e = +1.
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Luego por el lema anterior con t!/2 el grupo ét1/2,u = <C’17t1/2, D17t1/2,u> es libre, pero u es una
raiz de ® (t,u) = 0, entonces (t,u) cumple la ecuacién wi; + (1 —t) w2 = 0 y por Teorema
3.3.2, se tiene WCW 1D~ = I, lo cual contradice el hecho que ét1/27u es un grupo libre. m
Sea n € Z el miimo nimero tal que t"® (t,u) € Z[t,u] y sea ® (t,u) = t"® (t,u). Sea
C' C C2 una curva algebraica afin dada por ® = 0. Por Lema 3.3.3, podemos deducir que el
término (—1)™ t"u™ de P es el de mayor grado en u y que ® no contiene términos a;st'u® con
I+ s> m+n. Luego C tiene grado m + n. Sea C la completacién proyectiva de €'y log la

linea al infinito en el plano proyectivo P2 (C), definimos como (C’ , loo> g el niimero veces que C

v lso se intersectan en un punto S. Cuando la multiplicidad es cero, S & C.

A

Proposicién 3.4.6 [22]/La curva proyectiva C se intersecta con lo en tres puntos P,Q y R

con multiplicidades como sigue:
1. P=(0,1,0), (C, l°°>p —n,
2.Q=(1,1,0),(Cle) =m—FkO0<k<n,
Q=(11,0),(C.lo)

3. R=(1,0,0), (é,lm)R:k,og k<n.

3.5 Propiedades de los polinomios nab-rep

Veremos en esta seccién propiedades importantes de los polinomios asociados a representaciones
no abelianas de G en GLg (C), polinomios nab-rep. Estas propiedades nos ayudardn en la

clasificacion de las representaciones.

Lema 3.5.1 Sea ®; € A [u] un factor ménico en A[u] de algin polinomio nab-rep ®. Entonces

P, solo contiene términos ajstu®, donde | 4+ s < deg, ;.

Prueba. Sea ® = ®;®y. Supongamos que ®; tiene términos de la forma ajst'u®, donde
I+ s > deg,®1. Escojamos lj,s; tal que s; sea el mayor exponente para el cual se tiene
ny = l1 + s1 — deg, 1 > 0. Escojamos de igual forma para ®2 exponentes la, so. Puesto que
®, es monico, entonces ng = Iy + s9 — deg,, P2 > 0. Luego ny + na > 0 y asf el término astiu’
correspondiente a la multiplicacién de estos factores cumple | + s — deg,, ® = ny +na > 0, pero
como S, s2 son maximales, este término no se cancela con otros sumandos, lo cual contradice
el numeral 3 del Lema 3.3.3. ®m

Teorema 3.5.2 Sélo hay finitos polinomios moénicos ®; € Au] con deg®; > 1 que dividen un

polinomio nab-rep @, para algin grupo kmot.
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Prueba. Supongamos que tenemos una sucesion infinita {®;} C A [u] de factores ménicos
diferentes de polinomios nap-rep, con deg®; = r. Sea n; € Z el mas pequeno que cumple
®; =" ®; (t,u) € Z[t,u] y sea d; el grado de la curva ®; (t,u) = 0 en C2. Por el lema anterior,

en ®; solo aparecen términos ajst'u® donde [ + s < deg, ®; = r, entonces n; +1 + s < r +n;,

pero por Lema 3.4.3, n; < r por tanto d; < 2r. Consideremos el nimero w = 2 + V3,
-1 _ 1 1 2-3 _ o _ : . .
entonces w™+ = i3 = srTievs V/3 es el conjugado algebraico. Mas ain, para un

polinomio cualquiera p (x), se cumple p (w) p (wil) =pw)pw)= (a2 + b\/g) (a2 — b\/g) € 7.
Sean k > 1y U; (u) = ®; (wh,u) ®; (w™*,u) € Zu]. Siw es una raiz de ¥, (u) entonces es
la raiz de ®; (wk,u) 6 P (w*k,u) y asf éwk’u = <Cl7wk,D17wk7u> no serfa libre, pero de las

desigualdades del Lema 3.4.4 se obtiene:

‘w’“‘ >0 414143 +¢°3,

‘wk‘ > 98 413 4173,
parae=41,t# 1y 6 = +1 tal que t° > 1. Por tanto
w <B<wk> :sup{t\ ‘wk‘ > 413 4173 o ‘wk‘ >0 41413 +t’%}.

Se sabe que si ¥; = u? + ag, qu* "t +---aqu+ a9 = (u—ug) - (u—uy) entonces ag =
Mug,a0r—1 = > wi y ar, = > (usy ---ug,.) 45 # 4 si j # t. Por tanto los coeficientes de ¥;
estan acotados por términos de la forma (rB (w"))". Luego existe una subsucesién de {¥;} que
converge, digamos a W. Sean uig, ..., Uz las raices de ¥, entonces todas las curvas i)j =0
pasan a través de los 2r puntos (wk, ulk) o) (w*k, ulk). De manera andloga para k =1,...,2r+1
encontramos curvas afines ®; = 0,®; = 0 que pasan por los mismos 2r (2r + 1) puntos, pero
esto contradice el Teorema de Bezout E.0.12. Luego {®;} debe ser finito. m

Finalmente los siguientes dos ultimos resultados nos muestra que cada grupo G = 7 (K)
tiene segmentos reales sobre las curvas nab-rep C, cuyos puntos p sobre estos segmentos corres-

ponden a representaciones, 1,,, que son totalmente elipticas.

Proposiciéon 3.5.3 Sea ® un polinomio nab-rep de un grupo kmot G. Entonces las raices de
O (—1,u) estin en el intervalo (—4,0), y las raices reales de ® (1,u) pertenecen al intervalo
(0,4).

Prueba. Sea det G =2m + 1 con m € Z* y sea up una raiz de ® (—1,u), entonces

2 2

-1 1 -1 0

C:C%:l: :I: :DQ_LUO:D
0 1 uo 1

52



el =¢_1,,(€)=0d_1.4 (wmlwflxgl) = WCW=tD~! con esto
I=WCW™'D™' = (CD)™C(CD) ™D~ = (CD)*"*.

Por tanto (C, D) = <C’, D|C? D?, (C’D)"> , donde n | 2m+1, es decir, (C, D) = <r, s|rm, 82 srsr> =
Da,, es el grupo dihedral y por el Corolario F.0.19, se tiene que CD es eliptico, pero

oo 1)

entonces tr (CD) =2+ ug € (—2,2), por tanto ug € (—4,0).

Finalmente, si ug es una raiz de ® (1, u), se tiene
WC’tW_l _ v owe 1 1 wy ——Wo
w3 W4 01 —ws w1
1-— —w? 1
_ w1 w3 wy _D,, = 0 .
2 )
—ws3 14 wiws —Up 1

Es decir, up = w? y por el Lema 3.3.3, se tiene que w1, wa, w3, ws € Z[ug], es decir ug es un

1+UO

Uo

1] € SLy (C)

cuadrado en Z [ug]. Por Lema 3.4.3, se tiene que ® (1,0) = 1, luego si ug es real, entonces debe
ser positivo. Por otra parte, F,,, = (C, D) no es libre ya que por ® (1,ug) = 0 se tiene una
relacién en el grupo, asi, por [4] se tiene que ug € (0,4). m

Sea ® (tg,ug) = 0. Diremos que (tp,up) y su representacién son elipticos 6 totalmente
elipticos si Cy, es eliptico o (Cy,, Dy, ) €s totalmente eliptico, respectivamente. Notemos que:
(elijglf =e? 4 e £ 2=2142cosf € [0,4). Es decir, Cy,
es eliptico si y sélo si tg = €?,0 € (=, 7). Por otra parte, como ® (t,u) = ® (t‘l, u) podemos

to = eia,e S (—7T,7T] = t’I“2CtO =

escribir @ (t,u) = W (s,u) € Z[s,u] donde s =t +t 1 y si t = €, se tiene que s = 2cosf y
U (s,u) € Ru]. En adelante usamos la notacién

Py = Peiv y ¥ 0o = max {0 | ¥(2cos0,,0) =0y 0 <7},

notemos que 6, # 7 pues ¥ (—2,0) # 0 por la proposicién anterior. Sea D(s) € Z[s] el
discriminante de V¥ (s,u), de la definicién queda claro que D (sg) = 0 si y s6lo si W (sp,u) tiene
raices repetidas, donde sy = tg + tal. Por el Lema 3.4.1, se tiene que D (+2) # 0 ya que es
impar. Como cos es una funcién par, basta considerar los valores 0 < 6§ < w, ordenemos la

raices de D (2cosf) = 0 en forma decreciente sin contar multiplicidades como 61,603, ...

Proposicién 3.5.4 Todas la representaciones ¢y, son totalmente elipticas cuando 61 < |0] <=
y 0, < |0]. Si para todo (8,u) € R? se cumple que 03 < |0 < m,u € R y ¥ (2cosf,u) = 0
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entonces u > 2cosf — 2.

Prueba. Una representacién eliptica ¢y, es totalmente eliptica si y sélo si axCy se inter-
secta con azDy,, (por Teorema F.0.18). Esto pasa cuando el punto fijo (1 — )~ de Cy estd
sobre el segmento abierto ((), (1 - t)) que conecta los puntos fijos 0, % de Dy 4, es decir,
0<(1-t) "<t

sentacién dihedral ¢_, ,, de la proposicién anterior es totalmente eliptica (C, D son elipticos).

pero esto equivale a u = « (til -2+ t) para algin « € (0,1). La repre-

De la descomposiciéon moénica de ® y la proposicién anterior se sigue que las rafces uq, ..., Un
de W (—2,u) son reales diferentes. Las raices ug, de ¥ (2cos,u) = 0 para ¢) < 6 < 7 son
diferentes y ug;, € R. Ahora bien, si el punto fijo de Cio coincide con un punto fijo de D,is ,,,
entonces u = 2cos ) — 2 pero por Lema 3.4.3, ¥ (2cosf,2cos — 2) = 1, luego los puntos fijos
no coinciden. Por otro lado, si alguna raiz ug, estd fuera del segmento que une los puntos fijos
de D, cuando 01 < 0| < 7, entonces up, = 0 lo cual contradice que 6, sea maximo.

Finalmente, sabemos que up, # 2cos — 2 y que ug, > —4 cuando t = —1, es decir,
ug; > 2cosf —2 para § = m. También se cumple que ug;, > 2 cosf —2 cuando 6; < |0], notemos
que pueden haber raices uy iguales cuando 6 = 01y pueden ser raices complejas si || < 01. Pero
si no hay raices complejas cuando 62 < |0| < 7, se sigue que u > 2cosf —2. m

Un grupo G totalmente eliptico es isomorfo a un subgrupo de SO (3,C) de las matrices
ortogonales invertibles, pero si cambiamos del modelo del semiplano superior H°> al modelo de
la 3-bola unitaria B® y conjugamos por una H-isometria que mueva los puntos fijos de G al
centro de B? entonces todos los elementos del grupo conjugado son rotaciones de la bola unitaria.
Por tanto nuestras representaciones totalmente elipticas pueden verse como representaciones en
SO (3,C).

Hemos encontrado condiciones para la existencia de representaciones de grupos de enlaces
en grupos metabelianos, y para clasificar las representaciones de grupos de enlaces de 2-puentes
en SO (3,C). Ademas hallamos una relacién uno a dos entre representaciones no abelianas
de grupos de enlaces, salvo equivalencia simple, y puntos de una curva afin, y vimos que si

agregamos la condicién de un tinico punto fijo esta relacién es uno a uno.
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Conclusion

En la clasificacién de enlaces, el grupo asociado a ellos juega un papel fundamental. Como pudi-
mos observar a lo largo de este trabajo fuera de poder calcular una presentacion para el grupo
G de un enlace L, de diversas formas, donde una de estas formas nos permitié encontrar una
cubierta asociada G. También logramos calcular la matriz de Alexander a partir de GG, haciendo
uso del cdlculo libre, donde se utilizan las derivadas de Fox y como otro método alternativo,
encontrando una presentacién para G/G’, para asi computar el polinomio de Alexander A, éste
dltimo un invariante muy conocido. Finalmente, tomamos las herramientas de representaciones
de grupos, y asociamos sus caracteres con curvas algebraicas afines, y nos encontramos en el
caso de nudos de 2-puentes con relaciones uno a dos entre las representaciones de Gy polinomios

en Z [t,t7 1, u], es decir, con curvas algebraicas.
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Tabla de Simbolos

H, () Grupo de n-ésima homologfa

Cx Cubierta ciclica regular infinita

Chn Cubierta ciclica regular finita

Xp Caracter de la representacién p

X Producto semidirecto de grupos

oV Frontera de V

(a) Grupo generado por a

* Producto libre de grupos

# Suma conexa de nudos

o Interior de o

G’ Subgrupo conmutador de G

G" subgrupo conmutador de G’

JANS n-ésimo polinomio de Alexander

tr (A) Traza de la matriz A

SLy (F) Matrices m X n con determinate 1 con entradas en F
GL, (F)  Matrices n x n no singulares con entradas en F'
PGL,(F) GL,(F)/Z donde Z ={al |a € F*=F \ 0}
PSL,(F) SL,(F)/(SL,(F)NZ)

P" (F) El n-espacio proyectivo sobre F'

clA La clausura de A
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Apéndice A

El Grupo Fundamental

Existen varias herramientas que nos permiten diferenciar ciertos tipos de enlaces, una de ellas
es el grupo fundamental de un espacio topolégico. Este es un grupo que se puede asociar a
cada espacio. Pensemos en una curva suave que empiezan y terminan en el mismo punto, que
estd sobre nuestro espacio, la cual podemos estirar o encoger sin romperla, al hacer esto nuestra
curva coincide con varias curvas méas en nuestro espacio, entonces basta tomar sélo una de estas.
En este apéndice daremos los conceptos bésicos para la interpretacién de esto y asi llegaremos
a la definicién del grupo que deseamos encontrar.

Un camino a en un espacio topoldgico X es una funcién continua a : [n,m| — X donde
n,m € R, n <my [n,m] es un intervalo cerrado en R. Dos caminos a(t) y b(t) son iguales si sus
dominios son iguales y a(t) = b(t), para todo t. Ahora bien, si tenemos dos caminos diferentes,
podemos deformar uno en el otro en un periodo de tiempo, es decir, tomar un camino y llevarlo
a otro camino de manera continua en el espacio. Sean X un espacio topolégicoy a : [n,m] — X
y b:[n,m] — X dos caminos con a(n) = xy = b(n) y a(m) = 1 = b(m). Decimos que a es

homotdpico a b, a ~ b, si existe una funcién continua H : [n,m| x [0,1] — X tal que
1. H(t,0)=a(t)y H(t,1) =b(t) para todo t € [m,n].
2. H(n,s) =x¢y H (m,s) = para todo s € [0,1].
FEsta relacion de homotopia "~" es una relacion de equivalencia.

Fijemos un punto zg € X y consideremos la relacién de homotopia para caminos cerrados

que comiencen y terminen en zp y tomemos
71 (X, z0) = {[a] | @ es un camino cerrado con a (0) =a (1)},

donde [a] es la clase de equivalencia del camino a. Sean a : [0,1] — X y b: [0,1] — X caminos
cerrados tales que a(0) = zg = b(0). Definimos el producto de a b de dos caminos como sigue:
, si
%), 5i 0<t<1/2,
@ety(=q B0t =Y
b(2t—1),s11/2<t<1.
Claramente el producto es una funcién continua. Por otro lado, si a : [0,1] — X es un

camino, definimos a™1 (¢) = a(m —1), 0 <t < 1. m (X,z0) con la operacién producto entre
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clases de equivalencia de caminos inducida por el producto de caminos es un grupo, llamado el
grupo fundamental de X con punto base en x.

Si X es un espacio arco-conexo, podemos unir cualquier par de puntos en zg,x1 € X
mediante un camino, digamos ¢ : [0,1] — X con ¢(0) = zg y ¢(1) = x1, entonces ¢ define en

forma natural un isomorfismo entre los grupos

Ao (X,xg) — 7w (X,21)
1

[a] — [ctxax(
Es decir, el punto base puede cambiarse sin alterar el grupo st el espacio es arco-conezo.

El grupo fundamental nos permite asociarle a cada espacio topoldgico un grupo, de igual
manera, podemos asociarle a una funcién continua entre espacios un homomorfismo de gru-
pos fundamentales, llamado el homomorfismo inducido. Dados dos espacios topoldgicos X y
Y, y una funcién continua entre ellos, f : X — Y con f(x9) = yo, entonces f induce un

homomorfismo
ferm (X 20) — 71 (Y, 90)

[a] = [feod]

que satisface

1. Id, : w1 (X, o) — 71 (X, o) es el homomorfismo identidad.

2. Sea Z un espacio topolégicoy g : X — Z una funcién continua. Entonces (g o f), = g« f«.

De aqui se sigue que si f : X — Y es un homeomorfismo, entonces el homomorfismo inducido
fe:m (X, p) = 71 (Y, f (p)) resulta ser un isomorfismo de grupos, para todo p € X.

El cédlculo explicito del grupo fundamental de un espacio dado puede ser muy dificil. Al
final del siguiente apéndice presentaremos el Teorema de Van Kampen, que resulta una herra-
mienta fundamental para hallar presentaciones de grupos fundamentales de espacios. Antes de
presentar este teorema, necesitamos desarrollar algunos conceptos bésicos de presentaciones de

grupos.
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Apéndice B

Presentacion de Grupos

En este apéndice hacemos un recuento de las herramientas sobre teorfa de grupos que usamos
en el desarrollo del trabajo. Los grupos asociados a un enlace los podemos describir mediante
presentaciones de grupos, entonces resulta 1til diferenciar cuando dos presentaciones pertenecen
al mismo grupo. En general, éste es un problema que no tiene solucién, pero en algunos casos
particulares, existen varios métodos para hacerlo, uno de estos métodos son las transformaciones

de Tietze, que nos permiten manipular las presentaciones de los grupos.

B.1 Grupos Libres

Un concepto muy importante en teoria de grupos es el de grupo libre, la definicién formal
es la siguiente: Un grupo F' es libre en un conjunto X si para todo grupo G y toda funcion
f: X — G, f se extiende a un homomorfismo ¢ : F — G unico.

Se sigue de la definicién que si F' es libre en X, entonces X genera a F, si X es finito,
llamamos a su cardinal, | X|, el rango del grupo F y este mimero resulta ser el mismo, sin
importar el conjunto sobre el cual el grupo es libre, es decir, en [9] se prueba que F; es un
grupo libre en conjunto finito X;, i = 1,2, F} = F, si y solo si | Xi| = |X2|. Ademés, dado
un conjunto no vacfo X, siempre hay un grupo libre en X. Mas ain, todo grupo es una
imagen homomorfa de un grupo libre. Con este resultado y el teorema de isomorfismo podemos
considerar cualquier grupo como el cociente de un grupo libre. Sea X un conjunto y F (X) un
grupo libre en X. Dado un conjunto R C F (X), definimos R como la interseccién de todos los
subgrupos normales de F (X) que contienen a R, llamamos R a la clausura normal de R en F.
Podemos definir lo siguiente: Decimos que un grupo G tiene presentacion (X | R)

siG%@.
R

Los elementos de X los llamamos generadores y a los de R los llamamos relaciones (rela-
tores). Si X es finito, diremos que G es finitamente generado. Si R es finito, diremos que G es
finitamente relacionado. Y si se cumplen ambas, diremos que G tiene una presentacion finita.

Conocer las presentaciones de los grupos nos lleva al problema del isomorfismo, es decir,
dadas dos presentaciones (X | R) y (Y | S) jhay algin algoritmo que permita decidir si son

presentaciones del mismo grupo? Hay una gran dificultad para saber si dos presentaciones en
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realidad corresponden al mismo grupo, mas ain no hay un algoritmo que, en un nimero finito
de pasos, nos diga cémo modificar las relaciones o los generadores para llegar de una a la otra.
En la préactica existen varios métodos, pero ellos sélo nos dicen los cambios que estdn permitidos
hacer, o condiciones necesarias para un isomorfismos entre las presentaciones, pero en general
este problema no es decidible.

Consideremos un homomorfismo f : F'(X) — F (Y) con la propiedad f (R) C S, denotare-
mos tal funcién como f : (X | R) — (Y | S) y la llamaremos funcién de presentaciones. Se
sigue de manera inmediata que toda funcién de presentacién f : (X | R) — (Y | S) determina

un tnico homomorfismo

e F(_X) . F(_Y)
R S
tal que fy om = mo f donde 7 es el homomorfismo candnico, es decir, el siguiente diagrama

conmuta
F(x) I F(@)

T |
FX)  f EX)

R - S

La composicién se define de manera natural, si f: (X |R) = (Y |S)yg: (Y |S) = (Z|T)
son funciones de presentacién, definimos go f : (X | R) — (Z|T) como el homomorfismo
gof:F(X)— F(Z). Se cumple ademds que (go f), = g« o fx.

Dos funciones de presentacién fi, fo : (X | R) — (Y | S) son homotépicas (f1 ~ fa), si para
todo z € X, f1 () fo (mfl) €s.

Claramente esto equivale a (wo f1) (x) = (wo f2) (x), para todo z € F (X).

Por otro lado, fi1 ~ fa si y sélo si fi« = fos. En efecto, mo f = 7o fo <= flsom=mo f; =
fox o <= fix = fou.

Como un corolario inmediato se tiene: Si f1 ~ fo y g1 ~ g2, entonces g1 o f1 ~ g 0 fa.

Proposicién B.1.1 Sea 6 : ﬂ—Rﬁl — ﬂgﬁ un homomorfismo de grupos. Entonces existe una
funcion de presentacion f : (X | R) — (Y | S) tal que f. = 6. Mds ain, cualquier par de tales

funciones de presentacion son homotdpicas.

Prueba. Consideremos el siguiente diagrama

(X) F(Y)
T | !
FX) 6 F()

R - S

como 7 es sobreyectiva, dado un elemento z € X podemos escoger un y, € F(Y) tal que

0 (7 (z)) =7 ()
Como F' (X)) es grupo libre, existe un homomorfismo f : F'(X) — F (Y) tal que f (z) = y,.
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Es claro que (mo f) (z) = (§on)(z) para todo z € F(X) y que f(R) C S. Por tanto
fe=0. m
B.2 Transformaciones de Tietze

Sea G un grupo presentado por (X | R), entonces G es isomorfo a (X' | R') donde X', R’ son

obtenidos de la siguiente forma

R. | Adjuntar una relaciéon | X' = X R =RU{r},re R\ R
R_ | Remover una relaciéon | X' = X R =R~ {r},re RNR~{r}
X, | Adjuntar un generador | X' = X U{y} | R = RU{y 'w}

R =R~ {a'w}, dondew € (a,X) y
1

X_ | Remover un generador | X' = X ~\ {a}

a”"w es la tdnica relacién que involucra a.

Ejemplo B.2.1 Muestre mediante transformaciones de Tietze que los grupos

{a,b|ba"bab  a ba b7 a)

—-1,.—1 -1,.—1 -1,.—1
<SL‘1,SL‘2,SL‘3,SL‘4 T3Ty :E‘3 T1,T1Ty T T3,T4Ty SL‘3 SL‘2>

son isomorfos.

Solucién. Sea (a,b|ba~tbab~ta"tba"'b"la) = (X | R). Agregamos dos generadores z,y a

1

X, entonces debemos agregar las relaciones x 'wi,y 'wy a R, donde wy; = aba™' y wy =

b~taba~1'b. Ast
<a, b,z,y | ba tbab ta"tba b e, x_laba_l,y_lb_laba_1b>

Como aba~! = z, entonces podemos reemplazar las relaciones por ba~tbx~'ba='b~la, ab~la 'z

y y~ o~ txb. Asi

<a, b,z,y | bailbabflaflbaflbfla,aflabafl,yilbflaba*1b>

~ <a, b,z,y | ba bz~ ba b4, abilaflx,yflbflm@
Ahora, (bila) ba"tbr~lba" b a (bila)f1 =yr 'ba~! € Ry ademds y = b~ 'zb entonces

<a, b,y | ba tbr" a0 e, 2 aba L, y_lb_lacb> ~ <a, bx,y | yz~tbat, ab_la_lx,yb_lx_1b>
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la=taba=' = yz~la 'z € R, entonces z'az~'y € Ry también yz—!

R y asf se tiene que 2y~ 'z~'a € R por tanto

Pero yz~1ba~! = yz~

{(a,b,z,y | yz tba™t, z 7 taba ™, y71b71$b> ~ (a,b,z,y | :cyilscfla,abilaflx,ybflsfl@
~ (a,b,z,y | :cyilscfla,abilaflx,ybflsfl@

—1..-1 -1,—1 -1, —
:<SL‘1,SL‘2,SL‘3,SL‘4 | z32, T3 T1,T1Ty Ty T3, T4Ty T3

Proposicién B.2.1 Dos presentaciones finitas definen presentaciones isomorfas si y sdlo si es

posible pasar de la una a la otra por una sucesion finita de transformaciones de Tietze.

Una prueba de esta proposicién se puede ver en [9)].

B.3 Subgrupos de palabras

En esta parte veremos como se construye uno de los subgrupos mas importantes asociados al
un grupo de un enlace, este subgrupo siempre es normal y es el mas pequenio que nos abelianiza
el grupo original.

Sea F'(X) un grupo libre en un conjunto X # ¢, W C F(X) y G un grupo. Sea ) =
Q(G) ={w: F(X) — G | w es homomorfismo}. Definimos W (G) = (w (w) |w € W,w € Q) <
G. Llamamos a este subgrupo el subgrupo de palabras y cumple W (G) < G, ya que el
automorfismo conjugacién pertenece a €2, ademds este subgrupo es completamente invariante,
es decir, ¢ (W (G)) C W (G), para todo homomorfismo ¢.

Ejemplo B.3.1 Sea G un grupo. Tomemos X = {x,y} y F (x,y) un grupo libre en X, es-
cojamos como W = {[z,y]} C F(x,y) donde [x,y] = zyz~ly~t. Entonces W (G) = G' =
<aba_1b_1 | a,b € G> es el subgrupo conmutador de G. Es claro que el grupo cociente G/G' es
abeliano, el cual llamaremos el grupo abelianizado y al homomorfismo candnico a : G — G /G’

lo llamamos el abelianizador.

Sean G1,G4 dos grupos, si ¢ : G; — Gy es un homomorfismo y W C F (X) entonces
o (W (G1)) C W (Gs), ya que ¢ ow € Q2(G3), para todo w € Q(G1). Por B.1.1, ¢ induce un

tinico homomorfismo ¢, tal que el siguiente diagrama conmuta

G, % G
! l

Gy o Ga
W(G) — W(Ge)

Proposicién B.3.1 Sea ¢ : G1 — G2, : Go — G3 homomorfismos de grupos. Entonces

1. Si ¢ = Id entonces ¢, = Id.
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2. (Yod), =100,
3. Si ¢ es sobreyectiva, entonces ¢, también es sobreyectiva.

4. Si ¢ es isomorfismo, entonces ¢, también es un isomorfismo.

Hemos encontrado una condicién necesaria para el problema del isomorfismo.

Como un corolario inmediato se tiene: Dados Gy1 y Gao dos grupos isomorfos, entonces
% = %Z donde G y G4 son los conmutadores de G1 y G respectivamente.

Notemos que si G es un grupo y K un grupo abeliano, y se tiene § : G — K un homo-
morfismo, entonces existe un tinico homomorfismo ¢’ : % — K tal que # o = 60, donde 7
es el homomorfismo canénico. En efecto, si [g1,¢2] € G entonces 6 ([g1,92]) = 1 pues K es
abeliano, luego G’ C ker 6, pero G’ = ([g1, 2] | g2, 92 € G) C G’ por tanto ' est4 bien definida

por 0 (g) = 0 (g). La unicidad es trivial.

Proposicién B.3.2 Sea (X | R) una presentacion de un grupo. Entonces

(X | RU{[zi, z)] | zj, 2 € X})

F(X
es una presentacion del grupo abelianizado de E_% )
A F(X) / A
Prueba. Llamemos F' = =Y R = RU{[z;,zj] | zj,z; € X}. Sean 7 : F(X) — F
F _ F(X)

~Y

- F —
o F — — los homomorfismos canénicos. Claramente R’ = ker o o . Por tanto — = v
]/ F/

B.4 Producto libre de grupos

Una estructura que se estudia muy poco en los cursos de dlgebra es el producto libre y su genera-
lizacién al producto libre amalgamado, los cuales aparecen en el cdlculo del grupo fundamental
de enlaces, asi que es importante conocer su estructura.

Sea un conjunto de grupos {G)},c,, un producto libre de grupos es un grupo G y una
coleccién de homomorfismos iy : G, — G tal que, dados un grupo H y un conjunto de ho-
momorfismos ¢, : Gy — H, existe un tnico homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢, = ¢ o1y,
para todo A € A. Notemos que los homomorfismo iy son inyectivos, pues si tomamos H = G
y @y = Idg, se tiene que para cualquier par g,h € G, tales que iy (g) = i) (h) implica que
@ (ix(9)) = ¢ (ix(9) vy asl g = 5 (9) = o5 (R) = h.

Proposicién B.4.1 Si G y G son el producto libre del mismo conjunto de grupos {Gr}rens

entonces G ~ G.
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Prueba. Supongamos que existen colecciones de homomorfismos iy : Gy — G ey : Gy —
G. Sea a) : Gy — G un isomorfismo, para todo A € A.

Existen ¢; : G — G,y : G — G tales que ¢y 0iy = 1y 0 Q) ¥ Py 0 iy = 7y oozzl. Asi
(P9 0 (] 0T\ = (Py OT) O (x) = Ty ooz;1 oay =1y, pero Idg o1y = t). Por tanto ¢, 0 ¢ = Idg.
De manera andloga se tiene que ¢, 0 ¢ = Ids. Luego ¢, es un isomorfismo m

La siguiente proposicién nos garantiza le existencia de productos libres; daremos un breve

bosquejo de la prueba.

Proposicién B.4.2 A cada conjunto no vacio de grupos {Gx},cp le corresponde un producto

libre.

Prueba. Sea U = UG » la unién disjunta de todos los grupos y consideremos el conjunto de
palabras S = {g=g1---gr | i € G, }; la palabra vacia estd permitida. Definimos la relacién
de equivalencia en S como sigue: dos palabras h, g en S estédn relacionadas, g ~ h, si se puede

pasar de g a h mediante un nimero finito de las siguientes operaciones:

1. Insertar el elemento identidad de algin G.
2. Borrar el elemento identidad de algin Gy, si aparece en la palabra.

3. Reemplazar dos elementos consecutivos que estén en el mismo grupo por su producto en

el grupo.

Entonces el grupo {[g] = g | g € S} es un producto libre de {Gx},cp. ®
El producto libre G' del conjunto de grupos {Gx},c, lo denotamos por G = f r G, cada
€

G lo llamamos un factor libre. Si A es finito escribimos G = G1 xGa x - - - % G,,.

Proposicién B.4.3 Sea G un grupo generado por subgrupos Gy, X\ € A. Suponga que cada
elemento de G se puede escribir de manera unica de la forma g1 --- gr, donder >0y 1# g; €

Gy, Ni # Nit1. Entonces G es un producto libre de los G ’s.

Cuando ademés hay un grupo H y homomorfismos inyectivos hy : H — G, podenos definir

el conjunto I = {ha (h) hg (R)~" | Para todo h € H y todo a, § € A} . Entonces G = f?{“&Gk/I
€

se llama el producto libre con amalgama H o simplemente el producto libre amalgamado por

H, si A es finito es denota por G = Gy xg Go xg - - - *g Gy

B.5 Teorema de Van-Kampen

Sea X un espacio topoldgico tal que X = X;UXs donde X7, Xo son abiertos, Xg = X1NXs # ¢
y X1, X, Xp son arco conexos. Seap € Xoy G=m (X,p),G =n(Xi,p),i=0,1,2.
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Los homomorfismos w;,7 = 0,1,2 y 0;,7 = 1,2 inducidos por las funciones inclusién hacen

conmutar el siguiente diagrama

Go
/01 02 "\,
G1 1 wo G2 (B.1)
w1\, /w2
G

Teorema B.5.1 (Van Kampen) Las imdgenes de los homomorfismos w; (G;),i=10,1,2 ge-
neran o G. Mas atn, si H es un grupo y ¥ : G; — H,i = 0,1,2 son homomorfismos tales
que Py = Y, 0 01 = 1y 0 b, entonces existe un tunico homomorfismo X\ : G — H tal que
Y, =Aow;,t=0,1,2.

Para una prueba de este teorema véase [9].
En el siguiente enunciado se utiliza la notacién de B.1. Se sigue inmediatamente de Van
Kampen que si X; y X2 son simplemente conexos, entonces X = X; U Xy también es simple-

mente conexo.

Corolario B.5.2 Si Gy = {0} y G1,G2 son grupos libres sobre Ay = {aq,q0,...} y Ay =
{B1,Ba,...}. Entonces G es libre sobre {w1 (a1),w1 (a2),... w2 (B1),w2(By),...}.

Prueba. Sea H un grupo libre sobre C = {x1,z2,...,y1,Yy2,...} y sean

Yy (o) =25, =1,2,...
Yy (Br) = uk, bk =1,2,...

Como G y Gy son libres entonces vy, 15 se extienden a los homomorfismos ;15

Ay 1& H Ag @ﬁ% H
L/ L/ iy
Gl GQ

Tomemos v, : Gy — H el homomorfismo trivial. Asf ¢)q = 1), 001 = 1y 06s. Entonces, por Van
Kampen, existe un homomorfismo A\ : G — H tal que ¢; = Aow;,i =0,1,2 Se tiene entonces

—~
€
—
—~
£
~—
SN—
I

Yy (o) =25, =1,2,...
Yy (Br) = yr, bk =1,2,...

—
€
(V]
~~
@
>
~—
SN—
I
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Puesto que H es libre, podemos construir a un homomorfismo p : H — G tal que

Es facil ver que po Ay Ao es la identidad. m

Corolario B.5.3 Si X5 es simplemente conexo, entonces el homomorfismo w1 es sobreyectivo.

Mas aun, si (a1, aa,...,0n,...) = Gy entonces kerwy = {01 (1) ,01 () ,...}.

Prueba. Como G es trivial,entonces w1 (G1) = (w1 (G1)) = G. Es decir, w; sobre.
Por otro lado, wy (01 (o)) = w2 (2 () = 1,7 =1,2,.... Por tanto {01 (1) ,01 (a2),...} C

ker wq.

Reciprocamente, sea 8 € kerw; y sea

Gh
{‘91 (01),01 (a2),.. }

@ZJlGlH

el homomorfismo candnico.
Llamemos ¢y = 1, 0 01, es claro que 1y = 0. Definamos el homomorfismo
G1
{(91 (C%1> ,(91 (C%Q) 5o }

g 1 Ga —

como el homomorfismo trivial, entonces 1 o0 01 = 1)y = 1) 0 62, luego por Van Kampen, existe

un homomorfismo

{01 (c1),01 (a2),...}

tal que 11 = X owy, por tanto ¥, (8) = A (w1 (B)) =1, es decir, § € {01 (a1),601 (a2),...}. m
Con las mismas hipdtesis del teorema de Van Kampen, se tiene este mismo teorema en

A G

términos de presentaciones de grupos.

Teorema B.5.4 (Van Kampen) Si

G1 = <SL‘1,SL‘2,... | 1“1,7’2,...>

G2: <y1ay27---|31,52,...>
Go = (21,22, | t1,t2,...)

FEntonces

G=<{E1,{E2,...,y1,y2,...|7“1,7“2,...,81,82,...,{91(Zk)(92 (Zk_l) ‘ k=1,2,...}>
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Apéndice C

Aplicacién de los Quandles

Como una aplicacién importante de los Quandles, veremos en este Apéndice el dlgebra de

Conway, y a partir de ella encontreremos un invariante de enlaces.

Definicién C.0.1 Sea A un R-dlgebra, con dos operaciones adicionales o y / las cuales son

inversas una a la otra. St estas operaciones cumplen para todo a,b,c,d € A
1. (aob)o(cod)=(aoc)o(bod),
2. (a/b) [ (¢/d) = (a/c) / (b/d),
3. (a/b)o(c/d) = (aoc)/(bod),

4. Existen elementos a, € A, conn > 1 tale que ay, = ay © api1 Y Ay = ap/any1 para todo
n>1.

Entonces diremos que A es un dlgebra de Conway.
Veamos que en efecto existen estas estructuras algebraicas.

Ejemplo C.0.1 Consideremos la Z-dlgebra A = Z|x] y sean o = 1,3 = x. Definimos para

todo p,q € A las operaciones siguientes

poq=ap+q
pla=a 'p—a'pq

Tomemos a1 = 1 y a, = 0 para todo n > 2. Entonces A con estas operaciones es una dlgebra

de Conway.

Definicién C.0.2 Un diagrama de un nudo se llama ascendente (o descendente) si es posible
escoger un punto en el diagrama tal que al recorrer el nudo pasemos todos los cruces por primera
vez por arriba (o por abajo). De manera similar, un diagrama de un enlace es ascendente (o
descendente) si en cada componente existe un punto tal que al recorrer esa componente pasemos

todos los cruces por arriba (por debajo), recorriendo una componente a la vez.

Lema C.0.5 Un diagrama ascendente (o descendente) representa un enlace trivial.
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Figura C-1: L — Lo

Prueba. Sea L el diagrama de un enlace de n-componentes. Probemos esto por induccién
sobre el nimero de cruces, k.

Si k = 0, no hay nada que probar.

Si k = 1, la unica posibilidad en este caso, seria que todas las componentes sean sueltas
y triviales, exceptuando una con un solo cruce, pero esta también serfa trivial, efectuando un
movimiento de tipo L.

Supongamos que la afirmacién es cierta para enlaces de con k cruces, y supongamos que
L es un diagrama ascendente de un enlace con k£ + 1 cruces. Notemos que los cruces entre
componentes son un nuimero par, y como recorremos una componente a la vez, entonces una
de ellas debe estar encima de la otra y asi podemos realizar movimientos de Reidemeister tipo
IT hasta separar las dos componentes. Por tanto podemos separar a L en dos enlaces con un
nimero de cruces menor que k + 1, y aplicando la hipétesis de induccién a cada uno de estos
enlaces, se tiene que L es trivial.

En el caso de un nudo con una sola componente, tomamos los primero cruces que se recorren,
se tiene que si son distintos se puede realizar movimientos de Reidemeister tipo II, y si es
el mismo cruce, se puede realizar un movimiento de Reidemeister tipo I, asf obtenemos un
diagrama del nudo con menos de k cruces. m

Un corolario inmediato de este lema es, dado cualquier enlace, podemos cambiar sus cruces

hasta obtener un enlace trivial.

Definicién C.0.3 Sea L un diagrama de un enlace de n-componentes. Sia es un cruce positivo
de L, definimos L_ y Lo como los diagramas que se obtienen de L al cambiar el cruce a por
un cruce negativo y quitar el cruce, respectivamente. Si a es negativo, definimos Ly cambiando

solo el cruce a por uno positivo.

Teorema C.0.6 Para toda dlgebra de Conway existe una funcion W del conjunto de los dia-

gramas de enlaces en el dlgebra, la cual es un invariante de enlaces orientados.
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A

Figura C-2: Ly < L_

Prueba. Sea A un élgebra de Conway y denotemos por D el conjunto de los diagramas de
enlaces.

Definamos W : D— A de manera recursiva como

W (L) = ay, si L es trivial de n-componentes.
W (L) =W (L_)oW (Lg) si L tiene un cruce positivo.
W (L) =W (Ly) /W (Lg) si L tiene un cruce negativo.

Luego, si L tiene cruces negativos y positivos a la vez veamos que W estd bien definida. Dado
cualquier enlace L, por Definicién C.0.5 existe una sucesiéon de cambios de cruce que nos da
un enlace trivial L' a partir de L. Asi W (L) es una sucesién de a,; o an; ¥ an,/an,, con
nj, i, Ny, ns > 1y por tanto W (L) € A.

Mostremos que W es un invariante bajo los movimientos de Reidemeister. Sea L un dia-
grama de un enlace al cual se le pueda aplicar los movimientos de Reidemeister.

Si L' es un diagrama de un enlace obtenido a partir de L mediante un movimiento de tipo
I, es decir, L y L' difieren sélo en una vecindad. Entonces W (L) y W (L') difieren, sélo en
este cruce por los valores an, y an,; © an,+1, pero en A se cumple a,, = ap, o0 ap,4+1. Por tanto
W (L) =W (L.

Si L' se obtiene de L realizando un movimiento de tipo II. Denotemos por L_, = L y
L, = L', tenemos entonces las siguiente cadena de diagramas C-3 notemos que L_o = Lg_,
luego W (L) = W (L—-) o W (L—o) = (W (L4—) /W (Lo-)) o W (L—o) = W (L4+-) = W (L').
De la propiedad a,, = a, 0 ant1 v an = ap/an+1 para todo n > 1, aplicada a los dos cruces, se
sigue que W (L) = W (Lgp).

Finalmente, consideremos a L’ igual a L excepto por una vecindad donde se ha realizado
un movimiento de tipo III.

En este caso hay 4 orientaciones posibles donde los cruces z,y, z tienen distintos signos,

denotando a L = L;,.,., donde €1,£2 y €3 son los signos de z,y y 2 respectivamente, tenemos
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Xy A

> o | B
Figura C-4:
los casos L4y, L Ly 4 Ly . Consideremos el caso L_,, los otros tres se deducen de

la misma forma. De la cadena de diagramas C-4 notamos que los diagramas de L__ogy L' _

coinciden y que L’ ., puede obtenerse de L, . realizando movimientos de tipo II. Luego

W(Lyy) =W (L—g)oW(Looy) =(W(L—)oW (L))o W (L_os+) ¥y
WL p) = W (L) oW (L) = (W (E_) o W (L)) oW (I2,).
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Apéndice D

Anillo Grupo

En este apéndice mostraremos la construccién y conceptos bédsicos del anillo grupo, que permite
construir un anillo a partir de un grupo G y un anillo R, de tal forma que las propiedades de G
y de R queden reflejadas en el nuevo anillo. Esta construccién se puede generalizar cambiando
la estructura de grupo por una mds general llamada monoide y la construccién que se obtiene

es una R-dlgebra.

Definicién D.0.4 Sea G un monoide y R un anillo conmutativo con unidad. Sea
RG ={v:G — R|v(z)#0 para un nimero finito de x € G }.

Definimos en RG las operaciones. Para todo a € R,v,n € RG yg € G

1. n+v:G— R tal que (n+v)(g9) =n(g) +v(9),

2. av: G — R tal que (av) (g) = a (v (g)),

3. vn: G — R tal que (vn) (9) = > v(h)n(l).
(h,) eGx G

hl=g,n(h)v(l)#0

RG con estas operaciones es un dlgebra. Cuando G es un grupo se llama el dlgebra grupo y

la operacién 3 se puede escribir como (vn) (9) = v (gl™) n(1).
leG
Note que RG puede ser no conmutativo respecto a la operacién 3, si esta operacién conmuta

diremos simplemente que RG es conmutativo. Por otro lado, hay una forma de ver los elementos

de RG que puede simplificar algunos cédlculos y es equivalente a la definicién anterior.

Proposicién D.0.7 Sea G un grupo y R un anillo conmutativo con unidad. Si definimos el

conjunto

R(G) = ngg | g € R es diferente de cero para finitos valores de g
geG

con las operaciones
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1. Y rgg+ > rph= > 199+ rph,

geG heG h,geG
2.a) r99g= Y 5r99, sE€ R,
geG geG

3. (zrgg> (Zrhh> = Y S rgrngh = S rmg

geG heG geGheG (h l) e G > G
hl=g

Entonces, R(G) es una R-dlgebra y R (G) ~ RG.

Prueba. Es fécil ver que con estas operaciones en efecto R ((G) es una dlgebra. Sea § =
{04 | g € G} donde §, : G — R esta definida como

1sig=h

6g(h):{OSig7éh

Como 7 () = > 1 (g) I, (x) para todo n € RG, se ve fécilmente que J define una base de RG
geG
como R-médulo.

Entonces el homomorfismo de dlgebras definido por

¢:RG — R(G)
0g — g

es un isomorfismo de dlgebras. m
De aquf se sigue que podemos ver a G embebido en RG. Més atin, G forma una base para

RG como R-médulo También se puede ver a R como un subanillo de RG de forma natural.
Nota D.0.1 Es facil probar que si g,h € G entonces

1. 040n = Ogh,

2. 0edg = 0g0e = 0.

Ahora veamos una condicién necesaria y suficiente para que RG sea conmutativo.
Proposicién D.0.8 RG es conmutativo si y sdlo si G es conmutativo.

Prueba. En efecto,

> g9 (zrhh) = Y S rygh = X X rghg = (h;G rhh) zrgg> .

geG heG geGhelG heGgeG geG
El siguiente teorema nos permite extender homomorfismos de grupos a homomorfismos de

anillos.
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Teorema D.0.9 Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. Entonces existe un nico

homomorfismo de dlgebras @ : RG — RH tal que el siguiente diagrama conmuta

G — H
RG — RH

donde i es el embebimiento natural.

Prueba. Se prueba de manera directa que la funcién @ : RG — RH definida por

P g9 | = Do Tug)¥ (g) es homomorfismo de dlgebras. Ahora bien, ¢ (i(g)) = ¢ (9) =
geG geqG

v (g9) =1i(¢(g)). La unicidad es clara de la definicién. m

En este trabajo reemplazamos el anillo grupo para el caso particular en el que el anillo es Z.
En este caso particular se tiene un resultado adicional que usaremos en el Capitulo 2. Sabemos
que en un anillo cualquiera no necesariamente existe el maximo comun divisor (m.c.d.) de un
numero finito de elementos del anillo. Asi, diremos que un anillo R es un dominio m.c.d. si

este es un dominio entero y todo subconjunto finito tiene un méximo comun divisor (m.c.d.)

Proposicién D.0.10 Si G es un grupo ciclico infinito entonces ZG es un dominio m.c.d.

Prueba. Sea t el generador de G y sean p = <Z ,unt”> N < > nmtm> € RG tales que
nez meZ
nu = 0. Entonces

0= (Z“"tn> (ant’”) (@)= D pantt™™ = it

nez meEZ mneZ keZ

siy s6lo si ¢ = Zujnk_j = (, para todo k € Z, y asi se prueba por induccién que p,,,1,, =0,
JEZ
para todo n, m € Z. Por tltimo, basta usar el algoritmo de la divisién sobre dos elementos para

encontrar su m.c.d. y asf por induccién se tiene el resultado. ®
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Apéndice E

Geometria Algebraica Basica

En la teoria de representaciones de grupos infinitos resulta ttil conocer algunos resultados de la
Geometria Algebraica, ya que podemos encontrar una correspondencia entre curvas algebraicas
y los caracteres de las representaciones. Recordemos que cuando el grupo es finito, estos ca-
racteres nos dan bastante informacién de la representacién, asi que es una buena idea extender
este concepto a los grupos infinitos.

Sea R un anillo conmutativo con unidad, y M un R-mdédulo. M se llama Noetheriano, si
satisface la condicién de cadenas de Submddulos ascendentes, es decir, para cualquier cadena
de submédulos In C [y C --- C I, C ---, existe n € Z tal que I, = I,4+1 = ---. De manera
andloga se define un anillo Noetheriano, cambiando submédulo por ideales del anillo. Existen
varias propiedades de los médulos (o anillos) Noetherianos, sus pruebas pueden encontrarse en
[8]. Como en el caso de grupos infinitos saber cuando dos representaciones son equivalentes
implica que exista una matriz de cambio de base, es fundamental que el espacio tenga una base

finita, pero el siguiente teorema no da una condicién necesaria y suficiente para esto.

Teorema E.0.11 Sea R un anillo conmutativo con unidad. Un R-mddulo M es Noetheriano

si y solo si todo submddulo es finitamente generado.

Prueba. Si {M;} jeg €N una coleccién de vacfa de submédulos de M, entonces tiene un
elemento maximal. En efecto, cualquier cadena M; C My C --- en {Mj}je ; es acotada, pues
M es Noetheriano, por tanto existe un elemento maximal en {M;} jes

Sea N un submoédulo de M y sea {N;}, ; una coleccién de submédulos finitamente genera-
dos de N, como {0} € {N;},_; se tiene que {NN;}
N’ en {Nj}jeJ'

generadores de N’ esta en {N;} jes lo cual es una contradiccién, pues N’ esté contenido en este

jeJ # @, entonces existe un elemento maximal

Si N' # N, sea x € N ~ N'. Entonces el submédulo generado por z y los

submédulo.

Ahora, supongamos que todo submédulo de M es finitamente generado y sea My C My C - - -
una cadena de submdédulos de M, entonces el submédulo Z-EJIMZ’ es generado por algin conjunto
mi,...,my € M, luego cada m; € Mj,, sea s = max{j; | i =1,...,7}, entonces my,...,m, €
M por tanto Mgyq C Mgpo C - -- ?&J M; =M,. m

Notemos que esto mismo funciona cuando vemos un anillo R como un R-mdédulo.

Sea k un campo algebraicamente cerrado. Definimos el n-espacio afin sobre k, como k"™ =
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{P = (a1,...,ay) | a; € k}, lamamos a a; las coordenadas de P. Sea I C R = k[x1,...,Zy).
Llamamos una variedad afin a V (I) = {P € k™ | f (P) =0, para todo f € I} si es irreducible,
es decir, si no puede descomponerse como la unién V (I) = Y7 UY, de subconjuntos propios
cerrados en V (I). Decimos que Y C k™ es un conjunto algebraico afin si existe I C A tal que
Y =V (T). Cuando I = {f} C R = k[x1,22] y f es irreducible V (f) = V (I) se llama una
curva algebraica afin y se define el grado de la curva como el grado del polinomio.

A cada variedad X =V (f, | @ € A) le asociamos un ideal
I(X)={heR|h(a1,...,an) =0 paratodo (ai,...,an) € X},

se sabe por el Nullstellensatz de T. Hilbert que esta es una correspondencia 1-1 [11].

El siguiente resultado, cuya prueba puede encontrarse en [19], fue fundamental es la seccién
3.4.

Teorema E.0.12 (Bézout) El nimero de puntos de interseccion entre dos curvas algebraicas

irreductibles distintas es igual al producto de sus grados.

Decimos que dos elementos de k estan relacionados, (ag,ai,...,an) ~ (bo,b1,...,by), si
(bo,b1,-..,bn) = (Aag, Aaj ..., Aa,) para algin A € k, A # 0. Esta relacién es de equivalencia.
Se define el n—espacio proyectivo bajo k como P* = k™*1/ ~, los elementos de las clases de
equivalencia se llaman conjunto de coordenadas homogéneas para P.

Sea R = klxo,2Z1,...,2Tn| = degoRd donde Ry = {mell x| gy # 0,4 :()’1,”,,71’}7
llamamos a un elemento de Ry un elemento homogéneo de grado d. Si f € Ry entonces f tiene
grado d, y si pensamos en f como una funcién de P" en P, entonces f(ag,ai,...,a,) =
M (ag,ai,...,a,) y asi podemos definir una funcién de P" en {0,1} como f(P) = 0 si
flag,a1,...,an) =0y f(P)=1si f(ao,a1,...,an) 0.

Entonces podemos definir V' (f) = {P € P" | f(P) =0}. Y C P" es un conjunto algebraico

si existe un conjunto I de elementos homogéneos de R tal que
Y=V({I)={PeP"|f(P)=0paratodo f eI},

si ademds Y es irreducible entonces se llama variedad algebraica proyectiva.

A los espacios k™ y P" podemos dotarlos de una topologia especial, llamada la topologia
de Zariski, en esta topologfa se toman los abiertos como el complemento de los conjuntos
algebraicos. Con esta topologia daremos las siguientes definiciones.

Sea Y C k™ un subconjunto abierto de una variedad afin. Una funcién f : Y — k es reqular
si para cada P € Y existe una vecindad abierta U C Y, y polinomios g,h € k[z1,...,x,] con
h diferente de cero en U, tales que f |y= g/h.
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Sea Y C P" un subconjunto abierto de una variedad proyectiva. Una funcién f:Y — k es
regular si para cada P € Y existe una vecindad abierta U C Y, y polinomios g, h € k[x1, ..., xy]
con h diferente de cero en U, tales que f |y=g/h

Una variedad sobre k serd una variedad afin proyectiva, un subconjunto abierto de una
variedad proyectiva o un subconjunto abierto de una variedad afin. Si X,Y son variedades, un
morfismo ¢ : X — Y es una funcién continua tal que, para todo abierto U C Y y para toda
funcién regular f : U — k, la funcién fo g : ¢! (U) — k es regular. ¢ es un isomorfismo si
existe un morfismo inverso ¢ : Y — X tal que p o) = Idy y Yo p = Idx.

Si Y es una variedad, K (Y) = {[(f,U)]| f: U — Y es una funcién regular} se llama el
campo de funciones de Y, donde [(f,U)] ={(g,W) | g: W — Y esregular y g |wnv=f |lwnu}
es una clase de equivalencia. El siguiente teorema nos permite saber cuando dos variedades en

realidad son la misma, una prueba se puede encontrar en [11].

Teorema E.0.13 Sean X,Y wvariedades afines y k" = {P = (a1,...,ay) | ai € k}. X yY son
isomorfas si y sdlo si R/I(X) y R/I(Y) son isomorfos como k-dlgebras.

Las siguientes definiciones nos ayudan a clasificar las variedades.

Como dos morfismos entre variedades son iguales si coinciden en algiin abierto, entonces la
siguiente relacién es de equivalencia. Sean X, Y variedades, U, W abiertosde X y o : U — Y,
¥ : W — Y morfismos, entonces (¢, W) ~ (o,U) si ¥ |[uvnw= ¢ |unw. Se define una funcién

ractonal ¢ : X — Y como la clase de equivalencia de
[(p,U)] = {¢: W — Y un morfismo | (¢, W) ~ (¢,U)} .

Diremos que ¢ es birracional si admite inversa, en este caso diremos que X y Y son birracional-
mente equivalentes o birracionales. Las pruebas de las siguientes proposiciones se encuentran
en [19].

Proposicién E.0.14 Sean X,Y wariedades. X y Y son birracionales si y sélo si K (X) ~
K (Y) como k-dlgebras.

La siguiente proposicién nos permite completar una curva afin C, a una curva C' en el plano

proyectivo.

Proposiciéon E.0.15 Toda variedad X de dimension r es birracional a una hipersuperficie
V(f)={Pe P | f(P) =0y f es un polinomio homogéneo irreducible de grado positivo} C pr+t

Sea variedad afin Y C k", y sean f1,...,ft € R=k[x1,...,x,] el conjunto de generadores
delideal I (Y'). Y es no singular si para todo punto P € Y el rango de la matriz [(0f;/0x;) (P)]
es n —r, donde r es la dimensién de Y.
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Proposicién E.0.16 1. Sea X una curva suave, Y una variedad. Si f : X — Y es una

funcion racional, entonces es regular.

2. Sean X,Y curvas suaves. Si f : X — Y es birracional, entonces es birregular.

Esta proposicién nos dice que cualquier completacién de una curva afin es tnica, salvo

equivalencias birracionales.
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Apéndice F

Grupos Discretos

Un grupo topoldgico G es a la vez un grupo y un espacio topolégico, en el cual estas dos
estructuras son compatibles, es decir, las funciones z + =1 y (x,y) — 2y son continuas. Dos
grupos topoldgicos son isomorfos si existe una funcién biyectiva que es a la vez homomorfismo y
homeomorfismo. Un grupo topolégico G es discreto si la topologia en G es la topologia discreta.

En general es dificil saber cuando un grupo topoldgico es discreto, asi que existen un gran
nimero de resultados para este propdsito, para una prueba de ellos ver [2], el primero de ellos

es el siguiente.

Proposicién F.0.17 Sea G un grupo topoldgico tal que para algin g € G, {g} es abierto.

Entonces G es discreto.

Un ejemplo importante de grupos discretos es GLs (Z). Nos interesa encontrar otros sub-
grupos de GLy (C) que sean discretos. Por tanto resulta 1til conocer ciertos resultados acerca
de matrices.

Se define la norma || A|| = (¢r (AA*))1/2 para todo A € GL3 (C). Con esta norma se tiene que
un subgrupo G < G Lz (C) es discreto si y sélo si para todo k > 0 el conjunto {4 € G | ||A]| < k}
es finito. Notemos que de aqui se pueden encontrar desigualdades que nos permiten probar si
un subgrupo de GLg (C) es discreto o no.

Recordemos que las transformaciones de Mobius se pueden representar por matrices de
a b

C

GLy (C). Si A= € GLy (C) entonces ga (2) = g (2) = Z£b y viceversa.

cz+d

Definimos una norma para estas transformaciones en términos matriciales, sea traza? (g) =
tr? (g) = %%lﬁ y sea ||g|| = \d_egﬁlﬂm' Con esto definimos ciertas formas especiales de trans-
formaciones. Las pruebas de los siguiente teoremas se encuentran en [2].

Sea g una transformacién de Mobius diferente de la identidad. Entonces g se llama eliptica
si y solo si tr? (g) € [0,4). Esto es equivalente a decir que g tenga infinitos puntos fijos en
R3 = R3 U {£00}.

Denotamos por M al grupo de las transformaciones de Mobius, donde la operacién es la
composicién de funciones y por H> = {(x1, 29, 23) | 3 > 0} al espacio hiperbélico.

Si los puntos fijos de g en C son a, 3, entonces los puntos fijos de g en R3 son precisamente
los puntos sobre el circulo C' que es ortogonal a C y que pasa a través de oy 3. El eje A, de g

es el semicirculo euclideo C' N H2, es decir, una geodésica en la geometria hiperbélica.
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Teorema F.0.18 Un subgrupo G de M contiene sdlo elementos elipticos (y a I) si y sdlo si

los elementos de G tienen un punto fijo comin en H3.
Notemos que si g es de orden finito n entonces gg"~! (z) = z, es decir, g es eliptico.

Corolario F.0.19 Los elementos de un subgrupo finito de M tienen un punto fijo comin en
H3.
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