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Resumen

El presente trabajo analiza los problemas numéricos derivados de la incorporaciéon de térmi-
nos advectivos fuertes a la ecuacién diferencial de Difusién-Reaccién. Se consideran y exa-
minan dos técnicas de estabilizacion de la solucién por elementos finitos de esta ecuacion: el
método de Petrov-Galerkin en contracorriente (SUPG) y el método de Galerkin sobre lineas
caracteristicas. El andlisis comparativo de estos dos métodos permitié evaluar la eficacia de
cada uno en la eliminacién de las oscilaciones artificiales, presentes en las aproximaciones
realizadas con las formulaciones tradicionales de elementos finitos. Se concluye que para
problemas altamente advectivos, las soluciones alcanzadas a través del método basado en
lineas caracteristicas no muestran un comportamiento muy diferente a las logradas con los
métodos convencionales, a diferencia del método SUPG que logra, ain para altos valores en
el nimero de Peclet, soluciones libres de oscilaciones espurias. Esta conclusion permitié el
desarrollo de un algoritmo numérico, programado en lenguaje FORTRAN, para el andlisis
del problema de dispersién de contaminantes en rios. Este algoritmo fue validado a través
de una prueba de dispersiéon de una solucién salina, a lo largo de un modelo a escala de un
tramo del rio Magdalena, el cual se encuentra ubicado en el Laboratorio de Hidraulica de
la Universidad Nacional de Colombia. La comparacién de los resultados numéricos y expe-
rimentales, muestran la validez del modelo numérico desarrollado para puntos distantes a
la zona de descarga de los contaminantes.

Palabras clave: SUPG, Petrov-Galerkin, Lineas caracteristicas, Ecuacién de Difusién-
Adveccion-Reaccion, estabilizacion, dispersiéon de contaminantes en rios

Abstract

This work analyzes numerical problems of strong advective terms addition to the diffusion-
reaction differential equation. Two different stabilization techniques for the solution by finite
elements are used: Streamline Upwind Petrov Galerkin (SUPG) method and Galerkin over
characteristic lines method. Comparative evaluations of these two methods permit iden-
tifying artificial oscillations removal efficacy of each one. Artificial oscillations appear by
the approximations made by traditional finite elements method. It is concluding that for
highly advective problems, final solutions from characteristic lines method does not show
a different behavior from the ones obtained by traditional finite elements. On the other
hand, SUPG reach, even for high Peclet numbers, solutions which are free of spurious os-
cillations. This conclusion leads to the development of a numerical algorithm, programmed
in FORTRAN language, for the problem analysis of contaminant dispersion in rivers. The
algorithm was validated through a dispersion test, using a saline solution, in a branch of the
Magdalena River scale model, located at the Hydraulics Laboratory in the National Univer-
sity of Colombia. Experimental and numerical results comparison, show the validity of the
developed numerical model for points located far away from the contaminant discharge zone.
Keywords: SUPG, Petrov-Galerkin, Lineas caracteristicas, Ecuacién de Difusién-Adveccion-
Reaccién, estabilizacion, dispersién de contaminantes en rios
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Capitulo

Introducciéon

La ecuacién diferencial de Difusién-Adveccién-Reaccion es usada ampliamente para el
modelado de miltiples problemas de diferente naturaleza (fisica, quimica, econdémica, po-
blacional, etc.), aunque su solucién numérica conlleva a algunos problemas asociados con el
operador convectivo no-autoadjunto presente en la ecuacién. La presencia de este término
origina, en las aproximaciones numéricas desarrolladas con métodos convencionales, la apa-
ricién de oscilaciones no relacionadas con la naturaleza del fenémeno estudiado. La elimi-
nacion de estas oscilaciones, o estabilizacién de la solucién, ha dado origen al desarrollo de
multiples técnicas o variaciones de los métodos convencionales, especialmente en diferencias
finitas y elementos finitos.

Para el presente trabajo la ecuacién de Difusiéon-Adveccién-Reaccién es de especial interés
para el estudio de la dispersiéon de contaminantes en cuerpos de agua. En el contexto nacional
este problema se ha centrado en el anélisis del comportamiento de manchas de hidrocarbu-
ros derramados en el océano, mediante algoritmos numéricos desarrollados, bajo enfoques
Lagrangianos, por Institutos como el COIH (Centro de Investigaciones Oceanogréificas e
Hidrograficas) y el CCCP (Centro Control Contaminacién del Pacifico). No obstante los
importantes avances logrados alrededor de este tipo de problemas, el desarrollo de modelos
para el analisis de dispersion de contaminantes en rios es aun incipiente, pero de funda-
mental importancia ambiental si se consideran los muiltiples accidentes que involucran el
vertimiento de sustancias contaminantes en los cuerpos fluviales, tales como los ocurridos
en el bajo Magdalena, en los anos de 2006 y 2008, en donde canecas cargadas con cianuro
cayeron accidentalmente al rio, causando alarma en las poblaciones riberenas de cuatro de-
partamentos (Cesar,Bolivar,Atldntico y Magdalena).

El presente trabajo tiene por objetivo el andlisis de dos técnicas de estabilizacién de la
solucién por elementos finitos de la ecuacién de Difusiéon-Adveccién-Reaccion, asi como el
desarrollo de un algoritmo numérico para la solucién del problema de dispersién de conta-
minantes en rios.



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

En relacion con las técnicas numeéricas de estabilizacion, se estudiaron el método de Petrov-
Galerkin en contracorriente y el método de Galerkin sobre lineas caracteristicas, dos méto-
dos de gran importancia pues constituyen la base para la formulacién de técnicas numéricas
estabilizadas para la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes. El andlisis de estas técni-
cas permitié concluir sobre el mejor desempenio que tiene el método SUPG, en términos
de estabilizacién de la solucién. Los casos analizados, los cuales fueron seleccionados por
la exigencia demandada de la técnica de estabilizaciéon, mostraron que aun para mallas
gruesas, las cuales generan altos valores en el niimero de Peclet, el método SUPG lograba
aproximaciones libres de oscilaciones, mientras que para estos mismos casos, el método ba-
sado en lineas caracteristicas exhibia soluciones aun perturbadas, las cuales guardan mucha
semejanza con las obtenidas por medio del método Bubnov-Galerkin convencional.

Por otro lado, es estudio detallado del método Petrov-Galerkin en contracorriente, permi-
tié modificar las expresiones empleadas para el cdlculo de los coeficientes de perturbacion
empleados, las cuales normalmente son deducidas de la ecuaciéon de Difusién-Adveccion, es
decir ignorando el efecto del término reactivo. Las nuevas expresiones encontradas para el
calculo del coeficiente de perturbacion permiten adicionar, de acuerdo a la magnitud de los
nameros adimensionales de Peclet y Damkohler, una cantidad de difusién numérica adecua-
da, de forma que se logran eliminar las oscilaciones espurias sin perjudicar la exactitud del
método.

El algoritmo de estabilizacién desarrollado, fue empleado para el analisis del problema de la
dispersién de contaminantes en rios, el cual incorpora los términos de dispersién longitudi-
nal, transversal, transporte (adveccién) y evaporacion de la sustancia contaminante (como
término reactivo). La validacién de los resultados numéricos se realizé a través de un mo-
delo experimental desarrollado en el Laboratorio de Hidraulica de la Universidad Nacional
de Colombia. El algoritmo numérico construido mostré una buena exactitud, excepto en
las zonas proximas a los puntos de vertimiento de los contaminantes, aunque una amplia
dependencia de los valores empiricos de los coeficientes de dispersion empleados.

Este presente documento se estructura de la siguiente manera: en el segundo capitulo se hace
una revision del estado del arte de los métodos de estabilizacion de la ecuacion de Difusién-
Advecciéon-Reaccién, asi como de los estudios desarrollados para el anéalisis del problema de
la dispersién de contaminantes en cuerpos de agua. El tercer capitulo se enfoca en el plan-
teamiento unidimensional del método SUPG, considerando tanto el caso estacionario como
transitorio del problema de Difusiéon-Adveccién-Reaccién. El planteamiento de un término
de difusion artificial, permite la ampliacién de este método a dos o mas dimensiones espacia-
les, lo cual se presenta en el cuarto capitulo. El quinto capitulo plantea y analiza el método
de Galerkin sobre lineas caracteristicas, y presenta dos casos de estudio que permiten la
comparacién de las capacidades de estabilizacién de los dos métodos estudiados, asi como
su exactitud. En el sexto capitulo se plantea el problema de la dispersién de contaminan-



tes solubles en cuerpos de agua, a través de la ecuacion de Dispersion-Adveccién-Reaccién,
considerando el caso hipotético del derrame de una sustancia contaminante en el rio Mag-
dalena, a la altura del municipio de Calamar. En la parte final del documento se presentan
las conclusiones, asi como una breve discusién sobre los trabajos futuros derivados de esta
tesis y los productos generados a partir del trabajo desarrollado.
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Capitulo

La ecuacion de Difusion - Adveccion -
Reaccion y la dispersion de contaminantes
en cuerpos de agua

2.1. La ecuacion de Difusion-Adveccion-Reaccion

Muchos problemas fisicos pueden ser modelados analizando el balance de tres fenéme-
nos: la difusién, la adveccién y la reaccién [41]. El primero se define como la dispersién
de las especies involucradas en el proceso a lo largo del dominio fisico del problema. La
adveccion se relaciona con el transporte de especies debido a la presencia de campos de
velocidad. Y por iltimo, la reaccién es el proceso de interaccién mediante la cual se generan
o se consumen las especies involucradas en el fenémeno.

El problema de la Difusién- Adveccién-Reaccién, consiste en la determinacién de una funcién
de campo escalar ¢(Z,t), la cual debe satisfacer la ecuacién diferencial 2.1.1:

gi’ — V.kV(§) + .V + s¢ = F(T) sobre € (2.1.1)

asi como unas condiciones de contorno definidas por las expresiones 2.1.2 y 2.1.3:

o(Z) = g(%) sobre T'y (2.1.2)
V(¢) = h(Z) sobre T'y (2.1.3)

donde k es el coeficiente difusivo, @ es el campo de velocidad asociado al proceso advectivo,
s es el coeficiente fuente (s > 0 implica produccién y s < 0 significa disipacién), F(Z) es

7
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una funcién de generacion, g(Z) es la funcién que define el valor del campo escalar sobre la
frontera y h(Z) es la funcién que define el valor del flujo sobre la frontera.

La simplificacién de esta expresion permite la obtencién de ecuaciones especificas de amplio
uso en diferentes campos de la fisica, tales como:

» Ecuaciéon de Helmholtz: empleada en los problemas de actustica, electromagnetismo
y sismologia, la cual se obtiene considerando el término de produccién (s > 0) y
eliminando el término advectivo (@ = 0) [6].

» Ecuacién de Adveccién-Difusién (s = 0): utilizada ampliamente en problemas de
dispersion de gases contaminantes altamente estables, producidos por la combustion
de alguna sustancia [93].

» Ecuacién de Adveccién-Reacciéon (kK = 0): usada en el modelado de dispersién de
contaminantes acuiferos en aguas con alta velocidad, en donde el efecto difusivo no
guarda la misma escala de tiempo que los otros dos fenémenos (adveccidén-reaccién)
[52].

» Ecuacién de Difusién-Reaccién (@ = 0): Un fenédmeno regido por los procesos de reac-
cion y difusion, se caracteriza por la presencia de distribuciones espacio-temporales de
las especies involucradas, esta distribucién se denomina comunmente patrén. Turing
[97] definié las condiciones para las cuales un proceso reactivo en equilibrio, puede ser
inestabilizado por la presencia de un término difusivo, generandose asi unos patrones
espaciales heterogéneos, denominados inestabilidades por difusion o inestabilidades de
Turing, como el mostrado en la Figura 2.1. Esta ecuacién tiene muy diversas aplica-
ciones en problemas fisico-quimicos, como en los mecanismos de morfogénesis [41], en
donde las moléculas difunden a través de los tejidos y reaccionan con otras sustancias
directamente y por senalizacién a través de las células; también en la formacién de
manchas en la piel de algunos animales [66; 71; 56; 84; 68], el crecimiento de tumores
[17], la distribucién de poblaciones de animales [105], entre otra muchas aplicaciones.

Desde el punto de vista de los campos de estudio, esta ecuacion o sistemas de ecuaciones
diferenciales de Difusién-Adveccion-Reaccién, se emplean para el estudio de problemas en
campos como en:

= La dindmica de fluidos, a través de la linealizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes
2.1.4, como se propone en [113],

o
p(£+ﬁ-va> = —Vp+puV-Vii+ f (2.1.4)

en la ecuacién no lineal de conservaciéon de cantidad de movimiento 2.1.4, @ representa
el campo de velocidad del fluido, p el campo escalar de presiones, p la viscosidad, p
la densidad y f define un campo de fuerzas volumétricas.
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Figura 2.1: Patron de distribucién heterogéneo de una especie generado por la presencia de
un término difusivo asociado con un fendmeno reactivo (inestabilidad por difusion).

= Las matemadticas financieras, empleando la ecuacién diferencial de Black-Scholes 2.1.5,

como se plantea en [87],

oV (x,t) n lasz 0?V (z,t) N x@V(x,t) B

T 5 92 rT—o r=20 (2.1.5)

en esta ultima ecuacién, V(x,t) es el valor de la opcién de comprar o de vender un
bien financiero con el precio x en el momento ¢, la constante real ¢ se llama volatilidad
y la constante r define el riesgo de la inversion.

La acustica, empleando la ecuacién de Helmholtz 2.1.6, tal como en [6],

V- VA(Z) + K> A(T) = () (2.1.6)

donde A representa el campo escalar de amplitudes de oscilacién, ® es una funcién de
)
generacién y k es el numero de onda.

La transferencia de calor, como en los trabajos [46; 5; 61],

La ingenieria biomédica, por ejemplo para la simulacién de los procesos de coagulaciéon
y regeneracién osea, entre otros, tal como se plantea en [65; 39; 31]. Para el caso de
regeneracion osea se emplea el modelo de reaccién de Schnakenberg, resultando el
sistema de ecuaciones 2.1.7.
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8u 2 _,
— =7 (a—u+u') +V-Vu—avVu
ot
o (2.1.7)
E:’y(ﬁ—uQU)—i—V-dVv—&’-Vv

en este modelo u y v representan, respectivamente, la concentraciéon de las hormonas
PTHrP (Hormona Paratiroidea Péptida Relacionda) y Ihh (Hormona Indian Hed-
gehog), a y [ son constantes positivas que definen la produccién de u y v, mientras
que el término de catélisis no-lineal u?v define la activacién de u y el consumo de u.
La constante d define la relacion entre los coeficientes de difusion de cada especie.

» La dindmica de poblaciones, como por ejemplo en el estudio de dispersiéon de pobla-
ciones e informacién genética [79], o en la determinacién de la distribucién espacio-
temporal de especies (depredador y presa) en un ecosistema. empleando el sistema de
ecuaciones de Lotka-Volterra modificado 2.1.8, tal como se plantea en [104; 9; 82].

U _ SWU)= F(U,V)+V- DU

or (2.1.8)
v -
E:nF(U,V)—M(V)JrV'DvVV

En esta ultima expresion, U representan la densidad de biomasa de la especie presa
y V es la densidad de biomasa de depredadores. Las funciones S y M determinan la
dindmica intrinseca de cada poblacién, mientras que F' es la funcién de depredacion.
El coeficiente n denota la fraccién de biomasa de presas que puede convertirse en
biomasa de depredadores. D, y D, son los coeficientes de difusiéon que definen la
dispersion espacial de las especies estudiadas.

» Otros campos de aplicacién se encuentran en: el electromagnetismo [80], la fisica
de semiconductores [8], la ingenieria de materiales [58], la quimica [106], la biologia
[25; 81; 67; 34], la astrofisica [72] y la prediccién y control de incendios [30)].

Las soluciones de la ecuacion 2.1.1 exhibe dos formas generales. La primera se caracte-
riza por un régimen exponencial (creciente o decreciente), alcanzado cuando las raices de la
ecuacion caracteristica son reales, es decir, cuando el discriminante se hace mayor o igual
que cero |ﬁ]2 — 4sk. La segunda se denomina generalmente régimen de propagacién y se
caracteriza por un comportamiento sinusoidal modulado por una funcién exponencial. Para
casos de coeficientes variables en la ecuacion, se pueden alcanzar soluciones que varian su
comportamiento de una zona a otra.
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2.2. Solucién numérica de la ecuacion de Difusiéon-Adveccidon-
Reaccion

Ademsds de la enorme utilidad para el estudio de fenémenos fisicos, algunas formas de la
expresion 2.1.1 se caracterizan por la dificultad en la implementacion de soluciones numéri-
cas y el requerimiento de técnicas especiales para construir una aproximacion.

En numerosos casos las soluciones numéricas implementadas para el desarrollo de este tipo
de ecuaciones presentan oscilaciones falsas que no se ajustan al comportamiento real del
fenémeno modelado, de modo que el desarrollo de técnicas numéricas exactas y confiables
para el desarrollo de este tipo de expresiones, se ha convertido en un campo de permanen-
te investigacion en los iltimos treinta anos. La Figura 2.2 muestra la solucién analitica a
una ecuacién de Difusién-Adveccién-Reaccién unidimensional, junto con una aproximacion
alcanzada con un planteamiento por diferencia finitas centradas.

0.12
0.10 ;'\
0.08

0.06 1 /\

g 0.04 ! / \
0.02 A /
0.00 frfn-te by g
| 02 04 06 08 1
-0.02

‘ —+— Solucion Analitica —s— Solucion Numérica ‘

Figura 2.2: Solucién inestable alcanzada por un método numérico convencional.

La solucién del problema de Difusién-Adveccién-Reaccién empleando una formulacién
convencional de elementos finitos (comtinmente denominada formulacién de Bubnov-Galerkin)
lleva frecuentemente a soluciones poco exactas o con oscilaciones erréneas (falsas), especial-
mente en las zonas aguas abajo donde se presentan fuertes variaciones del campo escalar,
tal como en los problemas de capa limite [112], exceptuando los casos en los que el término
relacionado con la difusién predomina numéricamente sobre los demés (también denomina-
dos problemas de difusién dominante). La presencia de estas oscilaciones esta relacionada
con los valores de los coeficientes de la ecuacion, es decir con la naturaleza del fenémeno
predominante. El método de Galerkin presenta significativa divergencia, con respecto a la
solucién real, para todos los casos en los que se cumple la condicién [90]:
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donde P. se denomina ntimero de Peclet y h es la longitud caracteristica del elemento.
Esta condicién define todos los casos en donde el fenémeno advectivo predomina sobre el
difusivo. De acuerdo con lo anterior, una forma de estabilizar la solucién puede ser redu-
ciendo la longitud caracteristica del elemento, disminuyendo por tanto el nimero de P.. Sin
embargo, para casos con campos advectivos fuertes esta técnica puede no ser la mas apro-
piada desde el punto de vista de costo computacional. Numéricamente se observa como para
nimeros P, pequenos, la matriz de rigidez, alcanzada con la formulacién Bubnov-Galerkin,
tiende a ser simétrica, por tanto los valores propios discretos de la misma son reales y la
solucién del problema se puede interpretar como la minimizacién de un funcional. Para
casos con numeros de P, elevados, estos valores propios son imaginarios (en su mayoria),
lo cual esta asociado con de la fuerte asimetria en la matriz de rigidez, asi como con la
imposibilidad de derivar el problema desde un principio variacional.

>1 (2.2.9)

La eliminacién de estas oscilaciones (estabilizacién de la solucién), se logra regresando el
caracter simétrico a la matriz de rigidez, lo cual puede ser alcanzado empleando diversos
métodos, entre los cuales se puede citar: el método de calculo finito [73], el método de paso
fraccional [18], el método de minimos cuadrados de Galerkin [50], el método de las lineas
de caracteristicas [112; 110], y el método Petrov-Galerkin de contracorriente [108]. Estos
dos 1ltimos son los métodos usados mas ampliamente para la estabilizacién numérica de las
soluciones de la ecuacion de difusién-adveccién-reaccion.

El método Petrov-Galerkin en contracorriente se basan en la modificacion de la funcién
de peso de la ecuacién de residuos ponderados, adicionando una funcién de perturbacion
que logra estabilizar el método, ponderando con mayor peso la informacién proveniente de
los nodos ubicados aguas arriba (de ahi el término Streamline Upwind). La primera referen-
cia al uso de estas funciones de peso modificadas aparece en 1975 [108], las cuales mds tarde
fueron empleadas formalmente por Christie [19] y Zienkiewicz [109]. Posteriormente Hughes
[47], retoma el fundamento del método streamline upwind para problemas de conveccién
dominante. Este método fue reformulado en 1982 por Brooks-Hughes [15], quienes presentan
una formulacién general del método SUPG como una forma de aproximar la solucién del
problema generalizado de Stokes. El método SUPG es adoptado en 1984 por Johnson [54]
para la solucion de problemas que involucran ecuaciones diferenciales hiperbdlicas. En 1986
Hughes [48], asocia el método SUPG con el cumplimiento de las condiciones de Babuska-
Brezzi en los problemas de dindmica de fluidos. Posteriormente, Hughes [49] emplea los
minimos cuadrados para la obtencion de la funcién de perturbacién adecuada en la estabili-
zacién de los elementos finitos (Streamline Petrov-Galerkin con minimos cuadrados, GLS).
Franca [33], emplea el método SUPG a la solucién de problemas advectivos-difusivos. En
1993 Baiocchi [7] adiciona el empleo de funciones burbuja para el enriquecimiento de las
funciones polinomiales, en tanto que Harari [45] en 1994, incluye técnicas de optimizacién
para mejorar el desempeno de los métodos de estabilizacion, especificamente en problemas
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de adveccién-difusién-produccién. En 1996 Russo [83] aplica la estabilizacién con funciones
burbuja en la solucién de la ecuacién linealizada de Navier-Stokes, mientras que Codina
[22] en 1998 presenta una comparaciéon de técnicas de estabilizacién de elementos finitos
para la solucién del problema de adveccién-difusién-reaccion. Un nuevo método para la so-
lucién de este tipo de problemas, es presentado por Cockburn [21], en donde se hace uso
de un método de Galerkin empleando funciones discontinuas, el cual brinda la posibilidad
de paralelizar los algoritmos desarrollados, emplear mallas irregulares con nodos no necesa-
riamente coincidentes y emplear funciones polinomiales de diferente grado para diferentes
elementos, lo cual permite el desarrollo de métodos adaptativos. Araya [3; 4] incorpora al
método de estabilizacién clasico SUPG, un estimador de error a posteriori, que permite la
implementacién de técnicas de mallado adaptativo. Por 1iltimo, resulta interesante mencio-
nar el trabajo de Xin [103], el cual emplea un término de viscosidad artificial, que permite
la estabilizacién de la formulacion del método de los elementos finitos para la solucién de
problemas hiperbdlicos obtenidos a partir de teoremas de conservacion.

2.3. Modelado de la dispersiéon de contaminantes en cuerpos
de agua a través de la ecuacion de Difusién-Adveccion-
Reaccion

Modelar y predecir la forma como se transportan y reaccionan sustancias vertidas en
cuerpos de agua es un campo de estudio de involucra e interesa a diferentes disciplinas,
tales como la: oceanografia, biologia marina, ingenieria, matematicas aplicadas, quimica,
ecologia, etc. Desde el punto de vista del interés, el conocimiento de la forma como se dis-
persa, mueve y reacciona la sustancia vertida en el agua, permite trazar anticipadamente la
trayectoria que llevard la mancha de contaminante [98], conocer los tiempos que tardara la
sustancia contaminante en llegar a una costa o a una poblacién cercana [35; 64], evaluar
con antelacién el impacto de la sustancia en un ecosistema o asentamiento humano [92],
planear estrategias de contencién de la mancha, seleccionar los mecanismos de recoleccion
de la sustancia y disenar estrategias de descontaminacién [94; 74].

Desarrollar un modelo de prediccién de este fendmeno no es sencillo e involucra muchas
variables tales como: las propiedades fisico-quimicas de la sustancia derramada, el tiempo
transcurrido, la velocidad de la corriente, la velocidad del viento, el oleaje, turbulencia o
agitacién del agua, las mareas, etc., asi como muchos fenémenos fisicos quimicos y bioldgi-
cos, como por ejemplo: difusién, dispersiéon, adveccion, escurrimiento, evaporacién, emul-
sificacién, precipitacién, biodegradacién, fotdlisis y disolucién, entre otros. Considerando
adicionalmente, que en muchas ocasiones las caracteristicas propias de cada problema (en
cuanto a magnitudes de las variables involucradas), definen los fenémenos relevantes en el
comportamiento de la mancha. En la Figura 2.3 se ilustran algunos de estos fenémenos, los
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cuales se definen brevemente a continuacién:

Figura 2.3: Fendmenos fisico-quimicos asociados con el transporte y reaccién de manchas
de contaminantes en el agua.

= Escurrimiento: Desde el mismo momento del derrame, la mancha inicia un proceso
de dispersién mecédnica y reduccion de espesor de la pelicula de contaminante, el
cual es regido por las fuerzas viscosas, gravitacionales y de tensién superficial. La
determinacion del espesor de la mancha resulta en extremo til para la determinacion
de las velocidades de evaporacion, asi como para evaluar la pertinencia de las técnicas
de control del derrame y de los impactos del mismo sobre el medio [77]. Este proceso
al igual que la dispersién, difusién, evaporacion y emulsificacién, es muy importante
durante las etapas tempranas del derrame.

= Difusién molecular: Este fenémeno se refiere al movimiento de una sustancia desde
una zona de alta concentracién hasta una zona de menor concentracion, debido al
efecto del movimiento browniano de las moléculas de la sustancia difundida, el que
comunmente se modela a través de las leyes de Fick.

= Difusién turbulenta: El flujo turbulento en el fluido de transporte actua rompiendo
la mancha en muchas particulas. Inicialmente las fluctuaciones turbulentas de mayor
tamano deforman y rompen la pelicula de contaminante en fracciones, las cuales son
divididas a su vez por fluctuaciones de una menor escala, generando particulas ain
mas pequenos. Este proceso se repite en escalas cada vez més pequenas, hasta que la
difusién molecular termina el proceso.

= Dispersién: Debido a los gradientes de velocidad en el fluido que transporta la mancha,
esta se deforma y extiende tanto en la direccion de la corriente, como en la direccion
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transversal al flujo. Aunque este fenémeno no es de naturaleza molecular, como lo es
la difusién, normalmente es modelado con una expresion andloga a la segunda ley de
Fick, empleando un coeficiente de dispersion varios ordenes de magnitud mayor al de
difusién.

= Dispersién vertical: El efecto de las corrientes turbulentas fraccionan la pelicula de
contaminante, generando particulas de diferentes tamanos. Las particulas de menor
tamano permanecen dispersas en suspensién en diferentes niveles de la columna de
agua, en tanto que las particulas de mayor tamano regresan a la superficie.

= Adveccién: Se trata del fenémeno de transporte de la mancha de contaminante aso-
ciado con las velocidades del cuerpo de agua, asi como de las corrrientes de viento, el
oleaje y las mareas.

= Evaporacién: El crudo es una sustancia compuesta por cadenas de hidrocarburo de
diferentes pesos. Los compuestos mas livianos, es decir, las cadenas méds cortas y nor-
malmente las de mayor poder contaminante (como los aromadticos), suelen evaporarse
durante las primeras horas del derrame, tal como el queroseno y la gasolina, mientras
que los compuestos parafinicos haran parte de la mancha por mucho més tiempo.

= Emulsificacién: Una emulsién es la combinacién de dos fluidos, en la cual uno permane-
ce suspendido dentro del otro. En algunos casos, como en derrames de hidrocarburos,
la mancha de contaminante forma emulsiones al atrapar particulas de agua en su inte-
rior. Estas emulsiones cambian las propiedades de la mancha en cuanto a su densidad
y viscosidad, modificando otros fenémenos como el escurrimiento, la sedimentacion y
la evaporacion.

= Sedimentacién: Producto de la dispersion vertical, la evaporacion y la emulsificacién,
la mancha de contaminante se fracciona en partes que pueden tener un peso especifico
igual o menor que el del agua. Las particulas con un peso especifico menor se sumergen,
precipitan y acumulan en el fondo.

» Biodegradacion y Fotdlisis: La biodegradacién es el proceso de aprovechamiento del
contaminante, por parte de microrganismos presentes en el medio, los cuales a menudo
son capaces de procesar y fraccionar esta sustancia y convertirla en otra soluble con
el agua. Por otra parte, la fotélisis se relaciona con el proceso de oxido-reduccién de
la sustancia de contaminante. En el caso de hidrocarburos, este proceso rompe las
largas cadenas moleculares, en presencia de luz solar y el oxigeno del medio, generan-
do compuestos mas livianos y solubles denominados alquitranes. Estos dos fenémenos
son extremadamente lentos y requieren mucho tiempo para completarse, de modo que
normalmente son ignorados dentro de los modelos que buscan predecir el comporta-
miento y trayectoria de manchas de contaminantes, pues estas simulaciones manejan
escalas de tiempo mucho ma&s cortas.
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Figura 2.4: Mancha de hidrocarburo emulsionada suspendida en la columna de agua. Imagen
tomada de [69]

2.3.1. Modelado de manchas de hidrocarburos en el océano

Las actividades de extraccién de crudo en alta mar, asi como el transporte de hidrocar-
buros en buques-tanque, generan frecuentemente derrames de estos contaminantes en los
mares y océanos. De acuerdo con [20], la mitad del crudo producido en el mundo es trans-
portado por en el mar, en tanto que una significativa cantidad de derrames ocurren durante
las operaciones de cargue, por choques o encallamientos de buques. Y, aunque durante los
ultimos anos la cantidad de derrames de grandes volimenes de hidrocarburos se ha reducido
(la cantidad de derrames superiores a las 700 toneladas pasé de 25.2 derrames por afio en la
década de los 70s, a solo 3.8 derrames por ano entre los anos 2000 a 2004 [64]), los niveles
de derrames de menor volumen hace preocupante la situaciéon de contaminacion de multi-
ples zonas, especialmente las més cercanas a las rutas de transporte o a las plataformas de
produccién [98], resultando afectados los ecosistemas, las actividades pesqueras, turisticas
y de suministro de agua.

Alrededor del problema del comportamiento de manchas de hidrocarburos derramados en
cuerpos oceanicos, se encuentran dos tipos de investigaciones: las primeras se orientan al
estudio y modelado de los fenémenos fisico-quimicos involucrados, tales como la adveccion,
la difusion, la dispersién, el escurrimiento, la evaporacion, la sedimentacién, etc. En tanto
que el segundo grupo de trabajos se dedican a desarrollar diferentes tipos de algoritmos
numéricos que acoplan los fendmenos de transporte de las manchas de hidrocarburo con
su comportamiento fisico-quimico, permitiendo predecir trayectorias, analizar el impacto
y ayudar a seleccionar los mecanismos para el control de la mancha. Resulta importan-
te aclarar que, considerando las amplias limitaciones con las que se conocen los procesos
fisico-quimicos involucrados en la evolucién de una mancha de hidrocarburo, los modelos
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resultantes deben ser analizados de forma critica y con alguna reserva [101]. Este tltimo
grupo de desarrollos se enmarcan dentro de los objetivos perseguidos por trabajo aqui pre-
sentado y por tanto se discutiran brevemente.

Aunque muchos de modelos desarrollados para el estudio de la calidad de agua y de movi-
miento de contaminantes en cuerpos de agua, se plantean bajo enfoques Eulerianos, es muy
comun y casi general que los problemas asociados con derrames de hidrocarburos sean ana-
lizados desde una éptica Lagrangiana, empleando la técnica de particulas trazadoras. El uso
de este enfoque, logra analizar el problema de difusién y dispersion de la mancha emplean-
do las técnicas random-walking-particle, lo cual evita los problemas de difusién numérica,
asociados a los altos ntimeros de Peclet [13] normalmente presentes en estos problemas,
asi mismo permiten incorporar de manera natural fenémenos como la dispersion vertical y
la sedimentacién. No obstante, estos modelos implican un alto costo computacional debido
a la gran cantidad de particulas que es necesario involucrar para lograr resultados acep-
tablemente exactos. De acuerdo con [43], considerando didmetros de particulas cercanos a
1000pm, cada m? de hidrocarburo derramado requerird aproximadamente 1,9 x 107 particu-
las para su analisis.

Dentro de estos trabajos se encuentran modelos Lagrangianos bidimensionales simples para
la prediccién de la trayectoria de la mancha, (como en [98; 64; 77; 29; 16]), asi como otros
modelos que incorporan movimiento tridimensional en las particulas trazadoras, con lo cual
adicionan al estudio los términos de dispersion vertical y sedimentacion ([13; 16; 57; 100]).

Aunque en mucha menor cantidad, también se encuentran modelos con un enfoque Eule-
riano, que solucionan el problema discretizando el dominio con una malla fija y resolviendo
la ecuacién de Difusién(Dispersién)-Adveccién-Reaccion por diferencias finitas [94], elemen-
tos finitos o alguna otra técnica numérica. Este enfoque tiene la ventaja de permitir una
acople de estos modelos de transporte de contaminante, con los correspondientes modelos
hidrodindmicos desarrollados a través de las ecuaciones de Navier-Stokes. Sin embargo, las
formulaciones numéricas bésicas en estos casos incorporan difusién numeérica y requieren
técnicas especiales de estabilizacién, siendo este el objetivo central del presente trabajo.

Aprovechando las virtudes de los dos enfoques mencionados anteriormente (Lagrangiano
y Euleriano), algunos autores han desarrollado modelos combinados [43]. Los métodos
euleriano-lagragiano han sido desarrollados para problemas de adveccién dominante y des-
acoplan el fenémeno difusivo y advectivo, solucionando cada ecuacién resultante por sepa-
rado. Estos métodos, aunque estables y libres de oscilaciones, reportan errores en las zonas
de alto gradiente, como por ejemplo en las zonas de alta concentracién de hidrocarburo
durante las primeras horas del evento.

En todos los desarrollos mencionados anteriormente, con excepcién de [29], los datos de
clima, asi como los hidrodindmicos, provienen de macro-modelos como el POM (Princeton
Ocean Model) o el UKMO (United Kingdom Meteorological Office). Estos algoritmos pro-
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porcionan los campos de corriente, oleaje, temperatura superficial, nivel de las mareas y
demas datos requeridos para evaluar el comportamiento de la mancha de hidrocarburo.

La cercania de Colombia a Venezuela, uno de los mayores productores de petroleo del
mundo, asi como al alto trafico de buques cisterna en las zonas portuarias, hace a Colombia
una zona de alto riesgo de derrames (ver Figura 2.5). A nivel nacional, el trabajo sobre el
modelado de dispersién de manchas de hidrocarburos también ha sido intenso. Institutos co-
mo el CIOH (Centro de Investigaciones Oceanograficas e Hidrogréficas) y el CCCP (Centro
Control Contaminacién del Pacifico) han estudiado esta problemética y han desarrollado
modelos para predecir el comportamiento de estas manchas en las zonas de mayor riesgo,
como: el golfo de Morrosquillo, y las bahias de Santa Marta, Cartagena y Tumaco. Los
primeros modelos de derrames elaborados por el CIOH en conjunto con Colciencias, con-
sistieron en formulaciones Lagrangianas bidimensionales, acoplados con el modelo climéatico
POM, y enfocados en la costa caribe colombiana [62]. Posteriormente estos modelos fue-
ron refinados y se construyeron planteamientos Lagrangianos tridimensionales, los cuales
se acoplaron al modelo meteorolégico UKMO alimentado con un sistema de asimilacion de
datos provenientes de un radiémetro de alta resolucién [63]. Este esquema fue empleado
para prediccién de trayectorias de la mancha de hidrocarburo durante las emergencias de
los buques ALMA ATA (Santa Marta, Agosto de 2003) y B/T SAETTA (Cartagena, Abril
de 2005). De forma andloga, el CCCP ha trabajado en la construccién de modelos para
la evaluacion del riesgo de accidentes de derrames de hidrocarburo en la bahia de Tumaco
[92].

Figura 2.5: Derrame de aceite en la bahia de Taganga (Colombia) en abril de 2008. Foto
tomada de www.elheraldo.com.co
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2.3.2. Modelado de la dispersién de contaminantes en rios

El creciente interés en la preservacién de la calidad del agua y en los ecosistemas que
se desarrollan alrededor de este medio, ha involucrado tanto mares y océanos, como cuer-
pos de agua al interior como rios y lagos. El estudio de calidad de agua en rios impli-
ca en muchos casos el andlisis de la dispersién de contaminantes vertidos por afluentes
(ver Figura 2.6 ) [59], o derramados accidentalmente en algin punto del trayecto [35]. En
cualquiera de estos casos, el modelado del fenémeno se realiza empleando la ecuaciéon de
Difusién(Dispersién)-Adveccién-Reaccion, en su forma unidimensional, bidimensional o tri-
dimensionalmente, siendo mas comunes los casos donde se implican una o dos dimensiones
espaciales, como en: [35; 59; 27; 2; 53; 95; 26].

Los modelos unidimensionales, se emplean frecuente para la determinacién de los tiempos
de llegada de la mancha del contaminante a un determinado punto del rio o asentamiento
humano, como en [35]. El estudio de este tipo de modelos permite el desarrollo de solucio-
nes analiticas, que se pueden calibrar facilmente a partir datos experimentales (pruebas con
trazadores) y técnicas estadisticas o de optimizacién, como en [27; 2] y [91]. Aunque muchos
modelos asumen condiciones homogéneas durante el trazado del rio, es decir, valores de ve-
locidad y coeficientes de dispersion longitudinal constantes, una mejor aproximacién debe
considerar las variaciones que estos términos pueden tener a lo largo del cauce. [53] formula
una solucién analitica para la ecuacién unidimensional de Dispersién-Adveccién, asumien-
do coeficientes variables en el tiempo y en el espacio dentro de la ecuacién diferencial, los
cuales pueden ser tratados como cantidades constantes luego de dos transformaciones que
introducen nuevas variables de espacio y tiempo.

Otra ventaja de la sencillez de los modelos unidimensionales es que permiten incorporar
al problema, algunos otros fenémenos tales como la deposicién de residuos sobre los lechos
de los rios [95], evaluar zonas y tiempos de estancamiento de las sustancias vertidas [27],
e incluso analizar sistemas de descontaminacién, acoplando a la ecuacién de dispersion de
contaminantes con una ecuacién de dispersion y transporte de oxigeno disuelto, como en [74].

Por su parte, los modelos bidimensionales permiten, en caso de rios de gran tamano, conocer
la dispersién transversal de las sustancias vertidas, asi como la trayectoria bidimensional de
la mancha en la superficie del rio, como en [59; 26].

Independientemente del niimero de dimensiones involucradas en el modelo, uno de los prin-
cipales problemas en el uso de los modelos de dispersiéon de sustancias en rios, consiste en
la determinacién de los coeficientes de dispersién, tanto longitudinal como transversal. Mu-
chos estudios han sido dedicados a plantear expresiones empiricas que permitan relacionar
la magnitud de estos coeficientes con pardmetros propios del rio, tales como la velocidad,
profundidad, ancho, drea y perimetro humedo, etc ([28; 32; 55; 60; 85]). No obstante, el uso
de estos coeficientes, mas que permitir el cdlculo exacto de dichos coeficientes, permiten
obtener aproximaciones y valores generales [78], los cuales deben ser refinados con medi-



CAPITULO 2. LA ECUACION DE DIFUSION - ADVECCION - REACCION Y LA DISPERSION DE
20 CONTAMINANTES EN CUERPOS DE AGUA

ciones experimentales en el cauce del rio, por medio de trazadores ([2; 91]). [78] presenta
un sistema experto, basado en un algoritmo neuro-difuso adaptativo, para la determinacién
de coeficientes de dispersién longitudinales en rios. Tomando como soporte las expresiones
empiricas presentadas por diversos autores, este algoritmo busca seleccionar la expresion
que mejor se ajusta a las condiciones particulares de la corriente simulada.

Figura 2.6: Vertido de contaminantes en un rio provenientes de cauce tributario. Foto
tomada de www.aslo.org



Capitulo

El método de Petrov-Galerkin en
contracorriente (SUPG): planteamiento
unidimensional

El objetivo de esta seccion es presentar las bases del método de estabilizacién de Petrov-
Galerkin en contracorriente (SUPG). Con el fin de hacer mas claro el fundamento de este
método de estabilizacién, la formulacién presentada se hara para el problema difusivo-
advectivo en una dimension espacial en estado estable. Posteriormente se incluira la variable
temporal para tratar problemas transitorios. Por tltimo, se introducird el término reactivo
y se analizard como este término influye en el calculo del parametro de estabilizacién «.

3.1. Planteamiento unidimensional de la solucion por ele-
mentos finitos de la ecuaciéon estacionaria de Difusion-
Adveccion

Retomando la ecuacién de Difusién-Adveccion-Reaccién en su forma unidimensional y
estacionaria:

- % (k%) + u% = F(z) (3.1.1)

resulta claro que no se trata de una ecuaciéon diferencial auto-adjunta, debido a la pre-
sencia del término advectivo. Esta condicién hace que la solucion numeérica de la misma sea
un problema de especial interés. Con el fin de analizar la relacién de este término advecti-
vo con la inestabilidad en la solucion, se plantea a continuacién la soluciéon por elementos
finitos de esta ecuacion.

21



CaPiTULO 3. EL METODO DE PETROV-GALERKIN EN CONTRACORRIENTE (SUPG): PLANTEAMIENTO
22 UNIDIMENSIONAL

Asi entonces, aplicando el método de los residuos ponderados a la ecuacién 3.1.1, se obtiene
la expresién 3.1.2:

/ W, (—d— (k%) + u% - F(:U))dx —0 (3.1.2)

separando por términos, se llega a:

/VVl<dx< Zi)) /KZMG(uiZ)dx—/QVVZF(x)dx:O (3.1.3)

Aplicando integracién por partes al primer término de la ecuacién 3.1.3, se obtiene la
forma débil de la formulacién por residuos ponderados 3.1.4.

dW, d(]ﬁ / do / d¢
— W, F — | Wik = 1.4
/ —dx + W, (u dw l dx [ 1 ] 0 (3 )

Suponiendo aproximaciones discretas lineales del tipo:

2
= Nuom (3.1.5)
m=1

en donde ¢° es la aproximacién lineal para un tramo o elemento e, N, son las funciones
de forma lineales definidas para un elemento unidimensional (mostradas en la Figura 3.1 )
y ¢m son los valores nodales de la funcién solucién ¢(x).

N; Nivy N; Ny
1 1
l X l £
Nodo Q° Nodo i+ Nodo § Q° Nodo i+
X Xit+] £=—1 £=1
} ] > ; 1 >

Figura 3.1: Funciones de forma lineales para un elemento unidimensional.

la ecuacion debilitada de residuos ponderados queda ahora escrita como 3.1.6:

W, F(x )dx+[wl ZQZ’L (3.1.6)

3 (], Grtas [ wliac)on -

e m=1 Qe Qe

Empleando las funciones de forma expresadas en coordenadas locales (£) (ecuacién
3.1.7), la ecuacién 3.1.6 puede ser expresada ahora de la forma mostrada en 3.1.8.
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1 1
N; = —55 + 5
1 1 (3.1.7)
Nipq — = il
i+1 25 + )

£S5 [ s [ wei)on < [ wc [),

e m=l1 1
(3.1.8)
Esta expresién representa un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, en donde las
incégnitas son los valores nodales ¢,,. De este modo, y considerando las funciones de pon-
deracién, W, iguales a las funciones de forma, IV, (denominado método Galerkin estandar
o método Bubnov-Galerkin), el aporte de cada elemento al sistema de ecuaciones puede
escribirse de la forma matricial mostrada en 3.1.9.

Kol Toml" =L (3.1.9)
en donde:
dN,
e_“~ 7k7d 7d
[Klm] /_1 5 / Nlu g
) le:( d{‘) e [ de dNZHdé
" K (3.1.10)
f k‘dN sz+1d§ f k(thLl) de .
f 1 deégzdg f 1 sz+1d§
Jr
[y uNe B [yl D
y:

LY N + [Nk ]
[fi]° = (3.1.11)
bt N F(€)de + {Ni—klk%}r

Evaluando la expresién 3.1.10, considerando un coeficiente de difusién (k) y una veloci-
dad (u) constante al interior del elemento (e), se obtiene la ecuacién 3.1.12:

L k(1 1] w1 1] [Ke Ku
K] _h[—l 1]+2{—1 1} = [Kba Kbb] (3.1.12)
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Como se observa, la matriz de rigidez (Kj,,) del elemento esta formada por dos compo-
nentes, una simétrica y una asimétrica. La primera esta definida por el fenémeno difusivo,
mientras que la segunda se deriva del término advectivo. El caracter asimétrico proviene
entonces de la naturaleza no autoadjunta del operador diferencial advectivo.

El ensamble del sistema de ecuaciones para un dominio lineal discretizado se puede

escribir entonces como:

Ka 0 0 . .
Ky + Koq Kap 0 Pi-1 Ji-1
Kpa Kip + Kaa Kap i fi (3.1.13)
0 Kpq Ky + Kaq Pit1 fit1
0 0 Kpa e e
Es decir, la ecuacién general de ensamble del problema, se define como:
ko u 2k kK u
- (ﬁ+§)¢i—l+?¢i+ <_E+§>¢i+l =fi (3.1.14)
Definiendo el ntimero adimensional de Peclet (P, = 12‘—2), la ecuacién 3.1.14 puede escri-
birse de la siguiente forma:
h
_ (1 + Pe) dio1 + 26 + (Pe - 1)@-+1 = (3.1.15)

Esta ecuacion de ensamble muestra la analogia de la formulacién de elementos finitos
con un planteamiento por diferencias finitas. De hecho, puede mostrarse que se llega a la
misma ecuacién de ensamble si se emplean diferencias finitas centradas. En segundo lugar se
debe analizar como la presencia del nimero de Peclet (P,.) genera una mayor ponderacion
de la informacién de los nodos aguas abajo, restando peso a la informacion asociada con
los nodos ubicados aguas arriba. Esta condicién, muestra que el planteamiento numérico no
se adapta a la naturaleza del fendmeno, pues el mismo se caracteriza por una propagacion
de informacion en la direccién de la corriente, de modo que resulta mas importante para el
andlisis del fenémeno la informacién proveniente de los nodos aguas arriba. Visto desde este
punto de vista, se requiere incorporar en el método una correccién que permita aumentar
el peso de la informacién relacionada con los nodos (¢;—1). Esta correccién se logra modifi-
cando la funcién de peso ().
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3.2. Meétodo de estabilizacion Streamline Upwind Petrov-
Galerkin (SUPG)

Se pueden plantear diversos tipos de modificacién de la funciéon de peso, sin embargo
cualquiera que sea debe aumentar el valor del término Kp, sobre el término K, lo cual
hace que la matriz de rigidez se aproxime a una forma simétrica, o lo que es lo mismo, que
se valore con mas peso la informacion de los nodos aguas arriba.

Un planteamiento correctivo del método de elementos finitos (también denominado técnica
de estabilizacién) consiste en modificar las funciones de peso lineales, tal como se plantea
en la Figura 3.2.

Wies

I, s

Nodo 2° Nodoi+! Nodo Q° \ Oi:"’?
¥

Figura 3.2: Funcién de peso original (izquierda) y perturbada por la adicién de una cantidad
constante § (derecha).

Noétese como la modificacién propuesta en la Figura 3.2, hace que las funciones de peso
se conviertan en funciones discontinuas, no obstante esta discontinuidad es requerida para
cambiar la ponderacion sobre cada uno de los nodos. La perturbacién introducida sobre
las funciones de peso originales tienen el efecto de aumentar el 4rea bajo la funcién Wa,
en tanto que se reduce el drea bajo la linea W;. Este cambio en los valores de las areas
puede entenderse, al revisar el segundo sumando de la expresién 3.1.10, como una sobre-
ponderacién del término Kp, y una reduccién del peso del término K,;. Desde el punto de
vista matematico, las funciones de peso modificadas, mostradas anteriormente, se expresan
de la siguiente forma:

— dw, «
== —_— :l:—
Wi =W+« i Wi 5
— 1
A - 3.2.16
Wi 2(5 a+1) ( )

Wi+1=%(f+oz+1)

en donde « es un parametro de perturbacién que debe ser calibrado. Mas adelante se
deduciran las expresiones que permiten establecer el valor adecuado para este término. Este
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método de estabilizacién es denominado el método de Petrov-Galerkin en contracorriente,
o SUPG por sus siglas en inglés Streamline Upwind Petrov-Galerkin. Resulta claro que con
a = 0 el método SUPG se convierte en el método Bubnov-Galerkin y las funciones de peso
no resultan modificadas.

Al incorporar la definicién de las funciones de peso 3.2.16, en la expresién de residuos
ponderados para la ecuacién diferencial de Difusién-Adveccion-Reaccion 3.1.4, se obtiene la
siguiente expresion:

[ [~ [ e [T] 0 o

Empleando aproximaciones a tramos para la funcién escalar ¢ (como en 3.1.5), se llega

ZZ( /dWlkd£+/ Wlu—dg) /W,F §)d§+[WlkZ¢L

e m=1 1
(3.2.18)
De modo que, ahora el aporte de un elemento a la matriz de rigidez del sistema es-
tard dado por:

(K] = 2/11 (dc‘gl +ad;gl) diz\g d§+/1 (Nl+a‘il]?)uﬁd§ (3.2.19)

Desarrollando la anterior ecuacién se obtiene:

2
NI SRS = S
Hum]" =5 i [0 0}
f de dN7,+1 df f k(thLl) dé-

Jo 1“Nldé¥1d€ f 1 U dNZde

_|_

[ N Bde [ i 25 e

[l au(B8) e [ ot Deag
n (3.2.20)

1 dN; s 1 dN;
o ou i dé\g é [, au( “) d¢

Al evaluar las integrales de la expresiéon 3.2.20, la matriz de rigidez elemental queda

expresada como:
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[Kim]® = % [_11 _11} +g [j ﬂ + % {_11 _11] (3.2.21)

Al comparar esta ultima expresién con la ecuacién 3.1.12, obtenida previamente, se en-
cuentra que la perturbacion adicionada a la funcién de peso introdujo un matriz de estabili-
zacién simétrica, la cual eventualmente permite corregir los problemas de falsas oscilaciones
mencionados anteriormente. Se observa que el éxito de la estabilizacién radica tinicamente
en la correcta seleccién del pardametro a.

[Kim]® = [K]° + [K]® (3.2.22)

donde [K]¢ es la componente de estabilizacién adicionada. De forma anédloga, el término
derecho de la expresién 3.2.18, se puede rescribir como:

1 1
5 [ Wi (W] =5 [ np©der Vg2
h (Y dN, dN; , do (3.2.23)
+ 5 /1 ad—gF(f)d§ + [ad—gk%}r
= [f]+[fs]

donde [fs] es el término estabilizador adicionado al vector [f].

De acuerdo con lo anterior, la ecuaciéon de ensamble 3.1.14, se modifica de la siguiente
manera:

[—% - %(1 - CK)}@—l + [2% + UCM} bi + [—% + %(1 - 04)}¢i+1 = fi (3.2.24)

Simplificando la anterior expresién, empleando el nimero adimensional de Peclet, se
llega a:

— 1+ PO+ a) g1 +2[1+ aP i + |1+ Pl = @) 641 = %fi (3.2.25)

en donde f; es resulta de evaluar la expresién 3.2.23 en el i —esimo nodo. Asi pues, como
en el nodo i coinciden los elementos e — 1 y e (ver Figura 3.3), el valor total del término f;
resulta de la adicion de los aportes de estos dos elementos, tal como lo muestra la siguiente
expresion:

fi= h/m_l (Ni —I—adNi>F(§)d§+ h/ﬁ (Ni +adgi)F(§)dg
="t

5 (N g)F@des [ (- 5)ree

(3.2.26)
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X
e

Nodo {—{ € Nodo i +/

[ B
[

Nodo i £

Figura 3.3: Funciones de forma lineales.

Considerando una funcién de generacién de valor constante sobre todo el dominio del
problema (@), la ecuacién 3.2.26 se reduce a:

fi=Qh (3.2.27)

3.3. Correspondencia del método SUPG con el método de
las diferencias finitas

Resulta comprensible por que el método de las diferencias finitas fue la primera salida al
problema de inestabilidad numérica en la solucién de la ecuacién diferencial 3.1.1 ([23; 89]).
La sencilla implementacién de este método permitié facilmente pasar de un planteamiento
en diferencias finitas centradas para la segunda y primera derivada (ecuaciones 3.3.28 y
3.3.29 respectivamente), lo cual lleva a una ecuacién de ensamble idéntica a la obtenida por
el método Bubnov-Galerkin 3.1.15,

¢ div1 —2¢i + i

5 o (3.3.28)
dp  ¢ix1 — di1
e +T (3.3.29)

a un planteamiento que reemplaza la aproximacién de la primera derivada por una
diferencia finita hacia atras 3.3.30:

Ao ¢i — di1
Y 3.3.30
dx h ( )
con lo cual la ecuacién de ensamble para el problema de Difusién-Adveccién resulta ser:
Qn*
— 2P+ 1)pi—1 +2(1 + Pe)pi — pit1 = % (3.3.31)

Esta ecuacion de ensamble es idéntica a la lograda por medio de la expresién 3.2.25
haciendo @ = 1, el cual es el mayor valor de coeficiente de perturbacién que puede ser
empleado, tal como se mostrard mas adelante. Este excesivo valor de a hace que la solucion
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por diferencias finitas descentradas o diferencias finitas upwind, proporcionen soluciones
estables aunque poco exactas, incorporando mayor cantidad de difusién numérica que el
método SUPG. De aqui que las soluciones alcanzadas con diferencias finitas upwind siempre
se muestren sobre-difundidas con respecto a la solucién exacta. Resulta claro una vez mas
que la exactitud y eficacia del método SUPG depende del dimensionamiento adecuado del
valor del coeficiente de perturbacién.

3.4. Planteamiento autoadjunto de la ecuacion de residuos
ponderados

Como ya se menciond previamente, una adecuada estabilizacién a través del método
SUPG supone una correcta seleccion del pardmetro de estabilizaciéon «. Una procedimien-
to para deducir una expresiéon de calculo de este parametro de estabilizacién consiste en
reformular la ecuacién de residuos ponderados, de modo que ahora todos los operadores
involucrados sean operadores autoadjuntos. A continuacién se presenta este procedimiento,
introducido inicialmente por [44].

Planteando la ecuacién de Difusién-Adveccion,

dgb do
— —F 0 3.4.32
T dr ( )t gy~ F@) = (3.4.32)
La ecuacion de residuos ponderados para esta ecuacion diferencial, esta dada por:

/QWZ(_d:c( %) + %—F( ))de =0 (3.4.33)

Como ya se observo, la presencia del término advectivo involucra un operador no au-
toadjunto. Este operador puede ser modificado empleando una funciéon de peso analitica
adecuada p, tal como se muestra a continuacion:

/Wm jﬁ) +u Zi F(z))dz =0 (3.4.34)

Debilitando la expresion anterior se obtiene:

/d(Vle)kdgbd:c—l—/I/leudgbdz—/T/leF(:v)dm— [Wlpk@} —0
Q dx dzlr
d d d
/ AW do /ka; dz +/VV;pudm—/VV;pF )dx—[Vlek: ‘q —0
0 dxlr
(3.4.35)

La seleccién de una adecuada funcién p, permitird cancelar el tercer término (operador
no-autoadjunto), con el segundo término de la ecuacién 3.4.35, es decir:
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dzx

de donde resulta la condicién 3.4.37, que permite conocer la forma requerida de la funcién
p (ecuacién 3.4.38).

dp dp
/Qm (k@ +pu) Par =0 (3.4.36)

d
k dp +pu=0 (3.4.37)
2Pex
p=Ce (3.4.38)

donde C' es una constante de integracion que resulta de resolver la ecuacién diferencial
ordinaria 3.4.37.

De este modo al reemplazar el resultado 3.4.38 en la expresion 3.4.35, se obtiene la ecuacién
3.4.39:

_2P.c AW d¢ / —2Pes _2Pea  d
W,F(z)dz — |W, e R 3.4.39
/thd Tz | F(e)de — [Wie "k (3.4.39)

Suponiendo aproximaciones lineales discretas 3.1.5 y empleando el método Bubnov-
Galerkin, se llega a la ecuacién 3.4.40:

e m=1

Asi que la ecuacién general de ensamble puede escribirse como:

Kpoti—1 + (Kaq + Kpp) i + Kappiy1 = fi (3.4.41)
donde:

K -k R oY
ba =™ 2P,
o B[ @ )
T 2P,
(3.4.42)

k _2pes; | e 2Pe(e2Pe — 1)
Kaa:*

e [ 2P,

k 2Pex e—2Pe(e2Pe 1)
K, =2
ab=Tpe " [ 2P,
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NiF(ZE)dl‘—F/ e_Q?wNiF(m)da: (3.4.43)

e

_ 2Pex
fi = [ h
Qe—1

Considerando una funcién de generacién de valor constante sobre todo el dominio del
problema (@), la ecuacién 3.4.43 se reduce a:

67 2szi+1 (62Pe . 1)2
i = Qh 4.44
fi=Q e (3.4.44)
Simplificando la expresion 3.4.41, se llega a la ecuacién de ensamble:
e2Pe _ 1 e2Pe _ o—2F: 1 — 2P B2
— 2P€(—)2¢Z~_1 + 2Pe(—2)¢i — 2P€(—)2¢Z~+1 = Q— (3.4.45)
(epe_e_Pe) (epe_e_Pe) (epe_e_Pe) k

Asi entonces, si esta ultima expresién representa la solucién numérica estable a la ecua-
cién de Difusién-Adveccion, entonces resulta til comparar esta ecuacién de ensamble con
la aproximacién estabilizada con SUPG, planteada en 3.2.25. De esta forma, al igualar los
coeficientes que acompanan al término ¢;_1 (o al término ¢;+1) se puede encontrar que el
valor de @ que pondera adecuadamente la informacion de estos nodos es:

1— —2P.
- 2136((13613;2 —P(1-a)-1 (3.4.46)
ele — e_ e

de modo que:

ele 4 e Fe 1

o= ————-—
ele —e=Pe P,

(3.4.47)
Qopt = coth P, — —
opt e Pe
Es necesario aclarar que en todo caso no resulta correcto la eliminacién total de la
influencia del nodo ¢;+1 en la ecuacién 3.2.25, por lo que el minimo valor, o valor critico de
«, esta determinado por:

P.(l1-a) —1>0
1 (3.4.48)

Qerit = 1 — Fe
En la Figura 3.4 se muestra el comportamiento del ap y €l aerir para diferentes valores
en el nimeros de Peclet. Del andlisis de esta figura, asi como de la ecuacion 3.4.48, se
entiende como resulta necesario estabilizar una solucién, es decir emplear un o > 0, solo
si P, > 1. La Figura 3.5 muestra el tipo de método numérico y el tipo de estabilizacién
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Figura 3.4: Comportamiento del cpt y €l it para diferentes nimeros de Peclet.

obtenida en relacién con los valores de o empleados. Como se observa en esta figura, el uso de
valores superiores a o genera una cantidad de difusién artificial superior a la 6ptima, por
lo que las aproximaciones alcanzadas seran sobre-estabilizadas, es decir, estables pero poco
exactas. El caso extremo de esta estabilizacién excesiva, es el método de las diferencias
finitas upwind, el cual es equivalente al método SUPG con a = 1. Por otro lado el uso
de o < aepit, genera soluciones sub-estabilizadas o inestables. Esta inestabilidad se puede
entender como la presencia de una difusiéon numérica negativa que pondera negativamente
la informacién del nodo ¢;41. El caso extremo de esta escasa estabilizacién es el método
Bubnov-Gaelrkin, el cual equivale al método SUPG con o = 0.

Soluciones
gobre-estabilziadas Diferencias Finitas
10 1 \\. upwind (a=1)
0.8 Petrov-Galerkin
0.6 ]
[} 1 0\
0.4 ] ——Soluciones inestables
0.2 ]
0.0 7 = ; ; ; ; ; \
0 ! 2 3 4 3 ¢ 7 Bubnov-Galerkin

Pe (o=0)
|— Clopt —=— Olgit |

Figura 3.5: Efecto del coeficiente a en la definicion del tipo del método numérico empleado.



3.5. DIFUSION ARTIFICIAL EN EL METODO SUPG 33

3.5. Difusién artificial en el método SUPG

Un anélisis cuidadoso de la expresion para el cdlculo de la matriz de rigidez del sistema
3.2.21, alcanzada a través de la modificacién de la funcién de ponderacién (SUPG), permite
observar como la estabilizacién de la solucién se alcanza adicionando un término difusivo
adicional al problema, el cual por supuesto tiene como consecuencia la reduccién del ntimero
de Peclet.

(Kl = (5 + %) [_11 _11] +3 E ﬂ
= ()[4 3] 5 5]

El papel de esta difusién artificial o difusion equilibradora, es anular el efecto de la
difusién negativa introducida a la solucién numeérica cuando se emplea el método Bubnov-
Galerkin o el método de las diferencias finitas centradas [112]. Este enfoque resulta espe-
cialmente importante al momento de plantear el método SUPG en dos y tres dimensiones,
tal como se mostrara mas adelante.

(3.5.49)

3.6. Planteamiento unidimensional de la solucion por ele-
mentos finitos de la ecuacion transitoria de Difusion-
Adveccion

En las secciones anteriores se planteo la solucion por elementos finitos de la ecuacion
diferencial de Difusién-Adveccién en estado estacionario, asi como la técnica de estabiliza-
cién de esta aproximacion numeérica. Se incorporard ahora la dimensién temporal para la
solucién de esta ecuacién en régimen transitorio 3.6.50.

dp 0 7, 0¢ fole)
Lo (k) +ust
ot Ox\ Ox Ox

Aunque algunos autores plantean la solucién numérica de la ecuacién 3.6.50 discretizan-

do la variable temporal con elementos finitos [51], el planteamiento mostrado a continuacién
es usado de forma extensiva. Dicho método consiste en discretizar el tiempo empleando un
esquema de diferencias finitas. Fn general, esta tltima técnica puede generalizarse a partir

de la expresién 3.6.51 [24].

= F(x,t) (3.6.50)

ot — o 100 9¢ ntl ;909 9¢
At 9[833( 8x) 8:L'+F( 2 (1_9)[8:1:( 895) %+F(x t)]
(3.6.51)
donde el superindice n se refiere al paso de tiempo, At al incremento temporal y 6 es
un pardametro que define el esquema de diferencia finita a emplear. Asi por ejemplo, para
0 = 0, la ecuacién 3.6.51 se reduce a:
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¢>n+1At on [833: <kgi> N “gi n F(x’t)]” (3.6.52)

Este esquema se denomina Forward-Euler y define un método totalmente explicito en
la dimensién temporal. Por otro lado, tomando un valor § = 1 se llega a la expresion:

n+l _ n O 0 n+1
% - [ax (k8—¢) ua—i + F(x,t) (3.6.53)

que corresponde a un esquema totalmente implicito denominado Backward-FEuler. Por
dltimo, tomando 6 = %, se llega a la ecuacion:

M) e ) gl s

que define un esquema semi-implicito denominado comtinmente método Crank-Nicolson.

Aplicando el método de residuos ponderados y estabilizando el esquema a través del método
de Petrov-Galerkin en contracorriente (SUPG), se tiene:

a0 Jy o = t)as =0 [ W[ (k50) g + Flen)] T

+(1—.9)/Wl[a (k:%) a—¢+F(x,t)]nd:E (3.6.55)

Aplicando una aproximacién lineal por tramos para cada una de las variables (¢™ y
#"*1) 3.6.56 y simplificando se llega a la expresién 3.6.57.

2
"= 2 Nudr,
m=1

; (3.6.56)
¢t =3 Nugp!
m=1
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S 4 [ (o) -
dW, dN,, — dNp, n
Ze(/ge —kzﬁd - Qeru - dx)¢m+1

+) (1-0) </ AWy Ny Wludex> o

dz dx d

o 1 - ¢n+1
0 Wi F" t)d Wik

+(1— 9)( . W F"(z,t)dz + [Wlkdfnh) (3.6.57)

Empleando, la notacién de las ecuaciones 3.2.22 y 3.2.23, la anterior ecuacién puede
escribirse de la siguiente forma:

1
M) (= o) =0(IK] + 1K) + (1= 0) (1K + [K.] ) 9" 505
+0(11+[£) + =) (11 + [£:))
donde [M] se denomina matriz de masa y se define como:
7 h dW;
(M) = | Wilnde= | WiNpdz+ / e %d—xleda: (3.6.59)
I <NiNi + Q%Ni) d§ 4 (NiNiJrl + Q%Niﬂ)dﬁ
M) =2 (3.6.60)
f_l (Nz+1N + a 1+1 )df f_l (Nz+1Nz+1 + a d{ i+1>df
2 o 1  «
L3 2 37 2
M) =3 (3.6.61)

1 a 2 o
3T2 53732
La solucién de la ecuacién 3.6.58, consiste en determinar el valor del vector ¢! a partir

del vector conocido ¢J),. Este calculo se realiza normalmente empleando algtin algoritmo de
bisqueda de raices, como el método de Newton-Raphson.

S (6 o) -0 (1K1 + (K] + (1 - 0) ([K] + [K.]) 6"

” (3.6.62)
_ 9([1’] + [fs]) +(1- 9)([f] + [fs]) _ RHS
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donde el término RH S es el residuo de la ecuacién cuando se aproxima el valor buscado
¢n+1

Derivando este residuo con respecto a la variable buscada se obtiene la matriz de rigidez
tangente [A], asi:

O(RHS) [M]

FE2) :——H(K K) 3.6.63

o ==, —0(1K1 + (K] (3.6.63)
La Figura 3.6 muestra graficamente el proceso iterativo para la bisqueda del cero de la

ecuacion 3.6.62. De acuerdo con esta figura, se puede plantear las siguientes relaciones:

RHS |

/?zH — ¢H+I
Do @, ?,

A @;nh’

Figura 3.6: Esquema de iteracion seguido por el método Newton-Raphson.

[A]JA¢" T = RHS (3.6.64)

=gt — Agn Tt (3.6.65)

Con estos elementos, el algoritmo de busqueda de la solucién es el siguiente:

1. Célculo de la matriz tangente [A] empleando el valor semilla ¢8+1 empleando la ex-
presién 3.6.63

2. Calculo del valor RHS para el valor semilla gbgH empleando la expresion 3.6.62
3. Célculo del término A¢™! empleando la expresién 3.6.64
4. Célculo de valor ¢! de la préxima iteracién (gzﬁ’f“) empleando la expresion 3.6.65

5. Inicio de una nueva iteracion desde el paso 2 al 4.
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6. Finalizacion del proceso de blisqueda de acuerdo con el cumplimiento de unos criterios
de convergencia

3.7. Efecto del término reactivo en el método SUPG

Se analizard ahora el efecto que tiene el término reactivo en todo el planteamiento de
estabilizacién enunciado hasta el momento. Asi entonces, considerando el término reactivo
en a la ecuacion diferencial de Difusion-Reaccion, se tiene:

d(b do
— — F .
d:c( d) Higy 0= F@ (3.7.66)
Aplicando residuos ponderados a esta ecuacién se tiene:
R do
(== T _ F dx = .
/QWZ< d:v( d:v>+ dx 5¢ = ()) z=0 (3.7.67)
Debilitando esta expresion y empleando una aproximacion lineal discreta del tipo:
2
= Nuom (3.7.68)
=1
se obtiene:
dW, . dN,, — dN,, _
3> / AWy Ny Wiu—2dz — | W;sNpdz ) dm =
— e dr  dx Qe dx Qe

_ __ do
| WE G+ [Wlk%]r (3.7.69)

Empleando la definicién de funcién de peso modificada presentada en 3.2.16, y expre-
sando en coordenadas nodales, se llega a:

ZZ( /llekdiJr/ Nzudf—/ NysNyde

2 1 d2Nl dN le dN h (Y dN;
R S R Y I L

2/1N1F(§)d§+2/11ad;§l (€)de + [Nl fg} + [dglk;l?] (3.7.70)

operando algebraicamente la anterior expresion se llega a la ecuacion 3.7.71,
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L dN; dN, ! dN, 1
2/ md§+/ 2P6de£—/ o P.N;N,,d¢
Z;( Ly dEdg T e e

L d?N; dN,, 1 dN; dN,, ! dN,
2/ ! d£+/ 2P6ald§—/ aaPedlemdf)gﬁm =
-1 -1

—1 @ d€2 T€ d& dé‘
h2 1 Oéh2 1 le dd) le d¢
%/_lNlF(g)df‘F %/_1ad5F(£)d£+ [th%L + [hd—fd—g]r (3.7.71)

en la cual o es el nimero adimensional de Damkohler, el cual esta definido como:

sh
u

g =

(3.7.72)

Se observa entonces que el aporte de un elemento a la matriz de rigidez global esta dado
por:

1-PF, — %O‘Pe -1+ P, — %oPe

~1-P.—%0P. 1+P.—20P.

+a (3.7.73)

La ecuacién de ensamble para este caso esta dada por:

1 2
+ g)}ﬁbi—l + 2{1 +af, — gaPe} oi

- [—1 + P, (1 - oz) + 0P, (% - %)]@’-&-1 =fi (3.7.74)

- [1+Pe(1—l—a) —i—aPe(%

donde:
I ah? dN;
fi= 55 - NiF(§)dg + - /Qe1 e F(¢)de
i ah? dN;
o Jo MO 2/.4;/960‘ a¢ F(©de (3.7.75)

Siguiendo el mismo andélisis empleado para el problema difusivo-advectivo, se encuentra
que la condicién para no dar un peso negativo a la informacién del nodo ¢;1, esta definida
por:
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1
14 Pe<1 - a) + 0P6<% - g) =0 (3.7.76)
por lo que el valor maximo admisible para el parametro de perturbacion « es igual a:
P€<1 - g) 1
_ (3.7.77)

Aerit =
P(1-3)

De esta tltima expresién se puede concluir que es necesario estabilizar un problema
cuando agix > 0, es decir:

P€<1 - %)>1 (3.7.78)

Esta condicién es coincidente con la planteada en la ecuacién 2.2.9 [90]. La Figura
3.7 muestra el comportamiento del a..;; para diferentes valores de los nimeros de P, y
Damkholer o.

Figura 3.7: Influencia del término reactivo en el valor de g p.

3.8. Ejemplos de aplicaciéon del método SUPG en problemas
unidimensionales

3.8.1. Caso de estudio 1: Problema de Difusion-Adveccion con coeficien-
tes constantes

En este caso se plantea un problema de Difusién-Adveccién con coeficientes constantes y
una funcién de generacién cubica. El problema se describe matematicamente en la ecuacién
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3.8.79, bajo las condiciones de borde mostradas en 3.8.80:

2

3
3.8.79
dxz2 dx v ( )

$(0) = ¢(1) =0 (3.8.80)

En la Figura 3.8 se muestra el resultado de la implementacién del método de estabili-
zacién de Petrov-Galerkin, comparandolo con el comportamiento de la solucién encontra-
da mediante el método convencional (Bubnov-Galerkin), asi como con la solucién analiti-
ca exacta. Se observa como la solucién Petrov-Galerkin implementada con 10 elementos
(Pe = 20, ciopt = terit = 0,95, en todo el dominio) y un coeficiente de perturbacion o = avgpt,
es una solucion nodalmente exacta y libre de oscilaciones, en tanto que la solucién conven-
cional presenta fuertes oscilaciones alrededor de la solucién exacta (debido a que P, > 1 ).
Sin embargo, al aumentar el nimero de elementos a 20 (P, = 10, aopr = aerie = 0,9 ) y 100
(P. =2, aopt = 0,54, aerit = 0,5), se observa en la solucién no estabilizada un reduccién
en la amplitud de las oscilaciones y una convergencia hacia la solucién exacta debido a la
reduccion en el numero de Peclet.

Se puede ver como para la malla de 100 elementos la aproximacién por Galerkin logra
una respuesta adecuada, excepto en las zonas aguas abajo con cambios muy fuertes en
el comportamiento de ¢ (cerca de x = 1), en donde la respuesta numérica aun exhibe una
tendencia oscilatoria localizada. La Figura 3.9 muestra el comportamiento del error absoluto
acumulado porcentual a lo largo del dominio para cada una de las tres mallas empleadas
con el método SUPG, casos en los que se empleé un valor éptimo en el coeficiente de
perturbacion.

3.8.2. Caso de estudio 2: Problema de Difusion-Adveccién-Reaccién con
coeficientes constantes

En este problema, planteado en la ecuacién diferencial 3.8.81, bajo las condiciones de
borde 3.8.82, se analiza la estabilidad del método Petrov-Galerkin incluyendo términos
reactivos en la ecuacién diferencial y considerando coeficientes constantes en todo el dominio
analizado.

A2 dé .
— —— +300== — 500 = 10e* 3.8.81
dx? + dz ¢ € ( )

o(1) =1,6(3) = -1 (3.8.82)

Como se puede apreciar en la Figura 3.10, para una malla formada por 40 elementos
el comportamiento de la solucion Bubnov-Galerkin es inestable dado que el problema esta
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Figura 3.8: Soluciones obtenidas para el caso de estudio 1 empleando el método de esta-
bilizacién Petrov-Galerkin con 10 elementos (arriba-izq.), 20 elementos (arriba-der.) y 100
elementos (abajo).

caracterizado por valores altos en el nimero de Peclet (P, = 7,5), lo cual hace que el proble-
ma pueda clasificarse como predominantemente advectivo. Las pruebas numéricas realizadas
con diferentes valores en el coeficiente de perturbacién («) muestran que se requiere un valor
cercano a « = 0,9 para lograr estabilizar la soluciéon empleando el planteamiento de Petrov-
Galerkin con funciones de forma lineales y una funcién de perturbacién como la descrita
en la expresién 3.2.16. Lo anterior coincide con la expresién 3.7.77, para el calculo del agpi
con términos reactivos. Adicionalmente, se observa como para valores en el coeficiente de
perturbacién inferiores al valor critico, la soluciéon no alcanza la estabilizacién; en tanto que
para valores superiores a «.;+ Se obtienen aproximaciones estabilizadas pero poco exactas,
la cuales se pueden denominar sobre-perturbadas. Al igual que en el caso anterior, resulta
interesante observar como la amplitud de las respuestas no estabilizadas se hacen mas fuer-
tes en las zonas aguas arriba en donde la variacion de ¢ se hace mas alta. Asi, a medida que
se incrementa el valor del coeficiente de perturbacién, también se puede ver como se redu-
cen progresivamente las oscilaciones sobre la respuesta, siendo la regién cercana a x = 3 la
ultima en alcanzar la estabilidad. En la Figura 3.11 se observa el comportamiento del error
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Figura 3.9: Comportamiento del error absoluto acumulado porcentual alcanzado con el
método SUPG para tres tipos diferentes de malla.

acumulado porcentual para tres valores del coeficiente de perturbacién, resulta claro de esta
gréafica como para valores diferentes de av = vy la aproximacion puede perder estabilidad
(solucién sub-perturbada) o exactitud (solucién sobre-perturbada).

3.8.3. Caso de estudio 3: Problema de Difusion-Adveccién-Reaccién con
coeficientes variables

En este caso se presenta la solucién implementada para un problema de Difusion-
Adveccién-Reaccion con coeficientes variables, el cual es planteado en la ecuacién diferencial
3.8.83, bajo las condiciones de borde descritas en 3.8.84.

d’>¢  400d¢ 50
- @ 7% + ﬁﬁb =X (3.8.83)

o(1) = ¢(3) =0 (3.8.84)

La Figura 3.12 muestra el comportamiento de los ntimeros de Peclet y Damkohler para
tres tipos de discretizacién diferentes (10, 100 y 1000 elementos). En la misma gréfica se
muestra el comportamiento del valor P,;,,, obtenido a partir de la expresién 3.7.78, asi co-
mo también el valor de a..;+. Como primer punto se debe resaltar como los valores de o son
muy inferiores que los valores del numero de Peclet, por lo que el fenémeno fisico modela-
do mediante la ecuacién diferencial puede ser catalogado, por encima de las componentes
difusivas y reactivas, como predominantemente advectivo. Se observa claramente, que solo
la discretizacién con 1000 elementos permite una solucién estable y exacta empleando un
formulacién Bubnov-Galerkin (no se requiere estabilizar pues P, < Pg;,). Para las otras
mallas, en ninguna zona se presentan valores de Peclet inferiores P,j;;,,, v por tanto se prevén
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Figura 3.10: Soluciones obtenidas para el caso de estudio 2, empleando Petrov-Galerkin
con 40 elementos y diferentes valores de coeficiente de perturbacién a.

aproximaciones oscilantes con el método convencional, tal como se puede verificar en la Fi-
gura 3.13, en donde se muestran oscilaciones generalizadas sobre todo el dominio para 10
elementos y una oscilacién localizada (cercana a x = 3) para 100 elementos.

3.8.4. Caso 4: Solucién del modelo de Difusién-Adveccién-Reaccion en
estado transitorio

En este ejemplo se estudia el comportamiento de la solucién SUPG para problemas
transitorios. La ecuacion 3.8.85, junto con las condiciones de borde mostradas en 3.8.86,
definen el problema difusivo-advectivo dindmico planteado para en este caso.

2
06 P 40009 _

ot ox2  x Ox (3.8.85)
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Figura 3.11: Comportamiento del error absoluto acumulado porcentual alcanzado con el
método SUPG para el caso de estudio 2, con diferentes valores de coeficiente de perturbacién
Q.

P(1) =¢(2) =0 (3.8.86)

La solucién planteada se desarrollé con 50 elementos e involucrd, al igual que en todos
los casos anteriores, un planteamiento Bubnov-Galerkin y una aproximacion upwind Petrov-
Galerkin para el problema espacial. Para la dimensién temporal se empleo una discretizacion
por diferencias finitas del tipo Forward-Euler (como la planteada en 3.6.52), con 50 pasos
de tiempo y un tiempo final igual a t; = 2,5 x 1073, Se observa en las soluciones alcanzadas,
las cuales se ilustran en la Figura 3.14, como las inestabilidades exhibidas por la solucién
convencional se transmiten a lo largo del tiempo, obteniéndose finalmente una aproximacioén
estacionaria inestable, que muestra oscilaciones que no guardan relacién con la naturaleza
de la ecuacién diferencial, como tampoco con las condiciones iniciales del problema. Entre
tanto, la solucién SUPG muestra una estabilizacién de la solucién para cada paso de tiempo,
llevando a una respuesta estacionaria muy aproximada y libre de falsas oscilaciones.
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Figura 3.12: Comportamiento de los valores de Peclet, Damkohler, aerit ¥ Pepim a lo largo
del dominio para el caso de estudio 3, con h = 0,2 (arriba), h = 0,02 (medio), h = 0,002
(abajo).
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Figura 3.13: Soluciones obtenidas para el caso de estudio 3 empleando Petrov-Galerkin con
10 (arriba), 100 (medio) y 1000 elementos (abajo).
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Figura 3.14: Solucién transitoria alcanzada con el método Bubnov-Galerkin (izq.) y SUPG
(der.) para el caso de estudio 6.
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Capitulo

Planteamiento multidimensional del
método de Petrov-Galerkin en
contracorriente

En el capitulo anterior se plantearon los fundamentos del método SUPG para problemas
unidimensionales estacionarios y transitorios. En el presente capitulo se analiza la forma en
que este método de estabilizacion puede extenderse a dos o més dimensiones espaciales y se
presenta la formulaciéon para un elemento finito cuadrilatero de cuatro nodos. En la parte
final del capitulo se presenta un caso de estudio desarrollado en lenguaje FORTRAN, bajo
la formulacién expuesta, y se compara esta aproximacion con la solucién Bubnov-Galerkin
convencional.

4.1. Enfoque bidimensional de la difusién artificial dentro de
la técnica SUPG

Como ya se mencioné en el capitulo anterior, el método de estabilizaciéon SUPG puede
entenderse como la adicién de un término difusivo artificial, planteado en la ecuacién 3.5.49,
el cual contrarresta la difusién «negativa» generada con la asimetria de la matriz de rigidez.
Esta interpretacion del método SUPG, resulta especialmente 1til para la generalizacion de
la técnica a problemas en dos o tres dimensiones. De esta forma, asi como en problemas
unidimensionales, la modificacion de las funciones de peso es equivalente a adicionar un
término difusivo adicional que actia en la direccién de la corriente (ver Figura 3.1.6), para
problemas con una o dos dimensiones adicionales, se debe garantizar que el efecto de la
difusién artificial actie contrarrestando el efecto advectivo, el cual solo opera en la direccién
de la velocidad @ [112]. Estabilizar en la direccién transversal a las lineas de corriente implica
adicionar una difusién artificial innecesaria sobre esta direccién, reduciendo la exactitud de
la aproximacién.
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Figura 4.1: Linea de corriente al interior de un elemento bidimensional.

De acuerdo con este planteamiento, una perturbacién sobre la funciéon de forma, como
la escrita en la ecuacion 4.1.1, solo logra estabilizar el efecto advectivo en la direccién z. De
forma anéloga se podria perturbar la funcién de ponderacién para estabilizar la adveccién
en la direcciéon y, como se muestra en 4.1.2. No obstante, como la direcciéon de la linea
de corriente suele cambiar de direccién y no coincidir necesariamente con uno de los ejes
x — vy, la perturbacion adecuada de la funcién de peso debe incorporar una ponderacion
direccional, tal como se plantea en la ecuacién 4.1.3 [47].

W, = — 4.1.1
Wiy=Ww,+ > du ( )
— ah dW,

= _—— 4.1.2
Wiy=Ww,+ 5 dy ( )

— ah | u, dW;  u, dW)
W O | e Uy 4.1.3
: 1 lu| dx  |ul dy] ( )

donde u; y u, son las componentes de la velocidad en las direcciones globales z — y, y
« es el coeficiente de perturbacion calculado de acuerdo con 3.4.48, empleando el valor de
la norma de la velocidad y una dimension caracteristica h como la mostrada en la Figura 4.1.

Conociendo la forma como debe ser modificada una funcién de peso multidimensional den-
tro del planteamiento de residuos ponderados, puede ahora formularse el método SUPG

para una ecuacién de Difusién-Adveccién-Reaccion multidimensional, colo la expresada en
4.1.4.

— V- (kV0) +@- Vo + 56 = F(7) (4.1.4)

La expresion de residuos ponderados de la ecuacién 4.1.4, esta dada por 4.1.5:
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/Q Vv, - (ngb)d(H— /Q W, (J~V¢)d9+ /Q Wshd) =

/WlF dQ+/Wlde (4.1.5)

donde n representa el vector perpendicular al borde del dominio y g—i representa el flujo
de ¢ a través de la frontera de Neumman. Incorporando una aproximacién a tramos , tal
como lo expresa 4.1.6, asi como la definicién de funcién de peso corregida alcanzada en
4.1.3, se llega a:

AN,

222;(/6V<M+-fw“'*%ay>-@vwﬁyme

- Jul

N,

ah e Gt + 1y oy \ (- .
+/e (Nz T (u-VNm>dQ
Uy l+ N
+/ Nl+—hM SN dQ | - o =
e 2 lul

ON;|
ah s 3t + uy Gt 190 0
N+ _ 4.1.
+A(l G kG (116)

El aporte de un elemento al sistema global de ecuaciones esta definido por:

(1] + [K] ) = [+ £ (4.1.7)

donde los términos [K] y [f], corresponden a las matrices originales resultantes de aplicar
el método Bubnov-Galerkin. En tanto que los términos [K;] y [fs] son matrices de estabi-
lizacién adicionadas por la modificaciéon de la funcién de peso. A continuacién se definen
estas cuatro cantidades.

ON, ON,, 0N, AN, / ON,, 0N,
K] = K k 40 N (u, 40°
H/(a:c oz oy ay) +el(“a+yay>

+ [ NisN,dQ° (4.1.8)
Qe
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Qe

[K]—/ ahk " (82Nl 8Nm+ 0?N, 8Nm) " (82]\71 8Nm+82Nl 8Nm>
2 Jge 2l | P\ 022 Oz 0x0y Oy Y\ozoy Ox oy? 0Oy

/ ahk | Quy ONi ONy, | Dy ONiON, | Qg ON DNy, Oy DNy ON,, | o
qe 2lul | 0z Ox Ox Oor Oy Ox dy O0x OJy dy Oy Oy

ahk ON, ONy\ (ONy, Olu| — ONy, Olul
- dQ¢
/Qe 2ul? [( 9z "oy ) (o e dy ay>
ON,,, ON| ON,, ON;  ON,, ON, ON,,, ON|
2 m l m l m l 2 m l e
— - df)
+ /Qe Yoy or uy( oy Ox ox 8y> Uy oy Oy

ahs ON] ON|
o577 | s Nm—5— Npp—— 1d2° (4.1.9
+/Qe 2|ul (u ox oy oy ) ( )

_ e 9¢
[f]= o N, F(Z)d +/FleandF (4.1.10)

B ahF(X) ON, ON, . ahk ;1 ON; ONp\ 09
il = /e 2|u| (ul, ox Ty Jy )dQ +/I‘ 2|u| (ux Oz Ty oy >8ndr (4.1.11)

4.2. Formulacién de un elemento cuadrilatero bidimensional
para la solucion de la ecuaciéon de Difusion-Adveccion-
Reaccion

Las expresiones ,4.1.8 a 4.1.11 se encuentran escritas en coordenadas globales, asi que
con el fin de simplificar el calculo del aporte de cada elemento del dominio, resulta conve-
niente expresar estas ecuaciones en términos de las coordenadas locales del elemento. En
la Figura 4.2 se muestra un elemento cuadrilatero en coordenadas locales, en tanto que
en la ecuacién 4.2.12, se presentan las funciones de forma en coordenadas locales para un
elemento cuadrilatero.
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Figura 4.2: Elemento cuadrilatero de cuatro nodos (izq.) y coordenadas locales para un
elemento cuadrildtero (der.).

M= (-1 -)
Ny = (1 +6)(1 1)
h (4.2.12)
Ny= (1 +6)(1+7)
Ni= (- +)

Asi, para un elemento isoparamétrico, las coordenadas globales se pueden expresar en
términos de las coordenadas locales, empleando las mismas funciones de interpolacién uti-
lizadas para la aproximacion de la funcién ¢, tal como se muestra en 4.2.13:

z(&,m) = N1x1 + Noxzg + N3xg + Naxy

(4.2.13)
y(&,m) = N1iy1 + Naya + N3ys + Naya

Las derivadas de las funciones de forma, involucradas en la expresiones 4.1.8 a 4.1.11,
deben ser expresados en coordenadas locales, por lo que resulta necesario plantear:

ON 9N 3¢ 9Ny

— =—2_+_—— =N, N, 4.2.14
9r ~ BE dx o ow et TN (4.2.14)
ON
oy Ne&y + Nyny (4.2.15)
0’N
= N&f:cx + Nylzo + 2N§n§x77a: (4.2.16)

0x?
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PN
By~ NeCuy & Niyy + 2NenCyny (4.2.17)
O*N

en donde las derivadas &, &y, Ezas Syys Says N> Mys Nazs My Nay, S€ obtienen empleando una
transformacion Jacobiana, tal como se plantea en las expresiones 4.2.19 a 4.2.24. Nétese que
se emplean subindices para denotar derivacién con respecto a una variable dada.

[Zj - |;| bﬂ (4.2.19)
[Zy] - |Jl!3 [—le _J{ﬂ [|J]ny’;] ’fﬁy@] (4.2.20)
K e s | ey (4:2:21)
Ej = |;| [_y;n] (4.2.22)
Ezj _ |,]1|3 [_le _J{ﬂ [IJ\yﬂin\y{j&yn] (4.2.23)
E@;ﬂ _ |J1|3 [_{2]; —Jﬁz] [!Jlgﬁzgjlxm] (4.2.24)

Para las expresiones anteriores, J es la matriz Jacobiana definida en 4.2.25 para un
elemento rectangular lineal como el de la Figura 4.2.

7=
JH:%( mz1+ (1= n)az + (1 +n)zs — ( 1+77x4)
T2 = i( My + (L= m)ys + (1+m)ys — (1+n)ya ) (4.2.25)
T = 3 (-0 = &1 — U+ Oz + (14 s + (1 - )
Jaz = %(—(1 Oy — 1+ + 1+ ys+ (1 - y4>

Reemplazando las expresiones 4.2.19 a 4.2.24 en las ecuaciones 4.2.14 a 4.2.18, se obtie-
nen las expresiones incluidas en 4.2.26 a 4.2.30, las cuales se emplean para el calculo de las
matrices de las ecuaciones 4.1.8 a 4.1.11.
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ON 1
== W(Néjm _ NnJm) (4.2.26)
ON 1
5= W(NUJH ~ NeJ ) (4.2.27)
?N _ Nedao
Ga7 =1 (T2l = Tl le 112 )e)
Ny, J
+ J‘f <J22|J\5 — Jua) T}y + \J\(Jlg)n) (4.2.28)
2
——N¢pJooJ
\JP end22J12
02N Nedo
7 |§|3 <J11|J\n — Ja|Je + \J\(Jm)s)
Ny J
+ |J|§1 <J21|J\5 J11|J|n+|J\(J11)n> (4.2.29)
——=N¢, Jo1J
|J\2 end21J11
O*N Ne

(%cay |J|3 [J21<\J’(J22)£ - U|§J22)) + J11|J|77J22}

|J|3 |:J11(|J|,7J12 |J|(J12)77) + J21|J|§J12} (4.2.30)

N
|J|2 (J22J11 + J12J21>

Para estas ultimas ecuaciones, las expresiones |J|, ||¢, ||y, (J11)n, (J12)5, (J21)e, (J22)e,
se especifican a continuacién en términos de las coordenadas nodales del elemento. Los
términos (Ji1)e, (J12)e, (J21)y, (Jo2)y son iguales a cero.

]| :é [(1 —Ozayr + (L = n)zry2 + (E+n)xay2 + (n — §z1ys — (1 + n)zays
+(§ — Dz1ya + a3 ((f — )y — (L+&ya + (1 + n)y4> (4.2.31)

a3 ((n = w1 + (L+Eys = (0 + O ) |

[ Tle = é(a?za(yl —y2) +2aly2 — 1) — (21— 22)(ys — y4)) (4.2.32)
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1

|1y = 3 (953@4 —y1) +x2(y1 — ya) — (21— 24)(y2 — y3)) (4.2.33)
1

(J11)y = Z<$1 — T2+ T3 — $4) (4.2.34)
1

12)p = 7\ —v2+ Y3~y 2.

(Jiz)y =~ (1 —v2+ys—y (4.2.35)
1

(Jo1)e = 1 ($1 — T2+ T3 — 584) (4.2.36)
1

(J22)e = 1 (yl — Y2t ys — 3/4) (4.2.37)

4.3. Ejemplo de aplicaciéon del método SUPG en un proble-
ma estacionario bidimensional

El caso de estudio que se presenta (ver Figura 4.3), denominado ejemplo de Brezzi [14],
es un problema comunmente empleado para evaluar técnicas de estabilizacion de la ecuacién
diferencial de Difusién-Adveccién. La ecuacién diferencial que modela este problema esta
definida en 4.3.38.

— 0,005V - Ve + i(z,y)Vd = 0 (4.3.38)
Sujeta a las condiciones de borde mostradas en la Figura 4.3, con i(z,y) = [y, z].
y
1 =
€y
h=0 |@) Ue=-¥
' U=x
@ @=0
0=0
o=0
@ X
o=1 ]

Figura 4.3: Definicién del dominio y condiciones de borde para el caso de estudio.

Este caso representa un problema de alta complejidad debido a la presencia de zonas
de alto gradiente de ¢ en dreas ubicadas aguas abajo (cercanas a lados 3 y 4 del dominio),
asi como una zona en la que se combina un punto de singularidad y altos valores en el
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gradiente de la funcién (vértice formado por los lados 5y 6).

La Figura 4.4 muestra los resultados obtenidos para una malla de 7500 elementos (tamano
promedio h = 0,01), empleando tanto el método de Bubnov-Galerkin, como la técnica de
estabilizacién SUPG. Se observa que para este tamafio de malla los nimeros de Peclet al-
canzados son relativamente bajos en todo el dominio (P, < 1,4), especialmente en la zona
aguas abajo o zona de salida del flujo (lado 4 del dominio), en donde se alcanzan valores
de iguales a la unidad (ver Figura 4.5). Por lo anterior, es de esperarse que ambos modelos
proporcionen soluciones similares, lo cual se evidencia al observar la grafica de convergencia
de la norma de energia mostrada en la Figura 4.6.

Figura 4.4: Solucién numérica obtenida con Bubnov-Galerkin (a) y Petrov-Galerkin (b),
para una malla de elementos rectangulares con h = 0,01.

En la Figura 4.7 se observa la solucién obtenida empleando ambas formulaciones y una
malla con 507 elementos (tamano promedio h = 0,04). Esta figura muestra como la aproxi-
macién convencional exhibe una fuerte oscilacién en la zona de salida del fluido (lado 4 del
dominio), en donde se localiza un alto gradiente de la funcién o capa limite de salida, junto
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Figura 4.5: Comportamiento del niimero de Peclet al interior del dominio del problema
para h = 0,01.

con un numero de Peclet superior a dos. De igual forma se observa una oscilacién localizada
en el vértice interno del dominio o punto de singularidad, en donde también se puede ver
la presencia de capa limite. Estas oscilaciones espurias, sustentadas en el comportamiento
del nimero de Peclet al interior del dominio (ver Figura 4.8), desaparecen empleando la
técnica de estabilizacién SUPG. La gréafica de convergencia de la Figura 4.6 muestra que la
norma de energia de la solucién alcanzada por SUPG se encuentra mas cercana al valor de
convergencia que la norma calculada con la soluciéon convencional.

La Figura 4.9 presenta la aproximacién alcanzada para este caso empleando las dos for-
mulaciones y una malla con 108 elementos (tamano promedio h = 0,09 ). Se puede apreciar
el incremento en los picos de las oscilaciones ya existentes en la solucién convencional de
la Figura 4.7, asi como la aparicién de una oscilacién adicional en la regiéon aguas abajo,
cercana al lado 4 del dominio. Este incremento en las oscilaciones se explica al observar el
aumento en los ntimeros de Peclet, los cuales en las zonas de las oscilaciones son superiores
a cinco. Aun para estos elevados numero de Peclet, estas oscilaciones son evitadas cuando
se emplea la técnica de estabilizacién SUPG. En la Figura 4.6 se puede evaluar un aumento
en la diferencia entre los valores de las normas de energia alcanzadas con las dos solucio-
nes, asi como el distanciamiento de la norma calculada con Bubnov-Galerkin del valor de
convergencia.
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Figura 4.6: Grafica de convergencia de la norma de energia en términos del tamafio promedio
de elemento.

Figura 4.7: Solucién numérica obtenida con Bubnov-Galerkin (a) y Petrov-Galerkin (b),
para una malla de elementos rectangulares con h = 0,04.
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Figura 4.8: Comportamiento del niimero de Peclet al interior del dominio del problema
para h = 0,04.

Figura 4.9: Solucién numérica obtenida con Bubnov-Galerkin (a) y Petrov-Galerkin (b),
para una malla de elementos rectangulares con h = 0,09.
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Figura 4.10: Comportamiento del nimero de Peclet al interior del dominio del problema
para h = 0,09.
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Capitulo

Formulacion del método de Galerkin sobre
lineas caracteristicas en la solucion de la
ecuacion de Difusion-Adveccidon-Reaceidon

En los capitulos anteriores se describié y aplicd el método de Petrov-Galerkin en con-
tracorriente para estabilizar la solucién por elementos finitos de la ecuacién de Difusién-
Adveccion-Reaccién. En el presente capitulo se plantea el método de las lineas caracteristi-
cas como técnica de estabilizacién del mismo problema. Empleando este ultimo método,
se construye una formulacién para un elemento finito cuadrildtero de cuatro nodos, la cual
es programada en lenguaje FORTRAN para el desarrollo de dos casos de estudio. En la
parte final del capitulo, se comparan los resultados obtenidos, para los dos casos de estudio
mencionados, con la técnica SUPG y el método de las lineas caracteristicas.

5.1. Planteamiento unidimensional del método de lineas ca-
racteristicas

La solucién a la ecuacién Difusién-Adveccion resulta ser un problema de propagacién
de una onda que se atenua por el efecto difusivo. Desde este punto de vista, un cambio
a un sistema de referencia movil, permitird enfocar el problema de una forma mas sim-
ple eliminando el término de transporte. Asi pues, partiendo de la ecuacién diferencial de
Difusién-Adveccion unidimensional 5.1.1:

9% _ 9 <k8¢> +u2 _ p) (5.1.1)

o oe\Far) g T

ot Oz

se observa que aplicando un enfoque lagrangiano, por medio del cambio de variable 5.1.2
[52]:
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=z —ut (5.1.2)

permite obtener una ecuacién diferencial en términos de la coordenada mévil 2’ 5.1.3:

o 0 k o

ot 836’( o'

Noétese en esta dltima ecuacién que el término convectivo ha desaparecido (ver Figura

5.1), es decir, a la luz del sistema coordenado mévil 2’ la onda no se transporta [52]. Esta

simplificacion, bajo enfoque numérico, representa una importante ventaja, pues se ha eli-

minado el término no-autoadjunto y el empleo de técnicas convencionales sin estabilizacion
resultan ahora adecuadas y suficientes.

) = F(z') (5.1.3)

Linea
Caracteristica

Roles

.
[

|,,_,_ Ax —J

Figura 5.1: Efecto del enfoque lagrangiano en el planteamiento de un problema de propa-
gacién de onda.

Asi entonces, el planteamiento de la ecuacién de la linea caracteristica resulta, para
problema unidimensionales, importante para alcanzar una soluciéon analitica a este tipo de
problemas de transporte de onda. Se analizara ahora la forma como el concepto de la linea
caracteristica puede ser acondicionado dentro de un método discreto como el método de los
elementos finitos.

5.2. Planteamiento unidimensional del método de Galerkin
a lo largo de lineas caracteristicas

Tal como se analiz6 en los dos capitulos previos, la técnica de estabilizaciéon con SUPG
puede concebirse desde problemas estacionarios. La implementacion del término temporal
se realizo empleando una discretizacién por diferencias finitas explicitas, implicitas o semi-
implicitas. Sin embargo uno de los problemas de esta solucién se encontré en el caracter
asimétrico de la matriz de masa [M], otorgado por el término de estabilizacién incorporado
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a la solucién, tal como se puede ver en 3.6.61. Esta limitante del método motiva la explo-
racién de otras técnicas para la solucién del problemas de Difusién-Adveccién. Se hard uso
ahora del método de el enfoque lagrangiano y las lineas caracteristicas para formular un
una solucién por elementos finitos al problema en cuestién.

Como ya se mostrd, el empleo de un enfoque lagrangiano (sistema coordenado mévil) permi-
te eliminar de la ecuacién el término de transporte no-autoadjunto. No obstante, el empleo
de enfoques lagrangianos dentro de soluciones discretas impone la necesidad de realizar una
actualizacion de la malla en cada paso de tiempo, lo cual hace que no sea una salida compu-
tacionalmente econémica [86]. Mds atin, en problemas bidimensionales y tridimensionales,
el movimiento de los nodos puede llevar a obtener mallas extremadamente distorsionadas
que reduzcan la exactitud del método o lleven a la obtencién de matrices singulares [112].
Numerosos trabajos, como los presentados en [70; 10; 76; 11; 75], entre otros, han explorado
técnicas para incorporar el enfoque lagrangiano evitando la actualizacién de la malla. Sin
embargo muchos de estos resultan excesivamente complejos de programar.

El método que se presenta a continuacion, fue introducido por [111] y emplea un desarrollo
en series de Taylor para evitar el requerimiento de actualizacién de malla, consiguiendo
simpleza en la formulacién. Partiendo de la expresién de la ecuacion diferencial sobre la
linea caracteristica 5.2.4:

9¢(a'(t),t) 0 r, 0¢(a'(t), 1)

7’——k77>—F "N=0 5.2.4

ot (91:’( oa (@) (5:2.4)

se puede emplear una discretizacién en el tiempo por diferencias finitas, tal como la
presentada en 3.6.51, lo cual genera la expresion 5.2.5:

n+1

" — 67| s _g [0 <k8¢(x/(t)’t)> + F(z)

At oz’ oz’
9 (kaqﬁ(m'(t), t)) \ P

(1-0) (5.2.5)

(z—9)

ox’ ox'

en donde ¢ se puede expresar como el producto de la velocidad media @ y el incremento
de tiempo (At):

d =uAt (5.2.6)

Como se observa en la ecuacion 5.2.5, la evaluacién de esta expresion requiere el calculo
de términos en la posicién z — 9§ y en la posiciéon x. Una forma sencilla de evitar la necesidad
de una actualizacién en la malla, se trata de emplear una aproximacion de los términos
evaluados en x — § por medio de una serie de Taylor hacia atras centrada en x, tal como se
muestra en las expresiones 5.2.7, 5.2.8 y 5.2.9.
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Figura 5.2: Movimiento del sistema coordenado para el método de Galerkin sobre lineas

caracteristicas.
n o a(bn 52 82(;5n 5
™ 9% t 5 gz TO0) (5.2.7)
1 _F" 0F™ )
2 ls™ 2 295 TOO) (5.2.8)
129 00\ 00710 (00 )
23x< :) (=5) 2895( 3e) "5 [m( 5) | 0@ (5.2.9)

Incorporando los resultados de estas iltimas tres expresiones en la ecuacién 5.2.5, y
teniendo en cuenta que el avance § puede ser aproximado a través de la ecuacion 5.2.10
[107], se llega a la ecuacién 5.2.11, en la cual todos los términos esté referidos a la posicién

x.

u=u"—u"At— (5.2.10)

o — o = At (ka¢n+l) + (1 e)g@aﬂ) — a2t (1 gy

ox ox or\ Ox Ox
o™ 10 ol OF™
o 2 o n - Y n\2Y%" o n
AP (1= O)u" 2<k 81:) S5 ((u i ) + (1= O ] (5.2.11)

Aplicando residuos ponderados, con una ponderacién convencional tipo Bubnov-Galerkin,

de la anterior ecuacién se obtiene:
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W (" — " )dr =
(e -e)
o a¢n+1 a 8(]5”
A — Q+(1- -~ Q
tle/gwax(k oz )+ ( 9)/Qwax k@x)d
/Wu dQ+9/WF"+1dQ+ (1—6 /WF"dQ
a¢n D"
_ 2 _ n s = 2
At[l /W ( /Wax &U)dQ

+(1-96)

(5.2.12)

Debilitando la expresién anterior, despreciando los términos de orden superior y su-
poniendo una aproximacién a tramos, como la definida en 5.2.13, se llega a la ecuacién

5.2.14:

=> Nutm (5.2.13)

S| NiNda (g - o) =

QE
ON, - ONm ONm . \ ..
[ (/kd )¢m —<1—9)(Qe o kad>¢m

Non
— Nlu"8 iz |¢t +60 | NF "z +(1-6) [ NF'dx
Qe (9 Qe Qe

1 AN/, 5ONp, . ()
2</Q B ((”) oz >df“>¢m (1=0) | = de

donde T.C se refiere a los términos de contorno que aparecen al debilitar la expresién,
los cuales estan definidos por 5.2.15:

— A#?

+T.C (5.2.14)

%Nl(u")2 <gi>n —u"N F" | T

T.C = At I+ A¢?

o(ik((52) ")+ o (vir(55))
(5.2.15)

En forma resumida el aporte de un elemento al sistema global de ecuaciones algebraicas
lineales esta definido por 5.2.16:
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M]3t = o) = —AK] (005 + (1= 0)er, ) — AtlCT"6,

n+1 n At2 nn 2 n
+At(9[f] +(1-0)[f] )77[05] O+ AP(L—O)[f]" + T.C (5.2.16)
donde:
[M] = | NiNida (5.2.17)
/ ONy, aN (5.2.18)
ONp,
[C]" = o Nm"ade (5.2.19)
w [ ONL( 20N,

(] _/Qe - ((u P )d:c (5.2.20)
[f" = | NF'da (5.2.21)

QE
(" = | NF"lde (5.2.22)

Qe
[fs]" = / F”de (5.2.23)

Es de observar que la matriz de masa [M] obtenida por este método es simétrica y que
los términos [K], [C] y [f] son similares a los obtenidos al solucionar la ecuacién diferen-
cial por el método Bubnov-Galerkin. Por otra parte, los términos [K;] y [fs], son matrices
de estabilizacion propias del método Galerkin sobre lineas caracteristicas. Mas adelante se
mostrard que bajo ciertas consideraciones, estas matrices de estabilizacién coinciden con las

del método SUPQG.

Para un planteamiento totalmente explicito con 8 = 1, la expresién 5.2.16, se simplifica
en la ecuacién 5.2.24. La simplicidad de este planteamiento explicito se contrasta con la
estabilidad condicionada al paso de tiempo At empleado para la discretizacién temporal.

2
+ %[CA")M,L + AU+ AP + T.C

(5.2.24)

M]( = o) = —(AUK] + Atlc]”

La condicién de estabilidad de la aproximacion 5.2.24, de acuerdo con [112], esta dada
por 5.2.25:
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h

(5.2.25)

El empleo de intervalos temporales inferiores a At.-;; puede llevar en algunos casos obte-
ner soluciones oscilatorias, si las condiciones de contorno son tales que hacen que aparezcan
capas limites [112].

5.3. Correspondencia entre el método de Galerkin sobre lineas
caracteristicas y el método SUPG

Analizando la respuesta estacionaria de la ecuacion 5.2.24, escrita en 5.3.26,

At T.C
— (1K) + [C)" + SO ) ol + LA™ + AA]" + (5.3.26)
se observa que al hacer:
L uh = A (5.3.27)
FOUh =— .3.
o lo que es equivalente:
ah
At = — (5.3.28)
|u

la matriz estabilizadora [K] introduce en el sistema la cantidad optima de difusién
artificial, definida en la ecuacion 3.5.49. De esta forma, se puede afirmar que bajo estas
condiciones, la matriz de estabilizacién del método Galerkin sobre lineas caracteristicas
coincide con la alcanzada por el método de SUPG, y por tanto las soluciones estacionarias
logradas en ambos casos son idénticas.

Otra forma de llegar a la misma conclusién, consiste en emplear, en el método SUPG,
una funcién de peso perturbada definida por medio de la expresion 5.3.29. Es necesario
aclarar que, si se analiza el caso transitorio, para que el planteamiento de los dos métodos
coincida, el término de la derivada temporal % debe ponderarse con la funciéon convencional
Bubnov-Galerkin N; y no con la funcién de peso perturbada 5.3.29.

5.4. Planteamiento bidimensional del método Galerkin sobre
lineas caracteristicas

Un planteamiento equivalente al presentado en la primera parte de este capitulo, puede
ser desarrollado para la ecuacién bidimensional de Difusién-Adveccién. Asi entonces para un
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problema bidimensional la ecuacién matricial para un elemento del dominio estard definida
por:

M6 = ¢ = =t (K] + 07+ S [Cul ) + At + = (£] (5.4.30)
donde:
ON; ON,, ON;ON,,
K*| = k Qe 4.31
{]/Qe<8x8x+ay8y) (5-4.31)
w ONp, ONp, .
(C"] = / N <um oty )dQ (5.4.32)
1 9 ON; ONy, ON; ON,, ON; ON,, 9 ON; ONp, .
[Cul = 2 /Qe (uz Ox Ox + Ually or 0Oy + Uatiy oy Ox iy oy Oy )dQ
(5.4.33)
1 ON; ON] .
[fu] = 5 /E F(ux% + Uyaiy)dg (5434)
Para este caso la condicién de estabilidad del método esta dada por 5.4.35 [112]:
Aty At
Ateri = A
terit Al 1AL (5.4.35)
en donde:
h
Aty = — 5.4.36
m ( )
h2

5.5. Ejemplos de aplicacion del método Galerkin sobre lineas
caracteristicas y comparacion con el método SUPG
5.5.1. Caso de estudio 1: Movimiento convectivo de una funcion gaussiana

Este ejemplo, desarrollado entre otros autores por Wang [99], esta definido por la ecua-
cién diferencial 5.5.38, para un dominio (—0,5,0,5) x (—0,5,0,5).

0
(’thb —kA¢p+1u-Vop=0 (5.5.38)
con k = 0,0001 y un campo de velocidad rotacional @ = [—4y,4x] . Las condiciones

de borde definidas para las cuatro fronteras del problema, son condiciones de Dirichlet
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homogéneas, en tanto que las condiciones iniciales estan definidas por la expresién 5.5.39,
con o = (0,0477. La solucién analitica del problema se plantea en la expresién 5.5.40.

_ (@40.25)% 142
o(z,y,0)=e 22 (5.5.39)
20'2 Y
en esta ultima expresion:
(T +0,25)% + 72
A= 5.5.41
202 + 4kt ( )
T = xcosdt + ysindt (5.5.42)
Yy = xsindt + ycos 4t .0.
Y in4t 4+ y cos4 5.5.43

Este problema se caracteriza por tener dentro del dominio espacial tanto zonas de con-
veccién dominante, ubicadas cerca de los bordes del problema, como zonas de difusion
dominante, ubicadas en la regién cercana al centro del dominio. Estas zonas estan definidas
espacialmente y no cambian en el tiempo, dado que el coeficiente de difusién y el campo de
velocidades no son funcién de esta variable. Por lo anterior, este caso resulta especialmente
interesante para evaluar la capacidad de las técnicas numéricas para aproximar problemas
con condiciones advectivas variables sobre todo el dominio. Los resultados obtenidos en este
ejemplo se muestran en las Figuras 5.3, 5.4, 5.5 y 5.6, considerando tanto la formulaciéon con
el método de Galerkin sobre lineas caracteristicas, como con el método SUPG. En ambos
planteamientos se empled una discretizacion temporal con pasos de tiempo At = 0,0005 y
un tiempo final £y = 0,5.

Para la primera malla, formada por 10000 elementos (h = 0,01, Figura 5.3), se obtiene
un nimero maximo de Peclet igual a 141, ubicado en los vértices del dominio, el cual de-
crece a medida que se esta mas cerca del centro del cuadrado, alcanzando un valor minimo
de cero en este punto. Se observa, en la Figura 5.3, que las soluciones obtenidas por los
dos métodos son similares en cuanto a magnitud y desplazamiento de la funcién gaussiana.
Ambas aproximaciones no muestran oscilaciones, aunque la aproximacion alcanzada con el
método de Galerkin sobre lineas caracteristicas incorpora una cantidad de difusién numérica
inferior a la introducida por el método SUPG. Esta diferencia en las difusiones artificiales
se observa en los valores maximos de ¢ alcanzados al terminar la simulacién (¢mar = 0,95
para el método de Galerkin sobre lineas caracteristicas y ¢mqe: = 0,89 para el método
SUPG), y permite intuir que, al aumentar el tamafio de la malla, el método de lineas carac-
teristicas va a alcanzar soluciones inestables antes que el SUPG. Efectivamente al aumentar
el tamano del elemento hasta h = 0,05, se comienzan a observar pequenas oscilaciones
en la aproximacion realizada con lineas caracteristicas, mientras la solucion alcanzada con
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SUPG aun se muestra estable, tal como se observa en la Figura 5.4. Al elevar el tamafio
del elemento hasta h = 0,1, las oscilaciones sobre la aproximacién con lineas caracteristicas
aumentan considerablemente, alcanzandose ahora valores negativos de ¢. Para este mismo
caso la aproximacion con SUPG se observa libre de inestabilidades numéricas. Para las tres
mallas mostradas, los valores de ¢,q; al tiempo t = t; que se alcanzan con el método
de las lineas caracteristicas son siempre mayores que los obtenidos con el método SUPG,
esto sigue guardando relacion con los niveles de difusién numérica incorporados por cada
método y con la capacidad de estabilizar aproximaciones a problemas altamente convectivos.

La Figura 5.6 muestra una grafica de convergencia del error en la norma de energia
(norma en Lg) en funcién del tamanio del elemento. De acuerdo con esta grafica, para mallas
finas, es decir bajos nimeros de Peclet, los dos métodos se comportan de forma similar, las
magnitudes de los errores son bajas y coinciden con los errores alcanzados bajo el método
Bubnov-Galerkin. Al aumentar el tamano de la malla, el error alcanzado con el método
SUPG aumenta casi linealmente y se estabiliza, mientras que el error para el método de
lineas caracteristicas crece rdpidamente. Adicionalmente se puede ver como, para todo el
rango de mallas analizado, las graficas de error del método de lineas caracteristicas es solo
ligeramente menor a la obtenida con el método Galerkin convencional, diferencia que crece
con el tamano de malla.

5.5.2. Caso de estudio 2: Movimiento convectivo de un frente de onda

Este ejemplo, desarrollado en [12], modela la propagacién de un frente de onda dentro
de un dominio cuadrado ©(0,1) x (0,1). El problema esta definido por medio de la ecuacién
5.5.38, para una constante k£ = 0,01 y un campo de velocidad definido por el vector @ =
[w(z,t), w(y,t)] , en donde:

_0,1A+05B+C

t) = 5.5.44

wlrt) = SO0 (5.5.44

A(n, t) _ 6_0,05[n—0,5-;4,95(t+0,3)] (5'5‘45)

B(n, t) _ 6_O,25[n70,5<§;€0,75(t+0,3)] (5.5.46)
0,5(n—0,375)

C(n,t)=e & (5.5.47)

Las condiciones de borde definidas para este ejemplo son condiciones de Neumann ho-
mogéneas, en tanto que las condiciones iniciales estan dadas por la ecuacién 5.5.48:

o(x,y,0) = w(x,0)w(y,0) (5.5.48)

El ejemplo resulta adecuado para la evaluacién de los métodos aqui considerados, dado
que el campo de velocidades asociado al término advectivo es variable en el tiempo y en



5.5. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO GALERKIN SOBRE LINEAS CARACTERISTICAS Y
COMPARACION CON EL METODO SUPG 73

el espacio, lo cual forma una zona predominantemente advectiva que crece, a la vez que se
reduce la zona de difusién dominante, tal como se muestra en la Figura 5.7. Esta condicién
exige de la técnica numérica empleada una mayor capacidad de estabilizaciéon tanto en la
dimension espacial, como en la temporal.

Los resultados obtenidos en este ejemplo para diferentes mallas, se muestran en las Figu-
ras 5.8, 5.9, 5.10 considerando tanto la formulaciéon con el método de Galerkin sobre lineas
caracteristicas, como el método SUPG. En ambos planteamientos se empled una discretiza-
cién temporal con pasos de tiempo At = 0,0005 y un tiempo final t; = 0,5.

Se observa como con la malla mas fina, formada por 10000 elementos (h = 0,01, Figura
5.8), no hay diferencias significativas en las aproximaciones alcanzadas por las dos técnicas
(lineas caracteristicas y SUPG). Ambas técnicas logran aproximaciones estables y exactas,
aun en la zona de adveccién dominante, en la cual se alcanza un valor en el nimero de
Peclet igual a 0.75 (P. < 1). Para la segunda malla mostrada, construida con 289 elementos
(h = 0,05, Figura 5.9), el nimero P. en la zona de advecciéon dominante se eleva a 4.5 y
aun no son evidentes inestabilidades numéricas en ninguna de las dos aproximaciones. Para
la tercer malla empleada (h = 0,1, Figura 5.10), la aproximacién lograda con el método de
lineas caracteristicas comienza a mostrar la presencia de oscilaciones en la zona dominan-
temente advectiva, la cual tiene un niamero P, = 7,5.

En cuanto a la grafica de convergencia del error en norma Ls, mostrada en la Figura 5.11,
se observa que en este caso los errores alcanzados con los tres métodos tienen magnitudes
muy inferiores a los mostrados en el caso anterior. Se aprecia también como la linea de
convergencia obtenida con el método de Galerkin sobre lineas caracteristicas es muy similar
a la obtenida con el método Galerkin convencional. No obstante, a diferencia del caso
anterior, el valor del error obtenido con el método de lineas caracteristicas es, en cada paso
de tiempo, inferior al valor obtenido con SUPG.



CAPITULO 5. FORMULACION DEL METODO DE GALERKIN SOBRE LINEAS CARACTERISTICAS EN LA
74 SOLUCION DE LA ECUACION DE DIFUSION-ADVECCION-REACCION

Figura 5.3: Soluciones transitorias obtenidas para el caso de estudio 1 empleando h = 0,01,
el método de Galerkin sobre lineas caracteristicas (a) y el método de SUPG (b).
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Figura 5.4: Soluciones transitorias obtenidas para el caso de estudio 1 empleando h = 0,05,
el método de Galerkin sobre lineas caracteristicas (a) y el método de SUPG (b).
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Figura 5.5: Soluciones transitorias obtenidas para el caso de estudio 1 empleando A = 0,1,
el método de Galerkin sobre lineas caracteristicas (a) y el método de SUPG (b).
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Figura 5.6: Grafica de convergencia del error en norma de energia para las soluciones
alcanzadas en el caso 1.

Zona de
difusion
fuerte

- X

Figura 5.7: Distribucién de las zonas de alta adveccién y difusién para el caso 2.
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Figura 5.8: Soluciones transitorias obtenidas para el caso de estudio 2 empleando h = 0,01,
el método de Galerkin sobre lineas caracteristicas (a) y el método de SUPG (b).
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Figura 5.9: Soluciones transitorias obtenidas para el caso de estudio 2 empleando h = 0,05,
el método de Galerkin sobre lineas caracteristicas (a) y el método de SUPG (b).
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Figura 5.10: Soluciones transitorias obtenidas para el caso de estudio 2 empleando h = 0,1,
el método de Galerkin sobre lineas caracteristicas (a) y el método de SUPG (b).
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Figura 5.11: Grafica de convergencia del error en norma de energia para las soluciones
alcanzadas en el caso 2.
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Capitulo

Aplicacion del método SUPG en el
modelado numeérico del problema de
dispersion de sustancias en cuerpos de agua

Los dos capitulos precedentes se dedicaron a formular algoritmos para la solucién de la
ecuacién de Difusion-Adveccién-Reaccién aplicando el método Petrov-Galerkin en contra-
corriente (SUPG), asi como también a través del método de Galerkin sobre lineas carac-
teristicas. Las pruebas numéricas desarrolladas mostraron que ambos métodos son bastante
exactos, aunque difieren considerablemente en la capacidad de estabilizacién de la solucion.
Las aproximaciones numéricas desarrolladas mostraron que el método SUPG permite en-
contrar respuestas estables aun para numeros de Peclet considerablemente altos, casos en
los que el método de las lineas caracteristicas no logra eliminar satisfactoriamente las osci-
laciones de la solucion. Por lo anterior, el Petrov-Galerkin fue seleccionado como técnica de
solucién numérica del problema de dispersiéon de contaminantes en cuerpos de agua, el cual
se presenta en este capitulo.

6.1. Modelado de la dispersion de contaminantes en rios

En la primera parte de este documento se describieron algunos de los fenémenos fisico-
quimicos que hacen parte de la dispersién de manchas de contaminantes en cuerpos de agua.
Se considerara ahora de forma mas detallada el modelo para dispersién de contaminantes
solubles y boyantes en el agua.

El problema de la mezcla de sustancia en rios, es cominmente tratada a través de mo-
delos bidimensionales, los cuales tienen origen en la ecuacién de conservacién de masa,
simplificada a dos dimensiones suponiendo que la sustancia se encuentra uniformemente
mezclada en la direccién vertical. Esto implica que la funcién de densidad maésica trabajada
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dentro de la ecuacién diferencial, se referird a una concentracién ponderada puntualmente
a lo largo de toda la profundidad del rio [59; 26].

Asi, partiendo de la ecuacién general de conservacién de masa 6.1.1:

aC L

donde C es la densidad mésica o concentracién de la sustancia disuelta y ¢ es el vector de
densidad de flujo méasico. En un cualquier punto lejano de la zona de descarga, la sustancia
contaminante se movera entonces desde una zona de alta concentraciéon a una de menor
concentracién. Este transporte de la sustancia se puede producir por tres tipos de fenémenos:
la difusién molecular, la difusién turbulenta y la adveccién. Los términos de flujo masico
debido a estos tres fendmenos se describen en 6.1.2, 6.1.3 y 6.1.4 [26]:

Gn = —KnVC (6.1.2)
@ =—-K,VC (6.1.3)
G, = uC (6.1.4)

donde: ¢m, ¢ v ¢, son los vectores de densidad de flujo maésico, asociados a difusién mo-
lecular, difusién turbulenta y adveccién, respectivamente. K, es el coeficiente de difusién
molecular de la sustancia en el agua, K; es el coeficiente de difusién molecular y u es la
velocidad en el punto. En estas mismas ecuaciones la barra superior indica valores medios
en el punto.

Integrando la ecuacién de conservacién de masa en cada punto a los largo de la direcciéon z,
desde la superficie hasta el fondo del rio, se encuentra:

B h h
/ Cdz+V-/ gdz =0 (6.1.5)

considerando las componentes del flujo mésico ¢, la ecuacién 6.1.5 se convierte en 6.1.6:

o hi h
at/o Cdz+V-/0 (qm+qt+qa)d2’:0 (6.1.6)

Analizando cada uno de los términos de esta ecuacién de tiene:

— h
C.h:/ Cdz (6.1.7)
0

h —
/ Gmdz = G,p-h = =K, h.NC (6.1.8)
0



6.1. MODELADO DE LA DISPERSION DE CONTAMINANTES EN RiOS 85

h _
/ Gidz = ¢.h = —K;.h.VC (6.1.9)
0
h PR— p—
/ Gudz = @q.h = u.C.h (6.1.10)
0
La expresion 6.1.10 puede ser escrita también de la forma
w.C.h = <u0+uy.cy> h (6.1.11)
en donde:
I h
u¥.CY.h = / u?.CYdz (6.1.12)
0
w =u(x,y,z) —u(x, 2) (6.1.13)
CY=C(z,y,2) — E(:{:, z) (6.1.14)

Incorporando los resultados 6.1.7 a 6.1.14, la expresién 6.1.6 se convierte en:

8gt'h+V‘ <u0+uy.cy —l—qt+qm> h=0 (6.1.15)

Considerando que G, se denomina la densidad de flujo por dispersién y define de acuerdo
con 6.1.16, entonces la ecuacién de conservacion de masa ahora se puede escribir como se
muestra en 6.1.17.

Ta=uw.CY+ G+ Gm (6.1.16)

aC.h =

Como ya se mencioné en la primera parte de este documento, el termino de dispersion
puede modelarse andlogamente a la difusién [59; 26]. De modo que, de acuerdo a la pri-
mera Ley de Fick, la ecuacién de conservacién de masa bidimensional, ponderada con la
profundidad, se puede escribir asi:

agt.h +av-(C.h) - V- (Evﬁh) =0 (6.1.18)

donde F es la matriz de coeficientes de dispersion, la cual es definida como:
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E,e E
E— [Em o (6.1.19)
yx vy

Dado que la corriente de los rios cambia constantemente de direccién, resulta mas practi-
co expresar la matriz de dispersién en términos de un coeficiente de dispersién longitudinal
E1, el cual define la dispersion en la direccién de la corriente, y un coeficiente de dispersién
transversal o lateral Ep, el cual define la dispersién en la direccién perpendicular a las lineas
de corriente. Los términos de la matriz E se expresaran, de acuerdo con Fr y Er, de la
siguiente forma [59; 1]:

u? ug,
_ x
u? u
Eyy - ETﬁ + ELW (6121)
Uz Uy

Eyy = Eyp = (EL — ET)

6.1.22
e ( )

A la expresion 6.1.18 se le pueden adicionar algunos términos reactivos de primer orden,
como en la ecuacién 6.1.23:

% +av-(C.h)—V- <Ev5h) +ARC =0 (6.1.23)

en donde A define los coeficientes reactivos de primer orden. Dentro de los términos
reactivos de primer orden, el mds importante es el término evaporativo [96], para el cual
han sido planteados muchos modelos de calculo. Normalmente el coeficiente A de evaporacién
es calculado empleando la teoria de volatilizacién de dos capas [102; 96], de acuerdo a la
cual:

1 1 1
—= |+ .h 6.1.24
A ()\l + H .Ag) ( )

donde H es la constante de la Ley de Henry, en tanto que A; y A4 son las velocidades
de transferencia de masa en cada capa (liquida y gaseosa). Estas velocidades pueden ser
calculadas, para la dispersién de sustancias en rios, por medio de las ecuaciones de regresiéon
6.1.25 y 6.1.26 [88].

32
A = 0,2351u%969p=0.673 7 [m/h] (6.1.25)

Ag = 11,37(u + V)\/g [m/h] (6.1.26)

En las expresiones 6.1.25 y 6.1.26, M es la masa molar de la sustancia disuelta y v es
la velocidad del viento.
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6.2. Modelado de la dispersion de contaminantes en un tra-
mo del rio Magdalena

Aunque el transporte de mercancias y suministros industriales no es una actividad exten-
siva a lo largo de todo el rio, como tampoco intensiva en los tramos navegables, el derrame de
sustancias contaminantes en el cauce del rio son relativamente frecuentes. Resulta claro que
en la medida en que el rio es empleado para el transporte de suministros para la industria,
los riesgos de derrames de sustancias téxicas aumentan, ain mas si las reglamentaciones
de seguridad y controles para el movimiento de estas sustancias no se aplican. Un ejemplo
de este problema se hace evidente en la zona del sur del departamento de Bolivar, en don-
de la activa explotacion aurifera demanda el suministro de diferentes sustancias quimicas
(especialmente de cianuro), cuyo transporte se realiza por el rio Magdalena. Este transpor-
te de insumos, bajo condiciones no controladas, ha generado dos accidentes, que hubieran
podido generar el vertimiento de cianuro sobre el rio Magdalena, perjudicando mas de cin-
cuenta municipios riberenos de los departamentos de Cesar, Bolivar, Atlantico y Magdalena.

El primer incidente sucedié en Abril de 2006, cuando cinco canecas con 50 kilogramos
de cianuro granulado cada una, cayeron al rio Inanea (rio tributario del rio Magdalena), en
jurisdiccién del municipio de Santa Rosa del sur, departamento de Bolivar. En este incidente
solo una de las cinco canecas se rompio y derramo contaminante al cauce del rio, causando
alerta y suspensién del servicio de agua y de la actividad pesquera en numerosos municipios.

Un segundo incidente se presenté en Agosto de 2008, cuando 96 canecas con 50 kilogra-
mos de cianuro granulado cada una, cayeron al rio Magdalena, a la altura del municipio
Bodega Central, departamento de Bolivar. En este mismo accidente, provocado por el vol-
camiento del ferry que movilizaba la sustancia, se vertieron adicionalmente 1300 litros de
herbicida y 1500 kilos de sulfato de zinc al rio. En este indecente se lograron recuperar 94
de las 96 canecas de cianuro perdidas y no se registré ningin nivel de contaminaciéon de
cianuro en las aguas del rio.

Lo anterior motiva el desarrollo de algoritmos para la simulacién de la dispersiéon de manchas
de contaminantes en el rio Magdalena, los cuales permitan predecir el comportamiento de
estos vertimentos y ayudar a planear las acciones de contingencia para reducir los impactos
del contaminante, tanto sobre las poblaciones riberenas, como en el ecosistema.

El modelo desarrollado se fundamenta en la ecuacién de conservacién de masa 6.1.23 y
en las expresiones de evaporacién 6.1.24-6.1.26. De acuerdo con las pruebas realizadas, en
las secciones anteriores, a las dos técnicas de estabilizacién estudiadas (SUPG y el método
de Galerkin sobre lineas caracteristicas), se utiliz6 el método Petrov-Galerkin en contraco-
rriente (SUPG) para la solucién numérica por elementos finitos de dicha ecuacién diferencial.

Conociendo la importancia de validar el algoritmo desarrollado, se seleccioné como domi-
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nio de prueba, el modelo fisico del rio Magdalena ubicado en el Laboratorio de Hidraulica
de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Colombia. Dicho modelo fisico
reproduce, a una escala 1:300, el tramo del rio Magdalena ubicado a la altura del munici-
pio Calamar, en los limites de los Departamentos de Bolivar, Atlintico y Magdalena. En
la Figura 6.1 se muestra la ubicacién del tramo del rio empleado para la construccién del
modelo fisico, en tanto que en las Figuras 6.2-6.4 se muestran algunas tomas del modelo
fisico en cuestion.

Figura 6.1: Ubicacién geogréafica del tramo del rio Magdalena analizado.

6.2.1. Modelo hidrodinamico y campo de velocidades

Como parte de las variables de entrada al modelo de dispersion, se hace necesario conocer
el campo de hidrodindmico de velocidades del modelo a escala del tramo de rio analizado.
Estas velocidades fueron calculadas a partir de la solucién numeérica de las ecuaciones bidi-
mensionales de Navier-Stokes, para flujo incompresible y en estado transitorio. La solucién
numérica, programada en lenguaje FORTRAN y desarrollada por el grupo de métodos mo-
delado y métodos numéricos (GNUM ) de la Universidad Nacional de Colombia, emplea una
formulacién con elementos cuadrangulares de nueve nodos para el calculo de las velocida-
des y de cuatro nodos para la estimacién de las presiones. Esta formulaciéon mixta permite
cumplir la condiciéon de incompresibilidad y evita el requerimiento de técnicas de estabi-
lizacién. La malla empleada para la aproximacién del campo de velocidades consistié de
9947 elementos cuadrangulares (elementos con tamano medio igual a 0,1m) y 41083 nodos.
La Figura 6.5 muestra los contornos del dominio del problema, asi como también la malla
empleada para el andlisis hidrodinamico.
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Figura 6.2: Toma del modelo fisico del tramo del rio Magdalena simulado (1).

Las condiciones de borde empleadas para fronteras solidas fueron condiciones de velo-
cidad nula, en tanto que para la frontera de entrada (contorno 4), se definié una velocidad
igual a 4cm/s. El campo de velocidades obtenido en estado estable, dadas las condiciones
descritas anteriormente, se ilustra en la Figura 6.6.

6.2.2. Modelo de dispersion

Conocido el campo de velocidades del modelo fisico analizado, es posible plantear una
solucién para el problema de dispersiéon de una sustancia. Como ya se mencioné el modelo
de dispersién bidimensional empleado, se fundamenté en la ecuaciéon de conservacién de
masa 6.1.23, en tanto que las condiciones de borde empleadas fueron condiciones de Neum-
man homogéneas para todos los bordes sélidos (contornos 1, 3, 5 y 6 en la Figura 6.5). La
condicién inicial simulé un derrame de una sustancia a lo largo de todo el borde de entrada
de flujo (contorno 4 en la Figura 6.5), definiéndose un valor de concentracién de la sustancia
vertida igual a 110ppt (110g/1t), para todos los nodos ubicados sobre este contorno.

La discretizacion empleada coincidié con la utilizada para el andlisis hidrodindmico an-
terior, notando que para este problema se emplearon elementos cuadrangulares de cuatro
nodos. De esta forma, para este andlisis la malla se formé con 9947 elementos y 10594 nodos.

Dado que la ecuacién de conservacion de masa 6.1.23, considera profundidad del rio va-
riable, resulté necesario para este andlisis la determinacién de los valores nodales de profun-
didad. Esto se realizé, partiendo de los datos digitalizados de profundidad del modelo fisico
(proporcionados por el laboratorio de Hidrdulica de la Universidad Nacional de Colombia)
y empleando un simple algoritmo de interpolacién para cada una de las posiciones nodales
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Figura 6.3: Toma del modelo fisico del tramo del rio Magdalena simulado (2).

definidas en la malla. La Figura 6.7 muestra el campo de profundidades nodales resultante
de este pre-proceso.

La solucién temporal de realizé de acuerdo a un esquema Backward-FEuler utilizando
incrementos temporales iguales a 10s y un tiempo final de simulacién de 1000s.

Las Figuras 6.8 y 6.9 muestran la dispersién de la sustancia vertida, en términos de la
concentracién de la misma en diferentes puntos del rio, para diferentes instantes de tiempo
y considerando coeficientes de dispersién Er, = 0,002m?/s y Er = 0,0005m?/s. Los valores
de estos coeficientes de dispersion se ajustaron empleando los resultados experimentales
descritos a continuacién.

6.2.3. Validacion experimental del modelo numérico

Con el fin de validar el modelo de dispersion empleado, asi como la implementacion
numérica por elementos finitos desarrollada, se replicaron las condiciones del modelo numéri-
co sobre el modelo fisico empleado. Este montaje permitié calibrar los coeficientes de dis-
persiéon y comparar los valores de concentracién experimentales con los predichos por el
modelo numérico.

El experimento consistié en el vertimiento de una solucién salina, la cual fue empleada
como trazador, aguas arriba en el modelo fisico del rio Magdalena utilizado. En cada una
de las tres pruebas, se vertieron a lo ancho del canal 18It de solucién salina a una concentra-
cién de 110ppt, en un punto correspondiente con el borde de entrada del fluido en el modelo
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Figura 6.4: Toma del modelo fisico del tramo del rio Magdalena simulado (3).

numérico (contorno 4 en la Figura 6.5). Este vertido se hizo en el menor tiempo posible,
pero tomando cuidado de perturbar lo menos posible la corriente propia del modelo fisico.

El caudal de alimentacién del canal (o modelo fisico) fue regulado de tal manera que la
velocidad del agua en el punto correspondiente al contorno de entrada fuera igual a 4cm/s.
Esta velocidad fue establecida regulando el caudal de alimentacién del canal y haciendo
mediciones de velocidad en varios puntos de la linea de vertido, por medio de un sensor
vectorial de velocidad (marca SonT ek® referencia YSI 10-MHz ADV), el cual tiene una
resolucién de 0,01em/s.

Las mediciones de concentracién se realizaron en seis (6) puntos de control previamente
establecidos y los cuales se ubican en la Figura 6.10. Para la medicién de la concentracién
se sacaron muestras de agua, del punto medio del canal, cada 20 segundos durante 15 mi-
nutos. Las muestras de agua fueron posteriormente analizadas con un sensor de salinidad
(Marca Hanna Instruments® referencia HI98130), el cual tiene una resolucién igual a
0,01ppt.

La prueba se repitié dos veces y los promedios de las mediciones experimentales de con-
centracion de sal realizadas se reportan en las Figura 6.11. Por medio de estas mediciones se
logré, empleando una técnica basica de ensayo y error, calibrar los coeficientes de dispersion
del modelos numérico. De esta forma, se obtuvieron los resultados numéricos mostrados en
la Figura 6.11, para los coeficientes de dispersion Er, = 0,002m?/s y Er = 0,0005m?/s.



CAPITULO 6. APLICACION DEL METODO SUPG EN EL MODELADO NUMERICO DEL PROBLEMA DE
92 DISPERSION DE SUSTANCIAS EN CUERPOS DE AGUA

Figura 6.5: Contornos del dominio y malla empleada para la solucién del problema hidro-
dindmico y de dispersién.

Como se observa, la correlacién entre los datos numeéricos y los experimentales es muy
baja para los puntos més cercanos a la zona de vertido del trazador, y en especial para el
punto de control nimero uno, en donde se puede observar una fuerte turbulencia por efecto
de la energia perturbadora adicionada al fluido durante el vertido. Es de esperarse fuertes
variaciones espaciales y temporales de los coeficientes de dispersion en las zonas cercanas
al borde de entrada del trazador. De esta manera, el conjunto de datos numéricos y experi-
mentales que mejor correlacién presentan son los mas alejados al punto de vertido, es decir
en el punto de control ntimero seis. Esta observacion coincide plenamente con lo planteado
por [26], segin el cual la expresién de conservacién de masa 6.1.23 solo permite hacer con-
sideraciones validas en las zonas no afectadas por la energia de descarga del contaminante
en el rio.
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Figura 6.6: Campo de velocidades simulado para el modelo fisico del tramo del rio Magda-
lena analizado.

Figura 6.7: Campo escalar de profundidades del modelo fisico del tramo del rio Magdalena
analizado.
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Figura 6.8: Evolucién de la concentracion del trazador en el tiempo.
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Figura 6.9: Evolucién de la concentracion del trazador en el tiempo (Lineas de contorno).
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Figura 6.10: Ubicacién de los puntos de mediciéon experimental empleados.
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Figura 6.11:
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Capitulo

Conclusiones

7.1. Aportes del trabajo

El presente trabajo analiza comparativamente dos métodos empleados para la estabili-
zacién de la solucién numérica de la ecuacién de Difusién-Adveccién-Reacciéon: el método
de Petrov-Galerkin en contracorriente (SUPG) y el método de Galerkin sobre lineas ca-
racteristicas, los cuales son la base para el desarrollo de diversas técnicas numéricas para
la solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes en la dindmica de fluidos. Este andlisis per-
mitié definir un algoritmo numérico para la solucién del problema de dispersiéon de conta-
minantes en rios. El algoritmo final fue programado en lenguaje FORTRAN y validado a
través de un ensayo de dispersion de una solucién salina sobre un canal, el cual corresponde
a un modelo a escala de un tramo al norte del rio Magdalena.

Desde el punto de vista de las técnicas de estabilizacién, el presente trabajo analizé de
forma detallada la formulacién de cada uno de los dos métodos analizados, incorporando no
solo los fenémenos de difusién y advecciéon, estudiados en diferentes articulos y textos, sino
evaluando los efectos que sobre cada una de las técnicas tiene la incorporacién del término
reactivo de primer orden, basico para el andlisis de algunos procesos fisico-quimicos que
suceden en el derrame de contaminantes en cuerpos de agua. En particular se generaron
expresiones corregidas para el calculo del coeficiente de perturbacion a en el método SUPG,
las cuales incorporan el nimero de Damkohler, que representa una relacién adimensional
entre los efectos reactivos y los términos de transporte. El planteamiento de esta nueva
expresion para el coeficiente de perturbacién permite la adiciéon de una cantidad de difusién
artificial adecuada para lograr una estabilizacién de la solucién sin sacrificar considerable-
mente la exactitud de la aproximacién.

El analisis comparativo de los dos métodos numéricos estudiados permitié determinar como
el método de Galerkin sobre lineas caracteristicas no logra estabilizar soluciones que involu-

cran altos niimeros de Peclet, casos en los cuales el método SUPG logra mejores resultados
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en términos de eliminacién de falsas oscilaciones. Un andlisis cualitativo, asi como el tra-
zado de graficas de convergencia de la norma del error en términos del tamano promedio
del elemento en cada uno de los casos analizados, mostré como la curva de convergencia
del método basado en lineas caracteristicas es muy cercana (aunque no exactamente igual)
a la curva de convergencia obtenida al aplicar el método Galerkin convencional (Bubnov-
Galerkin). De hecho, la amplitud de las oscilaciones numéricas en ambos métodos es muy
similar. Este andlisis permitié concluir que el método SUPG presenta mejores condiciones
para la solucién de problemas predominantemente advectivos, tal como el caso de dispersion
de contaminantes objeto de analisis.

La validacién del modelo de dispersion, realizada sobre el modelo a escala del rio Mag-
dalena ubicado en el Laboratorio de Hidrdulica de la Universidad Nacional de Colombia,
mostré las bondades del algoritmo numérico desarrollado, cuando se trata de analizar la
concentraciéon de contaminantes en puntos no proximos a la zona de vertido de los mismos.
Las respuestas numéricas alcanzadas mostraron comportamientos similares a los observados
experimentalmente, exactitudes aceptables, asi como resultados libres de falsas oscilaciones
o inestabilidades numeéricas. Asi mismo, se corroboré la importancia de la caracterizacién
del problema en términos de los coeficientes de dispersion, los cuales dependen fuertemen-
te de caracteristicas del flujo y pueden variar a lo largo de los diferentes tramos del rio.
Se observé que en los puntos de descarga del contaminante, la energia introducida al flui-
do generan en el mismo una fuerte turbulencia, la cual deriva en altos gradientes de los
coeficientes de dispersién, por lo cual las respuestas numéricas, que consideran coeficien-
tes de dispersién constantes sobre todo el tramo del canal, se alejan de las observaciones
experimentales.

7.2. Productos y publicaciones

Como producto de este trabajo se han elaborado cuatro articulos presentados a revistas
de ingenieria nacionales, dos de los cuales ya han sido evaluados y publicados [40; 38], otro
ya ha sido aceptado y se encuentra préximo a ser publicado [37], en tanto que el cuarto
articulo atin se encuentra en revisién por parte de los jurados [36].

El estudio de la solucién numérica de la ecuacién de Difusién-Adveccién-Reaccién, per-
mitié trazar una linea de estudio sobre la formacion de patrones de Turing en dominios fijos
sometidos a campos advectivos, alrededor de este tema se logro la elaboracién de un articulo
[42], el cual ha sido sometido a la revista internacional Applied Mathematical Modelling y
se encuentra actualmente en evaluacién por parte de los jurados.

Adicionalmente, para la fecha de la versién final del presente documento, se preparan dos
articulos mas relacionados con el trabajo aqui mostrado. Uno de estos articulos analiza
el efecto del término reactivo en el calculo del coeficiente de perturbacién empleado en el
método SUPG. Mientras que el segundo articulo describe un modelo numérico para la pre-
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diccion de la dispersién de contaminantes sobre el rio Magdalena.

Por otro lado, el desarrollo del presente trabajo condujo a la elaboracién de un algoritmo
numérico apto para la solucién numérica de ecuaciones diferenciales de Difusién-Adveccion-
Reaccién. El cual mostré un buen desempeno atun para problemas con altos niimeros de
Peclet y coeficientes variables, que lleven a zonas de adveccién dominante que cambian tan-
to espacial como temporalmente. Este algoritmo es altamente flexible y puede ser empelado
para multiples tipos de problemas que se expresen a través de la ecuacién diferencial 2.1.1.

7.3. Trabajos futuros

El trabajo con la ecuacién de Difusion-Adveccién-Reaccién permite pensar en la pro-
fundizacién sobre multiples lineas de aplicacién, algunas de estas se listan a continuacién:

» El andlisis de ecuaciones con términos reactivos fuertes y de la inestabilidad que
algunas formas de reaccién inducen sobre los términos difusivos (inestabilidades de
Turing). La incorporacién de estos términos reactivos, junto con modelos de dindmica
de flujos incompresibles y turbulentos, permitird el analisis de la dispersion de conta-
minantes en el aire, en particular el estudio de la dispersién tridimensional de gases de
combustién producidos por fuentes méviles. De la misma forma, la incorporacién de
los modelos de reaccién quimica de contaminantes dispersos en cuerpos de agua, con
bajos términos advectivos, permitira analizar la formacién de patrones de concentra-
cién heterogéneos o patrones de Turing, lo cual podra anticipar las zonas de maxima
concentracién final de los contaminantes disueltos en el agua.

= El acople de la ecuacién de dispersion de contaminantes con la ecuacién de dispersion
de oxigeno disuelto en el agua, a través de los procesos de reaccién quimica entre
estas dos sustancias, generarda modelos para estudiar la incidencia de la mancha de
contaminante en el ecosistema hidrico.

» El estudio sobre los métodos de estabilizacién trabajados (SUPG y Galerkin sobre
lineas caracteristicas) permite el andlisis e investigacién alrededor de técnicas numéri-
cas para la solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales debido a la presencia
del término advectivo no lineal de velocidad, requieren el planteamiento de aproxima-
ciones estabilizadas.

= Kl desarrollo de formulaciones con elementos cuadrilateros de nueve nodos en el mo-
delo hidrodindmico, facilitard el estudio comparativo de formulaciones estabilizadas
con elementos de primer orden y formulaciones no estabilizadas con elementos de or-
den superior. Asi mismo se plantea el estudio de las formulaciones estabilizadas para
elementos de continuidad C?.
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