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Resumen x

El trabajo ha sido desarrollado en torno al estudio de modelos matematicos de los mem-
ristores y sistemas memristivos analogos, se presenta una revision de los articulos y textos
mas relevantes que han contribuido al desarrollo del tema desde que el profesor Chua pro-
puso el memristor como el cuarto elemento basico de circuitos en 1971, se analizan circuitos
que incluyen elementos no lineales tipo memristor. En el Capitulo 1 se realiza una revi-
sion de fuentes documentales, andlisis de las propiedades y presentacion de algunos modelos
matematicos de memristores y sistemas memristivos con aplicaciones, se muestra el diseno
de un circuito que permite emular el comportamiento de un memristor con el software libre
para soluciéon de circuitos LTspice, se simula el comportamiento del memristor de Hewlett
Packard con el software libre Netlogo. En el Capitulo 2 se presentan los desarrollos mas
destacados en la teoria de circuitos no lineales y se incluyen técnicas para la solucion de este
tipo de circuitos, se muestran algunos ejemplos usando métodos de linealizacién a trozos, el
balance arménico, la transformada diferencial de Taylor y el método de Newton Raphson
para solucionar sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales . En el Capitulo
3 se estudian las respuestas de circuitos que incluyen memristores utilizando las técnicas
estudiadas en el capitulo anterior, las simulaciones se realizan con el software libre Octave,
para las comprobaciones matematicas se utilizé el software libre Wxmaxima.

Palabras clave: memristor, sistemas memristivos, circuitos no lineales, analégos, simu-

lacion.
Abstract

The work has been developed around the study of mathematical models of the analogous
memristive systems, shown a review of the articles and books more relevant and that con-
tributed to the development of the subject since professor Chua proposed the memristors
as the fourth basic element of circuits in 1971, analyzing circuits that include memristor.
The Chapter 1 show the document sources, analysis of properties and presentation of some
mathematical models of memristors and memristive systems with applications, also present
the design a circuit with operational amplifiers and simulations in free software (Ltspice and
Netlogo), in Chapter 2 shows the most highlighted developments in the theory of nonli-
near circuits and included techniques for the solution of this type of circuits, we show some
examples using methods of Piecewise linear, armonic balance, Taylor’s differential transform,
and the Newton Raphson method to solve nonlinear ordinary differential equation systems,
the Chapter 3 studied the responses of circuits that include memristors using the studied
techniques in the last chapter, the simulations are realized with free software Octave and
Wxmaxima for the mathematical verifications.

Keywords: memristor, memristive systems, nonlinear circuits, analog, simulation.



Introduccion

En 1971 el profesor Leén Chua estudiando las relaciones entre los elementos basicos de
circuitos el resistor R, el inductor L y el capacitor C'y las variables fisicas fundamentales el
flujo magnético ¢, la carga eléctrica ¢, la tensién v y la corriente i, encuentra que no hay
ningun elemento basico de circuitos que relacione directamente el flujo y la carga eléctrica,
asi propuso la existencia del memristor el cual no puede construirse a partir de los otros
tres [1].

Memristor es una contracciéon de "memory-resistor” o resistencia con memoria, es decir una
resistencia que "recuerda”, que varia con el tiempo y de la cual es posible conocer su ltimo
estado de polarizacion, la corriente que ha circulado por él, la intensidad, el tiempo de
duracion y la tension aplicada.

Antes del memristor cuando un fenémeno particular presentaba comportamiento memristivo
se trataba de justificar de otra forma, actualmente la comprensiéon de éste tipo de compor-
tamientos precisamente permitira la construccién de nuevos disenos tecnolégicos y nuevas
formas de estudiar y hacer electronica, otro tipo de computadores, celulares, memorias, co-
municaciones y en general todo lo que involucre los dispositivos basicos y avanzados, es
posible que los alcances sean semejantes a la revolucion que produjo el transistor.

En 1976 Kang y Chua generalizan el concepto del memristor, establecen que un sistema
dindmico que tiene comportamiento memristivo se denominard un sistema memristivo [2],
presentan ejemplos como el termistor o algunos sistemas iénicos.

En 2008 el profesor Stanley Williams de los laboratorios Hewlett Packard utilizé un elemento
nanomeétrico formado por 1710, diéxido de Titanio y diéxido de Titanio al cual se le extrajeron
iones de oxigeno T'i0s_,, entre dos electrodos metélicos. Este dispositivo asi construido emula
el comportamiento del memristor propuesto por Chua, publican un articulo titulado ”The
missing memristor found” [3] en el cual se planteaba que el memristor habia sido encontrado!.
Cuando se aplica una tensién al nuevo elemento construido por H.P. éste se polariza, es decir
los iones en su interior se movilizan produciendo una modificacién de su estructura interna,
si la tensién se suprime, los iones no se pueden movilizar de regreso a su estado anterior,
es decir recuerdan el punto de operacion en el cual trabajo, esto significa que el memristor
asi construido tiene memoria.

Actualmente se estan haciendo investigaciones en diferentes campos relacionados con el te-
ma, por una parte se estd estudiando el funcionamiento del memristor y de los sistemas
memristivos, por otra se estan analizando nuevos materiales y modelos matematicos que
permitan utilizar de manera mas éptima los recursos y la energia en los equipos electrénicos
que utilicen ésta clase de dispositivos puesto que en teoria utilizaran menor energia, mayor
velocidad de procesamiento y la posibilidad de realizar operaciones légicas en su interior.
Cuando el computador disenado con memristores se apague y se vuelva a encender, el estado
en el que se encuentra aparecera como la tltima vez en el que se habia dejado.



XI

En otro sentido se trabaja realizando andlisis fisicos, quimicos y biolégicos [4-7], para la
utilizacion de nuevos materiales cuyo comportamiento sea memrsitivo. En general se hacen
simulaciones y se busca ajustar modelos a los memristores. Por otra parte en [8] se generaliza
el concepto de memristor a memcapacitor y meminductor, asi como a sistemas memristivos
generales. Se estd estudiando la posibilidad tanto tedrica como practica de construir dispo-
sitivos que se comporten de estas formas y sus posibles aplicaciones.
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1. Teoria del Memristor y Sistemas
Memristivos

Se presentan formalmente el memristor, los sistemas memristivos, sus modelos matemAiticos
y posibles aplicaciones. Se propone un circuito utilizando amplificadores operacionales que
emula el comportamiento de un memristor y se simula en el software libre LTspice, se disena
el memristor de Hewlett Packard -H.P- utilizando el software Netlogo.

1.1. El nuevo elemento: El memristor

Cada elemento basico de circuitos relaciona las variables eléctricas fundamentales de manera
directa, el resistor R relaciona la tension y la corriente, el inductor L el flujo ¢ y la corriente
i, el capacitor C' la tension v y la carga eléctrica g (ver apéndice A). El profesor Chua
analizando las relaciones basicas entre las cantidades circuitales establece que por simetria
de las relaciones entre las variables fisicas debe existir un elemento que relacione directamente
el flujo ¢ y la carga ¢ como en la figura (1-1) y el cual no puede ser construido con los otros
tres elementos basicos de circuitos ni sus combinaciones.

Es asi como propone la existencia de un nuevo elemento que relacione directamente estas
variables, el memristor como elemento basico de circuitos, no lineal, de dos terminales y
cuya curva caracteristica de tension contra corriente es un lazo de histéresis que se corta en
el origen cuando la entrada es periddica, lo que quiere decir que el dispositivo no consume
energia cuando las fuentes externas se suprimen [1], debe comportarse como una resistencia
variable, que "recuerda” lo que le ha ocurrido, la tensién y la corriente que han fluido a
través de él, razon por la cual se dird que dicha resistencia variable tiene memoria.

De manera que cualquier dispositivo que relacione funcionalmente la carga eléctrica y el flujo
magnético se denominard memristor ':

v = f(q) (1-1)
En el caso de la relacién funcional (1-1) se dird que el memristor es controlado por carga,

mientras que en el caso de la relacion funcional (1-2) se dird que el memristor es controlado
por flujo magnético.

LCuyo stmbolo se presenta en el circuito de figura 1.2(a)



2 1 Teoria del Memristor y Sistemas Memristivos

Resistor
v=R1
(S & )

S . X el =
C o ) n
T 2 = 6
2 o % [l
S | £ SO L EE

+ i - 0 ¢=f(q)

o i
JEING |

(a) Circuito memristivo (b) Circuito memristivo general (¢) Curva caracteristica

Figura 1-2.: Memristor General

De las relaciones circuitales conocidas, la tension es una funcién del flujo magnético asi v =

‘fl—f, al derivar implicitamente (1-1) teniendo en cuenta que cada una de las cantidades eléctri-

cas dependen del tiempo se tiene:

o(t) = (fz_f - df;(;)% (1-3)

De donde al reescribirla resultan las ecuaciones de estado del dispositivo definidas en [3]

v(t) = M(g)i (1.4)
dq
| = — 1-5
La pendiente de la curva en el punto de operacion esta dada por M (q) = dfd—(;) y se denomina

la memristancia del dispositivo y representa la resistencia en un punto de operacién P
particular, en el cual se esté operado el dispositivo como en la figura (1.2(c)). Las unidades
de la memristancia son los ohmios para conservar las unidades entre tensién y corriente en
la ecuacién (1-4).
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Las relaciones completas entre las cantidades eléctricas y los elementos bésicos de circuitos
incluyendo el memristor se muestran en la figura? (1-3). Tedricamente el dispositivo tiene
varias caracteristicas y propiedades las cuales se analizan y estudian a continuacién.

Resistor
v=R1
Ox O,
- B & 2 : —_
S . o> " e =
O 1 g
L . o C s
@ Py Sy =
®) &

A o |

®=Mq
Memristor

Figura 1-3.: Relacion entre las cantidades eléctricas completas

1.1.1. El memristor como elemento digital

El memristor se puede utilizar como una memoria digital tanto a nivel macro como a nivel
nanométrico [9-11,26]. A continuacién se muestra una breve descripcién del comportamiento
de un memristor como un elemento digital, en la figura 1.4(a) se muestra una curva que
relaciona el flujo ¢ y la carga ¢ linealizada por dos segmentos de recta. A medida que
la carga aumenta dentro del dispositivo el flujo aumenta y se pasa de un estado de baja
resistencia (pendiente mas pequenia) a un estado de mayor resistencia (pendiente mayor).
En la figura 1.4(b) se muestra como la memristancia que es la derivada de la curva 1.4(a)
a medida que la carga cambia hay un valor de carga 1C' en el cual se cambia el valor de su
memristancia, en éste caso pasa de un estado de 1€2 a un valor de 5(2, asi el memristor pasa
de un estado de memristancia inicial o cero logico a un valor de memristancia final o uno
l6gico quedando almacenado este valor dentro del dispositivo.

Operacion digital del memristor

Supongamos que al circuito de la figura 1.2(a) se le aplica un pulso de tensién de corta
duracién digamos At y de amplitud E como el que se ve en la figura 1.5(a) y en un punto de
operacién particular del dispositivo P figura 1.5(b), supongamos ademds que el memristor
tiene una carga inicial Qp pero sin flujo inicial ¢y = @(ty) = 0 figura 1.5(c). En la figura

2De manera similar se establece de la relacién funcional en la ecuacién (1-2) la memductancia que es
_ dg
W(p) = do
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(O M(q) g
Weber SZ
I
5
Estado de alta l
| resistencia 5 |
p— |
: Estado de baja |
h : resistencia 1 |
: » 5
q
Coulombs Coulombs

(a) Curva aproximada flujo ¢ vs carga (b) Curva caracteristica

q

Figura 1-4.: Curvas del memristor

1.4(b) se aprecia lo que ocurre en el memristor; el flujo inicial era cero antes de ¢ty momento
en el cual se aplica el pulso, por su puesto el flujo cambia de manera lineal pasando de (0, ¢o)
a (t+ At,¢p), donde pp = EA. El cambio que sufre el flujo se halla utilizando:

t

o(t) = g + / o(r)dr (1-6)
to
y A
v (0
A A,
o
i ¢,=EA
= 3 -
O bty +A t (psz A (P 0 t, A t

(a) Pulso pequefio de tensién (b) Curva g vs ¢ de un memris- (c) Respuesta del memristor

aplicado a un memristor tor
Figura 1-5.: Operacion del memristor como elemento digital

Integrando la figura 1.5(a) se obtiene la figura 1.5(c) la cual muestra que el dispositivo cambio
su flujo magnético de un estado inicial cero a un estado final pp en un intervalo de tiempo
At. Para concluir, cuando a un memristor se le aplica un pulso de tension de ancho A y
altura E el area bajo la curva serda pp = EA el cual sera el nuevo flujo del memristor.

Algo diferente sucede cuando se aplica una tensién sinusoidal al dispositivo, la curva carac-
teristica entre tension y corriente para un elemento memristivo es una lazo cerrado o curva
de histéresis como se aprecia en la Figura (1-6) en la cual se muestra el efecto de eliminar
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la tension del dispositivo obteniendo que v = 0 si y solo si @ = 0, "pinched hysteresis loop”
o curva de histéresis que se corta en el origen.

CURVA DE HISTERESISDEL MEMRISTOR
10

C‘JRVWEDESB J—
8

6 /
4

tension (v)
o

-10
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

corriente (i)

Figura 1-6.: Curva de histéresis caracteristica

A continuacién se presenta una revisioén de las propiedades tedricas de memristores y sistemas
memristivos [1,2], con lo cual se caracteriza un dispositivo o sistema cuyo comportamiento
sea memristivo.

1.1.2. Teoria de circuitos, Propiedades de los memristores

Se estudia el memristor como elemento andlogo [18], en general se dice que un memristor
es controlado por carga si la relacién h(p, q) = 0 se puede expresar como un funcién de ¢
en funcién de la carga, y se dird que es controlado por flujo si se puede expresar la carga g
como una funciéon del flujo .

La caida de tension en el memristor se expresa como:

o(t) = M(q(t))i(t)
q)

dip
M(q(t)) = ——= 1-7
) = & (1-7)
Donde M (q) se denomina la memristancia incremental, tiene unidades de resistencia (2
ohmios, y tiene el sentido presentado en las secciones anteriores. Por otra parte, un memristor
controlado por flujo se expresa como

it) = W(p))o()
dg()
w = — 1-8
() = (1-5)
Donde W (p) se denomina la memductancia incremental debido a que tiene unidades de
conductancia Siemens S.
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De la ecuacién (1-7) al hacer separacién de variables e integrar, se puede escribir:

—00

o) = [ it = [ artrya (1-9)

El valor de la memristancia incremental en cualquier instante de tiempo ¢y depende de la
integral de la tension que pasa por el memristor desde ¢ = —oo hasta t = t;. Asi mientras
que el memristor se comporta como un resistor comun en un instante dado de tiempo t,
su resistencia depende completamente de la historia de la tensiéon que ha sido aplicada.
De aqui la escogencia de su nombre porque recuerda la historia y trabaja en ese punto de
operacion es decir se comporta como una resistencia en un punto particular, pero a su vez
su resistencia depende de la operacién que haya tenido anteriormente de aqui su nombre
"memristor”, resistencia con memoria. Una vez se haya especificado un valor de tensién o de
corriente para el memristor, éste se comporta como un resistor lineal variable en el tiempo.
En el caso en que la curva ¢ — ¢ sea una linea recta se cumple que M(q) = R

Casi cualquier curva ¢ — ¢ puede ser sintetizada por redes activas, los siguientes teoremas
muestran la clase de memristores que se pueden construir en forma de dispositivos puros, es
decir sin fuentes internas [1],

TEOREMA 1 Criterio de pasividad: Un memristor caracterizado por una curva ¢ — q dife-
renciable es pasivo ° si y solo si su memristancia incremental M(q) > 0

TEOREMA 2 Teorema de clausura: Un uno-puerto* que contiene solo memristores es equi-
valente a un memristor.

TEOREMA 3 FEristencia y unicidad:
Cualquier red que contenga solo memristores con memristancia incremental positiva tiene
una unica solucion

1.2. Propiedades de los Sistemas Memristivos

A diferencia de los memristores, los sistemas memristivos pueden contener fuentes internas
[12]. Un sistema memristivo (1-10) es un sistema dindmico en el cual u denota la entrada del
sistema, y denota la salida y = denota el estado interno del sistema o variable de estado®.

T = f(z,u,t)
y=g(x,u,t)u (1-10)

3Se dice que un resistor es pasivo si y solo si su resistencia es no negativa, asi un resistor pasivo siempre
absorbe energia del circuito

4Recordemos que un puerto puede ser creado de un circuito utilizando dos cables a un par de nodos del
circuito, asi un uno puerto puede ser vista como una caja negra que tiene un par de terminales accesibles
desde afuera ( [37])

®Como lo establecen en [2]
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Para éste sistema dinamico, la salida y es igual al producto entre la entrada u y la funcién
escalar g, con lo que se tiene que a entrada cero, salida cero. Esta caracterfstica se evidencia
en la curva de Lissajous que siempre cruza por el origen. La funcién f: R” x & x B — R"
es una funcion vectorial n—dimensional.

Un sistema memristivo se dice controlado por corriente cuando:

= f(x,i,t) (1-11)
v = R(x,i,t)i (1-12)

Y controlado por tensién cuando [2]:

z = f(z,v,t)
i = G(z,v,t)v (1-13)

Donde v e 7 representan la tensiéon y la corriente respectivamente.
En ésta seccion se presentan las propiedades de los sistemas memristivos. Las pruebas se
pueden consultar en [2].

1. Propiedad 1. Criterio de pasividad.

Dado un sistema memristivo controlado por corriente e invariante en el tiempo y cuya
funcién de resistencia no lineal denotada por R(-) satisface la restriccion R(x,i) = 0
solo si @ = 0. El unipuerto se denomina pasivo si y solo si R(z,7) > 0, para cualquier
valor de corriente admisible i(t), para todo t > to, donde ¢ se escoge de tal forma que
x(tg) = x*, con z* el minimo estado de energia almacenada en el sistema.

2. Propiedad 2. Sin almacenamiento de energia eléctrica.

Si un sistema memristivo satisface la hipétesis de la propiedad 1, entonces la potencia
instantanea de entrada al unipuerto es siempre no negativa.

3. Propiedad 3. Caracteristica DC. Un sistema unipuerto memristivo controlado por co-
rriente e invariante en el tiempo operando en DC, es equivalente a un resistor no lineal
invariante en el tiempo controlado por corriente. Si f(z,I) = 0 tiene una tnica solu-
cion x = x(I) tal que para cada valor I € R, el punto de equilibrio es globalmente
asintéticamente estable®.

6Sistema estable (Lyapunov). El estado de equilibrio z. = 0 es estable en el sentido de Lyapunov, o
simplemente estable, si para cualquier escalar dado € > 0, existe un escalar d(tg, €) > 0 tal que ||zg|| < 4,
implica ||z(t)|| < €, para todo t > tg. Se dice que asintéticamente estable si es estable en el sentido
Lyapunov y ademads para cualquier tiempo ty y para cualquier estado inicial xy suficientemente cercano
al origen del espacio de estado, el estado x(t) tiende al origen en cuanto ¢ tiende a infinito. También, si
en éstas definiciones, el estado inicial zg no esta restringido a que dicho estado esté lo suficientemente
cerca del origen (o sea que se cumple cualquiera sea del estado inicial xy de que se parta), entonces se
dice que la estabilidad es global.
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4. Propiedad 4. Valores dobles en la figura de Lissajous.

Un sistema memristivo unipuerto controlado por corriente, en operacién periédica’ con
i(t) = I cos(wt) siempre produce un figura de Lissajous en el plano v — i, para cada
valor de corriente i € [—1, I] le corresponden a lo més dos valores distintos de tensién
v.

5. Propiedad 5. La figura de Lissajous es simétrica.

Si la funcién R(-) de un sistema unipuerto memristivo controlado por corriente es
tal que R(x,7) = R(x,—i) entonces la curva de Lissajous v — i correspondiente a la
entrada i(t) = Icos(wt) es abierta (es decir no se cierra el lazo) cuando el estado x(t)
es periédica con el mismo periodo de la entrada i(t) y es de media onda es simétrica.
Por otra parte, es simétrica impar con respecto al origen siempre que el estado x(t)
sea periddica del mismo periodo que el de i(t) y de cuarto de onda simétrica.

6. Propiedad 6. Linealizacion de la curva de histéresis.

Si un sistema memristivo unipuerto controlado por corriente tiene la forma (1-14),
de entrada-acotada estado-acotado estable®, entonces cuando se opera con una senal
periddica se degenera en un resistor lineal invariante en el tiempo a medida que la
frecuencia aumenta hacia el infinito.

Esto es debido a que la funcién f(x,7) se puede escribir como:

flz,i) = ap + Z exp(jkwt)ay (1-16)

k=—N

Donde N # 0 es un entero y «g, ax son n — tuplas de nimeros complejos, al integrar
la ecuacion (1-14) se obtiene:

exp(jkwt)ay — exp(jkwty)

2(t) =m0+ oot —to) + Y (1-17)

Pt Jkw

Dado que z(t) es periddica y acotada por la suposicién, entonces oy = 0, ademds como
w — 00, la variable de estado z(t) tiende a xy, la funciéon R(x) de la memristancia es
un valor fijo y la resistencia es lineal.

7Un unipuerto se dice que es de operacién periédica cuando su respuesta es periédica con el mismo periodo
que el de la entrada

8Un sistema dindmico como el (1-14) se dice que es entrada-acotada estado-acotado si para todo tq, para
todo estado inicial x¢ y para toda entrada acotada if;, , la trayectoria de estado x(-) es acotado.
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7. Caracteristica de pequena senal AC. Si un sistema unipuerto memristivo controlado por
corriente es globalmente asintéticamente estable para todas las entradas de corriente I,
entonces se puede construir un circuito equivalente cerca del punto de operacién DC.

Ejemplos de sistemas memristivos fueron propuestos en [2,13-17,19-22], a continuacién se
muestra uno de ellos:

Bl Ejemplo 1 El Termistor Es un semiconductor electronico o resistor térmico que pre-
senta grandes cambios en su resistencia a causa de cambios en la temperatura de su estruc-
tura?, la resistencia escrita como una funcién de la temperatura estd dada por [16]:

R(T) = R(Ty)exp [ﬂ (l - i)} (1-18)

T 1Ty
Donde R(T) y R(Ty) son las resistencias de potencia cero a la temperatura absoluta T y Ty
respectivamente, y 3 es una constante del material cuyos rangos estan entre 4000K y 5000 K
para la mayoria de materiales de termistores. Esto produce un coeficiente de temperatura de
resistencia de entre —3% y —5,7% por °K, la expresion para la tensién en el dispositivo se
escribe como:

1 1
v = Ry(Tp)exp {6 (? — To)] i = R(T)i (1-19)
La potencia instantdnea disipada por el termistor estd dada por:
. dr
p(t) =v(t)i(t) =0(T, —T) + C’E (1-20)

Donde C' es la capacidad calorifica y & es el coeficiente de disipacion el cual estd definido
como el cociente del cambio en la disipacion de potencia respecto al cambio en la tempe-
ratura del dispositivo, cuyo valor aprozimado es 1mW/K y T, es la temperatura ambiente.
Substituyendo (1-19) en (1-20) se obtiene:

ar o Ry(Tp) 1 1 9
—=—=T,-T)+ —= - — — 1-21
Veamos que en efecto el termistor es un sistema memristivo de primer orden controlado por

corriente, la variable de estado es x = T, la ecuacion (1-21) tiene la misma forma que la
ecuacion (1-11):

i = fl—f = %(Ta — )+ ROéTO)exp {ﬁ G - Tio)} 2 = f(x,i,t) (1-22)

Y la ecuacion (1-19) corresponde con la ecuacion (1-12)

9Su nombre proviene de las palabras ”resistor térmico” o termistor, estas resistencias son semiconducto-
res de ceramica, fabricados por sinterizaciéon de mezclas de 6xidos de metales de manganeso, niquel,
cobalto,cobre, hierro, uranio y otros.
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1 1

v = Ro(Tp)exp {5 (; - ﬁ)] i = R(x,i,t)i (1-23)

Al resolver las ecuaciones (1-22) y (1-23) se obtienen las figuras 1.7(a), 1.7(a), 1.7(a), 1.7(c)
y la conocida curva de histéresis en donde se evidencia que el sistema es memristivo 1.7(d).

1.3. Algunos Modelos Matematicos del memristor

El comportamiento memristivo ha estado presente en muchos elementos conocidos hace
bastante tiempo debido a que la memristancia representa las pérdidas en los sistemas [1,2,
13,23], sin embargo fue solo hasta 1971 en el que Chua trata de explicar algunos de estos
fenémenos. Es a partir de éste momento cuando se plantean varios modelos matematicos,
alguno de los cuales se presentan junto con sus analisis y caracteristicas mas importantes.

1.3.1. Modelo matematico de Hewlett-Packard

En 2008 Williamss construyé un dispositivo nanométrico de diéxido de titanio T70, y *°didxi-
do de titanio con vacancias de oxigeno Ti0s_,, entre dos electrodos metélicos, ver figura (1-
8), para hacer el andlisis fisico propuesto en [5]!! se supone que la longitud es D y el ancho
de la regién dopada es *2w,,, se observé que tenfa el mismo comportamiento del dispositivo
propuesto por Chua, al parecer ”El memristor perdido habia sido encontrado!” [3].
Internamente cuando la regién de dopaje cubre totalmente el dispositivo con una alta concen-
tracién de dopantes!'? la resistencia se disminuye considerablemente y el valor de resistencia
del memristor se define como R,, el dispositivo puede conducir facilmente la corriente, por
otra parte, cuando los dopantes se concentran y hay mucha resistencia, el estado del dispo-
sitivo es R,ss y la conduccién de corriente es mucho menor, ver figura (1-9). Entonces es
posible que el memristor tome valores de resistencia entre estos dos valores R,, < R < R,s¢
y funcione como una resistencia variable analoga cuya utilizacion tiene la posibilidad de
tomar “todos” los valores posibles en el intervalo “= € [0, 1] esto permitiria la computacién
analogica hasta ahora inexplorada.

Inicialmente tendra su maxima resistencia o su valor mas grande, pero cuando el dispositivo
se polariza los iones se mueven de sus lugares originales!* y se desplazan de acuerdo con la
intensidad del voltaje, la resistencia entonces va disminuyendo hasta tener su valor minimo.
Si en algiin momento del proceso la tension aplicada se elimina, los iones se detendran
y el dispositivo "recordard” el estado en el cual estaba antes de eliminar la energia. El

10Se han extraido por algiin método iones de oxigeno eliminando z iones

" Ain cuando se siguen realizando estudios respecto a otros materiales cuyos comportamientos sean mem-
ristivos como por ejemplo la sangre [7], [6].

12Se supone que este ancho serd siempre positivo

Bpueden ser iones positivos o negativos

14En el caso de los semiconductores los que se mueven son los electrones tinicamente
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+ [ H_—

Figura 1-8.: Construcciéon de un memristor a nivel nanométrico entre catodos de platino y

una capa aislante de 7205 y una capa dopada con vacancias de oxigeno 79Os_,

-/

Figura 1-9.: Estados del memristor R, Ro¢f

dispositivo asi disenado satisface que cuando v = 0, la ¢ = 0, y tiene memoria pues su estado
dependera de la intensidad y tiempo que haya durado la aplicacion del voltaje.

Parametros del modelo

En la ecuacién (1-4), la carga ¢ representa la variable de estado del dispositivo que correspon-
de justamente a la carga o dopaje interno y M es una resistencia generalizada o memristancia
que depende de la configuracién o estado interno del dispositivo.

La memristancia se definié en la seccién (1.1) por M(q) = dy(q)/dq y se puede expresar en
funcion del pardmetro w,, como:

w w
M(wn) = 2Ry + (1= S2) R, 1-24
(W) = —5Ron + 5 ) Rorr (1-24)
Al definir AR = Ry5f — Ron = Rosy, representa el cambio de resistencia que el dispositivo
tendra. Cuando se aplica una tensién, v(t) = M(q(t))i(t) = M (w,,(t))i(t). La frontera entre

la region dopada y la regién no dopada en presencia de una tensién, se movera en funcion
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del tiempo con lo cual la variacion del ancho de la region dopada se puede expresar de la
siguiente forma [55]:

dw,, (t R, .
dt( ) _op = n“DD i(t) (1-25)

Donde 1 = +1 representa la polaridad del memristor segiin sea que al aplicar la tension la
regién dopada se extienda o se contraiga, up es la movilidad i6nica y es de aproximadamente
del orden de 107'%m?/V.s. Integrando la ecuacién (1-25) se obtiene

Wi (t) = wmo +1Dq(t)/Qo (1-26)

El valor Qo = D?/upR,, representa la cantidad de carga que debe moverse a través del
memristor para que la frontera se mueva una distancia D, y w,,q representa el ancho inicial
de la regién dopada. Reemplazando este resultado en la ecuacién (1-24) obtenemos

M(q) = R, — nARq/Qo (1-27)

Donde se definio el valor Ry el cual representa la resistencia inicial del memristor

Wmo Wmo
Ro=2Y"p <1 _ —) R, 1-28
0=—7 + o) rf (1-28)

La ecuacion que se resolvera para determinar la tension en el memristor es

ARq\ d
o) = M@t = (R~ "5 ) (129
Sujeta a la condicién inicial ¢(0) = 0, obteniendo [55]
_ QoR, 2AR
o0 = L1 \/1 gl (1-30)
it - v(t) 1 _ v(t) (1-31)

R, \/1—2nARG(1)/QoR2  M(t)

A continuacién se muestran los resultados de las simulaciones realizadas en Octave (Ver
programas en el Apéndice B)

En la gréafica (1.10(a)) se muestra la sefial que se aplicé en la simulacién cuya amplitud fue
de 1x 107V, con una frecuencia de f = 0,8 Hz, por una parte se presentan las gréficas de las
ecuaciones (1-30) (Solucién exacta) y por otra parte se resolvid la ecuacién (1-29) utilizando
métodos numeéricos. Los resultados son exactamente iguales.

La gréfica de la carga se muestra en (1.10(d)) y la de memristancia en (1.10(c)). En ésta
ultima es interesante observar que la memristancia varfa (en esta simulacién) entre aproxima-
damente los 80k€) y los 180k(2 lo que quiere decir que los valores de resistencia son bastante
altos y pueden llegar a ser apropiados para el uso en componentes electrénicos nanométricos.
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El comportamiento més importante se observa en la gréfica (1.10(e)), en la cual se muestra
que el memristor no consume energia cuando se suprimen las fuentes externas, es decir la
potencia del dispositivo p = 0 cuando no se le aplica ninguna tension. Esta "propiedad” del
dispositivo es lo que permitira el diseno de equipos electrénicos con bajo consumo de po-
tencia y por otra parte se pretende que la informacién almacenada alli cuando se prenda un
computador por ejemplo, se restablezca tal y como se habia dejado en su ultima utilizacion,
como se menciond anteriormente, esto se puede explicar debido a que cuando el memristor
se polariza, la estructura interna del memristor se modifica es decir se hacen cambios es-
tructurales del material. Cuando la tensién se suprime la estructura no puede cambiar a su
estado anterior "recordando” lo que le habia sucedido puesto que mantiene ese estado hasta
que una nueva polarizacién ocurra. Este es el principio que se esta estudiando actualmente
para los arreglos de memorias que se construiran con resistencias, las llamadas RRAM.

Analisis de la curva de flujo
Utilizando la ecuacién (1-27) M(q) = Ro — nARq/Qo, y dado que M(q) = 22 se tiene

dq
integrando que ¢ = [ M(q)dg de donde se obtiene que para el caso propuesto por Williamss,
el flujo en el memristor esta dado por ¢ = Roq — %%é cuya grafica se presenta en 1.10(f)

1.3.2. Modelo no lineal

En [23-25] se presentan analisis en el que se resalta que el modelo lineal tiene varias simpli-
ficaciones importantes desde el punto de vista de la electrodinamica. En primer lugar, cuan-
do se aplican pequenas tensiones al dispositivo nanométrico se producen campos eléctricos
grandes; Asi la posicién de la frontera idénica se movera de una manera no lineal. Ademas
McDonald resalta el hecho de que la frontera w,, podria en realidad nunca ser de longitud
cero pues esto indicaria que fisicamente no existen vacancias de oxigeno que son la carac-
teristica del memristor. De otra parte, el dispositivo completo podria potencialmente estar
dopado con vacancias de oxigeno. Al modelar el cambio de estado como una masa sujeta a
un resorte, la velocidad de deriva de la frontera iénica, vp, podria ser mayor en el centro del
dispositivo y reducirse fuertemente cuando se aproxime a las fronteras (w,, = 0 6 w,, = D).
El modelo lo presentan en la ecuacion (1-25):

dwm - ,U/DRon
i D

W

i(t) F(—) (1-32)

Up =

La funcién F(“%*) puede tener su valor mas grande en el centro, digamos (w,,/D = 0,5) y
ser cero en las fronteras es decir w,, = 0y w,, = D, en [55] define que la funcién puede estar
definida por:

Wyn, 2p
F=1- (27 - 1) (1-33)
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Donde p es un entero positivo. Las gréficas de varias funciones F), se muestran en la figura (1-
11), en las cuales se observa que para diferentes valores de p la curva se va ”achatando” més
alrededor de w,,/D = 0,5 lo que quiere decir que cuando se esté polarizando el dispositivo
en el centro luego de un tiempo el movimiento de los iones se disminuye notablemente.

FUNCION NO LINEAL DEL MEMRISTOR

F(w/D)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
w/D

Figura 1-11.: Gréfica para simular la no linealidad interna del memristor

Funcionamiento interno

En [5] se propone que "El comportamiento memristivo del dispositivo propuesto por Wi-
lliams en [3] estd basado en el acople entre los grados de libertad del transporte atémico
(ej: las vacancias de oxigeno actian como dopantes méviles que definen el estado interno del
dispositivo) y de electrones”. La corriente electrénica fluye a través del dispositivo dindmi-
camente cambiando su estado interno, el cual a su vez, influencia el transporte de electrones
en una forma no lineal.

El transporte iénico se basa en las caracteristicas microscopicas del sistema las cuales en
general son dificiles de controlar, especialmente a nivel nanométrico. Por ésta razon es que
se utiliza una funciéon con diferentes grados de libertad que simulen el comportamiento
memristivo deseado.

En [4] se muestra que tales grados de libertad se deben al spin del electrén y muestran que el
comportamiento memristivo es comun en una amplia clase de dispositivos semiconductores
espintronicos, ademas de explicar el proceso fisico del funcionamiento de la memorizacién en
un memristor desde el punto de vista de ”crossbar” o barras cruzadas de memristores usados
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como switches o como almacenamiento de memoria digital.

1.3.3. Otros modelos matematicos

En varios articulos [1, 13| se proponen otros modelos matemdticos para el memristor, se
muestra la revision de las ecuaciones y de los comportamientos que tienen, el resto del
trabajo utilizaremos uno de los memristores que aqi se propone M(q) = 1 + ¢*

Memristor Polindmico

Hasta ahora es claro que las ecuaciones de estado de los memristores se pueden escribir como:
Ley de Ohm'®

v = R(z)i (1-34)
Y su ecuacion de estado interna

de .

dt

De manera més general los sistemas memristivos permiten escribir las ecuaciones anteriores
como

Ley de Ohm

v = R(x,i)i (1-36)

Y su ecuacién de estado interna

dx
— = f(x,1 1-37
X = i) (1-37)
Donde R(x,0) # oo para asegurar que se satisfaga la condicién que v = 0 si y solo si i = 0,
ademds x = (x1, o9, ..., x,) denota el vector con n variables internas de estado 1, xs, ... zp,.
Conservando la relacion v = R(x)i es posible escribir una expresién para la variable de estado
x como una familia generadora de memristores asi:

d 5™ ¢
d_f = a1 + apx® 4 -+ apx™ + byi + byi® 4 -+ + by i™ + Z cjpa’it (1-38)
k=1

Asignando valores numéricos a las constantes se genera una gran familia de memristores
distintos, originados todos ellos a partir de (1-34) y (1-35).

152 puede representar la carga
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Seleccionando un memristor

Como en [13] tomemos un caso particular en el cual la variable de estado es x =¢, by =1y
el resto de coeficientes son cero. al aplicar una senal senoidal i(t) = Acos(wt) para t > 0 se

tiene que

dg .

B 1-39
il (1-39)

Ademads supongamos que ¢(q) estd definida como:

1
ole) = q+ 34" (1-40)
de donde se tiene que la memristancia esta dada por:
M(q) = LAC/ N ¢ (1-41)

dq

La carga ¢(t) es la integral de [0,¢] de la corriente de manera que:

q(t) :/0 i(T)dr :/o Acos(wT)dr = ésen(wt) (1-42)

w
Al reemplazar (1-42) en (1-40) se obtiene que el flujo estd dado por:

_ Asen(wt)

o(t) = ——~ (1 + ﬁ—jsen%wt)) (1-43)

w
Para obtener la tension se hace la derivada v = Cfl—f y se obtiene:

o(t) = cos (tw) A (3 sz}r; (tw)? A2 + w?) (1.44)

1.4. Emulacidon del memristor utilizando circuitos
electrdnicos

Actualmente es bastante amplia la gama de disenios que emulan el comportamiento del
memristor [27-36], es interesante analizar algunos emuladores que se han diseniado con el
animo de estudiar el comportamiento memristivo usando simuladores como SPICE,PSPICE
o LTSPICE, el circuito que aqui se disenio estda basado en estas propuestas de memristor
y se puede apreciar en la figura (1-12) en el cual se utilizé el software gratuito LTSpice,
empleado para la simulacién de circuitos eléctricos y electrénicos.

La senial de entrada es una tensién Vj,(t) = Asen(2 x 7 ft), se utiliz6 en este caso A = 1,
f = 60Hz es la frecuencia en Hertz de la senal de entrada. En la figura (1-13) se puede
apreciar la curva caracteristica del memristor que se produce al graficar la corriente (canal
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aneeot_______________________________________WEN

ﬁﬁﬁﬁﬁltrn00;02f00.0-1ﬁﬁﬁIZIYTZZZIZI el R D e e B el

Figura 1-12.: Circuito emulador del memristor

{# memristor01

Figura 1-13.: Curva caracteristica del memristor

A) contra la tensién producida en el integrador (canal B), como lo plantea Chua [13] si la
curva v vs i se corta en (0,0) cuando la senal de entrada es periddica el dispositivo es un
memristor.

Las curvas de tension aplicada y corriente se pueden apreciar en la figura (1-14):

Como se puede apreciar se hizo el montaje tedrico y experimental y se obtuvo la curva de
histéresis, lo que garantiza que es un memristor.
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0.0mY+

-0.5mV-

-1.0mVY-

-1.5mV+

-2.0mV-

I I
Bms 10ms

Figura 1-15.: Curva caracteristica del memristor en el osciloscopio

1.5. Netlogo

Un software que permite la emulacion del memristor se llama Netlogo, en el cual se si-
muld el memristor de Hewlett Packard, se obtuvieron los siguientes resultados al realizar la
simulacion:

En la grafica (1-16) se observa que cuando la tension se aplica al dispositivo propuesto por
H.P., la corriente empieza a circular, ésta corriente tiene dos componentes que corresponden
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G2 stz |

omega 3.24

|
anchodopaje [i}
’rﬂgﬁ |apiz

Senal de Entrada CORRIENTE

i 1.0E-7

Tension

num-ignes 100
2 -1.0E-7
0 tiempa 159 9

146

Iniciar
:

Histeresis
1.0E-7

Corriente (i)

Tensian (v) 1

Figura 1-16.: Simulacién del memristor en Netlogo

con la corriente electrénica y la corriente ionica, por tal razon la corriente sufre una defor-
macién respecto a la senal de entrada, al graficar tension v vs corriente 7, se muestra que el
dispositivo es un memristor pues se corta y a entrada cero, salida cero.

El cédigo es el siguiente:

;Definicion general de los iones
i»;breed [iones ion] ;Son los iones

globals [

vO

r0

D

Ron
Roff
muv
beta

to configurar

ca
set vO 1.0
set D 1.0E-8

set Ron 2.0E3
set Roff 160.0E3
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set muv 1.0E-14

set beta (D * D) / muv

set r Roff / Ron

set rO anchodopaje / D * 1.0E-6 + ( 1 - anchodopaje / D) * 2.0E-5
set-default-shape turtles '"circle" ;Da forma a las tortugas

borde ;Crea el borde
crt num-iones ;Crea la cantidad de iones
[aleatorios]

reset-ticks
end
to Adelantar
tick
if (lapiz = true ) [ask turtles [pd]]
ifelse (vO * sin(omega * ticks) >= 0) [
ask turtles [set heading 90 rebotar fd 0.1 ]
1L
ask turtles [set heading 270 rebotar fd 0.1 1]
]
end
to borde ;Formato del borde

ask patches with [abs pxcor = max-pxcor]
[set pcolor green]

ask patches with [abs pycor = max-pycor]
[set pcolor green]
end
to aleatorios
set color blue
setxy random-xcor random-ycor
while [xcor > anchodopaje] [setxy random-xcor random-ycor]
if pcolor = green
[aleatorios]
end
to rebotar

if abs[pxcor] of patch-ahead 0.1 = max-pxcor

[set heading (- heading)]

if abs[pycor] of patch-ahead 0.1 = max-pycor
[set heading (180 - heading)]
end
to grafica
set-current-plot "Histeresis"
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;; definimos el rango del eje y entre 0 y 3
set-plot-y-range -1.5E-6 1.5E-6
set-plot-x-range -1.5E-6 1.5E-6
;set-  current-plot "Histeresis"
;plotxy (vO * sin(omega * ticks))/(1.05E-5 *
sqrt(abs (1 + 3.45E8 * v0 * cos(omega * ticks)) / omega))vO
*sin(omega * ticks)
;set-current-plot-pen "comparacion"
plotxy (vO * sin(omega * ticks)) vO * sin(omega * ticks)
/ (Ron * (r * r + 2.0 * vO * (r - 1.0) * cos(omega * ticks)
/(beta * omega) "~ 0.5));
end

El software permite explorar las opciones de movimiento que muestren el comportamiento

del memristor.



2. Circuitos No lineales

Debido a que el memristor es un elemento no lineal y se incluira en circuitos en el proximo
capitulo, se hace necesaria la presentaciéon de una revision de circuitos no-lineales, teoria
y ejemplos, lo cual se hace desde la perspectiva presentada en [37,38], se muestra una
recopilaciéon de los conceptos y técnicas mas relevantes a la hora de analizar los circuitos y
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y no-lineales.

2.1. Elementos y circuitos no lineales

El andlisis de circuitos busca determinar la soluciones (tensiones y corrientes) que se obtienen
cuando se conectan diversos elementos, es posible que el circuito no tenga solucién, tenga
Unica o infinitas soluciones. En la actualidad los sistemas de computo permiten resolver
diversos circuitos cada vez mas complejos y con elementos no lineales cuyos andlisis en
general no son tan simples y en la mayoria de los casos es necesario hacer aproximaciones
numéricas para resolverlos.

Un elemento de circuitos se denomina elemento lineal si su relacion algebraica entre tensién
y corriente instantaneas es lineal, si esto no ocurre se dice que el elemento es no-lineal. Un
circuito se denomina circuito lineal si contiene elementos lineales y fuentes independientes
de tension o corriente, las cuales son consideradas en general como entradas de los circuitos
y las soluciones son consideradas como las respuestas a estas entradas. Se dird que todo
circuito que no cumple la condicién de linealidad es un circuito no-lineal.

A continuacion se muestran algunos elementos no lineales:

El diodo: Un elemento muy utilizado dentro de la teoria de circuitos es el diodo ideal, el
cual se puede considerar como un resistor no lineal cuya curva caracteristica en el plano v —i
se puede ver en la figura (2-1) la cual estd constituida por dos lineas rectas asi, si la tensién
Vp < 0 la corriente Ip = 0, si la tensiéon Vp = 0 la corriente Ip — oo, esto es:

Rp = {(VD,[D)ZVDID =0, Ip=0 para Vp < O, y Vb :O, para Ip > 0}

Lo cual quiere decir que cuando el diodo se polariza de manera inversa el circuito se abre y
no circula ninguna corriente, mientras que cuando el diodo se polariza de manera directa,
hay flujo de corriente. La potencia consumida por un diodo ideal es idénticamente cero en
cualquier instante de tiempo.
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Figura 2-1.: Diodo ideal

Diodo juntura pn: Es un diodo cuya relacion entre v — i se puede apreciar en la figura
(2-2) y esta dada por,

i =1, [exp (V%) - 1} (2-1)

Donde I, es una constante en microamperios y representa la corriente inversa de saturacion
es decir la corriente que conduce el diodo cuando esta polarizado con un gran voltaje inverso.
El voltaje Vi = % se denomina el voltaje térmico, donde ¢ es la carga del electrén y £ la
constante de Boltzman, T la temperatura en grados Kelvin. En la ecuacién (2-1) se puede
apreciar que la relacion entre la tension y la corriente es una funcion no lineal, esto significa
que para cualquier voltaje dado la corriente es unica. Cualquier resistor no lineal que tiene
ésta propiedad se denomina resistor no lineal controlado por tension.

Figura 2-2.: Diodo Juntura-pn

En conclusién, un elemento de circuitos no-lineal relaciona las variables a través de funciones
no lineales, lo cual introduce armoénicos cuando se incluyen en los circuitos. La soluciéon de
este tipo de circuitos en general no se pueden hacer de forma analitica debido a que las
ecuaciones que resultan son ecuaciones no lineales, asi que es necesario recurrir a otras
técnicas para resolverlos.
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Bl Ejemplo 2 Clircuito no lineal: En la figura (2-8) se muestra una fuente de tension F,
una resistencia R y un diodo D no ideal cuya relacion entre tension y corriente esta dada por
la ecuacion (2-2) y cuya curva caracteristica se puede apreciar en la figura (2-4a). Debido
a que el circuito contiene un elemento no lineal que es el diodo, el circuito se denomina
circuito no lineal.

Ip = Ig(e"?/Vrn — 1) (2-2)

FEscribimos la ' LCK para el nodo de voltaje conocido:

E—-Vp

R =1Ip (2'3)

Al reemplazar la ecuacion (2-2) en la ecuacion (2-3) se obtiene:

-V

= Ig(e"?/Vrn — 1) =0 (2-4)

Esta ecuacion debe ser resuelta por métodos numéricos o aproximativos.

lo

F *I'WVL
R
+
+
© “
4

Figura 2-3.: Circuito no lineal

Para estudiar con mayor profundidad la solucién de éste tipo de ecuaciones puede remitirse
al libro de Burden [39].

2.2. Método: Linealizacion a trozos

El método " Piecewise linear”? consiste en transformar una funcién no lineal en varias funcio-
nes lineales y luego utilizar las bien conocidas técnicas para solucion de circuitos lineales. Al
utilizar una aproximacién se cometen errores al resolver los circuitos, lo cuales se minimizan

ILey de corrientes de Kirchoff
2La traduccién es como linealizacién a trozos, por secciones o por partes
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dependiendo de la fineza en la linealizacién inicial. Un estudio amplio del método se presenta
en [40-42], ejemplos relacionados con el método se pueden encontrar en [43-46].

En la seccién (2.1) se presenté un diodo ideal y uno real, en la figura (2-4) en a) se muestra
una curva tipica de un diodo real, en la b) se muestra una curva aproximada o de diodo ideal
caracterizada por dos rectas, una linealizacién a trozos de la curva:

Rp = {(VD;[D):VD[D =0, Ip=0 para Vp < 0, y Vp = O, para Ip > 0}

'y

)

corto circuito

P
0 - /l/(ﬂ

circuito abierto

Vb

al b}

Figura 2-4.: Linealizacién de la curva del diodo real

Al analizar el circuito no-lineal de la figura (2-3) utilizando la linealizacién propuesta para
el diodo real se separan cada una de las secciones en el circuito y se utilizando las técnicas de
circuitos lineales obtenemos las soluciones correspondientes, finalmente el circuito no lineal
se ha resuelto de manera aproximada.

1. Cuando el diodo esta polarizado en el sentido de la corriente, su estado es ON, es decir
corto circuito como en la figura 2.5(a). En este caso la corriente

Ih=1 (2-5)

y la tensién en la resistencia es
Va=RIp=E (2-6)

2. Cuando el diodo esta polarizado en el sentido contrario al de la corriente, su estado es
OFF, es decir es un circuito abierto como en la figura 2.5(b) se tiene que

Ip =0 (2-7)
y asi

Vi=0 (2-8)
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-4

(b) Diodo en circuito abierto OFF

Figura 2-5.: Comportamiento del diodo ideal

Se pude apreciar que hay circuitos no-lineales para los cuales se pueden aplicar algunas técni-
cas sencillas para resolverlos, sin embargo en su mayoria, los circuitos no-lineales requieren
técnicas mas avanzadas para aproximar la solucién.

2.3. Método de balance armodnico

Muchos sistemas fisicos no lineales pueden ser representados por una conexién realimentada
con un elemento lineal y otro no lineal, como se muestra en la figura (2-6), en [47-50] se
analiza el método del balance armoénico para este tipo de sistemas, aqui se presenta un
resumen del método, en el Capitulo 3 se aplica para un memristor particular siguiendo el
andlisis presentado en [49].

Supongamos que G(s) es una funcién de transferencia racional estrictamente propia y v
representa la no-linealidad sin memoria invariante en el tiempo, ademas en principio la
entrada es v(t) = 0 y se estudia la existencia de soluciones periédicas cuando las entradas
son periddicas. Una solucion periddica satisface que y(t) = y(t + T') para todo t, y T = 27”
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Figura 2-6.: Feedback de un sistema fisico no lineal

donde w es la frecuencia de oscilacion. El método del balance armoénico pretende representar
la solucién del sistema por una serie compleja de Fourier truncada y buscar una frecuencia
de oscilaciéon w y unos coeficientes que satisfagan la ecuaciéon del sistema. Supongamos que
y(t) se puede representar como una serie de Fourier compleja de la siguiente forma:

Donde j = v/—1 es la unidad imaginaria, a; son los coeficientes de la serie y 3a, = dy.
Dado que v (-) representa la no-linealidad invariante en el tiempo, ¥ (y(t)) es periédica con
la misma frecuencia de y asi:

Vy(t) = Y cxeap(jkwt)

Donde cada coeficiente complejo ¢ es una funcién de los coeficientes a;. Para que y(t) sea
solucién del sistema realimentado debe satisfacer la ecuacién diferencial:

d(p)y(t) +n(p)y(y(t)) =0

donde p es el operador diferencial p(-) = d(-)/dt y n(s) y d(s) son el numerador y el deno-
minador de la funcién racional G(s). Ademads se cumple:

d
pexp(jwt) = Eemp(jk:wt) = jkwexp(jkwt)

Se tiene que,

o0

d(p) Z agexp(jkwt) = Z d(jkw)agexp(jkwt)

k=—o00 k=—00

3ay, es el conjugado del coeficiente ay
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y

o0

n(p) Z crexp(jhwt) = Z n(jkw)cgexp(jkwt) (2-9)

k=—o00 k=—o00

Substituyendo estas expresiones en la ecuacién diferencial se tiene,

o

Z [d(jkw)ar + n(jkw)cilexp(jkwt) =0 (2-10)

k=—o00

Debido a la ortogonalidad de las funciones exp(jkwt) para diferentes valores de k, encontra-
mos que los coeficientes de Fourier deben satisfacer,

G(]k’w)ck +a,=0 (2—11)

para todo entero k. Debido a que G(jkw) = G(—jkw), ar = a_p y ¢, = ¢_x basta con
encontrar valores para k > 0. La ecuacién (2-11) es una ecuacién de infinitas dimensiones
y puede ser muy dificil de resolver, razén por la cual es necesario buscar una ecuacién de
dimensiones finitas que aproxime a (2-11). Supongamos que es posible hallar un valor de ¢
tal que para todo k > ¢, |G(jkw)| es lo bastante pequeno como para reemplazar G(jkw) por
0 y consecuentemente aj también. Esta suposicién reduce la ecuacién (2-11) a un problema
de dimension finita:

G(jkw)éy + a, = 0 (2-12)
Donde los acentos en la ecuacién (2-12) solamente enfatizan que esta solucién corresponde
con una aproximacién de (2-11). Supongamos que se resolverd el problema cuando ¢ = 1
resultando el sistema:

0 (2-13)
G(jw)61<d0, &1) + dl =0 (2—14)
Note que se definen dos ecuaciones una real (2-13) y otra compleja (2-14) con dos valores
reales desconocidos que son w y ag y un valor complejo desconocido a;. Escogiendo apropia-

damente que el primer arménico de y(t) sea asenwt con a > 0 se encuentra que a; = % lo
que permite reescribir las ecuaciones (2-13) y (2-14) como:

G(0)é (ao,%>+ao = 0 (2-15)
~ a a

G(Gjw)er (ao, = )+~ = 0 2-16
Grer (03 ) + 5 (2-16)

Debido a que (2-15) no depende de w, puede ser resuelta para ag como una funcién de a. Si
ademds 1(+) es una funcién impar, esto es:
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Entonces los coeficientes ag = ¢o = 0 debido a que,

27w

d Y (ao + asenwt)dt

é(]:—
2m Jo

Se puede escribir (2-16) como:

. a a
w)er (0, — ) ¢ &= 21
G(jw)éy <O, 2j> + 2 0 (2-17)

de donde se obtiene que,

w/w
¢1(0,a/27) = —jE/ Y(asenwt)senwtdt
T Jo

Resultando entonces la definicién de ¥(a) como:

~ 94 2 w/m
U(a) = % = ﬁ/() Y (asenwt)senwtdt (2-18)

asi que (2-17) se puede reescribir como,
G(jw)¥(a)+1=0 (2-19)

La ecuacion (2-19) es conocida como la ecuacidn de balance armdnico de primer orden o
simplemente ecuacidn de balance armdnico. La funcién W(a) definida en (2-18) se denomina
la funcion descriptiva de la no-linealidad . En general se planted que la funcién puede ser
compleja y dependiente de w y a, pero se utilizaran solamente funciones impares, invariantes
en el tiempo, y no-linealidades sin memoria que produzcan funciones W(a) reales y que
dependan solamente de a asi:
2 [T :
U(a)=— [ (asenb)sinfdd (2-20)

Ta J,

En el Capitulo 3 en la seccién (3.2) se hard un ejemplo de la técnica descrita incluyendo
memristores.

2.4. Soluciones Numéricas

Los circuitos no lineales en general se modelan a través de sistemas de funciones no lineales,
algunas formas de solucién de estos sistemas se muestran en ésta seccion.
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2.4.1. Analisis usando transformada de Taylor

Una de las técnicas empleadas para la solucion de ecuaciones diferenciales no lineales es
conocida como la Transformada Diferencial de Taylor (TDT), aunque el método tiene
bastantes deficiencias a la hora de la convergencia, se presenta una revisiéon de la teoria de
la transformada [51-53], en el préximo capitulo se utiliza para resolver el circuito MRLC.

Taylor aproximé una funcion analitica de acuerdo con:

ot) = 30 T gy (221)

k!
k=0

Donde ¢, representa el punto alrededor del cual se desarrolla la serie de la funcién z(t), y
2®) (1) = drx
dtk

0
En particular cuando ¢ty = 0 la serie se denomina serie de Mclaurin y se presenta como:

representa la derivada k—ésima de la funcién evaluada en el punto ¢ = ;.

(2-22)

o k!

En [51,52] se propone el uso de la técnica que permite analizar circuitos no lineales y es
conocida como la Transformada Diferencial de Taylor (TDT); consiste en tomar de (2-21)
la transformacion de una funcién original con argumento continuo, por ejemplo el tiempo,
en una funcién imagen con argumento discreto, los coeficientes resultantes se llamaran de la
misma forma, discretos.

La transformacién se escribe como

- 220

Con transformada inversa dada por

() = i (%)k X (k) (2-24)

k=0

La ecuacién (2-23) es la transformacién directa de la funcién z(t) € R™ como una funcién
continua en el tiempo ¢ € [0, H] y su respectiva transformacién X (k) € R™ como una funcién
de argumento discreto k = 0,1,...,00. La ecuacién (2-24) es la transformacion inversa X (k)
en z(t); H es un coeficiente normalizado.

Al darle valores en la ecuacién (2-23) k = 0, 1,2, 3 en X (k) se obtienen argumentos especificos
k € N™ son llamados valores discretos asi por ejemplo con k£ = 0 se obtiene:

X(0) = ];—,0 [;—;x(t)] - 2(0) (2-25)
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Si la variable independiente representa el tiempo entonces la variable dependiente representa
la posicién de un objeto, x(0) corresponde a la posicién inicial del objeto. Por otra parte
para k =1 se tiene X(1):

X(1) = % {%x(t)} = Hi(0) (2-26)

El cual representa la velocidad inicial del objeto. Por otra parte para k = 2 se tiene X (2) es
el segundo discreto dado por:

H? [ d? H?
— | —=z(t = —x(0 2-27
5 o) - 5o (227)
Este representa la aceleracion inicial del objeto. Asi sucesivamente se pueden determinar los
otros valores. De la ecuacion (2-23) se sigue que la funcién x(t) y sus derivadas en el punto
t = 0 en la forma del operador seran transformadas en el espectro diferencial discreto. A su
vez, lo discreto permite reescribir la funcién z(¢) en su forma extendida de la serie de Taylor.

W Ejemplo 3 : La Transformada Diferencial de Taylor de la funcion x(t) = e, alrededor
det = 0.
La funcion imagen para ésta funcion es:
HE [de ] (H)P . (=H)
Ak =T [ dt* ] R el P e (2-28)

Donde se ha reemplazado la variable t por la variable H que representa el tiempo discreto.

Por tal razén, la funcidn discreta X (k), que representan la funcidn exponencial e, tiene
coeficientes X(0) =1, X(1) = —H, X(2) = H?/2!, X(3) = —H?3/3!, etc.
k

Conociendo su representacion discreta X (k) = _g) al reemplazar en la (2-24) se obtiene:

00 k 00 k

Z t t\" (—H)*

k=0 k=0

t2
— 1—t+§+...:e—t (2-29)

Que es efectivamente el desarrollo en serie de Taylor de la funcidn x(t) = e™*.

Entonces si un circuito lineal o no lineal puede ser analizado utilizando una serie de Taylor
u otro tipo de serie en un intervalo de tiempo restringido, entonces su modelo matematico
puede ser obtenido usando la transformada diferencial de Taylor (TDT) independientemen-
te de su no linealidad. Se presentan varias féormulas matematicas en el dominio discreto,
construyendo finalmente una tabla con los resultados. Cuando finalmente logramos trans-
formar las ecuaciones de un circuito en el dominio discreto, resulta un conjunto discreto de
ecuaciones diferenciales como modelo matematico. La solucién de éstas iltimas ecuaciones
son la solucién del circuito y al pasarlo al dominio del tiempo, se obtiene la solucién x(t)
desarrollada en serie de Taylor.
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Tabla 2-1.: Reglas de transformacion TDT (a es una constante, 6(k) es la delta de

Kronecker)

Expresiones en el dominio del tiempo | Expresiones en el dominio de la TDT
ax(t) aX (k)
%x@) %){(k 1)

"x(t n)!
[x(t)dt LX(k—1)+ad(k)
z(t)y(t) Yo XY (k= 1)
a ao (k)
" H"5(k —n)
{tn}v’ en (t = tU) Z?:O “(nn_il)!tnlelé(l _ k})
eat (aH)F

R

sin(at) @H)” sen(kT)

2.4.2. Propiedades Transformada Diferencial de Taylor

En la tabla (2-1) se presentan algunas propiedades de la TDT que a continuacién se van a

demostrar. Se empieza por lo siguiente, si y(t) = dfi—(tt) entonces la transformada diferencial

de Taylor Y (k) = £ X (k + 1), de la siguiente forma:

HY [ d* dx(t)
YO = G |,

Hk dk+1
) [dt’f“x(t)}

E+1 |: Hk+1 dk+1 ( )}
= z(t
H | (k+1)ldtk+t 0
k+1
= —X(k+1 2-30
Xk (2:30
Ahora probemos que la transformada diferencial de Taylor de y(t) = di;gt) esigual a Y (k) =

(Z:F;Q)!X (k + 2), de la siguiente forma:

(k) = H* {d’“ d%(t)}

R P
Hk dk+2
= ﬂ[—dtk”x@)}to
(k +2)! [ Hk+2 g+ (t)]
T
KH? | (k+2)ldth 2" |

(2-31)
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Razonando de manera similar, se obtiene que si y(t) = d;fﬁt) su transformada es Y(k) =
Gl X (k + n)

Si y(t) = [ x(t)dt entonces consiste en demostrar que Y (k) = ZX(k — 1) + ad(k), para lo
cual procedemos como sigue:

Supongamos que y(t) = fot x(7)dT y por supuesto que z(0) es constante, entonces aplicamos
la TDT y obtenemos

Y(k) = Z—f{j—;/otxmm}
= [Z—f {%x(i)—l—a}

H [ d
H
= ?X(k — 1) +adé(k) (2-32)
Ahora si se tiene una funcién w(t) = x(t)y(t) entonces consiste en demostrar que la TDT
para
k k
Wk)=> XY (k-1)=Y Y)X (k-1 (2-33)
1=0 1=0

de la siguiente forma, se procedera a hacerlo para k = 0,1,2,3 y si se quiere es posible hacer
la prueba por induccion matematica.

Se asume que X (k) = Hk—,k [%x(t)} , y que Y (k) = Hk—f [i—iy(t}]

La transformada del producto se puede expresar como:

t=0

X0 v () = 5 | =] (234)

(1) Para k = 0 en la ecuacién (2-33) se obtiene que X (0) = x(0) y Y (0) = y(0) entonces se
tiene:
HO

X(0)*Y(0) = 57

[2(8)y()]i=0 = x(0)y(0) = X(0)Y'(0) (2-35)

X()xY(1) = H _M}

— X(1)Y(0) + X(0)Y (1) ) (2-36)
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(3) Para k = 2 se obtiene

x =22 v - L0 (237)

2 2 dt?

Haciendo la transformacién del producto para este caso se tiene:

x@xve = L [—d%(”y(ﬂtzo

2 dt?
+ () dzgﬂ .
- 5[] oen [T
2 [d?y(t)

H y(t
“(0)7[ e }
— X(©2)Y(0) + X(1)Y (1) + X(0)Y(2) (2-38)

(4) De (1), (2) vy (3) anteriores se puede mostrar que la transformacién para el producto es
la relacion escrita en la ecuacion (2-33):

Wk)=> XOY(k-1)=Y Y)X (k-1 (2-39)

La Transformada Diferencial de Taylor presenta problemas de convergencia uniforme, solo
sirve en intervalos muy cortos de tiempo.

2.4.3. Método lterativo para solucién de Circuitos no lineales,
Método de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson sirve para resolver sistemas de ecuaciones no lineales, en
nuestro caso se emplea para discretizar una ecuacion diferencial no lineal y luego emplear el
método para encontrar la solucién. El método se presenta en [39].

Dado un sistema de n ecuaciones no lineales el cual escribimos como

F:R" — R" (2-40)
De tal forma que
F(x1,T0,...,1,) = (filx1, To, ..., 20), fo(T1, @0y oo 20), oo frl@n, Ty o)) (2-41)

El objetivo es determinar los vectores x tales que la funcion vectorial evaluada en dicho
vector sea el vector O:

F(x) =0 (2-42)
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Se dice que f1, fa, ..., fn son funciones coordenadas de F. Se pretende resolver el sistema de
ecuaciones. El objetivo es encontrar un punto que satisfaga todas las ecuaciones no lineales
simultaneamente, para esto existen varios métodos sin embargo en éste trabajo utilizaremos
el método de Newton-Raphson.

Ml Ejemplo 4 FEl sistema de ecuaciones no lineales, de 3 ecuaciones con 3 variables.

373 — sen(x1my) + 13 =
11Ty + 8(xy — 1)® + cos(x3) =
In(x1x3) — 221 + 5o =0 (2-43)

Método de Newton-Raphson
Dada una funcién de varias variables G escrita como

r = gl(‘rbx%”'axn)?
i) = gg(l’l,ﬂjg,...,l’n),
Ty = gnl(x1, T2, .. 1p). (2-44)

DEFINICION 1 Se dice que una funcion G : D C R" — R"™ tiene un punto fijo en p € D
si G(p) = p-

Para hallar una solucién n-dimensional p = (x1, s, ..., Z,), se construye una sucesion

xF = G(x) (2-45)
y se escoge una aproximacién inicial xo = (zo1, Zo2, .., Zon) arbitraria, y luego se van hallando
los correspondientes valores siguientes para k = 0,1,..., asi por ejemplo para hallar el
valor x; = G(xg), hallando el valor de x;, para hallar el siguiente valor xo = G(x1),

y asi sucesivamente. Es necesario establecer entonces un criterio para determinar cuando
la funcién vectorial G. Si el proceso (2-45) converge en todos los valores de las variable,
cuando el nimero de iteraciones es muy grande, entonces se tendra una solucion al sistema.
Supongamos que converge a p el cual serda una raiz vectorial.

El método de iteracién se puede aplicar a la ecuacién (2-42), siempre que se cumpla el
siguiente teorema.

TEOREMA 4 Sea D = {(z1,x2,...,x,)|a; < x; < by, para cada i = 1,2,...,n}, con a; yb;
constantes arbitrarias. Suponga que G es una funcion continua que va de D C R" — R”

con la caracteristica que cuando x € D entonces G(x) € D. Entonces G tiene un punto fijo
en D.
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St ademds suponemos que todas las funciones componentes de la funcion G tienen derivadas
parciales continuas y existe una constante K de tal forma que

dg; K

‘ 9:(x) < — Para cualquier x € D (2-46)
Oz, n

Para cada j =1,2,...,n y cada funcidn componente g;. Entonces, la sucesion {x}32,, defi-

nida por

x"t = G(x*) Para k > 1 (2-47)

Converge a un punto p € D indistintamente del valor inicial que se escoja Xg Y

[Ix* = plle < [1x" = x| (2-48)

1-K

El cual significa que las variables estan en un dominio D y el rango o las imégenes también
deben estar en dicho conjunto D. La existencia de la constante garantiza una convergencia
mucho més rdapida en ese dominio y ademas garantiza que el punto fijo p sea tnico.
Veamos como se construye el método, suponemos un valor inicial Xq, para hallar el siguiente
valor tenemos que hacer

xF = xF + AF(x*) = G(x¥) (2-49)
Donde A es una matriz no singular. Si las funciones son derivables, entonces se tiene
x=I1+AF(x)=1+ AJ (2-50)

La matriz J es conocida como la Matriz Jacobiana y esta definida como

- (22

Si la matriz J(z(@) = F(2() es no singular*, tendremos que A = —[J(2(¥)]~!

Veamos como se aplica el método con el siguiente ejemplo.

Bl Ejemplo 5 Dado el sistema de ecuaciones

a:f + x% =1

-z = 0 (2-51)
Utilizar el método iterativo para dar una solucion aproximada al sistema.

Solucion En la figura (2-7) se puede apreciar que el sistema tiene dos soluciones, es decir

dos puntos de corte. El objetivo es tratar de determinar alguno de ellos utilizando el método
iterativo.

4Que es el método de Newton Modificado
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Figura 2-7.: Representacion grafica de un sistema de ecuaciones no lineales

Para determinar una de las soluciones se toma una aproximacion inicial, digamos Xy =
(20,y0) = (—0.9,—0.5), y sabiendo que

reo - () (252)

De donde
2[E1 21’2
=F = 2

36 =P = (51 2 (2:53)

‘ . . —-1,8 2,43
Que al reemplazarla en la aprorimacion inicial se obtiene J(xo) = 10 —1.0 Y Su
determinante es |J(xo)| = 4,23 # 0, la matriz J(xo) es no singular, A = —J(x¢)~" y su
muersa es:

A 0,236 0,574

~ \—0,236 0,426

Dado que se tiene

G(x) = x+ AF(x)
2., .2
_ (m 4 0,236 0,574\ (7 —{3— x5 —1 (2-54)
T —0,236 0,426 ]+ T
Utilizando ésta dltima férmula y el valor de Xo, = (—0.9,—0.5), se encuentran las aprozi-

maciones sucesivas, se ilustra para el valor X,

2 2
i\ _ (T10) & ( 0,236 0,574) xl((% + g, —1 (2.55)
1’2(1) .IQ(O) —0,236 0,426 .Tl(o) + ZL’Q(O)
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Los resultados en cada iteracion son:

.Tl(l) . —1,017
Ta,, ) \—0,611

Utilizando estos valores ahora como las entradas en (2-54) se obtiene:

Tig ) _ (08454
Tap, ~0,2097

Y se obtiene la solucidn con una tolerancia menor que 10~°

#P\  /-0,82603
22 ] \~0,56362
Se puede apreciar en la grdfica (2-7) que uno de los puntos de corte es el punto® (—0,82603, —0,56362),

y si se utiliza otra aprozimacion inicial por ejemplo (1,1) el método llega a la otra solucion
(0,82603, 0,56362).

Sin embargo el método de Newton-Raphson es de rapida convergencia siempre que se escoja
un valor cercano a p la solucién, pero al escoger cualquier valor, es posible que el método
diverja. Por otra parte, en cada iteracién se debe calcular la Jacobiana y su inversa respectiva
para resolver un sistema lineal, lo cual eleva la eficiencia de los algoritmos.

Método de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta para resolver sistemas de ecuaciones se utiliza para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales. Es un método con una buena aproximacién y permite
obtener soluciones satisfactorias a los sistemas.

Cuando se tiene una ecuacion diferencial de primer orden, se utiliza el algoritmo de Runge-
Kutta para determinar las aproximaciones a la solucién de la ecuacién. Sin embargo, en
algunos problemas el método puede presentar inestabilidades o divergencias. Por tal razon,
cuando se tenga una ecuacion diferencial se utilizara el Método implicito del trapecio el
cual consiste en tomar:

Wyg = «

h .
wj+1 = UJj + §[f<tj+1, U}) + f(tj, U)J)] =00 S J S N -1 (2—56)

En general wji; se obtiene resolviendo iterativamente una ecuacién no lineal o sistema de
ecuaciones no lineales, para el cual utilizaremos el método de Newton-Raphson.

5Las soluciones fueron verificadas con el software Wxmaxima



3. El memristor como dispositivo
analogo

En algunos articulos [10,11,15,54] se estudia el memristor como elemento digital, memoria,
elemento de almacenamiento de ceros y unos o como un switch. En el presente capitulo se
analiza la respuesta del circuito analogo al conectar un memristor como elemento no lineal
en serie con los otros elementos circuitales basicos.

Se utilizard el modelo propuesto por Chua en [13] en el cual la memristancia esta dada
por M(q) = 1+ ¢ y se estudian circuitos M RLC serie [55], se analizan las respuestas
utilizando algunos métodos matematicos estudiados en el Capitulo 2. Se comparan entonces
los resultados de las soluciones para los circuitos RLC' y M RLC' indagando sobre el efecto
que tiene el nuevo elemento en éste tipo de circuitos, se utilizan simulaciones para distintos
valores de resistencia, inductancia y capacitancia, en el tiempo y en el plano fase con el
software libre Octave. La simulacién de circuitos de este tipo es relevante cuando se quieren
hacer andlisis como en [56-59].

3.1. Simulacién de circuitos que incluyen el memristor

Tradicionalmente se hace la conexién del resistor R, del inductor L y del capacitor C' en
serie con una fuente de tension v(t) como se muestra en la figura (3-1):

¢ R
||

Figura 3-1.: Circuito R-L-C
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Cuya ecuacién diferencial se escribe como (3-3):

d?q dg 1
L— +R—+ —=qg=n0(t 3-1
dt? dt C’q v(t) (3-1)

Cuando se conecta en serie el nuevo elemento basico de circuitos el memristor resulta el
circuito de la figura (3-2):

Figura 3-2.: Circuito M-R-L-C

La ecuacién que rige al sistema se escribe como:

d*q dq dg 1
A oL B L B 9
gz TG Mg+ ga=vt) (3-2)

De donde se obtiene que
2

d“q dg 1
Lﬁ—f—(R—f—M)E'f‘aq—v(t) (3-3)

A continuacion se presentan las soluciones para diferentes configuraciones de circuitos MRLC,
con el modelo del inductor L = 1 x 1073H, C = 1 x 1073F, R = 1Q, los valores para la
fuente son amplitud A = 1V, el valor de la frecuencia angular se selecciona debido a que los
intervalos de tiempo son pequefios y por tanto el periodo debe es corto w = 196rad/s.

3.1.1. Circuito memristor-capacitor

En primer lugar se estudia un circuito Memristor-Capacitor M C' con fuente. Ver figura (3-3).

! Algunos de los resultados aqui obtenidos fueron presentados en el Tercer Encuentro de Micro y Nanotec-
nologfa de la Universidad de los Andes en 2011.
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Figura 3-3.: Circuito M-C

La ecuacién diferencial del circuito esta dada por:

W =-1 (3-4)
Sujeto a la condicién inicial ¢(0) = go. Reemplazando el valor de la memristancia se obtiene
i+ =-1 (35)
Al solucionar la ecuacién anterior se obtiene,

¢ 1
In(q) + 5= +C (3-6)

Al resolver el circuito MC, con C' = 0,5F la constante de integracién, cuyo valor es C; =
In(qo) + g2 /2 para la solucién se considera que el capacitor estd inicialmente cargado con
una carga inicial go = 0,1C' y sin fuente de tension. La gréfica de la solucién numérica se
puede ver en la figura (3-4), la grafica de la corriente se presenta en la figura (3-5) cuyo
comportamiento tiende a cero a medida que el tiempo avanza, es decir la corriente se atenua
con el memristor.

Grafica de la carga en funcion del tiempo, circuito MC
0.1

0.09
0.08 \
0.07 \
0.05 \
0.04 \

0.03 \
0.02 \

0.01

Carga

a(C)

t(s)

Figura 3-4.: Carga para el circuito M-C
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Grafica de la corriente en funcion del tiempo, circuito MC

L—
Corriente

-0.02

-0.04 /
-0.06

i (A)

-0.1 /
-0.12 /
-0.14

-0.18 /

-0.2

t(s)

Figura 3-5.: Corriente para el circuito M-C

3.1.2. Andlisis comparativo de respuesta de circuitos MLRC

El modelo matematico para un circuito MRLC se escribe como:

2
L% LR+ M(q))% + L= s (3-7)
La cual se resolverd ? utilizando la férmula propuesta en [13] por el profesor Chua, dada
por M(q) =1+ q(t)* y con la que se obtienen comportamientos tedricos interesantes como
respuesta de la ecuacion.

A continuacién se resuelve numéricamente utilizando el software Octave la ecuacién (3-7)
cuando el circuito esté con y sin memristor, las condiciones iniciales dadas por ¢(0) = —0,1C
y G = 0C/s, los valores de la inductancia L = 1 x 1072 H y capacitancia C =1 x 1073F

Solucioén del circuito MRLC vs la solucion RLC para diferentes valores de resistencia

A continuacién se presentan las gréficas para una resistencia de R = 0,5 en la figura (3-6),
donde nuevamente se comparan las dos respuestas, circuito con memristor el cual se atentia
bastante més rapido en respecto a la respuesta del circuito sin memristor, el cual oscila
mucho mas alrededor del punto de equilibrio. En la figura (3-7) se puede apreciar éste efecto
en el espacio de fase, lo que evidencia la atenuacién producida por el memristor llegando
mas rapido al punto de estabilidad, respecto al circuito sin memristor.

Donde finalmente es mas notorio el efecto memristivo, ocurre al eliminar la resistencia del
circuito R = 0, se puede ver en la figura (3-8) que el circuito sin memristor es oscilatorio,
mientras que el memristor produce un efecto de atenuacion, esto se confirma en el espacio
de fase en la grafica (3-9).

2Soluciones numeéricas utilizando el software Octave
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Grafica comparativa de Carga R=0.5, L=1e-3H, C=1e-3F, Vo=1V
0.06

T - T—
Grafica con Memristor
Grafica sin memristor

0.04

0.02

™~
|
|
E

-0.02

-0.04 /
-0.06

-0.08 /

-0.1

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
t(s)

Figura 3-6.: Grafica comparativa de las respuestas de carga al cambiar aumento en el va-
lor de la resistencia R = 0,5 del circuito MRLC, linea punteada circuito sin
memristor, linea continua circuito MRLC

Diagrama de fase comparativo R=0.5, L=1e-3H, C=1e-3F, Vo=1V
80

T
Circuito con memristor
Circuito sin memristor

20{ \

-20

D(q) (A)

-40
0.1 -0.05 0 0.05 0.1

ac)

Figura 3-7.: Grafica comparativa de las respuestas de carga, la linea continua es la curva
con memristor, linea punteada circuito sin memristancia

Respuesta natural del circuito MRLC vs MLC

En este proceso de indagacién de las posibles soluciones del circuito, se estudia la respuesta
del circuito MRLC frente al circuito MLC utilizando una resistencia R = 1€, los resultados
de la simulacién se pueden visualizar en la figura (3-10), en la cual se puede observar que la
respuesta del circuito con resistor se amortigua bastante hasta tal punto que no se alcanzan
a producir oscilaciones, aproximandose rapidamente al punto de estabilidad ¢ = 0, mientras
que la respuesta del circuito que incluye el resistor tiene una forma un tanto oscilatoria antes
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Graficas comparativas de carga R=0.0 L=1e-3 C=1e-3
0.1

A Y % Circuito MLC ———
Y 3 Circuito LC ===}

0.08 it

0.06 :.: ‘::

0.04 .:: .::

0.02 .:: .::

- o N

-0.02 / i

-0.04 ./

-0.06

-0.08

-0.1 L (W Y k'

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Figura 3-8.: Grafica comparativa de las respuestas de un circuito MLC vs LC

Diagramas de fase comparativos MLC y LC

100

Circuito MLC' ——
Circuito LC =======
80
60
R
40 / ~ \
20 N\ \
s 0{ N\
-20 \ /
-40
-60
-80
-100
01 -008 006 -004 -0.02 0 002 004 006 008 01

Figura 3-9.: Grafica comparativa en el espacio de fase sin resistencia, la linea continua es
con Memristancia, la linea punteada es sin memristancia.

de estabilizarse.

En el espacio de fase (3-11) la respuesta es interesante, pues el circuito con resistor va directo
al punto de estabilidad, contrario a lo que habia ocurrido en la respuesta de la seccion anterior
en la cual la respuesta del circuito memristivo sufria pequenas oscilaciones. En el circuito
con resistor oscila antes de alcanzar el punto de equilibrio.

Comparacioén del circuito MRLC con dos valores distintos de resistencia

Continuando con el andlisis presentado se compararon dos ecuaciones diferenciales de la
forma (3-7) pero en las cuales se hicieron variaciones en los valores de las resistencias, una
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Graficas comparativas de carga Circuito memristivo
0.02

S Circuito MRLC R
o Circuito MLC =======
0 : , _
-0.02 :' /
o -0.04 /
-0.06 /
-0.08
-0.1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Figura 3-10.: Gréfica comparativa de las respuestas de carga al incluir las resistencias

Diagramas de fase comparativos MRLC y RLC
60

Circito MRLC ——
_______________ Circuito RLC =======

50

40

17 N
" N

D(a)

PP I S N N N S
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02

Figura 3-11.: Gréfica comparativa de las respuestas de carga al cambiar las resistencias

de ellas R = 0,1Q y la otra R = 1012, en la figura (3-12) es claro el efecto de atenuacién que
ocurre al aumentar el valor de la resistencia. Con un valor de menor resistencia la respuesta
del circuito alcanza a ser incluso oscilatoria, mientras que cuando se aumenta el valor de
R se amortigua bastante y no se alcanzan a producir oscilaciones. Esto se hace evidente
en el diagrama de fase donde se observa el fendmeno en la figura (3-13). Es notorio como
el aumento en el valor de resistencia en el circuito genera una tendencia de respuesta del
circuito mas lineal, es decir se comporta como un circuito netamente resistivo.
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Graficas comparativas de carga Circuito memristivo con distintos valores de resistencia
0.02

" Circuito MRLC R=0.1

/\ Circuito MRLC R=10 =======

-0.08 / o

01 &
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Figura 3-12.: Gréfica comparativa de las respuestas de carga al cambiar las resistencias

Diagramas de fase comparativos MRLC para distintos valores de resistencia
60 T

A/ AN

Circuito MRLC R=0.1 ———
Circuito MRLC R=10 =======

D(a)
——
/

20

10 \\
P )
_/

-10
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02

Figura 3-13.: Gréfica en el espacio de fase al incluir las resistencias

Respuesta natural del circuito MRLC con distintos valores de C

Se ha presentado el andlisis del circuito incluyendo la memristancia y sin incluirla y cam-
biando valores de resistencia y se han visto los efectos de estos cambios. En esta parte, se
propone analizar la influencia del circuito cambiando los valores del capacitor.

Se comparan dos circuitos MRLC en uno de los cuales se utiliza C'l = le—3F y en el otro se
utiliza C' = 1le — 6F', don valor de resistencia R = 0,1€2. Como se puede apreciar en la figura
(3-14) el comportamiento del circuito memristivo con un capacitor mayor que con uno de
menor tamano. En el diagrama de fase figura (3-15) se pueden observar las oscilaciones del
sistema al rededor del punto de equilibrio, mientras que el otro converge directamente al
punto de equilibrio con una leve oscilacion.
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Graficas comparativas de carga Circuito memristivo cambiando la capacitancia

Circuito MRLC C=1e-3 ——
Circuito MRLC C=1e-6 =======
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Figura 3-14.: Gréfica comparativa de las respuestas de carga de un circuito MRLC al cam-
biar el valor de la capacitancia

Diagramas de fase comparativos MRLC
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Figura 3-15.: Gréfica en el espacio de fase al forzar un circuito

3.1.3. Respuesta cuando se cambia el inductor

En la figura (3-16) se puede apreciar el efecto que tiene el cambio en el inductor, el cual
muestra que con una inductancia pequena se produce un acercamiento rapido a la estabilidad,
pero al aumentar la inductancia el circuito se comporta como un oscilador practicamente sin
resistencia.
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Graficas cambiando el inductor
0.1

Circuito Memristivo L=1e-3H ——
Circuito Memristivo L=1H
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Figura 3-16.: Grafica del circuito cuando se cambia el inductor de 1 x 1073 H a 1H

3.1.4. Respuesta forzada del circuito MRLC

Es interesante analizar la respuesta del circuito utilizando una fuente v = Vosin(wt) utili-
zando en este caso una frecuencia w &~ 196rad/s con una inductancia de L = le — 3, una
capacitancia de C' = le — 3 y una resistencia R = 5). Se observa en la figura (3-17) que la
respuesta varia ligeramente al utilizar una fuente de éstas caracteristicas.

Circuit MRLC forzado, Vo=1, omega=196rad/s, v=Vosin(omega t)

€t MRLC ——
e Circuito RLC
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-0.08 /
-0.09
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0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Figura 3-17.: Grafica comparativa de las respuestas de carga de un circuito forzado

Si se incrementa suficientemente la amplitud de la senal aplicada por ejemplo Vy = 10V, y
una w = Swy se obtienen los resultados presentados en las graficas

Y su correspondiente respuesta de corriente,

se observa que el andlisis mas interesante estuvo centrado en la influencia que ejerce el
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Circuit MRLC forzado, Vo=10, omega=196rad/s, v=Vosin(50mega t)
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Figura 3-18.: Gréfica comparativa de las respuestas de carga de un circuito forzado

Circuit MRLC forzado, Vo=1, omega=196rad/s, v=Vosin(omega t)
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Figura 3-19.: Gréfica comparativa de las respuestas de carga de un circuito forzado

resistor sobre el circuito, pues al hacer cambios, se evidenciaba el efecto que producia sobre
el circuito MRLC, sin embargo, también es notorio el efecto de agregar un memristor como

el que propuso el profesor Chua en 2011 [13].

En general los andlisis que se presentan, pueden tener o no un sentido fisico, y en general
puede ocurrir que el dispositivo que satisfaga esta forma de memristancia no necesariamente

se puedan construir.

Las ecuaciones diferenciales que resultan en general son ecuaciones diferenciales no lineales,
las técnicas estudiadas en la seccién (2.1) se aplican para resolver algunas de las ecuaciones
diferenciales no lineales, luego se comparan y determinan los comportamientos de dichas

simulaciones.
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3.1.5. Soluciéon de la ecuacion del circuito MRLC en serie

Solucién de Sistemas memristivos utilizando el método TDT

Resolver la ecuacién que corresponde al circuito MRLC en serie, en la cual z(t) = ¢(t)
representa la carga del circuito, L el valor de la inductancia, C el valor de la capacitancia,
R., es el valor de la resistencia equivalente conectada en serie con el circuito, f(t) es una
fuente de excitacién externa.

d*x dr — x(t)
L— . ) — + =L = f(t -
b Ryt ()2 2 (39
La idea es resolver la ecuacién la ecuacién (3-8) utilizando la TDT. Para eso reescribimos
algunas transformaciones presentadas en la tabla (2-1) asi: Si y(t) = dzg) entonces
E+1
Y(k) = %X(k 1) (3-9)
Cuando p(t) = d;g ) se tiene que
kE+2)(k+1
Py = FEDEHD) o) (3-10)

12
Por otra parte si w(t) = x(t)y(t) su transformada correspondiente se escribe como:

k k

Y ()X (k—1) (3-11)
>

=0 =0

=
=
I
Jal
=
=
|
!

Si tenemos que z1(t) = z(t)z(t) su transformada se puede escribir como:

k
X1(k)=> X)X (k1) (3-12)

=0

Ademéds para éste caso se necesita una funcién s(t) = 2?(t)% = z1(¢)% cuya transformada
es de la siguiente forma:
i i (k+1-10)
Sk)y=>» X1(kY(k-1)=)» Xl(k)——X(k+1-1 3-13
(k) ZZ:; (R)Y (k —1) lzzg (k) —— ( ) (3-13)

Aplicando las ecuaciones desde (3-9) hasta (3-13) a la ecuacién (3-8) se obtiene

(k+2)(k+1) (k+1)
H2

L X(k+2) + R X(k+1)+

(h+1—1
+ZX1 + (G ) T

+ %X(k) = F(k) (3-14)
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Para este caso vamos a utilizar un funcion f(t) = sen(wt) cuya transformada TDT estd dada

por F(k) = (“’Z)k sen(Z). Las condiciones iniciales supongamos que son z(0) = zq y (0) =

z1, la R, serd el valor de R sumado con el valor 1 de la memristancia; Al hacer los despejes
para los diferentes valores de k obtenemos:?.

Las condiciones iniciales del problema las vamos a suponer: z(0) = —0,1 y ©(0) = 0 es decir
vamos a suponer que el circuito tiene una carga inicial, pero su corriente inicial es cero.
L=1e3HC =1e* F R, = 1,1 Q, operando a una frecuencia de w = 196,25rad/s,
se hallara la solucién y se comparard con la solucién numérica obtenida con Octave-3.2.4
con las mismas condiciones. La funcién aproximacién después de usar la TDT y resolver la

ecuacién de recurrencia (3-14):

f(t) = —0,1+5,000000000 * 10°t* — 1,849672917 % 10%t* — 3,653382432 * 10*'#*
+1,785886728 * 10M¢° + 8,565772174 x 109¢.° — 6,678672283 * 10'9¢t"; (3-15)

Al comparar las graficas figura (3-20) se observa que las respuestas usando TDT y resolvien-
do la ecuacion diferencial no lineal por aproximaciones numéricas usando Octave son muy
similares en un intervalo de tiempo muy corto, sin embargo cuando el tiempo se extiende a
un intervalo mayor, la TDT no converge a la solucién de la ecuacién diferencial..

Circuito MRLC Soluciones Comparativas,
0.06

Apro‘x. Octave
i

0.04

0.02 /

o 002 /

-0.04

-0.06

-0.08

-0.1

0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

Figura 3-20.: Gréfica comparativa de las soluciones del circuito MRLC usando TDT vy
Octave

3.2. Método del balance armodnico

En ésta seccion se utiliza el método del balance armoénico presentado en el Capitulo 2, seccion
(2.3) para resolver un circuito no lineal que incluye elementos no lineales tipo memristor,

3Los despejes se verifican con el software Wxmaxima
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como en [49] y [50].
Hemos supuesto que la memristancia tiene la forma M(x) = 1 + 2%, de manera que las
ecuaciones que rigen el memristor se pueden expresar como:

de(t) .
—— = i) (3-16)
v(t) = (14 22)i(t) (3-17)

Para encontrar la funcién descriptiva W(A) se supone una entrada de la forma i(t) =
Asen(wt) que al reemplazarla en la ecuacion (3-16) e integrar se obtiene:

x(t) = %Acos(wt) (3-18)

Valor que se reemplaza en la ecuacién (3-17) para obtener:
AP A,
v(t) = <A + E) sen(wt) — asen (wt) (3-19)

Como se puede apreciar la funcién ¥(A) corresponde con los dos primeros armonicos impares.
Se trata de establecer el comportamiento del memristor como elemento basico de circuitos
cuando se utiliza en una configuracion de circuito MRLC en serie y compararlo con el com-
portamiento del circuito RLC en serie, es decir se pretende analizar el cambio de los circuitos
cuando se incluia este tipo de elementos.

Al ser el memristor un dispositivo no lineal, las ecuaciones diferenciales de los circuitos
resultantes no se pueden realizar de forma analitica, razén por la cual es necesario utilizar
métodos numéricos o aproximativos para obtener las soluciones en intervalos determinados.
El memristor produce una atenuacién de las senales cada vez que interactia con los elementos

del circuito en serie, las respuestas de los circuitos se atentian hasta conseguir puntos de
estabilidad.



4. Conclusiones y Perspectivas

La solucion de diversos sistemas que incluyen memristores y sistemas memristivos amplia
el conocimiento actual de los sistemas dinamicos y de la teoria de circuitos, por tal razén
se puede inferir que el Memristor y los Sistemas memristivos se pueden considerar como
categorias nuevas de estudio tanto de los sistemas dindmicos como en la teoria de circuitos
no lineales, presentando en la tesis los fundamentos para continuar con el desarrollo tedrico
experimental.

Debido al enfoque del trabajo de abordar la tematica de los sistemas memristivos como
elementos analogos, fue necesario estudiar e implementar herramientas tedricas disenadas
para la solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, ademas de
utilizar herramientas computacionales libres como Octave y Wxmaxima.

Se puede apreciar como se aplican las matematicas a una situacién real, en este caso se
hizo experimentalmente y simuladamente un circuito que emula el comportamiento de un
memristor real, logrando un desarrollo tedérico-experimental de los memristores y sistemas
memristivos andlogos.

Se hizo el andlisis de circuitos no lineales que incluyen los cuatro elementos fundamentales,
resistor, inductor, capacitor y memristor en serie, resolviendo las ecuaciones resultantes y
analizando la ingerencia del nuevo elemento en las respuestas de los circuitos. En éste punto
es de considerar que se avanza en el desarrollo de la teoria de circuitos no lineales.

La tesis presenta una revision amplia de las nociones y conceptos que involucran el estudio de
los memristores y sistemas memristivos andlogos, asi como una revision detallada de algunas
técnicas para solucionar sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con no linealidades y
el uso de herramientas computacionales de caracter libre para solucionar todos los problemas
propuestos.

Entre las técnicas mas potentes para la solucién de los circuitos M RLC' presentados esta el
método del balance arménico presentado en el Capitulo 2 ya que a pesar de las simpli-
ficaciones necesarias para la solucién, permite resolver las ecuaciones en el dominio de la
frecuencia y encontrar soluciones bastante aproximadas respecto a las soluciones analiticas.

Perspectivas

Si bien en éste trabajo se hicieron algunos andlisis de las aplicaciones que pueden tener
los memristores dentro de la teoria de circuitos, existen diversos campos del conocimiento
que quedan abiertos para la exploracion, ver figura (4-1), entre los que se puede mencionar
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el uso de memristores como memoria asociativa [64], aplicaciones a la teoria de control
[65], los andlisis fisico-quimicos [66] o el disefio de redes neuronales con memristores [67],
algunas aplicaciones como el memristor emisor de luz [68]. En inteligencia artificial [69], o
los analisis fisicos presentados en [70], la computacién neuromorfica [71], el desarrollo tedrico
matemaético de los sistemas memristivos [72], la construccién de nuevos materiales, nuevas
técnicas de solucién y de simulacién con anélisis computacionales mas eficientes [73,74,76], el
estudio del memristor mecénico [75]. El analisis fisico-quimico de nuevos materiales [77] y sus
interacciones internas [78], las aplicaciones en otras dreas como por ejemplo el tratamiento
analogico de imagenes, el procesamiento computacional dentro del dispositivo, la creacion y
el estudio de nuevos y variados sistemas cuyo comportamiento corresponde con los sistemas
dindmicos pero analizados con la perspectiva de pérdidas memristivas y el desarrollo de los
sistemas memristivos como elementos digitales.

TEORIA
GENERAL

SISTEMAS
MEMRISTIVOS

SISTEMAS
DINAMICOS

ANALISIS
FISICO-
QUIMICOS

COMPONENTE
DIGITAL Y
ANALOGICO

Figura 4-1.: Estado del arte actual de los memristores

Visto de ésta forma el estudio de los memristores es un campo nuevo del conocimiento, que
ha venido incrementando el interés debido a que es relativamente desconocido, el niimero de
publicaciones ha aumentado sustancialmente, sin embargo en Colombia no existen suficientes
lineas de investigacion sobre el tema.

Aun cuando el memristor se quiere utilizar como elemento digital, como en memorias, dis-
cos duros, etc., la propuesta presentada pretende estudiarlo como un elemento analogo que
permita la simulacién de sinapsis [21] u otro tipo de computacién como la computacién
neuromérfica [71] que estd en pleno proceso de exploracién y desarrollo tedrico.



A. Revision Componentes Tradicionales

A.1. Resistor

Georg Simon Ohm aproximadamente en 1827 presenta la conocida Ley de ohm que estable-
ce que la tension es proporcional a la corriente por una cantidad aproximadamente constante
y que se denominara la resistencia R

v=Ri (A-1)

Las unidades de tensién son los voltios' V, para la corriente los amperios? A y para la
resistencia los ohmios® €2, en la figura A.1(a). se puede observar el esquemdtico de un circuito
de una fuente en serie con una resistencia.

En general se puede decir que cualquier dispositivo representado esquematicamente en la
figura A.1(a), que relacione la tensién v y la corriente i a través de una funcién v = f(i)
corresponde a un resistor, cuya pendiente en un punto P es el valor de la resistencia, figura
A.1(c), como se presenta en [9].

A.2. Capacitor

"El primer condensador utilizado para almacenar grandes cargas eléctricas fue una botella
con una lamina de oro en su cara interior y exterior que se llamé botella de Leyden. Fue
inventada en el siglo XVIII en Leyden (Holanda) cuando estudiando los efectos de las cargas
eléctricas sobre las personas y los animales, uno de aquellos experimentadores tuvo la idea de
almacenar una gran cantidad de carga en una botella de agua. Para ello sostenia la botella
en una mano mientras la carga procedente e un generador electrostatico era conducida hasta
el agua por medio de una cadena. Cuando traté de sacar la cadena de agua con la otra mano

1Un volt (V) es la diferencia de potencial eléctrico que existe entre dos puntos de un hilo conductor que
transporta una corriente de intensidad constante de un amperio cuando la potencia disipada entre estos
puntos es igual a 1 watt. [80]

2El amperio es la intensidad de una corriente constante que manteniéndose en dos conductores paralelos,
rectilineos, de longitud infinita, de seccién circular despreciable y situados a una distancia de un metro
uno de otro en el vacio, producirfa una fuerza igual a 2010~ Newton por metro de longitud. [81]

3Un ohmio se define como la resistencia eléctrica que existe entre dos puntos de un conductor cuando una
diferencia de potencial constante de 1V se aplica entre estos dos puntos produce, en dicho conductor,
una corriente de intensidad 1A [80]
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Figura A-1.: Resistor General

sufrié una sacudida eléctrica que le dejé inconsciente. Después de muchos experimentos se
descubrié que la mano que sostenia la botella podia reemplazarse por hojas metalicas que
recubrian las superficies interior y exterior de la botella.

Benjamin Franklin comprobé que el dispositivo para almacenar cargas no debia tener nece-
sariamente la forma de botella y utilizo en su lugar vidrios de ventana recubiertos de hojas
metalicas, que se llamaron vidrios de Franklin. Con varios de estos vidrios conectados en
paralelo, Franklin almacené una gran carga y con ello traté de matar un pavo. En su lugar,
sufrio él mismo una fuerte descarga. Més tarde, Franklin escribié: Trataba de matar un pavo
y por poco no maté un gusano”?

En términos generales un condensador es cualquier elemento pasivo de circuitos eléctricos
que relacione la carga ¢ y la tensién v. En la figura A.2(a) se muestra el circuito esquematico
de un condensador.

q=Cv (A-2)

De manera similar a como se definié el resistor, en [9] se establece que un dispositivo que
relacione la tensién v(t) y la carga ® ¢ = [idt a través de una relacién funcional ¢ = f(v)
como en la figura A.2(c) es un capacitor, la pendiente en el punto P de la curva mostrada
en la figura A.2(c) es llamada la capacitancia C' del dispositivo®.

A.3. Inductor

"El conocimiento del magnetismo se mantuvo limitado a los imanes, hasta que en 1820,
Hans Christian Orsted, profesor de la Universidad de Copenhague, descubririd que un hi-
lo conductor sobre el que circulaba una corriente ejercia una perturbacién magnética a su

4http:/ /www.info-ab.uclm.es/labelec/solar/Componentes/Condensadores.htm

®medida en Culombios donde el Coulomb (C) es la cantidad de electricidad transportada en 1 segundo por
una corriente de intensidad 1 Ampere. [80]

Smedida en Faradios, donde un Faradio (F) es la capacidad de un condensador eléctrico que entre sus
armaduras aparece una diferencia de potencial eléctrico de 1 volt, cuando estd cargado con una cantidad
de electricidad igual a 1 Culomb. [80]
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Figura A-2.: Capacitor General

alrededor podia mover una aguja magnética situada en ese entorno. Muchos otros experi-
mentos siguieron con Andre-Marie Ampere, Carl Friedrich Gauss, Michael Faraday y otros
que encontraron vinculos entre el magnetismo y la electricidad. James Clerk Maxwell sinte-
tiz6 y explicd estas observaciones en sus ecuaciones de Maxwell. Unificd el magnetismo y la
electricidad en un solo campo, el electromagnetismo.””

En el circuito inductivo de la figura A.3(a). se puede establecer la relacién entre el flujo

magnético p(t) y la corriente eléctrica i(t) de la siguiente forma:

dp _  di

YT T

(A-3)
Donde el flujo magnético ¢ tiene unidades de Weber®, L es el valor de la inductancia cuya
unidad es el Henry?.

Un inductor en general se establece como un elemento basico de circuitos que relaciona el
flujo ¢ y la corriente i a través de una relacién funcional ¢ = f(i), en la figura A.3(c) la
pendiente en P representa la inductancia.

Para resumir las relaciones entre las cantidades eléctricas se pueden ver en la figura 1-1, el
resistor relaciona la corriente ¢ y la tensién v, el inductor relaciona la corriente 7 y el flujo
magnético ¢ y el capacitor relaciona la tension eléctrica v con la carga eléctrica ¢ asi como
otras. Sin embargo en 1971 el profesor Leon O. Chua estudiando las relaciones ilustradas
encuentra que no existia un dispositivo basico de circuitos como el resistor el capacitor o el
inductor, que relacionara de manera directa la carga ¢ y el flujo magnético ¢, el cual por
simetria deberia existir. Entonces propone [1] la existencia y el disefio de un dispositivo que

lo denominard memristor debido a que se comporta como una “resistencia con memoria”!°.

Thttp://es.wikipedia.org/wiki/Magnetismo

8Un weber (Wb) es el flujo magnético que, al atravesar un circuito de una sola espira produce en la misma
una fuerza electromotriz de 1 volt si se anula dicho flujo en un segundo por decaimiento uniforme. [80]

9Un Henrio (H) es la inductancia eléctrica de un circuito cerrado en el que se produce una fuerza electro-
motriz de 1 volt, cuando la corriente eléctrica que recorre el circuito varia uniformemente a razén de un
Amperio por segundo. [80]

0Memristor es la contraccién de memory-resistance
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B. Coddigos de simulacion en octave

En éste apéndice se escriben algunos cédigos en el programa Octave, que pueden ser tutiles
para la solucién de problemas para ingenierfa y matematicas, se pueden comparar con [79].
En éste codigo se resuelve la ecuacion del memristor

v = M(q)i (B-1)

#Intervalo de tiempo

n=500;

t=linspace(-1.25,1.25,n);

f=0.8;#Frecuencia de la senal de entrada
omega=2*pix*f;

D=10e-9;#Tamano del dispositivo

Ron=1e-6;#Ancho de la frontera dopada
Roff=20*Ron;#Ancho de la frontera no dopada
mud=10e-10;#Movilidad ionica

eta=1;#Polarizacion del dispositivo

QO0=D"2/ (mud*Ron) ; #Constante asignada
w0=0.5*D;#Frontera inicial dopada
deltar=Roff-Ron;#Constante
RO=Roff*(1.-w0/D)+Ron*w0/D;#Resistencia inicial del dispositivo
Vo=1le-6;#Voltaje Pico
phi=-(Vo/omega)*cos (omega*t) ; #Flujo magnetico
q0=-1.6488e-02 ;#Carga inicial

t0=-1.25;#Tiempo inicial

Tend=1.25;#Tiempo final

v=Vo*sin(omegax*t) ;#Senal de entrada

HHESHH
#Definimos la funcion del memristor

HESHH S
function y=mem(q,t)

eta=1; £=0.8; omega=2*pixf;D=10e-9;

Ron=1e-6; Roff=20*Ron; mud=10e-10;

Q0=D"2/ (mud*Ron) ; w0=0.5%D;
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RO=Roff*(1.-w0/D)+Ron*w0/D;

deltar=Roff-Ron;

#Senal de entrada

#Amplitud de la onda de entrada

Vo=1e-6;

y=v./(RO-(eta*deltar/Q0)*q) ;

endfunction

HEHFHHHH R HEHFHFHH R HEHGHF RS HEHEH SRS HH R H SRS RS H GRS
#Solucion de la ecuacion

HHHHHHHH RS R  HHEH R R R R H R
T=1linspace(t0,Tend,n) ;#eje de tiempo
solution=1lsode(’mem’,q0,T) ;#Solucion usando lsode
#Calcula la memristancia

for i=1:300

m = RO-etaxdeltar/QO0*solution;

endfor

#Hallar la corriente

mem=1./m;

i=v.*mem’ ;

HHHHHH RS HH R R

# Graficas

HEHSFHHHH R HEHSRFHH R H R GRS RS HH RS RS
subplot(3,2,1);

plot(t,v);

xlabel(’tiempo’) ;ylabel(’Tension aplicada’);
title(’Tension aplicada’);

subplot(3,2,2);

plot(t,i,’r’,’linewidth’,3);

title(’Grafica de la corriente’);
xlabel(’tiempo’) ;ylabel(’Corriente’);
subplot(3,2,3);

plot(t,mem,’r’,’linewidth’,5);

title(’Curva de memristancia en funcion del tiempo’);
xlabel(’tiempo’) ;ylabel (’Memristancia’);
subplot(3,2,4);

plot(i,v,’-r’);

title(’Curva de histeresis’);

xlabel(’Corriente’) ;ylabel(’Tension aplicada’);
subplot(3,2,5);

plot(t,solution);
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title(’Solucion aproximada, curva de carga vs tiempo’);
xlabel(’tiempo’);ylabel(’Carga’);

subplot(3,2,6);

plot(solution,phi);

title(’Flujo en funcion de la carga’);
xlabel(’carga’);ylabel(’Flujo’);

Este es el archivo nombrearchivo.m que se va a ejecutar desde octave, basta con escribir el
nombre del archivo en octave. Luego se grafica el archivo en gnuplot, ver segunda parte de

los archivos. Solucion de la ecuacion diferencial de segundo orden generada por un circuito
RLMC.

#clear all

#clc

£=0.5;

omega=125*pix*f;

HHH R R

Vo=1;#Voltaje Pico

R=5.10; L=1e-3; C=le-6;#valores

R1=0.1; R2=10;

#H#GHHHH#A#E circuito con memristor , definicion de la funcion memristor
memristor = @(x,t) [x(2),-(1/L)*(R+1+x(1)"2)*x(2)-x(1)*(1/(L*C))+Vo*sin(omega*t)];
#H#dd#H#### definicion linea de tiempo

t = linspace(0,0.005,800); s=t’;

#Senal de entrada

v=Vo*sin(omega*t) ; #*sin(omega*t) ;

I Resuelve la ecuacion diferencial dy/dt=memristor, solucion de la ecuacior
y = lsode(memristor,[-0.1 0],t);

#H#####H#####E monto una matriz con la linea de tiempo y las dos columnas de salida
w=[s,y];

e e e T S T

H###HHHHAEHERE circuito sin memristor

memristorl = @(x,t) [x(2),-(1/(L))*(R)*x(2)-x(1)*(1/(L*C))+Vo*sin(omega*t)];

# solucion de la ec. con otro resistor

yl = lsode(memristorl, [-0.1 0],t);

# matriz aumentada con las otras dos columnas solucion

w=[w,y1];

# Escribe en el archivo datos.dat,

#el dato w que en

#este caso es la matriz y ’ ’ deja el espacio entre columnas
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dlmwrite(’datos.dat’,w,’ ’);

Graficando con gnuplot, se guarda en un archivo grafica.plt
el cual se carga en gnuplot y guarda la gr\’afica en por
ejemplo grafica.ps quedando lista para incluir en latex.

Carga los datos desde comparacion0Ol.dat
u: using 1:2 w 1 es usando las columnas 1 y 2 del archivo.

set terminal postscript eps color enhanced

set title "Gr\’aficas comparativas de carga\

v=Vosin(omega t),Vo=1,R=0.1 L=1e-3 C=1le-3"

set xlabel "t"

set ylabel "q"

plot "comparacionOl.dat" u 1:2 w 1 title "Circuito memristivo con resistencia",\
"comparacionOl.dat" u 1:4 w 1 title "Circuito memristivo sin resistencia'

set grid

set output "grafica.ps"

replot

reset

Programa para hacer las graficas caracteristicas del memristor propuesto por Williams.
# Intervalo de tiempo

n =500;

t=linspace(-1.25,1.25,n);

f=0.8;#Frecuencia de la senal de entrada
omega=2*pix*f;

D=10e-9;#Tamano del dispositivo
Ron=1e-6;#Ancho de la frontera dopada
Roff=20*Ron;#Ancho de la frontera no dopada
mud=10e-10;#Movilidad ionica
eta=1;#Polarizacion del dispositivo

QO0=D"2/ (mud*Ron) ; #Constante asignada
w0=0.5*D;#Frontera inicial dopada
deltar=Roff-Ron;#Constante
RO=Roff#*(1.-w0/D)+Ron*w0/D;#Resistencia inicial del dispositivo
Vo=1le-6;#Voltaje Pico
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phi=-(Vo/omega)*cos (omega*t) ; #Flujo magn\’etico
q0=-1.6488e-02 ;#Carga inicial
t0=-1.25;#Tiempo inicial
Tend=1.25;#Tiempo final
v=Vo*sin(omega*t) ;#Senal de entrada
HESHH S R
#Definimos la funcion del memristor
function y=mem(q,t)
eta=1; £=0.8; omega=2*pixf;D=10e-9;
Ron=1e-6; Roff=20*Ron; mud=10e-10;
QO0=D"2/ (mud*Ron) ; w0=0.5%D;
RO=Roff*(1.-w0/D)+Ron*w0/D;
deltar=Roff-Ron;
#Senal de entrada
#Amplitud de la onda de entrada
Vo=1e-6;
v=Vo*sin(omega*t) ;
y=v./(RO-(etaxdeltar/Q0) *q) ;
#fid=fopen(’ /home/john/Desktop/TESIS01/0CTAVE COMPLETQ/
#MEMRISTORO1/aproximacion.txt’,’w’);
#fprintf (fid,’%6.2f %12.8f\n’,y);
#fclose(fid);
endfunction
HESHH S
#Solucion de la ecuacion
HESHH S
T=linspace(t0,Tend,n) ;#eje de tiempo
solution=1sode(’mem’,q0,T);#Solucion usando lsode
#Calcula la memristancia
for i=1:300
m = RO-etax*deltar/QO*solution;
endfor
#Hallar la corriente
mem=1./m;
i=v.*mem’ ;
s=T’;
w=[s,i];
#Escribe en el archivo datos.dat,
#el dato w que en este caso es la matriz y
#’ > deja el espacio entre columnas
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dlmwrite(’datos.dat’,w,’ ’);

HHHH AR R AR Graficas
subplot(3,2,1);

plot(t,v);

xlabel(’tiempo’);ylabel(’Tension aplicada’);
title(’Tension aplicada’);

subplot(3,2,2);

plot(t,i,’r’,’linewidth’,3);

title(’Grafica de la corriente’);
xlabel(’tiempo’);ylabel(’Corriente’);
subplot(3,2,3);

plot(t,mem,’r’,’linewidth’,5);

title(’Curva de memristancia en funcion del tiempo’);
xlabel(’tiempo’) ;ylabel (’Memristancia’);
subplot(3,2,4);

plot(i,v,’-r’);

title(’Curva de histeresis’);
xlabel(’Corriente’) ;ylabel(’Tension aplicada’);
subplot(3,2,5);

plot(t,solution);

title(’Solucion aproximada, curva de carga vs tiempo’);
xlabel(’tiempo’) ;ylabel(’Carga’);
subplot(3,2,6);

plot(solution,phi);

title(’Flujo en funcion de la carga’);
xlabel(’carga’);ylabel(’Flujo’);

GNUPLOT

set terminal postscript eps color enhanced

set title "Graficas comparativas de carga\

v=Vosin(omega t),Vo=1,R=0.1 L=1e-3 C=1le-3"

set xlabel "t"

set ylabel "q"

plot "comparacionOl.dat" u 1:2 w 1 title "Circuito memristivo con resistencia",\
"comparacionOl.dat" u 1:4 w 1 title "Circuito memristivo sin resistencia'

set grid

set output "grafica.ps"

replot

reset
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Con el siguiente codigo se resuelve el circuito memristor con los pardmetros establecidos,
se almacena en la variable memristor, luego se define la linea de tiempo con el comando
linspace y se almacena en la variable ¢, se resuelve la ecuacién utilizando el comando lsode
y se almacena en la variable y. En w se almacena un vector con el tiempo y las respuestas
para y y %/, finalmente se almacenan la variable w en el archivo de datos con el comando
dlmwrite para graficarlo en gnuplot. El cédigo completo se muestra a continuacion.

#clear all

#clc

£=0.5;

omega=125*xpix*f;

HEGHH

Vo=0;#Voltaje Pico

R=0.50; L=1e-3; C=1e-3;#valores

R1=0.1; R2=10;

HH###HEH###E circuito con memristor

memristor = Q(x,t) [x(2),-(1/L)*(R+1+x(1)"2)*x(2)-x(1)*(1/(L*C))+Vo*sin(omega*t)];
#######H##### definicion linea de tiempo

t = linspace(0,0.03,800); s=t’;

v=Vox*sin(omegaxt) ;#*sin(omega*t) ;#Senal de entrada

#####HAH####E solucion de la ecuacion con memristor

y = lsode(memristor,[-0.1 0],t);

##dA##H####E monto una matriz con la linea de tiempo y las dos columnas de salida
w=[s,y];

HESHH

HEHHHHAH##HESR circuito sin memristor

memristorl = Q@(x,t) [x(2),-(1/(L))*(R)*x(2)-x(1)*(1/(L*C))+Vo*sin(omegax*t)];
H###H#AH##H#RH solucion de la ec. con otro resistor

yl = lsode(memristorl, [-0.1 0],t);

#H##HHHAH###H#EH aumento la matriz con las otras dos columnas solucion

w=[w,y1];
i ###### Escribe en el archivo graficaOl.dat, el dato w
#H#dHHH#####que en este caso es la matriz y ’ ’ deja el espacio entre columnas

dlmwrite(’grafica0l.dat’,w,’ ’);

#H#HHH R Y Hace dos graficas, t vs q y t vs gsin mem
#plot(t,y(:,1),t,y1(:,1)); legend(’con’,’sin’)

#HHH R #E Grafica de q vs gpunto

#figure #abre otra ventana grafica

#plot(y(:,1),y(:,2))



C. Redes Resistivas

Una red resistiva se puede definir como aquella red que contiene solo elementos pasivos,
es decir que no contiene elementos dindmicos, segin Chua [37] una red resistiva involucra
elementos pasivos cuyas relaciones constitutivas no involucran derivadas que dependan del
tiempo, integrales temporales o ecuaciones con retardo, etc. Es decir las relaciones constitu-
tivas solamente deben considerar tensiones y corrientes en los mismos instantes de tiempo.
En general los circuitos fisicos son la interconexion de elementos de circuitos reales, para efec-
tos del analisis cada dispositivo es reemplazado por un modelo hecho con elementos ideales
(fuentes, transistores, diodos, etc). La interconexién tedrica de estos elementos produce un
circuito eléctrico. Es necesario tener en cuenta que un circuito fisico nunca podra ser mo-
delado totalmente por circuitos resistivos, pero sirven como construcciones auxiliares para
realizar los andlisis. Entre otros aspectos se utilizan para determinar puntos de operacion
DC, puntos de equilibrio, sintesis de circuitos, etc.

Se presentan algunos métodos de solucién tratados en el libro [37] para resolver circuitos
resistivos lineales y no-lineales, luego de lo cual se revisaran algunas técnicas para resolver
circuitos no-lineales.

En general los elementos resistivos se clasifican como lineales, no-lineales, invariantes en el
tiempo y variantes en el tiempo, y se caracterizan por una relacion lineal entre la tension y
la corriente, se habla de la caracteristica v — ¢ del resistor.

Un elemento se llama resistor si satisface la relacién llamada curva caracteristica del resistor
y se puede graficar bien sea en el plano v — 7 o en el plano i — v

Rr = (v,7) : f(v,i) =0 (C-1)

Esta relacién especifica completamente al dispositivo!.
Resistor Lineal
Un resistor se llama lineal si satisface que

f(v,1) = wv—Ri=0
— v=Ri
Gréaficamente es una linea recta y R el valor de la resistencia, representa el valor de la

pendiente (mostrado en una seccién anterior), en un punto de operacién particular. Un
resistor que no sea lineal se denominara no-lineal.

'Es de aclarar que v = v(t) es la tensién en el dispositivo en el instante ¢, e i = i(t) es la corriente que
cruza el resistor en cualquier instante
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Resistor Pasivo
En general la potencia entregada a un elemento cuya tensién es v(t) y cuya corriente es i(t)
esta dada por

p(t) = v(t)i(t) (C-2)
Para un resistor lineal cuya caracteristica sea v = Ri la potencia entregada serd
p(t) = Ri*(t) (C-3)

y serd siempre positiva si el resistor es lineal y R > 0. Se dice que un resistor es pasivo si y
solo si, su resistencia es no negativa, razoén por la cual el resistor siempre absorbera energia
del balance del circuito. Por otra parte, si R < 0 el resistor la potencia que fluye a través del
resistor es negativa lo que quiere decir que esta entregando energia al circuito, se dird que
el resistor es Resistor Activo, graficamente se puede ver que es una linea recta de pendiente
negativa.

Figura C-1.: Representacion del resistor no lineal

Un resistor se dice pasivo si la caracteristica v —i esta confinada al primer y tercer cuadrante,
y un resistor se dice activo si no es pasivo. De la misma forma un resistor que no sea lineal
se llamara no-lineal.

Resistores variantes e invariantes en el tiempo

Un resistor se dice variable en el tiempo si y solo si su caracteristica v — ¢ varia en el tiempo,
de otra manera se dice que es invariante en el tiempo. Un resistor que sea lineal variable en
el tiempo, satisface

o(t) = R()i(t) (C-4)

Un ejemplo de él es un switch de operacién periddica [37].



D. Circuitos de segundo orden

En ésta seccién se hard una presentacién semejante a la que se presenta en [37]. Los circuitos
que involucran dos capacitores, o dos inductores, o un capacitor y un inductor se denominan
circuitos de segundo orden. Se pretende hacer diversos andlisis con circuitos que incluyan
memristores. Para un circuito de segundo orden construido con elementos lineales variables
en el tiempo la ecuacion diferencial escalar que lo modela se puede escribir como:

&+ 208 + wir = u(t) (D-1)

Donde « se denomina constante de amortiguamiento y corresponde a wg = 27 f es la frecuen-
cia angular (en radianes por segundo) y f es la frecuencia medida en Hertz. Y sus ecuaciones
de estado se pueden escribir en la forma & = Ax + u(t) , donde z; y x5 son llamadas va-
riables de estado del sistema, el vector @ representa el vector de estado, el vector u(t) es
llamado el vector de entrada y la matriz A corresponde a la matriz del sistema.

2] = e ) L) >3

Es necesario reducir la ecuacién (D-2) a la forma (D-1), lo cual se hace de la siguiente forma:

ZI;‘.l — Tl'l + AZL’l = U,a(t), s? a19 7é 0 (D-3)
1'3.2 — T(L’Q + AJIQ == Ub(t>, st 921 7é 0 (D-4)
T = (CLH + a22) (D_5)
A (a11a22 — Q12021 (D-G)
Ua(t) = —Qa92U1 (t) + a12U2 (t) + U:l (t) (D-?)
ub(t) = Q21U1 (t) — a11U2<t) + UQ@) (D—S)
De donde se puede concluir que:
200 = T = —(a11 + CLQQ) (D-9)
U.)g = A= a11A922 — A12091 (D—lO)

Cuando el circuito es no lineal, en ocasiones puede ser muy complejo escribir una ecua-
cién diferencial escalar, lo que en general se puede hacer es escribirla de la siguiente forma



Tabla D-1.: Respuesta de entrada cero de 7 + 2ai + wiz =0, a > 0, wg > 0

1. Respuesta Sobre Amortiguada 2. Respuesta Subamortiguada
(a > wy > 0) (0 < a < wp)
f(t) = ket + koe™! f(t),= ke *cos(wqt — )

k1 + ko

. t
' t
__O]m(s)
e(s)
S22 S1 |0
f1="0— §1 = —a + Jwy
So = —( + Qq 59 = —a — juwg

3. Respuesta Criticamente

4. Respuesta Sin Amortiguamiento
Amortiguada (o = wy > 0)

(=0, w>0)
f@t) = (ky + kat)e™" fo(é = k;do()s (wot — 0)

| “N AN
. LA
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z = f(z,t):
71 = fi(zy,20,1)
Ty = fo(w1,20,1) (D-11)

Respuesta de entrada cero
Cuando a la ecuacién (D-1) sin fuentes externas, se dice que se estudiard la respuesta natural
del circuito y resulta ser de la forma:

&+ 200 + wir =0 (D-12)

Con parametro o > 0, el método para resolverla es utilizando la ecuacién caracteristica o
polinomio p(s) = s? + 2as + w?, cuyas raices son

—atay sia>wy>0

51,2=—Oéﬂ:\/042—wgz —atjwg sil<a<wy (D-13)

— sia=wy>0
Donde

ag = vVa?—w? (D-14)

wg = \/wi — a? (D-15)

Son muy conocidas las respuestas a estos circuitos para las diferentes posibilidades de res-
puestas las cuales se muestran en la tabla (D-1). En todos los casos se analiza el circuito es
RLC sin fuentes. Para nuestro caso analizaremos un circuito RLC' en serie con un elemento
no lineal tipo memristor.



E. Articulos publicados

Se publicaron dos articulos con base en los resultados obtenidos durante el desarrollo de
la tesis; El primer evento fue El encuentro nacional de Investigadores, ENID 2011 con el
articulo titulado ”Introduccion al memristor: La nueva era de la electrénica”.

El otro evento es el Tercer encuentro de micro y nanotecnologia llevado a cabo en el 2011, en
el cual se presento el articulo titulado ”Un analisis del memristor como elemento analogo”.

Se adjuntan los dos articulos.
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