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Resumen

En este trabajo se hace analiza el efecto de lente gravitacional generado por
el cimulo galdctico Abell 370 (z = 0,375) sobre las galaxias y fuentes de fondo
(z = 0,724) con el objetivo de calcular el perfil y valor de masa del ctimulo.

Se utilizan métodos paramétricos con base en distribuciones de masa conocidas y
que provienen de la dindmica galactica, a fin de utilizar una funcién de contraste x?
que conduzca a los mejores parametros que reproduzcan las observaciones. El mo-
delo encontrado posee una distribucién bimodal de masa con una fuerte presencia
de materia oscura.

Las imagenes encontradas a partir de los mejores modelos reproducen las observa-
ciones en tamano, forma y posicion. Es analizada y comprendida la formacién de la
estructura del gran arco que subyace por debajo de una de las galaxias dominantes
en el cimulo.

La masa del camulo es calculada asi como las velocidades de dispersién de las gala-
xias.

Palabras clave: 1) Lentes gravitacionales: fuerte y débil. 2) Galaxias: distan-
cias y corrimiento al rojo. 3) Métodos: estadisticos. 4) Técnicas: procesamiento de
imégenes. 5) Materia oscura. 6) Galaxias: halos.



Resumen



Abstract

In this work it is analyzed the gravitational lens effect generated by the galactic
cluster Abell 370 (z = 0,375) on the background galaxies and sources (z = 0,724)
with the aim of calculate the mass value and profile of the cluster.

Are used parametric methods based on known mass distributions from the galactic
dynamics, in order to employ a contrast function x? that leads to the best parameters
that reproduce the observations. The model found have a bimodal distribution of
mass with a strong component of dark matter.

The images found from the best models reproduces the observations in size, form
and position. It is analyzed and understood the structure formation of the great arc
that lies underneath of one of the dominants galaxies in the cluster.

The cluster mass is calculated as well as the dispersion velocities of the galaxies.

Keywords: 1) Gravitational lensing: strong and weak. 2) Galaxies: distances and
redshift. 3) Methods: statistical. 4) Thecniques: image processing. 5) Dark matter.
6) Galaxies: halos.
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Introduccién

Los cumulos de galaxias son los sistemas que por naturaleza gravitacional, ofre-
cen en mayor detalle la formacion y evolucién de estructura del universo a gran
escala. Ejemplos claros de esta proposicién son el andlisis estadistico de los ciimulos
de materia y las curvas de rotacién plana de las galaxias, que evidencian distribu-
ciones de materia oscura, piezas fundamentales en la construccién de valores como
densidades cosmolégicas, la constante de Hubble, la constante cosmolégica, etc.
Todas las propiedades gravitacionales y estadisticas de la distribucién de los ciimu-
los de galaxias reposan en la Teoria de la Relatividad General (RG) o Teoria de la
Gravitacion, desarrollada por Albert Einstein a mediados de la segunda década del
pasado siglo, donde, entre otros fenémenos, se predice la flexién de las trayectorias
de los haces de luz a causa de fuertes campos gravitacionales, en este caso, los ge-
nerados por dichos ciimulos y stiper ctimulos. Este campo de investigacion tedrico
ha sido fuertemente explorado y cotejado con las evidencias observacionales a través
del desarrollo de mejores y mas sofisticadas herramientas observacionales, con un
importante nimero de aciertos y efectos extraordinarios como la multiplicidad de
las imédgenes o la magnificacién de las mismas.

A la curvatura de las trayectorias de luz y todas las consecuencias que este fenémeno
supone, se conoce con el nombre de Efecto de Lente Gravitacional (ELG) (Gravi-
tational Lensing), y dado que la desviacién de la luz depende completamente del
campo gravitacional que atraviesa, es posible conocer aspectos de su fuente, por
ejemplo la masa o distribucién de materia, por mencionar algunos. Asimismo, a
través de la magnificacién de las imagenes es posible observar objetos tan distantes
o tan débiles que con los instrumentos més potentes no se hubiesen podido detectar,
es decir, el efecto de lente gravitacional actiia como un verdadero telescopio césmico
que permite observar mas alla de nuestro alcance tecnoldgico.

No obstante, existen otros acontecimientos importantes que han sido descubiertos
y medidos en el ELG y que le han dado el estatus de una de las herramientas més
utiles en la Cosmologia Moderna: Anillos de Einstein, Arcos Gigantes Luminosos,
eventos de Microlentes y Lentes Débiles, etc., que han contribuido enormemente en
la comprension de magnitudes como las Distancias Cosmoldgicas, la fisica de los
Cuasars, los halos de materia oscura, la estructura galactica y la estructura de la
distribucién de materia del Universo a gran escala, que en parrafos anteriores se
menciono.

Es importante mencionar que a partir del nivel de deflexién de los haces de luz es
posible segmentar el drea del ELG en dos subdisciplinas:

» Efecto de Lente Débil (fotones cruzando a gran distancia del centro de la
fuente de campo). El dngulo de deflexién decrece linealmente a medida que la
distancia de los fotones al centro de la masa aumenta. Los efectos son medibles
a través de promedios estadisticos.
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» FEfecto de Lente Fuerte (fotones cruzando cerca al centro de la fuente del cam-
po). Distorsiones complejas de las fuentes de fondo (mayormente galaxias y
Quasars). Los dngulos de deflexién son cada vez menos lineales a medida que
los fotones se acercan a la masa y, como consecuencia de este efecto, pueden
ser creadas varias imagenes de la fuente.

La pieza medular en la teoria del ELG es la curvatura del espacio—tiempo debido
a alguna presencia maésica que afecta las lineas de avance (geodésicas nulas) y la
seccién transversal de los paquetes de luz, estableciéndose distintas configuraciones
y morfologias de las imagenes de acuerdo a la distribucién de masa. Esta propiedad es
fundamental porque permite reconstruir la densidad superficial de masa a partir de la

medicién de las imagenes. Este problema es abordado a través de dos subdisciplinas
del ELG:

s Modelamiento Paramétrico: Se basa en la suposicién de modelos de masa que
reproduzcan la formacién de imdgenes. A medida que el nimero de imége-
nes y arcos aumenta, el nimero de posibles modelos que los pueden predecir
disminuye.

» Modelamiento No-Paramétrico: En oposicién al anterior, el objetivo es inver-
tir los datos sin recurrir a ninguna parametrizacién del perfil de masa, pero
permitiéndole distribuciones aleatorias. Para llevar a cabo este propdsito, el
numero de arcos debe ser suficientemente grande, o los arcos deben extenderse
sobre una buena fraccién de la imagen de campo.

En este trabajo se hara uso del ELG en los regimenes Fuerte y Débil para deducir
el perfil de masa del cimulo Abell 370 paramétricamente; el cual es uno de los mas
exbticos y relevantes en la evidencia de las Lentes Gravitacionales. Ademas, los
enormes arcos que exhibe y la, distinguible a simple vista, distorsionada galaxia
(z = 0,724) que se encuentra por debajo de las dos gigantes espirales que pertenecen
al ciumulo galactico (z = 0,375), han sido objeto de diversos andlisis y articulos en
este campo de la astrofisica, e.g. J.P. Kneib et al. [KMF*94|, J. Bézecourt et al.
[BKSE99| entre otros.
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Notacion

La siguiente es una lista con las acepciones de los simbolos y convenciones usadas
posteriormente o con mayor frecuencia en este trabajo.

1,7,k ---: indices latinos seran destinados para etiquetar las coordenadas es-
paciales, x,y, 2.

a,B,7v---: indices griegos serdn destinados para etiquetar las coordenadas
espacio-temporales t, z, v, z.

V': representacién de un vector.
(VO VL V2 V3): un vector V expresado en sus componentes
AHF: representacién de la componente o del vector o tensor A.

Cuando un par de magnitudes etiquetadas con subindices repetidos se encuen-
tren multiplicando, deben sumarse los productos de las magnitudes para cada
valor que tome el indice, es decir

3
izt = (557’)2 = (332)2 = lex’ = g2t + zoa? + x3a2>.
i=1

A esta convencién se le conoce como suma de Einstein.
T, tensor momento-energia.
A: constante cosmoldgica.

guv: tensor métrico que representa el elemento de linea Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW), véase seccién

dr?

2 _ 2 742 2
dS = —C dt +a (t) <1—k‘7‘2

+ r2d(22> :

La signatura de la métrica utilizada serd (—, +, +, +).

I'},: simbolos de Christoffel, definidos en términos del tensor métrico,

1 990 09ov L
7 =Zg7° [k oV _ [
w =59 <8x” - Oxt  Oz°

R,,,: tensor de Ricci

_ Tl B T,
oxP ox?

A A
RNV + FZ)\F;W - Fﬁ)\rp,u
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Un punto encima de una cantidad representa la derivada temporal de la misma.
c: velocidad de la luz, ¢ = 3 x 108ms~1.
G': constante de la gravitacién universal, G = 6,67 x 10" Nm?kg—2.

Hy: constante de Hubble, Hy = 74,8 kms~'Mpc~1.

z: redshift o corrimiento al rojo.



Capitulo 1

Consideraciones Cosmolodgicas

El entorno donde se desarrolla el Efecto de Lente Gravitacional (ELG) es impres-
cindible en su andlisis ya que las distancias que separan observador, lente y fuente
dependen del modelo cosmolégico, asi como la desviacion de los haces de luz. Este
modelo a su vez debe estar sustentado tedricamente y en concordancia con obser-
vaciones astrondOmicas, e.g., la expansion acelerada del Universo, la abundancia de
elementos ligeros y la Radiacién Césmica de Fondo (CMB por sus siglas en inglés).
No obstante, recientes evidencias experimentales apuntan hacia la existencia de la
desconocida materia oscura, que, si bien puede ser modelada a través del perfil NFW
(Navarro, Frenk & White) [NFW96], atin plantea una de las més grandes cuestiones
en cosmologia y por supuesto, el modelo cosmolégico adoptado debe ser capaz de
describir.

Un camino para establecer este modelo se basa en la hipétesis de homegeneidad e
isotropia del Universo a gran escala, es decir, que la medicién de propiedades no
dependan de la direccién ni del lugar en el Universo desde los cuales se observen.
La geometria del espacio-tiempo que cumple con esta condicién estd dada por la
métrica Robertson-Walker y al relacionarla con la distribucion de materia y energia
por medio de las Ecuaciones de campo de Einstein de la relatividad general (RG),
se obtiene un modelo de fluido perfecto, que esta acorde con la morfologia césmica
presente: un gas homogéneo a gran escala [Wei72)], [Car04], [Dod03], [Sar05], [Pad10].

27
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1.1. Principio Cosmolégico

El principio cosmoldgico establece que el Universo es espacialmente homogéneo
e isotrépico. Esta proposicién debe entenderse de la misma forma en la que un flui-
do o un sélido pueden considerarse medios continuos, es decir, como un conjunto
infinito de elementos constitutivos, individuales, pero que un modelo matematico
permite estudiar macroscépicamente a través de cantidades como la densidad, pre-
sién, temperatura, etc. En un sentido por poco literal, promediando en secciones lo
suficientemente grandes como para contener miles de cimulos y stper cimulos de
galaxias, el Universo presenta las mismas propiedades; lo que supone la no existen-
cia de lugares privilegiados en el Universo. En tanto, la isotropia indica que puede
obtenerse la misma informacién fisica sin importar la direccién en la que se tomen
los datos, propiedad que ha quedado impresa en el CMBD (Cosmic Microwave Back-
ground), y cuyas fluctuaciones con respecto a la temperatura promedio del campo
de radiacién (anisotropias) son del orden de 1077, es decir, la temperatura medida
en una direccién discrepa con la medida en cualquier otra tan solo en una parte en
cien mil.
No obstante, el caracter evolutivo del Universo, comprobado en el movimiento relati-
vo y de separacién de la materia (expansién del Universo), implica una distribucién
de materia-energia dependiente del tiempo: en el pasado la densidad de la misma
debié ser mayor que en su estado presente, y como consecuencia inmediata se res-
tringe la homogeneidad e isotropia solamente al 3-espacio.
Como estd anotado en [BS99], el espacio-tiempo es descrito a través de hipersu-
perficies cuadridimensionales de tiempo constante maximalmente simétricaeﬂ que
cambian de acuerdo a una funcién que depende del tiempo, denominada factor de
escala. Como se verd a continuacion, este modelo puede ser descrito a partir de sus
propiedades geométricas escribiendo la forma general del elemento de linea que de-
fine el espacio-tiempo, incluso sin recurrir a las Ecuaciones de Campo de Einstein,
las cuales impondran después condiciones a la dindmica del factor de escala a través

1CMB o Cosmic Microwave Background es el nombre que en inglés se le da a la Radiacién
Coésmica de Fondo, predicha por Gamow [Gam48|, Alpher y Hermann en 1948, y medida por primera
vez por Penzias y Wilson en 1965 (trabajo por el cual fueron laureados con el Premio Nébel en
1978); y posteriormente de forma mads precisa por el instrumento FIRAS (The Far InfraRed Absolute
Spechtrophotometer) a bordo del satélite COBE (Cosmic Background Explorer) a principios de los
90, en una longitud de onda de lem a 0.5mm, mostrando que el CMB corresponde al espectro de
radiacién de un cuerpo negro a temperatura de 2,735+0,06° K jy con un error menor a 1 %![MCJ*90|
El CMB es considerado como una de las evidencias mas fuertes que apoyan el modelo del Big-Bang.

2Un n-espacio maximalmente simétrico admite un ntimero méximo n(n 4 1)/2 de vectores de
Killing. Cada vector de Killing define una direccién en la cual la derivada de Lie de la métrica
es nula (para una exposicién detalla de funciones sobre variedades diferenciables, véase [Car04],
[Wei72], [Sar05])

Lrguw =0

A su vez, cada vector de Killing esta asociado a alguna simetria de la métrica que describe el espacio,
ademds implica la existencia de cantidades conservadas[Car04].
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de dos ecuaciones y a partir de la alta simetria del tri-espacio.

1.2. Modelo Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

El Principio Cosmoldgico restringe la forma del tensor métrico g, g que describe
la estructura del espaucio—tiempoEl7 mientras que las ecuaciones de campo de Einstein
gobiernan su dindmica en relaciéon al contenido de materia-energia del Universo.
Debido a la isotropia, las componentes gg; del tensor métrico son nulas, pues de lo
contrario identificarian alguna direccién particular en el espacio-tiempo, asi que el
elemento diferencial de distancia en el espacio-tiempo

ds? = gapda®da® (1.1)

puede escribirse como
ds? = —c2dt? + g;;da'da? (1.2)

donde g;; es el tensor métrico asociado al tri-espacio, el cual, a lo mas debe depender
del tiempo para no violar el principio de homogeneidad.

1.2.1. Hipersuperficie 3-dimensional

Para determinar la forma espacial del elemento Ec. 1} gz-jdxida;j , analizare-
mos una variedad n-dimensional isotropica contenida en otra de dimensién mayOIEL
[Nor97].

La isotropia implica que el elemento de linea tri-espacial debe cumplir

gij = f(r)dr? 4 r?dQ? (1.3)

donde f(r) es una funcién que contiene informacién de la curvatura del tri-espacio
y dQ? = db? + sin? 6dp>.

Consideremos una variedad curva de dimensién n definida por el conjunto de puntos
(x!,--- ") que satisfacen

(2%)? = R? (1.4)

donde t =1,--- ,n+ 1y R es el radio de curvatura de la variedad. El elemento de
linea de la superficie descrita por la Ec. (1.4]) es

(zjda?)?

(dz')? = (da?)* + ()

(1.5)

3Recordar que los indices griegos (a, B,+-+) van de 0 a 3 y representan las coordenadas espacio-
temporales, mientras que los latinos (4, 7, - - ), se empleardn para las coordenadas espaciales.

4Por ejemplo la 2-esfera (52), cuyo radio R dependa del tiempo, lo cual constituye un 2-espacio
isotrépico contenido en un espacio de 3 dimensiones.
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con j = 1,---,n, por tanto es posible escribir el elemento de linea en n + 1 di-
mensiones en funcién de las coordenadas del espacio en n dimensiones. Si n = 3, y
nombrando el elemento de linea del tri-espacio di?, se obtiene

di? = (deh)? + - - + (dz?)? (1.6)

(xldz! 4 22dz? + 23dx3)?

di? = (d:nl)2 + (d:n2)2 + (d:v3)2 + R~ (212 — (222 — (3)?

(1.7)
en coordenadas esféricas z! = 7/ sinf cos ¢, 22 = 1’ sinfsin ¢ y 23 = r’ cos 6, es inme-
diato notar que los tres primeros términos son el elemento de linea en coordenadas
esféricas del espacio Euclidiano, mientras que el segundo término hace referencia a
la curvatura del espacio

T/QdTIZ
de = ClT'/2 + T2dQ2 + w (18)
donde d2? = db? + sin? d¢?. Por tanto
dr’?
2 _ 2 2

donde K = 1/R? es la curvatura del espacio, el cual puede ser [Car04], [Ham13],
[Wei72],

= Cerrado, si K > 0.
= Plano, si K =0.
= Abierto, si K < 0.

Denominaremos comdviles a las coordenadas espaciales que expanden con el Univer-
so, como lo define [Ham13|, y solamente un observador comdvil puede observar la
isotropia del Universo, como lo define [Car04], hecho que por ejemplo produce una
anisotropia en el CMB debido a que la Tierra no es comévil [Car04].

Relacionando la coordenada radial comdvil 7 con la propia ' a través de una fun-
cién del tiempo a(t) conocida como factor de escala, cuyo valor al tiempo presente
es tomado como uno, a(tg) = 1, de modo que la distancia fisica evolucione con el
tiempo y sea proporcional al factor de escala, mediante 7’ = a(t)r, el elemento de

linea (1.9)) se lee

di? = 2 dr’ 2402 1.10
= a“(t) 1—kr2+r (1.10)

donde k = (a(t)/R)?.
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1.2.2. Meétrica FLRW

Finalmente es posible escribir la métrica espacio-temporal ([1.2]) como
2

1 — kr?

ds® = —c2dt® + d®(t) < - r2d92> (1.11)
la métrica fue derivada independientemente por A. Friedmann en 1924 y G.
Lemaitre en 1927, y sus propiedades fueron estudiadas més a fondo por H. Robertson
vy A. Walker en la década de 1930, razén por la cual se ha demoninado histéricamente
métrica FLRW, FL o RW, y al modelo que describe se le conoce como Modelo
Estandar de la Cosmologia.

Como se menciond, a menudo se establece que al momento actual a(tg) = ap = 1
de modo que la constante k se convierte en la curvatura del espacio. Es comun

normalizarla a k = —1,0, 1. Introduciendo una nueva coordenada radial 7 tal que
dr
dir = ——— 1.12
(1 — kr2)1/2 ( )
con lo cual
sin 7 sik=1, cerrado,
r=< 7 sik=0, plano, (1.13)
sinh7 si k= —1, abierto.

lo que permite escribir la métrica FLRW de una forma compacta

ds? = —2di* + a*(t) (di? + r2d0?) (1.14)

1.3. Ecuaciones de campo de Einstein

La métrica FLRW describe al espacio-tiempo como funcién del factor de escala
a(t) y su dindmica estd determinada por las Ecuaciones de campo de Einstein, que
relacionan la geometria del Universo con su contenido de materia-energia

1 871G
R,uy - Q‘RQUV = CTTMV + Ag/,u/ (115)

donde R,,, es el tensor de Ricci, R es el llamado escalar de Riccﬂ el cual es la traza
de Ry, R= Rﬁ = g" R, guv es el tensor métrico asociado a la métrica FLRW, T},
es el tensor momento-energia y A es la llamada constante cosmoldgica, que permite
obtener soluciones cosmoldgicas estaticas de las ecuaciones de campo a través del
término Ag,, introducido por Einstein.

El miembro izquierdo de las ecuaciones de Einstein es puramente geométrico

5 sz . . .
°También conocido como escalar de curvatura y no debe confundirse con el radio de curvatura
del espacio, definido por la Ec (1.4).
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y depende del elemento de linea FLRW , en tanto, el miembro derecho describe
el contenido de materia-energia del Universo, modelado como un fluido perfecto y
definido por su densidad de energia p y densidad de presion p. Dada la alta simetria
del espacio , isotropia, el fluido debe permanecer estatico con respecto a un
observador cuyas coordenadas sean comdviles, como lo anota [Car04], asi que la
cuadri-velocidad de cada una de sus particulas (galaxias) en este marco de referencia
puede ser escrita

U* =(1,0,0,0) (1.16)
y como muestra [Sar(05], el tensor momento-energia de un fluido perfecto
T = (% + p) U, + (%gw. (1.17)
Recordando Uy = —c2UY, en el sistema en reposo, explicitamente
p 0 0 0
0 a*(1—kr?) 1% 0 0
Tw=1 0 0 0222, 0 (1.18)
0 0 0 a?r? sin® 0%
Entre tanto, el tensor de Ricci, calculado a partir de los simbolos de Christoffel, es
—3da~! 0 0 0
B 0 fA—kr)~t 0 0
Ry = 0 0 2 0 (1.19)
0 0 0 fr2sin?6
donde f = (2¢%k + 242 + ad)c™2. Asi mismo, el escalar de Ricci
6 |k (a\® i
R=—=|— - - 1.20
c? [a2 * (a) + a (1:20)

Utilizando ((1.19)), (1.20)), (1.11)), (1.18) en las ecuaciones de Einstein (1.15]), en la
parte temporal, se llega a

2\ 2 2 2

a 871G c‘k A

4y B T 1.21
(a) 3772 T3 (1.21)

en tanto, las tres componentes de la parte espacial conducen a

. 2
a D P A
Ep—pYe: <7 7) 2. 1.22
a ™\ + 3 + 3 (1.22)

Las ecuaciones, (1.21)) y (1.22)) son conocidas como ecuaciones de Friedmann y de-

terminan la evolucién de un espacio maximalmente simétrico.

Derivando la Ec. ([1.21)) y reemplazando en la Ec. (1.22)) resulta

D a .
3(— )f —0 1.23
2P TP (1.23)
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0 equivalentementﬂ
da®  d(a®pc?)
Pt T
El primer término de esta ecuacién es interpretado como el trabajo W = pAV
realizado por el gas en expansién debido a la presién, en un volumen a® medido por
un observador comévil, mientras que el segundo sefiala un cambio AE = A(me?) =
A(Vpc?) en la energia contenida en aquel volumen, y de acuerdo a esto

= 0. (1.24)

W+ AE =0, (1.25)

por lo tanto la Ec. comprende la primer ley de la termodindmica para un
proceso adiabéatico, denominada conservacion de la energia. El cambio en la energia
relativista de las particulas del gas en expansién genera un trabajo a través de la
presion que ejercen.

La ecuacién de estado para un fluido perfecto relaciona directamente la presién y la
densidad

P =wp (1.26)
donde w es constante. De modo que la Ec. ([1.24]) conduce a

p= ﬁa73<1+c%>, (127)

donde p es la constante de integracién. En realidad, se presume que el fluido cos-
moldgico estd constituido por materia ordinaria, bariones y materia oscura no rela-
tivistas, y una contribuciéon importante debida a la radiacién, particulas relativistas
como fotones o particulas masivas con velocidades cercanas a la velocidad de la luz,
esto es

P = Pm + Pr; P = Dm + Dr. (1'28)

Una buena aproximacién a la materia no relativista es considerar
Pm =10 (1.29)

con lo cual w =0y la Ec. (1.27)) implica

_ Pom
pm— 3
a

(1.30)

SNétese que la Ec. (1.23) puede ser escrita como
. D . .
SaC—2 +3ap+ap=0

multiplicando por a?

. D . .
3a2ac—2 + (3a*ap+a’p) =0

lo que conduce a la Ec. (1.24).
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de modo que la densidad decrece a medida que el Universo se expande. Este modelo
de Universo, donde la componente de materia es dominante, es conocido como tipo
dust [BGO6].
Por otra parte, la radiacién es descrita por el tensor momento-energia electro-
magnético

1 1

T = — ( FIMFY — —g" FAF 1.31

An < by 49 Ao | ( )
donde F},,, es el tensor electromagnético. La traza T =T} = g, T"" es, teniendo en
cuenta g, g"" =4
1
47
Asimismo la radiacién puede ser descrita por el tensor ([1.18]), cuya traza es

T = (FjF; - FA"FM) —0. (1.32)

3p
T=— = =0 1.33
P+ ; (1.33)

resultando la ecuacion de estado para la radiacién

62

~ s (1.34)

p’r:3

donde w = ¢?/3, y la Ec. (1.27) conduce a

.= %. (1.35)
Esto es, un modelo que describe un Universo para el cual la mayor parte de la
densidad de energia es dominada por la radiacién.

Las ecuaciones y (1.35)) indican que el comportamiento de la densidad depende
de la geometria del espacio y de su evolucion; de hecho, la conservacién de la materia
bariénica implica una reduccién en la densidad de energia a medida que el volumen
a®(t) aumenta, asi mismo, gracias a la expansién los fotones pierden energia en un
factor adicional a~!(¢) (con respecto a la materia ordinaria) porque disminuye su
frecuencia (corrimiento al rojo).

1.4. Parametro de Hubble
La tasa de cambio del factor de escala define el parametro de Hubble
H(t) = —=. (1.36)

Su valor al tiempo presente H(ty) = H es conocido como la constante de Hubble, y
aunque no se sabe su valor exacto, observaciones recientes obtenidas con el Telescopio
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Espacial Hubble (NASA/ESA) en el éptico e infrarrojo de mas de 600 variables
Cefeidas registran que, [RMC™11]

Hy = 74,8 + 3,1kms ' Mpc*. (1.37)

Definiendo la densidad critica como

Perit = 3Hg ~ 1,052 x 10~ 23¢g/m? (1.38)
81G
cuya interpretacién se da a partir de la primer ecuacién de Friedmann (1.21]) ya
que la misma proporciona el valor de la densidad promedio actual del Universo,
modelado bajo la suposicién que su geometria fuese plana (k = 0) y sin contribucién
de la constante cosmoldgica (A = 0).
El valor de la densidad critica es equivalente a jla masa de 6.286 atomos de Hidrégeno
por metro cubico!, la cual es una densidad muy pequena. Sin embargo, su valor,
asi como el parametro de Hubble, depende del tiempo. La densidad critica permite
expresar la tasa de cambio del pardmetro de Hubble en el tiempo actual mediante
la Ec. en este mismo modelo cosmoldgico

i —-21{3(21’0 +1). (1.39)

to C* Perit

Notese que la densidad permite escribir la Ec. de una forma compacta,
pues asumiendo que la energia total del Universo tiene contribuciones en la curvatura
y la constante cosmoldgica, representadas por densidades pp y pa respectivamente,
la primer ecuacién de Friedmann toma la forma

H? = %(pr + pm + P+ pA), (1.40)
donde se ha definido 32k 1
=t (1.41)
Y A
P (1.42)

La Ec. expresa que la densidad es inversamente proporcional al factor de
escala al cuadrado. Si la constante cosmoldgica A es constante la densidad es
también una constante.

Con estas definiciones en mente y empleando el conocido pardmetro de densidad, €2,
definido como la razén de la densidad actual de cada uno de los tipos de energia a

la densidad critica 8r
Pro ™ 4
Q. = = — , 1.43
" Perit 3H02 prod ( )
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PmO 8rG 3
Q= = — 1.44
" perit 3H? pmot (1.44)
2
pok _ C°k
g Perit Hg ( )
y 21
Qp =0 22 (1.46)
Perit 3H0
la Ec. (L.21]) puede ser escrita
H? = H3 (Qra™* + Qua ™ + Qa2 + Qn) . (1.47)
Al tiempo presente la condicién de suma de densidades
D+ + Qe+ Q7 =1 (1.48)

implica que tanto la geometria de las hipersuperficies espaciales como su dindmi-
ca son funciones de la suma de las contribuciones de energia en términos de las
densidades de radiacién, §2,, materia 2, y constante cosmolégica, 2

H? = Hf [Qa ™ 4+ Qna ™ + (1= Qp — Q — Q)a ™2 + Q] (1.49)

Mediciones actuales senialan que 2, < €, [LDH™11], asi, solo basta conocer el valor
de la densidad de materia y constante cosmoldgica para determinar la curvatura del
espacio, i.e. si ,, + Q2 = 1 seria plano, si €2, + Q2 < 1 el espacio seria hiperbdlico
y en caso contrario seria cerrado.

1.5. Modelos de Universo

La distribucion de la energia en las distintas densidades define el comportamiento
dindmico del Universo a través del factor de escala, sin embargo, esta distribucion
no es constante en el tiempo y en diferentes épocas diferentes parametros habran
dominado su evolucion. La Fig. exhibe el comportamiento del factor de escala al
solucionar en varios modelos de Universos dependiendo de algunos parametros
de densidad Q,, y Q. En Universos vacios 2,,, = 0 (evidentemente hipotéticos), el
crecimiento del factor de escala dependerd del signo de la constante cosmolégica

cos[Ho/|Qa|(t — to)] + ‘191\‘ sin[Ho+/|Qa|(t —to)] si QA <O,
a(t) =< 1+ Hy(t — t0) siy =0, (1.50)
cosh[Hov/Qa(t — to)] + ﬁ sinh[Hov/ QA (t — to)] siQp >0

= En el primer caso, 2y < 0, o mediante , A > 0, el factor de escala es
oscilante. El Universo es abierto (k < 0) y su historia es ciclica, se expandird a
partir del “Big-Bang” hasta que recaera en un periodo de contraccién llegando
al “Big-Crunch” y repetird esta dindmica incesamente. Fig. .
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Figura 1.1: Soluciones numéricas de la ecuacién de Friedmann determinando
el comportamiento del factor de escala como funcion del tiempo escalado. Los valores
medidos en la actualidad de los parametros de densidad son aproximados £2,, ~ 0,3
y Q2 ~ 0,7, y estan representados por la linea negra mas fuerte.
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= El modelo en el cual Q5 =0y Q,, = 0 es conocido como Universo de Milne.
Nuevamente el Universo es abierto y el factor de escala es proporcional al
tiempo, i.e. el Universo se expandird linealmente y eternamente, Figuras (1.1

y (1.2).

= En el caso en el que 0 < Q5 < 1, el Universo es abierto y el factor de escala
es descrito por funciones hiperbdlicas que pueden ser representadas por sumas
de exponenciales, con lo cual el Universo se expandird eternamente de forma
acelerada. Es importante notar que en este modelo el factor de escala tiene
intercepto en el eje temporal, es decir un instante en el cual el Universo no tenfa
dimensiones fisicas, probablemente el “Big-Bang”. Cuando Q5 = 1 el Universo
es plano, pero jamas el factor de escala ha sido nulo, de hecho, el “Big-Bang”
en este modelo ocurrié infinitamente atras en el tiempo. Finalmente, cuando
Qp > 1 el Universo es cerrado y a(t) decrece en el tiempo hasta alcanzar un
minimo para luego crecer indefinidamente, en este modelo tampoco existié el

“Big-Bang”. Fig. (1.2)).

En Universos mas realistas con contenido de materia, un modelo es de particular
interésﬂ7 aquel donde €, = 1 y no hay contribucién a la energia de la constante
cosmologica 2y = 0, llamado Universo de FEinstein-de Sitter. En este modelo el
Universo es plano k = 0 y el factor de escala es proporcional a t2/3

a(t) =

[1 4 ?’HOG_“))} o’ (L51)

2

Mas importante ain, el modelo estdndar de la cosmologia contempla las medidas
astronémicas de 2, = 0,3 y Qj ~ 0,7, [LDH"11]. Con estos valores, los pardmetros
describen un Universo plano cuyo factor de escala esté representado por la linea méas

gruesa de la Fig. (1.1).

1.6. Corrimiento al rojo

La radiacién electromagnética es una forma de propagacién de la energia y los
fotones son los portadores de esta interaccién, se mueven a lo largo de geodésicas
nulas (ds? = 0) y su velocidad en el vacfo es constante entre otras caracterfsticas.
Dado que la energia que transportan depende de su longitud de onda, la expansion
del Universo genera un aumento en la misma. Para calcular este efecto netamente
relativista, consideremos un observador situado en r = 0 que registra un haz de
luz en tg, el haz de luz fue emitido en (., r.) y arriva en direccién radial (6 = cte,

"Durante varias décadas se pensé que el modelo de Einstein-de Sitter describia perfectamente el
Universo.
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Figura 1.2: Soluciones numéricas de la ecuacion de Friedmann determinando el
comportamiento del factor de escala como funcién del tiempo escalado. En todas las
curvas {2, = 0. Se aprecia el comportamiento oscilante del factor de escala cuando
Qp < 0 (lineas punteadas), lineal, cuando Q, = 0 (linea continua); e hiperbdlico
cuando Qj > 1.
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¢ = cte), con lo cual la Ec. (1.11) toma la forma

— Adt? + a2(t) ( dr ) =0 (1.52)

1 — kr2

0, integrando

to Te
/ cdt / _r (1.53)
t. a(t) 0o V1—Fkr?
el lado derecho de esta ecuacion es una funciénlﬂ que depende explicitamente de 7.
La solucién tal que tg = 0 cuando a = 0 (momento en el que el Universo comenzé a
expandirse) en la Ec. , corresponde al punto mas alejado posible desde el
cual una fuente pueda emitir un haz de luz capaz de arrivar al observador. A esta

coordenada r. = rg se le conoce como radio del horizonte y a su distancia fisica
correspondiente, dyg, como distancia al horizonte

dit (to) = alto) /0 \/fw ~ a(to) /0 ' ;{‘Z. (1.55)

En efecto, dy se interpreta como la distancia fisica més lejana a la cual es posible
observar, la cual depende enteramente del comportamiento del factor de escala. En
la cosmologia estandar dg o tg, es decir finita y por tanto existe una superficie
matematica y bidimensional que separa el Universo visible de aquella parte de la
cual nunca se ha tenido ningtn tipo de interaccién o informacién, de esta parte se
dice que no esta causalmente relacionada con un punto a una distancia mayor a dg.
Por otra parte, si la distancia al horizonte es infinita todos los puntos del Universo
son observables y estan relacionados causalmente.

La Ec. relaciona la coordenada temporal con una funcién de la coordenada
radial asociada al movimiento de un fotén que parte en (te, r.) y arriva al punto
(t0,0). Con base en esto, el lado derecho de la Ec. debe permenacer inalterado
al considerar el intervalo de tiempo dt. entre dos crestas sucesivas de la misma onda
de luz emitidas en t, y t. + dt. y observadas en ty y %y respectivamente, es decir

to oot to+dto dt
/ o / o (1.56)
te a(t) te+ote a(t)

pero por medio de un teorema del célculo integral

to te+dte to to+dto to to+9dto
te te te+5te te+5te te+6te to

8Resolviendo la integral

k~1/2 arcsin (\/Ere) sik>1,

Te dr
/ /717142: Te si k=0,
0 " (—k)~Y/% arcsinh (V—=Fkre) sik<-1

(1.54)
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la ecuacion finalmente queda
tette ot to+8to ot
/ C:i/ o (1.58)
te a(t) to a(t)

en la aproximacién dt ~ 0, las integrales simplemente se calculan resultando

Ste bt
a(te) — a(to)

(1.59)

Teniendo en cuenta que dt. corresponde al intervalo de tiempo entre dos crestas
emitidas (periodo) de una onda de radiacién de longitud A, pero que son registradas
con una diferencia dtg y una longitud g

a(to) _ 6t0 )\0

) = (1.60)

es posible entonces afirmar que la frecuencia del haz de luz emitido no es igual a la
del observado y que su razén es igual a la del factor de escala en ambos instantes de
tiempo. En astrofisica, el corrimiento al rojo o redshift, z, es definido por

A
1+z:X9 (1.61)

e

por lo cual es posible redefinir la Ec. (1.60|) como

_af(to)
I+z= 000 (1.62)

© Ao — Ae
z= N (1.63)

La interpretacién fisica del corrimiento al rojo es que a medida que el fotén se despla-
za en un Universo en expansion, su longitud de onda aumenta de forma proporcional
al factor de escala.

1.7. La edad del Universo

En la seccién anterior se derivé una expresién que relaciona al factor de escala
en el tiempo de emisién t. y recepcion ty, de un fotén que varia su longitud de onda
conforme el Universo se expande, Ec. , y como una funcion del redshift
donde se emitid. Si la emision es producida en un tiempo arbitrario ¢t y la observacion
es efectuada al tiempo actual,

a(t) = (1.64)
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entonces, el pardmetro de Hubble ([1.49) puede ser escrito como una funcién del
redshift

H(z) = Ho [Q(1+ 2)* + Qu(1 4 2)° + Q1+ 2)2 + Qa] %, (1.65)

pero el pardmetro de Hubble a su vez es definido en términos de a(t) y puede ser

expresado como

1 dz
H=— — 1.
14+ 2zdt (1.66)

lo cual es vélido para cualquier valor arbitrario de a(tp). Por tanto

d
d;z = —Ho(1+2) [ (14 2)" + Qu(1 + 2)® + Q(1 + 2)* + Q4] V2 (1.67)

entonces el tiempo transcurrido desde que se emitio el fotén hasta el presente esta da-
do en términos de su redshift y los parametros cosmoldgicos,

/to 1 /0 dz
t HoJo (142)[Q (14 2)* + Qo (1 + 2)3 + Qp(1 + 2)2 4+ Q]2

(1.68)

donde se ha utilizado el hecho que el redshift del observador es cero.
El tiempo méaximo que el fotén duré en movimiento antes de arrivar al observador
corresponde a una emisic’)nﬂ en t = 0, de modo que la Ec. (1.68) revela la edad del

Universo como una funcién de los parametros cosmolégicos

1 /°° dz
CHoJo (14 2)[Q0(1+ 2)4 4+ Qu(1 4 2)3 + Qu(1 + 2)2 + Q]2

En las figuras (1.3)), (L.4)) y (1.5) se visualiza el comportamiento de £y en Universos
con componentes dominantes de €2, £2,, y Q4 en cada caso. Las medidas actuales de

los pardmetros de densidad de materia y constante cosmolégica suponen un Universo
plano, ©,, +Q = 1, con lo cual la edad del Universo puede ser expresada solamente
en términos de Q,,

to (1.69)

to

L <2+2M—Qm>_ (1.70)

T 3/1-Q, Q,,

Por ejemplo en el modelo de Einstein-de Sitter es necesario tomar el limite €, — 1
(o calculando la integral (1.69)) de forma directa) para obtener

2

t = — 1.71
oS = 5 (1.7)

9FEn este texto t = 0 se refiere al tiempo en el cual a(t) = 0, con lo cual la Ec. (1.64) indica
z(0) — oo.
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Figura 1.3: Edad del Universo (escalada por la constante de Hubble Hy) como funcién
de Qp en tres escenarios comsoldgicos. En los tres casos mostrados la edad del
Universo tiende a infinito cuando 24 — 1. Las edades minima y maxima se registran
en un Universo vacio con 2+, = 1 cuyo valor es ﬁ (= 6500 millones de anos), y

con 2.+ = 1 correspondiente a HLO (=~ 13 mil millones de anos), respectivamente.

tiempo aproximadamente igual a 8720 millones de anos. Sin embargo, un Universo
un poco mas viejo es obtenido con los parametros recientemente calculados a partir
de los datos basados en siete anos de exploracién de la misién WMAPE Qp =
0,734 4+ 0,029 y Q,, = 0,2669 + 0,0288, [JBD™11], implicando

to = (1,30387 4 0,05403) x 10'%afios, (1.72)

aproximadamente 13 mil millones de anos mas o menos 500 millones de anos.

1.8. Distancias Cosmolégicas

Las trayectorias que siguen los haces de luz provenientes de alguna fuente descri-
ben la dindmica espacio-temporal del universo, y son imprescindibles en la teoria de
Lentes Gravitacionales debido a que en las ecuaciones aparecen siempre las distan-
cias entre observador-lente, observador-fuente y fuente-lente. Y aunque las distancias
cotidianas entre objetos suelen ser de tipo Euclidiano, cuya magnitud corresponde

1074 sonda espacial WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) fue lanzada en colaboracién
conjunta de la NASA y la Universidad de Princeton en 2001 con el fin de medir las diferencias en
temperatura del CMB. Los datos recogidos por la sonda han sido publicados en distintos anos: 2003,
2006, 2008, 2010 y el més reciente en diciembre de 2012.
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Figura 1.4: Edad del Universo como funcién de €2, en tres escenarios comsoldgicos
cuando no hay energia asociada a la constante cosmoldgica. La tasa de crecimien-
to o decrecimiento en un Universo donde solo hay contribucion a la energia de la
materia baridnica, es pequena en comparacién a la de los otros dos casos, energia
bariénica més radiativa y energia baridnica més energia asociada a la curvatura. En
un hipotético Universo vacio, su edad seria infinita.
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Figura 1.5: Edad del Universo como funcién de €2, (para las curvas continua y a
trozos més grandes) y € (solamente para la linea a trozos méas pequenos) en tres

Universos distintos.
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a la de la linea recta que los une, en un escenario astronémico, deben definirse ope-
racionalmente en términos de la luz que emiten los cuerpos celestes, ya que no son
mensurables de un modo directo. Estas distancias proporcionaran una medida de la
propagacion de la luz en el universo y sus valores seran una consecuencia del modelo
cosmoldgico que se adopte.

1.8.1. Distancia de Luminosidad

El flujo observado Sy de un paquete de N, fotones emitidos isotrépicamente por
un objeto astronémico, es definido como la razén de la potencia observada Ly, a su
area transversal (en este caso area del telescopio),

Ly Ey

= — = 1.
SO AO (5750140’ ( 73)

donde Ey = Nohc/)g es la energia observada en el tiempo dtg. Sin embargo, el flujo
del haz de luz también es definido a través de la distancia de luminosidad del objeto,
dr, y de su potencia emitida, L., como

Le

= . (1.74)
4ﬂd%

So

No obstante, debido a la expansién L. no es la misma que se registra en la Tierra,

ie.,
E.  Nchc

T ot At
Utilizando (1.73)), (1.75)), (1.60) y (1.62)), la distancia de luminosidad es

Le )\O Ne AO Ne AO
L \ 475, Xe V No 4m (1+:2) V Np 47’ ( )

pero el drea del telescopio Ag registra solo una fraccién Ny/N, del area total A de
la esfera concéntrica en el objeto y que llega hasta nosotroﬁ

Le

(1.75)

A / 02 (to)r2dS) = Ama(to)r2 (1.77)

por lo tanto, el redshift de un objeto es una medida directa de su distancia de

luminosidad
dL = a(to)(l + Z)T‘e. (178)

Ahora, es necesario notar que un fotén se mueve a través de ((1.52))

cdt = a(t) (%) (1.79)

HNétese que el radio fisico de la esfera es a(to)re.
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o en términos del redshift

a(to)dr
c(1+ 2)dt = ——, 1.80
Urad= e (1.80)
la relacién entre z y t es recordada mediante la expresion ((1.67)
(1+ 2)dt = — dz (1.81)

Ho [Q(14 2)4 + Q(1 4 2)3 + Qi1+ 2)2 + Q]2

La Ec. (1.80) conlleva

/“f a(to)dr [~ cdz! (1.82)
o V1—Fkr2 0o Hy [Qr(l+z’)4+Qm(1+z’)3+ﬂk(1+z’)2+QA]1/2 .

la integral del miembro izquierdo ya se habia calculado (|1.54]), y puede escribirse de
forma més compacta

Te dr 1 )
/0 Vi = T arcsin (\/Ere) ) (1.83)

donde debe tenerse en cuenta que k£ = 0 no puede reemplazarse directamente sino
tomarse el limite k — 0. Asi

Lsin C\/E /Z dz'
VE alto) Jo Ho[0(14 2)4 + Qu(1+ 2)3 + Q1+ 2)2 + Q] 2]
(1.84)

Te =

Si hacemos a(tp) = 1 y recordando (1.41)), la distancia de luminosidad es

c(l+2z2) . z 1Q|V/2d2
dr = o iz St 7z |
Ho || 0 [Q(142)% + Qi (1 + 2)3 + Qi (1 + 2)2 + Q4]
(1.85)
o escrita de forma corta en términos de H(z), Ec. ([1.65))
c(l+2) . z || 2d2
d =—> H — . 1.
A AT ER [ o], e (1.86)

La distancia de luminosidad es una funcién de los pardmetros cosmolégicos y por
ende, del modelo de Universo adoptado.
1.8.2. Distancia Diametral Angular

Otro tipo de distancia, que en nuestro empeno resulta imprescindible [Cas00],
es definida a través de la razén entre la longitud propia (tamano fisico) del objeto
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en particular, d, al angulo que subtiene en el cielo, 6, y que puede ser medido
directamente,

d
conocida como distancia diametral angular. Esta definicién en un espacio Euclidiano
representa el radio del circulo concéntrico en el observador que va hasta el objeto
en la aproximacién 8 — 0. En el modelo FLRW la distancia al objeto estd dada en
términos del factor de escala y del redshift ((1.64). Supongamos un observador en el

origen de un sistema de coordenadas (r, 0, ¢) que registra

a(to)
Dg=a(t)re =
A (t)re 1+ 2
donde a(t)r. es la distancia fisica hasta el objeto, cuyo haz de luz fue emitido en
el tiempo t y que arriva hacia el observador en direccién radial. De este modo, la
distancia diametral angular estéd relacionada con la distancia de luminosidad por

dy,
Dy = T (1.89)
En la seccién anterior se encontré la dependencia de r. con respecto a z, Ec. ,
sin embargo, esta expresién es valida solamente en el caso en que el observador
se encuentre en el centro de coordenadas, si su posicién es arbitraria, la distancia
diametral angular D4 debe ser una funcién que depende tanto de la posicién del
observador z; como del objeto 29, i.e.,

D4(21, 22) = a(t2)r (21, 22), (1.90)

donde a(ts) es el factor de escala en el segundo objeto y r(z1,22) es la distancia
radial comévil entre el objeto y el observador. Utilizando (1.89) y (1.85]) la distancia

diametral angular en términos del redshift y los pardmetros cosmologicos es

T, (1.88)

C|Qk’71/2 ) z ’Qk‘1/2d2/
Dj(z) = ————sin 7
Ho(1+ z) 0 [Q(1 4 2)4 + Qu(1 + 2)3 + Qi1 + 2)2 + Q4]
(1.91)
© 1/2 /
D =— Hy|2 : 1.92
A2) = g | lou 2 [ (1.92)
Si el Universo es plano, k = 0, la distancia diametral angular es
z d /
Da(z) = — - (1.93)

(14+2) )y H(Z)

La solucién, por ejemplo, en el modelo Einstein-de Sitter, 2, = Qj = 0, es

. 2
Da(z) = —2 <(1+ i 1). (1.94)

T Hov, \ (11 2)32
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Hasta el momento hemos utilizado el principio cosmolégico para definir la estructura
y dindmica del Universo, pero esto sélo es valido a gran escala. El Universo real
presenta inhomogeneidades en la distribucién de materia que pueden ser modeladas
a través de una fraccién a (0 < o < 1), conocido como pardmetro de suavidad, que
se encuentra localmente agrupada y sumergida en una porcién 1 — « de distribucion
homogénea de materia. Este tipo de Universo no homogéneo genera el fenémeno
de Lente Gravitacional. La ecuacién diferencial de segundo orden que describe la
distancia diametral angular entre dos objetos D4(z1, 2), como una funcién de sus
redshift (z1,z) y en un Universo donde hay constante cosmoldgica, fue derivadaH
por Dyer-Roeder [DR73], [SEF99], y conocida de forma homénima, i.e.

2(24 2)Qp dzDA(Zl,Z)
1 Q. — 1.95
( tz (1+ 2)? ) dz? ( )
1 3+Qﬂ+7z9m (14624322 Qn | dDa(z1,2)
142 2 2 (14 2)2 dz
3afd,,
——D =0
+2(1 +2) alz1,2)
con las condiciones de frontera
dDa(z1, 2 14 21)72
Dy(z1,21) =0 y [Acgl)] = ( l)z =N (1.96)
P el atn - 23

Algunas soluciones de la Ec. (1.95) obtenidas numéricamente para las distancias
diametrales angulares con respecto a z, se encuentran visualizadas en diferentes
escenarios cosmoldgicos y para distintos valores de 21, segtin los siguientes casos:

» Caso I: @ =1 (Universo con una distribucién homogénea de materia “clump-
free”) (Izquierda) y o = 0 (Universo inhomogéneo, materia totalmente agru-
pada “clumpy”) (derecha). Figura [1.6]

= Caso II: valores constantes de €),, y 2y en cada caso y aumentando o =
0,0,0,2,---,1,0. Figuras [I.7]

12Para la derivacién completa y sucinta de la ecuacién de Dyer-Roeder véase [Cas00].
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Figura 1.6: Distancia Diametral angular adimensional HyD /¢ como funcién del
redshift para « = 1 (panel izquierdo), a = 0 (panel derecho). De arriba a abajo en
ambos péaneles: 2, = 0,0y Qx =1,0, Q,, =03y Qy =0,7, 0, = 0,7y Qp = 0,3,
v Qp = 1,0 y Qx = 0,0. Nétese el cambio en el valor de la D4 entre las graficas
primera y segunda (cosmologia actual) de arriba a abajo, la agrupacién de materia
tiene como consecuencia que la D4 tenga un maximo local.
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Figura 1.7: Distancia Diametral angular
adimensional HpD4/c como funcién del
redshift al aumentar el parametro de sua-
vidad. De arriba a abajo, €,, = 1,0 y
QA =00.9, =07y Q4 =0,3.Q,, =03
y Qp = 0,7. Q, = 0,01 y Qp = 0,99.
Q= 0,0y Qp = 1,0.




Capitulo 2

Efecto de Lente Gravitacional

La Relatividad General encuentra uno de sus mas grandes aciertos en el Efecto

de Lente Gravitacional, en el cual la masa curva el espacio-tiempo a su alrededor,
deflectando la trayectoria de los haces de luz que pasen a través de ella. A pesar de
que en un principio el propio Einstein supuso que este fendmeno era inescrutable ex-
cepto en la teoria, las técnicas modernas de observacién astronémica han permitido
apreciar las lentes gravitacionales como un efecto medible.
A partir de 1979, cuando Dennis y Walsh observaron por primera vez cuatro imége-
nes del mismo Quasar Q0957 + 561 a una distancia de 8,7 mil millones de afos
luz, a través de una galaxia con un nicleo stper masivo a 3,7 mil millones de anos
luz, Fig. la investigacién en el campo del ELG ha sido exponencial, J. Wambs-
ganss [Wam98]|, constituyéndose en una de las herramientas mas poderosas en la
cosmologia moderna [SKWO06].

51
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Figura 2.1: Quasar 09574561, infrarrojo. Las dos imagenes més brillantes correspon-
den al mismo quasar, mientras que la tercera es una galaxia que actia como lente
doblando la luz proveniente del quasar. Imagen tomada de CASTLES SURVEY,
C.S. Kochanek, et. al

2.1. Deflexion de la luz por campos gravitacionales

Un par de meses después (1916) de que Einstein publicara la Teoria la Relatividad
General (RG) Karl Schwarzschild encontré una solucién exacta de las ecuaciones de
campo , que describen el espacio-tiempo en el exterior de un cuerpo masivo
estatico, de simetria esférica y no rotante. El elemento de linea métrico de la solucién
de Schwarzschild estd dado por

2 2(q Ts\ ;2 R 20302 | i 2 2
ds* = c(l 7n)dt +<1 r) dr® 4 r*(df” + sin® 6d¢*) (2.1)

donde r; es el denominado radio de Schwarzschild del cuerpo de masa M y estd dado
por

2GM
5

rs =

. (2.2)
La érbita de una particula que interactta con el campo gravitacional de un objeto
puede ser deducida a partir de la métrica de Schwarzschild, por ejemplo el movimien-
to planetarioEL y no se restringe al caso de particulas masivas, pues las ecuaciones
geodésicas asociadas a la métrica de Schwarzschild también conducen al efecto de la
desviacion de los haces de luz a causa de campos gravitacionales intensos.

13En efecto, el movimiento al perihelio del planeta Mercurio fue uno de los fenémenos predichos
por la RG y se constituyé en uno de sus mayores logros.
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2.1.1. Ecuaciones geodéscias y orbita del foton

Las ecuaciones geodésicas describen las curvas en el espacio-tiempo que sigue una
particula de masa despreciablﬁ bajo la accién solamente de un campo gravitacional,
y estan dadas por

d%a° , dzt dz”

dr? t dr dr
donde 7 es un parametro que describe la curva geodésica, y los simbolos de Christoffel
estdn dados en términos de la métrica g,

o _ 1 o aglh\ agV/\ ag,ul/
P = 29 <6:UV * dzk  dzr )7 24)

=0 (2.3)

Supongamos un haz de luz que se mueve en presencia del campo gravitacional de un
objeto esférico de masa M cuyo exterior esta dado por . Debido a la naturaleza
simétrica del objeto, el movimiento del rayo de luz se da en el plano ecuatorial
0 = /2, con lo cual se rescatan tres de las cuatro ecuaciones de geodésicas ,
temporal

d*t  rgdtdr s\ 1
dr? ~ r?2drdr ( o ) =0 (25)
radial ) ) ) )
dt rs\ d°r dr do
2 s 3
s(—) +2(1-=2) =4+ (—) —23(Z2) = 2.
cr <dT> + ( r) dr? T <d7’> " <d7‘> 0 (2:6)
y angular
d*¢ 1drd¢
2= T —0. 2.
dr + rdr dr 0 (2.7)

Las ecuaciones geodésicas no son independientes, en efecto, estan relacionadas por
medio de la métrica de tal forma que es posible eliminar la dependencia tem-
poral de la misma. Un fotén describird una geodésica nula, que al ser dividida por
dr?, resulta

o\ [ d? L[ dr? d¢?
= (-2 () 0-2) () (4). e

pero las ecuaciones (2.5)) y (2.7) pueden ser integradas como

dt a re\ —1
—=Z(1== 2.
dr b ( 'r) (2.9)
y ”
a
E Cr2 (210)

“Por definicién de geodésica, se exige que la masa de la particula que interactdia con el campo
gravitacional del objeto esférico sea cero, de modo que su campo pueda ser despreciable y no
contribuya al campo generado por la masa.
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con a y b constantes. Al reemplazar (2.9) y (2.10) en (2.8) podemos encontrar la

dependencia de la coordenada radial con respecto a la angular, resultando la érbita

del haz de luz
6”2_7"4_2(1_7"5> (2.11)
i) P r =) )

Definiendo r = 1/u, la Ec. (2.11)) resulta

2
(Z:;) - b% +u?(1 —urg) =0 (2.12)

tomando la variable independiente ¢, la ecuacién diferencial de segundo orden que
describe la trayectoria del fotén es

d? 3
dT:; +u— §rsu2 =0. (2.13)

La solucion de esta ecuacion puede hallarse por medio de iteraciones, encontrandose
en particular que el dngulo de deflexién de la trayectoria del haz de luz producido

por la masa esférica ed™|
4GM 1

2 7"07

A = (2.14)

c

donde 7 es la distancia més cercana al objeto masico a la cual el fotén pasa, llamada
parametro de impacto.

Para el caso del Sol, A¢ ~ 1,74 segundos de arco, dngulo que fue medido por Sir
Arthur Eddington en mayo de 1919 durante un eclipse solar en una expedicion
al golfo de Guinea en la Isla Principe, sus resultados fueron publicados un afo
después|DED20], lo que dio a Einstein renombre mundial. Este fenémeno netamente
relativista se le conoce como Efecto de Lente Gravitacional (Gravitational lensing).

2.2. Ecuacion de la lente

Supongamos una fuente de luz a una distanciaﬁ Dos (o al redshift zg) cuya
posicion estd descrita por 1 en el plano S, y algtin objeto mésico a una distancia
Dor, en X en el plano L (o en zp), ambas distancias con respecto a un plano O,
en cuyo centro de coordenadas se sitda un observador. La distancia del objeto a la
fuente, es decir de L a S la denominaremos Dys.

Bajo la suposicién que no existen mas campos gravitacionales que deflecten la tra-
yectoria de los haces de luz y que las distancias Drg v Dor, sean lo suficientemente
grandes como para que el propio campo del objeto sea inapreciable en los planos S'y

15V éase el Apéndice A para una deduccién detallada de la Ec. (2.14)
En lo que sigue todas las distancias que se mencionan son diametrales angulares a menos que
se indique lo contrario. Véase la seccién m
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- — L

Figura 2.2: Trazo geométrico de los haces de luz en el efecto de lente gravitacional.
Las distancias entre planos son diametrales angulares.

O; la trayectoria de los haces de luz puede ser aproximada a lineas rectas con cierta
flexiéon justo al cruzar por el plano L. Esta aproximacion es valida en el limite de
campo débil o angulos de deflexién pequenos. En la Fig. se muestra el esquema
general de la deflexion de la luz emitida por la fuente a causa de la masa, y percibida
por el observador O. Alli mismo se aprecian los vectores bidimensionales 1 en S y
£+ X en L, los cuales representan las posiciones de partida del haz y de impacto
sobre los planos de la fuente y la lente respectivamente. Los angulos 3 y 6, definidos
con respecto al eje 6ptico (linea punteada en la Fig. quedaran especificados por
los vectores antes mencionados, de modo que serd 1til asociarles un caracter vecto-
rial. En ausencia de masa, la imagen de la fuente es vista por el observador en la
posicién 11 o B y el haz de luz se mueve a través de la trayectoria descrita por la
linea a guiones, de otro modo, bajo la influencia gravitacional del objeto, los haces
de luz se desvian un dngulo &, que llamaremos de deflexién; lo que produce que la
posicién de la imagen que registra el observador cambie a 6.

En virtud de la definicién de distancia diametral angular , se puede establecer
una relaciéon vectorial entre la posicién de la imagen con y sin lente en el plano de
la misma.

1+ aDrs = 0Dog (2.15)
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con lo cual
BDos + &Dyg = 8 Dgg (2.16)

donde a & se le ha asignado también una dimensién vectorial. De lo anterior resulta
B=0—-a—— (2.17)

o simplemente

B=0—-« (2.18)

donde « es el llamado dngulo escalado y estd relacionado con el angulo de deflexion
por
aDog = &Drg (2.19)

En general a depende de la distribuciéon de masa de la lente que causa la deflexion
al haz de luz y de la posicién sobre L en la cual éste incida, es decir es una funcion
de 6, de modo que la Ec. (2.18]) debe ser escrita como

B=6-a) (2.20)

conocida como ecuacién de la lente. Esta es la relacion bésica entre la posicion real
de la fuente y su posicién aparente, observadas por O.

2.3. Angulo de deflexién de una distribucion de masa

Sea el caso de una lente puntual cuyo angulo de deflexién es muy pequeno, esto
es @ < 1 (lo que se conoce como aproximacién de lente delgada o aproximacién de
Born). En la seccién se derivo la expresién para el angulo de deflexion generado
por una masa esférica a partir de la métrica de Schwarzschild, por tanto de la Fig.
2.2] se obtiene

a(¢) = (2.21)

c2¢
donde & = |&| y & = |&].
En el caso de campos débiles, el dngulo de deflexion de una distribucion discre-
ta de masas en L puede ser considerado como la superposiciéon de las deflexiones
individuales de cada masa, de modo que

el — ¢
&(8) = 5 i <mi|§_ é|2> (2.22)

donde, como se habia mencionado, se le ha dado un valor vectorial al angulo de
deflexién.
La expresién (2.22)) nos invita a definir el dngulo de deflexién de una distribucién
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continua de masa de densidad Volumétricam p = p(&1,&2,2), como el limite infinito
de la suma de dngulos de deflexién debidos a elementos de masa dm = p(&1, &2, 2)dV

4G e-¢
R R B GEC! (223

Esta integral puede ser llevada a cabo sobre todo el espacio debido a que no hay
contribucién al angulo de deflexion por fuera de la distribucion

~ 4G ol 5 — 5/ ! el g !
= — ————=d&1désd 2.24
a(6) = 5 [ rleh &) g piciasha: (229
vy ya que el vector & reposa en el plano de la lente L y es bidimensional podemos
expresar la integral triple como

A 4G E 5/ / !/ / / ! !
a6) =5 [ e [ ot it (225)

Si definimos la densidad de masa superficial de la lente como la proyeccién de la
masa volumétrica en L,

2(€) = [ pléh.&5.2)a (2.26)
el angulo de deflexion es
4G / -& ! ¢!
a(6) = g [ SO grmdeides (227)

En este punto cabe anotar el hecho de que toda la informacién fisica de la lente
esta contenida en el angulo de deflexién y éste a su vez en la densidad de masa de
la lente.
Como las distancias diametrales angulares son definidas en términos de angulos, Ec.
, el angulo de deflexion es funcién de los mismos, donde d§; = Dor,df; con
1=1,2

R 4GDOL/ . 0-0
0) = X(0') 5 dodb 2.28
a(6) = 220 [ 26— gadtiats (2.28)
y recordando la relacién con el angulo escalado Ec. ([2.19))
..Drs 4G Dor,D1g / . 0-6
0)=60)—=——7—"" [ 2(0)——F7-5dfdo 2.2

Los términos constantes pueden ser recogidos en una funcién (la aparicién de la
constante 7 tiene una razén que se explicara adelante)

2 Dos

Vep = —— ——2 2.30
“ 47G DorDig (2.30)

"No debe confundirse la coordenada z sobre la cual se define la densidad volumétrica, con el
redshift, también simbolizado por medio de la z.
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la cual es conocida como la densidad de masa superficial critica y depende de las
distancias involucradas y, por lo tanto, del modelo cosmolégico. Con esta nueva
definicién, el angulo escalado sera

1 o) -0 ,
No todos los sistemas galacticos tienen las mismas consecuencias gravitacionales
sobre los haces de luz, pues esto depende enteramente de las propiedades masicas
de cada sistema, por ejemplo en el régimen del ELG Fuerte son comunes carac-
teristicas como la multiplicidad de iméagenes y la deformacién de la fuente; por lo
tanto es conveniente definir una cantidad que sirva de criterio de comparacién en-
tre los regimenes existentes: strong y weak lensing, la densidad de masa superficial
adimensional, o conocida como convergencia k()

> (0
k(0) = 2() (2.32)
entonces, el angulo de deflexién escalado sera
1 0 -6

Lentes para las cuales k(0) ~ 1 pueden considerarse como lentes fuertes, mientras
que en el caso k(0) < 1 son llamadas débiles.

2.4. Potencial deflector

Utilizando ahora el hecho que

o 0 0—0
—, — |1 —0'| =Vl 0= 2.34
(50750, ) 16~ 01 = Vamlo — 0| = =00 (2.34)
e introduciendo esto en el dngulo escalado
a(6) = > / K(6))Vo1n |0 — 0'|d0) 6}, (2.35)
™ JR2

el gradiente puede ser llevado fuera de la integral, pues es evaluado con respecto a
los angulos no primados

() = Ve (717 /ére K(0')In |6 — 0’|dagd9'2> , (2.36)

es decir

a() = Vi(8), (2.37)
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donde
1

»(0) = — /%2 k(0')In |6 — 0'|d0), o), (2.38)

T
es el potencial deflector bidimensional que contiene igualmente toda la informacién
de la lente como su masa o ubicacién cosmoldgica.

El potencial deflector satisface la Ecuacién de Poisson, pues a partir de

VieIn|0 — 0| =276(0 — 6) (2.39)
siendo §(0) la funcién Delta de Dirac. Tomando la divergencia del &ngulo de deflexién
1
V-af) =Vi(0) = - / k(0" )V2g1n |0 — @'|d6db), (2.40)
™ Jp2
con lo cual
V3)(8) =2 / x(60)5(0 — 6')dbdbly = 2r(0) (2.41)
R2
es decir
V2)(0) = 2k(0) (2.42)

en este punto se aprecia claramente por qué se introdujo la constante 7 en la defi-
nicién de la densidad de masa X, expresion ([2.30)).
2.5. Potencial de Fermat

A partir de la Ec. (2.37) se puede escribir la ecuacién de la lente en términos del
potencial deflector

B=60—-Viy) (2.43)
o
B—0+VyY(0)=0 (2.44)
y recordando que el gradiente es una funcién de las coordenadas (61, 602)
1
5 V(0 - B)2=p-0 (2.45)
podemos escribir la ecuacién de la lente como
1
V(5087 -4(0)] =0 (2.46)
0
Vo(6;3)=0 (2.47)
donde se ha introducido el Potencial de Fermat
1
(6:8) = 5(6 —B)° — (6 (2.48)

Escribir la ecuacién de la lente de la forma (2.47)) es 1til ya que la formacién de
imagenes se da en aquellos puntos extremos del potencial de Fermat.
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Figura 2.3: Efecto de lente gravitacional generado por un cimulo galdctico (RCS2
032727-132623) a z = 0,564 sobre una galaxia de fondo (RCSGA 032727-132609) a
z = 1,701. Crédito: NASA, ESA, J. Rigby (NASA Goddard Space Flight Center),
K. Sharon (Kavli Institute for Cosmological Physics; University of Chicago), and M.
Gladders and E. Wuyts (University of Chicago). Imagen tomada en marzo de 2011.

2.6. Distorsion de las imagenes

Einstein pensaba que los efectos de las lentes gravitacionales eran inapreciables,

sin embargo, con el desarrollo de potentes telescopios como el Hubble se ha podido
observar en detalle la excelsitud de este fenémeno. En la Fig. se observa uno
de los mas espectaculares ejemplos, donde el campo gravitacional de un cimulo de
galaxias, no s6lo deforma y rota casi un angulo de 90° una galaxia de fondo sino que
también aumenta su brillo.
Si la fuente es mucho mas pequenia que la escala angular en la cual las propiedades
de la lente cambian, la ecuacién de la lente puede ser linealizada localmente. La
distorsién de las imagenes queda descrita por medio del jacobiano de la matriz, el
cual caracteriza el mapeo del plano de la lente al plano de la fuente,

OBi
00,
la primer componente de la matriz de la transformacién se obtiene cuando i = j =1

o 0 (91— aw<e>> 2w

86, 96, 96 962

A:

ij=1,2 (2.49)

(2.50)
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y para la segunda i =1, j = 2

opp 0 9v(0) 9*(0)
_—_ 2 _ = _ . 2.51
90y 00, <91 961 96,00 (251)
Haciendo lo propio para las otras dos componentes se obtiene
8*1(6)
= (68— i =1,2 2.52

sin embargo, es muy 1til expandir el tltimo término de la Ec. (2.50]) de la siguiente
forma

0*(0) 1 (8%(9) 82¢(9)) 21 ((‘9%(9) B 02¢(0)> _

= 2.53
a2 2\ a2 e ) T2\ ez o0 (2.53)

Se aprecia claramente que el primer término entre paréntesis del miembro derecho
de la ecuacién anterior es la convergencia, Ec (2.42) y definiendo

1 (9*p(0)  9*¥(8)
0)=— — 2.54
(6 2( 062 002 ) (2:54)
' 20
0) = 2.55
1(60) = S5 (2:5)
conocidas como las componentes del Shear, se obtiene
B
=1—k— 2.
26, K—m (2.56)
I
- _ 2.57
90, 2 ( )
Por lo tanto, la matriz de la transformacién estara dada por
l—k—m —Y2
A= 2.58
< —72 I—rk+m > (2.58)

Inmediatamente se observa que la traza de la matriz es funcién del potencial deflector
TrA=2(1—-k)=2— V2 (2.59)

Las cantidades =1 y 2 pueden ser combinadas para definir el nimero complejo

v =71+ iy, (2.60)
e deer L(8%0(0)  90)) . 9(0)
10) =3 ( 202 002 ) 96,06, (2.61)
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o en términos de un operador diferencial actuando sobre el potencial deflector

1/ 0? 0? .02
v(0) = [2 <80% - 89%) + 2802801] ¥(0), (2.62)

esta interpretacién del shear en términos del potencial constituye el punto de partida
para reconstruir la masa de una distribucién que actia como lente sobre una fuente
de fondo, método conocido como Kaiser & Squires.

2.7. Magnificacion

Las formas de las imégenes y la de la fuente son, en general, distintas. Sin embar-
go, la desviacién de la luz no supone la absorcion ni emisién de los fotones, de modo
que la distribucién de brillo superficial (o intensidad esfecifica) no se ve alterada por
el efecto de lente gravitacional. Es decir

1(6) = I[B(6)] (2.63)

Debido a que la ecuacion de la lente puede linealizarse, 3 es descrito por la matriz
jacobiana, y por ende, la razon entre los angulos sélidos subtenidos por una imagen
y su fuente es el inverso del determinante de la matriz, llamado magnificacion pu.
En esa direccidén, escribiremos la ecuacién de valores propios de la matriz jacobiana
€omo

(1—k—y1—NA =K+ —A) =2 =0 (2.64)
(1-r=A)?=1-7% =0 (2.65)
A=1— k(2 +12)2 (2.66)

y definiendo la amplitud del shear como
= (F +73)"? (2.67)
los valores propios de A resultan
AM=1—k+y, Ao=1—kr—|v]. (2.68)
Por lo tanto, el determinante de la matriz jacobiana es
MAg = (1 — k)2 — 42 (2.69)

v la magnificacién
1 1
M = =
det Al |(1— k)% =2
esto es, la razén entre los flujos observados de la fuente con, y sin lente. Puede
demostrarse a partir de este efecto que las imagenes son distorsionadas tanto en

(2.70)
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tamafio como en forma. Por ejemplo, si la fuente es circular, su imagen serd una
elipse con semieje mayor Air y menor a7, si k < 1.
Cabe notar que la matriz jacobiana Ec. (2.58) puede ser reescrita como

A=(1-k) (é f) - (1; _7721 > (2.71)

y debido a que el shear se definié como una cantidad compleja, la Ec. implica
que el shear puede expresarse en términos de un dngulo ¢ que representa la fase del
shear

v = |7]€?¥ = || (cos 2¢ + i sin 2¢) (2.72)

de modo que las componentes del shear se pueden reescribir como

71 = |ylcos2¢p 2 = |y|sin2p (2.73)
y la Ec. (2.71]) sera entonces
. 1 0 cos2¢  sin2¢p
A=(1-r) (O 1 ) al (siano — Cos 2g0> (2.74)

Lo que indica que la convergencia solamente reduce o amplia la imagen mientras
que el shear es la cantidad que induce anisotropia a la fuente.

No obstante de la ecuacién anterior, al factorizar el término que tiene que ver con
la convergencia de la matriz jacobiana se obtiene

A=(1-r) <1__gjl L > (2.75)

donde se ha introducido la cantidad

Vi
11—k

gi = (2.76)
conocido como shear reducido. Al igual que =, g puede ser considerado como un
nimero complejo y sus componentes determinan el cambio en la forma entre la
fuente y su imagen.

2.8. Curvas criticas y causticas

No para todos los puntos en L la transformacion dada por la ecuacién de la lente
puede ser invertida. Alli, el determinante de la matriz jacobiana es idénticamente
cero, de modo que la magnificacién en esos puntos es infinita. Tales parejas (61, 62)
son llamadas puntos criticos y a su imagen a través de la ecuacion de la lente en
el plano de la fuente S, (1,2) puntos cdusticos. El conjunto de todos los pun-
tos criticos se les conoce como curva critica y al de los causticos, curva cdustica.



64 CAPITULO 2. EFECTO DE LENTE GRAVITACIONAL

Cuando una fuente reposa cerca a una curva caustica, su imagen es fuertemente
distorsionada formando arcos de luz y perfiles de “banana”. El nimero de imagenes
(multiplicidad@ depende de la posicién de la fuente en su plano, pues las curvas
criticas dividen el plano de la lente en regiones de paridad negativa (1 < 0) y posi-
tiva (> 0) de modo que cuando la fuente cruce sus correspondientes causticas el
nimero de imagenes puede ser aumentado o disminuido en 2.

El potencial deflector determina las curvas criticas y causticas al igualar el determi-
nante de la matriz (2.49) a cero
detA =0 (2.77)

lo que quiere decir
(1 — Og, Do, (61, 62)) (1 — 09,00, (61, 6)) — (0, Do, (61, 62))° = 0. (2.78)

No obstante de la definicién en términos de ¥ (8), resulta tutil escribir la Ec. (2.77))
en términos del shear Ec. (2.60) y de la convergencia ([2.32))

(1-£(0))* = 1i(8) —73(8) =0, (2.79)
(1-r(0))* —~7*(8) =0, (2.80)
(1= r(0) = 1 (O))(1 - #(8) + |v(8)]) = 0. (2.81)

Es decir, las curvas criticas se obtendran cuando alguna de un par de ecuaciones se
satisfaga para 6
k(0) 4+ |v(0) =1 (2.82)

#(0) — [1(8)] = 1. (2.83)

En la Fig. se muestran las curvas criticas y cdusticas obtenidas a partir de una
lente compuesta por un par de galaxias idénticas modeladas como esferas isotermas
con nicleos y separadas desde sus centros una distancia de 1007 (izquierda) y 160rg
(derecha), donde 7 es el radio de los ntcleos. En el pénel inferior se aprecian los
potenciales de Fermat de ambas configuraciones para una fuente ubicada en
(1,1) (unidades en kpc) en su plano. Las posiciones de las imagenes se dan en los
puntos maximales.

2.9. Efecto de lente débil

Debido a que el principal efecto de los campos gravitacionales sobre las fuentes
de fondo es distorsionar sus imdagenes, es posible medir a partir de las mismas, las
propiedades de la lente que causa la distorsion. Para ello es indispensable cuantificar
la forma de una galaxia en términos de cantidades observables, ademas la mayoria

18Cuando la lente es capaz de producir més de una geodésica conectando la fuente y el observador.
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Figura 2.4: Curvas criticas (arriba) y causticas (medio) y potencial de Fermat (abajo)
de un sistema binario de galaxias modeladas como esferas isotermas no singulares al
separar sus centros en dos arreglos distintos. Las unidades en todos los diagramas
es 1kp.
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de galaxias que se observan poseen formas irregulares y estan dadas en términos del
brillo de cada pixel de la cdmara CCD con la que se registre. Es por esto que se
debe definir una cantidad para determinar tamano y forma las cuales den cuenta de
la irregularidad de las imégenes.

Sea I(0) la distribucién de brillo superficial de la imagen de una galaxia, se define
el centro de la imagen como

_ [ 0ql1(0)]d*0

O = T l10))0

(2.84)

donde ¢[I(0)] es una funcién de peso que dede ser escogida apropiadamente, por
ejemplo, la funcién paso de Heaviside

mo-{} 421 =
de modo que se puede definir
qI)=H(I-1T1) (2.86)
donde I’ es una superficie de brillo limite (isofota). Asi mismo, si
ql)=1 (2.87)

0. sera el centro de luz de la imagen.
Una vez que se halla escogido ¢(I), se define el tensor de momentos de seqgundo brillo

J(0; — 0:3)(0; — 0.;)q[1(6)]d%0
Jal1(8)]a*0 ’
asi definido, el tensor ) cuyas componentes estan dadas por la Ec. (2.88)), es simétri-

co, de modo que su determinante, que es un invariante, nos servird para definir el
tamafio de la imagen como

Qij = i,j=1,2 (2.88)

w = (Q11Q22 - Q%2)1/2 (2'89)

tal que, si ¢(I) estd definida mediante la Ec. (2.86]), w serd proporcional al angulo
sélido encerrado por la isofota limite.
Ahora cuantificamos la forma de la imagen definiendo la elipticidad compleja,

€ = €] + 1€3. (2.90)

Por ejemplo una posible escogencia es

Y= Q11 — Q22 + 2iQ12

Q11 + Q22 (291)
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o, que usaremos de ahora en adelante (por razones més abajo expuestas)

_ Q11 — Q22 + 2iQ12
Q11+ Q22 + 2(Q11Q22 — Q3,)1/?

€ (2.92)

Esta definicién concuerda con la invarianza en la rotacién de una elipse un angulo
de 180°, ya que, en el caso en el que se trate de una imagen con isofotas elipticas
con semiejes a y b, tales que a/b < 1, entonces

e = L0 e _ |2 (2.93)

a+b

siendo ¢ el dngulo barrido por el semieje mayor de la elipse al ser rotada, y se
encuentra a partir de la Ec. , que corresponde la mitad de la fase de y.
Sea ahora Ig(3) la distribucién de brillo superficial de la imagen de la galaxia sin el
efecto de la lente, donde B es la posicién de la fuente y se halla relacionado con 6
mediante la ecuacién de la lente. Y definamos el tensor de los segundos momentos
de brillo de la fuente sin el efecto de la lente del mismo modo que para la imagen

Ec.
J(Bi = Bei) (Bj — Bej)alls(B)]d* B

[ alls(8))d>B ’

donde 3. es la posiciéon angular del centro de la lente sin el efecto de la lente, y tiene

la misma forma que 6. Ec. .

En la seccién se menciond que el paquete de luz proveniente de la fuente no es
emitido ni absorbido en el proceso de desviacion, es decir que el brillo superficial de
la fuente permanece constante, esto es

Is(8) = 1(6) (2.95)
ademads localmente es posible escribir la ecuacién de la lente como

Bi — Bei = aij (07 — 67) (2.96)
donde los términos de la matriz jacobiana de la ecuacién de la lente son

0%(0)

— W’ 1,] = 1,2 (297)

aij = 0ij

Lo anterior permite escribir a Q)g;; en términos de @);;
Qsij = arajQf,  k1=1,2 (2.98)

0 en notacién matricial

Qs = AQA™ (2.99)
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pero la matriz jacobiana es simétrica A = AT, luego
Qs =AQA (2.100)

es decir, se puede obtener el tensor de los segundos momentos de brillo de la fuente a
partir de aquel de la imagen si se conoce el jacobiano de la transformacién A = A(9).
Ahora definimos la elipticidades complejas e€g de la fuente en el mismo modo que

para las imagenes Ec. (2.92)),

_ Qs11 — Qs22 + 2iQg12
Qs11 + Qs22 + 2(Qs11Qs22 — Q%15)1/?

pero al estar relacionadas las componentes de los tensores de los segundos momentos
de brillo de la fuente y la imagen, Ec. (2.98)), puede demostrarse que las elipticidades
de la imagen € y de la fuente eg estédn relacionadas mediante

€s (2.101)

(es+9)/(1+g"es) silg| <1
e — (2.102)
(14 g%es)/(e5 +g*) silgl>1

donde g es el shear reducido definido por la Ec. ([2.76))

g = 1
11—«

(2.103)

y es la cantidad que cuantifica el grado y direccion de la distorsién de las imagenes.
El asterisco denota el complejo conjugado de las cantidades en la Ec. (2.102)). Por
otra parte, el determinante de la matriz jacobiana puede ser escrito en términos del

shear reducido Ec.
detA=(1—-g*)1—r)> =1 —|gh(A+1g))(1—r)? (2.104)

lo cual implica que las condiciones |g| < 1y |g] > 1 son equivalentes a det.A > 0
y det A < 0 respectivamente, es decir, la elipticidad dependera de la paridad de la
region en la cual repose la imagen.



Capitulo 3

Algunos modelos de lente

Los efectos como la multiplicidad y la deformacién de imagenes dependen de la
distribucién de materia que causa el campo gravitacional. Los modelos de lentes se
han nutrido en buena parte de funciones de distribucién provenientes de la dindmi-
ca galactica, dadas en términos de leyes de potencias, e.g., el modelo de Hernquist
[Her90], el modelo NFW (Navarro, Frenk & white) [NEFW96], el modelo de Jaffe
[Jaf83], por solo mencionar algunos.

En efecto, esta clase de modelos basados en leyes de potencias han dado al LG avan-
ces importantes. Tal es el caso del modelo Plummer [Plull], quien puede dar cuenta
de una galaxia achatada con un agujero negro central siper masivo, conduciendo a
posibles métodos de deteccién de los mismos gracias a sus propiedades como lente
[WEO06]; o, e.g. p < 7~2 en la EI (esfera isoterma), fue suficiente para explicar las
curvas de rotacién planas de galaxias a grandes distancias [RR73]. No obstante, para
cada modelo es necesario introducir perturbaciones debido a otras galaxias, cimulos,
o halos de materia oscura.

En este capitulo repasaremos el efecto de lente gravitacional producido por distri-
buciones de masa modelados a través de perfiles conocidos.

69
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3.1. Esfera Singular Isoterma

El modelo de la Esfera Singular Isoterma (SIS) resulta de comparar un siste-
ma estelar, como una galaxia o un cimulo de galaxias, con una esfera de gas ideal
isotérmico y autogravitante, los cuales resultan, al menos mateméticamente, idénti-
cos desde el punto de vista estructural en sus ecuaciones de Poisson; conocida como
ecuacion de Lane-Emden de la politropa. Ahora bien, éste sistema ofrece una de
las pocas soluciones analiticas de dicha ecuacién interpretada como una politropa
con indice adiabdtico igual a la unidad y donde la densidad de masa volumétrica
estd dada por [BT94]

o2

p(r) = 2 (3.1)
donde o es la velocidad de dispersién de la galaxia y cabe notar que la singularidad
del modelo cuando r — 0 puede ser evitada otorgando a la esfera un nicleo de modo
que el modelo sea mejorado.

Modelaremos una lente galactica por medio de una SIS, a una distancia Doy, deflec-
tando los haces de luz provenientes de una fuente a una distancia Dgg de nosotros y
D1 s de la lente. De modo que la densidad escrita ahora en términos de los vectores
paralelos y perpendicular al plano de la lente ¥ = (5, z) [SEF99], es

2

o
= 2
donde ¢ = (&7 + £3)/2.
A partir de (2.26)), la densidad de masa proyectada serd
o [ 1 o? 2\ 17
() =— dz = ArcT: - 3.3
© wG/o @+ wa[ o <5>]0 33
o (1
o) =—1|- 3.4
© =155 (%) (3.4)
y por medio de la densidad critica (2.30)), es posible escribir la convergencia
210?DorDrs (1
=— | = 3.5
H(é) C2DOS é- ( )
0, escrita en términos de 0, que no debe confundirse con el angulo polar,
210%Dg 1
)= ———=- .
K(0) = 55 (36)

donde & = Do1,0.
La Ecuacion de Poisson de acuerdo a las coordenadas antes descritas y para la
distribucién de masa esférica, queda expresada por

HE R
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lo que conduce |

0 0
0) =2 k(@) In | = ) dd’ 3.8
vo =2 [ o) (g) (3.5
_47T02DLS 0 0 ,
es decir ey
_ 4mo*Dyrs
v(0) = T (3.10)

Las curvas criticas de este perfil son circulos cuyo radio es proporcional a la velocidad
de dispersién de la galaxia

4dwo?Drg 2
0?2 +02 = ———= 3.11
1 + 2 < C2DOS ) ( )

con lo cual las curvas cdusticas convergen a

B2+ B2 =0. (3.12)
La ecuacion de la lente sera
Bi(01,02) = 0; — g, (61, 62); 1=1,2 (3.13)
47TO‘2DLS .
51(91792) _07, (1_62DOSQ) y 1 = 1,2 (314)

con = /6% + 63.
Supongamos que la posicién real de la fuente es 3 = (1, B2), y dado que la ecuacién

de la lente es invertible, es posible hallar las posiciones de las iméagenes a partir de
aquélla de la fuente

dna®D 2
2 2 LS
Aa®D
8=+ (0 - Z;’DO;S> (3.16)

llamaremos 6, y 6, las dos raices que corresponden a su signo, (p), positiva y (n),
negativa, respectivamente

4702 Drg 4ra?Drg
-0 — =0 = [ 3.17
=10 c2Dog p=5+ c2Dog (3.17)
Ano?Drg Ano? Dy g
-0 5 = — - = 3.18
P nt c2Dog " b+ c2Dog (3.18)

19Vesse el Apéndice
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donde las posiciones de las imagenes son 6, = (0,1,0,2) vy 0, = (On1,0n2).

Con las posiciones reales de las imagenes, Ec. y , podemos calcular las
posiciones de las fuentes By, = (8p1, Bp2) ¥ Bn = (Bn1, Bn2) arrojadas a través de la
ecuacion de la lente, que esta vez, depende del modelo que se escoja.

Un modelo con mayor realidad fisica procede de la inclusién de un nicleo que evite
la singularidad de la Ec. enr —0

p o (r2 + rz)_l (3.19)

donde r. es el radio del niicleo. Las propiedades de lente de una versién mas razonable
de este modelo se estudiaran a continuacion.

3.2. Elipsoide Isotermo

La Esfera Singular Isoterma no es consistente con la forma real de las galaxias
ni con su densidad central, sin embargo, un mejor modelo puede ser aprovechado
al introducir cierta elipticidad al potencial (3.10)) y removiendo la singularidad por

medio de (3.19)

Ano?Dyg

2 2 271/2
2Dos (05 + (1 — )07 + (1 +e)83] "7, (3.20)

P(01,02) =

redefiniendo las coordenadas escaladas por la elipticidad
g =0V1—€ y q=0v1+¢, (3.21)
bh=B8V1i—€ y by=pV1+e, (3.22)

la ecuacion de la lente puede escribirse como

k;
bi = q; (1 O q2)1/2> (3.23)

con i = 1,2, donde (]2 = q% +q%, y

k1 =k(1—¢) y ko = k(1 +¢€). (3.24)
con )
4mo“Dig
k= ——7— 3.25
c2Dos ( )

Un ejemplo de formacion de imagenes a partir de la Ec. se visualiza en la
Fig. para una fuente circular en la posicién (3,3) y de radio 0,1 (unidades en
kiloparsecs) a través de un elipsoide isotermo para |ki| = 5, |k2| = 15y 6 = 0,1.
En efecto, la Figura muestra la formacién de imagenes circulares de distintos radios.
Las curvas criticas estaran dadas por
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Figura 3.1: Formacién de imédgenes de una fuente circular ubicada en (3,3)kpc a
través de una lente gravitacional modelada por medio de un elipsoide isotermo. Las
curvas negras mas fuertes corresponden a una fuente de radio 0,1kpc.

k(63 + qz)l/2 263 + (1 + €)q} + (1 — €)g3]
K2 (1— )63 + (03 + 2)°

=1 (3.26)

En la Fig. se aprecia la solucién numérica de la Ec. (3.26)) y sus respectivas curvas
causticas por medio de la ecuacién de la lente bajo los mismos pardmetros
definidos lineas atras. En ella se observa la transformacién entre regiones del plano
de la lente (izquierda) al de la fuente (derecha), la curva critica exterior se mapea
en un astroide cdustico de cuatro picos, en tanto que la interior (pequeno circulo
central) serd llevada a través de la ecuacién de la lente en una elipse.

3.3. Perfil NFW

A mediados de los anos noventa se descubrié un perfil de densidad para los
halos de materia oscura, conocido actualmente como perfil NFW (Julio Navarro,
Carlos Frenk & Simon White), el cual resulta a partir de investigaciones numéricas
sobre ciertas estructuras colapsadas (denominadas halos), encontrandose un forma
funcional de la densidad volumétrica del halo. Esta densidad apenas depende de la
masa del halo por lo que puede considerarse casi universal, no obstante para radios
de halo muy pequeiios el perfil no describe éptimamente las observaciones.

El perfil NFW esta dado por [NEW96]

_ Okpe
p(r) = CIAETIIAE (3.27)
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Figura 3.2: Curvas criticas (izquierda) y cdusticas (derecha) generadas por un elip-
soide isotermo. Las colores se corresponden en cada diagrama.

este perfil aunque singular en » = 0, presenta una convergencia y potencial deflector
continuos en todo el espaciﬂ [HCT10]. Ademé&s posee un patrén de escala bien
definido donde la densidad de masa es constante, llamado radio de escala rs = r99/k,
donde k es una funcién del corrimiento al rojo cosmolégico conocida como parametro
de concentracién, y dentro del radio virial 999 el halo posee una densidad de masa
igual a 200p,, siendo

_ 3H*(z)

Pe = "8ra

es la densidad critica del universo al redshift z del halo, Ec. (1.38)), H(z) es el pardme-
tro de Hubble al mismo redshift, y §; es la llamada sobre-densidad caracteristica del
halo, relacionada con k& mediante

(3.28)

200 k3

Ok = 3 In(l+k) —k/(1+Fk)

(3.29)

Algunos de los efectos del perfil NFW en el contexto de las lentes gravitacionales
ya han sido estudiados [Bar96], [HCT13]; ya que describe la distribucién de materia
oscura en el universo gracias a la aplicabilidad directa del perfil NF'W al componente
de masa dominante de todos los objetos astrofisicos.

Supongamos ahora una lente gravitacional modelada mediante un perfil NFW Ec.
, donde son validas nuevamente las distancias diametrales angulares atribuidas
para el modelo de la SIS. Expresando la densidad de masa en términos de { vz

OkPe
&+ fry [1+ (€2 + 22" /g :

p(§ z) = , (3.30)

20La, densidad de masa proyectada y potencial deflector son convergentes y de valor real en r = 0.
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con lo cual la densidad de masa proyectadal’]]

2O =2 [ pe.s (3.31)

§ —Ts

(r ~ §2>1/2D .
—0Dor) 1/2

7’5 + QDQL (re 4+ 0Dop) 2

(3.33)

1—x)'/?
El n xil/Ql) (3.34)

9 3
(€)= —7( 25192232/2 ((7“? - 52)1/2 + 2rgArcTanh
rs—

y la convergencia es, en términos de 0

20, per? 2rs
k(0) = — 21<;P T; 5 1-— T 7z ArcTanh
Ser (r2 — 62D3);) (r2 —62D2, )

o en términos de la variable escalada x = 0 Doy, /75

1

2
H(m) = —m (1 — mAI‘CT&Hh

donde se ha definido la constante

Yer
= oo (3.35)
Ahora es posible calcular el potencial deflector Ec. (3.8))
2r2 (%
= 5 | dz’ .
() D2 o 7' k(2") n($) x (3.36)
A 2 (1-a)'" Y g
Y(z) = _CD%L /0 =7 (1 - i x@)l/zArcTanh 1) In (?) dx
(3.37)
2r2 o | (1 —a/)1/? 1.,/
Ula) = = s |AreTank | T |+ o (9) (3.38)
1 _N1/2 "~
_ o 7 ArcTanh ( ,)1/2] In (m")] O
ra 2 (L 2 [ (1— 33)1/2

2lyéase el Apéndice
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En la literatura no se halla reportado hasta el momento este potencial Ec. (3.39)).
Una vez determinado el potencial deflector, es posible escribir la ecuacién de la lente
en términos de las cantidades angulares, Ec. (2.18) donde se lee

Abpper? 0DoL
0) = 0|1 - ——S-|1 3.40
50) = 0|1 ot (1 (252) + (3.40)
(’l“s — GDOL)1/2
(rs +6Dor) | ) |
O en términos de las coordenadas escaladas, bajo la definicién de una nueva funciéon

1—a)1/2
)y

2r

ArcTanh
(r§ - 92D(2)L)1/2

1 T 2
f(ZL') = ﬁ (ln <§) + mAfCT&Dh

la ecuacion de la lente quedara escrita como

616) = 0|1 - 4" 10) (3.42)
o simplemente
y(w) = |1~ S (@) (3.43)

donde se ha hecho el cambio de variable a las coordenadas escaladas (z,y) =
Do1,(0, 8)/rs. El comportamiento de la ecuacién de la lente en este modelo estd vi-
sualizado en la Fig. donde puede apreciarse que los maximos y minimos locales
(puntos criticos) dependen del valor de C'. En tanto, la Fig. m muestra la ecuacién
de la lente en el caso en que C = 0,1. Dependiendo de la posicién de la fuente en su
plano existen cuatro posibilidades de formacién de imagenes, si

» y = 0, existiran infinitas imagenes (anillo de Einstein de radio z.1), si

» 0 <y <y(ze), existirdn tres imdgenes, una en el interior del circulo de radio
Teo v otra exterior al mismo, pero interior al de radio .1, y la tercera exterior
a T, pero interior al circulo de radio x,, si

» y = y(z2), existirdn dos imédgenes, una en z. y la otra en z,, y si
» y > y(z2), existe solo una imagen exterior al circulo de radio z;.

Como se observa, el numero y formacion de imagenes dependen de z.; y Tco. En
particular, y(z.2) divide el plano de la lente en secciones donde el nimero de imége-
nes varia en dos, de modo que z.2 y y(x.2) corresponderan a los radios de un circulo
critico y caustico de la lente, respectivamente. Cabe notar que xco € (0,201) y

o) =2 1= £ 1) (3.44)



3.3. PERFIL NFW 77

Figura 3.3: Ecuacion de lente gravitacional modelada con el perfil NF'W, ,
como funcién de x y de la constante C'; que depende de los parametros de la lente,
(13-35)).

pero el méaximo de y(x) se halla en

Y (ze2) =0 (3.45)
esto es
9(ze2) =C (3.46)
donde se ha definido
9(@) = f(@) + 2 f (). (3.47)

Por otra parte, x.1 # 0 se encuentra cuando y =0
f(:UCl) =C. (3.48)

En la Fig. se encuentra graficado el comportamiento de los puntos maximales
Zel ¥ Tez como funcién de la constante C. El maximo valor tomado por los puntos
maximales se halla cuando C' — 0, de donde, z.; — 00 y z.o — 1,3182....

3.3.1. Criticas y Causticas

En la Seccién se definieron las curvas criticas como aquellos puntos donde
la matriz de la transformacién no posee inversa, y se demostré que esta definicion
equivale a solucionar un par de ecuaciones que dependen del shear Ec. (2.60) y de
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Figura 3.4:
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Ecuacién de lente gravitacional modelada con el perfil NFW para un
valor C' = 0,1. Destacan los puntos x = 0 y x. donde la funcién intercepta al eje
horizontal y toma un valor minimo, y x.o donde la ecuacién de la lente posee el
méximo local en el intervalo [0, z.1]. Siy > y(z2) las imagenes estardn ubicadas por
fuera del circulo de radio z,. En la seccién m (a continuacién) se demostrard que
Tel Y Teo corresponden a los radios de los circulos criticos.
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-‘-‘_‘_"—‘—-—-.._._‘___\_‘___‘_ ‘——.___‘_‘_l__‘_"‘_‘"_‘_ _
'D.'D-I L L L 1 I L 1 _‘-_l-__-__l-__-__-l_l
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
C

Figura 3.5: Comportamiento de los puntos maximales (con x # 0) de la ecuacién de
la lente como funcién de la constante C'. La curva x.; representa el intercepto
de y(x) con el eje x y .2 el punto donde y(x) es méximo en el intervalo (0, z.1). De
acuerdo con las ecuaciones , Tel ¥V Zeo corresponden a los radios de los circulos

criticos.
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la convergencia asociados a la lente. En este caso el shear, a partir de las Ec. (2.54))
y (2.55)), el potencial deflector Ec. (3.39) y en términos de la funcién (3.41])

2 B 1/2
f(0) = < Ls > In <9DOL> + 2rs 73 ArcTanh (rs =9DoL) "~
0 Do, 27 (7"3 _ QQD%L)

(rs + 8 Do)/
(3.49)
es, en su primera componente
(@)= L T [1 +1In (f) +(2- 3x2)f(a;)} (3.50)
2C 22(1 — z2) 2 )
y para la segunda
_ 1 mwy z _ 32
2@ =G i [1 +1n (2) +(2- 322 f(x)} (3.51)
de modo que la magnitud del shear sera
(2 2 1/2
V(@) = (v (@) + 73 (2)) (3.52)
1 1 T 9
@) = 367 [1 +1n (5) + (2 - 322) f(:v)] (3.53)
mientras que la convergencia Ec. ([3.33])
@) =557 [1+10(5) @) (354
K@) = —551" 2 n {3 x°f(x .
Por lo tanto, la suma y la diferencia de la convergencia y el shear dan como resultado
1
K(z) + (@)l = 5f(2) (3.55)
Y 1 1
_ L z _ 92
k(@) = (@) = — 51— [L+1n(5) + (1 - 20%) f()] (3.56)

donde C es la constante definida mediante (3.35)).
De este modo las Ec. (2.82) y (2.83) que determinan los puntos criticos 6., serdn

respectivamente
flza)=C (3.57)

- 1_19022 [1 +1In (%) + (1 —22%) f(xc2)j| =C (3.58)

con lo cual, puede decirse que las curvas criticas estaran dadas por

flza)=C o  glze)=C, (3.59)
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1 z? zy o 2(1—227)
g(x) =—— < +1In (§> + mArcT&mh

1/2
(1_3”)/] ) . (3.60)
(1 + $)1/2
Las ecuaciones ya se habian deducido en la seccién anterior analizando la for-
macién de imagenes, y cabe destacar que no estan asociadas formando un sistema, de
modo que dado un tnico valor de la constante C es posible encontrar dos soluciones
Te1 ¥ Zeo. Esto refleja la simetria esférica intrinseca del modelo, pues x. = 0.Dor, /75
es constante y se interpreta como la magnitud de la posiciéon de los puntos criticos
(6.), esto es, dos circulos concéntricos, en la Fig. se encuentran sus radios como
funcién de la constante C.
En la Fig. se aprecia el comportamiento de f(x) y g(x). Una recta paralela
al eje horizontal manifiesta el valor constante de C, e intersecta las curvas en los
puntos (zc1, f(xc1)) v (ze2, 9(ze2)). Y dado que C es estrictamente mayor que cerﬂ
cuando C' — 0 se registra el maximo valor del radio x.o del circulo critico asociado
a g(x) y tiene un valor x.o = 1,318... (corte de g(x) con el eje horizontal), en tanto,
el radio del circulo critico asociado a f(x) es infinito. Cuando C' — oo el radio de los
circulos criticos es idénticamente cero. Notese ademas que para C finito, T < Zeq.
Por su parte, las curvas cdusticas seran la imagen de las soluciones de las ecuaciones

(13.59) mediante la ecuacién de la lente (3.43)), asi

y(ze1) =0 (3.61)
Y 1
Y(ze2) = —5w§2f'(xcz) (3.62)

con f'(z) <0enz € (0,00), y ya que para un solo valor de C' existe uno solo de z.o
satisfaciendo g(z.2) = C, Fig. se concluye que su curva caustica asociada es un
circulo, consecuencia de la simetria del modelo.

3.4. Formaciéon de imagenes

En general, la multiplicidad de imagenes dependera de la posicion de la fuente
con respecto al circulo cdustico, llegando a un maximo de tres si la fuente se halla
en su interior, esto es, y < y(zc2). De estas imdgenes, que llamaremos «, 8y v, dos
estan comprendidas entre los circulos criticos, pero en conjunto obedecen

0< o <Tep <8< Tetl < Ty < Ty (3.63)

22N6tese que la densidad critica (3.28) es definida positiva, de modo que a partir de (3.27)), o
también es positiva.
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Figura 3.6: Una recta horizontal, C' > 0, determina las curvas criticas al cruzarse

con las funciones f(z), Ec. (3.41), y g(x), Ec. (3.60). Nétese que a partir del valor
x = 1,3182045... la funcién g(x) es negativa.

de donde
Tj < T2 (3.64)

con j = «, 3; v ya que la funcién f(x) es decreciente en x € (0,00), Fig. (3.6)), el
valor que tome la misma en las posiciones de las imdgenes x, y xg serd menor que
la constante C, lo cual serd determinante en la formacién de imégenes, esto es,

f(xj) > flza) =C. (3.65)

Supongamos una fuente ubicada en el primer cuadrante de un sistema de ejes car-
tesianos en cuyo centro reposa la lente; es decir y; > 0 con ¢ = 1,2. El mapeo de
puntos a través de la ecuacién de la lente (3.43)), se lee, por componentes

1
Vi = T [1 — Cf(:v)} (3.66)
y mediante la Ec. (3.65)
1—-=f(z;) <0, con j=a,p. (3.67)

lo cual implica

xj; <0, (3.68)
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en consecuencia, las imagenes o y [ estaran en el tercer cuadrante. Y ya que el
dngulo que forma y = (y1,y2) estd dado por la razén entre sus componentes,
Y2 _ 2

= = 3.69
U1 Tj1 ( )

el angulo que forman las imagenes serd

arctan <$]2> = 7 4 arctan <y2> (3.70)
Tj1 Y1

por consiguiente las imagenes « y 8 reposan en la misma linea que une la lente y la
fuente, pero se hallan diametralmente opuestas a esta tltima.
En tanto, la tercera imagen 7y satisface z, > .1, de modo que

- éf(x,y) >0 (3.71)
y ya que y; > 0, se deduce que x.; > 0, con 7 = 1,2. Este resultado implica que el
angulo formado por x es igual al de la fuente, por tanto la tercera imagen también
se ubica en la misma linea que une la lente y la fuente.
Siy = y(xe2) existirdn dos imagenes diametralmente opuestas y en la linea que une
lente y fuente.
Siy > y(xe2) sélo habra una imagen cuyo angulo es el mismo que el de la fuente.
La Fig. exhibe el comportamiento de la posicién de las imagenes para distintos
valores de la posicién de la fuente. El cambio en la ubicacién de las imagenes se hace
menor a medida que C' aumenta y y disminuye.

3.4.1. Magnificacién

Como se defini6 en la Seccién , la magnificacién esta dada por la razon entre
los flujos de la fuente emitido y observado. Con esta definicién en mente, es posible
entonces describir la magnificacién de una imagen en términos de la constante C' y
de la posicién de la fuente

1

O = e A = r - D) (3.72)
2

w(z,C) = ¢ (3.73)

C = f(@)]|C = g(2)|
La Ec. manifiesta que dado un valor de C| la lente magnificard infinitamente
las imagenes cuando la fuente se halle en las curvas cdusticas, esto es, si las imagenes
se ubican en los circulos criticos z.1 y z.2 dados por las ecuaciones .
En la Fig. 3.8 se aprecian las curvas de magnificacién para C = 0,1y 0,6. Las
asintotas se hallan en x.1 y x.2 y debido a que estos valores corresponden a los radios
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Figura 3.7: Posicién de las imagenes con respecto al valor de la constante C' dada
por la Ec. . Las curvas criticas x.1 y . como funcién de C, dividen el plano
de la lente en tres regiones de formacién de imégenes. De izquierda a derecha (por
debajo de z.1) y de arriba a abajo (por encima) se aprecia la posicién de las imagenes
de una fuente ubicada en y = 8,4,2,1,1/2, con respecto a C. Las lineas continuas
representan la posicién de la primer imagen («), las lineas punteadas, la segunda
(B) vy las lineas a trozos largos, la tercera (), en cada uno de los casos de y.
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Figura 3.8: Magnificacién de las imagenes en el plano de la lente para dos valores
de C. Las asintotas se formardn en z.; y .2 (en cada curva, de derecha a izquierda
respectivamente).

de los circulos criticos que dividen el plano de la lente en regiones de formacién de
imdagenes, es posible asegurar que en el caso en que se formen tres imagenes, una de
ellas sera demagnificada casi a cero.

Sin embargo, las dos asintotas no se formaréan en cualquier punto del plano de la lente
debido a que C' — g(x) > 0 para = € (1,3182...,00), esto quiere decir que la primer
asintota se formard en el intervalo x € (0,1,3182...) o equivalentemente, la primer
asintota (de izquierda a derecha), correspondiente a x.o tendra lugar en 1,3182... en

C —0.

3.5. NFW eliptico

Un modelo eliptico del perfil NFW deriva de introducir una elipticidad al poten-
cial (3.39) por medio de las coordenadas (3.21]), esto es

20kper3 (1 5 (qD0L> 2 <7“s - qD0L> 1/2
L) = —2kP<Ts (4 — AArcTanh? | (- 2Z0L 3.74
¥lar2) (n reani? | (720 3.74)

ECTD%L 2rs
donde g = \/q% + q%. Y por medio de |i la ecuacion de la lente resulta

1_1—6

by =q

f(x)

(3.75)
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Figura 3.9: Curvas criticas y cdusticas de una lente gravitacional descrita por un
perfil NF'W eliptico. En ambos péaneles las unidades estan dadas en kiloparsecs.

y
1+4+e¢€
by =aq|l1-—5 f(z) (3.76)
con D
x = 1Z0L (3.77)

Ts
donde se ha utilizado la funcién f(x), (3.41) y la constante (3.35]).

Las curvas criticas y cdusticas para una lente modelada con un perfil NF'W eliptico
con Oxp. = 50X, Dor, = 0,1 y rs = 0,1, se encuentran graficadas en la Fig. y
las imagenes de una fuente circular ubicada en (3, 3)kpc se encuentran visualizadas
en la Fig. Alli se observan en lineas més gruesas las imagenes de una fuente de
radio 0,1kpc
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Figura 3.10: Imdgenes de una fuente circular en (3, 3) a través de una lente modelada
con un perfil NFW (izquierda) y NFW eliptico (derecha). También se aprecian la
formacién de imagenes de una fuente de radio 0,1 en negro mas fuerte. En ambos
péaneles las unidades estan dadas en kiloparsecs.



Capitulo 4

Métodos para reconstruccion de
masa

El propésito de la reconstruccion de masa es medir alguna propiedad de la lente
a través del campo de imédgenes en una CCD, y cualquier método debe estar enca-
minado en esta direccion, bien a partir de la distorsion y posicién de las imagenes
(no-paramétrico), o planteando un modelo libre que se ajuste de acuerdo a lo obser-
vado (paramétrico).
En este capitulo se describen propiedades observables de la lente y los métodos para
determinar su masa a partir del campo shear que genera y se discutira la aplicabili-
dad de estos procedimientos.

87
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4.1. Elipticidad y shear

Supongamos que en una imagen de campo las fuentes estdn orientadas en cual-
quier direccién y con cualquier elipticidad (lo cual es vélido bajo el principio de que
no hay orientaciones privilegiadas en el universo, seccién [L.I)). Sea p(|eg|) la densi-
dad de probabilidad de que la una fuente tenga una elipticidad de valor real |eg|,
en analogia con la Ec. . A partir de la densidad de probabilidad construimos
la probabilidad de que una fuente tenga elipticidad eg en el segmento dejdes cen-
trado en €g, peg(|€s|)derdes, de modo que al integrar a lo largo de todo el plano, la
probabilidad debe ser igual a la unidad

/p(|65\)d61d62 =1 (4.1)
sin embargo, dada la orientacién aleatoria de las fuentes es posible escribir su elip-

ticidad como eg = \esle%‘b donde ¢ es el angulo de orientacién aleatorio; resultando
asi0<le] <1y 0<¢p<2m

1 27
/p<|es|>deldezz /0 /0 plles))lesldles|dé = 1 (4.2)

1 21
/ p(les]lesldles] / dé =1 (4.3)
0 0

la primera integral en (4.4) corresponde al valor esperado de la magnitud de la
elipticidad (|es|) = 1, donde se ha normalizado

1
/0 plles))lesldles| = 1 (4.4)

de modo que para que (4.1 se cumpla ¢ — ¢/27, es decir, la probabilidad ha sido
normalizada. El valor esperado de la elipticidad (€), que depende de eg y de g, Ec.

(2.102)), serd
1 1 2T
(= o /0 /0 plles)e(es, g)les|dles|de (4.5)

El primer caso es en el cual [g] <1

2w
=g [ [ pliesh S L eslesiao

es-i-g
d 4.6
= o [ Pleshies \esr/ o (4.6

la ultima integral es compleja y puede ser resuelta utilizando el teorema del residuo;
haciendo €5 = |eg|e?™® y d¢ = —ides/2es, ademéds los limites verifican el hecho de
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que la integracién se puede hacer a lo largo del circulo centrado en el origen y cuyo

radio es €g

27

1

/ I gy f St 1~ ong (4.7)
o l+g*es 1+ g*es €s

y como g = g(0) = ~(0)/(1 - x(0))

1
(© =g /O plesDlesldles] = g (4.8)

esto es, una relacién entre una cantidad medible como el valor esperado de la elip-
ticidad y el shear reducido, el cual es una propiedad de la lente.

Al hacer lo propio en el caso en el que |g| > 1 se obtiene una expresién similar para
el valor esperado en términos del shear reducido, de modo que

g sifgl <1

() = (4.9)
1/g* silg|>1

Hay que notar en la Ec. que el valor esperado (€) no depende de la distribucién
de elipticidades de la fuente, esto debido a la escogencia del parametro de elipticidad
Ec. y no asi para el caso en el que la elipticidad hubiese sido tomada como
en el caso de la Ec. [SKWO06]. La elipticidad entonces es un estimador directo
del shear.

En el caso en el que la lente sea débil en el sentido en el que kK < 1y |y| < 1, osea
lg| < 1, se puede hacer uso de la expansién en series del shear reducido

g

9=1— =10 +rt+-)=y (4.10)
es decir, a partir de la Ec. (4.9)
(&) =g~ (4.11)

con lo cual podemos asegurar que para una lente débil el shear + es un observable
directo y esto implica que (€) es un estimador sin sesgo del shear.

4.2. Kaiser & Squires

En el apartado se introdujo el shear v como una combinacién de derivadas
parciales del potencial deflector Ec. ; definidas como un ndmero complejo que
se asocia a la anisotropia en la distorsién de las imagenes y cuya medida puede
realizarse directamente en el régimen de ELG débil, Ec. (4.11)). De (2.38) se obtiene

11 ,
v(0) = — 5(511 — O22) + 1312] / k(0")In |6 — 0'|d*¢’ (4.12)
s R2
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donde se ha representado la derivada parcial por medio del operador

0

0ij = 0,0;

esto es, el shear puede ser escrito en términos de un operador que actia sobre las
variables (61, 62) y por tanto puede conmutar con la integral

1 1
v(0) = / K(8') [2(311 — Ox) + iam] In |6 — @'|d%¢ (4.13)
R2

m
o simplemente
1
v(8) = = /@(0 —0)k(0")d*0' (4.14)
0
donde & es el kernel complejo, definido por

~1
[61 — 07 — (62 — 05)]

BO—-0)= (4.15)

La Ec. (4.14) refleja el hecho de que el shear es la convolucién de la convergencia x
y el kernel & en plano real (01,02), es decir

() = %H(e) % 2(6) (4.16)

por ello, se puede expresar la transformada de Fourier del shear, en el espacio de
Fourier (wj,w2), como

. 1.
¥(w) = —k(w)B(w) (4.17)
donde
Blw) = / B(0)e 020 (4.18)
y del mismo modo para i(w) y 4(w). Al efectuar la integral Ec. (4.18) se obtiene

B(w) = g T2 (4.19)

w1 — iwg
y asi mismo su conjugado, que nos resultara tutil

B (w) = pt 12 (4.20)
w1 + 1o

reemplazando ((4.20]) en (4.17)

(4.21)
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invirtiendo esta expresién con el fin de obtener a #(w) en términos de las demds
cantidades )
w1 — W2

- (4.22)
w1 + wwo

Alw) = Y(w

pero el factor de la derecha es el complejo conjugado del kernel en el espacio de
Fourier dividido entre 7, de modo que

Hw) = (@) P () (4.23)

nuevamente utilizamos el hecho de que la transformada inversa de Fourier de un
producto de funciones es la convolucion de las mismas en el espacio real

K(0) = o+ % / 1 (0)) (0 — )20 (4.24)

donde debemos tomar la parte real del integrando y la constante kg se ha introducido
debido a que una capa superficial de masa no altera el shear. O en términos de la
densidad de masa superficial

E;T / R {~v(0"%*(0—0)}d¢ (4.25)

2(9) =0+

La Ec. (4.25) es la inversion de la Ec. (4.14]), esto es, la masa en términos del shear.
Conocer el perfil bidimensional de masa ¥(€) implica conocer a ¥y y a ¥, ademds
de poder solucionar la integral Ec. , es decir, se hace indispensable saber el
comportamiento de v con respecto a (61, 02) en todo el espacio R2.

Sin embargo no es viable aplicar la Fc. en todos los casos debido a:

(a) No es posible conocer ¥y en el régimen de ELG débil, pues existe una trans-
formacién 3(0) — £(0) + Xo tal que y(0) permanece invariante, con ¥y una
constante arbitraria. Es decir que a la densidad de masa bidimensional puede
agregarsele una capa de masa constante y las formas de las imagenes no se
ven alteradas. A este se le conoce como el problema del mass sheet degeneracy
(degeneramiento de la capa de masa).

(b) El modelo cosmolégico adoptado reposa en las distancias diametrales angulares
entre observador, lente y fuente; quienes a su vez estan contenidas en >.,., de
modo que es necesario que la razén Dog/Dor,Drs sea constante para todas
las fuentes, sin embargo lo que se tiene es una distribucion de redshift de las
galaxias fuente.

(c) Los datos observacionales no se hallan disponibles en todo el espacio, pues
estan restringidos al campo de la CCD. No es posible conocer la distorsién de
las imagenes en todo R2.
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No obstante, atin es posible hacer uso de la Ec. al suponer que se conoce a
Y0 vy que la deflexion de la luz estd en el régimen de ELG débil: k < 1y v < 1.
Esta suposicién ademas implica que el camulo sea no critico en el sentido que no
produzca curvas criticas, detA = (1—x)%2—~% ~ 1. Al mismo tiempo, al ser una lente
débil el campo de distorsiéon puede ser tomado aproximadamente igual a cero para
puntos que se hallen lejos del centro éptico, implicando asi que la integral puede ser
estimada en el campo de la CCD.

Suponiendo que el valor esperado de las elipticidades de las imagenes fuera una
cantidad conocida en funcién de (6;,602) en el campo y utilizando el hecho que
(€) ~ v Ec. ([4.11); la Ec. escrita para una lente débil, donde el shear es
directamente observable, resulta

Zer / R{(c(0))) 5" (0 —0)} d*¢ (4.26)

s

5(0) = %o+

Por lo tanto, es posible determinar la masa de una lente gravitacional a partir del
campo de deflexién de las imagenes en el régimen de ELG débil, aunque necesitamos
suposiciones que excluyen el caso general y s6lo permiten su aplicabilidad a casos
particulares. De igual modo, admitiendo las suposiciones, estd el hecho de poder
medir el valor esperado de las elipticidades de las imagenes en el campo y poderlo
escribir como una funcién en las variables (61, 602).

4.2.1. Lentes Criticas

Una Lente Critica es aquella capaz de producir curvas criticas, esto es, el conjunto
de puntos (61, 62) que satisfagan

det.A(Hl, 92) = [1 — Ii(@l, 92)]2 — 72(91,92) =0 (4.27)

Estas curvas dividen el plano en regiones donde el signo del determinante varia,
llamadas pares e impares. Por otra parte, para hallar la Ec. tuvo que ser
necesario, ademas de las suposiciones antes empleadas, aproximar el valor esperado
de la elipticidad al shear, resultando asi empleable sélo en el caso en el que la lente
fuese débil y por tanto no critica. Este inconveniente puede ser superado una vez
que se pueda expresar a -y en términos de <€>E en ambas regiones, pares e impares.
Supongamos nuevamente que se conocen X, .. para una distribucién de fuentes
al mismo redshift, v en todo el espacio y ademds (¢). Entonces, a partir de las

ecuaciones (2.103) y (4.9))
((1l—rk) sifg/<1
= (4.28)
(L—r)/{e)" silgl>1

22E] valor esperado de la elipticidad puede ser obtenido a partir del andlisis estadistico de la
imagen mediante algin software disefiado para tal fin. Por ejemplo SEXTRACTOR
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o utilizando la funcién paso de Heaviside Ec. ([2.85))

(1-r)
(e)*
El problema que aqui se presenta es poder reemplazar la Ec. (4.29)) en (4.25) pues

la solucién para ¥ dependeria de él mismo. Debido a la recurrencia de la solucion,
Seitz y Schneider[SS97] propusieron una sucesién iterativa para hallar ¥(6)

v=(a—r)H( - [g])+

H(lgl = 1) (4.29)

D (9) = 3,
vz / R{(c(0)2"(0 — ')} [Ser — "(O)]H (1~ g™ (6)])d*0"

1 »(0 -0 ) M) (| 1\g20
1 [R{ZES I e - s @) - v o)

s

donde g™ es el shear reducido en el n-ésimo paso de la iteracién y depende del
punto donde se evalie

Sy ™ (0)
(n)(g) = CW 7 4.31
con 1
~M(9) = — /2“1)(0’)%*(9 —0)d*0 (4.32)

y la iteracién debe comenzar con v (8) = £(0)(g) = 0.

Al llevarse a cabo la integral sobre el campo debe tenerse en cuenta que éste se halla
compuesto por pixeles y no por puntos, de modo que hay que aproximar la integral
mediante una sumatoria sobre una cuadricula 6;; en el campo donde el shear sea
medido

2<n+1>(0) =%
Z@%{ 0,1)) (6 — 6i5)} [Zer — £ (035)|H(L — 9" (8,5)])

w _w(n)(g.. M p. \| _
Z%{ (c(6:)) }[E“ £ O)H (19" (05) = 1) (4.33)

donde

A Zz 0:))%* (6 — ;) (4.34)

WZCT —

2,7
v a es la separacion de los puntos de la cuadricula. El problema ahora se reduce a
medir el valor esperado del la elipticidad en cada uno de los puntos de la cuadricula.
En este trabajo no se dara soluciéon a los problemas presentados al aplicar la
férmula de inversion. Sin embargo, para el caso de las fuentes a diferentes distancias
del observador y de la lente puede encontrarse mas informacién en [SS97].
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-

Figura 4.1: Debido a los errores implicitos en el modelamiento de la lente, no es
posible tomar la posiciéon de una imagen y retornar al plano de la fuente (S) de
forma que coincida absolutamente con su posicién real. El método busca unicidad
en las posiciones de la fuente a través del modelo.

4.3. Meétodos de obtencion de estimadores

Los métodos paramétricos de reconstruccion de masa se basan en el modela-
miento de lentes a partir de perfiles de masa establecidos, con el propésito de variar
los parametros involucrados para reproducir los datos observados. La complejidad
de este cometido aumenta en casos en que los parametros presentan diversidad de
valores y no tiene sentido modelar un sistema con mayor ntimero de parametros que
el de condiciones, sin embargo, la multiplicidad de imédgenes restringe fuertemente
el modelamiento de la lente debido a que es posible encontrar la posicén de la fuente
indepentiendemente de sus caracteristicas.

4.3.1. Método de la minima y?

Supongamos que se tiene una imagen de campo donde se aprecia el fenémeno de
lente gravitacional, tomada con algin dispositivo, por ejemplo una CCD, y donde
mediante la medicién del redshift es posible determinar un conjunto de imagenes
que corresponden a ciertas fuentes. Supongamos ademads que existen M sistemas
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de iméagenes, es decir, M conjuntos de imagenes que deben provenir de una misma
fuente B;, y que cada conjunto posee N; imédgenes, donde j = 1, ..., M. Senalaremos
cada posicién de las imdgenes del sistema j como 8;; donde i = 1, ..., N;. Al modelar
la lente se obtienen degeneramientos en las posiciones de la fuente 3;, Fig. pues
no es posible que el modelo sea perfecto y que la inversién de la ecuacion de la lente
para cada imagen que corresponda al sistema j conduzca a un solo valor. Por lo
tanto para cada imagen 6;; del sistema j se obtendra una posicién de la fuente 3;;.
El objetivo del modelamiento es buscar los estimadores que procuren

El método consistird en una minimizacién multi-paramétrica y? a partir de la infor-
macién obtenida de las imédgenes, por ejemplo sus posiciones, las cuales dependen
de las variables x; contenidas en o(6;, 21, ..., 2,).

X2 = (@1, e ) (4.36)
El camino para minimizar y? consiste en derivar respecto a cada una de las variables
e igualar a cero

axz(:ﬁl? ey :L'T)

—0 —1,... 4.37
or, p=1,..,r (4.37)

con lo cual se obtienen los puntos criticos de la funcién, que permitan analizar si se
trata de un punto maximaﬂ No obstante, este camino es complejo y resulta ttil
minimizar numéricamente la funcién.

4.3.2. Comparacion entre fuentes

Un primer camino para determinar qué tan parecido es el modelo a la lente real,
es por medio de la comparaciéon de las posiciones de la fuentes obtenidas a través
del modelo y a partir de las posiciones de las imagenes. Es decir, cuanto mayor sea
la multiplicidad de imagenes a partir de una misma fuente, mejor sera el modelo y
de alli que la inversion de la ecuacion de la lente producirad fuentes muy cercanas.
Esto es mensurable mediante la comparacion directa de todas las fuentes

M N; Nj

=D ) > 185 - Bl (4.38)

j=1i=1 k>i

y teniendo en cuenta la ecuacién de la lente Ec. (2.18]) en un caso donde hallan
(21, ..., x,) pardmetros a estimar

ﬂji = Oji — a(Oji,ml, ...,:L‘T) (439)

Véase el Apéndice
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M )
)‘(2 = Z ’031 —ij—a(eji,xl,...,xr) —I—Oé(ejk,.l‘l,...,l‘r)’Q (4.40)

M Nj N;
)22 = Z (0]'1'1 — ijl — al(eﬂ-,xl, ...,.%'7«) + Ckl(gjk, T1y..ey xr))Q (4.41)
=1 i=1 k>i
M Nj Nj
2
+ Z (Bji2 — Ojka — a2(0ji, 1, ..., ) + 02 (O, 1, ... )
j=1 i=1 k>i

La minimizacién de ¥? no tiene como referencia un pardmetro fijo y en general
no habra convergencia de las variables hacia los datos observados. De ahi que un
contraste mas ventajoso se obtendra al precisar una fuente con respecto a la cual se
compare.

4.3.3. Comparacion con la fuente promedio

Una funcién de concordancia més 6ptima es aquella en la que se aproxima el
valor real de B; al promedio de las fuentes obtenidas mediante la inversién de la
ecuacién de la lente para cada imagen 0j;, es decir

Bj ~ (Bji) (4.42)

entonces, teniendo en cuenta el principio de los minimos cuadrados utilizaremos
como medida de la desviacion entre ambas cantidades la expresion

]

X - Z Z |B]z - /sz (4'43)

J=11=1

utilizando la ecuacién de la lente en términos de los pardmetros, las Ec. (4.42)) y Ec.

(4.43]) se convierten en
1
Bii =« > (0 — 8ji, 21, 77)) (4.44)

J =1

N;

]
1
X_ZZwﬂ— (0,21, ..., Ty a(Ok, 1, xp)) |2 (4.45)

Jj=11=1 Jk:l

<L
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o teniendo en cuenta las componentes de cada vector

M Nj 1 N
= Z ]11 N Z@ﬂﬂ Oﬂ,l'l, ...,l’r) + ﬁ Zal (Ojk,l'l, ...,l’r) (4.46)
j=1i=1 T k=1 T k=1
M N 2
+Z ]12 Zeﬂﬁ Bj’taxla"'a +7Za2 jkax17"'7x7”)
j=11i=1 N; k=1 N; k=1

por lo tanto obtenemos una medida de la desviaciéon cuyas propiedades dependen de
los parametros desconocidos en cuestién.

El método de la minima x? escoge los mejores estimadores de los pardmetros, de
modo que el estadistico x? dado por la expresién Ec. sea minimo.

4.3.4. Lente modelada como una SIS

A manera de ejemplo, supongamos que en una imagen de campo se observan
las posiciones de dos arcos en el régimen de ELG fuerte generados por una lente
sobre una fuente de fondo. Modelaremos la lente mediante una SIS, ya que, como se
vid en la seccién produce dos imagenes. La ecuacién de la lente serd entonces,

B

ZDosb i=1,2 (4.47)
donde B; v oy, corresponden a la posicién de la fuente y la velocidad de dispersion
de la lente segun el modelo, en tanto Dyg v Dog se refieren a las distancias lente-
fuente y observador-fuente, que en principio pueden ser medidas a través del redshift.
Sean ahora 6, y ), las posiciones de las imagenes (medidas), que al ser invertidas a
través de la ecuacién de la lente produciran las fuentes B,,, y Bmn debido a que el
modelo no reproduce a cabalidad lo observado.

Las componentes de la fuente 3, seran

4mo2 D
Bmi(01792) = 91, (]. — 7’7{-0—7—” LS> ;

2
Bmpz ﬁmz( pla ) = 6)pz' <1 - koém) (4.48)

p

y de Bmn ,
5mn1 5mz( nla ) = an (1 - kaém> 5 (449)

donde k = —4nDrg/c*Dos e i = 1,2.
De acuerdo a la Ec. (4.38))

2 2
= ZZ |/6'L - IBk|2 = |Bmp - ﬂmn’Q (450)

i=1k>i
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T2 = (ko — )% + (K — 0)2 — 2 (ks — 0) (ks — 0) (”g '9‘9”) (451)
nUp

X2 = (ko — 00) + (koy — 0,)* — 2 (ko — 0,) (kom — 6,) cos~y (4.52)

donde v es el angulo que forman los vectores 8, y 8,,. Al derivar con respecto a o,

dx?
o = —2k(0) + 0,, — 2k0,,)(1 — cosy) (4.53)
Om

con lo cual el minimo de la funcién x? se obtendra cuando

1

Tm = ok

O+ 0r). (4.54)
como era de esperarse, o, depende de las posiciones de las imédgenes medidas, qué tan
bueno serd el modelo dependera por lo tanto del error al efectuar la medida de las
imégenes.

Si en vez de comparar todas las fuentes se hace con respecto a la fuente promedio
(14.42])

2
X2 = |Bmi — (B (4.55)
i=1

la minimizacién resulta equivalente y el mejor pardmetro para o, es el mismo que
en la Ec. . A partir de el modelo que mejor reproduce la observacion
sera - )

B2 = <0 - 710% gss (6, + en)2> : (4.56)
La minimizacién para la SIS consiste solamente en un ejemplo gracias a que puede
ser solucionado analiticamente, esto en gran parte debido a que la SIS es un modelo
de lente que depende de un solo parametro. Casos en los que existen mas de un
parametro debe solucionarse numéricamente.
En el siguiente capitulo se empleard la reconstruccién de masa de una lente a partir
de las imagenes que produce utilizando simulaciones numéricas con varios modelos.



Capitulo 5

Simulaciones

En este capitulo se visualizard la formaciéon de imagenes de fuentes de fondo
a través de varios modelos de lente empleando herramientas computacionales. El
objetivo es la reconstrucciéon paramétrica de masa y para tal fin, éstas imagenes
serviran como base, ya que sus posiciones son obtenidas numéricamente al invertir
la ecuacién de la lente en cada modelo. Luego los mejores parametros son calculados
efectuando la minimizacién 2.
Sin embargo, en un caso real, las posiciones de las imagenes no son mensurables y si,
las posiciones de sus baricentros, por tal motivo las minimizaciones resultan menos
precisas, pero igualmente efectivas.
El valor que tome x? en cada minimizacién indica el éxito de la reproduccién de los
parametros e imagenes.

99
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5.1. Reconstruccion numérica

En la seccién se implementaron los métodos de minimizacién, ecuaciones
@33

M N; Nj
=> 1Bji — Bl (5.1)
J=111=1 k>3
y (4.43))
N
1Bji — (Bji)|? (5.2)
7j=11i=1

de las secciones y respectivamente, del capitulo [d Sin embargo, un
problema evidente es que en realidad algunas de las imagenes que se desean medir
se encuentren demagnificadas, a tal punto de no poder ser observadas, en tal sentido
los dos métodos no para todos los casos convergen hacia la misma solucién ya que
por cada posicién de una imagen medida, Y? conduce a una posicién de la fuente,
haciéndolas tender finalmente a algin valor para todas las posiciones de las imagenes.
En tanto, x? se calcula con base en el promedio de todas las iméagenes de una misma
fuente, es decir de un valor de referencia que puede no coincidir con la posicién
real de la fuente, lo que implica una ventaja del método ¥2, pues este siempre
es convergente a una solucién, que si bien puede no ser la real, si se encuentra
atrapada en un minimo local. Pese a esto, y a que el método y? consuma mayor
tiempo computacional, resulta mas preciso debido a que minimiza la dispersion en
las fuentes obtenidas al invertir un sistema de imagenes.

5.2. Lente gravitacional simulada por un sistema de SIS

En el apartado del capitulo [3| analizamos las propiedades del modelo co-
nocido como la Esfera Singular Isoterma (SIS). Alli calculamos analiticamente el
parametro o, que corresponde a la velocidad de dispersién en la galaxia cuyo mo-
delo se ajusta mejor a las posiciones de las imagenes observadas.

Sin embargo, un proceso numeérico a través de simulaciones de lentes descritas por
medio de los perfiles de masa mencionados en el capitulo [3], resulta un conducto mas
general y aplicable al problema de calcular los mejores pardmetros que reproduzcan
las observaciones.

Para tal efecto, es necesario partir de un modelo de lente con el cual pueda probarse
la validez del método, i.e., conocer las posiciones de las imagenes generadas por un
modelo también conocido y verificar que los pardmetros calculados coincidan con los
obtenidos a través de la minimizacién y2. Sin pérdida de generalidad, supondremos
un sistema discreto de A lentes gravitacionales desviando los haces de luz de un
conjunto de p fuentes. Si denominamos (61, 602) al potencial de la masa [—ésima,
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el principio de superposicién puede ser utilizado en la aproximacién de lente delgada
o campo débil, de modo que el potencial deflector del conjunto serd

A

Y(01,02) =Y Wi(01,62). (5:3)

=1

Un primer ejemplo asoma al considerar la relativa simplicidad del perfil SIS, ya que
el nimero de parametros involucrados es 3: la velocidad de dispersién y la posicién
del centro de la lentd?% Por eso simularemos un sistema binario de lentes a través
de dos perfiles SIS, véase la seccion §3.1]

2
W(01,00) = 3 ki [(01 — 20)” + (02 — )] ? (5.4)
=1

donde (x;,y;) representa la posicién del centro de cada una de las lentes y

47TO‘2DLS
k= —L—= :
! c2Dos (5.5)
de este modo, la ecuacién de la lente se expresa como
ki (61 — 1)
B =01 — (5.6)
Z\/91—$z + (02 — y1)?
y
k(02 — wi)
P2 =02 — (5.7)
Z\/91—xz + (02 —wp)?

En la Fig. se muestra la formacion de imagenes 1, 2, 3 y 4 de cuatro fuentes
de fondo, S1, 52, S3 y 54, generada por dos perfiles SIS L1 y L2, y en la columna
titulada Lentes modeladas como SIS del Cuadro estan consignadas las posicio-
nes de las lentes, las fuentes y sus imagenes. Cabe notar que como se trata de una
simulacién, los pardmetros del modelo, asi como las posiciones de las fuentes fueron
tomados aleatoriamente. En el mismo cuadro, bajo el titulo Reconstruccion Numéri-
ca, se observan los pardametros e imagenes encontradas al efectuar la minimizacién
por medio de dos lentes modeladas como perfiles de masa SIS, NIS y NIE. El
valor de x? es un indicador de la capacidad del modelo para reproducir las imagenes
a través de los pardmetros encontrados y por ende del éxito de la reconstruccion:
cuanto menor sea y2, mejor serd la reconstruccién.

24En principio, las distancias diametrales angulares involucradas en todo el sistema pueden ser
halladas a través de los redshift de la lente y fuente. Seccién §1.8.2| del capitulo
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Figura 5.1: Efecto de lente gravitacional de dos Esferas Singulares Isotermas L1 y
L2, sobre cuatro fuentes de fondo. Las imdgenes etiquetadas con la misma letra
corresponden a una sola fuente. La formacion de arcos implica la proximidad de las
fuentes a las curvas cdusticas, descritas en el capitulo
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Los datos recogidos en el Cuadro constituyen solo un ejemplo de la recons-
truccién numeérica de los pardmetros de varios perfiles. Sin embargo tipifica el funcio-
namiento del ajuste, ya que estd basado en la suposicién de un conjunto de imagenes
reales producidas por una lente o sistema de lentes. En efecto, la posicién (z,y) de
las imagenes de las fuentes S1 a S4 consignadas en el Cuadro fueron obtenidas
al invertir la ecuacion de la lente de un sistema conocido, en este caso dos perfiles
SIS, es decir, las posiciones de las imagenes no solo son reales sino que univocamente
conllevan a un modelo de lente. Por otra parte, el método debe ser implementado
ensayando con distintos perfiles de masa de modo que se obtenga un minimo entre el
conjunto de ajustes. Por esta razén, las posiciones de las imagenes fueron utilizadas
como base en la reconstruccién de dos lentes modeladas al unisono por los perfiles,
en cada caso, mencionados en el Cuadro
Una caracteristica importante en este ejemplo es que las posiciones de las imagenes
fueron calculadas numéricamente, motivo por el cual los valores de los ajustes en
cada columna del Cuadro son extremadamente pequenos, como en el caso SIS
donde alcanzé 10727, No menos importante, es observar que el perfil SIS es submo-
delo del NIS y este a su vez del NIE, asi que los parametros compartidos por los tres
modelos deben ser muy similares, en tanto que aquellos pardmetros de los cuales
dependa un modelo y no cualquier otro, deben converger a cero a través del ajuste,
como por ejemplo la elipticidad del perfil NIE €1, ausente o nula en los modelos
esféricos; sin embargo, un niimero mayor de pardmetros con el mismo de datos hace
que el minimo del ajuste aumente, lo que puede ser constatado directamente en el
Cuadro [5.1] para los modelos NIS y NIE.

5.3. Lente gravitacional simulada por un sistema de NIE

Un nuevo modelo se exhibe en la Fig. donde se halla la formacién de imagenes
de un sistema binario de elipsoides isotermos, secciéon §3.2] al igual que sus curvas
causticas. Para este caso, el potencial toma una forma similar, pero mas compleja
que en la Ec. , pues ahora se cuentan con dos pardmetros mas, i.e., el radio del
nicleo de la galaxia y la elipticidad de la misma,

2
P(01,602) = >k [63 4+ (1 — ) (61 — 2)? + (1 + @) (02— )?] 7, (5.8)
I=1

donde k; ain estd dado por la Ec. (5.5)). La ecuacién de la lente serd
2

k(01 —x)(1 — ¢)
B =6, — (5.9)
e zz; \/(91 —x)?(1— &)+ (02 —y)* (1 + &) + 03

2

k(02 — y)(1 — &)
By = 0y — . (5.10)
> JO 20—+ (0020 + )+
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Figura 5.2: Formacién de imédgenes de cuatro fuentes de fondo a través de una lente
gravitacional formada por dos perfiles NIE. Las imagenes etiquetadas con la misma
letra corresponden a una sola fuente. Se aprecia la formacién del arco 3B debido a
que la fuente S3 se halla junto al astroide cdustico (azul), las curvas naranja y roja
también representan causticas.

En el Cuadro estan consiganadas las posiciones de las fuentes y de sus imagenes
asi como los pardmetros utilizados en los modelos, bajo la columna titulada Lentes
modeladas como NIE, y bajo la columna Reconstruccion Numérica se encuentran
los pardmetros e imégenes obtenidas mediante la minimizacion.
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Vale la pena notar en el Cuadro que los ajustes generados por el método
para los modelos SIS y NIS no reproduce los parametros ni las imdgenes bajo la
columna de la simulacién. El valor de x? es el mayor en el caso del perfil SIS y por
tanto el valor de sus pardmetros es el mas alejado de los reales, esto es debido a
que constituye un submodelo del perfil NIS y NIE, ya que carece de nicleo y de
elipticidad. E1 minimo x? ~ 10~!3 demuestra que los perfiles NIE reproducen mejor
las imdgenes, sin embargo, a diferencia del valor de x? ~ 10727 alcanzado en la
subcolumna SIS de la columna Reconstruccion Numérica del Cuadro la razén
del nimero de pardmetros involucrados en la reconstruccién del perfil NIE (10) al
ntumero de datos (12) es mayor que la del perfil SIS, pardmetros (6), datos (8).

5.4. Lente gravitacional simulada por un sistema SIS+NIE

Supongamos una lente gravitacional compuesta por dos perfiles SIS y NIE.

1/2

D0,02) = B (6= 22 + (02— ) +

ko (02 + (1 — 2)(01 — 22)% + (1 + e2)(02 — 12)2)? (5.11)
cuya ecuacién de la lente se lee como
By =0, — k(0 — 1) B ko (61 — x2)(1 — €2)
VO —21)2 4 (02 —y1)? /(01— 22)%(1 —€2) + (62 — 12)*(1 + 62)(+ 932)
5.12
y
By = 0y k1(02 —y1) B k(02 — y2) (1 — €2)
VO =)+ O =512 V0 — 2220 —e2) + (0 — 92)2(1+ R
5.13

En el Cuadro se hallan los calculos de las posiciones de las imagenes generadas
por una lente gravitacional compuesta por una esfera singular isoterma y un elipsoide
isotermo los pardmetros e imagenes arrojados por la minimizacién al simular las dos
lentes a través de varios modelos. En la Fig. se puede visualizar la configuracién
de las imagenes formadas.
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Figura 5.3: 4 fuentes de fondo S1— 54 a través de una lente gravitacional modelada
por un perfil SIS, L1, y uno NIE, L2. Las imagenes etiquetadas con la misma letra
corresponden a una sola fuente. Las flechas indican tres imédgenes demagnificadas
que seran utilizadas en la reconstruccién de masa, sin embargo, en el caso real no
es posible distinguir y asi tampoco poder clasificar ni medir las posiciones de todas
las imagenes como en este ejemplo, ya que en este caso las posiciones son calculadas
numéricamente. Asi mismo, en el problema real deben asociarse las posiciones de las
imagenes a sus baricentros, que pueden ser medidos, no obstante a la considerable
dispersion de puntos pertenecientes a una sola imagen cuando se trate de los grandes
arcos, como el 3A.
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5.4.1. Reconstrucciéon de parametros a partir de los baricentros

Las principales incégnitas en el efecto de lente gravitacional son la posicién de
las fuentes y la masa de la lente, de modo que en una imagen de campo es imposible
conocer o medir directamente estos valores con tal de poder hacer la inversién de la
ecuacion de la lente. En efecto, sélo se dispone de la posicion de las imagenes, que
ademads, en todos los casos, se hallan deformadas. En la seccién del Capitulo
se definié el centro de la imagen en términos de su distribucién de brillo 1(8),
denominada primer momento de la imagen o simplemente baricentro y puede ser
calculada como )
_ fees 01(0)d=0

J, ocs | (6)d?6
donde S representa la distribucién espacial de brillo.
En el caso de una imagen de campo, estos parametros estan dados en términos de la
distribucién de pixeles detectados por encima de algin valor umbral. De este modo,
la definicién de baricentro toma la forma més simple

Eies 0%'](92')
Zies I(ei)

la cual serd utilizada para calcular los centros de las imagenes y asi se les asignard un
valor a sus posiciones. Esta asociacién resulta mas realista con miras de reconstruir
la masa de un ctimulo y stiper cimulo, ya que las posiciones de las imagenes no
pueden ser medidas directamente, en tanto que las posiciones de sus centros son un
medio més acertado.
En la primer columna del Cuadro|[5.5]se hallan las posiciones de las imégenes halladas
al solucionar la ecuacién de la lente de un sistema compuesto por las dos galaxias
SIS+NIE descritas en la simulacién del Cuadro[5.3]y Fig. En la segunda columna
se aprecian los baricentros calculados por medio de un cédigo que implementa la Ec.
en la Fig. 5.3

En el Cuadro bajo la columna Reconstruccion Numérica se encuentran las
posiciones de las imagenes y los mejores parametros encontrados al emplear la mi-
nimizacion 5.2 con cada modelo descrito en el subtitulo de la columna mencionada,
a partir de los baricentros de las imdgenes del Cuadro Alli se aprecia que a dife-
rencia del Cuadro los minimos alcanzados por x2 son del orden de las unidades
debido a que no son exactas las posiciones de las imagenes. Un rasgo importante de
la minimizacién a través de los baricentros es que no es posible reproducir todas las
imagenes debido a que se pierde precisién en la medida de sus posiciones por medio
de los baricentros, sin embargo, los parametros encontrados coinciden con los reales
dentro del margen de sus incertidumbres.

(2, 9) (5.14)

(z,9) = (5.15)
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Sistema de lentes SIS+NIE, simulacién

Sol. Ec. Lente Baricentro imégenes

Fuente x Y r+ts y=Es
S1 13.38 | -24.25 | 13.46 £0.55 | -24.35 £0.32
-1.65 | 16.14 | -1.56 +£0.24 | 16.05 £0.34
0.55 | 11.50 | 0.65 +£0.13 | 11.40 £0.17
S2 13.12 | -17.31 | 13.20 £0.81 | -17.40 £0.44
-7.54 | 21.42 | -7.49 £0.55 | 21.27 £0.44
1.76 9.24 1.85 £0.10 9.09 £0.05
S3 -3.84 | 27.42 | -2.85 £3.33 | 27.28 £0.94
3.66 |-16.23 | 3.71 £1.32 | -16.30 +0.31
3.01 8.47 3.15 +£0.14 8.35 +£0.05
S4 3.46 9.11 3.59 +0.06 8.91 +0.06
9.46 | 17.53 | 9.56 +£0.30 | 17.41 £0.32
-15.02 | -18.53 | -14.94 +0.58 | -18.61 +0.43

Lente T Y r+s yEs
L1 3.55 8.22 3.62 +0.29 8.09 +0.29
L2 1.00 8.58 1.11 £0.28 8.42 +0.29

Cuadro 5.5: Redondeo hasta la segunda cifra significativa de las posiciones reales
(calculadas al invertir la ecuacién de la lente) de las imdgenes y suministradas por
medio de los baricentros de las mismas con las respectivas desviaciones estandar, de
las cuatro fuentes de fondo del Cuadro a través de una lente formada por un
perfil SIS y uno NIE. Se aprecia que la posicién dada por los baricentros coincide con
el valor exacto dentro del margen de error. Sin embargo, los grandes arcos arrojan
una dispersion de puntos que inciden en una desviacién relativamente alta, como en
el caso del arco 3A.
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Capitulo 6

Perfil de masa de Abell 370

En este capitulo investigaremos la distribucién de masa de Abel 370 (z = 0,375)
a partir de la posicion de algunas imagenes de las galaxias y fuentes de fondo y los
arcos azules observados en tres imagenes CCD en distintas bandas, tomadas con el
Telescopio Espacial Hubble.
El potencial del cimulo serd asumido como una superposicién de potenciales ge-
nerados por una distribucién bimodal de masa, i.e., un perfil NFWE y dos NIE.
El ntimero total de parametros involucrados serd 18, sin embargo, se realizard un
ajuste con 5 imagenes o 32 datos observables, con lo cual existird un buen margen
de confianza en la obtencion de los parametros. Encontraremos que los pardmetros
calculados reproducen, mediante los perfiles de masa, las imédgenes en forma, tamano
y posicién.
Una de las caracteristicas més importantes del ajuste es la reconstrucciéon del gran
arco que se extiende por debajo de una de las galaxias méas luminosas, ya que el
modelo reproduce incluso la posicién de su fuente.
Algunas caracterisiticas del cimulo, como las curvas criticas y cdusticas seran deta-
lladas, y finalmente se exhibird el perfil de masa de Abel 370.
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Figura 6.1: Cimulo galactico Abel 370, R.A. 02h 39m 49s.90, Dec. -01° 34’26”.70.
El ancho de la imagen es de 2.4 arcmin, es decir, aproximadamente 3.4 millones de

anos luz. Créditos: NASA, ESA, the Hubble SM4 ERO Team, and ST-ECFE.

6.1. Abel 370

La Fig. muestra el cimulo galactico Abel 370, en la constelacién Cetus y a una
distancia de casi 4.9 billones de anos luz, z = 0,375, el cual es uno de los mas lejanos
sistemas en donde es posible observar el efecto de lente gravitacional, deflectando los
haces de luz de las galaxias mas lejanas de las que se tienen conocimiento[z_gl, incluso
hasta 12.8 mil millones de afios luz, z = 6,56 [HCM™02].

25E] descubrimiento de la galaxia HCM 6A durante el 2002 reposando detrds de Abel 370,
[HCM™02], 1a posicioné durante casi un afio como el objeto conocido més lejano, incluso por encima
de cualquier cudsar o galaxia; en parte, debido a que el cimulo actia como un gran telescopio. Sin
embargo en 2003 fue descubierta una galaxia del tipo Lya conocida como SDF J132418.3+271455
a una distancia z = 6,578 [KTK™ 03], lo que indica que la actividad de formacién estelar ocurrié a
z ~ 6.
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6.1.1. Aspectos histéricos

Las observaciones con telescopios terrestres en los anos ochenta llevadas a cabo
por Soucail et. al. [SEMP8T], mostraron evidencias de una estructura galdctica muy
particular en forma de arco con una componente difusa reposando junto a una de
las galaxias dominantes y mas luminosas del cimulo, con lo que se pudo concluir
en principio, que se trataba de un efecto asociado a la interacciéon galactica. El tra-
bajo realizado por Soucail y su grupo constituyé la primer observacion real de una
imagen en forma de arco generada por una lente gravitacional. Un ano més tarde,
Mellier et. al. [MSEMSS], realizaron un andlisis fotométrico y espectroscépico de las
galaxias del camulo incluyendo el redshift de cada uno de sus componentes; y ese
mismo afio, Soucail et. al. [SMFT88] presentaron datos espectroscépicos del arco
luminoso gigante obtenidos con el telescopio de 3.6m del observatorio de la ESO,
concluyendo que todos los segmentos del arco provenian de la misma fuente a una
distancia z = 0,724. Al tiempo, 1988, Fort et. al. [FPMT88], observaron galaxias
amplificadas a través de A370 hasta z ~ 1, y supusieron la presencia de materia
oscura concentrada en el nicleo de las galaxias para explicar sus efectos.

En la primera mitad de la década del noventa se continuaron los trabajos con la
hipétesis sobre materia oscura interior al cimulo, asi como los analisis fotométri-
cos, pero esta vez de los arcos de luz presentes, y los modelos de masa permitieron
esbozar mapas de su campo shear [KMFM93|, [KMET94|, [MAATIT7]. Pero con el
advenimiento del Telescopio Espacial Hubble y el acople de la Advanced Camera for
Surveys (ACS) en marzo del 2002, fue posible develar la estructura no sélo del arco
sino de varias otras de sus caracteristicas, asi como su efecto sobre las galaxias de
fondo [BKSEQ9], [TLIK04], [dFSB03], [SZBT08|, [RKL'10]. Sin embargo, infortu-
nadamente una falla técnica en la ACS en enero de 2007 suspendi6 la observacion
del ciimulo a través del HST hasta mayo de 2009.

La Fig. es la composicién de imagenes en los filtros verde FA47T5W . rojo F625W e
infrarrojo F814W, tomadas con la Hubble’s Advanced Camera for Surveys en julio 16
de 2009, y con unos tiempos de exposicién de 6780s, 2040s y 3840s, respectivamente.

6.2. Clasificacion de imagenes

En este trabajo se hara uso de la clasificacién de imagenes de una misma fuente
realizada por Richard et. al. [RKL710] y Shu et. al. [SZBT08|. No obstante, a través
de una inspeccién visual de la Fig. y de las imagenes en las tres bandas anterior-
mente mencionadas, es posible corroborar y clasificar la multiplicidad generada por
el cimulo.

En las Figuras y se muestran etiquetadas de acuerdo al nimero (fuente) y
letra (imagen), algunas de las imdgenes que pertenecen a una misma fuente y que
por efecto del ciimulo exhiben multiplicidad, apreciables a simple vista y encerradas
en elipses. La Fig. [6.2] muestra las posiciones de varias secciones del gran arco pro-
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Figura 6.2: Detalle del gran arco generado por el cimulo, mostrando en elipses del
mismo color los conjuntos de imagenes que provienen de la misma fuente.

venientes de una galaxia de fondo.

Todas las imagenes que se pueden distinguir son reproducibles por medio de modelos
de lentes, asi que resulta perentorio construir la distribucién de masa que mejor las
reproduce. Sin embargo, debido a la existencia de materia oscura suponiendo uno de
los principales componentes en la configuracién de la masa, sélo es posible analizar
su estructura real combinando el efecto de lente débil y fuerte, y no existe un modelo
paramétrico, que al unisono, de cuenta de todas las imagenes observadas.

Las imagenes que utilizaremos para modelar la lente son tangenciales a excepcién de
las 1 a 4, Fig. contenidas en el gran arco, cuya informacién resulta valiosa ya que
constrifie fuertemente el modelo que se utilice. Los redshift de todas las imagenes
que utilizaremos seran tomados de los trabajos de Soucail et. al. [SMET8S], Kneib
et. al. y Richard et. al. [RKLF10).

Para la reconstruccién de masa a través de una prueba y? y las imdgenes observa-
das, se utilizard un programa que asigne las posiciones de las imagenes por medio
de sus baricentros y se tomara como origen de un sistema de referencia rectangular
el centro de la imagen de la Fig. [6.3] cuyas unidades son 14.538 K'pc, es decir, la Fig.
[6.3] posee un lado de 726.9K pc.

Los célculos que siguen se haran con base en las magnitudes descritas en el Capitulo
y en el modelo estandar de la cosmologia, A—CDM: ,, = 0,3, 2z ~ 0,7.
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Figura 6.3: Abel 370 con las imagenes de una misma fuente encerradas en elipses y
etiquetadas por conjuntos. A través de una imagen més amplia se pueden observar
algunas caracteristicas del gran arco en forma de “dragdén” como se le conoce en la
literatura, Fig. La imagen es cuadrada y posee un lado de 726.9Kpc, de modo
que las unidades son 14.538 K'pc.
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6.3. Analisis de la reconstrucciéon

Supondremos varios modelos paramétricos compuestos por dos perfiles similares,
i.e. SIS, NIS, NIE, para describir las dos galaxias dominantes del ctimulo y un perfil
NFWE para simular el componente de materia oscura. El modelo de lente sera en-
tonces la superposicién de componentes de masa que den cuenta del mayor niimero
de imégenes observadas. Los perfiles son caracterizados por los siguientes parame-
tros libres: la posicién de su centro (z,y), elipticidad ¢, los radios de los niicleos 6
y rg, la orientacién de los perfiles, dado por el angulo «, y la constante k, la cual
es proporcional a la velocidad de dispersién de las galaxias para los casos isotermos,
seccién
_ 47m0? Dor,Dig
2 Dos
y proporcional a la sobre-densidad caracteristica del halo, representado por el perfil
NFW, y a la densidad critica del Universo a su redshift. Seccién del Capitulo

Bl

Lk (6.1)

P 6.2

~ 2CDoy, (6.2)
donde C estd dada por la Ec. del mismo capitulo.
Las distancias diametrales angulares seran calculadas a partir del redshift mediante
la Ecuacién de Dyer-Roeder de la seccién del capitulo
No obstante a la libertad de la posicién de los centros de los perfiles isotermos,
un modelo que use una distribucién bimodal de masa en la posicién de las dos ga-
laxias dominantes, reproduce mejor las observaciones como lo anoté Kneib et. al.
[KMEMO93], por tanto, ubicaremos los centros de los modelos isotermos dentro de un
rango centrado en las galaxias, mientras que el centro del perfil NFWE poseera li-
bertad a lo largo del drea de la imagen.
El potencial del sistema sera entonces

=11+ 2 (6.3)
2
V1(01,02) = > ki [03+ (1 — )0 + (L + )83] (6.4)
=1
Yy
Y 92.11/2 p
Yal01, 02) = g (m2 (Kl )0 + (217: )6z OL) - (6.5)
o | (rs = [(1 = 0% + (1 + €)03,]'/*Dor) /2
4ArcTanh (rs + [(1— 6)5%3 T+ 6)9_%3}1/2D0L)1/2
con

011 = (01 — m;) cos(ay) + (62 — y;) sin(ey) (6.6)
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(6.7)

Los mejores parametros encontrados al realizar la minimizacién y luego (4.43))
con las imagenes 1 a 5 de la Fig. estan consignados en el Cuadro [6.1] Del mismo
modo, el valor obtenido de x? y las posiciones de las imagenes medidas y calculadas
mediante la ecuacién de la lente con los pardmetros encontrados, se hallan en el

O = (61 — ;) sin(ay) — (62 — y;) cos(ay)

Cuadro [6.21

Parametro NIE1 NIE2 NFWE
T -0.05+0.1 | 4.31+1.14 | -10.00+1.64
Y 9.88+1.59 | -8.49+1.46 | 9.83+1.53
k 11.37+£0.88 | 3.36+0.44 | 2.62+0.71
0o 3.59+1.13 | 2.434+0.41 -
Ts - - 6.80+—
€ 0.10£0.09 | 0.0340.14 | 0.33+0.21
« 0.00£— 0.34+— 0.00+—

Cuadro 6.1: Parametros obtenidos con la mejor minimizacion utilizando los conjun-
tos de imagenes 1, 2, 3, 4 y 5 de la Fig. Algunas desviaciones son del orden de
1074 y por tanto no aparecen.

6.4. Resultados y conclusiones

Distintas distribuciones de masa fueron sometidas a un ajuste para encontrar
los mejores parametros que reprodujeran los arcos observados, sin embargo, como se
menciono en el Capitulo[5], debido a la subestructura del ciimulo, a que no es posible
medir y clasificar todas los conjuntos de imagenes, y a que las imagenes se miden
por medio de sus baricentros, no existe un modelo paramétrico que lo describa inte-
gramente, por lo tanto, se escogié el modelo que reprodujera el maximo niimero de
imédgenes con un minimo en el ajuste entre todas las minimizaciones que se efectua-
ron. Por ejemplo, una sola imagen observada es reproducible con una impresionante
similitud (tamafo, forma, posicién), pero no se posee confianza en el valor de los
parametros obtenidos ya que el ntimero de datos es considerablemente pequenio. En
contraste, un nimero grande de datos provoca que los pardmetros no converjan y la
distribucién de masa no es capaz de reproducir fielmente las observaciones. Asi, la
minimizacién debe cumplir que el nimero de datos sea superior al de parametros,
al tiempo que su valor, que es un estimativo directo de la eficacia del ajuste, sea el
menor. Bajo estas consideraciones el mejor ajuste realizado arrojé los parametros
del Cuadro
Con estos valores fue posible comprender la estructura del gran arco, ya que la fuente
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Imégenes generadas por Abel 370
Iméagenes reales y pardmetros Reconstruccién Numérica
Baricentro imégenes NIE+NIE+NFWE
Imagen r+ts y=xs rts y=Es

1A 1.064+0.20 | -13.104+0.12 | 0.47+0.27 | -12.81+0.12
1B 6.60+£0.21 | -12.47+0.12 | 6.74+0.53 | -12.534+0.25
1C 8.72+0.18 | -11.11+0.18 | 8.03£0.05 | -11.81+0.07
1D 9.914+0.14 | -10.094+0.15 | 9.41+0.26 | -10.64=£0.28
2A 2.00£0.12 | -12.974+0.11 | 2.99+1.13 | -13.09£0.13
2B 3.914+0.12 | -13.174+0.09 - -

2C 10.534+0.10 | -9.33+£0.11 | 10.62+0.14 | -9.3640.17
3A 1.90+0.12 | -13.1740.09 - -

3B 4.52+0.14 | -13.16+£0.10 | 3.234+1.27 | -13.20£0.12
3C 10.274+0.09 | -9.854+0.09 | 10.28+0.18 | -9.88+0.21
4A 2.76+0.17 | -13.12+0.12 - -

4B 3.54+0.12 | -13.22+0.11 | 2.93+0.81 | -13.154+0.10
4C 10.824+0.11 | -9.20£0.12 | 10.63+0.14 | -9.4540.18
47 - - -14.45+0.06 | 12.24+0.00
5A -16.17+0.16 | 13.08+0.15 | -16.15+0.08 | 13.06+0.05
5B -2.044+0.53 | 21.41+£0.09 - -

5C 2.8240.56 | 21.53+£0.07 | 3.00£1.63 | 20.90+0.56
57 - - -6.71+0.12 | -8.6940.08
x> 0.35462967

Cuadro 6.2: Posiciones de los baricentros de las imagenes 1 hasta 5 de la Fig. y
las respectivas al modelar el cimulo por medio de dos perfiles NIE y un NFWE con
los parametros del Cuadro Las imagenes etiquetadas con la Z corresponden a
imagenes no observadas en la Fig. pero que el modelo predice. Notese el valor
de la minimizacién.
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Figura 6.4: Curvas criticas (izquierda) y cdusticas (derecha), encontradas numérica-
mente a partir de los pardmetros del Cuadro[6.1]y el potencial [6.3] que representan la
estructura masica de Abel 370, nétese su complicada morfologia. Las curvas en cada
diagrama se corresponden. Notese también que la posiciéon de la fuente que genera
el gran arco coincide con una curva caustica, efecto que produce su impresionante
forma y tamano. Las unidades son 14.538 K pc.

del mismo se encuentra sobre una de las curvas cdusticas generadas por el cimulo,
Fig. 6.4} a su vez, esta Figura muestra las curvas criticas y la formacion del gran
arco, al igual que una segunda imagen en (—14.45:!:0.06,12.24:&0,00)@, que no es me-
dida en la imagen de campo CCD, quiza porque se encuentre demagnificada o detrés
de algin componente del cimulo, pero que segtin el modelo deberia visualizarse.
Las velocidades de dispersion de las galaxias calculadas por medio de las distan-
cias diametrales angulares halladas con la ecuacion de Dyer-Roeder, a partir de
los redshift encontrados en la literatura y en la pagina del Sloan Digital Sky Sur-
vey (www.sdss.org), de las dos galaxias dominantes del cimulo z = 0,36, y de
la imagen del gran arco, tomada como fuente referencia, z = 0,724, se resuelve,
Do1, = 971,6825Mpc, Dog = 1398,6974Mpc y Dyg = 632,1728 M pc.
De este modo, las velocidades de dispersion de las galaxias modeladas como elip-
soides isotermos tienen un valor de o1 = (1641,81 & 63,53)km/s y o2 = (892,25 +
58,43)km/s.

El gran arco [6.2| posee abundante informacién del cimulo, ya que, en realidad
exhibe multiplicidad de sub-imégenes de una galaxia de fondo. Estas imédgenes al
igual que el conjunto de imagenes 5, fueron simuladas al invertir numéricamente la

26Recordar que las unidades son 14.538 K pc.
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Figura 6.5: Izquierda: imagen generada computacionalmente al modelar A370 con
los perfiles que descritos por el potencial y los pardmetros consignados en
el Cuadro al realizar una minimizacién con las imagenes medidas. Derecha:
imagenes correspondientes reales.

ecuacion de la lente del modelo cuyos parametros se encuentran en el Cuadro
para obtener las respectivas posiciones de sus fuentes. De este modo, la configuracion
de las imdgenes puede apreciarse en las Figuras y A su vez, las
posiciones de los baricentros de las imagenes simuladas estan dadas en el Cuadro
donde se puede apreciar que en buena medida coinciden dentro de la incertidumbre
en cada dato con las reales, lo que genera un margen de confianza en la reproduccién
de los pardmetros del ciimulo.

En el panel izquierdo de la Fig. se puede observar la reproduccién de las

cuatro imdagenes encerradas por las elipses de color negro del panel derecho. Por
supuesto, para efectuar la simulaciéon de la formacién de imagenes, es necesario
conocer la posicién de la fuente, el modelo de lente y sus parametros, sin embargo a
través de la minimizacién estas incognitas pueden ser calculadas, pero existen otras
caracteristicas del sistema, también fundamentales como el tamano y forma de la
fuente, que son, en principio desconocidas y que es necesario suponer. En las figuras
de simulacion de imégenes a se tomé como referencia una fuente circular de
radio 1027,977pc. Las galaxias poseen en general formas diversas, pero para efectos
de la posicién de las imagenes formadas, esta suposicién es valida.
Una de las caracteristicas més importantes de la simulaciéon de imagenes es que el
cumulo puede generar imagenes que no son apreciables, por ejemplo la 47 de la Fig.
Lo que motiva a buscar estas imdgenes para verificar la validez del modelo y del
método.

La Fig. exhibe la imagen de una fuente eliptica cuyo eje principal se halla
rotado un angulo 7, de elipticidad 0,25 y ubicada en (26,60Kpc,43,17Kpc). En la
misma Figura puede observase la imagen de campo real. Vale la pena resaltar que el
ajuste reproduce muy bien la forma y tamano de la imagen, a su vez que se aprecia
la formacion de la estructura de la parte inferior izquierda del arco que asemeja una
especie de cabeza del mismo, lo que constituye un gran logro del método y de la
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Figura 6.6: Segundo conjunto de imédgenes. Debido a que el radio de la fuente circular
es supuesto, es de esperar que a medida que éste disminuye, el arco 24 2B del panel
izquierdo se dividird formando la pareja 24 y 2B del derecho.

Figura 6.7: Tercer conjunto de imégenes.
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Figura 6.9: Quinto conjunto de imagenes.
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Figura 6.10: Imagen del gran arco generada por medio de la reconstruccién de ma-
sa superpuesta sobre la imagen real, donde se aprecian las similitudes del tamano
y forma de ambos arcos. Una segunda imagen se aprecia igualmente mediante la
simulacién, pero no en la imagen de campo real.
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Figura 6.11: Curvas de contorno del perfil de masa de Abel 370 obtenidas con el
modelo (6.3 y los pardmetros del Cuadro

minimizacién encontrada.

6.5. Perfil de masa del cimulo

Por medio de la Ec. de Poisson , el perfil de masa de Abel 370 modelado
como una superposicion de materia oscura NFWE y NIE es mostrado en la Fig.
y sus curvas en la Fig. En la misma imagen se observa que la distribucién de
masa se ve afectada fuertemente por el halo de materia oscura NFWE.

La densidad de masa superficial es una funcién de las coordenadas (61,03) y al
integrarse en un area .S conduce a la masa mg encerrada por tal superficie. A través
de la ecuacién de Poisson se encuentra

Yer
Mg = 7 / V21(6y, 62)d>6. (6.8)
S
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Figura 6.12: Perfil del masa de Abel 370 obtenido con el mejor ajuste realizado con
las imagenes 1 hasta 5, contenidas en la Fig. Se aprecia la amplia presencia de
un componente de materia oscura modelado con el perfil NFWE y de los dos perfiles
isotermos NIE. Las unidades son 14.538 K pc.
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La masa encerrada por un area circular de radio r. = 262,47 K pc para una fuente a
un redshift z = 2, es
Mg = 4,22 x 101 M, (6.9)

donde Mg =~ 2 x 10%°kg es la masa del Sol. Este resultado est4 acorde con aquel
encontrado en [RKLT10], Mg = 3,8 x 10 Mg y con el derivado en [BUMTO0S],
Mg = 4,3 x 10" M), donde los autores utilizaron medidas de efecto de lente gra-
vitacional débil. En este punto es importante resaltar que el método desarrollado
en este trabajo resulta méas directo en el cdlculo de la masa, que los autores corres-
pondientes mencionados, ya que en aquellos casos fueron utilizadas herramientas
computacionales y codigos especializados en la teoria de lentes gravitacionales, lo
que constituye nuevamente un gran logro en la reconstruccién de masa y en la mi-
nimizacion efectuada.

Los calculos més significativos y novedosos de este trabajo estan siendo (a la fecha)
preparados para someterlos a publicaciones en revistas de Astrofisica y Cosmologia.



Apéndice A

Solucion de la ecuacion de la
orbita de un foton

Claramente, el término que perturba la trayectoria del haz de luz es el que
contiene en la Ec. (2.13) a rs = 2GM, pues en el caso en el que el fotén atraviese el
espacio vacio, M =0

d*u 3 5
—_—— s pr— A-l
452 +u 21" U 0 (A1)

d’u
cuya solucion es

1
U = U COS § = S cos 10) (A.3)

0

lo que constituye una linea recta escrita en coordenadas polares y ry es la menor
distancia al centro del objeto que alcanza el fotén (¢ = 0). Sin embargo, esta solu-
cién puede ser perturbada en términos del pardmetro rsug = rs/rg, el cual es muy
pequeﬁ(ﬂ de este modo

]' S S 2 S s
U= — <cos<z§+ (T ) uy + <T ) ug + <T ) uz + .. > (A.4)
o To To o

al reemplazar en la érbita del fotén y asociar los términos de /7o, (rs/70)%, (rs/70)°,
..., se obtiene el conjunto iterado de ecuaciones diferenciales de segundo grado

d2U1 3 2
2 = A.
902 + ug 5 COS $p=0 (A.5)

IFijese que rs = 2GM es un término muy pequeiio en comparacién a 7o, el cual representa la
distancia méas préxima a la que cruza el haz de luz del objeto.
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d*u

W; +uz —3ujcosgp =0 (A.6)
d*u 3
W; + ug — 3U2 COS¢ - 5“% =0 (A?)

La soluciones de este conjunto de ecuaciones son

wi(9) = 7 (3~ cos(26)) (45)
uz(p) = ol (22 cos ¢ + cos(3¢) + 20¢ sin ¢) (A.9)
uz(@) = % (312 — 125 cos(2¢) — cos(4¢) — 60¢ sin(2¢)) (A.10)

Asi, la Ec. (A.1]) tiene una solucién en ((A.4) y es importante notar que u — 0 cuando
¢ — +(m/2 + 0¢), donde la trayectoria en linea recta del fotén se deflecta en total
una cantidad A¢ = 20¢. La expansion en series de Taylor a primer orden en § de

u(m/2+0¢) es

70 647“8 327"3

rs  15mry 10973 (1 3r2 1573

(5+00) ==+ +
u | = = —
2 rd = 32r 32

> 5+ O>09)? (A.11)
despreciando potencias superiores a (rg/rg)?

5= 2 (A.12)

o
finalmente el dngulo de desviacién del haz de luz es

Ap=2" = 4G2;Mi. (A.13)
To C To

Esto es dos veces el valor predicho por Newton y fue confirmado experimentalmente
para la desviacion producida por el Sol a las estrellas de fondo en 1919.



Apéndice B
Lente gravitacional esférica

En este apéndice mostraremos un método novedoso para describir el efecto de
lente gravitacional de una distribuciéon de masa con simetria esférica a partir de su
densidad de masa superficial X(x), escrita en términos de una funcién decreciente
f(z). La funcién depende de la distribucién de masa de la lente y es encontrada por
medio de una ecuacioén diferencial de primer orden.

B.1. Convergencia

Supongamos un perfil de masa esféricamente simétrico reposando a la distancia
Dor,, actuando como una lente gravitacional sobre las fuente de fondo a la distancia
Dos, v asumamos que la distancia entre la lente y la fuente es Drg.

La proyeccién de masa sobre el plano de la lente, conocida como densidad de masa

superficial Ec. (2.26]) de la seccién del Capitulo
o
Y(x) = 2/ p(z,2)dz, (B.1)
0

donde z es el radio vector adimensional en el plano de la lente y la coordenada z es
perpendicular al mismo, esto es, es la coordenada de la linea de vision.
Supongamos

S(x) o [f(2) + g(x)], (B.2)

donde f(z) y g(x) son funciones mondtonas y decrecientes que dependen de la dis-
tribucién de masa de la lente, y definidas en el intervalo (0,00). Vale la pena notar
que X(z) > 0, o f(z) + g(x) > 0, y esto es correcto siempre que f(x) > g(z) y
f(z) > 0. Ya que X(x) puede ser divergente en el origen, imponemos la condicién

lim 2% f(z) = 0. (B.3)

z—0
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Con lo cual, la convergencia puede expresarse como

5(z) = 55 [F(2) + (2], (B.4)

donde C' depende tanto de las distancias, las cuales son funciones del modelo cos-
moldgico, y de los parametros fisicos de la distribucién de masa de la lente

2 Dos

T 4nG DoiDis

Ser (B.5)

B.1.1. Potencial deflector

La Ecuacién de Poisson describe el potencial deflector en términos de la conver-
gencia
V3(z) = 2k (x), (B.6)
pero al escribir el Laplaciano en coordenadas cilindricas se aprovecha la simetria
esférica de la distribucién de masa, es decir

L2 (52) e

que al ser integrada una vez, resulta

2 x
aq’gff) = 95/0 2’ k(2 )da’ (B.8)
y la segunda vez
x 1 xX
P(x) = 2/ - (/ x’m(x')dw') da’ (B.9)
0o 0
que, escogiendo
u= / r'k(2x)ds’ y v=1Ina (B.10)
0
permite integrar el potencial
P(z) = 21nx/ o' k(") dz’ —2/ 2'k(2") In2'da’ (B.11)
0 0
finalmente .
P(z) = 2/ 2'k(2’) In (%) da’. (B.12)
0

De la misma forma, la Ec. (B.8) permite escribir el dangulo de desviacién escalado
directamente como

2 * / / /
a(z) = /0 ' k(") dx (B.13)

X
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B.1.2. Ecuacién de la lente

El dngulo de deflexién, mediante la Ec. (B.4)), es

o(z) = éé /Oz 2 [f(@) + g(')] do'. (B.14)

Ahora, ya que f(x) es una funcién decreciente 9, f(x) < 0, y asi nos permite escribir
la funcién g(x)

9(x) = f(x) + 20 f (x), (B.15)
y
alr) = éal:/ox o [2f(2) + 2/ 0, f (2)] da’
_ ll ’ 22 (2] da’
_ m/o 0 [« f(a')] da, (B.16)
esto es
o(z) = éwf(a:). (B.17)

El anterior resultado muestra que para un perfil de masa esféricamente simétrico,
cuya densidad de masa superficial puede ser escrita en la forma de la Ec. , el
angulo de deflexién es proporcional a la funcién f(z).

La ecuacién de la lente, la cual relaciona las posiciones de las imagenes y las de sus
fuentes, x y y respectivamente, para una situacion de simetria esférica, es un escalar
y toma una forma unidimensional,

y(z) =z — a(x), (B.18)

la cual puede ser escrita en términos de la funcién f(x)

1
y(@) =2l — 5 f(@)]. (B.19)
Uniendo los resultados anteriores, la funcién f(x) satisface la siguiente ecuacién

df (x)
dx

T

+2f(z) — 2Ck(z) =0, (B.20)

la cual es obtenida al insertar la Ec. (B.15]) en la Ec. (B.4)), de acuerdo a la condicién
inicial (B.3)). Asi, el problema es reducido a solucionar una ecuacién diferencial de

primer orden Ec. (B.20) para f(x).
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B.1.3. f(x) para los perfiles SIS y NIS

Un modelo ampliamente usado en la teoria de lentes gravitacionales es la Es-
fera Singular Isoterma (SIS) [SEF99], vista en la seccién del Capitulo 4} cuya

convergencia estd dada por

_ 2102 Drg 1
¢ Dopgz’

ks(z) (B.21)

donde o, velocidad de dispersién en la galaxia. Con la Ec. (B.21]) introducida en la
Ec. (B.20)) y la Ec. (B.3), es posible obtener la funcién fs(x) para un perfil SIS

xdfsg(cx) +2fs(z) — % =0, (B.22)
fslw) = . (5.23)
con 2 Do
Cs = 1n0? Dps’ (B.24)
La funcién gg(z) es entonces
gs(z) =0. (B.25)

Para encontrar el dangulo de deflexién, basta efectuar el producto de z con fs(z)/Cg
ag(r) = Cgt. (B.26)

Una generalizacién del modelo SIS es usualemente establecido por medio de un radio
del ntcleo xg, esto es la Esfera Isoterma No-Singular (NIS), la cual es més realista
para modelar galaxias. En este caso la convergencia estda dada por

_ 2102 Drg Qx% + 22

, B.27
CQ DOS ($g+x2)3/2 ( )

kN (x)

A través de un proceso similar al del SIS, podemos encontrar fy(z), gn(z) y an(z)
para el perfil NIS

fn(z) = W, (B.28)
.TQ
gn(z) = W, (B.29)
Y X
an(z) = Cg' (B.30)

(23 + 22)1/2’

donde Cg estd dado por la Ec. (B.24]).
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B.2. Magnificacion y Shear
Ya que el efecto de lente gravitacional conserva el brillo superficial de la fuente,

la magnificacién de una imagen es definida como la razén entre los angulos sélidos
de las iméagenes y la fuente, a saber

() = [%%y(m)} o (B.31)

de la Ec. (B.15)) y la Ec. (B.19)), esto es

02
M) = T DT — 9]

(B.32)

La Ec. implica que la magnificacién tiene dos singularidades en f(z) = C'y
g(z) = C y por tanto su curva tiene dos asintotas en esos puntos.

Note que la magnificacion Ec. puede ser escrita en términos de la convergencia
k(z) y el shear y(z), el cual mide la distorsién de las imagenes,

p(@) = (1 = w(@) ~1@?) (.33)
de donde
) = L= r@) - 1= @) 1= gato)]. (B.34)
y de la Ec. , el shear es
1
(@) = 55 [f(2) = g(@)]. (B.35)
Ahora, reconociendo que
() = O~ 0.0(2), (B.36)
y

el shear puede ser escrito en términos del potencial deflector de una distribucién de
masa esférica, como

En este punto, la definition de la funcién f(z) muestra nuevamente su utilidad, ya
que el shear puede ser encontrado en términos del potencial deflector sin recurrir a
sus derivadas parciales.
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B.3. Curvas criticas y causticas

Las curvas criticas son aquellos puntos z en el plano de la lente donde la ecuacion
de la lente no puede ser invertida, o equivalentemente donde la magnificacién es
infinita, véase la seccién

[1—k(2)? —~(x)? =0, (B.39)
k() +v(z) = 1, (B.40)
K(z) —y(@) = 1, B.41)
pero, de la Ec. v Ec.
5(z) +7(x) = (@), (5.42)
Y 1
r(z) (@) = F9(@), (B.43)

Asi, las curvas criticas son los contornos de nivel de las funciones f(x) y g(z), y son
encontradas cuando

flza)=C o g(ze2) =C. (B.44)

Las ecuaciones no forman un sistema, asi, dado un valor C es posible encontrar
dos soluciones .1 y xc2 si g(x) > 0, 0 9, [xf(z)] > 0, lo cual implica que zf(x) es
creciente, y, si g(x) # a, de modo que 9, [z f(x)] # 0y por tanto si f(x) # a+b/x, con
a y b dos constantes arbitrarias. De este modo, la tnica condicién para formar dos
circulos criticos es que x f(x) sea creciente, de otra forma la lente produce una sola
curva critica asociada a f(x), o ninguna si f(x) < C. Al tiempo, las curvas cdusticas
son los puntos correspondientes en el plano de la lente de las puntos criticos a través
de la ecuacion de la lente, y si asumimos que la lente produce dos circulos criticos,
esto es,

y(za) = 0, (B.45)

y('rCQ) = _%xéaxf(xﬂ)v (B'46)

con Oy f(z) <0en z € (0,00). Asi, las curvas cdusticas serdn un punto y un circulo
concéntrico con la lente.



Apéndice C
Convergencia NFW

A partir del perfil (3.30) la densidad de masa proyectada en el plano de la lente

Be

2O =2 [ ple )iz (1)
o0 1
2(5) B 25kpcrs/0 (g? + 22)1/2 (1 + (&2 + 22)1/2 /Ts) QdZ <C.2)

pero haciendo z = arsTan(¢) y £ = xrs, con dz = zrsTan(¢)do

B /2 Sec(¢)
S(a) = resupe | TRt (€3

)
/2
xSin(¢) 2 (x — 1)Tan(¢/2)
(o + Cos(@) (1 —20) T (1 _ gz eTonk < 1 2) )]
0
(C.4)
C.5)

(C.

E(J)) = _Tsdkpc

o QTS(Sk’pC 2 1/2 Xr — 1

y en términos de £ = xr,

£ 1 1/2
z(g):-L’““3 9ArcTanh | — "
2\ 3/2 o anN\1/2
(1-%) (1-%)

- 25kpc""§ 2 2\1/2
2(6) = 7W (('I"S *f ) + QTSATCTanh

de modo que la convergencia sera, mediante X,

3

_ 20 pc s 2 2\1/2
k() = — S (2 — 52)3/2 ((T’S —¢ ) + 2rgArcTanh | —————
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Apéndice D

Puntos extremales en varias
variables

Sea una funcién f(zq, ..., x,) de varias variables definida en un dominio D donde
sus derivadas de orden superior a uno estan definidas.
La matriz Hessiana asociada a la funcién f(x1,...,x,) en el punto a = (ay, ..., a,) es

forei (@) feiz(@) ..o frz.(a)

H(a) = fm'1 (a) fm?(a) & fmgx.n(a’)
fonzi (@) fruz(@) - fone.(a@)
si @ es un punto critico de f(x1,...,x,) y

» H(a) es definida positiva, entonces f tiene un minimo en a.

» H(a) es definida negativa, entonces f tiene un méximo en a.
» H(a) es no definida, entonces f tiene un punto de silla en a.
» H(a)

a) es semidefinida, el criterio no decide.

Recordemos que una matriz A se define positiva o negativa dependiendo del valor
de su determinante, sus menores principales y menores principales conducentes, de
acuerdo a

1. En el caso en que |A| # 0:

(a) Si los menores principales conducentes son todos mayores que cero, en-
tonces A se dice que es definida positiva.

(b) Silos menores principales conducentes tienen signos alternados empezan-
do por negativo, entonces A se dice que es definida negativa.
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(c) En otro caso A es indefinida.
2. En el caso en que |A| = 0:
(a) Si los menores principales son todos mayores o iguales a cero, entonces

A se dice que es semidefinida positiva.

(b) Si los menores principales tienen signos alternados empezando por nega-
tivo o son cero, entonces A se dice que es semidefinida negativa.

(c) En otro caso A es indefinida.

Donde los menores pincipales de orden r de la matriz A de dimensién n x n (con
r < n), son los determinantes formados por r filas de A (en orden) y las mismas r
columnas. Y el menor principal conducente de orden r es el menor principal formado
por las r primeras filas y las r primeras columnas de las matriz.
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