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Titulo en espanol

Estimacion de la volatilidad de la tasa de cambio peso-ddlar a través de un modelo de
volatilidad estocéstica

Title in English

Estimating the exchange rate peso-dollar volatility using a stochastic volatility model

Resumen: En el contexto econémico, la volatilidad de la tasa de cambio peso colombiano-
dolar afecta las decisiones de los individuos y empresas. Dicha volatilidad, genera efectos
sobre las variables econémicas tanto del sector financiero como del real y al ser no observ-
able es necesario emplear técnicas econométricas que permitan realizar su estimacion. Este
trabajo pretende estimar la volatilidad de la tasa de cambio colombiana a través del modelo
de volatilidad estocastica (SV) propuesto por Taylor (1982), para el periodo comprendido
entre enero de 2000 y junio de 2013. Posteriormente, se busca contrastar estos resultados
con los que arrojarian las estimaciones a través de modelos de hereroscedasticidad condi-
cional como el GARCH (Bollerslev, 1986), los cuales son tradicionales en la literatura sobre
series de tiempo. Los resultados obtenidos sugieren que la volatilidad de la tasa de cambio
tiene alta persistencia y que las metodologias SV y GARCH logran modelar los excesos de
curtosis y los conglomerados de volatilidad. Sin embargo, la evidencia estadistica muestra
que el supuesto de normalidad utilizado de las estimaciones es restrictivo, por lo que para un
trabajo futuro se recomienda implementar funciones de distribucion con colas més pesadas.

Abstract: In the economic context, the Colombian peso - US dollar exchange rate volatil-
ity affects both individuals and businesses decisions. This volatility impacts financial and
real economic variables, and the fact it is an unobservable variable demands alternative
econometric techniques for its estimation. This paper aims to estimate the Colombian
exchange rate volatility by fitting a stochastic volatility model, like the one proposed orig-
inally by Taylor (1982), for the period comprised between January 2000 and June 2013.
Subsequently, the results are contrasted with conditional heteroskedasticity models such as
GARCH (Bollerslev, 1986), which are traditional in the time series literature. The results
suggest that the exchange rate volatility is highly persistent and the methodologies SV
and GARCH achieve to replicate kurtosis excess and volatility clusters. However, the sta-
tistical evidence shows that the normality assumption used in the estimates is restrictive,
and therefore, implementation of heavy tailed distribution functions is recommended for
future research projects.

Palabras clave: Modelos de volatilidad estocéastica, Modelos de heteroscedasticidad condi-
cional, Métodos de Monte Carlo, Tasa de cambio.
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Introduccion

En el contexto econdémico, las decisiones de los inversionistas en los mercados finan-
cieros internacionales estan rodeadas de incertidumbre, en cuanto mads alta sea esta
altima, mas riesgo enfrentaran los agentes. Este riesgo se asocia a la volatilidad, la
cual se define como una medida de dispersion o variabilidad de la rentabilidad de un
activo financiero (tales como los indices bursétiles o monedas de algtin pais).En parti-
cular, en este trabajo de tesis se estudia la volatilidad de la tasa de cambio de Colombia.

La variabilidad de la divisa colombiana genera preocupacién sobre los efectos que pue-
de tener sobre la actividad del sector real y financiero en una economia. Por ejemplo,
sobre la actividad real en momentos en que ésta presenta gran variabilidad se pueden
generar consecuencias negativas sobre los flujos de comercio internacional (Arize et al.
[2000]) y las decisiones de inversion (Bailey and Tavlas [1991]). Respecto a los efectos
sobre el sector financiero, la evidencia muestra que la volatilidad incentiva el desa-
rrollo y la implementacién de instrumentos de cobertura(Garber and Spencer [1996]).
Asimismo, a nivel individual, un inversionista se puede beneficiar de fluctuaciones
grandes de la tasa de cambio al generarse oportunidades de trading (Cote [1994]). Por
estas razones dentro de la teorfa econémica y las finanzas ha cobrado gran importancia
el estudio de la volatilidad en los mercados cambiarios y financieros.

Como la volatilidad de los activos financieros (tasas de cambio, acciones, etc!) es una
variable no observable, la economia y las finanzas se han apoyado en el desarrollo
de herramientas estadisticas para estudiar su evolucién y dindmica en los mercados
tinancieros. La literatura econométrica ha propuesto dos tipos de modelos para el es-
tudio de la volatilidad: los modelos de heteroscedasticidad condicional y los modelos
de volatilidad estocastica. Las propiedades de estos modelos junto con algunos de los
procedimientos utilizados para la estimacion de los pardmetros que los componen son
estudiados en los capitulos posteriores.

Esta familia de modelos fue introducida inicialmente por Engle [1982], quien presen-
t6 un proceso estocdstico para estimar volatilidad denominado modelo ARCH (Auto-
regressive conditional heteroscedasticity), en los cuales la varianza condicional depende

'En general, no conocemos la distribucién de las variables financieras dado que se tiene una sola
realizacién en cada momento del tiempo.
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del cuadrado de los rezagos de los términos aleatorios llamados innovaciones o erro-
res (choques). De esta forma, la varianza condicional hace referencia a la volatilidad
en un instante de tiempo ¢ condicionada a la informacién relevante y conocida has-
ta ese momento. Luego, Bollerslev [1986] generaliz6 ese primer modelo y propuso el
GARCH (Generalized autoregressive conditional heteroscedasticity). Alli, la varianza con-
dicional ademas de depender de los cuadrados de las perturbaciones pasadas, ahora
también estd en funcién de las varianzas condicionales de periodos anteriores. Existe
una gran cantidad de modelos derivados a partir de ellos, entre los mds populares se
encuentran: los modelos integrados IGARCH (Engle and Bollerslev [1986]) y los mo-
delos asimétricos como EGARCH(Nelson [1991]), GJR-GARCH (Glosten et al. [1993]).

En este trabajo de tesis se compara la representacién més usual y tradicional de esta fa-

milia, el GARCH, respecto al modelo de volatilidad estocdstica. La estructura general
del GARCH es:

Modelo ARMA(p,q) — GARCH (p, q)

1. Ecuacién de la media:  y, =& + Zf’:l OiYi—i + 1 + 2?:1 Oicr—;

2. Error estandarizado: v, = %

3. Ecuacion de la varianza:  hy = g+ D o ier_; + 2 oy Bilu
4. v, ~ Normal(0,1) e independiente de o7}

donde y; = In(S;) —In(S;_1). En el caso de este trabajo S; es el nivel de la tasa de cambio
(pesos por ddlar) y v, son los retornos de la tasa de cambio, variable sobre la cual se
trabaja ya que cumple con la propiedad de estacionariedad requerida en los modelos
de series de tiempo (Ver Apéndice C.3). Asimismo, ¢; y v; son el residual o término de
error de la ecuacion de la media y el residual estandarizado, respectivamente. En el ca-
so en que el mercado sea eficiente (Ver capitulo 1), la ecuacién de media quedaria de la
forma y; = ¢. Por dltimo, los coeficientes ¢, ¢;, 6;, a; y 3; son los pardmetros a estimar,
y h; es la estimacién de la volatilidad (h; = 7).

Los modelos de heteroscedasticidad condicional como los ARCH o GARCH asumen
que la volatilidad puede ser observada un paso adelante con la informacién de las rea-
lizaciones de las variables aleatorias ¢, y ;. Las noticias o choques se incorporan tni-
camente a través de las innovaciones ¢, por lo que sélo existen perturbaciones sobre
la ecuacion de la media (la que describe el comportamiento del retorno del activo). De
esta forma, la volatilidad se estima mediante el condicionamiento de las innovaciones
al cuadrado pasadas y las varianzas condicionales pasadas; y esto se torna predecible,
porque para cada momento ¢, ya se conoce la informacién en ¢ — 1.

Partiendo de esto, un modelo mas realista para la volatilidad se puede basar en una
ecuacion de comportamiento que tiene un componente predecible que depende de la

2
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informacién pasada (como en los GARCH) y un componente de ruido inesperado. En
este caso, la volatilidad es una variable no observada latente. Una interpretacion de la
volatilidad latente es que representa la llegada de nueva informacién en el mercado
(Ver Clark [1973]). Este tipo de modelacién corresponde a los denominados modelos de
volatilidad estocdstica (SV).

Para garantizar la positividad de la varianza, la ecuacién de la volatilidad se define
para el logaritmo de la varianza (h, = log(c?)). En este trabajo de tesis se trabaja con
la versién discreta del modelo de volatilidad estocéstica en tiempo continuo. Taylor
[1982] en su trabajo seminal encontré que el logaritmo de la volatilidad podia ser re-
presentado como un proceso autoregresivo de orden uno gaussiano lineal. En general,
el proceso de volatilidad estocastica puede generalizarse como un proceso autoregre-
sivo de orden p de la siguiente manera:

Modelo ARMA(p, G) — SV (p)

1. Ecuacién de la media:  y, =&+ Zle OilYi—i + ¢ + 2?:1 Oici_;

2. Error estandarizado: v, = %

3. Ecuacién de la varianza:  hy =~ + >0, ¢ihu—i + 1
4. vy ~ Normal(0,1) e independiente de A,

5. 1 ~ Normal(0,0;) e independiente de v

Los modelos SV encajan mejor con la teoria financiera ya que esté relacionado con pro-
cesos de difusién utilizados para valoraciéon de derivados (Danielsson [1994], Harvey
et al. [1996],Kim et al. [1998]). Esto tltimo deja entrever una de las ventajas del modelo
de volatilidad estocéstica: la ecuacién en tiempo continuo se puede fundamentar en
teorfas financieras y econémicas, mientras que los modelos tradicionales de series de
tiempo no tienen fundamento econémico. Sus propiedades dindmicas son féciles de
obtener e interpretar a partir de las del proceso estocéstico subyacente, pero desafor-
tunadamente, la estimacién es més dificil que en los modelos ARCH o GARCH; al no
poderse construir facilmente la funcién de verosimilitud de forma exacta.

Para lograrlo, se utilizan métodos de estimacién como pseudo-méxima verosimilitud,
maéxima verosimilitud simulada, filtros de Kalman, cadenas de markov por monte car-
loMMCMC) o el método generalizado de los momentos, entre otros (Ruiz and Veiga
[2008]). En general, los cuatro enfoques principales son: (i) de la cadena de Markov
Monte Carlo bayesiana (MCMC) técnica sugerida por Jacquier et al. [1994], (ii) los mé-
todos eficientes de momentos (EMM), propuesto por Gallant et al. [1997], (iii) la pro-
babilidad de Monte Carlo (MCL), método desarrollado por Sandmann and Koopman
[1998] y (iv) el muestreo de importancia eficiente (EIS) de Liesenfeld [2003]. En este
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trabajo de tesis se desarrollan los primeros.

Carnero et al. [2004] encuentra que en el modelo GARCH, los parametros que explican
la persistencia y curtosis, estdn estrechamente vinculados. Sin embargo, Terasvirta and
Zhao [2007] muestran que estas caracteristicas pueden ser modeladas de forma inde-
pendiente utilizando modelos tipo SV, con lo cual se puede representar mejor las re-
gularidades empfiricas observadas a menudo en series de tiempo financieras. Pulgarin
[2001] realiza una aplicacién para comparar el desempefio de los modelos GARCH y
SV sobre algunos indices accionarios de la bolsa de Nueva York y encuentra evidencia
que le permite concluir lo siguiente: el modelo SV describe mejor las formas empiricas
de las series financieras reales frente a lo hecho por el modelo GARCH y encuentra que
en términos de pronoéstico, el modelo GARCH tiene un mejor desemperio que el mo-
delo SV. Cabe mencionar que ambos enfoques reproducen algunas de las propiedades
tipicas de los rendimientos de las series financieras con periodicidad diaria, las cuales
se discuten en el capitulo 1.

* Exceso de kurtosis, por lo que su distribucién tendra colas pesadas.
* Correlacion en los cuadrados de la serie.

* Clusters de volatilidad, o lo que es lo mismo, agrupamiento de periodos de volati-
lidad. Esto implica que periodos de alta volatilidad son seguidos por periodos de
alta volatilidad, al igual que cuando la volatilidad es baja, se espera que los periodos
siguientes tengan baja volatilidad.

* Alta persistencia de la volatilidad debida a que las correlaciones de los cuadrados de
la serie son significativas para 6rdenes elevados.

Con el desarrollo de nuevas plataformas de informacién, se han realizado avances en
la obtencién de datos con diferente periodicidad que permiten anélisis de mayor pro-
fundidad, pero que al mismo tiempo requieren mayor complejidad en los métodos de
estimacion. En esta tesis se emplean datos diarios, pero debe mencionarse que en la
altima década también se han implementado técnicas sobre datos intradia o de alta
frecuencia (hora, minutos, etc). Al respecto, el lector puede consultar Lildholdt [2002],
Brandt and Jones [2006], Drost and Nijman [1993],Drost and Werker [1996], Meddahi
and Renault [2004] y Meddahi and Renault [2006].

En los dltimos afios, la popularidad de modelos de estimacién para la volatilidad
ha cobrado fuerza, en especial, se encuentran estudios y aplicaciones de los mode-
los GARCH y SV sobre indices accionarios y monedas: Alberg et al. [2002] compara
modelos GARCH simétricos y asimétricos para el indice de bolsa de Tel Aviv (TA-
SE), Awartani and Corradi [2005] utiliza también modelos GARCH pero su aplicacién
se concentra en el indice de acciones de Estados Unidos (Standard and Poors), Kim
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and Kim [2004] compara modelos de volatilidad estocéstica en una aplicacién sobre
el indice accionario de Corea (KOSPI200), Ruiz and Veiga [2008] estima modelos de
volatilidad estocéstica para el IBEX (indice de la bolsa de Espafia) y la Libra esterli-
na (divisa del Reino Unido), otros estudios recientes que el lector puede consultar son
Micciché et al. [2002], Lam and Ng [2009] y Qu and Perron [2013]. Adicionalmente, se
han utilizado las estimaciones de los modelos de volatilidad para aplicaciones en Eco-
nomia y Finanzas, tales como valoracién de riesgo y calculo de opciones sobre activos
financieros (Ver So and Yu [2006], Christoffersen et al. [2010]).

En el caso de Colombia algunas referencias sobre volatilidad son Casas and Cepeda
[2008], Lega et al. [2007], Echavarria et al. [2009], Mesa [2010], Rincén and Toro [2010]
y Echavarria et al. [2013]. Estos estudios se enfocan en analizar los determinantes y el
impacto de la politica cambiaria sobre la volatilidad de la tasa de cambio, y los efectos
que tienen las noticias de mercado y las acciones de politica sobre la volatilidad de la
tasa de cambio. Sin embargo, son pocas las investigaciones dedicadas al estudio de la
estimacion de la volatilidad de la tasa de cambio a través de diversos métodos estadis-
ticos, por lo que el presente proyecto de tesis aporta una aplicacién a la literatura co-
lombiana en ese sentido. Adicionalmente, esta tesis compara tedrica y empiricamente
algunos métodos de estimacion para modelos de volatilidad estocéstica y heterosce-
dasticidad condicional.

Para finalizar, este trabajo de tesis se desarrolla en cinco capitulos distribuidos de la
siguiente manera. En el primero, se presentan al lector definiciones entorno a la ta-
sa de cambio y se mencionan las motivaciones del trabajo, en especial, resaltando el
papel que desempefia la volatilidad en las decisiones de inversién. En el segundo, se
muestran las principales propiedades estadisticas de los modelos de heteroscedastici-
dad condicional y los de volatilidad estocastica, para luego en el tercero, plantear los
diversos métodos existentes para la estimacién de ambos tipos de modelos. Estos dos
capitulos le permiten al lector aclarar las principales diferencias entre los dos modelos.
En el cuarto, se encuentra el principal aporte de este trabajo de tesis, la implementacién
de ciertos algoritmos de estimacién por simulacién de Monte Carlo, con los cuales se
ajustan los valores de los pardmetros de los modelos y se estima la volatilidad de la
tasa de cambio en Colombia (peso-ddlar) para el periodo comprendido entre enero de
2002 y junio de 2013. Por dltimo, se enuncian las principales conclusiones y resultados
del documento.



Capitulo 1

La tasa de cambio peso-ddlar:
Definicion, motivacion y hechos
estilizados

Las decisiones de los inversionistas siempre conllevan un alto grado de incertidumbre,
lo cual es equivalente al riesgo que enfrentan los activos en los mercados, especialmen-
te en los financieros. Este riesgo se asocia a la volatilidad, la cual se define como una
medida de dispersién o variabilidad de la rentabilidad de un activo financiero (indice
bursatil, precios de acciones o moneda). Con esta tesis se busca estimar la volatilidad
de la tasa de cambio peso-délar, a partir de un modelo de volatilidad estocastica para
el periodo comprendido entre enero de 2002 hasta junio de 2013.

Para ello, es necesario presentar algunos conceptos econémicos y algunas caracteristi-
cas estadisticas que tiene la tasa de cambio nominal, los cuales dan paso a la descrip-
cién tedrica de los modelos econométricos y a su aplicaciéon empirica en los capitulos
posteriores. En ese sentido, este capitulo introductorio se divide en dos partes: i) de-
tiniciones econémicas y motivacién del trabajo y ii) caracteristicas estadisticas de los
datos diarios de la tasa de cambio peso-ddlar entre enero de 2002 y junio de 2013.

En la primera parte, es necesario contextualizar al lector sobre la importancia y rele-
vancia de la tasa de cambio nominal en una economia, asi como establecer la relacion
entre ésta y el resto de variables econémicas. De esta manera, comprender como su
volatilidad puede afectar las decisiones de gastos de hogares y empresas. La investi-
gacion de esta tesis, la estimacién de la volatilidad de la tasa de cambio peso-délar, se
convierte en un problema relevante en la préctica y por tanto un objetivo de este traba-
jo es contribuir a la literatura colombiana al explorar su medicién y diversos métodos
de estimacién (Ver Capitulo 3). En la segunda parte, se muestran algunos hechos esti-
lizados que tienen la mayoria de series de tiempo financieras, tomando como ejemplo
la tasa de cambio peso-ddlar. Los rasgos caracteristicos que se muestran, ampliamen-
te discutidos en el &mbito académico, son importantes en la medida que los modelos
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econométricos que se implementan en este trabajo de tesis deben replicarlos.

1.1. La tasa de cambio nominal

1.1.1. Conceptos basicos

La tasa de cambio muestra la relacién entre dos monedas de dos economias particu-
lares, y para efectos del presente ejercicio, ésta se define como la cantidad de pesos
colombianos que deben pagarse por un délar estadounidense. En este trabajo se toma
como base el délar, porque es la divisa més utilizada en Colombia para las transaccio-
nes con el exterior. Aligual que el precio de cualquier producto, la tasa de cambio sube
o baja dependiendo de la oferta y la demanda, asi cuando la oferta es mayor que la
demanda (hay abundancia de délares en el mercado y pocos compradores) la tasa de
cambio baja y se dice que el peso se aprecia. Por el contrario, cuando la oferta es menor
que la demanda (escasez de ddlares y muchos compradores), la tasa de cambio sube y
se dice que el peso se deprecia’.

La utilizacién de la tasa de cambio en una economia permite: i) ligar los precios inter-
nos de una economia y los de los otros paises con los que comercia, ii) dar informacién
que guie a los diferentes agentes econdmicos en sus decisiones de consumo, inversién
o produccion y iii) es una herramienta de politica, ya que a través de ella se puede in-
centivar las exportaciones y desestimular las importaciones con el fin de mantener un
adecuado balance en las operaciones del sector externo.

Los dos tipos de regimenes cambiarios mas populares que definen el comportamiento
e importancia de la tasa de cambio nominal en una economia son?:

* Tasa de cambio fija:

Este sistema tiene como objetivo mantener constante la relacién entre dos monedas,
es decir, que la cantidad de pesos que se necesiten para comprar un délar (u otra
moneda extranjera) sea la misma a lo largo del tiempo. En este caso, el banco central,
que en el caso de Colombia es el Banco de la Reptblica, se compromete a mante-
ner esta relacién y tomar las acciones necesarias para cumplir con este objetivo. Por
lo tanto, cuando en el mercado existe mucha demanda por ddlares o cualquier otra
divisa (moneda extranjera), el Banco pone en el mercado la cantidad de doélares ne-
cesaria para mantener la tasa de cambio en el valor que se determiné. Igualmente,
cuando se presentan excesos de oferta (cuando hay més ddlares en el mercado de los

ITambién es usual escuchar en los medios de comunicacién, devaluacién o revaluacién.
“Tomado de Banrep [1998]
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que se estin demandando), el Banco compra la divisa externa para evitar que la tasa
de cambio disminuya.

* Tasa de cambio flotante o flexible:

Este régimen permite que el mercado, por medio de la oferta y la demanda de divisas
(monedas extranjeras), sea el que determine el comportamiento de la relaciéon entre
las monedas. El banco central no interviene para controlar el precio, por lo cual la
cantidad de pesos que se necesitan para comprar una unidad de moneda extranjera
(ddlar, por ejemplo) puede variar a lo largo del tiempo.

Colombia a través de la historia ha contado con diversos regimenes cambiarios: tasa
de cambio fija, devaluaciones gota a gota, bandas cambiarias, tasa de cambio flotante
o flexible, entre otros (Ver Sdnchez et al. [2005]). En la actualidad, la estrategia de po-
litica monetaria adoptada por el Banco de la Republica corresponde a un régimen de
flexibilidad cambiaria, sujeto a unas reglas de intervenciéon que buscan los siguientes
objetivos:

1. Mantener un nivel adecuado de reservas internacionales que reduzcan la vul-
nerabilidad de la economia frente a choques externos, tanto de cuenta corriente
como de capital.

2. Limitar la volatilidad excesiva de la tasa de cambio en horizontes cortos.

3. Moderar apreciaciones o depreciaciones excesivas que pongan en peligro el lo-
gro de las metas de inflacién futuras, y la estabilidad externa y financiera de la
economia.

En ese sentido, es relevante analizar la importancia del control de la volatilidad de las
monedas para una economia. Una de las principales razones, es que la tasa de cambio
es un precio més en la economia, cuyas fluctuaciones influyen sobre las decisiones de
consumo, inversién y produccién por parte de los empresarios y las familias. Todo ello
tendré efectos a nivel macroeconémico en términos de la inflacién, el empleo y el cre-
cimiento econémico, variables que determinan algunas de las medidas de bienestar de
la sociedad.

En el caso colombiano, el Banco de la Reptblica cuenta con diversos instrumentos pa-
ra intervenir en el mercado cambiario, la mayor parte de las veces lo hace a través de
subastas (discrecionales o competitivas), en las cuales hay opciones de compra o venta
de divisas. En particular, tienen una regla que establece que cada vez que la tasa de
cambio se desvie en mas de 5% del promedio mévil de los ultimos 20 dias habiles?, el

3El promedio movil de los tltimos 20 dfas dias, es un promedio simple de 20 datos. La palabra
movil indica que este promedio se va actualizando diariamente al incluir nuevas observaciones dis-
ponibles, por ejemplo, cuando conocemos el dato de mafiana de la tasa de cambio. Mas detalles en
http://www.banrep.gov.co/reglamentacion/rg_cambia2.htm
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Banco deberia intervenir. De esta manera, entre los objetivos de politica econémica, el
Banco de la Reptblica pone de manifiesto su preocupacion por controlar la volatilidad
de la tasa de cambio puesto que su dindmica afecta las decisiones de inversién y gasto
de los agentes econémicos, en especial, en momentos de gran volatilidad que generan
un incremento en la percepcién de riesgo.

Una situaciéon que ocurre con alta frecuencia en la realidad colombiana es la problema-
tica que enfrentan los exportadores frente a las fuertes fluctuaciones de la moneda. Es
muy comun escuchar en los medios de comunicacién los efectos que la volatilidad de
la tasa de cambio tiene sobre la economia. Estos dos fragmentos de diarios reconoci-
dos, son un ejemplo de ello

Diario Portafolio (Con volatilidad del délar todos pierden-15 de julio de
2008)

" Los exportadores que vieron con alegria la subida que le permitié al délar alcanzar
1.923 pesos a finales de junio, hoy estdn de nuevo tristes porque la divisa va en
1.752,38 (cotizacion promedio de ayer), sobre todo si tenian dinero para traer al
pais como pago de sus ventas al exterior y no aprovecharon para hacerlo en ese
momento. La volatilidad es supremamente problemdtica porque no se sabe dénde se
va a estabilizar el délar. Asi es muy dificil hacer cotizaciones, pues como no sé cudl
serd mi tasa de cambio, tampoco puedo manejar mi flujo de caja, dice Javier Diaz,
presidente de Analdex....”

Diario La Reptblica (Una tasa de cambio voldtil dafia mas que la revalua-
cién -29 de enero de 2011)

Asf lo indicé el ex ministro de Hacienda, José Antonio Ocampo: ”La volatilidad es
tanto o mds grave que la revaluacion....El riesgo es alto para las exportadoras que
compiten contra las importaciones. El inversionista hace su plan de trabajo a la tasa
de cambio mds baja previsible. Pero si estd cambiando a cada rato la incertidumbre
es elevada”.

Como se aprecia, la volatilidad de la tasa cambio es una variable importante en el am-
bito nacional, por lo que estudiar su comportamiento manifiesta la relevancia del pre-
sente trabajo de tesis. Sin embargo, ésta presenta una particularidad que complica el
andlisis sobre su dindmica: es una variable no observable. En otras palabras, los inversio-
nistas conocen los precios del activo (ntimero de pesos por délar) en cada momento del
tiempo y pueden calcular la variacién en los precios con el fin de calcular las ganancias
o perdidas (lo que se denomina retorno financiero). No obstante, no existe una medi-
cién que ocurra simultdneamente para ver la variabilidad de los precios. Una aproxi-
macién sencilla para su estimacion es a través del calculo de la desviacion estandar de
los retornos. Sin embargo, esto desconoce hechos importantes como la existencia de
una estructura en la que se relaciona la volatilidad a lo largo del tiempo.
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En general, la volatilidad puede ser entendida como una medida de la intensidad en
que se presentan los cambios aleatorios en los retornos de un activo. Inicialmente, algu-
nas teorias financieras tomaban ésta como un pardmetro de la funcién de distribucién
de los retornos y asumian que era constante en el tiempo. Esto, como se muestra més
adelante, es un error ya que no tiene en cuenta las caracteristicas propias de las series
financieras. Entre ellas se destacan: i) la existencia de clusters o aglomerados de volati-
lidad y ii) las correlaciones que generan una estructura dindmica en su comportamien-
to. En las ultimas décadas, se ha abordado el estudio de la medicién de la volatilidad
a través de herramientas econométricas que describan mejor la realidad. En esta tesis
se muestran algunos de estos avances y se realizan unas aplicaciones para estimar la
volatilidad de la tasa de cambio peso-délar.

Todo ello resulta 1til en la medida que facilita el anélisis de riesgo en las inversiones.
De hecho, las estimaciones que se encuentran en este trabajo pueden ser utilizadas co-
mo insumo en metodologias que valoren el riesgo de mercado de acciones o portafolios
que emplean diferentes instituciones financieras.

Algunos ejemplos de volatilidad a los que se enfrenta un agente econémico son:

1. Volatilidad de una accién: Pardmetro que mide el riesgo total de una accién, esto
es, el riesgo diversificable y el riesgo de mercado. Proporciona una medida de la
dispersion o variabilidad de la rentabilidad de dicha accion.

2. Volatilidad de una opcién: Hace referencia a la volatilidad del activo subyacente
al que se refiere la opcion.

3. Volatilidad implicita: Es la volatilidad que, de acuerdo con las caracteristicas de
la opcién, se ha de introducir en la férmula de valoracién para obtener el precio
al que cotiza la opcion.

Para cubrirse del riesgo, existen instrumentos financieros llamados derivados o contra-
tos a futuro de monedas, con los cuales los inversionistas buscan suavizar las perdidas
de un portafolio o de una negociacién frente a las fluctuaciones naturales de las mo-
nedas que ocurren a nivel mundial. Para implementar este tipo de herramientas es
necesario tener una medicién del riesgo, el cual en la teoria econémica se asocia con la
volatilidad. Sin embargo, como se menciond, la volatilidad es una variable no observa-
ble por lo que se hace indispensable recurrir a técnicas estadisticas para su estimacion.

Teniendo en consideracién todo lo anterior, la motivaciéon de este trabajo de tesis es
estimar la volatilidad de la tasa de cambio peso-délar mediante la exploracién de he-
rramientas econométricas. Como se muestra en los siguientes capitulos dicha medicién
se puede realizar a través de modelos de heteroscedasticidad condicional y de volatili-
dad estocdstica.

10
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1.1.2. Relacién de la tasa de cambio peso-ddlar con otras variables de
la economia

En una economia pequefa y abierta como la colombiana, la tasa de cambio nominal
es un activo financiero que juega un rol importante al medir en cierta forma el valor
del dinero de otro pais. En un entorno monetario como el actual, en el cual la tasa de
interés es el instrumento principal y la tasa de cambio es flexible o flotante*, ésta ulti-
ma adquiere gran relevancia dentro del andlisis econémico ya que su comportamiento
y volatilidad puede afectar las decisiones de consumo de bienes internos e importa-
dos, puede generar consecuencias negativas sobre los flujos de comercio internacional
(Ver Arize et al. [2000]), influir en las decisiones de inversiéon (ver Bailey and Tavlas
[1991]) y por dltimo puede afectar el nivel de precios internos. En el sector financiero,
la evidencia muestra que la volatilidad de la tasa de cambio incentiva el desarrollo y
la implementacion de instrumentos de cobertura (Garber and Spencer [1996]). Asimis-
mo, a nivel individual, un inversionista se puede beneficiar de fluctuaciones grandes
de la tasa de cambio al generarse oportunidades de trading (Cote [1994]). Es asi como
dentro de la teoria econémica y las finanzas ha cobrado gran importancia el estudio de
la volatilidad en los mercados cambiarios y financieros.

Para ilustrar los impactos de la tasa de cambio sobre la economia a continuacién se
describe brevemente su relacién con la politica monetaria, tratando de mostrar porque
es relevante para el Banco de la Republica® el seguimiento y monitoreo del mercado
cambiario, toda vez que la moneda es una variable que afecta, y al mismo tiempo se
ve impactada, por las decisiones del Banco Central. Adicionalmente, debe tenerse en
cuenta que el efecto de los cambios en la postura de la autoridad monetaria sobre la
divisa dependeran del grado de apertura de la economia y del grado de movilidad
internacional de capitales. Si se supone que la economia estd integrada financieramen-
te al mundo y hay perfecta movilidad de capitales, entonces la tasa de cambio debe
garantizar, en términos de rentabilidad en una misma moneda, la igualdad entre ac-
tivos internos y externos®. A esta condicién de no arbitraje se le denomina paridad no
cubierta de la tasa de interés. Incorporando esta relacién dentro del modelo tradicional
IS-LM, Fleming [1962] y Mundell [1963] encontraron que un aumento de la tasa de in-
terés interna: aumenta la rentabilidad de activos internos relativa a los denominados
en moneda extranjera, genera una apreciaciéon de la moneda local, lo cual incrementa
el valor de los bienes nacionales y conlleva a una caida en las exportaciones netas y de
la demanda agregada.

En términos de precios internos, la apreciaciéon de la moneda conduce a una disminu-
cién de la inflacién de la canasta de bienes transables. Este hecho es conocido en la

4“Es decir, la divisa fluctia libremente y no tiene un valor determinado, esto implica que la politica
monetaria es independiente.

5En general, para cualquier Banco Central.

® Activos internos y externos que posean las mismas caracteristicas.

11
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literatura como pass-through de la tasa de cambio’ y surge de teorias como la ley de
un s6lo precio (Ver Isard [1977])® y la paridad del poder de compra (PPP®). A la luz
de estas teorias y bajo un regimen de tasa de cambio flotante, las variaciones de esta
tltima se trasladan completamente a los precios internos ya que la inflacién interna
es la tasa de depreciacién maés la inflacién internacional. Sin embargo, en la realidad
no todos los bienes son transables internacionalmente; asi que suponer que la transmi-
si6n de la tasa de cambio a los precios internos es uno a uno, no es del todo correcta'.
Empiricamente los resultados muestran un coeficiente de traspaso menor a uno, por
lo que dentro del &mbito académico surgen una serie de modelos en los cuales se di-
ferencian bienes internos transables y no transables. También se establece la existencia
de diferentes estructuras de mercado no competitivas y la sustitucién imperfecta entre
bienes nacionales e importados, todo lo cual podria causar traspasos incompletos (Ver
Dornbusch [1987]).

Taylor [2000] estudia la relacion entre pass-through del tipo de cambio y la politica mo-
netaria para finalmente ver los resultados en términos de los precios internos de un
pais. Este estudio encuentra que economias que gozan de una inflacién baja tienen un
pass-through mds bajo ya que esto contribuye al descenso en la persistencia esperada
de los costos y en los cambios en los precios, y al mismo tiempo reduce la transmisién
de choques externos de precios. Cuando el coeficiente de pass-through es bajo el tipo de
cambio no tiene efectos significativos sobre la inflacién; por lo tanto, el Banco Central
tiene mayor libertad para realizar una politica monetaria mds auténoma. Por el con-
trario cuando el pass-through es alto, los choques externos provenientes del mercado
cambiario se transmiten significativamente a los precios internos, de tal forma que se
hace necesario adoptar politicas cambiarias coordinadas para ayudar a solventar el im-
pacto ésta tiene sobre la economia.

Por altimo, existen otros canales a través de los cuales la tasa de cambio puede afectar
la economia como es el caso de las hojas de balance de las empresas. Este establece
que movimientos abruptos de la divisa pueden afectar la posicién deudora neta de los
agentes privados. Por ejemplo, en una economia donde los residentes son deudores
netos, una apreciacion fuerte del tipo de cambio mejora el balance de aquellas em-

"Pass-through en economia es el traspaso que las variaciones en la tasa de cambio generan en la
inflacién interna de un pafs.

8Dentro de esta teoria los bienes transables de caracteristicas similares deberfan venderse al mismo
precio, expresado en una misma moneda y en diferentes lugares del mundo. Esto bajo el supuesto de
costos de transaccién bajo y la no existencia de barreras comerciales.

9Purchasing power parity (PP P) es una condicién en la cual el poder de compra de residentes do-
mésticos relativo a los del resto del mundo es constante, asi la PPP es una teoria simple que sostiene
que el tipo de cambio nominal entre dos monedas debe ser igual a la tasa del nivel de precios entre
dos paises, de manera que la unidad monetaria de un pais tenga el mismo poder de compra en un pais
extranjero. Para ver una referencia al respecto, consultar el capitulo 3 de Sarno and Taylor [2002].

19En estas teorias: P = P*¢; as bajo el supuesto de precios internacionales fijos (P*), una devaluacién
nominal (e) se transmite completamente a los precios internos (P).
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presas que tienen deudas en moneda extranjera’, lo cual podria liberar recursos para
estimular la demanda agregada interna. En ese entorno, el impacto sobre los precios
internos es incierto y dependen de la estructura productiva de cada pais, de su grado
de apertura, nivel de desarrollo financiero y de la cobertura cambiaria, entre otras.

En la literatura colombiana son pocos los estudios respecto a los efectos de la tasa
de cambio sobre otras variables y se observa que el andlisis se ha centrado maés en el
pass-through del tipo de cambio a los precios, que sobre los efectos que sus variaciones
puedan tener sobre la demanda agregada. Rincon et al. [2005] estiman el coeficiente de
traspaso de la tasa de cambio a los precios importados para una muestra de sectores
de la industria manufacturera y encuentran que la transmisién es incompleta tanto en
el corto como en el largo plazo'®. Adicionalmente, las estimaciones realizadas por ellos
no corroboran la hipétesis formulada por Taylor [2000], que en un entorno en el cual la
inflacién es baja y la tasa de cambio es flexible, el pass-through es bajo.

Algo similar se encuentra en el estudio de Parra [2010] en el cual la evidencia estadis-
tica sugiere un coeficiente de traspaso de 25 % para diferentes sectores de la economia
colombiana®. En Gonzalez et al. [2010] se encuentra que un choque (un incremento de
100 %) en la tasa de cambio, tiene un impacto de 6 % en los dos primeros trimestres
sobre la inflacién de la canasta de bienes importados y de un 58 % en el largo plazo, en
promedio. Asimismo, los autores concluyen que el impacto de la tasa de cambio sobre
los precios internos es mayor cuando cumple las siguientes condiciones: i) la economia
estd en auge, ii) la tasa de cambio nominal es menos volatil, iii) la tasa de cambio real
estd sobrevaluada y iv) la inflacion se desacelera y es menos volatil.

En términos de la volatilidad, son escasos los trabajos que realizan la estimacién para
Colombia, puesto que la mayoria de estudios se enfocan en cuantificar la efectividad y
el impacto de la politica cambiaria sobre la volatilidad de la tasa de cambio (Echavarria
et al. [2009], Rincén and Toro [2010]), los efectos que la nueva informacién o noticias
tiene sobre el comportamiento de la tasa de cambio (Echavarria et al. [2013]) y los de-
terminantes de la volatilidad y su relaciéon con otras variables econémicas (Lega et al.
[2007], Mesa [2010]). Asi, uno de los aportes de esta tesis a la literatura colombiana es
estudiar métodos alternos para la estimaciéon de la volatilidad y realizar un ejercicio
empirico sobre la tasa de cambio peso-doélar en el periodo comprendido entre enero de
2002 y junio de 2013 que muestre las bondades de las diferentes alternativas.

'En el caso contrario, una devaluacién fuerte podria generar descalces cambiarios

12F] coeficiente de pass-through estimado por ellos oscila entre 0.1 y 0.8

13Esto implica que un aumento de 1% de la tasa de cambio genera un aumento de 0.25 % en la infla-
cion interna.
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1.2. Hechos Estilizados de las Series Financieras: El caso
de la tasa de cambio peso-délar

Es un consenso para la mayoria de analistas de mercado que los movimientos de los
precios de los activos financieros se originan teniendo en cuenta un enfoque basado
en eventos, en el cual se procura explicar y racionalizar un movimiento de mercado
dado, relaciondndolo con una noticia 0 anuncio de origen politico o econémico'*. Par-
tiendo de esto, la dinamica de los activos difieren entre si ya que cada activo responde
a fenémenos y noticias diferentes. Numerosas investigaciones sobre las propiedades
estadisticas de los retornos financieros sugieren que las variaciones que aparentemen-
te son al azar, comparten y exhiben algunos rasgos caracteristicos. Estas propiedades
que son comunes a través de una amplia gama de instrumentos y de mercados a lo
largo del tiempo se denomina hechos estilizados.

En esta seccién se describen por medio de herramientas estadisticas los principales he-
chos estilizados de las series financieras. Para ello se toma como ejemplo la tasa de
cambio peso-délar, pero el lector puede generalizar los resultados para acciones, in-
dices bursatiles, entre otros activos financieros. De acuerdo con Franses and van Dijk
[2003], Cont [2001], Taylor [2005] y Mills and Markellos [2008], entre los principales
rasgos de los retornos financieros se encuentran los siguientes:

I Ausencia de Autocorrelacién (lineal): Las autocorrelaciones de los retornos fi-
nancieros son casi siempre no significativas, excepto en escalas de tiempo muy
pequeiias (por ejemplo datos intradia, cada 20 minutos) en donde los efectos de
la micro-estructura de mercado juegan un papel importante. Este comportamien-
to se asemeja al de un proceso de ruido blanco, que refleja en cierta forma que el
mercado del activo es eficiente, por lo tanto el precio no es pronosticable.

II La distribucién de los retornos no es normal: Este rasgo es conocido en la litera-
tura financiera como colas pesadas (Fat tails), y parte del hecho de que los activos
financieros ocasionalmente presentan grandes retornos positivos y negativos, lo
cual es muy poco probable de ser observado si la distribucién fuera normal.

III Conglomerados de volatilidad: Esta propiedad muestra que la volatilidad condi-
cionada del retorno de un activo cambia en el tiempo y que tiende a agruparse
(volatility clusters). Alli se observa que la volatilidad presenta una correlacién posi-
tiva, asi un periodo en el que la volatilidad es elevada tienden a estar seguido por
periodos de alta volatilidad, mientras que cuando la volatilidad es baja se espera
que en los siguientes periodos permanezca de igual forma.

14Estas noticias o anuncios estan asociadas dentro del término de error de los modelos (error ruido
blanco ¢;), los cuales son innovaciones que responde a factores no explicados en cada momento del
tiempo
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IV Asimetria de las pérdidas y ganancias: En la préctica se observa que los precios
de acciones e indices bursétiles presentan movimientos de mayor magnitud en las
caidas que en las subidas. En las tasas de cambio estd propiedad es menos comun
y no se puede generalizar algo al respecto.

V Normalidad Agregada : A medida que se incrementa la periodicidad At, la distri-
bucién de los retornos tiende a parecerse més a una distribucién normal. La forma
de la distribucién varia de acuerdo a la escala de tiempo™

VI Efecto Apalancamiento: Muchas medidas de volatilidad de un activo estan corre-
lacionadas negativamente con los retornos de un activo.

Lo anterior, en su mayoria, va ser modelado mediante el uso de las herramientas es-
tadisticas y econométricas que se desarrollan en los siguientes capitulos, los cuales se
aplican sobre la tasa de cambio colombiana.

1.2.1. Caracteristicas de la tasa de cambio peso-délar

Para este documento se utiliza la informacién de la tasa representativa de mercado
(TRM), que es el indicador oficial diario de la tasa de cambio en Colombia. Este co-
rresponde al promedio ponderado de las compras y ventas efectuadas en el mercado
cambiario. Las unidades de la variable estdn dadas por el ntimero de pesos colombia-
nos necesarios para obtener un doélar estadounidense, en un dia determinado (Figura
1.1). La muestra utilizada comprende observaciones diarias desde enero de 2002 hasta

junio de 2013, con lo que se cuenta con 2771 datos para las estimaciones'®.

En la figura (1.1) se muestra el precio del activo de interés, en este caso la tasa de cam-
bio peso-ddlar, el cual indica en cudnto estd valorado en cada momento del tiempo el
peso colombiano respecto al délar americano, y que en este trabajo se denota como S;.
A partir de esto se define la variable retorno como el cambio relativo en el precio de
un activo financiero durante un intervalo de tiempo, la cual estd expresada como un
porcentaje. En tiempo discreto, esta medida se define como:

Sy — S AS;
— — 1.1
fo=—g""=3, (1.1)

y en tiempo continuo

5sin embargo, esto no implica que necesariamente para los retornos finalmente tiendan a distribuirse

normal. En la mayoria de los casos los rendimientos semestrales y anuales tienen un comportamiento
mads cercano al de una distribucién normal.

®De 1a base de datos se excluyeron los dfas en que el mercado estaba cerrado, cuando no hubo co-
mercio de divisas (trading). En otras palabras, no se incorporan dias festivos ni los fines de semana

15



1.2. HECHOS ESTILIZADOS DE LAS SERIES FINANCIERAS: EL. CASO DE LA TASA DE CAMBIO PESO-DOLAR

Tasa de Cambio Peso colombiano—dolar (TRM)
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Figura 1.1: TRM
S(t+ At) — S(t)
R(t) =
(1) 0
que es lo mismo que:
S(t + At)
1+ R(t) = —F5—~—
R =55

Teniendo en cuenta la propiedad que In(1 + =) ~ z si x toma valores pequefios, en-
tonces cuando At tiende a cero se tiene que R(t) ~ In(1 + R(t)). De esta manera, para
un periodo de separacioén lo suficientemente pequefio (At — 0), el retorno porcentual
puede ser aproximado utilizando el logaritmo del retorno y éste es igual al incremento
en los logaritmos de los precios del activo. Esto es,

R(t) ~ InS(t + At) — InS(t)

Para finalizar y utilizando las propiedades del retorno continuo se puede expresar (1.1)
en términos de logaritmos, pero en tiempo discreto, de la siguiente manera:

St
St—1

Yy = In( ) =InS; — InS;_1 = AlnS, (1.2)
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Donde y;, en este trabajo, denota el retorno diario de la tasa de cambio peso-délar'’. La
Figura (1.2) muestra el comportamiento de y;

Retornos de la tasa de cambio

Porcentaje

_6 -+
2002

T T T T T
2004 2006 2008 2010 2012

Figura 1.2: Retorno de la TRM

Se aprecia un periodo de gran volatilidad entre 2008 y 2009, lo que esté explicado por
la crisis financiera internacional y la incertidumbre a nivel mundial que se presentd
durante dicho periodo. La turbulencia financiera que comenzé con la crisis hipotecaria
en EEUU vy estall6 con la quiebra del Banco Estadounidense Lehman Brothers, gene-
r6 problemas de liquidez, aumento en las primas de riesgo y salidas de capital en las
economias emergentes como la colombiana. Todo ello ocasioné fuertes devaluaciones
y un aumento de la volatilidad de la tasa de cambio en Colombia. Una descripcién de
los principales sucesos durante la crisis financiera y las consecuencias sobre las econo-
mias en desarrollo como la colombiana puede encontrarse en Toro et al. [2013].

La variable sobre la cual se implementan los modelos de heteroscedasticidad condicio-
nal y de volatilidad estocéstica, que se presentan en el capitulo 2, es precisamente la
denotada como ;. Esto dado que y; cumple con uno de los supuestos requeridos por
ese tipo de modelos, la condicién de estacionariedad (Ver definicién en Apéndice C.3).

En el Apéndice C.1.3, el lector puede encontrar los procedimientos mds comunes utili-
zados en el campo de la econometria de series de tiempo para transformar series que
no son estacionarias. En particular, en este trabajo de tesis se realiz6 el siguiente proce-
dimiento: primero, con el fin de estabilizar la varianza se aplico el operador logaritmo
natural al nivel de la serie (6sea, [n.5;), y segundo, se realizaron pruebas de raiz unitaria
para determinar el orden de integracion de la serie (Dickey and Fuller [1981], Phillips

74, el cual es calculado mediante la diferencia de los logaritmos del precio entre dos dias (S; y S¢—1),
es decir, y; = AlnS;
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and Perron [1988], Kwiatkowski et al. [1992] y Elliott et al. [1996]).

Como se muestra en el Apéndice C.1.3, el orden de integracién, denotado por (d), co-
rresponde al niimero de veces d que es necesario diferenciar la serie de tiempo original,
para obtener una transformacién de ella que sea estacionaria. Asi, cuando la serie de
tiempo es estacionaria, se dice que es integrada de orden cero (/(0)). En el cuadro (1.1),
que se presenta a continuacion, se hace un resumen de las pruebas de raiz unitaria rea-
lizadas en esta investigacion.

Como resultado se encontré que el logaritmo de la TRM tiene una raiz unitaria, es decir
es integrada de orden uno (/(1)), y que la primera diferencia de ésta era estacionaria,
6sea es integrada de orden cero (/(0)). Las salidas del software econométrico de cada
una de las pruebas pueden consultarse en Apéndice E.1):

Prueba * log (TRM) | Conclusién | A log (TRM) Conclusién

log (TRM) Alog (TRM)
Dickey and Fuller [1981] | No rechazo I(1) Rechazo 1(0)
Phillips and Perron [1988] | No rechazo I(1) Rechazo 1(0)
Elliott et al. [1996] No rechazo I(1) Rechazo 1(0)
Kwiatkowski et al. [1992] Rechazo I(1) No Rechazo 1(0)

“La hipétesis nula en las primeras tres pruebas es Hy: la serie tiene una raiz unitaria
(es I(1)), y la hipotesis alternativa es que la serie es estacionaria (es 1(0)).

En la prueba Kwiatkowski et al. [1992], la hip6tesis nula es que la serie es estacionaria,
(es 1(0)) y la hipétesis alterna es que la serie tiene raiz unitaria (es /(1)).

Cuadro 1.1: Resumen pruebas de raiz unitaria.

Como los modelos que se presentan en el capitulo 2, requieren que la serie de tiempo
sea estacionaria, la variable sobre la cual se implementan las estimaciones es el retorno
financiero de la tasa de cambio, que en este caso se define como la diferencia logarit-
mica de la TRM. En otras palabras, como log (TRM) tiene raiz unitaria (es lo mismo
que (nS; es I(1)), entonces se debe realizar una transformacién para obtener una serie
de tiempo que cumpla con el supuesto de estacionariedad. En este caso, se aplica el
operador diferencia, A log (TRM), el cual de acuerdo a los resultados arrojados en el
Cuadro (1.1) ya cumple con el supuesto requerido (es lo mismo que y; es 1(0)).

1.2.2. No Normalidad de los Retornos

Taylor [2005] y Franses and van Dijk [2003] muestran, sobre un conjunto de retornos fi-
nancieros de acciones y monedas en el mundo, evidencia empirica sobre la distribucién
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de los retornos financieros. La principal conclusién es la no normalidad de la distribu-
cién de los retornos, de hecho, ellos observan que la distribucién empirica presenta
colas pesadas (kurtosis mayor a tres), apuntalamiento y en algunos casos asimetrias,
en especial sobre las acciones. Para ello, utilizan el estimador de asimetria y de kurtosis
como medidas muestrales para estimar ese hecho estilizado (Ver Apéndice A.2.3)

A continuacion, se muestran las principales estadisticas descriptivas de los retornos de
la tasa de cambio.

Obs. (T') | media | des. est. | mediana | min. | max. | asimetria | Exceso kurtosis *
2769 -0.01 0.69 -0.02 -5.62 | 4.86 0.19 9.09

* El programa escala la medida comparando con la normal, es decir al valor registrado

originalmente le resta 3, que es la kurtosis de la distribucién normal.

Cuadro 1.2: Estadisticas descriptivas de los retornos de la TRM.

En el cuadro (1.2) se observa, para las 2769 observaciones de los retornos de la tasa de
cambio, que la media es cercana a cero y la desviacién estdndar muestral es -0.69. La
asimetria es levemente positiva (0.19) y la kurtosis es elevada (>9.09). La kurtosis de
la tasa de cambio peso-délar es (9.09 + 3) = 12.09, porque el programa calcula el exceso
de kurtosis respecto a la distribucién Normal, la cual tiene una kurtosis de 3.

Asimismo, la figura (1.3) muestra una comparacién entre la distribucién empirica de
los retornos de la TRM (azul) y una distribucién Normal con media y varianza que se
calculan mediante los valores muestrales de los retornos de la TRM (linea negra soli-
da), por medio de un histograma.

Histograma de los Retornos TRM

Densidad
0.0 02 04 06 08 1.0

Figura 1.3: Histograma retornos de la TRM
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Como se puede apreciar, la distribucién de los retornos de la TRM presenta un mayor
apuntalamiento comparado con la normal. Ademads, la distribucién de los retornos de
la TRM presenta colas pesadas frente a la normal, tal y como se observa en la figu-
ra (1.4) de los cuantiles empiricos (puntos azules) frente a los cuantiles teoricos (linea
punteada roja).

Q-Q plot (Retornos TRM)

0
!

Cuantiles empiricos
-2

-4

-6
[

Cuantiles dist. normal

Figura 1.4: Q-Q plot retornos de la TRM

Praetz [1972], y muchos otros investigadores, han argumentado que los retornos ob-
servados (r;) condicionados a la varianza condicionada (o7) se distribuyen como una
normal, es decir que 74|07 ~ N(u, f(6}?), donde f es una funcién que permite mode-
lar la volatilidad condicional y que es establecida a priori por el investigador. Clark
[1973] utiliza el volumen de transacciones realizadas como aproximacién de f(o7). En
el mismo documento el autor propone que la varianza condicional (¢7) tiene una dis-
tribucién log-normal, unos afios més tarde, esta eleccién se convirtié en un supuesto
muy popular utilizado en la literatura de los modelos de volatilidad estocéstica.

En la revisién de literatura realizada se encontré que en la modelaciéon de series de
tiempo financieras también se asumen otro tipo de distribuciones para modelar los
retornos, tales como la distribucién log-normal, la t-student 6 la distribucién de error
generalizada (Generalized error distribution) con colas més pesadas que permiten un me-
jor ajuste para los retornos. En el caso de la varianza condicional, distribuciones como
la gamma (G) y la inversa gamma (inverse gamma (IG)) también son utilizadas.

1.2.3. Autocorrelacion

Otro importante hecho estilizado es que, a menudo, si el mercado del activo financiero
es eficiente (Ver seccién 1.2.4), las correlaciones de los retornos no son significativas,
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mientras que las correlaciones de los retornos al cuadrado si lo son. Las siguientes fi-
guras muestran el caso de la tasa de cambio peso-ddlar

Retornos (TRM) Retornos (TRM) al cuadrado
o o |
-
o © |
o o
© | © |
o o
LL LL
O O
< < | < <
o o
i o~ ‘
o o
Q ”E”[””l"i'l”'l'j """ 101 o HH“IMH”““
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Figura 1.5: Correlogramas de los retornos de la TRM

Pese a que, en general, todos los retornos de activos financieros no presentan correla-
cidén, en el caso de la tasa de cambio de Colombia se aprecia claramente una correlacion
al menos de orden 1. Por su parte, los retornos al cuadrado presentan una estructura
de correlacién que sugiere que la varianza condicional no es constante en el tiempo, de
hecho, decae exponencialmente.

Como se muestra en los siguientes capitulos la varianza condicional (¢7), denotada en
este trabajo como h,;, se modela a partir de la utilizacién de los modelos de heterosce-
dasticidad condicional y los modelos de volatilidad estocastica, los cuales presentan
una estructura de correlacién de h; que decae exponencialmente, tal y como sucede
empiricamente en los retornos al cuadrado de la TRM (figura (1.5))'8. Por tltimo, los
modelos que son discutidos en el capitulo 2 replican dicho comportamiento de las co-
rrelaciones, que en este caso caracterizan a los retornos de la tasa de cambio peso-dodlar
elevados al cuadrado.

1.2.4. Hipétesis de Eficiencia de Mercado

Fama [1970] propuso que un mercado en el cual los precios reflejan completamente la
informacién disponible es mercado eficiente. Formalmente, se dice que el mercado es efi-

8Para el retorno de la TRM, denotado en este trabajo de tesis como y;, se puede definir su varianza
de acuerdo con V(y:) = E(y?) — [E(y:)] (Ver Apéndice A.2.3). Si el retorno de la TRM (y;) tiene una
media que es estadisticamente cero, entonces se tiene que la varianza es V (y;) = E(y?), Asi, se observa
que existe una relacion entre los retornos al cuadrado (y7) y la varianza de y;. Este hecho se utiliza para
modelar la volatilidad, en los modelos propuestos en el capitulo 2.
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ciente con respecto a un conjunto de informacién si el precio del activo no es afectado
por revelar esa informacién a todos los participantes. Mds atin, eficiencia con respecto
a un conjunto de informacién implica que es imposible obtener una utilidad econémi-
ca por la comercializacién de ese conjunto de informacién y el precio s6lo cambia si
existe nueva informacién disponible.

En su articulo menciona distintos niveles de eficiencia del mercado, dependiendo de
tres subgrupos de informacién: Precios histéricos, informacién publicamente dispo-
nible, y finalmente, toda la informacién incluyendo aquella privilegiada que no esta
disponible al publico. Luego, categoriza la hipétesis de eficiencia de mercado en: efi-
ciencia en sentido fuerte, semi-fuerte y débil. En la primera, se analiza si toda la infor-
macioén, tanto publica como privada esta completamente reflejada en los precios de los
activos. En la segunda, s6lo se analiza la informacién disponible para el ptblico. Por
altimo, el concepto de eficiencia débil analiza si la informacién contenida en los precios
histéricos es completamente incorporada en los precios actuales. El autor concluye que
las pruebas de la forma débil del modelo de mercado son las mds voluminosas y los
resultados estan a favor de la hipétesis de los mercados eficientes. Para los otros dos
tipos es mucho més complicado tratar de buscar evidencia al respecto.

Lo and Mackinlay [1988] define que los precios de un activo cuyo mercado sea eficiente
siguen un comportamiento de caminata aleatoria o martingala, dado que en ese tipo
de proceso estocéstico, el mejor pronéstico que se puede dar del precio de mafiana con
la informacién disponible hasta el dia de hoy, es el altimo precio observado. Los au-
tores plantean que si se cumple la hipétesis de eficiencia de mercado los cambios en
los precios no pueden ser predecibles y tienen la caracteristica de un juego justo. Tanto
en los modelos de tiempo continuo como los de tiempo discreto se puede modelar la
anterior caracteristica (Ver Apéndice A.8).

La literatura evalta la eficiencia de mercado mediante diversas herramientas estadis-
ticas. Una de ellas, la més usual en el campo de la econometria financiera, es la prueba
de razén de varianza (VR), que se basa en el trabajo pionero de Lo and Mackinlay
[1988]. El test de VR verifica si los retornos siguen una caminata aleatoria evaluando
si la varianza de n periodos de los retornos es equivalente a n veces la varianza de un
periodo simple®.

Si el precio del activo financiero tiene una estructura de correlacion serial, el retorno es
predecible. Por el contrario, si el precio sigue una caminata aleatoria, el retorno no es
predecible y se afirma que el mercado de dicho activo es eficiente. Para evaluar esto la
prueba VR propuesta por Lo and Mackinlay [1988] plantea que para cualquier retorno
de un activo financiero (y;, en el presente trabajo es el retorno de la tasa de cambio
peso-ddlar) durante un periodo de tiempo ¢t = 1,2,...,T, el estimador VR estéd defini-

19En ese caso se dice que el mercado de ese activo es eficiente
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do como (Wright [2000], Hoque and Kim [2007])

T T
VR(y;n) = {% Z(yt F Y1t F Y1 — nﬁ)} = {% Z(yt _ mZ} (1.3)

t=n t=1

donde /i = T~'3"]_, , el estimador de VR es denotado por V R(y; n) y n hace referen-
cia al periodo de evaluacién de la eficiencia.

Lo and Mackinlay [1988] mostré que si las variables aleatorias {v;, y:—1, ...} son inde-
pendientes e idénticamente distribuidas (iid), entonces bajo la hipétesis nula de efi-
ciencia de mercado ( Hy : VR(y;n) = 1), se puede evaluar la prueba VR de acuerdo
con el siguiente estadistico

2(2n — 1)(n — 1))‘°’5 (1.4)

Ml = (VRn) = 1) (222200

el cual sigue una distribucién normal estdndar asintéticamente.

Utilizando el paquete vrtest del programa R, se ejecuté la prueba anterior. La figura
(1.6) muestra el resultado para periodos de n = 1,2, ..., 30, con lo que se evalia si el
mercado de la TRM es eficiente a un dia, dos dias, y asi sucesivamente, para treinta
dias.

Como se observa en la figura (1.6), el estimador puntual de VR (linea roja) estd por
fuera de las bandas de confianza (lineas azules punteadas), por lo que se rechaza la
hipétesis nula de eficiencia de mercado para 1 dia, 2 dias, hasta treinta dias. Esto su-
giere que existe una estructura de correlacién serial con la cual se puede pronosticar el
retorno de la TRM.

En el entorno de series de tiempo, se puede utilizar los modelos ARIMA, Autoregressi-
ve Integrated Moving Average (Ver Tsay [2010]), para modelar la media de los retornos
financieros. Para encontrar dicha parte predecible, se utiliz6 el paquete forecast del pro-
grama Ry el comando auto.arima.

Como resultado, se obtuvo que la dindmica del retorno de la tasa de cambio peso-dodlar
puede ser modelada mediante un proceso ARIMA(1,0,2). El comando auto.arima elige
empiricamente el mejor modelo ARIMA que se ajusta a los datos observados de los
retornos de la tasa de cambio mediante criterios de informacién como el Akaike (Ver
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Variance Ratios and 95% confidence band
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Figura 1.6: Prueba de razén de varianza sobre los retornos de la TRM

Bozdogan [1987]).

A continuacién, se muestra la salida del paquete econémetrico

>auto.arima(retorno)
Series: retorno
ARIMA(1,0,2) withzero mean

Coefficients:

arl mal ma?2

-0.9356 1.0930 0.1702
5.e.0.0356 0.0392 0.0186

sigma 2 estimated as 0.4609: log likelihood=-2856.64
AIC=5721.27 AICc=5721.29 BIC=5744.98

Teniendo en consideracién esa estructura, y; = f1yi—1 + € + 016¢—1 + 0264—2, se puede
limpiar la serie de los retornos eliminando la parte que puede ser explicada. En otras
palabras, utilizando el ARIMA vy los pardmetros (8; = -0.9356, 6; = 1.0930, §, = 0.1702),
se re-escala la variable de estudio, es decir, a los retornos de la tasa de cambio se le
resta el modelo estimado anterior (y; — B1ys—1 + 016¢—1 + Oacs—o = &4).%.

20Para dar un ejemplo al lector: suponga que los retornos y; ~ N(1,2), es decir que y; tiene media 1
y varianza 2. Asuma que el modelo ARIMA es una constante que modela la media igual a 1. Calcule
una nueva variable x; que estd definida como y; — 1 para cada ¢, entonces x; ~ N (0, 2). Osea, el ARIMA
permite re-escalar la media de y,, sin afectar su varianza, que es el objeto de estudio de esta tesis.
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En los siguientes capitulos donde se explican los modelos de heteroscedasticidad con-
dicional y volatilidad estocdstica (Ver capitulo 2), y se realiza la estimacién de la vo-
latilidad de la tasa de cambio (Ver capitulo 4), se asume que la parte predecible del
retorno de la tasa de cambio peso-délar es cero, es decir se supone que y; = ¢, enton-
ces se implemento la siguiente estrategia: i) estimar el mejor modelo ARIMA, en este
caso ARIMA(1,0,2), ii) tomar el residual del modelo estimado y iii) calcular los modelos
de volatilidad sobre la nueva serie, que se obtiene como el residual del modelo ARIMA
(¢1). Lo anterior, no altera los principales resultados de este trabajo de tesis puesto que
con dicho procedimiento se re-escala la media de los retornos sin modificar la varianza,
que es la variable de interés de la tesis.

Tomando la serie obtenida de (¢;) mediante el uso del ARIMA(1,0,2), se realiz6 nueva-
mente la prueba VR (Figura 1.7). Alli, se observa que el estimador puntual de VR, se
encuentra dentro de las bandas de confianza por lo que no se rechaza la hipétesis nula
de eficiencia de mercado. Es decir, una vez eliminada la parte explicada, el restante
sigue una caminata aleatoria.

Variance Ratios and 95% confidence band

1.2

variance ratio
1.0

Figura 1.7: Prueba de razén de varianza sobre la parte no explicada en el ARIMA(1,0,2)
de los retornos
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Capitulo 2

Modelos de volatilidad:
heteroscedasticidad condicional vs.
volatilidad estocastica

En la modelacién financiera se pueden asumir diferentes hipétesis sobre la volatilidad
de un activo con el fin de simplificar el andlisis de valoracién, célculos de opciones o
contratos a futuro 6 cualquier medicién de riesgo que afronte dicho activo financiero.
Cabe sefialar, como se mencioné anteriormente, que la volatilidad estd asociada con
las variaciones que presenta una variable financiera de interés y ésta puede ser tratada
como una secuencia determinista 6 estocastica. Algunos investigadores suponen que
la varianza es determinista y constante a lo largo del tiempo, para ello fijan como es-
timador puntual a la varianza muestral de los retornos del activo. Sin embargo, como
se mostrd, los hechos estilizados de los activos financieros (acciones, bonos, tasas de
cambio) sugieren que la volatilidad, en general, no es constante. Por lo tanto, asumir
homoscedasticidad' en el tiempo no es un supuesto muy realista.

Para modelar los rasgos de las series financieras y acercarse un poco més a la realidad,
se han desarrollado modelos de volatilidad que consideran secuencias estocdsticas pa-
ra dicho proceso, entre ellos los modelos tradicionales de heteroscedasticidad condi-
cional y los de volatilidad estocastica. Asi, en este capitulo se pretende presentar las
principales caracteristicas de estos modelos, teniendo en cuenta que entre los objetivos
de esta tesis se encuentra presentar algunas de las diferencias entre esas familias de
modelos y contrastar los resultados que se obtienen de las estimaciones de la volati-
lidad de la tasa de cambio colombiana. Los desarrollos matemdticos que se muestran
en las siguientes secciones estdn basados en gran parte de la lectura realizada de las
siguientes referencias Engle [1982], Bollerslev [1986], Franses and van Dijk [2003], En-
ders [2004], Taylor [2005] y Casas and Cepeda [2008].

lvarianza constante
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2.1. Modelos de heteroscedasticidad condicional

Esta familia de modelos fue introducida inicialmente por Engle [1982], quien utiliz6
un proceso estocdstico para estimar volatilidad denominado modelo ARCH (Auto-
regressive conditional heteroscedasticity), en los cuales la varianza condicional depende
del cuadrado de los rezagos de los términos aleatorios llamados innovaciones o erro-
res (choques). De esta forma, la varianza condicional hace referencia a la volatilidad
en un instante de tiempo ¢ condicionada a la informacion relevante y conocida has-
ta ese momento. Luego, Bollerslev [1986] generaliz6 ese primer modelo y propuso el
GARCH (Generalized autoregressive conditional heteroscedasticity). Alli, la varianza con-
dicional, ademds de depender de los cuadrados de las perturbaciones pasadas, esta
también en funcién de las varianzas condicionales de periodos anteriores.

Los modelos ARCH y GARCH logran reproducir mediante la modelacién economé-
trica los principales rasgos caracteristicos de las series financieras, en particular, los
conglomerados de volatilidad y la no normalidad de los retornos debido a asimetrias
o kurtosis altas (colas pesadas). Por ejemplo, el modelo replica la siguiente situacién:
cuando aumenta la incertidumbre y los inversionistas estan temerosos, la volatilidad
se mantiene alta, mientras que por el contrario, en tiempos de calma, la volatilidad de-
be ser baja y continuar asi por el tiempo que perduré esa tranquilidad.

Por otra parte, los pronésticos calculados a partir de estos modelos no son iguales a la
altima estimacion que se tienen de volatilidad, por el contrario cambian a lo largo del
tiempo. La volatilidad evoluciona de acuerdo a la estimacién de una ecuacién sugerida
por el investigador, a continuacién se muestra el ARCH(1), ARCH(q), GARCH(p,q) y
el GARCH(1,1). La utilidad para los inversionistas radica en que los modelos capturan
cambios en la volatilidad de corto plazo, lo que permite tomar decisiones de compra o
venta de activos de acuerdo al riesgo que se vaya presentando en el dia-dia o semana-
semana.

2.1.1. Caracteristicas y propiedades

Para comenzar se asume que los retornos (y;) de un activo en el momento ¢ estan en
funcién de: i) una parte que puede ser predecible y ii) otra no predecible o aleatoria,
ésta tltima sigue un proceso ruido blanco (Ver definicion del Apéndice C.1). De esta
manera, los retornos podrian escribirse como sigue:

v = Ely| Ve ]+ 0.6
N NG~

Predecible aleatorio

(2.1)
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donde ¥,_; es el conjunto de informacién disponible? y relevante hasta el momento
t — 1. &, se supone que tedricamente es independiente e idénticamente distribuido, es

decir, ¢, Y (0,1) y 0. es una constante asociada a la volatilidad de los retornos (tam-

bién podria definirse ¢, N (0, 0.), simplemente multiplicando la constante 0. por la
variable aleatoria normal estandar).

Si el mercado del activo financiero es eficiente, entonces los precios del activo no pue-
de ser predecibles, y la parte predecible seria igual a cero. En caso contrario, cuando
el mercado no es eficiente entonces se puede encontrar una estructura de correlacion
temporal para hacer predicciones (Ver seccién 1.2.4). En la aplicacién que se realiza en
el capitulo 4, se utiliza el residual estimado mediante el ARIMA(1,0,2), el cual fue pre-
viamente justificado en el capitulo 1.

Generalmente, en los modelos de series de tiempo se supone que el componente alea-
torio es homosceddstico, tanto condicionado como no condicionado, es decir que, al
tomar el valor esperado para hallar la varianza se obtiene una constante. En este caso,
dicho supuesto esta representado por el hecho de que E|o.c}] = E[o.c}|¥,_1| = o2 para
todos los momentos de tiempo ¢.>

En los modelos de heteroscedasticidad condicional, que se introducen a continuacién,
se relaja la hipotesis de normalidad y de varianza condicional constante (E[o.c7| ¥, ] =
02) que se tienen en modelos de series de tiempo como los ARIMA. Ademas, permiten
tener procesos que mantienen propiedades como las de los procesos ruido blanco, pero
que ahora estdn formados por variables dependientes.

Para incorporar en el andlisis que la varianza condicional no es constante, se denota
h; como la volatilidad, la cual tiene una dindmica en el tiempo. De esta manera, se tie-
ne que la varianza condicional de ¢, cambia en el tiempo de acuerdo con h,. En este
capitulo se muestran varias formas como h; puede ser modelada, por el momento es
importante resaltar al lector que ¢;|¥,_; ~ N(0, i), en lugar de ¢;|¥,_; ~ N(0, 1) como
se supone en la ecuacion (2.1). Asimismo, se tiene que E[o.c7|V;_1] = o.h, en lugar de
Elo.e?|¥; 4] = o2

Como se habia mencionado, una medida de riesgo en el &mbito financiero es la des-
viacién estdndar de los retornos de los activos, por lo que en este tipo de modelos la
variable h; se convierte en el objeto de interés. La estimacion de h; es el objetivo de
esta tesis, puesto que su cuantificacion refleja la volatilidad de los retornos del activo
(y:).* El sub-indice ¢ indica que la volatilidad (h;) cambia en el tiempo. Engle [1982] y

20,4 es una filtracién. Ver Apéndice Conceptos Bésicos de Probabilidad al final del documento.

3Como se asume en la metodologia ARIMA, ¢; es ruido blanco (Ver Apéndice C.1). La varianza de
e; estd definida como V(e;) = E(¢?) — [E(et)]. Sabemos que ¢; tiene media igual a cero ([E(;)]=0), por lo
que la varianza esta dada por V(g;) = E(c7). Y se asumi6 que la varianza de ¢; es igual a uno.

4retorno de la tasa de cambio de Colombia
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Bollerslev [1986] plantearon que h, estd en funcién del cuadrado de las innovaciones
pasadas (¢7,7_,,...) y/o de las volatilidades estimadas anteriores (h;, hy_1, . . .).

Partiendo de la ecuacién (2.1), la parte predecible puede ser determinista 0 modela
mediante la metodologia ARIMA?®, mientras que la parte aleatoria se modela de la si-
guiente forma de acuerdo a la propuesta de Engle [1982]:

Oe€t = Ut\/;Tt (2.2)

donde v, Y (0,1) y es independiente de v/h;. Dado lo anterior, Engle [1982] prueba
que ¢, contintia siendo un proceso ruido blanco pese a la dependencia que %, pueda
tener sobre el pasado®. Asi, Elo.¢;] = 0. E[vivhi] = 0.E[v) E[v/h] = 0 ya que la media
de v, es cero. De igual manera, la varianza no condicionada de la parte aleatoria es
constante: E[o2c?] = 02E[v?h] = 0?E[v}]Elh] = 02h.”

Sin embargo, la varianza no condicionada de ¢, no serd contante, puesto que var(s;|¥;_;)=
E[v?|9,_1]E[h|¥;_1] = h;. Por tiltimo, el proceso ¢, no esta correlacionado ya que Eleig,_| =
Eloyv/hvi—g/hi—i] = Elvvi—i) E[Vhin/hu-r] = 0 para cualquier momento del tiempo

k # 0 (dado que v es iid).

Como se acaba de mostrar, el componente aleatorio (¢;) continta siendo ruido blan-
co en la ecuacion (2.2), la tinica diferencia es que ahora la varianza condicional no es
constante y varia en el tiempo acorde a una funcién que depende de los cuadrados
de las innovaciones anteriores y/o de las varianzas pasadas, la cual define h;. 5. A
continuacion se presentan los dos modelos mas utilizados para estimar la volatilidad
condicionada (h¢), en cada uno de ellos se especifica una funcién para h,. Cabe sefialar
que existe una gran variedad de modelos, entre los que se destacan los que modelan
asimetrias, pero para simplificar el andlisis esta tesis concentra su atencién en los mo-
delos simétricos’.

5Esto no es objeto de interés en el presente trabajo de tesis.

®Esto dado que estd en funcién del cuadrado de las innovaciones pasadas (7,7 _;,...) y/o de las
volatilidades estimadas anteriores (hy, hy_1, .. .).

"Esto se obtiene dado que la varianza de v; = 1 ( E[v?] = 1) y E[h;] se asume constante e igual a su
promedio (h)

8En estos modelos var(e:|Ws_1) = hy

? Aunque no se muestra en este documento, se realizaron algunos ejercicios con modelos como el
EGARCH y APARCH que no fueron muy diferentes de los obtenidos por el GARCH. Pese a ello, si debe
sefialarse que la tasa de cambio de Colombia presenta la presencia de efectos asimétricos de acuerdo con
la prueba de Engle and Ng [1993]
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2.1.2. Modelo ARCH(q)

Engle [1982] propuso que el siguiente modelo para modelar series de tiempo en donde
la varianza condicionada no es constante. El autor propone un sistema compuesto por
tres ecuaciones, las primeras dos dadas por las ecuaciones (2.1 y 2.2), y la tercera por la
siguiente forma funcional para la varianza condicionada (k;), en donde considera que
ésta puede ser expresada en funcién de los rezagos de las innovaciones al cuadrado:

ht =y + Oé1€?_1 + a253_2 + ...+ Oéq€?_q (23)

Dentro de esta ecuacién los parametros deben cumplir las siguientes condiciones para
garantizar la no negatividad de la varianza condicional: ay > 0y a; > 0 para todo
i=1,...,q. Para simplificar la notacién que se utiliza en adelante, se asume que en las
ecuaciones (2.1 y 2.2) se multiplicé el o. por la variable aleatoria normal ¢;, por lo que
ahora ¢, ~ N(0,02).

El valor de largo plazo de la varianza condicional (¢2) puede ser calculado al tomar el
valor esperado de A;:

Elh) = Elag + are? | + aner o+ ...+ aqstz_q]

como h, = E[e}|V,_1] y E[E[e}|V,_]] = Ele}] = o2 (2.4)
entonces o’ = _ %
-1 g:l Qv

Para que el modelo sea covarianza-estacionario todas las raices del polinomio de re-
zagos (1 — oy L — ... — a,L9%) deben estar fuera del circulo unitario (Ver Engle [1982],
Bollerslev [1986],Nelson [1990]). Esto es similar a la condicién de estabilidad en una
ecuacion en diferencias.

Para caracterizar este tipo de modelo y evidenciar como éste replica algunos de los he-
chos estilizados de las series de tiempo financieras mencionados, se toma como ejem-
plo un ¢ igual a uno, por lo que a continuacién se expresa el modelo ARCH(1). Adicio-
nalmente, el componente predecible en la ecuacién (2.1) se asume cero por simplicidad.
Asi, el modelo completo queda de la siguiente forma:
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Y = & donde Et|\llt_1 ~ N(O, ht)
Ut = —7= (2.5)

2
hiy = ag + arer_4

donde v, es el residual estandarizado, y dado que condicionalmente ¢; se distribuye
como una normal, entonces v; ~ N (0, 1). Una de las medidas de ajuste del modelo se
efecttia mediante la evaluacién de pruebas de hipétesis que verifiquen el cumplimien-
to de la distribucién asumida para v;. Aunque en esta parte del documento se utiliza
la distribucién normal para facilitar los calculos, en la practica se pueden implementar
distribuciones que tengan colas mds pesadas como por ejemplo la t-student 6 Genera-
lized Error Distribution (GED), sin que esto afecte las principales caracteristicas que se
exponen enseguida.

Como en este modelo los retornos(y;) son iguales al proceso ruido blanco ¢, y la vo-
latilidad condicional estda dada por h, = ap + ai£7_;, se puede apreciar que los con-
glomerados de volatilidad se dan a través de esa ecuacion. Por ejemplo, cuando hay
perturbacion de fuerte impacto hoy (t), entonces la volatilidad condicional de mafia-
na (¢ + 1) se ve afectada en a; por el tamafio del choque en ¢ al cuadrado, 6sea que
el efecto se amplifica. Mientras que, cuando la perturbaciéon es baja hoy (t), entonces
la volatilidad condicional de mafnana (¢ + 1) se ve influenciada en menor medida. En
otras palabras, cuando la incertidumbre es elevada se espera que la volatilidad de los
periodos siguientes contintie siendo alta, mientras que en momentos de calma, los in-
versionistas esperan que la volatilidad permanezca baja.

Otro hecho estilizado tiene que ver con las colas pesadas en los retornos, donde la kur-
tosis es mayor a la que se observa en una distribucién normal (kurtosis =3). Para ver
como el modelo replica este fenémeno, se procede a calcular los momentos incondicio-
nales de los retornos (y;):

a
Blyf) = Blujh = 122
a? + 200 Ely? (2.6)
i) = Blutnd] = 3 (A8+ 20 il
1

De esto se puede inferir que ayp > 0y 0 < oy < 1, puesto que la varianza del retorno
(E[y}]) es por definicién positiva. Por su parte, la kurtosis de los retornos (y;) esta dada

por:
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1 —ao?
=3 (71) (2.7)
1—3a2

1
El valor de la kurtosis en (2.7) es mayor a tres si o7 < —. Lo anterior implica que el

modelo ARCH(1) puede tener colas mds pesadas que las que tiene la distribucién nor-
mal, y con ello se comprueba que el modelo replica la no normalidad de los retornos
financieros.

Por ultimo, se puede comprobar que los retornos al cuadrado estan correlacionados y
que su correlacion decae exponencialmente. Para ello se puede expresar el ARCH(1)
de h; como un modelo AR(1) de 7 de la siguiente forma: primero,a la expresion h; =
Qo + 1€, se suma y resta a ambos lados g2, segundo, h, pasa a sustraer al otro la-
do y tercero, se define una variable u, como la resta entre €7 y h,. Una caracteristica
de u; es que su media es cero y es ruido blanco, como en cualquier modelo ARIMA
(Eue|¥;_1] = 0) (Ver Franses and van Dijk [2003]). Asf, la representacién AR(1) de los
residuales al cuadrado es:

5? =g+ 04153_1 + uy (2.8)

Utilizando la teoria de modelo de series de tiempo ARIMA, la funcién de auto-correlacién
simple de un AR(1) estd expresada de la siguiente manera'®:

(2.9)

I
Q
o

Pk

Dado que a; <1 entonces la funcién de auto-correlacion simple (p;) decae exponen-
cialmente cuando k tiende a infinito.

Lo anterior, aplica para el caso ¢g=1, pero de acuerdo con Franses and van Dijk [2003]
y Tsay [2010], en general los modelos ARCH(q) capturan adecuadamente los patro-
nes de la dindmica en la volatilidad condicional de una serie financiera y mencionan
que es usual encontrar en las aplicaciones empiricas un valor alto para g. Esto puede
convertir el proceso de estimacion en algo engorroso debido a las condiciones de no
negatividad y estacionariedad que necesitan ser impuesta para cada uno de ellos. Para
reducir los problemas computacionales, en la practica se imponen algunas estructuras
sobre los pardmetros que acompafian los rezagos de las innovaciones al cuadrado en el

19k hace referencia a los rezagos que se tendrfan en cuenta en el cdlculo de la correlacién
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modelo ARCH(q), tal como que o; = a(¢+1—1)/(q(¢+1)/2) dondei =1,...,¢,1locual
implica que éstos decaen linealmente y suman o (Ver Engle [1982], Engle [1983]). Para
solucionar este problema Bollerslev [1986] sugiri6 adicionar rezagos de las varianzas
condicionadas estimadas al modelo ARCH(q) y surge el modelo GARCH que se expli-
ca enseguida.

2.1.3. Modelo GARCH(p,q)

Bollerslev [1986] propuso una clase de modelos mds general denominado GARCH(p,q),
en donde ademds de los rezagos de las innovaciones al cuadrado que se tenian en el
modelo ARCH(q), ahora se incluyen rezagos de las varianzas condicionadas. En par-
ticular, en el modelo se tendrian ¢ parametros asociados al cuadrado de los errores
retrasados ¢ periodos y p estimadores asociados a las varianzas condicionadas retra-
sadas p periodos. Asi, similar a la seccién anterior, simplemente el modelo GARCH
aflade una nueva ecuacion para estimar la varianza condicionada h; de la siguiente
forma:

h; = agp + 04183_1 + 04263_2 + ...+ Oéqc":‘?_q + Bihi—1 4+ Bohy_o + ...+ Bpht—p (210)

Dentro de esta ecuacién los parametros deben cumplir las siguientes condiciones para
garantizar la no negatividad de la varianza condicional: oy > 0, oy; > 0 para todo i=
1,...,qy B; > 0 para todo j=1,...p (Ver Bollerslev [1986] y Bollerslev et al. [1992])".
Para simplificar la notacién que se utiliza en adelante, se asume que en las ecuacio-
nes (2.1 y 2.2) se multiplicé el o. por la variable aleatoria normal ¢,, por lo que ahora
g ~ N(0,02).

El valor de largo plazo de la varianza condicional (¢?) puede ser calculado al tomar el
valor esperado de h;, pero ahora tomando la expresion (2.10):

Elh] = Elag + are}_y + onef_y + ...+ ager_y + Prhu—y + Behuz + ...+ Bphuy)
como hy = E[e}|V¥, 1] y E[E[e}|V; 4]] = E[e}] = o2

2 Qo
entonces o- =

Tol=Y - Z?:l B;

(2.11)

Esta condicion podria ser relajada, siempre y cuando, se cumpla que Y7, c; +>0_, 5, < 1.
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Para que el modelo sea covarianza-estacionario todas las raices del polinomio de reza-
gos(1—oyL —...— L) y(1—pL—...—B,LP)deben estar fuera del circulo unitario
(Ver Bollerslev [1986] y Nelson [1990]). Si el lector desea verificar las propiedades de
los primeros momentos, asi como las condiciones de estabilidad de esta familia de mo-
delos se recomienda la lectura adicional de Nelson and Cao [1992], Berkes et al. [2003]
y Posedel [2005].

Para caracterizar este tipo de modelo y evidenciar como éste replica algunos de los
hechos estilizados de las series de tiempo financieras mencionadas en capitulos ante-
riores, se toma como ejemplo el modelo GARCH(1,1) y el componente predecible en
la ecuacién (2.1) se asume cero por simplicidad. Asi, el modelo completo queda de la
siguiente forma:

Y = ¢ donde &}‘\I]t—l ~ N(O7 ht)

_ &
,Ut - \/hj (2.12)

hy = o + 0415t2—1 + Brhiq

donde v, es el residual estandarizado, y dado que condicionalmente ¢, se distribuye
como una normal, entonces v; ~ N(0,1). Una de las medidas de ajuste del modelo se
efecttia mediante la evaluacion de pruebas de hipétesis que verifiquen el cumplimien-
to de la distribucién asumida para v;.

Aligual que el caso anterior, aunque en esta parte del documento se utiliza la distribu-
cién normal para facilitar los cdlculos, en la practica se pueden implementar distribu-
ciones que tengas colas mas pesadas como por ejemplo la t-student 6 Generalized Error
Distribution (GED), sin que esto afecte las principales caracteristicas que se exponen
enseguida.

Similar a lo expuesto en el modelo ARCH, aqui los conglomerados de volatilidad tam-
bién se dan a través de la ecuaciéon h; = ay + ez | + B1hy—1, donde las noticias o
sorpresas en €,_; afectan de manera positiva a la varianza condicionada h,. Si €;,_; to-
ma valores elevados, esto incrementa la volatilidad, y cuando toma valores pequefios
entonces disminuye la volatilidad.

Para verificar la presencia de colas pesadas en la distribucién de los retornos, donde

la kurtosis es mayor a la que se observa en una distribuciéon normal (kurtosis =3), se
procede a calcular los momentos incondicionales de los retornos (y;):
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(&%)

l—a1— B (2.13)
Ely,] = E[v/hi] = 3E[h]

Elyf] = E[vih] =

De esto se puede inferir que oy > 0y a3 + 1 < 1. Por su parte, la kurtosis de los retor-
nos (y,) estd dada por:

_ E[yf] N 1—(041-1-51)2
K= =3 (1 By 20[%) (2.14)

El valor de la kurtosis en (2.14) es mayor a tres si (a; + 31)? — 2af < 1. Lo anterior
implica que el modelo GARCHY(1,1) puede tener colas més pesadas que las que tiene
la distribucién normal, y con ello se comprueba que el modelo replica el hecho estili-
zado de colas pesadas y no normalidad de los retornos de la tasa de cambio peso-délar.

Por ultimo, se puede comprobar que los retornos al cuadrado estan correlacionados y
que su correlacién decae exponencialmente. Para ello se puede expresar el GARCH(1,1)
de h; como un modelo ARMA(1,1) de 7 de la siguiente forma: primero,a la expresion
hi = ap + ane?_; + Bihy—q se suma y se resta a ambos lados €7, segundo, h; pasa a sus-
traer al otro lado y tercero, se define una variable u; como la resta entre 7 y h,. Asi, se
obtiene la ecuacién (2.15), la cual es una representacion ARMA(1,1) de los residuales
al cuadrado

e = ap + (a1 + B1)efq +up — Brug—y (2.15)

Utilizando la teoria de modelo de series de tiempo ARIMA, la funcién de auto-correlacién
simple de un ARMA(1,1) esta expresada de la siguiente manera'?:

0‘%51
1 — 2016 — B¢ (2.16)
pr = (o1 + 61)k_1pl

p1 =01+

Dado que a; + 1 <1 entonces la funcién de auto-correlacion simple (p;) decae ex-
ponencialmente cuando k tiende a infinito. Aunque el modelo general GARCH(p,q)

12k hace referencia a los rezagos que se tendrfan en cuenta en el cdlculo de la correlacién
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podria ser un modelo de interés teérico, en la practica el modelo GARCH(1,1) presenta
un buen ajuste y usualmente parece ser el mds adecuado para modelar las series de
tiempo financieras (Ver referencias como Bollerslev et al. [1992], Hansen and Lunde
[2001], Mapa [2004] y Matei [2009]).

2.2. Modelo de volatilidad estocastica

Los modelos de heteroscedasticidad condicional como los ARCH o GARCH asumen
que la volatilidad puede ser observada un paso adelante con la informacién de las rea-
lizaciones de las variables aleatorias ¢; y h;. En estos modelos (ARCH y GARCH) las
noticias o choques se incorporan tinicamente a través de las innovaciones ¢, es decir
que so6lo existen perturbaciones sobre la ecuacion de la media (la que describe el com-
portamiento del retorno del activo). De esta forma, la volatilidad se estima a través de
la informacién pasada, y esto se torna predecible porque para cada momento ¢ ya se
conoce la informacién en t — 1.

Partiendo de esto, un modelo més realista para la volatilidad se puede basar en una
ecuacion de comportamiento que tiene un componente predecible que depende de la
informacién pasada (como en los GARCH) y un componente de ruido inesperado. En
este caso, la volatilidad es una variable no observada latente. Una interpretacién de la
volatilidad latente es que representa la llegada de nueva informacién en el mercado
(Ver Clark [1973]). Este tipo de modelacién corresponde a los denominados modelos de
volatilidad estocdstica (SV). A continuacion se describen algunos de los principales ras-
gos.

2.2.1. Caracteristicas y propiedades

En el modelo univariado de volatilidad estocastica (SV) la dindmica del precio del ac-
tivo financiero resulta de los movimientos de un indice que mide su valor o precio S,
y su volatilidad £, las cuales se derivan de un proceso de difusién continuo mediante
movimientos brownianos (Ver definicién A.13). Asi, las ecuaciones que describen el
comportamiento del precio en tiempo continuo son (Algunas referencias que el lector
puede consultar son Rosenberg [1972], Taylor [1982], Taylor [1986], Hull and White
[1987], Ghysels et al. [1996] y Johannes and Polson [2010]):

dlogS; = Ydt + \/ordB;

y 2.17)
dlogo; = k(v — logoy)dt + Td B,
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donde los pardmetros que gobiernan la evolucién del sistema son (¢, x, 7, 7) y los mo-
vimientos brownianos para el precio (S) y la volatilidad (V) son (BY, B)), los cuales
posiblemente estan correlacionados. v es el atractor del proceso de volatilidad, « esta
asociado a la velocidad de ajuste o persistencia de la volatilidad, ¢ es la tasa de cre-
cimiento del precio del activo y 7 es la volatilidad del proceso de varianza del activo.
Aunque esta aproximacién en tiempo continuo es adecuada, los datos surgen en tiem-
po discreto por lo que una estrategia puede ser discretizar el proceso 2.17 mediante el
uso del método de Euler (Ver Apéndice D.1).

Como resultado de este procedimiento se obtiene el comtinmente denominado modelo
de volatilidad estocdstica auto-regresivo (SV) (Taylor [1986] y West and Harrison [2007]) y
este es descrito por el siguiente modelo dindmico no lineal:

oxp {5 e
Yt = = (O«
SRR I e (2.18)
donde &, "% N(0,1)

hy = p+ ¢hy_y + 711

itd

(2.19)
donde 1y ~ N(0,1)

donde y, es el logaritmo de los retornos y h; es el logaritmo de las varianzas (h;=logo;),
que para esta tesis indica la medida de la volatilidad de la tasa de cambio peso-ddlar.
¢ y 1¢ son las perturbaciones o ruidos no esperados para los retornos y para la volati-
lidad, respectivamente, cada uno de ellos se asume que se distribuye normal. Aunque
algunos estudios presentan evidencia empirica que soporta este supuesto para tasas de
cambio y acciones (Ver Andersen et al. [2001a] y Andersen et al. [2001b]), se podrian
utilizar otras distribuciones que tengan colas mas pesadas como es el caso de t-student
6 Generalized Error Distribution (GED). De acuerdo con Taylor [1982] la relacién entre
los pardmetros del tiempo discreto y continuo estd dada por p = kyy ¢ =1 — k.13

Como se expone en el siguiente capitulo este tipo de modelos se estiman por métodos
mas exigentes puesto que ahora la variable latente tiene otro término de ruido. Una de
las técnicas de estimacion mas populares, pero a la vez mas complejas de implementar,
es la metodologia de simulaciones de Monte Carlo (MCMC: Markov Chain Monte Carlo
Algorithm).

En este entorno, es usual que al utilizar este algoritmo y mediante la estadistica baye-
siana, se suponga que el estado inicial de la log-volatilidad sea iy ~ N(mq, Cy), donde
mo y Cy corresponden a la media y varianza elegidos a priori por el investigador. Por
ejemplo, partiendo del modelo representado por las ecuaciones (2.18 y 2.19), podria

13Como se asume que la parte predecible del retorno es cero, aqui se supone que ¥ es igual a cero.
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asumirse como prior o volatilidad inicial a (hg|u, ¢, 72) ~ N (155 1112) con |¢| < 1.
Teniendo en cuenta, la condicién inicial asumida por el investigador para A, el mode-
lo SV se completa al incorporar un supuesto sobre las distribuciones de cada uno de
los parametros a estimar dentro del modelo con el fin de obtener la funcién de distri-
bucién conjunta, es decir la funcién de distribucién de todo el proceso estocéstico en
conjunto, en este caso simultdneamente la distribucién del proceso dado por las ecua-
ciones 2.18 y 2.19. Por ejemplo, suponga que i = 0 entonces la conjugada entre los dos
pardmetros del modelo restante esta dada por: p(¢|7%)p(7?) donde ¢|7> ~ N(by, 72 By)
y 72 ~ IG(co,dp), donde (by, By, co, dp) son pardmetros conocidos para la media y la
varianza de cada una de esas distribuciones. Algunas veces en este tipo de problemas
se utilizan algunas distribuciones especificas porque tienen propiedades que ayudan
la implementacién numérica, tal es el caso de las denominadas distribuciones conjuga-
das. En el ejemplo anterior, ¢ se distribuye Normal y 72 se distribuye inversa gamma,
en general cuando se tiene lo anterior la distribucién conjunta resulta ser una funcién
de distribucién conocida, en este caso la conjugada es una distribuciéon Normal-Inversa
gamma. En otras palabras, la conjunta de (¢, 7%) ~ NIG(by, 7°By, ¢o, do) (Para demos-
tracion, ver Robert and Casella [2004] y Gamerman and Lopes [2006]).

Para determinar las caracteristicas del proceso SV y como éstas replican los hechos es-
tilizados de las series financieras, asi como algunos aspectos sobre la estacionariedad
del proceso, en particular es deseable evaluar el decaimiento exponencial de las corre-
laciones, a continuacién se calculan los primeros momentos del proceso.

Ely] = Elexp{ 2 }o.B(zilh)] = 0 (220)

De alli se aprecia que los retornos tienen media cero.
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Ely] = Elexp{hi}o?E(¢}|hy)]

= o2 Elexp{h.}]

= o2 Elexp{p + ¢he_1 + T}
gE[eXP{N}eXP{Cbht—l}eXP{ﬂ?t}]

— o Blexp ol + ol + ri1)explubexp{ S}

¢2 ,7_2

7 ) (2.21)

= o2 Blexp{¢*h2}exp s yexp s bexp{ = Jexp

= o2 Elexp{¢*hii}lexp{p + o + n¢® + ... + p¢*}

ex {T—2 + qbﬂ—z + ¢4T—2 +..+ ¢2(’“‘”7—2}
P13 > o T 2

donde Elexp{¢"h;_1}] =1 cuando k — oo

2 % 72
_"Ee"p{l—qs+2<1—¢2>}

La varianza de largo plazo de los retornos es constante y converge a
2

“ge"p{lf¢ " 2<17—¢2>}‘

Blyf) = Blexp{ 5 o B h)] =0 22)

Ely,] = Elexp{2h.}0:E(e;|hy)]
= 302 Elexp{2h;}]
— 3U§E[exp{2(u + phy_y + 1) }]
— 3U§E[exp{2q§ht_1}]exp{2u}exp{277}]

= 302 Elexp{20(pt + ¢hy s + 1) Yexp{2u}exp{2r?}
= 302 Elexp{26°h:—2 }|exp{2u}exp{2u¢yexp{27° }exp{2r7¢°} (2.23)

= BUfE[exp{2¢kht_k}]exp{2u(1 + o+ 4.+ gbk)}
exp{27°(1 4 ¢* + ¢* + ... + 6" V)}

2
:3a§exp{2<1ﬁ¢+1i¢2)}
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En esta expresion'* se aprecia que este momento también es constante y converge a

2
3a§exp{2<1f¢+li¢2)}.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, se puede calcular la kurtosis de los retornos de la
siguiente manera:

(2.24)

Se puede apreciar como la kurtosis es mayor a 3, lo cual evidencia que el modelo SV
replica el hecho estilizado de colas pesadas en las series financieras. Por tltimo, el mo-
delo SV también replica la correlacién de los retornos al cuadrado que se observa en
cualquier activo financiero. Para mostrar esto, fijando o7 = exp{h,} y siguiendo a Jac-
quier et al. [1994] se expresan las correlaciones de y? como sigue:

con(y?, i) = coulo?, o)
2 1k
~ ({25} 1) ) o

Dado 2.21 y 2.23, la varianza de los retornos al cuadrado es:
-2
Var(y?) = (E[c}])? <3exp {1_7&} — 1) (2.26)

Tomando 2.25 y 2.26, la funcién de auto-correlacién simple (p;), donde k hace referen-
cia a los rezagos que se tienen en cuenta en el cdlculo de la correlacién, es:

E(s})
(var(et))?

K = 3.Como &; % N(0,1), entonces E(e%) = 3 ya que (var(e;))? = 1.

4La kurtosis de una variable se define como x = y se sabe que para una variable normal
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Pr = ( -
3exp { 5 } — 1)
1-¢ (2.27)

2
/N
Q)
=
=
—N
—_
| q,
DRSS
)
——
|
—_
N——
-
B

Como | ¢ |< 1, entonces ¢* tiende a cero cuando k tiende a infinito, de tal forma que la
funcién de auto-correlacion simple (p;) decrece exponencialmente.

2.3. Pronostico

Luego de realizar el proceso de estimacion, el cual se explicara en el siguiente capitu-
lo con mayor detalle, una de las principales utilidades de estas metodologias es que
permite implementar prondsticos de las series financieras. En otras palabras, no s6-
lo es importante tener una estimacion de los parametros de un modelo que se ajuste
bien a los datos o la estimacién histérica de variables que no son observables como la
volatilidad de una serie financiera, también es relevante efectuar proyecciones de las
variables a futuro. En particular, en el caso de la tasa de cambio se puede apreciar que
para cualquier inversionista es de interés aproximarse a una medicién de ella en los si-
guientes dias o semanas, puesto que con base en eso podria tomar mejores decisiones
de inversion.

En términos estadisticos, el pronéstico de la volatilidad es el valor esperado condi-
cionado de la varianza de la serie financiera dada la dultima informacién disponible y
relevante. Como se discutié en los apartados previos, el GARCH es la generalizacion
del modelo ARCH, por lo que a continuacién sélo se describe el pronéstico de la va-
rianza condicional de dicho modelo. Tomando como ejemplo un GARCH(1,1), como
el referenciado en 2.12, el prondstico para la varianza condicional un paso adelante o
el valor que se espera para mafana de la volatilidad dada la informacién que se tiene
disponible hoy est4 dado por:

Elhi1|0] = ag + aue; + Bl (2.28)
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donde £? y h, son conocidos en el periodo ¢ (estan dentro de ;). De esta forma, la
proyeccion se hace sencilla de calcular ya que del proceso de estimacion se tienen los
valores de los coeficientes del modelo (o, v 51).

Hacia un horizonte de tiempo mas amplio, el pronéstico para j pasos adelante se ob-
tiene de la siguiente manera: i) se debe usar el hecho de que g2 = hw?, por lo que
e7y; = huyjul,; y ii) si se actualizan las ecuaciones para j periodos adelante y se toman
las esperanzas condicionales a ambos lados se tiene que Ele7, ;| V] = E[hy 07, ;| V] =
Elhy1;1V,] ya que v,4; es independiente de h,; y E[v}, ;|¥,] = 1. Asi, el pronéstico para
la volatilidad del activo financiero para j pasos adelante se obtiene solucionando:

Blhess 9 = g+ s B2, W] + By Elhess 1|9
pero E[‘€§+j—1|\llt] = Elhtyj-1|V4] (2.29)
Elhiy V] = ap + (a1 + ﬁl)E[h?ﬂ—lm’t]

Como el objetivo es expresar el pronéstico en términos de la tiltima informacién dispo-
nible, se puede utilizar (2.28) y (2.29) para realizar las proyecciones desde un periodo
adelante hasta j periodos adelante, utilizando todos los valores subsecuentes de la
varianza condicional (h41, lut2, - . ., hitrj—1). Asi, mediante un proceso iterativo se ob-
tiene:

Elhij| W] = ao[l + (a1 + B1) + (oq + B1)* + ...+ (an + B1) 1+ (ar + B1) e
(2.30)

donde h; ya es conocido. Si el modelo es estacionario (se tiene que oy + 3; < 1),
los pronosticos de la varianza condicional (4,4 ;) convergen a su valor de largo pla-
20 (B[] = —22—).

l—a1—p1

Por su parte, para el modelo de volatilidad estocéstica (SV) se tiene que el prondstico
para la log-volatilidad viene dado por la actualizacién de la ecuacion (2.19)," la cual
se asume similar a un proceso de series de tiempo tipo AR(1). En esta tesis se asume
un modelo de volatilidad estocéstica de orden uno (SV(1)), tomando como base a Tay-
lor [1982] y Lopes and Tsay [2011]. Asi, para un paso adelante la proyeccién puntual es:

15Se asume siguiendo a Taylor [2005] que la ecuacién de volatilidad es independiente de la media,
y que la media no tiene componente predecible. En caso contrario, el pronéstico de acuerdo con Tsay
[2010] viene dado por un proceso de simulacién de Monte Carlo similar al que se explicard en los méto-
dos de estimacién.
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Elhy1| V] = Elp + ohy 4 m111 |V

2.31
Elhia |V = p+ ohy ( )

donde h; ya es conocido y se encuentra en el conjunto de informacién (¥;) y las per-
turbaciones que no se encuentran en el conjunto de informacién toman el valor medio
de su distribucién, por lo que E[rn,11|V;] = 0. Para més pasos adelante se toma el si-
guiente proceso iterativo:

Elhipo |V = Elp 4 ¢hysr + T2 V4]
Elhi2|Wy] = Elu+ ¢ + ohy) + 042 | V]
Elhyo| V] = p+ o+ ¢*hy

a | | (2.32)
Elhej| V] = p+ dp+ ...+ ¢ D+ ¢'h,

cuando j — o0 entonces

W
Elhyys[ W] = -6

Dado que el modelo se asume es estacionario (|¢| < 1), el pronéstico de la log-volatilidad

(h:) converge a su valor de largo plazo

P
1-¢)
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Capitulo 3

Métodos de estimacion

El estudio de las series de tiempo financieras revelan que cambios en la volatilidad
ocurren a lo largo del tiempo para muchas clases de activos financieros, tales como
las tasas de cambio, las acciones, los bonos, entre otros. En el capitulo 2 se mostra-
ron modelos que son varianza-dependientes, que en la literatura son agrupados en
dos tipos de modelos: unos cuya dindmica la dirigen las observaciones disponibles
(observation-driven models) y otros que se rigen principalmente por los pardmetros esti-
mados (parameter-driven models). En el marco de trabajo de los primeros, se encuentra
la familia de modelos de heteroscedasticidad condicional (GARCH) propuestos por
Engle [1982] y Bollerslev [1986],en donde la varianza condicional es tomada como una
funcién de los cuadrados de observaciones pasadas. Como una alternativa a esto, Tay-
lor [1982] propuso el modelo de volatilidad estocastica (SV), en el cual la varianza
condicional sigue un proceso estocdstico latente. Este tltimo se encuentra dentro del
segundo grupo de modelos.

Este capitulo ofrece al lector una pequefia resefia de los métodos disponibles para la es-
timacién de este tipo de modelos, para luego concentrarse en aquellos que se aplicaron
en el desarrollo de este trabajo de tesis. En particular, se describen: i) la metodologia
de méxima verosimilitud que frecuentemente se utiliza en la implementacién de los
modelos GARCH!, y ii) metodologias de inferencia bayesiana que permiten estimar
los pardmetros del modelo SV. Este apartado se basa en las lecturas de Doucet et al.
[2001], Robert and Casella [2004], Gamerman and Lopes [2006] y Creal [2012].

3.1. Una Breve Resenia

El método de estimacién de méxima verosimilitud (MLE) es usualmente utilizado para
estimar los parametros en los modelos tipo GARCH, pero éste no puede ser directa-

!Esta es una técnica ampliamente utilizada debido a su sencillez y a la oportunidad en uso compu-
tacional ya que se encuentra desarrollada y programada en la mayoria de paquetes econométricos
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mente aplicado al ajuste de los pardmetros en los modelos tipo SV debido a la exis-
tencia de un proceso estocéstico latente. Adicionalmente, es importante sefialar que el
modelo SV incorpora mayores no linealidades que complican atin més el procedimien-
to de maximizacién respecto a lo presentado en el GARCH. De hecho, mientras que se
pueden encontrar una forma analitica para los modelos GARCH, en los modelos SV es
casi imposible y se hace necesario utilizar procesos computacionales de simulacién.

Para estimar eficientemente los pardmetros y la volatilidad en el modelo SV, la litera-
tura econométrica ha propuesto varios métodos. Entre las primeras metodologias pro-
puestas se encuentran el método generalizado de momentos (GMM) introducido por
Hansen [1982] (Ver también Melino and Turnbull [1990]) y el método de quasi-maxima
verosimilitud (QML) (Harvey et al. [1994]), los cuales presentaron inconvenientes co-
mo la no trivialidad existente en la eleccion de las condiciones de los momentos en el
GMM vy el intensivo costo computacional presentado por el QML. Luego, se incorpo-
raron métodos mas elaborados como el de méxima verosimilitud simulada (SML) (Da-
nielsson and Richard [1993]), el método de momentos eficiente (EMM) (Gallant et al.
[1997]) y las cadenas de Markov Monte Carlo (Markov Chain Monte Carlo (MCMC)) (Jac-
quier et al. [1994]).

El método SML es una aproximacién a la MLE, excepto que la verosimilitud no es di-
rectamente computada. De hecho, ésta es estimada mediante simulaciones de Monte
Carlo. En otras palabras, SML busca los parametros que maximicen la estimacion de
verosimilitud estimada por Monte Carlo. Para mejorar el ajuste de la verosimilitud,
una forma de reducir varianza es a través de un procedimiento denominado muestreo
de importancia (Importance Sampling-(IS)) inventado por Marshall [1956] y usado por
primera vez en econometria por Kloek and van Dijk [1978]. Alli, se busca hallar den-
tro de las simulaciones variables aleatorias que permitan aproximar adecuadamente
la distribucién conjunta objetivo. Una aplicacién en economia interesante se encuen-
tra en Danielsson [1994], quien mostré empiricamente que SML era tan eficiente como
MCMC para muestras finitas al realizar dichos procedimiento sobre el indice de accio-
nes de Estados Unidos (el standard and poor’s).

Luego de esos trabajos, la literatura existente ha abordado el problema de muchas ma-
neras tratando de encontrar ganancias en los métodos de simulacién y su aproxima-
cién a las distribuciones objetivo. Algunos de ellos son: el método de muestro de im-
portancia eficiente (efficient importance sampling (EIS)) (Ver Richard and Zhang [2007],
de Jong et al. [2009]), muestreo de importancia usando filtros de Kalman (Ver Durbin
and Koopman [1997] y Shephard and Pitt [1997]) y muestreo de importancia secuencial
(sequential importance sampling (S1S)) (Ver Hammersley and Morton [1954] y Handschin
[1970]) con sus respectivas derivaciones tales como muestreo de importancia secuen-
cial con reemplazamiento (sequential importance sampling with resampling (SISR)), entre
otros. Estos tltimos enmarcados en el campo de trabajo de los denominados filtros de
particulas. En particular, en esta tesis se implementaron cuatro métodos de inferencia
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bayesiana utilizando MCMC y un método de Monte Carlo Secuencial para la estima-
cién del modelo de volatilidad estocastica, mientras que se realiz6 la tradicional es-

timacién por méxima verosimilitud para el ajuste del modelo de heteroscedasticidad
GARCH.

3.2. Meétodo de Maxima Verosimilitud

El método de méxima verosimilitud consiste en elegir un estimador asintéticamente
eficiente para un pardmetro o conjunto de pardmetros. En particular, en este trabajo de
tesis se utiliz6 este método para estimar un modelo GARCH para la volatilidad de la
tasa de cambio. Para ilustrarlo se debe formar la funciéon de verosimilitud, lo cual se
hace expresando la funcién de densidad de probabilidad conjunta de los datos dados
en términos de un conjunto de pardmetros (f(y1,v2,-..,yr|©)). Alli, f denota la fun-
cién de densidad de probabilidad conjunta, {y1, y2, ..., yr} son los retornos del activo
tinanciero desde el periodo 1 hasta T y O es el vector de pardmetros que se desean
estimar.

Si los retornos fueran independientes 6 si el mercado fuera eficiente entonces la funciéon
de densidad conjunta podria ser hallada como el producto de las densidades margina-
les de cada una de los retornos. En caso de no cumplirse lo anterior, una aproximacion
a la funcién de densidad conjunta podria darse a través del producto de las funciones
de densidad condicionales de cada uno de los retornos. Es decir, f(y1, s, ...,yr|0) =

f(yT\yb Y2, .., Yr—1, @)f(yT—ﬂyh Y2, .., Yr—2, @) ------ f(yl\@)-

Asumiendo que el proceso generador de datos de los retornos estd dado por la ecua-
cién (2.12) y como la perturbacién es gaussiana o normal?, entonces para calcular la
funcién de verosimilitud conjunta se parte de la funcién de distribucién de la t-ésima
observacién del retorno:

1 1e7
s 1,0) = ——ex ———t} 3.1
f(yt‘yl Y2 Yi—1 ) mm p{ 2ht ( )

Luego, tomando logaritmos, donde (I;) es el logaritmo natural aplicado a la funcién de
densidad de la t-ésima observacién del retorno:

1 1 1e?
= —— T) — = S — 3.2
ly 2l0g(2 ) 2l0g(ht) 5T, (3.2)

2Recuerde que y; = &, y &, ~ N(0,02).
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Para encontrar la funcién de verosimilitud (la maximizacién de la distribucién conjun-
ta) de todos los retornos observados (disponibles), se toma el logaritmo de la funcién
de densidad para la t-ésima realizacién, denotado por /;, y se hace el mismo procedi-
miento anterior para toda la muestra de observaciones (6sea desde 1 hasta T):

1
L - TZ;FZIQ (33)

Asi, el método de maxima verosimilitud busca la maximizaciéon de L, donde L es el
logaritmo de la funcién de densidad conjunta, respecto al vector de pardmetros des-
conocidos ©. El proceso de optimizacion se da sobre la funcién de densidad conjunta,
cuya representacion se formul6 a través de L. Los estimadores de maxima verosimili-
tud se encuentran resolviendo el sistema de ecuaciones generado por las condiciones
de primer orden (Ver demostracién en Casas and Cepeda [2008]):

8lt . 1 8ht E%

Como la ecuacién (2.12), y en general cualquier modelo GARCH, incorpora no lineali-
dades, se hace imposible resolver las condiciones de primer orden analiticamente. En
otras palabras, en (3.4) se reemplaza h, = por ap + asef_; + S1h—1, de acuerdo al ejem-
plo del GARCH(1,1) referenciado en (2.12). Por lo tanto, el vector de pardmetros estd
dado por © = (o, a4, 41)". El proceso de optimizacion se realiza sobre cada uno de los
coeficientes desconocidos anteriores y dadas las no linealidades generadas en (3.4), se
hace indispensable el uso de algoritmos de optimizacién en aplicaciones computacio-
nales (Ver Hamilton [1994]).

El lector puede encontrar en Hamilton [1994] y Casas and Cepeda [2008] expresiones
para el procedimiento expuesto arriba para modelos ARCH y GARCH que incorporan
mads pardmetros en la ecuacién de media y de varianza. Adicionalmente, en dichas re-
ferencias el lector puede encontrar una explicacion detallada sobre los procedimientos
de optimizacién utilizados para la estimacién de los pardmetros y de sus varianzas, ta-
les como el algoritmo de Fisher-Scoring, Newton-Raphson, Davidon-Fletcher-Powell,
entre otros.
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3.3. Inferencia Bayesiana

Debe sefialarse que en el caso de los modelos de heteroscedasticidad condicional, fi-
nalmente la varianza condicional est4 en funcién de las innovaciones pasadas y de los
rezagos de la propia volatilidad. En ese caso para el momento ¢, la varianza esta dada
por valores de la perturbacion y de la volatilidad en (¢ — 1), los cuales ya son variables
conocidas. Luego, utilizando los parametros que ya han sido estimados, se puede cal-
cular una estimacién puntual para la volatilidad en ¢. Asimismo, nétese que en (3.4),
[, estd en funcioén de ¢, y hy; los cuales pueden ser expresados a su vez en términos de
Y4, por lo que finalmente el proceso de optimizacién se realiza sobre un conjunto de
variables que son observables (y,).

Sin embargo, en diversas disciplinas se efectian modelaciones que involucran el uso
de un conjunto de observaciones que no son conocidas. Un ejemplo particular, son los
modelos de volatilidad estocastica (Ver 2.18 y 2.19), en donde el analisis de un activo
financiero se efectiia mediante la observacion de los retornos financieros {y,}._, y de la
volatilidad que ellos presenten (h;), ésta tiltima depende de una perturbacién aleatoria
en cada momento del tiempo ¢. Esto hace que h; se convierta en una variable laten-
te y no pueda ser facilmente determinada como en el caso de los modelos GARCH.
En sistemas como el expresado en el modelo de volatilidad estocdastica (SV), se tienen
dos tipos de variables: i) observables o conocidas (y;) y ii) no observables o latentes (h;).

La solucion de este tipo de problemas se ha abordado en la teoria desde un punto de
vista bayesiano (Ver Apéndice A.2), en donde el conocimiento disponible del sistema
en estudio puede ser usado para formular distribuciones a priori de la evolucién de
las series no observables, asi como las funciones de verosimilitud del sistema comple-
to. Similar a lo que se buscaba con el método de maxima verosimilitud, el proceso de
optimizacién de los pardmetros se realiza sobre la funcién de densidad conjunta que
ahora necesita ser planteada en términos de las funciones de densidad de probabilidad
posterior de la variable latente (h;). Esta tiltima es denotada como p(hg.,,|y1.n, ©) donde

n es un sub-indice que hace referencia a momentos del tiempo y © son los pardmetros
del modelo®.

En el contexto bayesiano, la inferencia sobre ({h;}/_,) dado un conjunto de observa-
ciones ({y:}{_,) se pueden expresar a través de la distribucion posterior para cualquier
momento del tiempo ¢ y bajo el supuesto de que los pardmetros © son conocidos

3En el caso del modelo descrito por las ecuaciones 2.18 y 2.19, © = (y, ¢, 7)’. La notacion ho., ¥ y1:n
indica que h, tiene observaciones desde el momento 0 hasta n y y, tiene observaciones desde el momento
1 hastan
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_ p(Wrelhot; ©)p(hot; ©
p(hO:t|y1:t; @) = (yl't| O('t )p() 0:t )
p yl:t7@ ( . )

donde p(yl:t; @) = /p(hO:taylzt; @)dhO:t

En aplicaciones, donde se dispone de observaciones en forma secuencial, se puede en-
contrar una representacion recursiva para la densidad posterior (3.5) mediante el Teo-
rema de Bayes (Ver Apéndice A.2) de la siguiente forma:

p(ho.; ©)
p(y1:4;©)
p(hO:t; @)p(yt|ht; @)
P(Y1:t=1); ©)P(Ye| y1:0=1): ©)
p(yt\ht; @)
P(Ye|yr:(-1); ©)
p(ht‘ht—ﬁ @)p(yt|ht§ @)
P(Ye|y:(-1); ©)

donde p(yt|y1:(t—1); @) = /p(yt|ht§@)p(ht|ht—1§@)p(ht—1|y1:(t—1); @)dh(t—l):t

p(hO:t|y1:t; @) = p(yl:t|h0:t; @)

= p(yk(t—l)‘ho;t% @)

(3.6)

= p(h():t\ylz(t—lﬁ @)

= p(hO:(t—l) |y1:(t—1); @)

Como resultado, la densidad marginal (p(h.|y1.; ©)) es derivada mediante dos etapas,
prediccién y actualizacién. Asimismo, se observa que en (3.6) el estado actual h, de-
pende del estado pasado y no de todo el camino recorrido por éste. Teniendo en cuen-
ta esto, la primera fase consiste en estimar p(ho.¢|y1.:—1); ©) utilizando la ecuacién de
Chapman- Kolmogorov; dado que la densidad de la evolucién del estado p(h;|hi—1; ©)
y el filtrado sobre p(ho.—1)|y1:¢—1); ©) se efecttian a través de un proceso generador de
datos determinado®. Asi, la prediccion se representa®

p(ht|y1;(t—1);@) = /p(ht‘ht—ﬁ@)p(ht—l‘ylz(t—lﬁ @)dht—l (3-7)

La segunda fase, la actualizacién consiste en incorporar la informacién recibida para
mejorar la estimacién de h; realizada en la fase anterior. En otras palabras, como las

“Un ejemplo particular es el sistema 3.18.
5En esta expresi6n se asume que h; estd definido por un proceso de Markov de primer orden, por lo

que p(h¢|ho. -1y, Y1:(t—1); ©) = p(ht|hs—1;O).
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nuevas realizaciones de y sirven para agregar informacién relevante sobre la evolu-
cién del estado. Mediante el Teorema de Bayes se tiene:

p(hy; ©)
p(yu; @)

= p(Yelhe; ©)p(Yr:(e—1)| s @)p

P(he|yr:-1); ©)
p(yt\yh(t—l); @)

p<ht‘y1:t§ @) = p(yl;tlht; @)

P(ht§ @)
(yt|y1:(t—1); @)P(ylz(t—n; @)

(3.8)

= p(ye|i; ©)

Las dificultades de la anterior aproximacién surgen cuando en muchos modelos de
estado-espacio la integral (3.7) y la densidad (3.8) no pueden ser calculadas analiti-
camente. Hay varios casos conocidos en los cuales es posible resolver las iteraciones
analiticamente. El primer caso, el més usual, es cuando las funciones que rigen el com-
portamiento de y; y ; son lineales y las perturbaciones son gaussianas®. Bajo las an-
teriores condiciones el problema puede ser resuelto por medio del filtro de Kalman
(Kalman [1960]). Otro caso es cuando la variable de estado h; toma un nimero discreto
de valores y la recursién puede resuelta por el filtro HMM (Hidden Markov Model), el
cual soluciona sistemas de estado-espacio no gaussianos y no lineales (Baum and Pe-
trie [1966] y Baum et al. [1970]).

Sin embargo, cuando el problema no puede ser resuelto como en los dos casos men-
cionados, se deben realizar aproximaciones sub-6ptimas mediante la simulacién de las
integrales (3.7) y la densidad (3.8). Es asi como surgieron métodos de simulacién de
Monte Carlo que permitieron implementar aproximaciones numéricas a la solucién
del problema (Ver Robert and Casella [2004] y Gamerman and Lopes [2006]). Mdas ade-
lante, se exponen los algoritmos mas usuales y los utilizados en este trabajo de tesis
dentro de estos métodos.

3.4. Filtro de Kalman

El filtro de Kalman (Ver Kalman [1960])es un enfoque recursivo usado para estimar va-
riables de estado en un sistema que esta representado por un modelo dindmico y por
un conjunto de observaciones disponibles’. Este asume que en cada instante de tiempo,
la funcién de densidad posterior del problema es gaussiana. En la practica, al utilizar

®Por ejemplo, en el sistema (3.18) esto implica que f; y g; son funciones lineales. Ademas, ; y 7, se
distribuyen Normal.

"Bajo las condiciones de perturbaciones gaussianas y linealidad en el modelo, el filtro de Kalman
encuentra una solucién éptima.

50



3.4. FILTRO DE KALMAN

esta herramienta se habla a menudo de filtrado de las series a partir de la solucién de
un sistema de estado-espacio, pero éste también puede ser visto como un problema de
inferencia bayesiana. Para mostrar lo anterior, se puede partir del siguiente sistema:

yr = Hihy + vy (ecuacion de observacion-medida) (3.9)
hi = Fy_1hi—1 + wi_q (ecuacion de evolucion-estado) )

donde h; es el estado del sistema en el momento ¢ y estd asociado a variables que no
son observables, y, son las observaciones conocidas en el momento ¢. F;,_; y H, son ma-
trices conocidas y v,~N (0, R;) y w;~N (0, ;) son mutuamente independientes y estan
asociados son los términos de ruido en las ecuaciones de observacién y de estado. R; y
@), son las varianzas de v; y wy, respectivamente. En el enfoque bayesiano, (3.9) puede
escribirse de la siguiente forma:

Y ~ N(chn Rt)

3.10
hy ~ N(Fy—1hi—1, Q1) >0

Utilizando (3.7 y 3.8) sobre el sistema (3.10) el algoritmo del filtro de Kalman puede ser
formulado como sigue (Ver Kalman [1960] y Chui and Chen [1991])

helyr—n) = N, (huje1, Py
p( t|y1.(t 1)) h (At\t 1, L) 1) 3.11)
p(ht‘ylzt) = Nht<ht\t7 Pt\t)

Siguiendo la notacién Chui and Chen [1991], las medias y las covarianzas del sistema
(3.11) estan expresadas®

/};t|t—1 = Ft—l/ﬁt—l\t—l

Py = Qi1 + Fa Py Y
ﬁt|t = ﬁt|t—1 + Ky(y — Ht/]%t\t—l)
Py = Py — KiS| K]

(3.12)

donde S, = H,Pt|t — 1H] + R, corresponde a la covarianza del términos de correc-
tivo (y; — Hihyy—1) y K¢ = Py H'S; Lesla ganancia del filtro. El filtro de Kalman

8También se sugiere al lector Anderson and Moore [1979].
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calcula recursivamente la media y covarianza de la posterior (p(h:|yi.:)), lo cual bajo el
supuesto de Gaussianidad, es una condicién sufiente para conocer completamente la
distribucién (Ver demostracién Kalman [1960] y Hamilton [1994]). Con ello, el algorit-
mo encuentra la solucién 6ptima para el problema de estimacién del sistema (3.9). No
obstante, la posterior no es necesariamente Gaussiana en la préctica por lo que en esos
casos el filtro deja de ser 6ptimo. Algo similar ocurre cuando el sistema no cumple con
el supuesto de linealidad (Hamilton [1994]). En el contexto de los modelos de volati-
lidad estocéstica no se cuenta con la propiedad de linealidad, por lo que la utilizacién
de este algoritmo dificulta encontrar una solucién 6ptima.

3.5. Simulaciones de Monte Carlo (MCMC)

Una alternativa para solucionar el sistema (3.9), cuando no se logra contar con todos
los supuestos requeridos por el filtro de Kalman (linealidad, principalmente), son los
métodos desarrollados en la teoria de simulaciones de Monte Carlo. En ellos la solu-
cién, sub-6ptima, se encuentra mediante algoritmos de iteracién que aproximan las
integrales y las densidades de probabilidad del problema en cuestién.

Teniendo en cuenta la definicién (A.11), el problema de inferencia que se plantea en es-
te apartado utiliza las cadenas de Markov para simular un proceso de Markov sobre un
espacio generado por los parametros O, el cual tiene una distribucién P(6]Y), la cual se
asume es conocida antes de iniciar la simulacién. 6 es un vector de pardmetros (¢ € ©)
y Y son los datos.

De esta manera, la clave en las simulaciones de Monte Carlo radica en crear un pro-
ceso de Markov, cuya distribucién de transicién estacionaria se especifica a través de
P(0]Y), y luego, se corre un numero suficientemente grande de simulaciones con las
que la distribucién de los valores actuales del proceso se haga lo méas cercana posi-
ble a la distribucién de transicién estacionaria. En general, los métodos que usan este
tipo de simulaciones para obtener la distribucién P(6]Y) son denominados métodos
MCMC (Markov Chain Monte Carlo). A continuacién se muestran algunos de los algo-
ritmos més populares dentro de MCMC, algunos de ellos son utilizados en este trabajo
de tesis.

3.5.1. Algoritmo de muestreo Gibbs

El algoritmo de muestreo de Gibbs (Gibbs sampling) de (Geman and Geman [1984], Gel-
fand and Smith [1990] ) es el mas popular de los métodos de MCMC. Para introducir la
idea del muestreo de Gibbs enseguida se expone el funcionamiento de dicho procedi-
miento. Para comenzar, se supone que el problema a tratar busca la estimacién de tres
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parametros (© = (64, 65, 603))". Cabe sefialar que la palabra pardmetro en la descripcion
que se va a realizar en este apartado es usada en un sentido muy general, més alla
de un simple coeficiente. Por ejemplo, una observacién faltante puede ser considera-
da como un pardmetro dentro del campo de MCMC. De igual forma, un conjunto de
variables no observables, tal como la volatilidad de un activo en cada momento del
tiempo, también puede ser considerada como una agrupacién de parametros de tama-
no 7', donde T es el tamano de muestra.

Suponga que se tienen tres parametros no conocidos (© = (6, 6, 63))’, una coleccién
de datos disponibles Y y una estructura o formulacién de un modelo que relaciona los
pardmetros con los datos M. El objetivo es estimar los pardmetros de la manera maés
6ptima posible, lo cual puede hacerse mediante el ajuste e inferencia del modelo M y
la maximizacién de la funcién de verosimilitud. Esta tltima se obtiene a través de la
funcién de densidad conjunta (f(6:, 62,63, Y, M)), que en adelante es referenciada en
el texto como la conjunta de los parametros. En la préctica, muchas veces no se cuenta
con esta tltima, pero si se dispone de las funciones de densidad condicionadas de cada
uno de los pardmetros. En este ejemplo, se asume que las siguientes tres funciones de
densidad condicionadas son conocidas:

f1(61102,05,Y, M),  f2(02165,01,Y, M), f3(05|61,62,Y, M) (3.13)

donde f;(6;|0,;, Y, M) denota la funcién de densidad condicional de parametros 6; da-
do los datos, el modelo y los otros dos pardmetros. En adelante en el texto se nombra a
fi como la condicional del parametro i. Empiricamente, no se necesita conocer las formas
exactas de las distribuciones condicionales, de hecho, se pueden generar selecciones de
nuimeros o realizaciones aleatorias para cada de las tres funciones f;. El algoritmo fun-
ciona de la siguiente manera:
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Algoritmo de Muestreo de Gibbs (Gibbs Sampling)

o iteracion.

2. Se genera una muestra aleatoria de realizaciones de f;(6:|02,0,630,Y, M).

1.

3. Se genera una muestra aleatoria de realizaciones de f>(05|03,,611,Y, M).

puede tener una realizacién aleatoria para 6 ;, el parametro 2 para la iteracién 1.

4. Se genera una muestra aleatoria de realizaciones de f5(05|611,621,Y, M).

para la iteracién 1.

ciondndolas sobre con los pardmetros previamente hallados.

cion.

1. Se parte de una condicién inicial para los pardmetros, es decir 6, g, 059, 03,9 son cono-
cidos. Donde 6; ; indican 7 el nimero del pardmetro y j el nimero de la simulacién

De alli, se obtiene una realizacién aleatoria para 6 ;, el pardmetro 1 para la iteracién

Se incorpora el parametro 6, ; que se obtuvo en el paso anterior. A partir de esto, se

Se incorporan los parametros ¢, ; y 621 que se obtuvieron en los dos pasos anteriores.

A partir de esto, se puede tener una realizacién aleatoria para 65, el parametro 3

5. Se repiten m veces los pasos 2 al 5. En cada iteracion se actualizan fi,f> y f5, condi-

Con ello se obtienen los pardmetros 6, ,,,, 02, 03, de las m iteraciones de la simula-

Como resultado del algoritmo anterior, se logra tener una secuencia de realizaciones
aleatorias de los pardmetros:

(91717 92,17 93,1)7 (91,27 92,27 93,2)7 s (el,ma 92,7717 937777,)' (314)

Bajo ciertas condiciones’, y para un ntimero suficientemente alto de m, se puede mos-
trar que (61, 02,m,03.m) €s aproximadamente equivalente a una realizacién aleatoria
proveniente de la conjunta de los tres pardmetros. El teorema de convergencia incor-
porado en la teoria de cadenas de Markov (Ver Tierney [1994]) garantiza que dado un
valor inicial arbitrario de los pardmetros (prior), las iteraciones del algoritmo de Gibbs
permite a los pardmetros (¢) cambiar y vincularse completamente con el espacio (O).

Por ultimo, es comtin cuando m es grande, que se descarten las primeras b observacio-
nes con el fin de eliminar cualquier efecto que pueda generar sobre las simulaciones la
adopcion de la condicion arbitraria inicial. A esto se le denomina burn-in sample. En este

9En general, esto hace referencia a que la funcién de distribucién objetivo sea invariante en la cadena
de Markov, es decir que la cadena sea ergddica y aperiddica. El lector puede consultar dichas propieda-
des en Robert and Casella [2004] y Gamerman and Lopes [2006].
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trabajo de tesis se tomaron los valores de m y de b de acuerdo al criterio de investiga-
ciones previas (Ver Lopes and Tsay [2011]), sin embargo si el lector quiere profundizar
sobre el criterio de seleccion para by para m puede consultar Gelman and Rubin [1992]
y Raftery and Lewis [2010].

Entre las ventajas que se encuentran al utilizar este algoritmo, se pueden enunciar las
siguientes:

1. Dado que se tienen secuencias de (61, 62, 03.m) que se aproximan a la conjunta,
entonces éstas pueden ser utilizadas para hacer inferencia.

a) Ejemplo 1: se pueden hallar estimadores insesgados de los pardmetros y sus

varianzas
I o
om—r ) I
X SR (3.15)
-2 - D)2
R (T
j=r+1

donde 6; y o7 corresponde a la media y varianza de cada uno de los parame-
tros 0;.

b) Ejemplo 2: se pueden hacer pruebas de hipétesis sobre los parametros como
probar la hipétesis nula Hy: 6; = 6, versus la alternativa H,:0, # 0.

2. Descompone un problema de estimacién de altas dimensiones, en uno que esta
compuesto por varios de baja dimensién. Esto mediante el uso de las condicionales
de los parametros. Es decir, el objetivo de estimar la conjunta con N pardmetros
(alta dimensionalidad) puede ser reducido y resuelto iterativamente mediante la
utilizaciéon de N condicionales univariadas.

3.5.2. Algoritmo de muestreo Metropolis y Metropolis-Hasting

Estos son dos algoritmos alternativos que también permiten estimar los pardmetros
© = (0;,i = 1,2,3) a partir de las simulaciones de las condicionales. El algoritmo de Me-
tropolis genera una secuencia de realizaciones aleatorias de la distribucién aproximada
a aquellas distribuciones que convergen a f(©|Y) (Ver Metropolis et al. [1953] ).
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Algoritmo de Muestreo de Metropolis (Metropolis Algoritnm)

1. Se genera un valor aleatorio inicial para © tal que f(©,|Y) > 0
2. Parat=1,2,...

a) Generar una muestra candidata para O, la cual se denota como ©, de una
densidad conocida en la iteracién ¢ dados las previas realizaciones ©,_;.
Denote a esta densidad condicionada como q = J;(©,|©,_1), también deno-
minada densidad incremental (proposal distribution (g)). Se asume que q es
simétrica (J,(0;|0,) = J,(6,]0,)).

b) Calcule la proporcion

_ f(e.]Y)

TN (3.16)

c) Fije

o ©.  con probabilidad min(r, 1),
L ©,;_1 en otros casos.

Bajo ciertas condiciones (Ver Gelman et al. [2003]), la secuencia ©, converge en distri-
bucién a f(O[Y) . La implementacién del algoritmo requiere: i) que sea posible calcular
la proporcién r para todos los ©, y ©,_1, ii) se puedan generar realizaciones © utilizan-
do ¢ y iii) generar una realizacién aleatoria proveniente de una distribucién uniforme
para determinar la aceptacién o rechazo de ©,.

La regla de aceptacion del algoritmo puede ser ilustrada como sigue:

1. Siel cambio entre ©;_; a ©, mejora el ajuste de la densidad condicional posterior,
entonces se acepta ©, como O,

2. Siel cambio entre ©,_; a ©, no favorece el ajuste de la densidad condicional pos-
terior, entonces se fija ©; = O, con probabilidad r 0 ©, = ©;_; con probabilidad

(1—r).
Hasting [1970] generaliz6 lo anterior al incorporar dos mejoras: Primero, que ¢ no tenia

que ser simétrica y segundo, modificé la regla de salto (). Ahora, se define r en lugar
de la ecuacién (3.16)como:
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f(6.]Y)/J1(6.]0; 1)
f(©-1]Y)/ Ji(0:-1]6.)
f(6.4]Y)J:(6:-1]0,)
f(©1-1]Y) Ji(0.]04-1)

(3.17)

3.5.3. Algoritmo FFBS (Forward Filtering Backward Sampling)

West and Harrison [2007] propone para formular su algoritmo el siguiente modelo di-
ndmico markoviano

ye = fi(hy) + & (ecuacion de observacion) (3.18)
he = gi(he_1) + (ecuacién de evolucién estado) '

donde £, es el estado del sistema en el momento ¢ y estd asociado a variables que
no son observables, y; son las observaciones conocidas en el momento ¢. f; y ¢; son
funciones no lineales que se asumen son conocidas o asumidas por el investigador y
rigen la evolucién de las variables y; y h;, respectivamente. Por tltimo, ¢, ~ N(0,0.) y
m ~ N(0,0,) son mutuamente independientes y estdn asociados son los términos de
ruido en las ecuaciones de observacién y de estado en (3.18). 0. y 0, son las varianzas
de las perturbaciones, ¢, y 7, respectivamente. También, se supone que los pardmetros
relacionados con el sistema (3.18) son conocidos.

Con base en el grupo de datos observados y.7, el principal objetivo del anédlisis del
sistema (3.18), es simular un conjunto de estados ho.; desde la funcién de densidad
posterior, la cual puede ser aproximada por medio de

T
plhorlyrr) o< p(ho) [ [ p(welhe)p(halhi-r) (3.19)
t=1

Donde p(hg) es la densidad del estado inicial y p(y;|h:) y p(hi|he—1) son definidas por las
ecuaciones (3.18). El algoritmo para realizar las simulaciones se implementa mediante
la estrategia FFBS (Forward Filtering Backward Sampling Algorithm) de la siguiente ma-
nera:
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Algoritmo FFBS (Forward Filtering Backward Sampling)

1. FF: Para cada momento ¢t = 1,2,...,7, mediante un proceso secuencial las
cifras de y; se actualizan numéricamente a partir de las densidades filtradas
p(h¢|yr.¢) hasta el momento .

2. BS: Se simula la distribucién conjunta (3.19) mediante la forma implicita ha-
cia atrds derivada del algoritmo que se muestra enseguida. Asi, el objetivo es
simular p(ho.7|y1.7)-

T
(ho T|y1T xXp hT|y1T Hp ht—l|htay1:(t—1)) (3.20)
t=1

a) Generar hy ~ p(hy|yi.r)y se fija t=T
b) Generar h;_1 ~ p(hy—1|he, Y1:-1))
c) Pasar detat — 1y haga (b) de nuevo.

d) Repita lo anterior hasta que ¢t = 0

Lo anterior genera una secuencia completa conjunta de h.; en orden descendente. To-
dos los pasos del algoritmo FFBS dependen fundamentalmente de la estructura de las
densidades conjuntas:

(e, by ey |y1:(t—1)) = p(ye|he) (e Pi—1)p(Ri—s |y1:(t—1)) (3.21)

En particular, el filtrado (forward filtering) se basa en la capacidad para computar y re-
sumir

p<h0:T‘y1:t) Ocp(ytvlt)/p(ht‘ht—l)p(ht—l|y1:(t—1))dht—1
(3.22)

:/p@ta D, ht_1|y1;(t_1))dht_1

mientras que el muestreo hacia atras (backward sampling) se basa en la capacidad para
simular

(B[, i) o<p(aile) / (el he)p(heslyrsor)dhes (3.23)
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3.5.4. Algoritmo FFBS por aproximacion de mixturas de distribucio-
nes normales

En la practica muchos investigadores utilizan el algoritmo FFBS incorporando una pe-
quefia modificacion en su estructura, al asumir que p(h;—1|y.—1)) puede ser aproxima-
da por la composicién de un ntimero J de distribuciones normales. A continuacién se
describe brevemente como funciona el algoritmo, si el lector desea revisar demostra-
ciones de (3.25, 3.26 y 3.27) puede consultar Liu [2007].

Suponga que en el momento ¢ — 1, la densidad p(h;—1|y1.¢—1)) es aproximada mediante

(ht—1|y1:(t—1)) ~ N(pe—1,1:0, Me—11:0, Vic11:0) (3.24)

donde N(pi—11.7, My_11.7, Vi—1,1.7) representa cada una de la J componentes de la mix-
tura de normales gaussianas. Cada una de ellas tiene una media M,_, ;.; y varianza
Vi—11. ¥ estdn ponderadas por una probabilidad p;_;1.;. Entonces la densidad en la
ecuacion (3.21) es aproximada ahora a través de

J
p(yt, Py iy |y1:(t—1)) = Z pt—l,jp(yt|ht)p(ht|ht—1)N(ht—1 |Mt—1,j> Vt—l,j) (3.25)

=1

En (3.25) los sumandos tiene dos términos que luego serdan reemplazados por distri-
buciones normales, asi (h¢|hi—1) ~ N(ar; + g;(Mi—1;)(he—1 — My_1;),0,) con a;; =
g(Mi-13) y (yelhe) ~ N(fej + filae)(he — ag),0¢) con fi; = fi(ar;) donde fi(-) y
g,(-) son las derivadas de las funciones de la ecuaciéon de observacién y de estado, res-
pectivamente. Esto reduce (3.25) a una mixtura de normales trivariadas, asi que todas
las marginales y condicionales pueden ser computadas como una mezcla de normales.

Por ultimo, las distribuciones clave para el filtrado y el suavizamiento que se utilizan
en el algoritmo son:

» La ecuacion para el filtrado (ecuacién 3.22) queda asi:

(helyre) ~ N(pea.g, Mgy, Viag) (3.26)
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para cualquier j € J se tiene que M;; = ar; + Arj(ye — fr;) y Viy = Rij — A7;Quj

donde A, ; — Ftali@s) by M o0y Qus = Relfi(an)]? + o De

t,J
igual manera, las probabilidades de los componentes j son actualizados a través de
Prj < P13 N (Yl fr: Qug)™.

» La ecuacion para el suavizado (ecuacion 3.23) queda asi:

(ht—1|hty1:(t—1)) ~ N(Qt,lzJa Tt1:J, Xt,l:J) (3.27)

para cualquier j € J se tiene que zy; = M;_1; + By j(hy — ar;) y Xoj = Vic1j — B Ry

/
—1,91(My—q
donde B; ; = Vioa, g]%( t-15) . De la misma forma, las probabilidades de los componen-
t’j

tes j son actualizados a través de q; ; o pi—1 ;N (h¢|aej, Ry ;).

3.6. Meétodos secuenciales de Montecarlo (SMC)

Los métodos convencionales de MCMC asumen que la secuencia de la densidad ob-
jetivo es invariante en el tiempo, con lo cual se pierde la posibilidad de incorporar las
observaciones para mejorar las estimaciones realizadas en forma recursiva. Una herra-
mienta que permite incorporar la nueva informacién en la recursién son los métodos
secuenciales de Monte Carlo, también denominados como los Filtros de Particulas (FP).

3.6.1. Muestreo de Importancia

Considere una aproximacion para distribucién conjunta dada por p(ho.,|y1.n; ©) y una
funcién para la evolucién de la variable estado (por ejemplo g; en el sistema (3.18)). Un
estimador de Monte Carlo estdndar de la integral

Elg(hon)] = /g(h01n>p(h0:n‘y1:n;G))dhO:n (3.28)

19Este procedimiento, denominado en la literatura como adaptative mixture modeling, genera una se-
cuencia de mixturas gaussianas que se aproximan a la secuencia de distribuciones filtradas de estado.
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consiste en generar secuencias de hy., directamente de una distribucién objetivo
P(hon|y1n; ©). Por la ley fuerte de los grandes niimeros, los promedios muestrales con-
vergerdn a los momentos poblacionales en cuanto el niimero de realizaciones aleatorias
(draws) se incremente. Sin embargo, es poco probable utilizar esta estrategia en la prac-
tica debido a que usualmente la distribucién objetivo no es estandar ni conocida, y por
lo tanto, se dificulta realizar selecciones aleatorias directamente de ésta (muestrear y
evaluar).

Una forma de aproximarse a la implementacién de dicho procedimiento es a través
de una distribucion propuesta 6 distribucion de importancia (qo.n(ho.m|y1n; 1)), la cual
es mas facil de muestrear. Esta es elegida por el investigador con la tinica restriccién
de que el soporte de ¢(-|y1.,) contenga al soporte de p(-|y1.,). La variable ¢) denota un
vector de pardmetros de ajuste los cuales son usados para que la distribucién propuesta
se aproxime lo mds posible a la distribucién objetivo. La integral (3.28) es aproximada
mediante:

p(ho:n\ym; ®>
qo:n(hO:nkyl:n; ¢)

E[g(h0n>] = /g<h0n) qo:n(hO:n‘ylzn; ¢)dh0n (329)

Después de tomar N selecciones aleatorias de {h(()’)n}f\il de la distribucién propuesta,
éstas realizaciones son reponderadas para corregir el hecho de que ellas pudieron ser
elegidas de una distribucién errénea. Las ponderaciones o pesos de importancia {wiY
son definidas como el cociente entre la distribucién objetivo y la distribucién propuesta

i) o P |9103©)

i (3.30)
QOZTL(hg:)n |y1:n§ W

Dadas las secuencias {hg:)n, wt? N, el estimador de muestreo de importancia ((Impor-

tance sampling (15)))'* de (3.28) es

En inglés, proposal distribution.
121 0s pesos de importancia son auto-normalizados porque la constante de integracion en la distribu-
cién objetivo puede ser no conocida.
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N
Elg(hon)] & Y g(hi),) @S
= " (3.31)
~(i Wn
donde @\ = = O
Zj:l wy

IS fue inventado por Marshall [1956] y usado por Kloek and van Dijk [1978] en el
entorno econométrico, desde entonces los investigadores necesitan hallar una distri-
bucién de importancia qo.,(ho.n|y1:n; ) para facilitar el uso del algoritmo IS. En general,
se han propuesto muchos procedimientos para encontrar una propuesta apropiada de
la distribucién conjunta implicada en sistemas de estado-espacio. Ejemplos se pueden
encontrar en Shephard and Pitt [1997] y Durbin and Koopman [2001] que utilizaron
aproximaciones de Laplace de las integrales como una distribucién propuesta.

Por altimo, si bien el método IS representa un enfoque simple para aproximar integra-
les definidas invariantes, no es adecuado dentro del contexto de estimacién recursiva.
Esto obedece al elevado costo computacional que exige la alta dimensionalidad de la
densidad objetivo p(ho.t|y1.¢), es decir, se necesita todo el conjunto y;.; cada vez que
se desea estimar p(ho.|y1.+), lo cual puede resultar ineficiente. Adicionalmente, Doucet
et al. [2001] muestra que los pesos de importancia tienden a degenerarse cuando se
realizan estimaciones recursivas usando IS, por lo que deberian incluirse rutinas de
remuestreo.

3.6.2. Muestreo Secuencial de Importancia

Para evitar el costo computacional de utilizar toda la secuencia y, ; cada vez que se pre-
tende estimar p(ho.|y1.+), Hammersley and Morton [1954] y Handschin [1970] formula-
ron el método de muestreo secuencial de importancia ((Sequential Importance sampling
(SIS))) y su aplicacién en modelo de estado-espacio. En este procedimiento es posible
encontrar una relacién recursiva para la estimacién de la densidad posterior en la que,

en el momento ¢ se conservan las muestras anteriores del estado {h(()l;)(t_l); i=1,...,N}.

Luego, tnicamente se extraen las muestras {hy);i = 1,...,N} con base a la nueva
observacion recibida y; y a la estimacion realizada en el momento inmediatamente
anterior de la densidad de filtrado p(ho.—1]y1.4—1). El objetivo es aproximar (3.6) y el
algoritmo SIS funciona como sigue

qo:n<h0:n|y1:n§ w> = Qn(hn|h0:(n—l)7 Yi:n; ¢)QO:(n—l)<hO:(n—l) ‘ylz(n—l); ¢) (332)
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La segunda distribucion qo.(n—1)(ho:(n—1)|¥1:(n—1); %) €s una “per-particula medida de Di-
rac ”, tomando una unidad en su masa de probabilidad sobre cada senda que ha sido
simulada en las previas iteraciones hasta el momento n — 1. Al mismo tiempo, un nue-

vo conjunto de valores {hﬁf )}iN:1 son seleccionados aleatoriamente en el momento n de
la primera parte de la distribucion de importancia q,,(hy|ho.(n—1), Y1:m; ¢). También, una
nueva secuencia de sendas es obtenida al guardar las trayectorias de las viejas reali-
zaciones, {h{) }¥, = {h(()l;)(n_l), hAN | 13, Cabe sefialar que los sub-indices de tiempo
en la distribucién propuesta (qo.,) indican que tanto ésta, como los pardmetros que la
componen () pueden cambiar en el tiempo.

Para obtener los pesos de importancia se reemplaza (3.6) y (3.32) en (3.30)

w. — p(yn|hn§ @)p(hn|hn—1; @)P(hO:(n—1)|ylz(n—1)§ @)
" p(YnlY1:—1); ©)an (M ho:(n—1, Y1ins ) d0:(n-1) (ho:e—1) [Y1:(n—1); ©)
P(Yn|hn; ©)p(hn|hp—1; ©)
QH(hn‘hO:(n—l)u Y1i:n;s ¢) (3.33)
X Wy—_1Wy,
P(Yn|hn; ©)p(hn|hp—1; ©)
@n(Pn|ho:(n—1y> Y1m3 )

X Wp-1

donde w,, =

Las densidades p(yy|hy; ©) y p(hn|hp—1); ©) son determinadas por el modelo plantea-
do de estado-espacio, como por ejemplo el sistema (3.18). La proporcién de densidades
(w,,) son conocidas como los pesos de importancia incrementales, la cual es la tinica parte
de la ponderaciéon de importancia que necesita ser computada en cada iteracién. Asi,
al final de cada iteracion, el algoritmo SIS genera N sendas simuladas y una secuencia
de pesos de importancia ({h(()’;)n, wl! N ). El estimador de muestreo de importancia en
el algoritmo SIS se calcula de la misma forma que en (3.31).

3.6.3. Filtro de Particulas

En su trabajo seminal Gordon et al. [1993] introdujo un procedimiento denominado
Filtro de Particulas, en el cual adicionaba un paso de remuestreo dentro del algoritmo
SIS con lo que mitigaba el problema de degeneramiento de los pesos o ponderaciones.
Con el remuestreo se generaba una nueva poblacién de particulas que eran replicadas
tomando las ya existentes y ponderadas o normalizadas por su peso de importancia.

)

» sin alterar la muestra ante-

13Con el muestreo de importancia es posible obtener una muestra de A’

rior correspondiente a héf)(n_l). Esto implica que hD) qn(hn|h((ﬁ)(n_l)).
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Asi, se generan N variables aleatorias con reemplazamiento de una distribucién mul-
tinomial con probabilidades {w@}Y |. Luego, las particulas con una gran importancia

son aleatoriamente duplicadas mientras que las de menor peso son eliminadas. El pe-

so estd definido dentro del algoritmo que sigue a continuacién a través de .

Una vez remuestreados los pesos de las particulas, se fijan igual a una constante, por

i 1 . .
ejemplo w!) = — parai = 1,2,..., N. Con esto se obliga a que los pesos no se dege-
jemp NP gaaq P g

neren constantemente como en el algoritmo SIS. El nuevo algoritmo llamado Muestreo
secuencial de importancia con remuestreo (SISR)', es una combinacion de el muestro de
importancia con reemplazamiento (Rubin [1988]) y el algoritmo SIS expuesto arriba.

Algoritmo SISR (Sequential importance sampling with resamplingg)

1. Para el momento n = 0, para cada iteraciéoni =1,2,..., N
O p(hg))

Generar h(()i) ~ qo(ho) y fijar wy’ = -
QO(h(()))

2. Paran=1,2,...,T

a) Para:=1,2,..., N generar A qn(hn\h,(f)_l,yn; ) y computar los pesos

de importancia w) o 1@ 2B O 15 0)
portancia wy’” x w,,~, GING)
qn(hn |hn—1>yn;w)

b) Parai =1,2,..., N normalizar los pesos de importancia:
(@)
(1) _ Wn, '
Z;'V:1 wi!

c) Remuestrear N particulas con probabilidades (DY, y

L
= 1.2..... N fijar v = —
paraz 5 4y s 1]arw N

El estimador del momento E/[g(hy.,)] se obtiene aplicando (3.31) y utilizando los resul-
tados del algoritmo anterior.

En la literatura de métodos de Monte Carlo y filtros de particulas se han desarrollado
gran variedad de algoritmos que han permitido mejorar el modelamiento de sistemas
no lineales por medio de la inferencia bayesiana. Dentro del campo de los algoritmos
SISR: el filtro bootstrap, el filtro de particulas auxiliar y el filtro Liu-West se destacan entre
los mas populares y usados. A continuacion se presentan brevemente los dos primeros,
mientras que el dltimo se discute en el siguiente capitulo donde se realiza una aplica-

En inglés, sequential importance sampling with resampling (SISR).
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cién sobre la tasa de cambio de Colombia (pesos por ddlar).

El filtro de Bootstrap (BF) fue desarrollado por Gordon et al. [1993], quienes propusieron
utilizar la densidad de transiciéon como una distribucién propuesta, ¢, (hy|hn—1, yn; ) =
p(hnlhn_1;©). Este algoritmo remuestrea en cada periodo de tiempo y hace que los
pesos de importancia incrementales sean iguales a w,, = p(y,|h,; ©). Creal [2012] men-
ciona que este filtro puede tener un buen desempefio pero presenta una debilidad al
no utilizar la observacién actual (y,,) para proponer nuevas particulas dentro de la dis-
tribucién propuesta. Por su parte, el filtro de particulas auxiliar’® propuesto por Pitt and
Shephard [1999] si incorpora lo anterior dentro del algoritmo de solucién, generando
distribuciones denominadas propuestas adaptadas.

En Pitt and Shephard [1999] se aproxima la distribucién objetivo en (3.6) con la distri-
bucién de importancia (q)

(3.34)
= QI,n(yn|hn—1§ w>Q2,n<hn‘hn—1; ¢7 yn)

La distribucién propuesta sugerida en (3.34) estd compuesta por dos partes, las cuales

implican que el muestreo de los nuevos valores de {h,(f)}fil son generados por esta
distribucién a través de la ejecucion de dos pasos dentro del algoritmo que se define

1En ingles, Auxiliary particle filter (APF).
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Algoritmo Filtro de Particulas Auxiliar (APF)

1. Para el momento n = 0, para cada iteracioni =1,2,..., N

i i h(i)
Generar h(()) ~ qo(ho) y fijar wé) = o O(z'))
QO(ho )

2. Paran=1,2,...,T

a) Parai=1,2,..., N calcular 6® = g, (y,|n" ;) w?
5@

Z;Y: L0

y normalizar 50 =

b) Remuestrear N particulas {hﬁf)_l}fil con probabilidades {60},

¢) Parai=1,2,..., N generar h — n® ~ g, (hn|h 1: yn, 1)

d) Parai=1,2,..., N calcular los pesos de importancia:
L0 _ Pl 0|, ©)

(Y| 0) g (R |D 1 g, )

Un caso particular del algoritmo APF se da cuando se selecciona como propuesta a
Q1 (Unlhn1:9) = 1Y @2 (hnllin—1; ¥, yn) = p(hn|hn-1;1)), ast el algoritmo APF se reduce
al filtro Bootstrap.
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Capitulo 4

Aplicacion Empirica: Volatilidad diaria
de la tasa de cambio peso-ddlar

En este trabajo de tesis el conjunto de variables observables denotado como {y;}7_, y el
conjunto de variables no observables denotado como {/,}{_,, corresponden a los retor-
nos financieros de la tasa de cambio de Colombia y a su volatilidad, respectivamente.
Como se mencioné antes, los retornos son variables observables, es decir son conoci-
dos (Ver Figura 1.2) mientras que la volatilidad es una variable no observable. De hecho,
uno de los objetivos de esta tesis, es estimar esta dltima mediante el uso de mode-
los econométricos de heteroscedasticidad condicional y los de volatilidad estocastica,
que fueron mencionados en el capitulo 2 y 3. Las aplicaciones fueron realizadas en el
paquete econométrico R y estdn basadas en programaciones desarrolladas por Gamer-
man and Lopes [2006], Doucet et al. [2001], Tsay [2010] y Lopes and Tsay [2011], que
luego fueron adaptadas al problema especifico de estimar la volatilidad de la tasa de
cambio de Colombia.

4.1. Modelo de Heteroscedasticidad condicional:
el caso del GARCH(1,1)

Para modelar la volatilidad de los retornos de la tasa de cambio peso-ddlar diaria des-
de enero de 2002 hasta junio de 2013, se tom¢ la estructura del modelo planteado en
la ecuacion (2.12). Esta eleccién se sustenta en las siguientes dos razones: i) en la prac-
tica el modelo GARCH(1,1) presenta un buen ajuste y usualmente parece ser el mas
adecuado para modelar las series de tiempo financieras [Bollerslev et al. [1992], Han-
sen and Lunde [2001], Mapa [2004] y Matei [2009]] y ii) se estimé previamente un
GARCH(p,q) desdep =1,...,10y ¢ = 1,...,10 y se observé que mediante el uso de
criterios de informacion (Akaike, Bayes, Hannan-Quinn y Shibata) el modelo GARCH(1,1)
se encuentra entre los tres mejores posibles modelos para modelar la volatilidad de la
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TRM.

De esta forma, siguiendo el modelo

Y = ¢ donde &}‘\I]t—l ~ N(O7 ht)
- (4.1)

hy = o + a15t2—1 + Brhia

Se obtuvo la siguiente estimacion de los parametros

Parametro Qp (e %1 I3}
Estimador | 0.003908 0.169782 0.829218
Des. est. | (0.003373) | (0.036665) | (0.049690)

Cuadro 4.1: Pardmetros estimados para el GARCH(1,1)

Las salidas completas de la estimacién se pueden apreciar en el Apéndice E.3. Por su
parte, la estimacién de la volatilidad de la TRM (h,) de acuerdo al modelo (4.1) fue

T T
0 500 1000 1500 2000 2500

Figura 4.1: Volatilidad estimada de la TRM (Modelo GARCH(1,1))

!Las otras dos mejores opciones son el modelo GARCH(2,3) y el GARCH(3,3).
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4.2. Modelo de volatilidad estocastica (SV) de orden 1.

A partir de lo presentado en los capitulos 2 y 3, el modelo considerado es un modelo de
volatilidad estocastica de orden 1 como el siguiente (Ver ecuaciones 2.17,2.18 y 2.19)?

ht i.1.d
= = SO0t ~ N o1
yr =exp { 5 Yoy, con g (0,1) (42)

hy =p + ¢hy—y + 1 , con 1 g N(0,1)

Como se apreci6 en el capitulo 3, los métodos de estimacién bayesianos parten de una
condicién inicial para la variable de estado, que en este caso es la log-volatilidad (h;)
en el momento cero. La cual estd definida como (también denominada en la literatura
como la prior)

2
he ~ N (ﬁ 1%&) (4.3)

Asimismo, siguiendo el procedimiento descrito en (3.18) y (3.19), y sabiendo que el ob-
jetivo es encontrar la funcién de densidad conjunta de (4.2), a continuacién se muestran
varias aproximaciones mediante las cuales se puede estimar el modelo de volatilidad
estocdstica. La estimacién bayesiana del modelo SV (4.2), utiliza la prior (4.3) y es com-
pletado con una distribucién a priori conjugada, denominada conjugate prior, para los
pardmetros del modelo (u, ¢, 72).

Por ejemplo, simplificando la notacién, suponga que 8 = (i, ¢) y 0 = (8, 7%) = (u, ¢, 72),
entonces la prior conjugada del modelo es p(6) = p(B|72)p(7?) donde (B|7%) ~ N (by, 72By)
y 7% ~ IG(co,dp), con pardmetros (b, By, co, dy) asociados a medias y varianzas de
dichas distribuciones que son conocidos previamente (Ver desarrollo matematico del
modelo SV en Apéndice B.2). La distribucién conjugada en este caso es una Normal-
Inversa Gamma.

Dado un conjunto de informacion observada y” = (yi,vs, ..., yr), en este caso los re-
tornos de la tasa de cambio nominal peso-délar entre enero de 2002 y junio de 2013, y
el modelo presentado en 4.2, la distribucién posterior de la variable estado, en este caso
lalog-volatilidad (), y los pardmetros 0 estd dada por la regla de Bayes (Apéndice A.2)

2Se puede fijar 02 = exp{u}.

69



4.2. MODELO DE VOLATILIDAD ESTOCASTICA (SV) DE ORDEN 1.

T
p(h",6ly") Hp Ye|he, 0)p(helhy—1,0) (4.4)
=1

la cual como se mencioné en el capitulo 3 no se puede resolver analiticamente por la
no linealidad del modelo SV (ecuacién 4.2). La aproximacion utilizada para resolver
este problema se basa en los métodos de inferencia bayesiana, sefialados en el capitu-
lo previo, que incorporan algoritmos de Cadenas de Markov de Monte Carlo (MCMC).

4.2.1. Inferencia de la Posterior via Cadenas de Markov de Monte
Carlo

El procedimiento ha seguir, teniendo en cuenta los algoritmos vistos en el capitulo 3,
establece que se deben generar muestras de los pardmetros y luego de la variable de
estado en cada momento de tiempo t.

Siguiendo a Gamerman and Lopes [2006], dados y* = (y1,¥a, ..., y) ¥ ' = (ho, h1, ha,
. h) parat = 1,2,...,T,la distribuciéon condicional de los pardmetros ¢ estd dada

por

p<8|yta ht) = p(8|bt, By, ¢y, dt) = fN(ﬁ% by, Tth)fIG(T2§ Ct, dt) (4-5)

donde fy(z;7,0?) es la funcién de densidad de la distribucién normal con media T y
varianza o2, evaluada en z y fi(z; T, 0?) es la funcion de densidad de la distribucién
Inversa Gamma con pardmetros 7, 0?2, evaluada en z. En otras palabras, b, By, ¢;, d; es-
tan asociados a la media y varianza de kas distribuciones Normal e Inversa Gamma
planteadas en (4.5). El lector puede encontrar en el Apéndice B.2 los pardmetros para
la media y la varianza de cada distribucion.

Siguiendo a Lopes and Tsay [2011] los pardmetros (b, By, ¢;, d;) pueden ser determina-
dos de forma recursiva de la siguiente manera

bt = Bt (Bt 1bt 1 _'_htzt) y B ! Bt 1 +tht
c=c1+1/2y dy =diy + (hy — bizi)he /2 + (b1 — b)) B b1 /2 (4.6)
donde =z, = (1,h;1)
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Con base en los algoritmos mencionados en el capitulo 3, siguiendo a Jacquier et al.
[1994], el algoritmo basico de MCMC utilizado para estimar el modelo SV, el cual mues-
trea h, en cada momento del tiempo ¢, y condiciona sobre h_; = (ho, hq, ho, ..., hy—1, hesq
..., hr) provenientes de

p(helh_s, 0,y™) o pn(y; 0, exp{he )pn (he; o+ dhe1, 75PN (hera; o + dhy, 72)

4.7
o< pn (ye; 0, exp{he}) v (he; Oy, w?) @n

Fy se obtiene al combinar las densidades de la evolucién del estado ya que éstas s6lo
dependen condicionalmente de h;_1 y hyy . Asi, 9 = (u(1— @) +d(hysr +hi—1))/(1+¢?)
parat = 1,2,...., T — 1,97 = p+ ¢hr_1 y w?* = 72/(1 + ¢?) (Ver Lopes and Tsay
[2011]). Teniendo en cuenta la descripcién del algoritmo de Metropolis (seccién 3.5.2)
a continuacion se realizan dos aproximaciones para estimar la volatilidad de la tasa de
cambio peso-délar.

Primero, se utiliza un algoritmo de Metropolis simple con caminata aleatoria y alli se
calibra la varianza v} y el estado actual de hEJ ) (para la iteracioén j) de la siguiente for-

ma. Parat =1,...,T, genere muestras de h; de N (hgj ), v?)? y acepte dicha realizacion
con probabilidad
*. 2 . *
o = min {1, foli; O, vt ) vl O, XU ) } 4.8)
fN(ht] ; ﬁta Vtz)fN(yt; 07 eXp{htJ })

Como resultado se obtuvo la siguiente estimacién de los parametros del modelo SV
con el algoritmo de Metropolis simple con caminata aleatoria (SVMRW)

Parametro L ¢ 72

Estimador | -0.043163 | 0.972371 | 0.093822
Des. est. | (0.010527) | (0.003817) | (0.009545)

Cuadro 4.2: Pardmetros estimados para el SV(1) (SVMRW)

Se puede apreciar la primer diferencia respecto a los modelos tradicionales de heteros-
cedasticidad condicional, en este caso con el modelo de volatilidad estocdstica estima-
do a través de los métodos de Monte Carlo se puede generar una distribucién de los

3,2 & 2
vy, € Vi.
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4.2. MODELO DE VOLATILIDAD ESTOCASTICA (SV) DE ORDEN 1.

pardmetros. En el cuadro se aprecia el estimador puntual de cada uno de los coeficien-
tes (su media), y la estimacién de su desviacién estdndar. En el modelo GARCH, sélo
se contaba con un estimador puntual de los pardmetros. Como resultado de la estima-
cién por (SVMRW) se observa que la volatilidad tiene una persistencia alta, dado que
el pardmetro ¢ estd cercano a uno. A continuacién, para cada una de las simulaciones
se pueden apreciar la dindmica de los pardmetros y algunas de sus caracteristicas co-
mo la funcién de correlacién simple y el histograma (Figuras 4.2 y 4.3)
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Figura 4.2: Evolucion de los pardmetros en cada iteraciéon y funcién de correlacion
simple (Modelo SVMRW)
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Figura 4.3: Histograma de los pardmetros (Modelo SVMRW)
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Por dltimo, la volatilidad estimada (h;) mediante el uso de este algoritmo es

14

© — Media (posterior
— 90%ClI

T T
0 500 1000 1500 2000 2500

Figura 4.4: Volatilidad estimada de la TRM (Modelo SVMRW)
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Figura 4.5: Correlaciéon simple h; (Modelo SVMRW)

Otra alternativa que puede considerarse, es que h; puede ser muestreada via Metropolis-
Hasting independiente con una densidad normal propuesta (q(-) =proposal distribution)

q(hilh—e,0,y7) = fn(he; 0i,17)
donde ¥; = 9; + 0,507 (yiexp{—v;} — 1) (4.9)

yui=wparat=12,....T—1y v =r

El algoritmo via Metropolis-Hasting independiente funciona de la siguiente manera.
Parat =1,...,T yunestado actual de h,gj ) en la iteracion j, se muestrea h; de fn (9, 12)
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y la realizacién se acepta con probabilidad

o | I 0 ) S s O, explh}) I (b 00, v7) 410)
" (b9, 02) fa (e 0, exp{BDY) T fa(hii 0, 17

Como resultado se obtuvo la siguiente estimacién de los pardmetros del modelo SV
con el algoritmo via Metropolis-Hasting independiente (SVMHI)

Parametro U o 72

Estimador | -0.041859 | 0.972990 | 0.093374
Des. est. | (0.010682) | (0.003989) | (0.011114)

Cuadro 4.3: Parametros estimados para el SV(1) (SVMHI)

Como resultado de la estimacién por (SVMHI), también se aprecia que la volatilidad
tiene una persistencia alta, dado que el pardmetro ¢ estd cercano a uno. Para cada una
de las simulaciones se pueden apreciar la dindmica de los pardmetros y algunas de sus
caracteristicas como la funcién de correlacion simple y el histograma (Figuras 4.6 y 4.7)
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Figura 4.6: Evolucién de los pardmetros en cada iteracién y funcién de correlacion
simple (Modelo SVMHI)
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Figura 4.7: Histograma de los parametros (Modelo SVMHI)

Por dltimo, la volatilidad estimada (h;) mediante el uso de este algoritmo es
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Figura 4.8: Volatilidad estimada de la TRM (Modelo SVMHI)
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Figura 4.9: Correlacién simple i, (Modelo SVMHI)

En los procedimientos anteriores, se resuelve el problema mediante el calculo de las
condicionales, de los parametros y de los estados para cada momento del tiempo. Sin
embargo, West and Harrison [2007] muestran que el sistema (4.2) puede ser expresado
como una clase de modelo dindmico lineal normal condicionado, entonces es factible
muestrear la condicionada conjunta de los estados. En otras palabras, se hace el mues-
treo para todo el conjunto i proveniente de p(h”|y”, 0). La condicionada estd dada por

T-1

p(h"ly",0) = p(hely”,0) T p(helhesr, 0, 40) (4.11)

t=1

Utilizando el algoritmo FFBS (Forward Filtering Backward Sampling, Ver (3.20) del ca-
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pitulo 3) se puede resolver el calculo de 4.11. Como resultado se obtuvo la siguiente
estimacién de los pardmetros del modelo SV con el algoritmo FFBS (SVFFBS)

Parametro 7 o 72
Estimador | -0.025492 | 0.983282 | 0.234235
Des. est. | (0.009164) | (0.004240) | (0.027640)

Cuadro 4.4: Pardmetros estimados para el SV(1) (SVFFBS)

Como resultado de la estimacién por (SVFFBS), también se aprecia que la volatilidad
tiene una persistencia alta, dado que el pardmetro ¢ esta cercano a uno. Para cada una
de las simulaciones se pueden apreciar la dindmica de los parametros y algunas de sus
caracteristicas como la funcién de correlacion simple y el histograma (Figuras 4.10 y
4.11). Asimismo la volatilidad estimada (/) ajustada por este algoritmo se presenta en
las siguientes figuras 4.12 y 4.13.
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Figura 4.12: Volatilidad estimada de la TRM (Modelo SVFFBS)
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Figura 4.13: Correlacién simple h, (Modelo SVFFBS)
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7
pler) = Z mipn (€, 0;)
i=1

Para superar la dificultad asociada con no normalidad que se presenta en el modelo SV,
Kim et al. [1998] utilizan una mezcla de siete distribuciones normales para aproximar
la distribucion de logy?. Para apreciar esto, partiendo de un sistema como 4.2 y reex-
presandolo como logy? = h; +¢, donde ¢, = loge?, se tiene que ¢, sigue una distribucion
logx3 con media -1.27 y varianza 4.94. La aproximacién esta dada por (Ver Tsay [2010])

Componente
1

NN Ul W

Probabilidad (7;) | Media (72;)
0.00730 -11.4004
0.10556 -5.2432
0.00002 -9.8373
0.04395 1.5075
0.34001 -0.6510
0.24566 0.5248
0.25750 -2.3586

Varianza (v;)
5.7960
2.6137
5.1795
0.1674
0.6401
0.3402
1.2626

Cuadro 4.5: Mixtura de Normales

Con base en esta mixtura de Normales y utilizando el algoritmo (FFBS con Mixtura
de Normales (FFBSM)) descrito en (3.24, 3.25, 3.26 y 3.27) se puede resolver el proble-
ma de encontrar la distribucién conjunta para los estados del modelo SV (4.11). Como
resultado se obtuvo la siguiente estimacion de los pardmetros del modelo SV con el
algoritmo FFBS con Mixturas de Normales (SVFFBSM)

Parametro W
Estimador | -0.041676
Des. est. | (0.010854)

10} T
0.973202 | 0.301462
(0.004356) | (0.021841)

2

Cuadro 4.6: Pardmetros estimados para el SV(1) (SVFFBM)
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Para cada una de las simulaciones se pueden apreciar la dindmica de los pardmetros
y algunas de sus caracteristicas como la funcién de correlacion simple y el histograma
(Figuras 4.14 y 4.15). Asimismo la volatilidad estimada (%) ajustada por este algoritmo
se presenta en las siguientes figuras (Figuras 4.16 y 4.17).
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Figura 4.14: Evolucién de los pardmetros en cada iteracion y funcién de correlacion

simple (Modelo SVFFBSM)
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4.2.2. Inferencia de la Posterior via Monte Carlo Secuencial

En esta seccién se muestra la aplicaciéon del método de Monte Carlo Secuencial sobre la
estimacion del modelo SV (4.2), més conocido como filtro de particula. Este usa los mé-
todos de Monte Carlo, que incorporan dentro del algoritmo procesos de remuestreo,
tal como el algortimo SISR (Ver Seccién 3.6.3). Con este tltimo se busca remuestrear y
reponderar secuencialmente realizaciones de una densidad de propagacién. En gene-
ral, el procedimiento se descompone en dos partes: Prediccion y Suavizamiento, que en
el caso del modelo SV (4.2), estan dados por

p(huly™") = / I (s o+ oy, 72)p(hea |y~ ) dhy (4.13)

p(hely') o< piv (ye; 0, exp{ i} )p(hely'™") (4.14)

Teniendo en cuenta lo anterior, el objetivo del filtro de particulas es generar un con-
junto de particulas, independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) {1 que se
aproximen a p(h;|y") mediante el uso de un conjunto de particulas i.i.d {hi_;}; que
aproximen p(h;|y*~!). Los filtros méas populares que desarrollan estas aproximaciones
son los filtros Bootstrap (BF) y el de particulas auxiliar (APF), los cuales se describieron
en la seccion 3.6.3 (Ver Gordon et al. [1993] y Pitt and Shephard [1999]). Como se discu-
tié antes, estos algoritmos operan bajo el supuesto de parametros conocidos, es decir
que ya previamente se tienen los valores de (, ¢, 72).

Para modelar (4.2) y realizar el método Secuencial de Monte Carlo, con el problema
asociado al desconocimiento de los parametros (u, ¢, 7%), se desarroll6 una técnica de-
nominada Filtro con Aprendizaje de Pardmetros (Parameter learning) (Ver Lopes and Tsay
[2011]), en el cual se involucra un procedimiento secuencial de aprendizaje conjunto de
hyy 0 = (u, ¢, 7%). La esencia de este tipo de filtros se basa superar el problema asociado
con no remuestrear ¢ a través del tiempo, ya que, en general, en pocos pasos del tiem-
po el conjunto de particulas tiende a contenerse en una sola particula. Gordon et al.
[1993] sugirieron incorporar un ruido artificial en la evolucién de 6 para implementar
la idea del aprendizaje. A continuacién se implementa el Filtro de Liu y West (LW filter).

El filtro propuesto por Liu and West [2001] combina tres aspectos: i) el filtro APF (Sec-
cién 3.6.3), ii) una aproximacién del ntcleo suavizado para p(6, y*~') via una mixtura
de normales multivariadas, y iii) un factor de contraccién que incorpora la idea de una
evolucion artificial para ¢ sin pérdidas asociadas a la informacién. En particular, para
el problema del modelo SV (ecuacién 4.2), el propésito es encontrar un conjunto de

particulas (i.i.d) {h\",, 60" | }7_, que aproximen p(h,_y,0|y'!) tal que
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POy ZpN 9;mY) V) (4.15)

donde m¥) = ab”, + (1 -a)8,0 = 21 07 /T, V =321 (07, —0)(0”, —0) /T, aes
un factor de contraccién y r* = 1—a? es un factor de suavizamiento*. Siguiendo el filtro
APF de Pitt and Shephard [1999], el problema de generar los estados y los pardmetros
(he, 6,) como p(hy, hy—1, 0, 0,—1]y, y*') es descompuesto en dos pasos:

Remuestreo: p(yt|ht—17 Ht—l)p(ht—l |9t—17 yt_l)p(et—l ‘yt_l)

- 4.16
Propagacion: p(helhi—1, 0y, yt>p(‘9t|9t—17 yt) ( :

Liu and West [2001], siguiendo los pasos de Pitt and Shephard [1999], proponen re-
muestrear a partir de la propuesta (proposal) p(y.|g(hi—1,m(6;—1)), donde g(-) es usual-
mente el valor esperado, la mediana o la moda de p(h;|h:_1) y m evoluciona de acuerdo
al factor de contraccién y 6 como se describi6 en el parrafo anterior. De esta forma, 0, es
muestreado a través de una transicién artificial p(6;|6,—1) y h: es muestreado de la den-
sidad de evoluciéon p(h;|hi—1, 8;). Por tltimo, las particulas propagadas (h;, ;) estan re-
lacionadas con las ponderaciones w; proporcionales a p(y.|ht, 6:)/p(y|g(hi—1, m(6i—1))).
Para comprender lo anterior, el algoritmo propuesto en el filtro LW esta definido como
sigue

4El desempefio del Filtro LW depende de la eleccion del pardmetro de ajuste a, ya que éste se en-
cuentra en el factor de contraccién y de suavizamiento de la aproximacién por medio de la Normal. En
la préctica, muchos investigadores fijan este pardmetro « alrededor de 0.98
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Algoritmo Filtro de Liu y West (Con Aprendizaje de Pardmetros)

1. Remuestrear {(h,_1,0,_1)?}T | a partir de {(h_1,0,—1)?}7_, con pesos

W o py(u; 0, exp{m$ +m{"n? 1) donde m{” y m{” se definen de acuerdo

a la ecuacion 4.15.
2. Propagar
a) {0, }L, para {6"}L, a partir de N(m(®, V), y luego
b) {EEZ—)l};‘le para {Egz) 1 a partir de py (hy; 1) + a(i)zgi—)1> 720)
3. Remuestrear {(f, 0;)@}L, a partir de {(h;,8,)®}L, con pesos

Z- D.exp (i
0 o Py (e 0, expily })

pw (s 0, exp{img) + i Ry, })

Como resultado se obtuvo la siguiente estimacién de los parametros del modelo SV
con el algoritmo del filtro LW con aprendizaje de pardmetros (SVSMC). Se aprecia que
la volatilidad tiene una persistencia alta, dado que el parametro ¢ esta cercano a uno.

Parametro L ¢ 72
Estimador | -0.024818 | 0.9893292 | 0.061014
Des. est. | (0.020068) | (0.022877) | (0.014165)

Cuadro 4.7: Pardmetros estimados para el SV(1) (SVSMC)

Para cada una de las simulaciones se pueden apreciar la dindmica de los pardmetros
(Figura 4.18). Asimismo la volatilidad estimada (/) ajustada por este algoritmo se pre-
senta en la figura 4.19.
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Figura 4.18: Distribucién Prior y evolucién de los pardametros en cada iteracién (Mode-
lo SVSMC)
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Figura 4.19: Volatilidad estimada de la TRM (Modelo SVSMC)

4.3. Diagndstico de los modelos

La mayoria de modelos logra replicar los principales hechos estilizados de la tasa de
cambio peso-ddlar: i) existen conglomerados de volatilidad, ii) los retornos al cuadra-
do estdn correlacionados, lo cual se refleja en la estructura de correlacion de 7, y iii) los
retornos tienen colas pesadas. De acuerdo a los sistemas que rigen la dindmica de los
retornos y la volatilidad (ecuaciones 4.1 y 4.2) se establecieron unos supuestos relacio-
nados con las distribuciones asumidas por las perturbaciones. Alli, se plante6 el uso de
la distribucién normal para caracterizar tanto el modelo de heteroscedasticidad como
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el modelo de volatilidad estocéstica.

Por ello, una forma de verificar algtn tipo de diagndstico sobre el ajuste de los mode-
los, siguiendo a Choi [2011], es evaluando si al estandarizar los retornos con la medida
de volatilidad obtenida®, dicha medida se comporta como una distribucién Normal. Es

. . . Yt ~
decir, el retorno estandarizado es igual a = donde 5; = exp{%}.
Ot

Bajo esta consideracion, se verific6 el supuesto de Normalidad sobre la medida estan-

. . t
darizada asociada al retorno (3—).
Ot

Modelo | Jarque-Bera Shapiro-Wilk
P-Valor P-valor
SVMRW 2.2e-16 1.037e-10
SVMHI 2.2e-16 1.087e-08
SVFBBS 2.2e-16 2.2e-16
SVFBBSM 2.2e-16 1.456e-08
SVSMC 0.0004622 1.409e-05
GARCH | 2.638e-12 3.559%e-06

Hy: Hay Normalidad vs. H,: No hay Normalidad

Cuadro 4.8: Pruebas de Normalidad para las medidas estandarizadas

Aunque ningtin modelo cumple con el supuesto de normalidad, se puede apreciar que
a partir de las volatilidades estimadas se logra modelar en parte los excesos de kur-
tosis, que en la serie original era de 9.09. En la siguiente tabla se observa como estos
excesos se reducen mediante la estandarizaciéon de los retornos 6, en su defecto, del
residual de la ecuacién de la media que se obtiene al dividirlo por las estimaciones
realizadas de la volatilidad en cada uno de los modelos. Alli, se obtienen valores para
los excesos de kurtosis mucho menores. Frente a esta debilidad, un paso a seguir en fu-
turas investigaciones, seria incorporar el uso de otras distribuciones que tengan colas
mads pesadas como la t-student o la GED, con lo que se podria mejorar el ajuste frente
a la presencia de eventos extremos que afectan el peso de las colas de la distribucién
empirica de los retornos estandarizados.

Pese a todo esto, el resultado de este trabajo de tesis es satisfactorio en la medida que se
logra corregir en alguna medida ciertos problemas que la serie original presenta en el
modelamiento tradicional de series de tiempo, como son los excesos de kurtosis, con-
glomerados de volatilidad y la varianza condicional no constante a lo largo del tiempo.

5Esto si los retorno siguen un mercado eficiente. En caso contrario, una posibilidad es utilizar una
estructura ARIMA para la media y calcular el residual de dicho modelo. Teniendo esto, se estandariza el
residual al dividirlo por la volatilidad estimada. Asi se hizo para el caso de la tasa de cambio peso-délar.
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Modelo media | asimetria Exceso kurtosis*
serie original | -0.01 0.19 9.09
SVMRW -0.04 0.01 1.59
SVMHI -0.04 0.02 1.25
SVFBBS -0.04 -0.09 3.25
SVFBBSM -0.04 0.03 1.23
SVSMC -0.01 0.05 -0.48
GARCH 0 0.14 0.85

* El programa escala la medida comparando con la normal, es decir
al valor registrado originalmente le resta 3, que es la la kurtosis de la
distribucién normal.

Cuadro 4.9: Estadisticas descriptivas de los retornos de la TRM y las medidas estanda-
rizadas.

La mejoria en términos de modelar los excesos de kurtosis también se puede observar
al comparar la distribucién empirica de los retornos estandarizados frente a la serie
original de los retornos de la TRM, los cuales fueron presentados en el capitulo 1.
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Figura 4.20: Distribucién de los retornos estandarizados (Todos los modelos)
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Figura 4.21: QQ-plot (Todos los modelos)

4.4. Aplicaciones en Economia

El objetivo principal de la tesis era estimar la volatilidad de la tasa de cambio peso-
doélar en el periodo comprendido entre enero de 2002 y junio de 2013, mediante el
uso de modelos de volatilidad estocéstica. Luego, uno de los propésitos era compa-
rar los resultados con respecto a otras posibles mediciones de la varianza como lo son
las estimaciones de modelos tradicionales de series de tiempo con heteroscedasticidad
condicional (familia GARCH), éstas tltimas son las més utilizadas por la facilidad en
su implementaciéon computacional. A continuacién, se busca contextualizar al lector
sobre la utilizacion de dichas estimaciones en dreas como la economia y las finanzas.
En especial, en la segunda parte se presenta una aplicacion ampliamente utilizada en

el campo de la medicién de riesgo de mercado como lo es el Valor en Riesgo (Value at
Risk- VaR.
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4.4.1. Volatilidad del mercado: Comparacién entre las diferentes es-
timaciones.

Como se aprecia en la figura (4.22), el modelo de heteroscedasticidad condicional (GARCH(1,1))
tiende a arrojar una estimacion de volatilidad de la tasa de cambio peso-délar mayor

que la reportada por los modelos de volatilidad estocastica. Sin embargo, no se pue-

de afirmar cudl de las estimaciones presenta el mejor ajuste puesto que la volatilidad

es una variable latente, es decir no es observable, y por lo tanto, no se puede realizar
evaluacién de pronoéstico. Usualmente, se utilizan medidas de evaluaciéon de pronésti-

co para ver el ajuste del modelo fuera de muestra, las cuales comparan la proyeccién

frente a la observacion en cada momento del tiempo. Con ello se busca concluir si el
modelo estimado replica el comportamiento de la variable objetivo del estudio.

Pese a las limitaciones para determinar el mejor ajuste, es relevante contextualizar al
lector sobre la principal utilidad de las estimaciones presentadas. Al comparar diversas
mediciones realizadas para la volatilidad de la tasa de cambio, se observa como tienen
un comportamiento similar. En especial, todas ellas aumentan considerablemente en
periodos de alta incertidumbre y turbulencia financiera. Asimismo, se aprecia que las
estimaciones ratifican que la volatilidad cambia en el tiempo, presentando periodos
tanto de alta como de baja variabilidad; lo que esta asociado con el hecho estilizado de
los conglomerados de volatilidad (Ver capitulo 1).

El periodo de mayor volatilidad de la muestra se presenta en el tltimo trimestre de
2008, cuando la variabilidad diaria de la tasa de cambio peso-délar alcanzé valores
entre 5,5 % y 7 %. Esto se explica por la crisis financiera internacional que se present6
en dicho periodo, en donde de acuerdo con Toro et al. [2013] la turbulencia financiera
originada en Estados Unidos (EEUU), se expandié mediante diversos canales a nivel
mundial. Todo ello caus6é una disminucién generalizada en los precios de las acciones,
bonos y monedas, de tal forma que el panico entre los inversionistas produjo gran vo-
latilidad en los mercados financieros. Los modelos presentados en esta tesis permiten
cuantificar la volatilidad, por lo que podrian servir de ayuda para responder el tipo
de interrogantes que se acaba de plantear. Asimismo, esto modelos se convierten en
herramientas ttiles para el seguimiento del mercado cambiario.

Otros eventos de alta volatilidad, los cuales se aprecian en la gréfica son: i) entre finales
de 2010 y comienzos de 2011, se observa de nuevo un periodo de alta volatilidad con
respecto a periodos de calma, esto se debe a las presiones que ejercia la incertidumbre
sobre la deuda soberana de paises europeos y la posible recesiéon que ellos presenta-
rian, ii) En el segundo trimestre de 2013 cuando existia gran incertidumbre sobre la
continuacién de la flexibilidad monetaria por parte de la Reserva Federal y los debates
sobre los limites de la deuda ptblica en EEUU. En entornos como éstos, el contar con
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estimaciones de dicha volatilidad permite a las autoridades econémicas (como el Ban-
co de la Reptblica) intervenir y regular el mercado cambiario, con el fin de reducir la
variabilidad que afecta las decisiones de inversién y gasto de empresas y hogares. De
la misma manera, para inversionistas privados estas mediciones cobran importancia al
permitir cuantificaciones del riesgo de mercado al que estan expuestos, y por lo tanto,
generar cubrimientos a través de instrumentos como los contratos a futuro y opciones
de compra o venta de divisas.

Volatilidades estimadas (TRM)
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Figura 4.22: Volatilidad estimada de la TRM (Todos los modelos)

Pronosticos fuera de muestra

Como se menciono en el capitulo 1, para un exportador es conveniente tener una es-
timacion de valores futuros de la tasa de cambio peso-délar, puesto que con esa pre-
visién podria cubrir sus operaciones y transacciones con la divisa en el futuro. Cabe
sefialar que dado que la tasa de cambio sigue un proceso estocdstico, la incertidumbre
a futuro siempre existird y no necesariamente el ajuste de un modelo permite conocer

90



4.4. APLICACIONES EN ECONOMIA

con exactitud los valores que tomara la variable dias o semanas después.

A continuacién, dadas las estimaciones de los pardmetros realizadas mediante el uso
de los modelos presentados en los capitulos anteriores, se pronostican fuera de mues-
tra el valor de los retornos de la tasa de cambio peso-délar y su volatilidad un paso
adelante. Para ello se realiz6 el procedimiento de prondstico para 41 observaciones
fuera de muestra entre el 2 de julio de 2013 y el 30 de agosto de 2013 con cada uno
de los modelos propuestos. También se incorpor¢ la estimacién de la varianza mues-
tral, a partir de los datos intra-dia con intervalos de tiempo de 10 minutos (DES_EST).

Como resultado, fuera de muestra, el modelo GARCH tiende a sobreestimar la volati-
lidad con respecto a las estimaciones realizadas de los modelos de volatilidad estocas-
tica. Asimismo, se observa que utilizar la estimacién muestral de la varianza intra-dia
puede conducir a subestimaciones de la volatilidad de la tasa de cambio peso-délar
(Figura 4.23).

——FFBS_Mix
—SMC

, N —— GARCH
o= ' ' ——DES_EST

02-07-13
12.07-13
22-07-13
01-08-13
11-08-13
21-08-13

Figura 4.23: Pronésticos de la volatilidad diaria un paso adelante (Variaciones porcen-
tual)

91



4.4. APLICACIONES EN ECONOMIA

4.4.2. Medicion del Valor en Riesgo (Value at Risk).

Una aplicacion ampliamente utilizada en finanzas para la medicién de riesgo de mer-
cado es el Valor en Riesgo, el cual es una medida de la incertidumbre en el valor futuro
de un portafolio. El Valor en riesgo se utiliza para medir y cuantificar el nivel de ries-
go financiero de un activo o portafolio de inversién durante un periodo especifico de
tiempo, sus siglas responden a las palabras en inglés, Value at Risk.

Funcion de densidad de probabilidades normal de los
rendimientos de un portafolio.

Desviacion
estandar
N o] Distribucicn de

\<{ f R retornos
1645 -_
! i :

Valor en riesgo Retomo esperado

Fuente: Banco Central de Chile, Documentn de trabajo, N° 67, 2000,

Figura 4.24: Valor en Riesgo

Siguiendo a Jorion [2003] y Alexander [2008b], el VaR describe las posibles pérdidas
mediante el cuantil de la distribucién proyectada de los retornos de un activo durante
un horizonte de tiempo especifico (k) y un nivel de confianza («). De esta forma, el VaR
puede expresarse como VR, y corresponde a la minima pérdida en el (1-a)x100 %
de los peores casos. Generalmente, & = 95 %, por lo que el 5% restante representa el
conjunto de las méximas pérdidas posibles que estd dispuesto a asumir el inversionista
(area sombreada en la figura 4.24). Asi, el VaR nace con el propésito de guiar al inver-
sionista en el manejo de la volatilidad de sus inversiones y para cuantificar su nivel de
exposicion al riesgo de mercado, es decir a las posibles perdidas que puede asumir por
las variaciones en los precios de los activos. En particular, si se evalta el VaRR sobre la
tasa de cambio, se estd midiendo el riesgo cambiario al que se expone un inversionista
extranjero que invierte en pesos o un colombiano que invierte en activos en délares.

Teniendo en cuenta esto, es comun utilizar el supuesto de normalidad de los retornos
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para calcular el Valor en Riesgo. De acuerdo con Melo and Becerra [2005], su célculo
puede ser derivado de la siguiente manera:

Ply > Val) = =t s Yelizmy
g g
VaR, — i — o (a) = 2, (4.17)
g

VaR; =+ zp0

donde ®!(a) es la funcién inversa de la distribucién normal acumulada y z, es el
a-ésimo cuantil de la distribucién normal. Con todo ello, los autores muestran que al
utilizar modelos de volatilidad variante en el tiempo (familia GARCH y volatilidad es-
tocastica vistos en capitulos anteriores), el clculo del Valor en Riesgo para un periodo
de un dia (k = 1) esta definido como:

VaRiy1 = peg1 + 2000401 (4.18)

donde 41,41 es el prondstico un paso adelante fuera de muestra que proviene del mode-
lo ARIMA seleccionado en el capitulo 1 (ARIMA(1,0,2)) y 0,11 es la proyeccién que
se obtiene un paso adelante fuera de muestra en cada uno de los modelos estimados
en esta tesis.

En la figura (4.25) se compara el VaRR estimado para cada una de las estimaciones pro-
puestas y la realizacién real de la tasa de cambio peso-délar observada. Los puntos en
cada gréfica implican que, en ese dia la perdida real super¢ la estimaciéon del VaR, en
otras palabras el inversionista (exportador, en este caso) sufri6 una perdida mayor a la
que esperaba.

Cabe resaltar que si se utiliza simplemente la media y varianza muestral del dia hoy
para pronosticar el VaR del dia de mafiana, dicha estimacién tiende a subestimar sig-
nificativamente el riesgo (Ver DES_EST), por lo que el inversionista puede incurrir
en mayores riesgos. Esto puede estar explicado por la ausencia de una estructura de
correlacién que permita modelar la persistencia de la volatilidad. Lo anterior, muestra
la relevancia del presente estudio ya que se puede contar con diversas medidas que
permiten modelar correctamente el riesgo a partir de la estimacién de la media (1) y
varianzas (0;) que cambian en el tiempo. Estas dependen de una estructura de correla-
cién temporal.
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Asimismo, a continuacién se muestra el porcentaje de error de cada una de las meto-
dologias expuestas, es decir, se cuantifica el nimero de veces que el retorno real superé
la estiamcion realizada para el Valor en Riesgo de la tasa de cambio para un horizonte
de un dia. Esto se realiza con los 41 prondsticos realizados fuera de muestra. Aunque
la mayoria de modelos no cumple con uno de los criterios estadisticos usuales, que los
errores o fallos sean menores al 5%, se observa que al utilizar modelos econométri-
cos mejora el porcentaje de fallo respecto a realizar las proyecciones con estimadores

muestrales de media y varianza (DES_EST, 34,15 %).

Modelo | Numero de Fallos | Porcentaje de fallo
SVMRW 4 9.76 %
SVMHI 4 9.76 %
SVFBBS 3 7.32%
SVFBBSM 3 7.32%
SVSMC 6 14.63 %
GARCH 2 4.88 %
DES_EST 14 34.15 %

Cuadro 4.10: Porcentajes de fallo por metodologia.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se describieron tedricamente dos tipos de modelos para esti-
mar volatilidad, el modelo de heteroscedasticidad condicional (GARCH) de Bollerslev
[1986] y el de volatilidad estocastica (SV) de Taylor [1982], los cuales son usualmente
utilizados en el campo de las finanzas. Se enunciaron las principales propiedades de
cada uno de ellos y se realizé una aplicacion para la estimacion de la volatilidad de la
tasa de cambio peso-dodlar en el periodo comprendido entre enero de 2002 y junio de
2013, con informacién diaria.

Desde un punto de vista empirico, el mayor atractivo de los modelos de volatilidad
estocastica (SV) es la flexibilidad para presentar los momentos muestrales que se pre-
sentan habitualmente en los retornos de activos financieros, en otras palabras replican
de manera adecuada la mayoria de hechos estabilizados mencionados en el capitulo 1.

Como se discuti6 a lo largo del documento, el modelo SV tiene las siguientes ventajas
sobre el tradicional GARCH: i) son aproximaciones discretas de los modelos que usual-
mente se utilizan en finanzas, por lo que luego de realizar las estimaciones los valores
de los pardmetros pueden ser incorporados en modelos de precios activos, ii) incorpora
las noticias y choques nuevos directamente sobre la volatilidad (Clark [1973]), es decir,
agrega un componente estocéstico a la ecuacién de comportamiento de la volatilidad y
iii) permite generar distribuciones sobre los pardmetros del modelo, lo cual podria ser
utilizado en la inferencia estadistica.

Los principales resultados encontrados en la aplicacion realizada en el capitulo 4 son:
i)la volatilidad de la tasa de cambio peso-ddlar presenta alta persistencia; esto lo su-
giere el hecho de que en cada uno de los modelos en coeficiente asociado al rezago
de ella misma en la ecuacién que dirige su dindmica es cercano a uno, ii) el estima-
dor de la persistencia de la volatilidad es mayor en el modelo SV que en el GARCH,
(81=0.82 en el caso del GARCH frente a ¢ =0.97 en promedio para las medidas del
SV), iii) los modelos replican los hechos estilizados de las series financieras, en particu-
lar, conglomerados de volatilidad, correlaciones de los retornos al cuadrado y excesos
de kurtosis, iv) pese a que ningtin modelo cumple con el supuesto de normalidad, al
utilizar las estimaciones se logra reducir en alguna medida los excesos de kurtosis (el
modelo que mejor se ajust6 fue el (SVSMC), v) el modelo GARCH tiende a sobrees-
timar la volatilidad respecto a las estimaciones realizadas por SV, y vi) al pronosticar
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fuera de muestra, el modelo GARCH contintia siendo el modelo que reporta mayores
valores para la volatilidad, lo cual, en principio, podria implicar una sobrestimacién
del riesgo cambiario en Colombia mediante el uso de modelos GARCH. Sin embargo,
al utilizar la metodologia de Valor en Riesgo (V' aR), se aprecia que mediante el uso del
GARCH, se obtienen estimaciones que no son desfavorables para el riesgo del mercado
derivado por las fluctuaciones de la tasa de cambio peso-délar, como era de esperarse
dado que sobreestima la varianza.

En este trabajo de tesis se estudi6 el caso simple de los modelos de volatilidad estocas-
tica, un proceso autoregresivo de orden uno, en el cual existe simetria en la volatilidad.
Sin embargo, en la practica se aprecia que algunas divisas y activos financieros presen-
tan una correlacion temporal mayor, por lo que podria extenderse en modelo para un
orden de rezagos maés alto. Asimismo, en la realidad existen asimetrias en el comporta-
miento de los retornos financieros, el denominado efecto apalancamiento. Este sucede
porque la volatilidad responde en la mayoria de casos de forma asimétrica, en especial
cuando hay una noticia desfavorable los inversionistas sobrereaccionan generando un
impacto mayor en términos de la variabilidad del activo. Por otro lado, cuando la no-
ticia es favorable, esto afecta la volatilidad pero en menor medida.

Por dltimo, el uso de informacién diaria y la alta volatilidad observada en los retornos
tinancieros hacen que los excesos de kurtosis sean elevados, por lo que el supuesto de
normalidad podria relajarse mediante la utilizacién de otras funciones de distribucién
de colas mds pesadas. Esto permitiria un mejor ajuste en las estimaciones de este tipo
de modelos. El tratamiento de estos temas planteados podria convertirse en una exten-
sion de esta tesis.
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Apéndice A

Conceptos Basicos de probabilidad y
matematicas

En esta seccién se presentan varios conceptos con el fin de brindar al lector algunas
nociones bdsicas y diferentes notaciones estadisticas, matemaéticas, econométricas y fi-
nancieras que se utilizaron a lo largo del documento. Para ello se tomé como guia los
siguientes libros de texto: Blanco [2004], Guerrero [2003], Pefia [2005], Venegas [2007]
y Alexander [2008a].

A.1. Introducciéon

Las matemaéticas y la estadistica son una herramienta de trabajo indispensable para el
disefio de modelos en el &mbito de las ciencias econémicas, las finanzas, los negocios
y la direccién de empresas. Tanto su lenguaje como sus técnicas permiten afrontar pro-
blemas que, de otra manera, serian dificiles de resolver. Por ejemplo, en el caso de la
tasa de cambio peso-dolar, existen diversas teorias que buscan responder cudles son
sus determinantes, qué explica su comportamiento, cémo es su relaciéon con el conjun-
to de la economia de un pais, entre otras. Los primeros modelos desarrollados para
contestar dichas preguntas modelaban el problema mediante representaciones deter-
ministicas, centrando su atencién en la aplicacién de las matematicas al razonamiento
deductivo, y no del estudio inductivo. Estos avances se dieron en el campo de lo que
se conoce como la economia matematica, la cual se refiere a la aplicacién de las mate-
maticas a los aspectos puramente tedricos del anédlisis econémico.

Una referencia obligada en este campo, ya que es uno de los escritos mas famosos en
economia sobre el comportamiento de la tasa de cambio, se encuentra en Dornbusch
[1976]. Alli, el autor ofreci6 una explicacion a la dindmica errdtica que sigui6 el délar
después de 1973 con respecto a las divisas mds importantes de Europa. El modelo que
propuso fue un sistema de ecuaciones diferenciales para los precios internos y la tasa
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de cambio. Como resultado de la modelacién obtuvo que en el corto plazo una expan-
sién monetaria eleva los precios internos y disminuye las tasas de interés reales, lo cual
presiona una salida de capital que induce a una depreciacién inmediata de la moneda
nacional (sobre-reaccién), y una posterior fluctuacion de ésta y de los términos de in-
tercambio.

Sin embargo, en la economia y otras ciencias sociales, se presentan fenémenos repen-
tinos por lo que se requiere utilizar variables aleatorias en la modelacion, lo que a su
vez exige que el modelo a desarrollar sea estocéstico. En el caso de la tasa de cambio,
se tiene que factores politicos y econémicos, tanto internos como externos, afectan su
dindmica en el tiempo. Frente a este aspecto en la literatura se pueden encontrar apli-
caciones del calculo estocdstico para la implementacién de opciones sobre la tasa de
cambio (Hull [2008]), asi como el desarrollo reciente de modelos de equilibrio general
dindmico estocasticos (DSGE), que pueden reconocer la dindmica de esta variable jun-
to con el conjunto de la economia. También se encuentran otros trabajos en los cudles
se calcula la volatilidad por medio de herramientas estadisticas. En este tltimo caso, se
trata del estudio de observaciones empiricas por métodos estadisticos de estimacion y
prueba de hipétesis, temas que se podrian ubicar dentro del marco de referencia de la
econometria. Esta tesis utiliz6 en el estudio tedrico del comportamiento de la tasa de
cambio peso-délar herramientas de modelacién matemadtica y econométrica que per-
mitieron formular un modelo que replic6 las caracteristicas de los datos empiricos. Los
conceptos basicos detrds de los modelos presentados se enuncian a continuacion.

A.2. Conceptos basicos de matematicas y probabilidad

A.2.1. Variable aleatoria

Antes de introducir el concepto de variable aleatoria se deben considerar las siguientes
definiciones:

Definicién A.1. El conjunto de 2 de todos los posibles resultados de un experimento
aleatorio se llama espacio muestral. Los elementos w € €2 son llamados puntos mues-
trales o eventos.

Definicién A.2. Sea (2# ¢ . Una coleccién § de subconjuntos de €2 es una o-algebra
sobre (), si:

1) QegF.
I1) Si A € § entonces A° € §.

1) Si Ay, Ay, ... € §Fentonces | J;-, 4; € §.
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Los elementos de § se llaman eventos.

Definicién A.3. Sean (2 # ® y § una o-algebra sobre () . La pareja (2,§) se llama espacio
medible.

Definicién A.4. Sea (£2,§) un espacio medible. Una funcién P definida sobre § y de
valor real que satisface las siguientes condiciones se llama medida de probabilidad
sobre (€, P):

I) P(A)> 0 paratodo A € 3.
) P(Q2)=1.

I1) Si A;, As,...son elementos de § mutuamente excluyentes, esto es que A, N A; = ®
para todo i#j, entonces P(|J;2, A;)) = > i P(A;).

La tripla (€,§,P) se llama espacio de probabilidad.

Definicién A.5. La menor o-algebra sobre R que contiene todos los intervalos de la
forma (00, a] con a € R se llama o-algebra de Borel y se denota como ‘B.

Puesto que ‘B es una o-dlgebra entonces los siguientes conjuntos también pertenecen a
B

(~o0,) = [ J(~00,a— ],
la,00) =R — (=00, a),
(a,b) = (—o0,b) N (a,c0),
[av b] =R-— ((—OO,CL) U (b7 OO))v
{a} = .l
N=| |[{n},

Q=] |{r}
reQ
®=R-Q

dondeab cRya<b.

En un espacio de probabilidad (€2,3,P) los elementos del espacio muestral (2 no tie-
nen que ser niameros, pero la asignaciéon de valores numéricos a los eventos w dentro
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del espacio de probabilidad es la clave para definir el concepto de variable aleatoria.
De esta forma, una aplicacién X definida sobre el espacio muestral €2 que fije a cada
evento w un valor numérico X (w) es una variable aleatoria. Dado esto, y utilizando el
concepto de o-dlgebra de Borel, se puede generalizar la definicién de variable aleatoria
y en particularizar cuando ésta es real.

Definicién A.6. Sean (2,§,P) un espacio de probabilidad y (Q,3)un espacio medible.
Una § - § -variable aleatoria es una aplicacion X: Q2 — 0 tal que, para todo A € T se
tiene que X '(4) € 3.

Si (,3) = (R,B), entonces, se dice que X es una variable aleatoria real.

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos decir que una variable aleatoria es una va-
riable cuyos valores son estocdsticos. Esto significa que existe incertidumbre sobre los
valores que ésta puede tomar, y que cada uno de los posibles eventos tiene asociado
una probabilidad de ocurrencia. Todo ello podrd verse a través de la distribucién de la
variable aleatoria.

Teorema A.1. Suponga que X es una variable aleatoria definida sobre el espacio de probabilidad
(9,5, P) y con valores en el espacio medible (), ). La funcién Py definida sobre la o-dlgebra
3 por medio de :

Px(B) = P({X € B})

para todo B € § , es una medida de probabilidad sobre (), ') llamada distribucion de la variable
aleatoria X.

Una vez establecido lo anterior, se define la probabilidad condicional y se enuncia la
regla de Bayes, en el cual estdn basados los algoritmos de inferencia bayesiana que se
mostraron en el capitulo 3.

Definiciéon A.7. Sean (€2,§,P) un espacio de probabilidad. si A,B € §con P(A) > 0,
entonces se define la probabilidad del evento B bajo la condicién A como sigue:

P(ANB)

P(BIA) = =5 p

A esto se denomina la probabilidad condicionada, en este caso la probabilidad condicio-
nada de B dado A.
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Teorema A.2. teorema de probabilidad total Sea A;, A,, ..., una particion finita o nume-
rable de Q, es decir A; N Aj = ® para todo i # j y ;2 Ai = Q, tal que P(A;) > 0 para todo
i. Entonces para cualquier B € Fse satisface:

= ZP(B|AH)P(A71)

Como corolario se obtiene el resultado conocido como Regla de Bayes. Sea Ay, As, ... una
particion finita o numerable de Qcon P(A;) > 0 para todo i, entonces se satisface para todo
B € Fcon P(B) > 0 lo siguiente:

P(A)P(B|A:)

PUAIB) = 5514, P(4)

para todo i

A.2.2. Funciones de distribucién de probabilidad y de densidad de
probabilidad

Una realizacion (también llamada a menudo observacion) de una variable aleatoria X
puede ser pensada como un ntmero que estd asociado con un cambio de resultado,
donde cada uno de ellos es determinado por un cambio de evento y tiene una medida
de probabilidad asociada. Asi, el conjunto de todos los posibles resultados y sus pro-
babilidades asociadas son llamadas medidas de probabilidad.

Una via para representar una medida de probabilidad de una variable aleatoria es a
través de la funcién de distribucion de probabilidad. Esta funcién asigna la probabili-
dad que X tome un valor menor o igual a . Algunas veces también se le denomina
funcién de distribucion de probabilidad acumulada. Formalmente, su definicién gene-
ral es:

Definicién A.8. Sea X una variable aleatoria real. La funciéon F’x definida sobre R por
medio de:

Fx(x) = Px((—o0,z])
— P(X <)
se llama funcién de distribuciéon de la variable aleatoria X.

Otra forma de representar una medida de probabilidad es a través de la funcién de
densidad de la variable aleatoria, la cual se utiliza en estadistica con el propésito de
conocer como se distribuyen las probabilidades de un suceso o evento, en relacién al
resultado del suceso. Este altimo concepto es mas complicado de definir ya que depen-
de de la caracteristica de la variable, si es discreta o continua. Por ejemplo, en el caso
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de las discretas' la funcién de densidad puede ser definida como la probabilidad de
observar un valor particular.

Por el contrario, en el caso de las variables aleatorias continuas la probabilidad de
observar un valor especifico es 0, por lo que las probabilidades se obtendran a partir
de la integracion de la funcion de densidad sobre un intervalo de interés. En particular
para alguna variable aleatoria X que tome valores = dentro de los R, su funcién de
densidad, si existe, estd dada por una funcién integrable f de x que es no negativa y
tiene la propiedad que:

Pla < X <) :/bf(x)dx

Asi, generalmente la funcién de densidad de probabilidad que se representa por f(z)
puede también pensarse matematicamente como la derivada de la funcién de distribu-
cién de probabilidad (para el caso continuo). En el Apéndice B.1 se muestran algunas
de las distribuciones que se utilizaron en esta tesis, junto con sus principales caracte-
risticas.

A.2.3. Valor esperado, varianza, simetria y curtosis

Como se mencioné en los apartados anteriores, la variable X es estocastica porque
puede tomar cualquier valor z aleatoriamente y encontrase en cierto intervalo con una
probabilidad. Las propiedades probabilisticas de la variable X estan dadas por su fun-
cién de distribucién Fx(-). Pero también es de interés conocer algunas medidas que
generen informacion ttil sobre la variable aleatoria X, tal es el caso de los momentos
de la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria. A continuacién se describen
algunos de estos, especialmente, los primeros cuatro que son ttiles para el desarrollo
de esta tesis:

Valor esperado y media muestral

El primer momento de la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X es de-
nominado valor esperado o esperanza matematica de X, el cual se denota como E(X).
Este indicador representa una medicién de localizacion del centro de la distribucion? y
se asocia al valor promedio que toma la variable X.

Definicién A.9. Sea X una variable aleatoria real definida sobre el espacio de probabi-
lidad (Q,3,P)El valor esperado se define como:

Variables discretas que tomen valores finitos.
2Esto si la distribucion es simétrica.
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1. En el caso que X sea una variable aleatoria discreta, con valores 1, z5,..., su
valor esperado o media poblacional es:

E(X) = Z%’P(X = z;)

2. Enel caso que X sea una variable aleatoria continua con funcién de densidad fx,
su valor esperado o media poblacional es:

E(X) = / e (@)da

— 00

Por otra parte, muchas veces en la practica se cuenta con un ntimero finito de realiza-
ciones de la variable aleatoria X, o simplemente no se conoce la funcién de densidad.
Asi que se procede a calcular los momentos muestrales como una aproximacién de los
poblacionales. Un estimador insesgado del valor esperado de la distribucién de una
variable aleatoria X es la media o promedio muestral (Ver demostracién en apéndice
C de Greene [2011]). Esta tltima no es mas que el promedio aritmético simple de las
observaciones en una muestra, por ejemplo, si el conjunto de realizaciones estd com-
puesto por {1,2,3,4,5}, la media muestral seria 3.

Formalmente, para una muestra compuesta por n observaciones® de la variable aleato-
ria X, la media muestral denotada por 7 estara dada por la siguiente formula:

E?:l Li

n

T =

Como se discuti6 antes, un estimador insesgado de la media poblacional (¢) es la media
muestral (7). Asi que también se tiene la siguiente propiedad E(X) = E(X) = p.
Varianza

La varianza de la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria X se denota
como V(X), o en notacién de pardmetro como o2, y mide o representa la dispersion
de las realizaciones de la variable X de su centro de densidad o media. Cuando X es
discreta

—00

o cuando X es continua con funcién de densidad f(z)

3El conjunto { 21,2, ..., %, }.
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Una definicién mds general, parte de la utilizacién del concepto de valor esperado,
como sigue:

V(X) = E(X - E(X)]*) = B(X?) — [E(X)]*

De esta definicion se deriva que la varianza sea el segundo momento sobre la esperanza

matemadtica, o el segundo momento central de la distribucién de la variable aleatoria
X.

Simetria y curtosis

Teniendo en cuenta lo anterior, la varianza podria también denotarse como s, y asi ex-
tender la definicién a momentos de mayor orden. De esta forma, el k-ésimo momento
central de una variable aleatoria X puede ser definido como:

e = B(X = B(X)]*) = B([X — ")

La asimetria y la curtosis son el tercer y cuarto momentos centrales estandarizados,
esto ultimo significa que para cualquier momento de orden k se divide por o y se
obtiene el momento estandarizado. Asf, la asimetria denotada por ¢ y la curtosis por
estarfan dadas por:

M3 oy
= —’/{j: B
03 04

L

A.2.4. Procesos estocasticos

El concepto de variable aleatoria sirve para introducir incertidumbre en el modela-
miento matemaético y econémico. Esto permite a los investigadores acercarse ain mas
a la realidad ya que existen factores o choques que afectan el comportamiento de las
variables de interés. Por ejemplo, los precios de un activo en bolsa (accién) responden a
un componente deterministico pero también a uno estocastico. Asi, en cada momento
del tiempo el precio de la acciéon responde a un valor fundamental (situacién del activo,
fortalezas, diversos indicadores que lo describen) y a un choque inesperado que puede
ser ocasionado por noticias o circunstancias que afectan el entorno del activo (eleccio-
nes presidenciales, condiciones climadticas, etc). De esta manera, cuando se estudia un
fenémeno que ocurre a lo largo del tiempo, éste puede ser representado por medio
de una coleccién de variables aleatorias que tienen como rasgo caracteristico el estar
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indexadas al tiempo. Esto se denomina como “proceso estocdstico”. Por ejemplo, si X;
representa el precio de un activo financiero en el tiempo ¢, { X;}; modela la evolucién
del precio en el tiempo.

Definicién A.10. Un proceso estocastico es una coleccién de variables aleatorias

X = {Xiher, con T # (), definidas todas sobre el mismo espacio de probabilidad, con
valores en un espacio medible llamado espacio de estados. El conjunto de pardmetros
T se llama el dominio de definicion del proceso. Se dice que X es real si las variables
aleatorias X, son de valor real para todot € T..

Si X = {X,}ier es un proceso real, para cada w € €, la aplicacién
t— Xt (CU)

se denomina una trayectoria o w-trayectoria o realizacién del proceso estocdstico real.

Para un proceso estocdstico X = { X, }+cr, al fijar un conjunto de instantes finitos
M={0<1t <ty <..<t,} CRseobtiene un vector aleatorio

(th, ceey th) :Q — Rn
wr— (Xy, (W), ooy Xy, (w))
La distribucién de (X, ..., X,) estd dada por:

.....

para A un booreliano en R".

La familia de distribuciones de probabilidades { Py }ycr, 0 # M C T finito se llama
familia de distribuciones finito dimensionales del proceso estocastico X. Las propieda-
des pueden ser consultadas en Billingsley [1986] o en Blanco and Mufioz [2003].

Definicién A.11. Sea { X} un proceso estocdstico, donde cada X; asume una valor en
el espacio ©. El proceso {X,} es un proceso de Markov, si este tiene dentro de sus pro-
piedades lo siguiente: dado el valor de X, los valores de X, j > ¢, no dependen de los
valores de X, s < t. En otras palabras, {X,} es un proceso de Markov si su funcién de
distribucién condicional satisface:

P(X;|Xs,s <t)=P(X;|Xy), h>t (A1)
Si {X} es un proceso estocastico discreto, la anterior propiedad se vuelve:
P(X;| Xy, Xioq,...) = P(X;|Xy), h>t (A.2)
Sea A un subconjunto de ©. La funcién:
P(0,j,A)=P(X; € A|X;=0), h>t (A.3)

es llamada la funcién de transicién del proceso de Markov. Si la probabilidad de tran-
sicion depende de h — t, pero no de t, entonces el proceso tiene una distribucién de
transicion estacionaria.
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A.2.5. Martingalas

En teoria de probabilidad, la martingala (galicismo de martingale) es un determinado
proceso estocdstico. Por ejemplo, un método de apuesta en juegos de azar consisten-
te en multiplicar sucesivamente en caso de pérdida una apuesta inicial determinada.
En el momento de ganar la apuesta, el proceso se iniciaria de nuevo. En la ruleta, por
ejemplo, la martingala consistiria en comenzar apostando una determinada cantidad,
por ejemplo 1 ddlar, al rojo. En caso de pérdida, se apostaria de nuevo al rojo, pero
esta vez, duplicando la cantidad y asi, sucesivamente, hasta ganar la apuesta. Llegado
ese momento se compensarian las pérdidas y obtendriamos como beneficio la primera
cantidad apostada. Originalmente la martingala se referia a un tipo de estrategia de
apuesta muy popular en Francia en el siglo XVIII. La mas simple de estas estrategias
tfue disefiada para un juego en que el apostador gana la apuesta en caso de que al lan-
zar una moneda caiga de cara y pierde en caso de que salga cruz.

El concepto de la martingala en la teoria de probabilidades fue introducido por Paul
Pierre Lévy, y una gran parte del desarrollo original de la teoria lo realiz6 Joseph Leo
Doob. Parte de la motivacion era demostrar la inexistencia de estrategias de juego in-
talibles. Recientemente, en el mercado bursatil el método estocédstico de martingalas,
adaptado en Forex porque trabaja en dos posiciones (alza-baja). *.

Definicién A.12. Sea X = {X;};>o un proceso estocastico, se dice que X es una mar-
tingala con respecto a la filtracion {§;}+>o, si:

1. E(] X¢|) < oo, paratodot > 0.
2. X es adaptada con respecto a la filtracion {§; }:=o.
3. E(X}|§;s) = X, paratodot > s.
Se dice que X es una supermartingala si la condicién 3 se reemplaza por:
E(Xy|3s) < X, paratodot > s.
Se dice que X es una submartingala si la condicién 3 se reemplaza por:
E(X}|3s) > X, paratodot > s.

Observacion A.1. La martingala en el caso discreto es un modelo apropiado para des-
cribir un juego justo. Supéngase que la variable aleatoria X,, denota la fortuna del
jugador luego de la n-ésima ronda de juego y que la o-algebra §,, contiene toda la in-
formacion acerca del desarrollo del juego hasta la m-ésima ronda de juego, entonces
el juego es justo si el valor esperado de los valores futuros de X,, con n > m, dada la
informacién contenida en §,,, es igual a la fortuna del jugador en el tiempo m, es decir,
la prediccion es justamente el valor actual. En términos probabilisticos se espera que:

E(X,|8m) = X;n; P—c.s paratodom < n

“Este apartado fue tomado de http:/ /es.wikipedia.org/wiki/Martingala.
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Una consecuencia de la tercera condicion de martingala es la siguiente:

Lema A.1. Sea X = {X,}i>¢ una martingala con respecto a la filtracion {§:}o, entonces
para s <t
E(X;,— X,|F,) =0 (A.4)

Demostracion.

E(Xt - Xs‘%s) =FE (Xt|gs> - F (Xs|gs)

= Xs - LK (X5|35)
= Xs - Xs
=0 |

Del anterior lema se concluye que si X = {X,};>o es una martingala, la funcién de me-
dia es constante. Como se verd mas adelante esto tiene una implicacién econémica en
términos de eficiencia de los mercados, lo cual sugiere que el mejor prondstico que se
puede realizar para un precio que sigue una martingala es el tltimo precio observado.
Por lo tanto, no hay ganancias extraordinarias ni arbitraje.

A.2.6. Movimiento browniano

En 1827, el médico y botédnico escocés Robert Brown (1773-1858) mientras examina-
ba particulas de polen en el microscopio, observé que cuando éstas se encontraban
suspendidas en agua y en otros liquidos mostraban comportamientos erraticos. En
principio, pensé que las particulas tenian vida propia, pero luego descubri6é que este
fenémeno obedecia a choques aleatorios que sufrian los &tomos de polen junto con las
moléculas del liquido. Sin embargo, su formulacién matematica s6lo apareci6 hasta co-
mienzos del siglo XX cuando el fisico Albert Einstein escribi6 un articulo sobre mecéni-
ca estadistica, que proporciona la formulaciéon matematica del movimiento Browniano,
de la cual se deriva que la dispersién promedio del desplazamiento de la particula en
un liquido, en un tiempo dado, es proporcional a dicho tiempo.

Otro destacado matemaético asociado con la axiomética del movimiento Browniano es
Norbert Wiener, quién alrededor de los afios 20 presenté un modelo matemaético para
este movimiento basado en la teoria de procesos estocasticos y teoria de la medida.
Alli expres6 su formulacién a través de filtraciones, denominando su formulacién co-
mo proceso de Wiener. En la literatura es muy comtin asociar los movimientos brow-
nianos con los procesos de Wiener, la diferencia fundamental es que en el segundo el
concepto de filtracion esta presente, mientras que en el primero no °.

En el caso unidimensional, la definicién del movimiento browniano como proceso es-
tocéstico es la siguiente:

>Este apartado se realiz6 con base en la resefia histérica del Capitulo 3 de Venegas [2007].
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Definiciéon A.13. Un proceso estocastico W = {IV,; };>¢ es llamado movimiento brow-
niano estdndar o proceso Wiener, si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Wy =0.

2. Wy, — W, £ N(0,h) para h > 0.

3. W tiene incrementos independientes.

4. Las trayectorias del proceso son funciones continuas.

Las propiedades y caracteristicas del movimiento browniano, pueden ser consultadas
con mayor detalle en Blanco and Muifioz [2003] o en Tudor [1997].

Algunos procesos estocasticos relacionados con el movimiento browniano son:

1. El puente browniano:
Xt - Wt + th

parat e [0,1].
2. El movimiento browniano con derive:
Xy =W+ put
dondet > 0,0 > 0y i € R son constantes.
3. Movimiento browniano geométrico:
X, = oWetnt
dondet > 0,0 > 0y 1 € R son constantes. Es decir, la exponencial del movimien-
to browniano con derive.

Movimiento browniano geométrico

El movimiento browniano estdndar no describe apropiadamente la dindmica de los
precios de un activo ya que, por ejemplo, el supuesto que los precios parten de cero
es poco realista. Asimismo, empiricamente se ha observado que los incrementos que
rigen la ecuacién de comportamiento de los precios pueden tener medias diferentes de
cero, 6 también podrian tener varianzas que no son necesariamente proporcionales al
tiempo.

Para solucionar algunos de estos limitantes se introdujo el movimiento browniano geo-
métrico, el cual es una transformacién exponencial del movimiento browniano estdn-
dar, que tiene algunas de las caracteristicas empiricas de los precios tales como: los
precios de los activos comienzan en valores diferentes de cero, tienen incrementos con
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medias diferentes de cero, varianzas que no son proporcionales al tiempo, y covarian-
zas diferentes de cero.

Asf, la representacion de un movimiento browniano geométrico del precio de un activo
S(t) es de la siguiente forma:

1
Sy = Spexp{(p — Eaz)t + oW}

donde W; es un movimiento browniano estandar, ;. es una constante asociada a la ten-
dencia, o es una constante positiva asociada a la volatilidad y S, es un precio inicial
predeterminado y conocido. Este proceso es bastante utilizado en los modelos finan-
cieros para describir el cambio porcentual (retorno o rendimiento) del precio de un
activo®. Notese que una expresion similar que recoge lo anterior es:

1
In(Sy) =In(So) + (u — 502)15 + oW,

De esta representacion, se tiene que la distribucién de in(S;) es normal con media o
valor esperado de In(Sy) + (1 — 10?)t y varianza dada por o2t.

A.2.7. Integral estocastica y diferencial estocastica

Después de la introduccién de los movimientos brownianos, que permitian incorporar
en el andlisis la aleatoriedad propia de los activos financieros, surgi6 la necesidad de
encontrar herramientas ttiles que permitieran modelar adecuadamente las variables
tinancieras. Asi, una de las ramas de la teoria econémica y financiera que ha cobra-
do fuerza es el célculo estocastico en la medida que brinda la posibilidad de modelar
el comportamiento del precio de activos en tiempo continuo y en entornos de incerti-
dumbre o aleatorios. Conceptos clave dentro de estas teorias son la integral estocastica
y la diferencial estocdstica, siendo la segunda el término mas utilizado y convencional
dentro del estudio de modelos estocasticos en tiempo continuo en la actualidad. En
términos estrictos, el objeto del cdlculo estocéstico es la integral y no la diferencial, sin
embargo, en la practica cuando se escribe una ecuacion diferencial estocastica realmen-
te se estd pensando en una integral estocdstica. Por lo tanto, una ecuacién diferencial
estocastica es una notacién simplificada de una integral estocastica. A continuacién se
tratard de describir intuitivamente la relacion entre estos dos conceptos.

Cabe resaltar que el comportamiento del precio de un activo financiero a través del
tiempo es un ejemplo cldsico de un sistema dindmico con perturbaciones aleatorias que

®Més adelante se hard una breve descripcién del concepto de retorno y su relacion con las propieda-
des del logaritmo.
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pueden derivar su origen de eventos naturales o situaciones politicas o econdmicas,
tales como inundaciones, elecciones, guerras, etc. En general, es muy comun utilizar la
siguiente ecuacién estocastica como ley de movimiento del precio de un activo X;, a
ésta se le denomina ecuacioén diferencial estocéstica:

dXt = ,uXtdt + O'Xtth (AS)

donde Xy = zp > 0y py o > 0 son constantes.

Esta ecuacion es de facil interpretacion y puede describirse de la siguiente forma. Pa-
ra explicar el primer término, debe suponerse la ausencia del componente estocas-
tico dado por el movimiento browniano. De esta manera, la ecuacién se reduciria a
dX; = pXdt cuya solucién es X; = wzoet?, la cual revisa el comportamiento de un ca-
pital zo>0 que crece de manera continua y deterministica a una tasa efectiva de . por
ciento. Por otro lado, el segundo término (0 .X,dW;) corresponde a la volatilidad de una
inversion con riesgo sujeta a las fluctuaciones de los mercados financieros. El modelo
asume que dicha variabilidad es proporcional al valor de la inversion.

Es curioso que la ecuacién anterior se conozca como ecuacion diferencial estocéstica
cuando se sabe que las trayectorias del movimiento browniano no son diferenciables.
Teniendo en cuenta esto, en 1942 el matematico japonés Kiyosi Itd (1915-2008) di6é una
rigurosa representacion de la parte estocastica de la ecuaciéon (A.5) escribiéndola en
forma integral:

/Xl(S)dWs (A.6)
0

y determinando para cudles procesos {X;(s)} la anterior expresién tiene sentido. En
primer lugar él definié la integral para ciertos procesos llamados simples, luego por
una metodologia de paso al limite lo defini6 para procesos mds generales. El conjunto
de procesos para los cuales se define la integral estocdstica, es el siguiente:

Definicién A.14. Sea N' = N[S, T la clase de funciones de
ft,w): [S,T] x Q2 —R

tales que:

1. (t,w) — f(t,w) es B §-medible.

2. f(t,w) es §i-adaptado.

T
3. F ( i (t,w)zdt) < oo (trayectorias cuadrado integrables).
S
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Observacién A.2. El conjunto N es un subconjunto de L?, siendo L? el conjunto de
todas las funciones cuadrado integrable.

La construccién y propiedades de la integral estocastica, asi como su extension n-
dimensional se pueden ver con mayor detalle en Oksendal [2005], en Blanco and Mu-
oz [2003] o en Karatzas and Shreve [1988].

Por medio de la integral estocéstica se puede definir un proceso estocéstico especial, el
cual se conoce como proceso de Ito.

Definicion A.15. Sea W = {W,};>o un movimiento browniano unidimensional sobre
(©,5,P). Un proceso de Itd (o integral estocastica) unidimensional, es un proceso es-
tocdstico X = {X,};>o sobre (€,§,P) tal que

t t
X (w) = Xo(w) + / U(s,w)ds + / V(s,w)dWq(w) (A7)
0 0
donde U es un proceso medible y {3, }:~o-adaptado con trayectorias integrables y V' es

un proceso en N tal que

t
P /V(s,w)zds < oo, paratodot > 0| = 1.

0

Al igual que ocurre con el cdlculo diferencial e integral clasico, la evaluaciéon de la in-
tegral a partir de la definicién es un trabajo dificil. Sin embargo, el siguiente resultado
conocido como Férmula de It6 permite calcular, en algunos casos, la integral estocdsti-
ca.

Teorema A.3 (Férmula de Itd). Sea X = {X,}~¢ un proceso de 1t0, esto es, supongase que
dXt == Utdt + ‘/;th
ysea g(t,x) € C*([0,00) x R),

donde Y; = g(t, X) es de nuevo una integral estocdstica con dt.dt = dt.dW; = dWy.dW; =0

y dW.dW, = dt.
Entonces: 5 5 L5
_99 99 =79 2
dy; = oy (t, Xy)dt + 89:(t’Xt)dXt + 5 52 (t, X)) (dXy)
Demostracion. Oksendal [2005]. |

Retomando el problema inicial de la ecuacién (A.5) y aplicando el concepto anterior de
la férmula de It6, y suponiendo que Y; = ¢(¢, x) = In.X; entonces se tiene que:

1
dinX; = (1 — 502)dt + odW,; (A.8)
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Expresion cuya correspondiente integral estocéstica y solucion estd dada por:

t 1 t t
ant:an0+u/ du—502/ (qu)2+a/ dW,
0 0 0

1
= l’n,X() + (,u - 50'2)t—|—0'Wt

Esta dltima es exactamente la misma ecuacién del movimiento browniano geométrico
visto en la seccién anterior.

Por dltimo, discretizando la ecuacion (A.5) con At =T — t entonces se tiene:

In(Xz) — In(X) = (1 — %&)(T )+ o(VT —De

con ¢ ~ N(0, 1). Por lo tanto, el supuesto del movimiento browniano geométrico para
los precios en tiempo continuo es equivalente a suponer una caminata aleatoria para
el logaritmo de los precios en tiempo discreto, esto es ttil cuando se quiere evaluar si
un mercado es eficiente.
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Apéndice B

Funciones de distribucion

B.1. Funciones de distribucion

B.1.1. Distribuciéon Normal

Sea una variable aleatoria X, si ésta se distribuye normal con media ;. y varianza o?,
su funcién de distribucién estd definida por:

_ _ 2
X o) = —exp{ 2 1y B.1)

B.1.2. Distribucién log-normal

Sea una variable aleatoria z, si ésta se distribuye log-normal, su funcién de distribu-
cién esta definida por (para > 0):

} (B.2)

Una variable log-normal tiene una media igual a (exp {1 + 0?/2}) y una varianza igual
a (exp {2u + o2} (exp {0?} — 1)). Si y es log-normal (i, 0%) con media p y varianza o2,
el logaritmo de y se distribuye Normal. In y se distribuye N(u, o).
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B.2. DESCRIPCION PROBABILIDADES CONDICIONADAS DEL MODELO DE VOLATILIDAD ESTOCASTICA

B.2. Descripciéon probabilidades condicionadas del Mo-
delo de volatilidad estocastica

Partiendo del siguiente modelo de volatilidad estocastica se plantea el problema de
estimacion a resolver y se calculan las funciones de densidad condicionada’

ht i.1.d
—exp { 2o, N0, 1
yr =exp { 5 to.e,, con gy (0,1) (B3)

hy =p + ¢hi—1 + 1 , cCON 7, i N(0,1)

Como se apreci6 en el capitulo 3, los métodos de estimacién bayesianos parten de una
condicién inicial para la variable de estado, que en este caso es la log-volatilidad (h;)
en el momento cero. Esta es definida como

2
hONN(ﬁ,li&) (B.4)

De esta forma la funciéon de verosimilitud es

¢,T|y1> Yo ... Y1) =

exp {— or 2(ht pi—¢hy_1)?}dhydhy - - - dhy

/ H R AR

(B.5)

Este es el problema de integracién que surge sobre un gran espacio dimensional (en este
caso T sobre el modelo B.3) puede ser resuelto usualmente al incluir las variables laten-
tes dentro del vector de pardmetros, para indagar mas al respecto el lector puede ver el
capitulo 5 y 9 de Robert and Casella [2004]. De acuerdo con Robert and Casella [2004],
el problema se reduce a*

1Se puede fijar 02 = exp{p}.
2Se omite la dependencia sobre las condiciones iniciales (ho, y1), las cuales se asumen son conocidas.
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L(p ¢,T|h1, ha ... hp, Y1, Yo ... yr) =

H W plogep{—lbif} < exp {5z — = ol (B6)

En principio, se asume que los pardmetros 1, ¢, T tienen las siguientes distribuciones a
priori

p~ N, o)
¢~ N(¢p,03) (B.7)
9 1

T~ —
T2

Los pardmetros 1 y ¢ tendrdn distribuciones a priori y las condicionadas de acuerdo a
la distribucién Normal-Gaussiana. Mientras que 72 se comporta como una funcién de
distribucién Inversa-Gamma (Ver Apéndice B.1).

De esta forma, definiendo los siguientes conjuntos de informaciéon: Y = (yi, ..., yr)’,
H = (hi, ..., hp) y H_y = (h1, ha, ..., hi_1, het1, ..., hr), las funciones de densidad

condicionales de los pardmetros (similar a 3.13) pueden ser aproximadas como sigue

Condicional para

(s, .Y, H) o<Hexp{——< S W Y L Ry
x exp{=3 D = 2ulh — o) - %w ) g
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B.2. DESCRIPCION PROBABILIDADES CONDICIONADAS DEL MODELO DE VOLATILIDAD ESTOCASTICA

Condicional para ¢

T
1
(o, 7Y, H) o< | [exp{—g5(he — = ohi1)*} exp{~ <¢ 9}
t;l 1.1
x Hexp{_§(§¢2hf—1 — 2¢hy—1(hy — 1))} exp{— _(_§(¢ —20¢))}
N 1 « 1 gz_S
o<exp{—— —zg =2l exp{—— —~2¢ T—; b1 + 5
X N(gv U¢>2>
(B.9)
T
donde 7% = (5 > hi, + ii)‘1
i=1
yg:‘iﬁz(—%;(ht p)he— 1+%)
Condicional para 7>
(72|, 6 YH)ocﬁ L exp e (= i — hy )2
M, @, I, L 271"7‘2 P 27_2 t M t—1
r_1 1,1« (B.10)
o (7%)272 exp —ﬁ(i > (hi—p—dhi1)?)}
=1
X IG(mt7 ‘/t)

donde my = %1 y ‘Zg = (% Z(h’t — M — ¢ht_1)2).

Por dltimo, Casarin [2012] demuestra que las condicionales para las variables latentes
estdn dadas por

Condicional para hy, t =2, ..., T —1
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(ht‘:u ¢7T Y H— )

s exp {2 Jexp{~ L exp{ i} bexp{ 5 (1 — 1 — 01 Jexp{ 5 (hoss — 1o — o))

2

x eXP{——eXP{ ht}}exp{—— - ﬁ(iﬂ 2hy (i + Shyr) + hi¢? — 2hyp(hurr — 1))}
2 ) 1+ ¢2 1 ,7_2

x eXP{——eXP{ ht}}eXP{——(h (5 ) = 2l (0 = @) + Ot + hea) = o))}

(B.11)
Condicional para h,

Y2
(s, 6,7, Y, Hor) o exp{—" Jexp{~ Lexp{ - hl}}exp{——mz — 6hn)?)
2
o exp(~Lexp(—h Hexp(~) N( 22 p— %)

(B.12)
Condicional para hr
(hp, p, &, 7,Y, H_7) exp{——}exp{ —exp{ hT}}exp{——(hT — 1 — dhp_1)*}

x exp{—T}exp{—y?T}N(u + ¢hr_1,7%)
(B.13)

De esta forma, queda demostrado que los pardmetros (i, ¢|72) se distribuyen normal y
que 72 sigue una distribucién inversa-gamma. Esto es utilizado para realizar los méto-
dos de simulacién de Monte Carlo.
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Apéndice C

Conceptos Basicos de Series de Tiempo

C.1. Series de tiempo

Una serie de tiempo es una sucesion de realizaciones de una generadas por un proceso
estocdstico, con la particularidad que su indice toma una relacién con al tiempo. De esta
manera, toda inferencia que se realice, se hard sobre las caracteristicas del proceso esto-
castico generador de la serie observada. Cabe mencionar de paso, que asi como existen
procesos estocastico discretos y continuos, de igual manera existen series de tiempo
discretas y continuas. Por ejemplo, en el caso de una serie de tiempo discreta, que son
mucho méas comunes en el &mbito econémico, las observaciones de la variable aleatoria
(Y) se toman de los momentos ¢y, ts, . . ., t7, el proceso estocdstico respectivo se denota-
rd por {Y(t1),Y (t2),...,Y (tr)}. Una caracteristica que tendran las series de tiempo es
que sus realizaciones estan equi-espaciadas, es decir, los periodos t1, ts, . .., tr son del
mismo tamario (ej: dias, meses, afios).

C.1.1. Operador rezago y operador diferencia

Un operador muy conocido en el trabajo de serie de tiempo es el denominado Ope-
rador de rezago o retraso, que se denotard por la letra L. Dicho operador se define
mediante la siguiente relacion:

LY, =Y, 1, LY, =Y,

para todo t. Debe tenerse en cuenta que el operador sélo se aplica sobre una serie de
tiempo o proceso estocdstico que tenga asociado un indice de tiempo. Por ejemplo, al
aplicar este operador a una constante, el resultado es ella misma (ej: Lm = ).

A partir de esto se deriva el operador diferencia que es muy utilizado para realizar
transformaciones a series que no son estacionarias como vamos a ver mds adelante. El

operador diferencia se define mediante la siguiente relacién:
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C.1. SERIES DE TIEMPO

(1- L)Y, =Y, - Y, =AY,

C.1.2. Procesos estacionarios y procesos ruido blanco

Las series de tiempo son procesos estocdsticos cuyos valores sucesivos pueden ser alta-
mente dependientes, puede ser considerada generada a partir de una serie de choques
aleatorios independientes ({<,}). Estos tltimos se suponen que son realizaciones inde-
pendientes de una variable aleatoria cuya media y varianza es constante. Este tipo de
sucesion de variables aleatorias es conocida como proceso ruido blanco. El nombre de
ruido blanco tiene su origen en la ingenieria electrénica y de comunicaciones, en don-
de es necesario distinguir las sefiales con mensaje de las del ruido.

Definicién C.1. Una serie de tiempo {¢,} es un proceso ruido blanco si cumple las
siguientes propiedades:

I) E(c)=0 Vt
) V(e,)=02 ¥t

€

Il) cov(es,ers)=0 Vit,s#£0

Otro concepto de suma importancia es el de estacionariedad. En general, para caracte-
rizar completamente un proceso estocdstico es necesario conocer la funcién de densi-
dad conjunta de las variables aleatorias que lo componen, para encontrar condiciones
o propiedades que éste tenga a lo largo del tiempo. Esto conduce al concepto de esta-
cionariedad:

Definicién C.2. Un proceso estocéstico (serie de tiempo) {Y;} es estacionario en sentido
estricto si:

I) Las distribuciones marginales de todas las variables son idénticas

IT) Las distribuciones finito-dimensionales de cualquier conjunto de variables sélo
dependen de los retardos entre ellas

Estas dos condiciones se pueden resumir al establecer que la funcién de distribucion
conjunta de un conjunto de variables aleatorias Y}, Y;11, . .., Y., es invariante respecto
a desplazamientos en el tiempo, es decir, un proceso es estacionario en sentido estricto
si:

F(Y,,Yier, .o Yiem) = F(Yers, Yiej1, .-, Yipjom) paratoda t, my j.
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Sin embargo, en la practica es poco realista el pretender verificar la anterior condicion
ya que muchas veces lo tinico que se tiene es una realizacién en cada momento del
tiempo. No obstante, si podemos estudiar el comportamiento de las variables aleatorias
a través del estudio de los primeros dos momentos de sus distribuciones. Esto dado
que como se habia mencionado con anterioridad la media, la varianza y las covarianzas
resumen en buena medida el comportamiento de la distribucién de dichas variables.
Asi, surge el concepto de estacionariedad en sentido débil, el cual es el mas utilizado
en el campo de las series de tiempo y serd utilizado en el presente trabajo.

Definicién C.3. Un proceso estocdstico (serie de tiempo) {Y;} es estacionario en sentido
débil si se cumplen las siguientes condiciones:

) E(Y;) = py Vt
) V(Y,) = oy Vi
) cov(Y;, Y;_,) =7, Vt

Esto dltimo puede interpretarse como que para cada variable aleatoria que compone
el proceso estocdstico o serie de tiempo, la media y la varianza son la misma, y las co-
varianzas entre las variables es constante y s6lo depende del espacio de tiempo al cual
estdn separadas. Una serie de tiempo que es estacionaria es una serie que es integrada
de orden cero o I(0).

C.1.3. Transformaciones aplicadas a series no estacionarias

Ahora, en la préctica es poco probable encontrar series de tiempo que sean estacio-
narias 6 I(0) y se utilizan algunas transformaciones para obtener esta propiedad. La
diferenciacion es una de la més utilizada a menudo para estacionarizar series, en este
se permite transformar la serie original de tal manera que se va eliminando la presen-
cia de raices unitarias. Asi por ejemplo, una serie {Y,} es integrada de orden d, si {Y;}
es estacionaria después de ser diferenciada d veces:

SiY,~I(d) = (1— L)%Y, ~ I(0)

Es decir, que la serie original contaba con minimo d raices que hacian que el proceso
no fuera estacionario, o andlogamente, en el contexto de ecuaciones en diferencias que
no se contaba con estabilidad. Por ejemplo, si Y; ~ I(2) entonces se requiere diferenciar
dos veces la serie para obtener estacionariedad:

Z =Y =Y =(1-L)Y,
Zi—Ziy = (1-1)Z = (1 - LY, = (1 L)Y, ~ 1(0)
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En general, al momento de modelar series de tiempo se utilizan algunas de las siguien-
tes herramientas que permiten estabilizar varianza y media de la serie de tiempo {Y;}.

1. Estabilizar varianza

a) Logaritmos: Z; = In(Y;)

Yol SiA£0
b) Transformacién Box-Cox: Z, =< .
In(Y;) siA=0

2. Estabilizar media

a) Extraccién de la tendencia deterministica: V; = a+ft+e; = vy = x;—a— Bt

b) Diferenciacién: Z; =Y; — Y;_;
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Apéndice D

Discretizacion

D.1. Discretizacion

Para tratar de hacer alguna inferencia de un modelo en tiempo continuo se debe te-
ner confianza en un nimero N de realizaciones discretas. De esta manera, se divide el
periodo de la muestra [0, 7] en N intervalos correspondientes a los datos en tiempo dis-
creto (generalmente las observaciones son equidistantes). Luego el proceso en tiempo
continuo se sustituye por un proceso constante a trozos y en el cual para cada intervalo
[ti,tiv1),i=1,2,..., N — 1 se asume que el proceso es constante, aunque si cambio de
un intervalo a otro. A continuacién se mostrardn dos métodos de discretizacion para
un proceso de Ito: el esquema de Euler y el esquema de Milstein (Ver una referencia
detallada de estos métodos en Kloeden and Platen [1992]).

D.1.1. Método de Euler

Considere un proceso estocdstico X = {X;,tp < t < T} que satisface la siguiente
ecuacion diferencial:

dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)th

sobre ¢ty <t < Ty para un valor inicial X,, = X,. Entonces, si se divide el intervalo de
tiempo [ty, 7] en N intervalos donde ¢ty < t; < ... <t, =T, el esquema de Euler es:

Yoi1 =Yo +altn,Yn)(tnyr — tn) +0(tn, Yo)(We, ., — Wi,) (D.1)
paran =0,1,2,..., N — 1 con valor inicial Y;, = X,. Ahora, si los intervalos son igual-
mente espaciados entonces A = t,, —t,_1 = % y se puede reescribir la ecuaciéon

(D.1) de la siguiente forma:
Yoi1 =Y, +aA + AW, (D.2)

123



D.1. DISCRETIZACION

donde AW,, =W, . —W,

n*

n+1

D.1.2. Método de Milstein

Considere el mismo proceso que en el apartado anterior, tal que X = {X,,to <t < T}
satisface la siguiente ecuacién diferencial:

dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)th

Entonces en el esquema de Milstein seria de la forma:

Yn+1 = Yn + CL(tTLa Yn)(tn+1 - tn) + b(tm Yn)(th+1 - th)
1 /
+ §b(tn> Yn}b (tnv Yn){(th+1 - th)z - (tn+1 - tn)}

lo cual en el caso de intervalos igualmente espaciados resulta ser:

Yoot = Yo+ aA + bAT, + %bb'{(AWn)z _A)

El esquema de Milstein es igual al esquema de Euler con el término adicional £bb { (AW,,)?—
A}
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Apéndice E

Salidas programas econométricos

E.1. Pruebas de raiz unitaria

>retorno.adf = ur.df(retorno,type = "none”, selectlags = .AIC")
>summary(retorno.adf)

Augmented Dickey-Fuller Test Unit Root Test
Test regression none

Call:
Im(formula = z.diff z.1ag.1-1 + z.diff.lag)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-5.9534 -0.3078 -0.0152 0.2816 5.2028

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>1t1)
z.1ag.1-0.852500 0.024754 -34.439 <2e-16 ***
z.diff.lag 0.006253 0.019018 0.329 0.742

Signif.codes: 0 ** 0.001 "**" 0.01 "* 0.05"."0.1 " " 1

Residual standard error: 0.6811 on 2765 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4236, Adjusted R-squared: 0.4232
F-statistic: 1016 on 2 and 2765 DF, p-value: <2.2e-16
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E.l. PRUEBAS DE RAIZ UNITARIA

Value of test-statistic is: -34.4387

Critical values for test statistics:
Ipct 5pct 10pct
taul -2.58 -1.95 -1.62

>retorno.pp = ur.pp(retorno, type = “Z-alpha” ,model = ¢onstant”, lags = "short”)
>summary(retorno.pp)

Phillips-Perron Unit Root Test
Test regression with intercept

Call:
Im(formula =y y.11)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-5.9546 -0.3011 -0.0104 0.2859 5.2090

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>1t1)
(Intercept) -0.00535 0.01294 -0.413 0.679
y.110.15273 0.01879 8.128 6.52¢-16 ***

Signif. codes: 0 "*** 0.001 "** 0.01 "* 0.05"."0.1" " 1

Residual standard error: 0.681 on 2766 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.02333, Adjusted R-squared: 0.02297
F-statistic: 66.06 on 1 and 2766 DF, p-value: 6.518e-16

Value of test-statistic, type: Z-alpha is: -2249.725

aux. Z statistics
Z-tau-mu -0.4113

>retorno.kpss = ur.kpss(retorno, type = "mu”)
>summary(retorno.kpss)
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KPSS Unit Root Test
Test is of type: mu with 9 lags.
Value of test-statistic is: 0.0944

Critical value for a significance level of:
10pct dpct 2.5pct Ipct
critical values 0.347 0.463 0.574 0.739

>retorno.ers= ur.ers(retorno, type = c("DF-GLS"”), model = c(¢onstant”), lag.max
=4)
>summary(retorno.ers)

Elliot, Rothenberg and Stock Unit Root Test

Test of type DF-GLS
detrending of series with intercept

Call:
Im(formula = dfgls.form, data = data.dfgls)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-6.0085 -0.3320 -0.0374 0.2591 5.1821

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>1t1)

yd.lag -0.89554 0.03769 -23.762 <2e-16 ***
yd.diff.lag1 0.05303 0.03409 1.555 0.1200
yd.diff.lag2 0.05212 0.02960 1.761 0.0783 .
yd.diff.lag3 0.00518 0.02488 0.208 0.8351
yd.diff.lag4 0.04525 0.01902 2.379 0.0174 *

Signif. codes: 0 "***" 0.001 "**" 0.01 *" 0.05"."0.1 " "1

Residual standard error: 0.6805 on 2759 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4258, Adjusted R-squared: 0.4248
F-statistic: 409.2 on 5 and 2759 DF, p-value: <2.2e-16
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Value of test-statistic is: -23.762

Critical values of DF-GLS are:
Ipct 5pct 10pct
critical values -2.57 -1.94 -1.62

E.2. Modelo de heteroscedasticidad condicional

* *

* GARCH Model Fit *

* *

Conditional Variance Dynamics

GARCH Model : sGARCH(1,1)
Mean Model : ARFIMA(1,0,2)
Distribution : norm

Optimal Parameters

Estimate Std. Error t value Pr(>1t1)

mu -0.018577 0.008743 -2.1248 0.033602
arl -0.949454 0.033496 -28.3452 0.000000
mal 1.171334 0.038860 30.1428 0.000000
ma2 0.217473 0.021660 10.0403 0.000000
omega 0.003908 0.001106 3.5328 0.000411
alphal 0.169782 0.015164 11.1960 0.000000
betal 0.829218 0.015327 54.1006 0.000000

Robust Standard Errors:

Estimate Std. Error t value Pr(>1t1)

mu -0.018577 0.010124 -1.8350 0.066506
arl -0.949454 0.023558 -40.3028 0.000000
mal 1.171334 0.037586 31.1638 0.000000
ma2 0.217473 0.028415 7.6535 0.000000
omega 0.003908 0.003373 1.1585 0.246652
alphal 0.169782 0.036665 4.6306 0.000004
betal 0.829218 0.049690 16.6879 0.000000
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LogLikelihood : -2113.696

Information Criteria

Akaike 1.5317

Bayes 1.5467

Shibata 1.5317
Hannan-Quinn 1.5372

Q-Statistics on Standardized Residuals

statistic p-value

Lag[1]1.275 0.25874
Lag[p+q+1][4] 4.733 0.02959
Lag[p+q+51[8] 6.735 0.24109
d.o.f=3

HO : No serial correlation

Q-Statistics on Standardized Squared Residuals

statistic p-value

Lag[1] 0.000815 0.9772
Laglp+q+11[3] 0.357249 0.5500
Laglp+q+51[7] 0.838546 0.9745
d.o.f=2

ARCH LM Tests

Statistic DoF P-Value ARCH Lag[2] 0.01378 2 0.9931
ARCH Lag[5] 0.42311 5 0.9947
ARCH Lag[10] 2.93725 10 0.9829

Adjusted Pearson Goodness-of-Fit Test:

group statistic p-value(g-1)
120 55.78 1.763e-05
2 30 60.24 5.763e-04
34079.93 1.222e-04
450 93.17 1.447e-04
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E.3. Pruebas de Normalidad

nom=c("SVMRW",”"SVMHI",”SVFBBS",”"SVFBBSM",”SVSMC","GARCH")
>shapiro.test(SVMRW)
Shapiro-Wilk normality test

data: SVMRW
W =0.987, p-value = 1.037e-10

>shapiro.test(SVMHI)
Shapiro-Wilk normality test

data: SVMHI
W =0.9903, p-value = 1.087¢-08

>shapiro.test(SVFBBS)

Shapiro-Wilk normality test

data: SVFBBS
W =0.9022, p-value <2.2e-16

>shapiro.test(SVFBBSM)
Shapiro-Wilk normality test

data: SVFBBSM
W =0.9905, p-value = 1.456¢-08

>shapiro.test(SVSMC)

Shapiro-Wilk normality test

data: SVSMC
W = 0.9945, p-value = 1.409e-05
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>shapiro.test(GARCH)
Shapiro-Wilk normality test

data: GARCH
W =0.9938, p-value = 3.559e-06

>jarque.bera.test(SVMRW)
JarqueBera Test

data: SVMRW
X-squared = 166.2885, df = 2, p-value <2.2e-16

>jarque.bera.test(SVMHI)
JarqueBera Test

data: SVMHI
X-squared = 103.0723, df = 2, p-value <2.2e-16

>jarque.bera.test(SVFBBS)

JarqueBera Test

data: SVFBBS X-squared = 11565.3, df = 2, p-value <2.2e-16
>jarque.bera.test(SVFBBSM)

JarqueBera Test

data: SVFBBSM
X-squared = 99.8743, df = 2, p-value <2.2e-16

>jarque.bera.test(SVSMC)

JarqueBera Test
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data: SVSMC
X-squared = 15.3589, df = 2, p-value = 0.0004622

>jarque.bera.test(GARCH)
JarqueBera Test

data: GARCH
X-squared = 53.3222, df = 2, p-value = 2.638e-12
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