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Resumen

En el siguiente trabajo se deduce un modelo para estudiar la dindmica espacio-temporal de una
poblacién considerdandola como un proceso de difusion, el enfoque a considerar es una consecuencia
del modelo de camino aleatorio, luego se resuelve el modelo bésico en forma analitica en una y dos
dimensiones, considerando inicialmente el coeficiente de difusién constante y luego considerandolo
dependiente de la densidad de poblacién. Se consideran y resuelven en forma analitica las siguientes
variaciones del modelo de difusién, el crecimiento exponencial a partir de la natalidad y la mor-
talidad, el crecimiento logfstico a partir de la competencia entre individuos de la misma poblacién
y la adveccién a partir del transporte. Como tal el modelo matemédtico estd determinado por una
ecuacion diferencial parcial parabdlica no lineal, la cual se resuelve en forma exacta utilizando el
método autosimilaridad de Bolzmann. Se realizan simulaciones numeéricas a partir del esquema de
diferencias divididas y del método explicito de Euler, para los diferentes escenarios y como caso
de estudio particular se considera la dispersiéon de la abeja africanizada en Suramérica desde su
introduccién en Brasil, realizando simulaciones numéricas a partir del método de elementos finitos.
Palabras clave: Modelo de camino aleatorio, coeficiente de difusién no lineal, autosimilaridad,
escalamiento, solucién radial, método en Euler, método de elementos finitos.

Abstract

In this paper follows a model to study the spatiotemporal dynamics of a population regarding it
as a diffusion process, the approach to consider is a consequence of the random walk model, then
the basic model is solved analytically in one and two dimensions initially considering the diffusion
coeflicient constant and then considering dependent density. Are considered and solved analytically
in the following variations in the diffusion model, the exponential growth from birth and mortality,
logistic growth from competition between individuals of the same population and advection from
transportation. As such, the mathematical model is determined by a parabolic partial differential
equation nonlinear, which is resolved accurately using the self-similaritythe of Bolzmann method.
Numerical simulations are performed from the divided difference scheme and explicit Euler method
for different scenarios and as a particular case study considered the dispersion of the Africanized
bee in South America since its introduction in Brazil, performing numerical simulations from finite
elements method.

Keywords: Random walk model, nonlinear diffusion coefficient, self-similarity, scaling, Euler method,
finite elements method.
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Introduccion

En la naturaleza, muchos organismos migran o se dispersan en cierta medida, esa dispersién puede
ser voluntaria (natural) cuando un organismo deja a sus sitios natales, o cuando el hébitat de un
organismo se deteriora, o puede ser involuntaria (artificial) cuando por ejemplo el hombre ocasiona
migraciones o redistribuciones que naturalmente no eran posibles por los propios animales por
barreras insuperables tales como océanos, cadenas montanosas, rios y zonas climaticamente hostiles.
Entre las consecuencias de mayor alcance de este reordenamiento se encuentra el incremento de los
invasores biolégicos, que son especies que se establecen en nuevas dreas en las cuales proliferan, se
distribuyen y persisten en detrimento de especies y ecosistemas nativos.

La invasién bioldgica es un drea importante de investigacién en biologia matemédtica y més aun si
se trata de especies que son vectores de enfermedades que amenazan la salud publica de grandes
poblaciones. Por otra parte la migracién, el cambio climdtico y la creaciéon de nuevos hébitats
provocan que menos gente desarrolle una inmunidad natural a estas enfermedades, el control de las
enfermedades es costoso y las epidemias inciden negativamente en el desarrollo socioeconémico de
los paifses. Sin la perspectiva de una vacuna eficaz y barata en un futuro préximo, cualquier politica
publica viable para el control de las epidemias necesariamente debe incluir estrategias apropiadas
para reducir al minimo el factor de poblacién de vectores, ya que la invasién de estos a menudo
causa grandes danos a la agricultura, la silvicultura y la salud humana, tanto como agentes directos
de enfermedades o como vectores o portadores de enfermedades causadas por pardsitos.

En ecologia la migracién corresponde a desplazamientos periédicos, estacionales o permanentes, de
especies animales, de un hédbitat a otro, mientras que la dispersién es la capacidad que tiene una
poblacién de colonizar nuevos habitas, por pequenos desplazamientos al azar de sus individuos,
quienes se instalan en lugares un poco alejados del lugar en que fueron engendrados.
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Fig.0.1. Documental de National Geographic
sobre grandes migraciones.!

The Spread of Japanese Beetle in North America, 1908-1998

Fig. 0.2. Dispersién del escarabajo japonés
en Norte América desde 1908 hasta 1998.2

El concepto de difusién puede verse como la tendencia de que un grupo de organismos inicialmente
concentrados cerca de una posicién en el espacio (nicho) se dispersen en el tiempo ocupando un
drea cada vez mayor alrededor del punto inicial. Desde el punto de vista practico es interesante
estudiar cémo es la dispersién de insectos si es conocido su nicho (humedal, pantano, laguna, etc)
y hasta donde espacialmente la poblacién puede llegar, para dar politicas de control de la plaga.
Los modelos de difusién constituyen una base razonable para el estudio de la dispersién de insectos,

!Tomado de http://www.nationalgeographic.es/animales/grandes-migraciones

2Tomado de The spread of the Japanese beetle in North America. (Ohio State University, http://www.oardc.ohio-

state.edu/biocontrol/images/jb__map.jpg)
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muchas especies se dispersan segiin un modelo de reaccién difusién con un coeficiente de difusién
constante [14], pero una caracteristica comin de las poblaciones de insectos es su crecimiento discre-
to en tiempo causando un efecto importante en su dispersion espacial [9][43]. También hay modelos
de ecuaciones que implican un acoplamiento de tiempo discreto con espacio continuo en [15][25], la
modelacién de poblaciones biolégicas en espacio y tiempo se ilustra en [33] y la distribucién espacial
de dos poblaciones que compiten cuyas difusiones se solapan en regiones con condiciones de con-
torno de Dirichlet en [23]. Modelos de reaccién difusién cémo sistemas dindmicos se presentan en
[5], modelos de difusién espacial de dindmica de poblaciones de paso aleatorio utilizando cadenas de
Markov en [11], se presenta un modelo matemédtico de adveccion y difusién para explicar la distribu-
cién espacial de la poblacién de animales que son controlados principalmente por la interferencia
entre los individuos y otras condiciones ambientales. Clasificacion de la dispersién de los animales
en dispersién aleatoria y dispersién dependiente de la densidad haciendo énfasis en la importancia
de esta ultima desde el punto de vista de la dindmica de la poblacién [13].

Existen varios textos y articulos que tratan sobre la problemdtica de la invasién de insectos como
la morfologéa, la ecologia y la distribucién de especies de mosquitos, y su control en [3]; un modelo
basado en agentes del mosquito Aedes aegypti, considerando la dindmica de la poblacién de mos-
quitos y una estrategia de control especificos de la poblacién, asi como la propagacién del dengue en
[12]; un modelo estocdstico espacial de las poblaciones de Aedes Aegypti basado en el ciclo de vida
del mosquito y su dispersion en [31]; un modelo para estudiar la propagacién del dengue mediante
un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de reaccién-difusién en [6]; modelos matematicos
diseniados para describir la dindmica vital y la dispersién del Aedes Aegypti, con el fin de destacar
los procedimientos para la minimizacién de su impacto como un vector del dengue en [40]; mode-
los mateméticos de dindmica de la malaria humana en ambientes espacialmente homogéneos y en
ambientes espacialmente fragmentados en [2]. Un modelo para estudiar la propagacién del dengue
usando un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de reaccién-difusion, se supone que un érea
esta previamente colonizada por los mosquitos y la velocidad de propagacion de la enfermedad se
determina como una funcién de los parametros del modelo en [6]. La propagacién de las abejas
africanizadas ha sido considerada una de las invasiones biol6gicos més notables del siglo XX. [19].

En muchos tipos de seres vivos no solo se observa el crecimiento de la poblacién en el tiempo, sino
también en espacio ya que debido a problemas de subsistencia de la especie, los individuos se ven
obligados a desplazarse en busqueda de nuevos lugares (medios) para sobrevivir y para reproducirse.
Por esto el proposito principal de este proyecto es el estudio de la propagacién en espacio y tiempo
de una poblacién de insectos en regiones vecinas a su habitat, a partir de un modelo matemético
determinado por medio de una ecuacién diferencial parcial parabdlica no lineal denominada ecuacién
de difusion, la solucién analitica se realiza a partir del método de autosimilaridad, la solucién
numérica mediante el método de diferencias finitas y la simulacién del caso particular de estudio se
realiza utilizando elementos finitos.

Este documento estd desarrollado de la siguiente manera: en el primer capitulo a partir del modelo de
camino aleatorio y de la serie de Tylor se deduce el modelo de difusién béasico y con las siguientes
variaciones, el crecimiento exponencial a partir de la natalidad y la mortalidad, el crecimiento
logistico a partir de la competencia entre individuos de la misma poblacién y la adveccién a partir
del transporte, a partir del modelo de camino aleatorio y por ltimo se hace énfasis en el coeficiente
de difusién no lineal; en el segundo capitulo se resuelve en forma analitica el modelo bésico lineal y
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no lineal deducido en el capitulo 1, a partir de una ecuacion diferencial parcial de segundo orden en
una y dos dimensiones, por simplicidad en dos dimensiones se considera la forma radial; en el tercer
capitulo de manera similar al capitulo 2 se resuelve en forma analitica el modelo de difusién con
las variaciones deducidas en el capitulo 1; el cuarto capitulo se enfoca en la simulacién numérica
partir de diferencias finitas y del método explicito de Euler, de los modelos bésico, con crecimiento
exponencial y con crecimiento logistico; por ultimo en el quinto capitulo se analiza como caso de
estudio, la abeja africanizada y su dispersién en Suramérica a partir del método de elementos finitos.



Capitulo 1

Modelacion matematica.

La dindmica de poblaciones es uno de los temas de mayor importancia para entender la propagacién
en tiempo y espacio de grupos de organismos de la misma especie que se desarrollan en distintos
ambientes. Una poblacién es considerada como un grupo de organismos de la misma especie, que
habitan un lugar determinado, en el cual utilizan recursos y se reproducen. Este grupo de organismos
estd caracterizado basicamente por una serie de propiedades como son: la densidad, cantidad de
individuos en funcién del espacio o volumen que ocupan; la reaccién caracteristica propia de cada
poblacién determinada por la natalidad y la mortalidad, que se miden en tasas que corresponden
al ndimero de nacimientos y muertes que se producen en una poblacién por unidad de tiempo; la
migracion es el balance entre inmigracién y emigracién si estas se producen; y la competencia.

La dindmica de dispersién estd caracterizada por los movimientos dentro de la poblacién y la
migracién. Los movimientos dentro de la poblacién se realizan en el espacio ocupado por ella.
La migracién se produce cuando una poblacién o parte de ella abandona o coloniza un espacio,
distinguiéndose varias formas: (1) La emigracién o el abandono definitivo del drea para ocupar otra
donde existen condiciones adecuadas; (2) La inmigracién o la ocupacién de otra parte del drea,
donde ya existe la especie, generalmente por el aumento de densidad; (3) La permigraciéon cuando
s6lo pasan por el drea sin ocuparla; (4) La invasién o la ocupacién de una nueva drea donde antes
no se encontraba; y (5) La translocacién o el abandono total de un area.

La dindmica de densidad es la oscilacién en la concentracién de los individuos de una poblacién
en el drea, los cambios de densidad en el espacio pueden ser graduales u ofrecer determinadas
zonas de fluctuacion causadas por el clima, la orograffa (laderas, planicies), el suelo, la vegetacion,
el equilibrio tréfico, etc. La dindmica del crecimiento poblacional cémo tal es el aumento de la
poblacién en el tiempo, descontando la mortalidad.

El propdésito de este capitulo es deducir un modelo para estudiar la dindmica espacio-temporal de
una poblacién considerdndola como un proceso de difusién, el enfoque a considerar es una conse-
cuencia del modelo de camino aleatorio introducido en [39] y profundizado en [30], discretizando el
espacio y el tiempo. Supondremos inicialmente que los individuos ni se reproducen ni mueren, luego
a partir del modelo logistico podremos considerar algunas variaciones del modelo de difusién como
son la natalidad, la mortalidad, la competencia y la adveccién. Especialmente nos enfocaremos en
c6mo se propaga una poblacién en una region (espacial) a través del tiempo y el espacio, cuando
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esta inicialmente se concentra en un punto. Finalmente consideraremos el coeficiente de difusién
constante y variable (dependiendo de la densidad).

1.1. Modelo logistico

Los modelos mateméticos bédsicos que intentan describir cémo la poblacién de una especie evoluciona
en el tiempo son el modelo de Malthus y el modelo logistico. En primer lugar consideremos el
crecimiento de una poblacién en funcién de la natalidad y mortalidad, sin que se tengan en cuenta
otros fenémenos que pudieran afectar la densidad. El modelo mds simple de crecimiento de una
poblacién cuyo nimero de individuos se incrementa a una tasa proporcional a la poblacién en ese
instante es conocido como incremento exponencial y se describe por medio de la ecuacion diferencial
Maltusiana
dn

— = un 1.1
il (1.1)
donde n = n(t) es la densidad de poblacién en el tiempo ¢, © = b — d es la tasa intrinseca de
crecimiento, diferencia entre la tasa de natalidad b (nimero de nacimientos que se producen por
unidad de tiempo) y la tasa de mortalidad d (nimero de muertes por unidad de tiempo).

Resolviendo (1.1) con la condicién inicial n = ng para t = 0, por separacién de variables obtenemos
n(t) = n(0)e. (1.2)

En la Figura 1.1. se ve que si g > 0 la natalidad es mayor que la mortalidad (b > d) la poblacién
crece exponencialmente sin limite, si g < 0 la mortalidad es mayor que la natalidad (b < d) la
poblacién decrece exponencialmente y tiende a extinguirse, y si ¢ = 0 la natalidad es igual a la
mortalidad (b = d) la poblacién permanece constante.

b
L

T 1
4 )

s ]
"

T
0 1
r

‘_u=0 peo u>0\

Fig. 1.1. Densidad de poblacién utilizando
el modelo de Malthus para =0, 4 <0, u >0

En la Figura 1.2 se ve que a medida que n(0) aumenta, la densidad de la poblacién es mayor.
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2000

15004

n(r) 1000

3004

Fig. 1.2. Densidad de poblacién utilizando

=5 =10 =15 n0=1|

el modelo de Malthus para u = 0.1,
n(0) =1, 5, 10, 15.

Una variacién de este modelo viene dada por el modelo logistico, propuesto por el matemaético belga
P. F. Verhulst en 1836. La idea de Verhulst fue mejorar el modelo de Malthus introduciendo la com-
petencia entre los individuos de la especie en estudio como un factor que altera los nacimientos y/o
las muertes. A medida que el tamano de la poblacién crece, los recursos disminuyen proporcional-
mente, cada individuo nuevo resta una proporcién de alimentos y espacio a los recursos existentes,
la densidad de la poblacién debe llegar necesariamente a un limite cuando todos los individuos
tengan su porcién de recursos. En este modelo, la natalidad y la mortalidad estardn compensadas
y los recursos seran explotados de forma 6ptima, y el modelo es de la forma

‘Z—::u(l—%)n (1.3)

ecuacion logistica, donde k es la capacidad de carga (densidad maxima de individuos que puede

soportar un medio) y estd dada por k = Lot con w # 0, donde w representa el efecto de la competencia
w

intraespecifica en la tasa de reproduccion.

Resolviendo (1.3) con la condicién inicial n = ng para t = 0, por el método de separaciéon de
variables obtenemos

kett

) =n0) o =1y

(1.4)

En la Figura 1.3 se ve que a medida que el tiempo aumenta la solucién tiende a la capacidad de carga
kert
k y analiticamente utilizando la regla de L "Hopital tlggon(t) = tlirglon(()) T n(Oj(e“t —y =k.
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n(t) 0 —

60 80 100
t
[—— 10 —— 520 =15 — 5 —— 5= 1]

=
o
=
.
=

Fig. 1.3. Densidad de poblacién utilizando
el modelo de Verhulst para = 0.01,
k=10, n(0) =1, 5, 10, 15, 20.

Estos modelos son simples pues solo consideran evolucién temporal de una poblacién y para estar
mas cercanos a la realidad ademads de estar interesados en la evolucién temporal debemos estar
interesados en la propagacién espacial de la poblacién, pues la dindmica de una poblacién es su
desarrollo en el tiempo y en el espacio, y estd determinada por factores que actian en el organismo,
en la poblacién y en el medio ambiente. Una manera de construir un modelo para esta dindmica es
considerandola como un proceso de difusién y adveccion; como es sabido el punto de partida de la
teoria de la difusion es el modelo de camino aleatorio o de vuelo aleatorio.

1.2. Modelo de camino aleatorio.

Consideremos un espacio de una dimensién donde cada individuo se mueve una distancia corta A a
la derecha o a la izquierda en un intervalo de tiempo 7. Si el movimiento se asume completamente
aleatorio e isotrépico, la probabilidad de que un individuo se mueva a algiin lado (derecha o izquier-
da) es de 1/2. Después de un tiempo 7 una poblacién dada se extiende una distancia A del origen, la
mitad de la poblacién se mueve a la derecha y la otra mitad de la poblacién lo hace a la izquierda,
lo que no sabemos es que individuos pertenecen a cada mitad. En el siguiente intervalo de tiempo
7 nuevamente la mitad de la poblacién se mueve a la derecha una distancia A y la otra mitad de
la poblacién se mueve una distancia A a la izquierda, o sea la probabilidad de que un individuo
de la poblacién se mueva a la derecha o a la izquierda es de 1/2, independiente del movimiento
anterior. Ademds 1/4 de la poblacién se encuentra a una distancia 2\ a la derecha del origen, 1/4
de la poblacién se encuentra a una distancia 2\ a la izquierda del origen y la mitad de la poblacién
se encuentra nuevamente en el origen. Nos interesa saber qué ocurre con la distribucién espacial
de la poblacién después de que han pasado nr intervalos de tiempo. Claramente después de que
han pasado [T intervalos de tiempo, un individuo ocupara uno de los puntos —I, -l + 2,...,1 4+ 2,1
Sin embargo la distribucién espacial de la poblacién no es uniforme, pues un individuo que ocupa
el punto més lejano a la derecha [, ha llegado allf por repetir el movimiento a la derecha [ veces
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sucesivamente, la probabilidad de que esto ocurra es muy pequena cuando [ es muy grande. Con-
sideremos ahora la probabilidad de que un individuo arribe desde un punto m pasos a la derecha
del origen, después de que han pasado I7 tiempos.(asuma que [ + m es par).

Vamos a considerar la probabilidad de que un individuo vuelva al origen desde un punto m pasos
a la derecha del origen, después de que han pasado nr tiempos.(asuma que n + m es par). Si, para

llegar a ese punto, un individuo ha pasado d pasos a la derecha y ¢ pasos a la izquierda, entonces
l+m . I—m
el =——01:.
2 2
El niimero de posibles caminos por los cuales el individuo puede llegar desde el origen a un punto

m es conocido en la teoria de combinatoria como
l! l!
C(l,d) = = .
(. d) dil—=d) {4+ m)/2}{{l—m)/2}!
Ademids como las probabilidades de arribar desde la izquierda y desde la derecha son iguales entonces
el nimero total de posibles caminos de [ pasos es 2! y la probabilidad de que un individuo pueda
arribar al origen desde un punto m después de [ pasos es
Cl,a) 1 !
P(m,l) = = — .
(D) = =9 = S {2y = m) 2}

La ecuacién (1.6) es conocida como la distribucién de Bernoulli (también distribucién binomial)

d—i=myd+i=1d=

(1.5)

(1.6)

Si el movimiento se asume completamente aleatorio y no es isotrépico, suponemos que la probabi-
lidad de que un individuo se mueva a la derecha es igual a p y la probabilidad de que se mueva a la
izquierda es igual a ¢ (con ¢ = 1 — p por axioma de la probabilidad). Denotando por n¥ (ver Figura
1.4) el tamano de la poblacién en el punto i después de k pasos, entonces la poblacién en el punto
i después del siguiente paso es la suma de aquellos que permanecen sin moverse (1 —p — q)nf7 los
que llegan de los puntos adyacentes gn¥, , + pn¥ |, los que nacen(y/o mueren) punf y w (nf)2 la
competencia entre los individuos. Por lo tanto tenemos

2
it = (L—p— gk +anfyy + 0k, + unf —w (nf) (L.7)
;g: 7%: PLERFE'N % ;’g‘ PL ERp. N ?g‘ Lot fg‘
nk nit i nits it niis
t=k t=k+1 t=Fk+2

Fig. 1.4. Modelo de camino aleatorio en una dimensién para t =k, k+ 1, k + 2.

Si hacemos x = iAz y t = k/At, y suponemos que Ax y /At son suficientemente pequenos, podemos
reescribir la ecuacién (1.7) de la siguiente forma

n(z,t+At) —n(x,t) = (1—p—qg)n(z,t)+qnz+ Az, t) +pn(x — Az, t) —n(z, t) + pn(z, t) — wn?(z,t)

= qn(z + Ax,t) — (p+ @)n(z, t) + pn(xz — Az, t) + pn(z,t) — wn?(z,t)

= %(p + ¢){n(x + Az, t) — 2n(z,t) + n(x — Az, t)}

—%(p —¢){n(x + Ax,t) — n(x — Az, t)} + un(z, t) — wn?(z,t)



6 CAPITULO 1. MODELACION MATEMATICA.

donde n(z,t) determina la densidad de poblacién en la posicién x y en el tiempo .

De la ecuacién (1.8) se observa que si n(z,t) es dos veces continuamente diferenciable en = y en ¢,
del desarrollo en serie de Taylor con respecto a x tenemos que

n(z,t+ At) = n(z,t) + ny(z, ) At + O ((At)?)

luego
n(z,t + At) — n(x,t) = ny(z, t) At + O((AL)?). (1.9)

Ademsds utilizando desarrollos en series de Taylor respecto a z en forma progresiva y en forma
regresiva observamos que

N (2, 1)

n(x + Az, t) = n(z,t) + ng(x,t) Az + 5 (Az)? + O((Ax)?), (1.10)
n(x — Az, t) = n(z,t) — ng(x,t) Ax + W(Awﬁ — O((Ax)?), (1.11)

restando (1.11) a (1.10) obtenemos
n(x+ Az, t) — n(z — Az, t) = ng(z,t)(20z) + O((Ax)?), (1.12)

y expandiendo de la misma forma con més términos

n(z + Ax,t) = n(x, t) + ng(z, t) Az + W(Awﬁ + %M(Ax)?’ +0((Az)Y),  (1.13)

n(z — Az, t) = n(z,t) — ng(z, ) Az + W(M)Q - %(x’t)(m)?* +O((h)h),  (1.14)
sumando (1.13) con (1.14) obtenemos

Naw(2,t) (D)2

n(z + Az, t) — 2n(x,t) + n(z — Az, t) = 5

+O((Ax)"). (1.15)
Reemplazando (1.9), (1.12) y (1.15) en (1.8) obtenemos

ne(x, ) AL+O((A)?) = %(p—i—q)nm (, t)(Ax)Q—%(p—q)nw(x, ) (2Az)+O0((Ax))+un(z, t)—wn?(z, t).

(1.16)
Si tomamos lfmite cuando Az — 0y At — 0, y ademds suponemos que (p + q)Az% y (p — q) Az
decrecen con el mismo orden de magnitud de At, es decir, si

2 _
(p+q)Ax D (p—q)Ax

st
(AT/,Alt)H(O,O) VAN A (A, A8)—(0,0) At — v existen,

donde D es el coeficiente de difusién que describe la rapidéz con que se dispersan ciertos individuos
y v es el coeficiente de adveccion que describe la velocidad de transporte, obtenemos

ne(x,t) = Dngg(z,t) — vng(z,t) + pn(x, t) — wn?. (1.17)
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Sien (1.17) consideramos un recorrido isotrépico el término advectivo desaparece y si ademas no
hay nacimientos y/o muertes, ni competencia la ecuacién se reduce a

ne(x,t) = Dngg(x,t). (1.18)

Por lo tanto la propagacién espacial de una especie puede describirse basicamente por el siguiente
problema de valor inicial

ng(z,t) = Dng,(z,t) siz €R, ¢ >0,
n(z,0) = f(x) siz €R,

(1.19)
/n(as,t)dx =FEp sit>0,
R
donde ng(z) es la densidad en el tiempo ¢t = 0, y Ey denota la poblacién total o masa (biol6gicamente
se denomina biomasa). Esta ecuacién diferencial modela un proceso de transporte de masa por
difusién el cual es conservativo.

Basicamente existen dos mecanismos diferentes que hacen que el tamano de la poblacién varie con
el tiempo: el asociado con los procesos locales, tales como el nacimiento, la muerte, la depredacién,
la competencia y el otro asociado con una redistribucién de la poblacién en el espacio debido al
movimiento de sus individuos.

Si en el modelo (1.17) no hay competencia entre los individuos ni adveccion, la ecuacién del modelo
corresponde a la ley de Malthus, cuya forma ahora es igual a

ne(x,t) = Dngy(z,t) + pn(z,t), con i constante (1.20)

Ahora bien, si en el modelo (1.17) no hay adveccién entonces la tasa de crecimiento de la poblacién
se ve disminuida por el término wn?(x,t) y la ecuacién del modelo corresponde a la ley de Verhults,
cuya forma ahora es igual a

ne(2,t) = Dngg(z,t) + pn(x,t) — wn?(x,t), con p y w constantes (1.21)

Como extensién del modelo de camino aletorio en una dimensién consideremos ahora el modelo en
dos dimensiones. Si el movimiento se asume completamente aleatorio y no es isotrépico, suponemos
ahora que la probabilidad de que un individuo se mueva a la derecha es igual a p, la probabilidad
de que se mueva a la izquierda es igual a ¢, la probabilidad de que se mueva arriba es igual a
r y la probabilidad de que se mueva abajo es igual a s (con p+ ¢+ r + s = 1 por axioma de
la probabilidad). Denotando por nfj (ver Figura 1.5) el tamafio de la poblacién en el punto i, j
después de k pasos, entonces la poblacién en el punto 7, j después del siguiente paso es la suma de

aquellos que permanecen sin moverse (1 —p—qg—r — s)nf j» 1os que llegan de los puntos adyacentes

k k k k k kN2 .
qniyr ; +png_g j +sni ;4 +rng g, los que nacen(y/o mueren) un;; y w (n”) la competencia
entre los individuos. Por lo tanto tenemos

k1 —

2
n; (lfpqurfs)nfyj +qnf+17j+pnf_17j +snﬁj+1 +rnf,j_1+,uniij fw(nk ) (1.22)

i,J
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k+2
Ty +2
st
i o,z R
k41 k42 k+2
i j+1 1,541 Tit1,j+1
st st rd s
78 g\ q ° p 76\ ‘E\ q ° p '\ q ° p =0
k k+1 k+1 k42 k+2 k+2
i i1, Mit1,j Mi—2j i Mito,j
r rd st ord
k41 k+2 k+2
Mig-1 o151 Niy1,-1
rd
k+2
Nij—2
t=k t=k+1 t=k+2

Fig. 2.9. Modelo de camino aleatorio en dos dimensiones para t =k, k+ 1, k + 2.

Si hacemos x = iAx, y = jAy y t = kAt, y suponemos que Az, Ay, At son suficientemente
pequenos, podemos reescribir la ecuacion (1.22) de la siguiente forma

n(z,y,t+At) —n(z,y,t) = (1—-p—q—7r—s)n(z,y,t)+qn(z+ Az,y,t) +pn(r — Az, y,t)
+sn(z,y + Ay, t) + ro(z,y — Ay, t) + n(w, y,t) + pn(e, y,t) — wn?(z,y,1)
= gqn(z+ Ax,y,t) + sn(z,y + Ay, t) — (p+ g+ 7+ s)n(x,y,t)
—|—pn(m - Al‘,y,t) + ’I"Tl(SC,y - Ay7t) + Wl(l”,yat) - wnz(x,y,t)
1
= §(p+Q){n(z+A$7yat) 72n(m,y,t)+n(mwa,y,t)}

_%(p — ){n(z + Az, y,t) —n(z — Az, y, 1)}

1
+§(T + s){n(x,y + Ayvt) - 2n(m,y,t) + n(xa Yy— Ayvt)}

_%(T - s){n(x,y + Ay7t) - n(xvy - Ayvt)} + Nn(xvy7t) - an(xv%E')Z?’)

donde n(z,t) determina la densidad de poblacién en la posicién (z,y) y en el tiempo t.

De la ecuacién (1.23) se observa que si n(z,y,t) es dos veces continuamente diferenciable en (x,y)
y en t, del desarrollo en serie de Taylor con respecto a = tenemos que

n(x,y,t + At) = n(z,y,t) + ne(z,y, ) At + O ((At)z) ,
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luego
n(z,y,t + At) — n(z,y,t) = ne(z,y, ) At + O((AL)?). (1.24)

Ademsés utilizando desarrollos en series de Taylor respecto a x,y en forma progresiva y en forma
regresiva observamos que

n(e + Ay, t) = n(e,p.8) + ng(ey. 0z + "2 EED (Agy2 4 O((ax)), (1.25)
n(e - Aryt) = nla,y.t) - ey, )0z + 200D (A2 - o((2a)?) (1.26)

restando (1.26) a (1.25) obtenemos

n(@+ Ax,y,t) — nl(z — Aw,y,t) = n (0, y,1)(202) + O(A2)?), (1.27)

y expandiendo de la misma forma con més términos

e+ O, 1) = (e, y,0) + oy, )0 + 0D (a2 g Mol BB (pyi o)),
(1.28)

n(x — Az, y,t) = n(z,y,t) — ng(x,y,t)Ax + w(&x)Q — M(Ax)?’ +O((Ax)h),

2 6
(1.29)
sumando (1.28) con (1.29) obtenemos
A 2
n(z + Az, y,t) — 2n(z,y,t) + n(z — Az, y,t) = nm(x,yét)( 2) +O((Ax)h). (1.30)
De igual forma respecto a y
Ay,t) = Ay + B @80 (2 oy 1.31
Nyy (2, Y, T
n(e.y - Ag.t) = nla.y.t) —my (e 00y + 20D (2 o(ag), @3
restando (1.32) a (1.31) obtenemos,

y expandiendo de la misma forma con mé&s términos

) 7t ) 7t
n(e,y+ Dy, 0) = n(a,9,0) 4yl 00y + EYD gy Pl BBD (5 oyt
(1.34)



10 CAPITULO 1. MODELACION MATEMATICA.

e,y — Ay 1) = (e, 1) — ny(a,y, 00y + 20T (p g2 T BB (4 o(ag)h),

0 (1.35)
sumando (1.34) con (1.35) obtenemos
Nyy (T 2
n(x,y + Ay, t) — 2n(z,y,t) + n(z,y — Ay, t) = v ,y,Qt)(Ay) +O0((Ly)h). (1.36)
Reemplazando (1.24), (1.27) y (1.36) en (1.23) obtenemos
ni(e, 5, OB+ O((BD?) = 30+ e, ,(B0)* = 30— nalwy,)2D)  (137)
FO((DT)) 4 3+ 8)myy (2,5, )(B9)” — 3 (r = s)ny (., 0)(2)

+O((Ay)4) + un(x, Y, t) - wn2($7 Y, t)'

Si tomamos limite cuando Az — 0, Ay — 0y At — 0, y ademéds suponemos que (p + q)Az?,
(p—q)Az, (r+s)Ay y (r — s)Ay decrecen con el mismo orden de magnitud de At, es decir, si

f prohs P08z
(ba,01)—(0,0) 24t T (A A —(0,0) 20 @
y (r+5)Ay? , (r —s)A\y? .
(Ay,A?)rL(O,o) 2\t Py (A%Altl){(o,o) AL — Uy existen,

donde D = /D2 + Df/ es el coeficiente de difusiéon que describe la rapidéz con que se dispersan
ciertos individuos y v = ,/vZ +vZ es el coeficiente de adveccién que describe la velocidad de

transporte, obtenemos
nt(x7 Y, t) = DVQWJ(QL‘, Y, t) - ”U(VTL(J}, Y, t))T(xv y) + ;m(x, Y, t) - an(x, Y, t)' (138)

Si en (1.38) consideramos un recorrido isotrépico el término advectivo desaparece y si ademas no
hay nacimientos y/o muertes, ni competencia la ecuacién se reduce a

n¢(z,t) = DV?n(z,t). (1.39)

Por lo tanto la propagacién espacial de una especie puede describirse bdsicamente por el siguiente
problema de valor inicial
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i (2,y) ,
n(z,y,0) = f(x,y) si (z,y) € R%, (1.40)
t

/n(m, y,t)dA = Ey si
R2

donde ng(z,y) es la densidad en el tiempo ¢t = 0, y Ey denota la poblacién total o masa (biolégica-
mente se denomina biomasa). Esta ecuaciéon diferencial modela un proceso de transporte de masa
por difusién el cual es conservativo.

Si en el modelo (1.38) no hay competencia entre los individuos ni adveccidn, la ecuacién del modelo
corresponde a la ley de Malthus, cuya forma ahora es igual a

ne(x,y,t) = DV?n(z,y,t) + pn(z,y,t), con p constante (1.41)

Ahora bien, si en el modelo (1.38) no hay adveccién entonces la tasa de crecimiento de la poblacién
se ve disminuida por el término wn?(x,t) y la ecuacién del modelo corresponde a la ley de Verhults,
cuya forma ahora es igual a

ne(x,y,t) = DV3n(z,y,t) + pn(z,y,t) — wn’(z,y,t), con u y w constantes (1.42)

1.3. Coeficiente de difusién no lineal.

En la seccién anterior, se presento la deducciéon de un modelo lineal, en el cual el coeficiente de
difusién es constante. Sin embargo, se ha comprobado que en algunas situaciones de movilidad
ecolégica de especies, el coeficiente de difusién puede depender de la densidad de la poblacién [27]
[10]. Hay diferentes manifestaciones de este fenémeno y diferentes enfoques de modelado para tener
en cuenta [42]. Aqui asumimos que la dependencia de la densidad de las especies puede ser descrita
adecuadamente por medio del coeficiente de difusién, nuestro objetivo en este trabajo es investigar
ahora cémo cambia la dindmica del sistema.

El coeficiente de difusién o difusividad de particulas es una medida que determina la rapidez con
que estas se dispersan de altas a bajas concentraciones, por lo tanto depende de la densidad y en el
caso que la propagacién espacial ocurra en un dominio de dos dimensiones ésta se mide en unidades
de longitud al cuadrado sobre tiempo. Se ha observado que en el caso de algunas especies a mayor
densidad de la poblacién, estos tienden a dispersarse, es decir el coeficiente de difusién es mayor
y cuando la densidad de individuos es menor estos tienden a agruparse con otros individuos para
aumentar la densidad y también el coeficiente de difusién [42], por lo tanto se ha considerado que
el coeficiente de difusién depende de la densidad de poblacién [21] y una buena aproximacién de
este fenomeno esta dado por la siguiente aproximacion

D(n(z,t)) = Dy (7”‘(”3“) (1.43)

No

Donde Dy es una constante de proporcionalidad del coeficiente de difusiéon, m > 0 constante de
adaptabilidad y ng denota un factor de escala de la densidad de la poblacién. En la Figura 1.5 se
considera el coeficiente de difusién no lineal D para diferentes valores de m.
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0.8+

0.6+

D(n)

044

0 T T T T 1
0 02 04 0.6 0.8 1

[—m=l —m=2 m=4 —— m=1/2 —— m=1/4]

Fig. 1.5. Coeficiente de difusién D(n(x,t))
param=1,1/2,1/4, 2 4.

Se observa que para una densidad n(z,t) en un instante ¢ y una posicién z fijos, si m < 1 mayor
es el coeficiente de difusién, lo que sugiere que los individuos tienen una mayor adaptabilidad al
medio y si m > 1 menor es el coeficiente de difusién, lo que sugiere que los individuos tienen una
menor adaptabilidad al medio, luego m es inversamente proporcional a la adaptabilidad al medio.
Por lo tanto la propagacién espacial de una especie puede describirse basicamente por el siguiente
problema de valor inicial

ng(z,t) = Do <(n(x’t))mnz(x,t)>m siz €R,t>0,

no
n(z,0) = f(x) siz eR, (1.44)
/deon sit,> 0.

R "o

Aligual que en el caso lineal, en este modelo podemos introducir los efectos de natalidad, mortalidad
y competencia entre individuos de la misma especie.
Para dos dimensiones el problema de valor inicial bésico queda igual a

nt(z,y,t) = DyV ((W)m V(z,y,t)) i(z,y) €R% t>0,
n(z,y,0 ( Y) ' si (z,y) € (1.45)
//" m Y8 g4 — g, sit>0

Y aqui tambien podemos introducir los efectos de natalidad, mortalidad y competencia entre indi-
viduos de la misma especie.



Capitulo 2

Soluciones analiticas.

Coémo se menciond en el capitulo anterior el modelo es méds interesante cuando el coeficiente de
difusién depende de la densidad de poblacién, por lo tanto el propdsito de este capitulo es resolver
el problema de valor inicial determinado por el modelo (1.26), inicialmente por simplicidad conside-
ramos el problema en una dimensién con constante de adaptabilidad lineal, luego lo consideramos
no lineal comprobando los resultados con algunos casos particulares; por iltimo se considera el
mismo problema en dos dimensiones aprovechando la simetria radial del problema, éste se reduce
al caso unidimensional y se comprueban los resultados con algunos casos particulares.

2.1. Problema de valor inicial en una dimension.

Para determinar una solucién del problema no lineal (1.26) en una dimensién, primero hacemos el

n(x,t)

siguiente cambio de variable u(z,t) = entonces n(z,t) = u(x,t)ng derivando a n una vez

respecto a t y dos veces respecto a & obtenemos.
ne(z,t) = nout(x,t) ¥y nge(z,t) = notgs(x,t) (2.1)
Reemplazando (2.1) en el modelo (1.23) obtenemos
u(z,t) = Do (u™(x, t)uz (2, 1)), (2.2)

Puesto que la poblacién total es constante

/ u(z,t)dr = Ey > 0, con Ey constante, (2.3)
R

. . . . . * 2 I
podemos ver que a partir de las condiciones de invarianza de u respecto a la transformacién £ = 5
donde a, 8 son constantes y considerando 6(£) > 0 una funcién continua simétrica con condiciones
de frontera 6(co) = 6(—o0) = 0, pues a distancias muy lejanas 6 tiende a cero, por el método de
autosimilaridad (Apendice B) la solucién es similar a s{ misma si su configuracién espacial sigue
siendo similar en todo momento durante la evolucién, esto se debe a los fenomenos de escalamiento,

entonces

13
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uTﬂ(m, t) — tTTL(XQO’(é—)'

Reemplazando (2.4) en (2.2) obtenemos

up(w,t) = at*7O(E) + 10 (€)E,,
= at® (&) + 170 (&) (x) (—=B)t P,
= at* o) - pt 195(5)*
= at“ 7o) - ptoe
3

(€ e (€,
= 71 (af(8) — BO(€)¢) -

Como

Uy (z,t) = 199 ()t y u™(z, t)u, = t™0
u™ (@, t)ug (2, 1) = TG (€)

Ahora derivando respecto a z la ecuacién (2.6) obtenemos

e ), = D (R i+l )

= I8 (™ (OOZ(€) + 07 (€)0¢e (€))
_ tu(m-‘rl)—Q/B (Gm(f)eg(f))g s

por lo tanto

171 (ab(€) — Be(€)) = Dot TV (0™(£)0¢ (€)), -

Haciendo o — 1 = a(m + 1) — 23 se cancela el tiempo ¢t y (2.6) queda igual a

ab(€) — BO()E = Do (67(€)0¢ (€)) -

Ademas utilizando la identidad

/Ru(x,t)dx /Zt“@( )dx

= gotd / T 0(e) de,

(2.4)

(2.6)
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y asumiendo que 6 es integrable en R, por la condicién (2.3) a + 8 = 0. Luego a = —f y
a—1=a(m+ 1)+ 2a. De lo cual o = 2 Z g = a2 Y la solucién u(x,t) en térmi-
nos de la funcién 6 es u(x,t) = t=/™+20(¢), € = T

El siguiente paso es determinar la funcién 6, para ello reemplazamos los valores de a 'y 8 en (2.9)
y por lo cual la funcién 6 que satisface la ecuacién cuasilineal eliptica

Do (0™ (06(€)e + — 5066 + ——0(6) = . (210)
La ecuacién (2.10) es equivalente a
m 1 J—
(Dutmer0ete) + m+2<e<s>s>)5 —0conteR (2.11)

A continuacién se resuelve la ecuacién (2.11) considerando los casos m = 0 (lineal) y m > 0 (no
lineal). Luego analizaremos las propiedades que cumple esta solucién respecto a el coeficiente de
difusién, a el soporte, a la velocidad de difusién, a la masa y la densidad de poblacién, entre otras
propiedades.

2.1.1. Solucién caso lineal (m=0).

Haciendo m = 0 en (2.11) la ecuacién queda igual a

<D095(§) + ;(9(5)5))§ =0 confeR (2.12)

luego
Dbe(6) + 3 (B(€)) = ¢, c€ R

Por propiedades de la funcién 6, podemos ver que si §(§) — 0, para cualquier valor finito de ¢, la
constante de integraciéon debe anularse (Si & = 0, 0¢(£) = 0 pues 6 posee un maximo en £ =0y

para algun £ = &, 511'1151 6(¢) =0)
—So

Dufe(€) + 30()¢ = 0

la cual se resuelve por el método de separacion de variables considerando la condicién inicial £ = 0
y 0¢(0) =0,
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df 1
Dogg = 5k
df 1
[Poag = [ -ae
52
§2
ln(O(f)) - _ﬁ + C
£2
0(6) = Ce 4Do para C € R
Como la masa se conserva, tenemos que
52
Eo :/ 0(¢)de :/ Ce 4Dot ¢ = C\/ax D,
entonces
52
o= B0 ey = Lo TiDgt,

JarD, Y NZTI

Por lo tanto la solucién es (vease grafica de la solucién en Figura 2.1)

72

¢ 4Dot (2.13)

[—=2—=1 =3 —— =4]

Fig. 2.1. Densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dg=2,t=1,2,3,4.
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De la Figura 2.1. se observa que la solucién de la férmula 2.13 tiene soporte de la densidad infinito
y que a medida que ¢ aumenta la amplitud de las curvas disminuyen, ademds es claro que debido a
las condiciones iniciales y a la solucién de la ecuacién, se tiene que se conserva la masa, o sea para
2
T

o e_ 4Dot g = Ey

vV 47TDOt
Conocida la solucién del problema (2.12), estudiaremos las diferentes propiedades de esta y su
comportamiento con relacién a el coeficiente de difusion el cual se muestra en la Figura 2.2.

oo
cualquier Dy y cualquier tiempo ¢, /
— 00

3 10 -10 -3 0 3 10

[—rl——t4 =2 —— =3 [—t—rt =2 —— =]

Fig. 2.2. Densidad de poblacién en una dimensién para Fg =1, Dy =1,3,t =1,2,3,4.

La férmula 2.13 muestra que a medida que Dy aumenta, la amplitud de las curvas disminuyen y
visceversa, para los mismos tiempos, esto se ilustra en la Figura 2.2. comparada con la Figura 2.1.

Fig. 2.3. Densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dy =2, -4<2x<4y0<t<1.
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La Figura 2.3. corresponde a la gréfica del campo escalar u(z,t) de la férmula 2.13, se puede ver
que las curvas de la Figura 2.1. corresponden a algunas secciones tranversales de la grafica de u(z,t)
para —4 < z < 4. Vemos que cuando ¢t — 07 la solucién tiende a concentrar la densidad alrededor
del origen.

2.1.2. Solucién caso no lineal (m>0).

Consideremos ahora m > 0 en (2.11), luego

Do0™(£)0¢(€) + %4_29(5) E=c¢,cER.

De la misma forma que en el caso lineal

1
Dy0™(£)0 —0(&)-£=0
0™ (E0e() + ——50(6) €
la cual se resuelve por el método de separacién de variables, y de la misma forma como se considero
en el caso lineal (8(§) — 0, para £ = 0, 6¢(£) = 0 pues 6 posee un maximo en { = 0 y para algun

5 = 507 Eligéloom(g) = O)a

D" O0e(E) = — e,
D™ 1 (€)dod = —%Hﬁdé,
J e
%’"(g) - _2m1+ it
0O = iy @€ (214)
Denotando
- (oasn)
entonces

@ -)Y" s <e
/) {0<0 U nEse

Por lo tanto la solucién es de la forma

p ) m 1/m ) 22 1/m .
=1/ (m+2 _ ] < Eotmiz
e, t) = <D0(2m+4)) ( 0 tmiz> St el < Gt (2.15)

0 si|z| > fotﬁ
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La solucion muestra que la dispérsion es finita en espacio z lo cual garantiza que el soporte es finito
y que fuera del soporte la poblacién es cero, ademas vemos que la solucién no es diferenciable en el
frente de onda.

Para hallar la constante £, utilizamos el hecho que la masa se debe conservar (2.3), entonces

Bo= [ 0;9<£>d5,

& .
= o[ G- ae

0

o 1/m
= 2k52/’"/ <1 = 5) de,
0 £
realizando la sustitucién
52 28
B = 72, df
o €o

tenemos que

Bo= [ T oe)e,

m m 50
= ke / - S0 g,
- S,

1
= k£2/m/( — )M Py,
0

k§2/m+1 <;> r (7711 n 1)

- ke ("11 > (2.16)

1 3
(=42
(w+2)
Luego despejando &, obtenemos que

o (P s (21

m/(2+m)

m m 2
(£
T m

donde I denota la funcién gamma (Apendice A). Ver grafica de la solucién en la Figura 2.4.

§o =
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0.6

(.
[}
=

-1

[—i=1—i=5—t=10 t=15]
Fig. 2.4. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy =1,
Dy=2conm=3,t=1,5, 10, 15.

Las gréficas de la férmula 2.15 muestran que el soporte de la densidad es finito y corresponde a el
intervalo [—fotﬁ+2 , fotﬁ”} , v que a medida que t aumenta la amplitud de las curvas disminuyen,

ademds es claro que de las condiciones iniciales y la solucién de la ecuacién, se tiene que se conserva
la masa.

Ya conocida la solucién del problema (2.11 para m > 0), en lo que sigue, estudiaremos las diferentes
propiedades de esta y su comportamiento con relacién al pardmetro m. La siguiente tabla registra
los datos de las graficas mostradas en la figura 2.4. se puede ver que el soporte de la densidad es
finito y que a medida que ¢ aumenta la longitud del soporte aumenta, la amplitud de las curvas de
la solucién disminuyen, la velocidad de difusién disminuye y la densidad de poblacién se conserva.

t Soporte Amplitud  Velocidad [, p(x,t)dx
0 [0,0] 1 0 1
1 [-1,069524,1,069524]  0,555679  1,069524 1
5 [—1,475652,1,475652]  0,402745  0,295131 1
10 [-1,695081,1,695081]  0,350610  0,169508 1
15 [-1,838267,1,838267]  0,323300 0,122551 1

Tabla 2.1. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dy =2, m=3,t=1, 5, 10, 15.

La solucién no lineal tiene mejor sentido biolégico, ya que la solucién en el caso lineal por ser el
soporte de la densidad infinito supone que habrian individuos muy lejos del origen en un instante
de tiempo pequeno y que el espacio se invade completamente, lo cual no es cierto pues la velocidad
de difusion es finita y ademads el espacio no se va a llenar en ninguin tiempo.

Las siguientes graficas y tablas muestran la evolucién de la densidad de la poblacién a partir
del soporte (mdxima distancia recorrida a la izquierda o a la derecha), la amplitud (u(0,t)) y la
velocidad de difusién (distancia recorrida a la izquierda o a la derecha en el tiempo).
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Inicialmente modifiquemos m en la funcién de difusién D, considerando el mismo Dy = 2, la misma
masa Fy =1y los mismos tiempos ¢t = 1, 5, 10, 15.

A

[=—t=l=—t=5 =——i=10 1=15]

Fig. 2.5. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy =1,
Dy=2 m=2t=1,5,10, 15.

t Soporte Amplitud  Velocidad [, p(x,t)dx
0 [0,0] 1 0 1
1 [-1,341877,1,341877]  0,474425  1,341877 1
5 [—2,006573,2,006573]  0,317267  0,401314 1
10 [-2,386231,2,386231]  0,266789  0,238623 1
15 [-2,640799,2,640799]  0,241071 0,176053 1

Tabla 2.2. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dg =2, m=2,t=1, 5, 10, 15.

0.7

)

T 1
1 2

[—iz=1—t=5s—t=10 t=15]

Fig. 2.6. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy =1,
Dy=2, m=4,t=1,5, 10, 15.
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t Soporte Amplitud  Velocidad [, p(x,t)dx
0 [0, 0] 1 0 1
1 [-0,928948,0,928948] 0,615826  0,928948 1
5 [-1,214748,1,214748]  0,470937  0,242950 1
10 [-1,363509,1,363509]  0,419557 0,136351 1
15 [-1,458836,1,458836]  0,392141 0,097256 1

Tabla 2.3. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dg =2, m=4,t=1, 5, 10, 15.

Vemos que cuando disminuimos m la longitud del soporte aumenta, la amplitud de las curvas
disminuyen y la velocidad de difusién aumenta; pero cuando aumentamos m la longitud del soporte
disminuye, la amplitud de las curvas aumentan y la velocidad de difusién disminuye. La Figura 2.7.
muestra el consolidado de la evolucién de la densidad de poblacién respecto a estos pardmetros,
para diferentes tiempos y diferentes constantes de adaptabilidad.

Evolucién de la densidad de poblacién Evolucién de la densidad de poblacién Evolucién de la densidad de poblacion
respecto a el soporte. respecto a la amplitud. respecto a la velocidad de difusion.
3,000000 1,200000 1,600000
2,500000 1,000000 1.400000 N

120000
/AN

2,000000 0,800000
—m=3 —m=3 | LODDOOO N —m=3
1,500000 0.600000 0,800000 1—ff—>
—m=2 —m=2 \ —mz2
0,600000 f———>
0,400000 — N :

1.000000 m=2 m=4 m=a
0,400000

0,200000

0,500000 0,200000

0,000000 0,000000 0,000000
0 2 e 6 8 10 12 14 16 o 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Fig. 2.7. Evolucién de la densidad de poblacién respecto al soporte, la amplitud y la velocidad
de difusién, en una dimensién para Fg =1, Do =2, m =2,3,4,t =1, 5, 10, 15.

Modifiquemos ahora Dy y conservemos todos los demas datos, lo cual se ilustra en las graficas 2.8.
y 2.9., y en las tablas 2.4. y 2.5.

=
(%

-2 -1
X

[—t=l=—t=5—1=10 t=15]

Fig. 2.8. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy =1,
Dy=15 m=3,t=1, 5,10, 15.
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t Soporte Amplitud  Velocidad [, p(x,t)dx
0 [0, 0] 1 0 1
1 [-1,009724,1,009724] 0,588588 1,009724 1
5 [-1,393146,1,393146]  0,426597  0,278629 1
10 [-1,600304,1,600304] 0,371374 0,160030 1
15 [—1,735485,1,735485]  0,342447 0,115699 1

Tabla 2.4. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dy =15, m=3,t=1, 5, 10, 15.

0.6+

!

[—i=1—i=5—t=10 t=15]

Fig. 2.9. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy =1,
Dy=25 m=3,t=1,5,10, 15.

t Soporte Amplitud  Velocidad fR w(x, t)dx
0 [0, 0] 1 0 1
1 [-1,118336,1,118336] 0,531425 1,118336 1
5 [-1,543002,1,543002]  0,381660  0,308600 1
10 [—1,772443,1,772443]  0,335307  0,177244 1
15 [-1,922165,1,922165] 0,309189 0,128144 1

Tabla 2.5. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dy =25, m=3,t=1, 5, 10, 15.

Vemos que si Dy disminuye la longitud del soporte disminuye, la amplitud de las curvas aumentan y
la velocidad de difusién disminuye; si Dy aumenta la longitud del soporte aumenta, la amplitud de
las curvas disminuyen y la velocidad de difusién aumenta. La Figura 2.10. muestra el consolidado
de la evolucién de la densidad de poblacién respecto a estos pardmetros, para diferentes tiempos y
diferentes constantes de proporcionalidad del coeficiente de difusion.
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Evolucién de la densidad de poblacion Evolucién de la densidad de poblacién Evolucién de la densidad de poblacién
respecto al soporte. respecto a la amplitud. respecto a la velocidad de difusién.
2,500000 1,200000 | 1200000
2,000000 1,000000 - 1,000000 I\\\
0800000 0800000
1,500000 —Do-15 \ —toz1s / \ —Do-15
/ —0o2 0,600000 ——po-p | 000000 {f o2
1,000000 \ h | \
/ Do=25 | 0400000 Do=25 | 0400000 T Doz25
0500000 0200000 0,200000 %
0,000000 “ 0,000000 0,000000
[} H 10 15 20 o 5 10 1s 20 o 5 10 15 20

Fig. 2.10. Evolucién de la densidad de poblacién respecto al soporte, la amplitud y la velocidad
de difusién, en una dimensién para Fy =1, Dy =1.5, 2, 2.5, m=3,t =1, 5, 10, 15.

2.2. Problema de valor inicial en dos dimensiones.
En general la colonizacién de nuevos hébitats por una poblacién se realiza en el espacio bidimen-

sional o tridimensional. Para ello consideremos el problema (1.40) donde la densidad de poblacién
es n(z,y,t) en el plano zy tal que

t
/ /Mdyda: = Ey > 0. (2.17)
R2 ng
Ahora, sea
t
u(x7 y’ t) = n(x’ y, )7
No

luego n¢(z, y,t) = noue(z, y,t) v Naw(®,y,1) = nots (2, y, 1), nyy(mv y,t) = n()uyy(xv y,t) entonces

RPN (LT G

no

Por lo tanto

ut(x,yvt) = DoV - (um(m’yvt) (um(xayat)vuy(mvyat)))v t >0, (xay) S R2- (218)

Nuevamente utilizando el método de autosimilaridad realizamos el siguiente cambio de variables

u(e,y,t) = 1°0(60,6).6 = 50,6 = 15 (2.19)

donde a y 8 son constantes, 6(£;,&,) > 0 es una funcién continua y u™(z,y,t) = t"*0™ (£, £,).

Sustituyendo (2.19) en (2.18) obtenemos que las derivadas de primer orden respecto a ¢,  estan
dadas por
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Ut(%yat) = ata_19(§17§2) + ¢~ 951(51752) (fl)t + ta9€2 (51752) (fz)t ,
= at®M0(£,6) + 1706, (1, 8) () (=BT + 170, (€1, &) (W) (=B)E 7,
= at0(81,6) — B0, (€0, 62) 75 — BT 0, (61, 62) 5
= O‘taila(flafz) — Bt 1951(51752)5 5156!71952@1,52)52;
= 17 (ab(&1,8) — B (0e, (€1, 62081 +0¢,(£1.£2)E2)) - (2.20)
COHIO Ux(m7y7t) = taafl (51352)t7ﬁ y uy(xaya t) = ta9§2 (51752)t7ﬁ7
entonces
V’LL = (um(x7y,t)7uy(x7y,t)),
= (ta0§1 (51,52)157@’1504052 (51362)t76) y
= ta_ﬁ (651 (51752)’952 (51)52)) .
Luego
um(m, y7t)vu(m7y7t) = tmaJra ﬁem(§1’§2) (051 (§1a£2) 952 (51752)) )
= DTG (EL,€5) (0e, (61,60), Oe, (61, 60)) (2.21)
Yy
Ve (w™ (@, y, ) Vu(z,y,t)) = (u™(@,y,0)Vu(z,y,t))e + @™ (@,y,0)Vu(z,y,1), T,
= 1B (0784, €006, (€1,62)) ¢, + (07 (61,6006, (€1, 62)). )

1
= ta(m+1)—ﬁ(m0m—1(£1752)951(51,52) + Qm(§1,§2)051§1 (§1a§2)t73a

(6 60)0ey (€1, 62) + 07 (61,605, (61,E2) )
= P06, 6) (0, (60,62) 06, (61, E2))
(61 2) 5 (e, (61 62) + B, (60,62)))
= Y (g7 (6 6) V06, 6).
Por lo tanto
17 (@B(64,E2) — (0, (61,62)6 + e, (€1, E)E)) = Dot V(O™ (61, £)VOE,, €2)) (22)

haciendo a—1=a(m+1) — 28 se cancela el tiempo ¢ y (2.22) queda igual a
040(51752) - /3(951(51’52)51 + 962 (51752)52) = DoV - (em(fla§2)va(§17§2))-

Ademas utilizando la identidad
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/R2/u(x,y,t)dydx = / / 0 tﬁ tﬁ dydzx
= o [ [ o660 deste,

y asumiendo que 6 es integrable en R? por (2.17), tenemos que o + 23 = 0. Luego obtenemos de

a=-28ya—-1=a(m+1)+aquea= by y 5= T esto permite obtener la solucién
deseada
w(z,y,t) = ™9, €,), con €] = o £y = — 0 (2.23)
'Y, - 1,62/ 1*t1/2m+23 2*t1/2m+2 .

entonces se deduce de (2.22) que la funcién 6 > 0 satisface la ecuacién cuasilineal eliptica

(0, (€1, 62)&E1 + 06, (£1,62)8) + L (51,52) =0, €R?
(2.24)

D0V5(0m(§1,§2)-V§9(§1,§2)) 2 )

con condicién

/_ /_ 0 (&1,€2) d€odéy = Eo (2.25)

Suponemos que no hay direcciones preferidas para el flujo de poblacién o més precisamente que
el movimiento de los individuos es isotrépico, la densidad de poblacién se expande alrededor del
origen en forma circular, luego la funcién 6 es radialmente simétrica, entonces esta depende de una

sola coordenada 7, con
n=¢ =4/ +& >0en R

Por lo cual transformamos la ecuacién (2.24) en coordenadas polares. En efecto

Ve = (97;7751’97;7752)7

97] 51 97] 52
Vere eré

2 2
(V) (61.6,) = 0,072

= '97]777
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asi como
m ml
Vg(@ Vg@) = vf (9 ;en ’ (51@2)) >

em
= vf (nen : (61752)> )

o™ o™
0 (n%> 0 (ﬁnf?)

= —+ s
98, 3

= <9mangl> +<0man52> ,
/e, /e,

2 2 2
_ m—1,2 51 m 51 m 52
= mb v, <77 ) +0"0,, (77 > +6 9,7—773/2 ,

(00N (&N 9% (&,\P 00 &
0m 1 YV 52 9’” g 52 9m YYOS1
o <3n> <n> * 8772(77) * o n3/2’

2 2 2 2 2 2
m—1,2 §1 + 52 m 51 + 52 m fl + §2
= mf 9,7(772 >+9 e,m( e R e T

90\’ 920 00 1
_ m—1  Y¥ m<Y Y mYY -
= méb (377) + 6 8172+0 ann’

1 m— m m
— E(nmem 02 4+ 10" 0,y + 070,

1
= (n6™0,,),, - (2.26)

Luego la ecuacién (2.24) en coordenadas polares tiene la forma

Dy
0™o,
” ( )

1
O + ——0=0. (2.27)

1
’7+2m+2 +1

Multiplicando la ecuacién (2.27) por 7 obtenemos

1
m 2 _

om 427"

Por propiedades de la derivada el anterior resultado es equivalente a

Do (n0™0y), + (01%)y =0, n>0

2m + 2

luego

Don™0,, + (0n*) = ¢, c € R2.

2m + 2
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Por propiedades de la funcién 6, podemos ver que 6(n) — 0, para 1 = 0, 0¢(n) = 0 pues 6 posee un
méximo en n = 0 y para algun n = 1, 5h’Ir&l 0(n)=0
—So

Donﬁmﬁn +

T3 (0 = 0,1 > 0.676,(0) = 0.

Usando el método de separacién de variables, tenemos

1
D™ 00 = — 3310
1
/Doem*% = /2m+2nan,
D™ _ __m
m  4dm4+4
Doem o ]. 2 2
“m T dmamm),
m
o) = wl——-—m2—1n2), n>0.
0 = Doy (B 12
Denotando
1/m
k=
Do 4m+4)> ’
k(2 —m)Y™ sinl <y ,
0 si |n| > ng
la solucién es de la forma
1/m 2 1/m
4—1/(m+1) <m> (2_ U > < g
u(n,t) = Do(4m + 4) o~ 511 < & o (2.28)
0 sin > Eytm+e

Para hallar la constante 7, utilizamos la condicién (2.17) y el jacobiano de la transformacién, que
es igual a n entonces

Eq

[ [eue
]RZ
27
/ / 1/mndndb’
N 2\ 1/m
27716/ g™ (1—772> ndn
0 Mo
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realizando la sustitucién

2

n 2n

p=-—5ydp=—d

Uk} o

entonces la integral queda igual a
n 2\ 1/m
Ey, = 27rk/ ng/m (1 772> ndn
0 Mo
1

o
ok 2/m~+2

Mo
r(
m

Finalmente, despejando 7, y reemplazando k obtenemos que

m/(243m)

1
Eq I ( + 2)
m

m 1/m 1
—_— I'i—+1
“(mnrs) TG

Mo

Ver grafica de la solucién para algunos valores de los parametros en la Figura 2.11.
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Fig. 2.11. Evolucién de la densidad
de poblacién en dos dimensiones para
Ey=1,Dy=2, m=3,t=1,5,10, 15.

Las gréficas de la solucién muestran que el soporte de la densidad es finito y corresponde a las
bolas cerradas de radio n = fotm%r?, y que a medida que ¢t aumenta, el radio de las bolas aumenta,
la amplitud de las superficies disminuyen, ademads es claro que de las condiciones iniciales y de la
solucién de la ecuacidn, se tiene que se conserva la masa.

Ya conocida la solucién del problema (2.27), en lo que sigue, estudiaremos las diferentes propiedades
de esta y su comportamiento con relacién al pardmetro m. Esta solucién tiene mejor sentido biolégico
que el caso unidimensional con coeficiente de difusién dependiendo de la densidad, debido a que el
movimiento de los individuos no se realiza en una dimensién.

La siguiente tabla registra los datos de las graficas mostradas en figura 2.11. a partir del soporte
(méxima distancia recorrida alrededor), la amplitud (u(0,0,t)) y la velocidad de difusién (distancia
radial recorrida en el tiempo), igual que en una dimensién se puede ver que el soporte es finito y
que a medida que t aumenta el drea del soporte aumenta, la amplitud de las superficies disminuye,
la velocidad de difusién disminuye y la densidad de poblacién se conserva.

t radion Amplitud Velocidad  [5, u(x,y,t)dydx
0 0 1 0 1
1 0974820 0,446622  0,974820 1
1
1
1

5 1,192053 0,298674  0,238411
10 1,299943 0,251154  0,129994
15 1,367527  0,226943  0,091168
Tabla 2.6. Evolucién de la densidad de poblaciéon en dos dimensiones
para Eg =1, Dy =2, m=3,t=1, 5, 10, 15.

Modifiquemos m en el coeficiente de difusiéon D, considerando el mismo Dy = 2, la misma masa
Ey =1 y los mismos tiempos ¢t = 1, 5, 10, 15.
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Fig. 2.12. Evolucién de la densidad de
poblacién en dos dimensiones para
Ey=1,Dy=2,m=2t=1,5,10, 15.

La siguiente tabla registra los datos de las graficas mostradas en figura 2.12.

t radion  Amplitud Velocidad fR2 u(z,y,t)dydzr

0 0 1 0 1
1 1,182617 0,341392 1,182617
5 1,646461 0,199647  0,309292
10 1,735844  0,158460  0,173584
15 1,857202 0,138428  0,123813 1

Tabla 2.7. Evolucién de la densidad de poblacién en dos dimensiones

para g =1, Dy =2, m=2t=1,5, 10, 15.

—_ = =

Fig. 2.13. Evolucién de la densidad de
poblacién en dos dimensiones para
Ey=1,Dy=2, m=4,t=1,5,10, 15.
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La siguiente tabla registra los datos de las graficas mostradas en figura 2.13.

t  radion Amplitud Velocidad  [o, u(z,y,t)dydx
0 0 1 0 1
1 0870771 0,524749  0,870771
5 1,022824 0,380328  0,204565
10 1,096236  0,331095  0,109624
15 1,141598 0,305305  0,076107
Tabla 2.8. Evolucién de la densidad de poblaciéon en dos dimensiones
para Eg =1, Dy =2, m=4,t=1, 5, 10, 15.

—_ = = =

Podemos ver que cuando disminuimos m el drea del soporte aumenta, la amplitud de las superficies
disminuyen y la velocidad de difusién aumenta; cuando aumentamos m el drea del soporte dismin-
uye, la amplitud de las superficies aumentan y la velocidad de difusién disminuye. La Figura 2.14.
muestra el consolidado de la evolucién de la densidad de poblacién respecto a estos pardmetros,
para diferentes tiempos y diferentes constantes de adaptabilidad.

Evolucién de la densidad de poblacién Evoluci6n de la densidad de poblacién

Evolucién de la densidad de poblacién
respecto a la amplitud. respecto a la velocidad de difusién.

respecto al soporte.
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1,500000 800000
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Fig. 2.14. Evolucién de la densidad de poblacién respecto al soporte, la amplitud y la velocidad
de difusién, en dos dimensiones para Fog =1, Dy =2, m = 2,3,4,t =1, 5, 10, 15.

Ahora modifiquemos Dy, considerando el mismo m = 3, la misma masa Ey = 1 y los mismos
tiempos t =1, 5, 10, 15.

Fig. 2.15. Evolucién de la densidad de
poblacién en dos dimensiones para
Ey=1,Dy=15 m=3,t=1,5, 10, 15.
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La siguiente tabla registra los datos de las graficas mostradas en figura 2.15.

t | radion | Amplitud | Velocidad | [o,u(zx,y,t)dydz
0 0 1 0 1
1 | 0,940388 | 0,479926 0,940388 1
5 | 1,149948 | 0,320946 0,229590 1
10 | 1,254028 | 0,269882 0,125403 1
15 | 1,319224 | 0,243866 0,087948 1

Tabla 2.9. Evolucién de la densidad de poblaciéon en dos dimensiones
para Eg =1, Dy =15, m=3,t=1, 5, 10, 15.

Fig. 2.16. Evolucién de la densidad de
poblacién en dos dimensiones para
Ey=1,Dy=25 m=3,t=15,10, 15.

La siguiente tabla registra los datos de las graficas mostradas en figura 2.16.

t | radion | Amplitud | Velocidad | [5. u(x,y,t)dydx
0 0 1 0 1
1 | 1,002393 | 0,422389 | 1,002393 1
5 | 1,225771 | 0,282469 0,245154 1
10 | 1,336713 | 0,237527 | 0,133671 1
15 | 1,406208 | 0,214630 | 0,093747 1

Tabla 2.10. Evolucién de la densidad de poblacién en dos dimensiones
para Fg =1, Dy =25, m=3,t=1, 5, 10, 15.

Vemos que si Dy disminuye el drea del soporte disminuye, la amplitud de las superficies aumentan
y la velocidad de difusién disminuye; si Dy aumenta el drea del soporte aumenta, la amplitud de las
superficies disminuyen y la velocidad de difusién aumenta. La Figura 2.17. muestra el consolidado
de la evolucién de la densidad de poblacién respecto a estos pardmetros, para diferentes tiempos y
diferentes constantes de proporcionalidad del coeficiente de difusion.
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Evolucién de la densidad de poblacién
respecto al soporte.
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Evolucion de la densidad de poblacién
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Fig. 2.17. Evolucién de la densidad de poblacién respecto al soporte, la amplitud y la velocidad
de difusién, en dos dimensiones para FEg = 1, Dy =1.5, 2, 2.5, m =3, t =1, 5, 10, 15.




Capitulo 3

Solucion de la ecuacion de difusion
con variaciones.

La dindmica de una poblacién es su desarrollo en el tiempo y en el espacio, y estd determinada por
otros factores que actian en el organismo, en la poblacién y en el medio ambiente. En este capitulo
introduciremos al modelo (1.19) el crecimiento exponencial dado por los factores de natalidad y
mortalidad, y consideraremos el transporte de la poblacién cuando también ocurre el fenomeno de
adveccion.

3.1. Solucién con crecimiento exponencial.

Introduciendo a la ecuacién del modelo (1.23) los efectos de natalidad o mortalidad la ecuacién
queda igual a:

ny(x,t) = Do ((n(xt)>m nr(x,t))m + pn(z,t) (3.1)

No

en caso que se solo se presente natalidad consideramos p > 0 y en caso que solo se presente
mortalidad consideramos p < 0.

Con el fin de resolver esta ecuacién, observemos que si el fenémeno de difusién fuese despreciable,
la ecuacion (3.1) viene a describir un crecimiento exponencial de la poblacién en el tiempo. Esto
nos motiva a suponer que la solucién es de la forma u(z,t) = e**p(x,t) para una funcién p
entonces

wi(,t) = pertp(w,t) + ep,(w1) ¥ uy(a,t) = erp, (a, )
luego

u™ (z, ug(z,t) = ™" (z,t)eM p, ()
ettt g™ (1 1) p, (0, 1) (3.2)

y derivando respecto a x la ecuacién (3.2) obtenemos

35
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(W™ (@, ug (2, 1)), = ™ (0™ (@, 1) p, (2, 1)), (3.3)
reemplazando (3.3) en (2.2) con crecimiento exponencial dado por el término pn(zx,t) obtenemos
et p(a,t) + e py(a,t) = Doe!™ 1 (p™ (2, t)p, (2, 1)), + pep(a, ), (3.4)
simplificando tenemos que

e " py(x,t) = Do (p" (w,1)p, (@, 1)), - (3.5)

dr
Entonces definimos una nueva variable tiempo 7(t) tal que i e y utilizando separacién de

1 1
variables con 7(0) =0 7 = —e#™" — — y reemplazando en (3.5) obtenemos
wm m

pu(1) = Do (0™ (2, )y (1)), (3.6)
Utilizando las soluciones de autosimilaridad p(x,7) = 77%0(¢), ¢ = % donde k, 3 son constantes
T

y 6(¢) > 0 es una funcién continua, entonces

pla,t) = —kr"10(C

po(zt) = 7F0:(C)C,,

= 775P9.(0), (3.8)

luego

P @ py(a,t) = TR (O 0(C),
= AT (0 (0). (3.9)

Derivando con respecto a x la ecuacién (3.9) obtenemos
e . TR 1
T ] (O G RN GE

TTIRRE28 (gL (O02(C) + 0™(C)0ec (€))
—mk—k—23 (0™($)0(0)), (3.10)
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y reemplazando (3.7) y (3.9) en (3.6) obtenemos que

—7 T (RO(C) + B0 (0)6) = Dor ™™ (0™ ()¢ (C)), (3.11)

haciendo

k—1=—mk—k—283
se cancela 7 en (3.11) y la ecuacién (3.10) se reduce a

—k0(C) + B0:(¢)¢ = Dy (am(C)eC(O)g

la cual por propiedades de la derivada es equivalente a

Do (0™(0)0¢(C)) ¢ + (kO(C)¢)¢ = 0. (3.12)
Tomando =k = L 5 Y utilizando propiedades de la derivada, entonces (3.12) se puede escribir
como m+
1
Dyod™ —_— =
(o (@000 + g0) =0
luego

Do (0c(C) + ——50(C)C = ¢, c € R

Por propiedades de la derivada la anterior ecuacién es equivalente a

DU ()06(0) + ———0()¢ =0, (3.13)

la cual se resuelve por separacién de variables, y de la misma forma como en el caso sin tasa
intrinsica consideramos ¢ =0, 6.(¢) =0y 0™(¢y) =0,

D" = ——cd
/Doemfl(ode = - m;—kQCdC
Do) 1,

m o 72m+4< te
= ez

2m +4
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luego

(G6=¢) silcd=co

mf_m
wo=! Voamsa
0 si ¢ > (o

u(z,t) et p(x,7),

— eutT—l/(m-‘rQ)e(C)'

Por lo tanto la solucién es de la forma

TV 29y 0/ (ma2 : 1/(m+2)
w(z, 1) = etr=1/(m+2) \/Do(2m+4) (Co —a?/r2/(m+®) s fa] < Cor

(3.14)
0 si |z > ¢rt/(mt2)
donde
m/(2+m
Do(2m+4\Y™ (1 3 [z
Ey| —————= 'i—+-
m m 2 1 . 1
Co= y or=——ermt . —
wm wm

\/EF(;L—i—l)

que se determina de la misma forma cémo se hallo &, en la seccién (2.1.2).
Ver gréfica de la solucién en la Figura 3.1.

r T T T T 1
-6 -4 -2 0 2 4 6

[=——t=] =——t=5 ——1=10 1=15]

Fig. 3.1. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy = 1,
Dy =2, m=3, u=0.15,1t=1,5, 10, 15.
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De la Figura 3.1. se puede ver que las curvas de la solucién muestran que el soporte de la densidad
es finito y corresponde a el intervalo [—COTl/(m+2), COTl/(m+2)] y la amplitud de las curvas de la
solucién es ert7—1/(m+2) 15 cual aumenta a medida que aumenta ¢, ademds es claro que de las
condiciones iniciales y la solucién de la ecuacién, se tiene que la masa aumenta.

Ya conocida la solucién del problema (3.1) para p > 0, en lo que sigue, estudiaremos las diferentes
propiedades de esta y su comportamiento con relacién al pardmetro m. La siguiente tabla registra
los datos de las gréaficas mostradas en la figura 3.1. se puede ver que el soporte es finito y que a
medida que transcurre el tiempo ¢ la longitud del soporte aumenta, la amplitud de las curvas de la
solucién aumenta, la velocidad de difusién aumenta y la densidad de poblacién aumenta. Es decir,
la poblacién cada vez ocupa més espacio, a medida que esta va creciendo.

t Soporte Amplitud  Velocidad [, u(z,t)dx
0 [0,0] 1 0 1
1 1,120638,1,120638 0,616160 1,120638 1,161834

10 3,079233, 3,079233]  0,864995 0,307923 4,481689
15 4,838866,4,838866] 1,165288  0,322591 9,487736
Tabla 3.1. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dy =2, m =3, pn=0.15,t =1, 5, 10, 15.

[~ ]

5 [-1,924448,1,924448]  0,653776  0,384890  2,117000
- ]
= ]

Modifiquemos m en el coeficiente de difusién D, considerando el mismo Dy = 2, la misma masa
inicial Fy = 1, la misma tasa de natalidad y los mismos tiempos ¢ = 1, 5, 10, 15.

T T 1
2 4 6

[—it=1—t=5—t=10 t=15]

Fig. 3.2. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy =1,
Dy=2,m=2, un=0,15¢t=1,5, 10, 15.
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t Soporte Amplitud  Velocidad [, u(z,t)dx
0 [0,0] 1 0 1
1 1,394458,1,394458]  0,530419  1,394458 1,161834

- |
5 [-2,476736,2,476736]  0,544153  0,495347 2,117000
10 [-3,789731,3,789731]  0,752859  0,378973 4,481689
15 [-5,569300,5,569300]  1,084531 0,371287 9,487736
Tabla 3.2. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién

para Eg =1, Dy =2, m =2, u=0,15, ¢t =1, 5, 10, 15.

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
X

[—t=1=—i=5—1=10 t=15]

Fig. 3.3. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy = 1,
Dog=2m=4, p=0,15¢t=1,5, 10, 15.

t Soporte Amplitud  Velocidad fR u(z,t)dx
0 [0, 0] 1 0 1

1 [-0,979013,0,979013] 0,678898 0,979013 1,161834
5 [-1,653548,1,653548]  0,732408  0,330710 2,117000
10 [—2,748406,2,748406]  0,932846  0,274841 4,481689
15 [-4,533137,4,533137]  1,197327  0,302209 9,487736

Tabla 3.3. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dg =2, m=4, u=0,15¢t =1, 5, 10, 15.

De los datos registrados en las tablas 3.1., 3.2. y 3.3. vemos que cuando disminuimos m todos los
demds datos aumentan y visceversa cuando aumentamos m todos los demds datos disminuyen, el
unico dato que no cambia es la masa. La Figura 3.4. muestra el consolidado de la evolucién de la
densidad de poblacién respecto a estos pardmetros, para diferentes tiempos y diferentes constantes

de adaptabilidad.
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Evolucion de la densidad de poblacion Evolucién de la densidad de poblacién Evolucién de la densidad de poblacién
respecto al soporte. respecto a la amplitud. respecto a la velocidad de difusién.
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Fig. 3.4. Evolucién de la densidad de poblacién respecto al soporte, la amplitud y la velocidad

de difusién, en una dimensién para Ey =1, Dg =2, m =2,3,4, p=0,15,t =1, 5, 10, 15.

De manera andloga modificamos Dy y conservamos todos los demas datos, lo cual se ilustra en las
grificas 3.5. y 3.6., y en las Tablas 3.4. y 3.5.

[—t=1=—i=5—1=10 t=15]

Fig. 3.5. Evolucion de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy = 1,
Dy=15m=3, u=0,15¢t=1,5, 10, 15.

t Soporte Amplitud  Velocidad fR u(z,t)dx
0 [0, 0] 1 0 1

1 [-1,057980,1,057980] 0,652651  1,057980 1,161834
5 [-1,816847,1,816847] 0,692495  0,363369 2,117000
10 [-2,907066,2,907066] 0,916223  0,290707 4,481689
15 [—4,568313,4,568313]  1,234301  0,304554 9,487736

Tabla 3.4. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Fp =1, Dy =15, m =3, p=0,15, ¢t =1, 5, 10, 15.
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r T T T 1
-6 -4 -2 0 2 4 6
X

[—t=1—1t=5—1=10 1=15]

Fig. 3.6. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy = 1,
Dy =25 m=3, p=0,15,¢t=1,5, 10, 15.

t Soporte Amplitud  Velocidad [, u(z,t)dx
0 [0, 0] 1 0 1

1 [—1,171783,1,171783]  0,589266 1,171783 1,161834
5 [-2,012279,2,012279] 0,625240  0,402456  2,117000
10 [-3,219768, 3,219768]  0,827240 0,321977 4,481689
15 [-5,059710,5,059710]  1,114426 0,304554 9,487736

Tabla 3.5. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dg =25, m=3, u=0,15,t =1, 5, 10, 15.

Vemos que si Dy disminuye la longitud del soporte disminuye, mientras que la amplitud de las
curvas de la solucién y la velocidad aumentan; si Dy aumenta la longitud del soporte aumenta
mientras que la amplitud de las curvas de la solucién y la velocidad disminuyen; en ambos casos la
masa no cambia. La Figura 3.7. muestra el consolidado de la evolucién de la densidad de poblacién
respecto a estos pardametros, para diferentes tiempos y diferentes constantes de proporcionalidad

del coeficiente de difusidn.
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respecto al soporte.

6,000000

5000000

3,000000

2,000000

4000000 ————————————————
—Do-15

1,400000
1200000
1,000000
0800000

0,600000

5 | o.400000

Evolucion de la densidad de poblacién
respectoa la amplitud.

[
\ =

——D0=15

—Do=2

Do=25

Evolucién de la densidad de poblacién
respecto a la velocidad de difusién.

1,400000
1,200000
1,000000
0500000
0600000
0,400000

N

I\

—Do=15
—Do=2

Do=25

1,000000 0,200000 0,200000

0,000000 0,000000
o H 10 15 20 o s 10 15 20

0,000000 +
o

Fig. 3.7. Evolucién de la densidad de poblacién respecto al soporte, la amplitud y la velocidad
de difusién, en una dimensién para Fy = 1, Dy =1.5, 2, 2.5, m = 3, p =0.15, t = 1, 5, 10, 15.

Por 1ltimo si conservamos todos los datos menos la tasa de natalidad u, lo cual se ilustra en las
Figuras 3.8. y 3.9., y en las Tablas 3.6. y 3.7.
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-4 -2 0 2 4

[—t=1—1=5—1=10 t=15]

Fig. 3.8. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy = 1,
Dy=2, m=3, u=0,1,¢t=1,5, 10, 15.

t Soporte Amplitud  Velocidad [, u(z,t)dx
0 [0, 0] 1 0 1
1 1,102922,1,102922 0,595524 1,102922 1,105171

10 2,454183,2,454183]  0,658266  0,245418 2,718282

15 3,339341, 3,339341]  0,797619  0,222623 4,481689

Tabla 3.6. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dy =2, m=3, p=0,1,t =1, 5, 10, 15.

- ]

5 [-1,746321,1,746321]  0,561096  0,349264  1,648721
- ]
= ]

[—t=1—t=5—1t=10 t=15]

Fig. 3.9. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy =1,
Dy=2,m=3, n=0,2,¢t=1,5 10, 15.
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t Soporte Amplitud  Velocidad fR u(z,t)dx
0 [0, 0] 1 0 1
1 1,139061, 1,139061]  0,637274  1,139061 1,221403

10 3,930954, 3,930954]  1,117134  0,393095 7,389056
15 7,166644,7,166644]  1,665783  0,477736 20,085537
Tabla 3.7. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dy =2, m=3, un=0,2,t =1, 5, 10, 15.

- ]

5 [-2,136491,2,136491]  0,756150 0427298  2,718282
- ]
- ]

Vemos que si la tasa de natalidad p disminuye la amplitud, la velocidad de difusién y la masa,
y visceversa si la tasa de natalidad p aumenta la amplitud, la velocidad de difusién y la masa
aumentan. La Figura 3.10. muestra el consolidado de la evolucién de la densidad de poblacién
respecto a estos pardmetros, para diferentes tiempos y diferentes tasas de natalidad.

Evolucién de la densidad de poblacion Evolucién de la densidad de poblacién Evolucién de la densidad de poblacién

respecto al soporte. respecto a la amplitud. respecto a la velocidad de difusién.
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Fig. 3.10. Evolucién de la densidad de poblacién respecto al soporte, la amplitud y la velocidad
de difusién, en una dimensién para Ey =1, Dy =2, m = 3, 4 =0.10, 0.15, 0.20, ¢t = 1, 5, 10, 15.

Si el modelo dado por la ecuacién (3.1) presenta mortalidad consideramos p < 0. Con el fin de
resolver esta ecuacién supongamos como en el caso de natalidad, la ecuacién (3.1) viene a describir
un crecimiento exponencial de la poblacién en el tiempo. Esto nos motiva a suponer que la solucién
es de la forma u(z,t) = e #p(x,t) para una funcién p

entonces
ue(x,t) = peMp(a,t) + e M py(2,y) ¥ ua(@,t) = e p,(2,y)
luego
um (@ Oug(w,t) = e MMM (@, ) p,(,y)
e HMITH ™ (2, 8) py (2, y) (3.15)

y derivando respecto a x la ecuacién (3.11) obtenemos

(W™ (@, ua(2, 1)), = e ™1 (P (2, )p, (2, y)),, - (3.16)

Reemplazando (3.15) en (2.2) obtenemos

—pe M p(x,t) + e py(x,y) = Doe "™ (p™ (2, t)p, (z,y)), — pe ' p(, t) (3.17)
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simplificando tenemos que
eﬂmtpt(xa y) =Dy (pm(x7 t)pm(l'v y))gc . (318)

dr
Ahora definimos una nueva variable tiempo 7(¢) tal que i e #mt v utilizando separacién de

1 1
variables con 7(0) =0y 7= ———e #"™ + — vy reemplazando en (3.18) obtenemos
wm wm
pi(@,y) = Do (p™ (1) py (2, 9)),, - (3.19)

Utilizando soluciones de autosimilaridad p(z,7) = 77%0(¢), ¢ = % donde k, B son constantes y
T

6(¢) > 0 es una funcién continua, entonces

pe(z,y) = “F0(C) + 70O
= T FO(C) + 7 0 (O (—B) T
= —krF() - B <<>%
= “F0(¢) - 577’“ 10 (¢)¢,
= =7 "H(RO(C) + B0 (C)C) (3.20)

pe(xy) = 770c(C)bc,

= T_k9c(<)7iﬁ,
= 77FP9.(¢), (3.21)
y
P (), (T t) = T RO TR P0.(Q),
= 7ERRO((O)0(Q). (3.22)

Derivando con respecto a z la ecuacién (3.20) obtenemos

(@0 0), = T (87O 00N 2+ 0"l ).
R (gL (OFR(C) + 67 ()0 (0))

= TR ET(O0(Q), (3.23)
y reemplazando (3.19) y (3.21) en (3.18) obtenemos que
—TERO(C) + BO¢(O)()C) = Dot E22(0™()0¢ (C)), (3:24)

haciendo
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k1= —mk—k—28
se cancela T en (3.24) y la ecuacién (3.23) se reduce a

—kO(C) + BO:(C)¢ = Do (0™ (C)0c(€)).:»

la cual por propiedades de la derivada es equivalente a

Do (0™()0¢(€)) ¢ + (KO(C)C), = OT. (3.25)

1
Tomando 8 =k =
m+ 2
como

y utilizando propiedades de la derivada, entonces (3.25) se puede escribir

(o @00+ 500) =0

luego

D™ (C06(0) + —— 0O = ¢, cE€ R,

Por propiedades de la derivada la anterior ecuacién es equivalente a

1

Do0™(€)0¢(C) + mWOC =0, (3.26)

la cual se resuelve por separacién de variables, y de la misma forma como en el caso sin tasa
intrinsica consideramos ¢ =0, 6.(¢) =0y 0™(¢y) =0,

1
D™ (Q)0c(¢) = —mC
D" Q0 = ——cd
[t = - [ e
D) | o
m - _2m+4<2+6_2m+4(3_<2)

luego

0(¢) :{ ’{/D@ZH) (GB—¢*) st l¢l <o
0 si [¢] > (o



3.1. SOLUCION CON CRECIMIENTO EXPONENCIAL. 47

Y

ua,t) = e Mp(a,T) = MV M(Q),
wa,) = e Mp(a,T) = etV mHg(Q),

Por lo tanto la solucién es de la forma

wf Y r2 2 2/(m2)) & || < o1/ (m2)
w(z, ) = e #ty=1/(m+2) \/2(m +2) (Go—a?/7 ) stlel < Gor (3.27)
0 si|z] > ¢yrt/(m+2)
donde
am+a\Y™ 1 gy
2E, r(=+2
m m 2 T o 1
CO = y T=———¢ pm + -

wm wm

1
r{—+1
que se determina de la misma forma cémo se hallo &, en la seccién (2.12). Ver gréfica de la solucién

en la Figura 3.11.

06+

|—t=1—t=5—t=10 t=15|

Fig. 3.11. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy = 1,
Dy =2, m=3, p=0.15,¢t = 1,5, 10, 15.

La Figura 3.11 muestra que el soporte de la densidad es finito y corresponde a el intervalo
[—(:071/("”2),§071/(m+2)} y la amplitud de las curvas de la solucién es e #t7=1/(m+2) ]a cual
disminuye a medida que aumenta t, ademds es claro que de las condiciones iniciales y la solucién
de la ecuacidn, se tiene que disminuye la masa.
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Ya conocida la solucién del problema (3.1) para p < 0, en lo que sigue, estudiaremos las diferentes
propiedades de esta y su comportamiento con relacién al pardmetro m.

La siguiente tabla registra los datos de las gréficas mostradas en la Figura 3.11. se puede ver que
el soporte es finito y que a medida que transcurre el tiempo ¢ la longitud del soporte disminuye, la
amplitud de las curvas de la solucién disminuye, la velocidad de difusién disminuye y la densidad
de poblacién disminuye. Es decir, la poblacién cada vez ocupa menos espacio, a medida que esta
va, creciendo.

t Soporte Amplitud  Velocidad [, u(z,t)dx
0 [0, 0] 1 0 1
1 1,024186,1,024186]  0,499449  1,024186  0,860708

10 1,251923,1,251923] 0,105924  0,125192 0,223130

15 1,254429,1,254429]  0,049935 0,083629 0,105399

Tabla 3.8. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dg =2, m =3, un=0.15,t =1, 5, 10, 15.

[— ]

5 [-1,227082,1,227082]  0,228781  0,245416  0,472367
[ ]
= ]

Ahora modifiquemos m en el coeficiente de difusiéon D, considerando el mismo Dy = 2, la misma
masa inicial Ey = 1, la misma tasa de mortalidad y los mismos tiempos ¢t = 1, 5, 10, 15.

04

024

" — X
-1 0 1 2

(.
[}

X

\ t=1=——1=5 ——(=10 ——1=15|

Fig. 3.12. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy = 1,
Dy =2, m=2, u=0.151t=1,5, 10, 15.
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t Soporte Amplitud  Velocidad [, u(z,t)dx
0 [0,0] 0 1 1
1 1,293699,1,293699]  0,423548  1,293699 0,860708

- }
5 [—1,702234,1,702234]  0,176661 0,340447 0,472367
10 [-1,790142,1,790142]  0,079351 0,179014 0,223130
15 [-1,808087,1,808087]  0,037111 0,120539 0,105399
Tabla 3.9. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién

para Eg =1, Dy =2, m =2, pn=0.15,t =1, 5, 10, 15.

0.6

044

n(xt) .|

-13 -1 -03 0 0.3 1 13
X

[ t=]=——1=5 =——1=[0 ——=15]

l
Fig. 3.13. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy = 1,
Dy =2, m=4, n=0.15¢t = 1,5, 10, 15.

t Soporte Amplitud  Velocidad [, p(x, t)dx
0 [0,0] 0 1 1

1 [-0,885848,0,885848]  0,555835  0,885848 0,860708
5 [-1,002927,1,002927]  0,269438  0,200585 0,472367
10 [-1,011082,1,011082] 0,126247  0,101108  0,223130

15 [-1,011480,1,011480]  0,059611  0,067432 0,105399
Tabla 3.10. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimension
para Eg =1, Dg =2, m =4, pn=0.15,t =1, 5, 10, 15.

De los datos registrados en las Tablas 3.8., 3.9. y 3.10. vemos que cuando disminuimos m el soporte
y la amplitud de las curvas de la solucién aumentan, la velocidad disminuye; y visceversa cuando
aumentamos m el soporte y la amplitud disminuyen, la velocidad aumenta; en ambos casos la masa
permanece igual. La Figura 3.14. muestra el consolidado de la evolucién de la densidad de poblacién
respecto a estos pardmetros, para diferentes tiempos y diferentes constantes de adaptabilidad.
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Evolucién de la densidad de poblacién Evolucién de la densidad de poblacién Evolucion de la densidad de poblacién
respecto al soporte. respecto a la amplitud. respecto a la velocidad de difusion.
uuuuuu 1200000 1400000
uuuuuu 1,200000 A

\ o0 |-

m—_—ell A\N —nes
—m=s

1500000
0so0000
— o2 \
1.000000 | — os00000 7
—m=3 | ol Rt R NN
g | 0400000 | m=4 | o,.400000 mee
- o000 1]
0.000000 1
o 2 4+ & 8 1 u 1 1%

0,500000
0000000
10 12 1 16

o 2 4 6 s

0,000000
0 2 4 6 8 10 1 14 16

Fig. 3.14. Evolucién de la densidad de poblacién respecto al soporte, la amplitud y la velocidad

de difusién, en una dimensién para Fy =1, Dy =2, m = 2,3,4, p =0.15, t =1, 5, 10, 15.

De manera andloga modificamos Dy y conservamos todos los demas datos, lo cual se ilustra en las

Figuras 3.15. y 3.16., y en las Tablas 3.11. y 3.12.

0.6+

——

0 03 1

t=] ——1=5 ——1=10 —— =15

Fig. 3.15. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy = 1,
Dy =15, m=3, p=0.15,¢t = 1,5, 10, 15.

t Soporte Amplitud  Velocidad fR u(z,t)dx

0 [0, 0] 1 0 1

1 0,966921,0,966921]  0,529029  0,966921 0,860708
0,472367

[~ ]
5 [—1,158473,1,158473]  0,242330  0,231695
10 [-1,181925,1,181925] 0,112197  0,118192  0,223130

15 [-1,184291,1,184291]  0,052892  0,078953 0,105399
Tabla 3.11. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimension

para By =1, Dy = 1,5, m = 3, n =0.15, t = 1, 5, 10, 15.
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044

035

n(x,1)

[ 1= ] = —= () — =1

Fig. 3.16. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy =1,
Dy =25, m=3, u=0.15,¢t=1,5, 10, 15.

t Soporte Amplitud  Velocidad fR u(z,t)dx
0 [0, 0] 1 0 1
1 1,070929, 1,070929]  0,477650  1,070929 0,860708

- }
5 [-1,283086,1,283086] 0,218795 0,256617 0,472367
10 [-1,309060,1,309060]  0,101301 0,130906 0,223130
15 [-1,311681,1,311681]  0,047756  0,087445 0,105399
Tabla 3.12. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dy =25, m =3, p=0.15, t =1, 5, 10, 15.

Vemos que si Dy disminuye la longitud del soporte y la velocidad disminuyen, mientras que la
amplitud de las curvas de la solucién aumenta; si Dy aumenta la longitud del soporte y la velocidad
aumentan mientras que la amplitud de las curvas de la solucién disminuye; en ambos casos la masa
no cambia. La Figura 3.17. muestra el consolidado de la evolucién de la densidad de poblacién
respecto a estos pardmetros, para diferentes tiempos y diferentes constantes de proporcionalidad
del coeficiente de difusion.

Evolucién de la densidad de poblacién Evolucién de la densidad de poblacién Evolucion de la densidad de poblacion
respecto a el soporte. respecto a la amplitud. respecto a la velocidad de difusion.
1400000 1,200000 1,200000
Lo e
Loomoo | 0300000 {} 0300000
0800000 — 13 \ —bom1s | '\ R
/ - oso00 -
0500000 J——— Ny R [\ — o2
400000 4 Do=25 0,400000 |—* \ s | 3400000 “' \- Dos25
02000 | 0200000 020000 —
0,000000 0,000000 — 0,000000
s 10 15 0 o S o - o 0 s 10 i 20

Fig. 3.17. Evolucién de la densidad de poblacién respecto al soporte, la amplitud y la velocidad
de difusioén, en una dimensién para Ey = 1, Dy =1.5, 2, 2.5, m = 3, 4 =0.15, t = 1, 5, 10, 15.

Por ultimo si conservamos todos los datos menos la tasa de mortalidad u, lo cual se ilustra en las
Figuras 3.18. y 3.19., y en las Tablas 3.13. y 3.14.
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0.6

044

nxt) 03

-1 -0.5 ] 03 1
x

t=10 —t=15]

[ t=1—1t=5

Fig. 3.18. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy = 1,
Dy=2,m=3,p=0,1,¢t=1,5,10, 15.

Amplitud  Velocidad [, u(z, t)da
1 0 1
] 0,517726 1,038692 0,904837
] 0,278632  0,258741 0,606531
10 1,346884, 1,346884]  0,162327  0,134088 0,367879
15 [-1,397675,1,397675]  0,097674  0,090512 0,223130
Tabla 3.13. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dy =2, m=3, pn=0,1,t =1, 5, 10, 15.

Soporte
[0,0]
[—1,038692, 1,038692
5 [-1,293706, 1,293706
[7

—= O

T
03 1

[—i=1l—i=5 — =10 —— =15

Fig. 3.19. Evolucién de la densidad de
poblacién en una dimensién para Fy =1,
Dy=2,m=3,p=02t=1,5,10, 15.
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t Soporte Amplitud  Velocidad [, u(z,t)dx
0 [0,0] 1 0 1
1 1,010257,1,010257]  0,481641  1,010257 0,818731

- }
5 [-1,172531,1,172531] 0,186464  0,234506 0,367879
10 [-1,183980,1,183980] 0,067933  0,118398 0,135335
15 [-1,184539,1,184539]  0,024979  0,078969 0,049787
Tabla 3.14. Evolucién de la densidad de poblacién en una dimensién
para Eg =1, Dy =2, m=3, un=0,2,t =1, 5, 10, 15.

La Figura 3.20. muestra el consolidado de la evolucién de la densidad de poblacién respecto a
algunos pardmetros como el soporte, la amplitud y la velocidad de difusién, para diferentes tiempos
y diferentes tasas de natalidad.

Evolucién de la densidad de poblacién Evolucién de la densidad de poblacién Evoluci6n de la densidad de poblacién
respecto al soporte. respecto a la amplitud. respecto a la velocidad de difusién.
oo 200000 oo
»»»»»» soneonn } oo |4
i 0800000
0800000 |
1,000000 w010 \ -0t ] —u=o10
0,800000 —u=015 0,600000 \ u-o1s 0,600000 77 ws0is
u=020 | 0.400000 =020 | 0400000 -
0200000 0200000
0,000000 0000000 1
o 5 10 15 20 o 2 ¢ & 3 10 12 14 1

Fig. 3.20. Evolucién de la densidad de poblacién respecto al soporte, la amplitud y la velocidad
de difusién, en una dimensién para Fg =1, Dy =2, m = 3, 4 =0.10, 0.15, 0.20, t = 1, 5, 10, 15.

Vemos que si la tasa de mortalidad p disminuye, el soporte, la amplitud y la velocidad de difusién
disminuyen y visceversa si la tasa de mortalidad p aumenta, el soporte, la amplitud y la velocidad
de difusién aumentan.

3.2. Solucién con adveccion en el estado estacionario.

Si el modelo presenta transporte de los individuos por algun medio natural o artificial cémo una
corriente de aire o de agua, decimos que en el modelo se presenta el fenomeno de adveccion, por lo
tanto retomamos la ecuacién (1.13) que es igual a:

ne(z,t) = Dy ((”(”“”t))m ne(, t))x — ung(a, t)

no

En esta seccién nos concentraremos en encontrar la densidad de la poblacién a largo plazo (es decir
cuando t — 00) ny = 0 (caso estacionario). Donde v es la velocidad del medio denominada constante
de adveccién. Por simplicidad suponemos que el centro de atracién es el origen y la velocidad de
atracion v es constante, tal que v = —vgsigno(x), ya que la onda viene de izquierda o de derecha,
reemplazando en (2.10) obtenemos

ne(w,t) = Dy ((”“’”) ne(, t)>x — (vosigno(z)n(z, t))s. (3.28)

o
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Siz >0, sgn(z) =1y n(x,t) =0, la ecuacion (3.28) queda igual a

Do <(n(x’t))mnx(x,t)>w — vona(z,t) = 0 (3.29)

no
0 sea,
t m
Dy (<n(m,)> ng(x,t) — mm(:c,t)) =0
no .
luego

Do <”(“)> " na(z,t) — von(z,t) = ¢

no

por el método de separacién de variables

m— vong'
" tdn = —d
n(x,t) n Dy x
m—1 vOan
t)ydn = ——d
/n (z,t)dn Dy x
n™(x,t) vony n
= x+c
m DO
ng'
por lo tanto para x = 0 y n(0) = ng, c = —.
m
Entonces Y
m D
o (1 _ mvolxl) 2] < 20
n(z,t) = Do muo (3.30)
Dy
0 |z| > —
muvg

D

la onda viaja centrada en el mismo punto y siempre es cero despues de —0, ver grifica de la
muvg

solucién en la Figura 3.21.

[—m2—m25 m=12 —— m=1]

Fig. 3.21. Densidad de poblacién en una dimensién
parang =1, Dy =2, v=2,m=1/2,1,2/3,2



3.2. SOLUCION CON ADVECCION EN EL ESTADO ESTACIONARIO. %)

Las graficas muestran que la dispersién es finita en x, y que a medida que m aumenta el soporte es
menor y virsceversa a medida que m disminuye el soporte es mayor, mientras que la amplitud de
las curvas permanece igual en todos los casos.
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Capitulo 4

Simulaciéon numeérica

En este capitulo discutiremos los procedimientos numeéricos utilizados para resolver el problema de
valor inicial.

ng(z,t) = D™ (z,t)ng(z, 1)), + pn(z,t) —o0 <z <00 t>0 (4.1)

sujeto a

n(z,0) = f(x) —oo <z <00

con [% n(z,t)dz = Ep.

Se presentan resultados numéricos para el caso lineal (m = 0), caso no lineal (m # 0) y los
casos de natalidad y/o mortalidad. Se utilizo la herramienta mateméatica MatLab para codificar los
respectivos algoritmos.

4.1. Solucion numérica de la ecuacion de difusion lineal.

Con el fin de resolver el problema de valor inicial (4.1) con p = 0, numericamente emplearemos el
método de diferencias finitas. Puesto que no es posible representar en el computador el intervalo
(—00,00) primero consideramos un intervalo acotado lo suficientemente grande Q = [—L,L] y
consideraremos que n(—L,t) = n(L,t) = 0 para ¢ > 0. Ahora denotemos por

Qp ={z|lx;=-L+ih, i=0,1,..,N, Nh=2L},

una malla, con nimero de puntos en la malla N, tamano de paso h del intervalo 2 y para discretizar
el tiempo consideremos t; = j7 con j = 0,1, ...
Usando desarrollo de Taylor progresivo y regresivo de la funcién n en la variable espacial x tenemos:

1 1
n(z; + h,t;) = n(x;, t;) + hng(z;, t;) + §h2nm(:ci, ti) + Eh?’umm(xi,tj) +O(hY) (4.2)

1 1
n(z; — h,t;) =n(x, t;) — hng(x, t;) + §h2nm(xi,tj) — 6h3umw(xi,tj) + O(h4). (4.3)

Puesto que nos interesa aproximar n,, sumamos (4.2) y (4.3) obteniendo

o7
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TL(I’Z + h,, t]‘) — QTL(Z'i,tj) -+ n(:m — h,tj)

nzz(xiy tj) = B2 + O(h2)7 (44)
h2
donde O(h?) = fﬁnmm(ﬁi,tj) para £ € (wi_1,Tiv1).

De manera similar para aproximar n;(z,t) usamos desarrollo de Taylor progresivo de la funcién n
en la variable tiempo ¢

n(iyty + 1) = n(xi, ;) + (i, t5) + O(7)

luego
iat' - iat'
o ty) = MRt TN Zn@LE) o0 (45)

T

.
donde O(7) = —§ntt(xi,cj) para (; € (tj,tj41).
Por lo tanto, utilizando las ecuaciones (4.4) y (4.5) la ecuacién (4.1) queda igual a:
n(z;, t; +7) — n(x;, t;) _ Dn(zi + h,t;) — 2n(z, t;) + n(z; — h,t;)

T h?

sujeto a las condiciones de frontera

+O0(h*) +0(1)  (4.6)

n(zo,t;) = n(—zn,t;) =n(zn,t;) =0, t; >0

n(i, to) = fx;) —L<uxz;<L.

Denotando

n; ~nl(wi,t),

obtenemos la siguiente discretizacién de (4.6)

j+1 J o 9.] J
-y Dniﬂ 2n; +n;_y
T h?

El error local de truncamiento para esta ecuacién es

para i=1,2,....,N, j > 0. (4.7)

T Dh

6ij = §ntt(xi7 C]) - Ena:xwm<£iatj)a

al resolver la ecuacién (4.7) para n{“ obtenemos

. D7/ . . .
ng+1 =nl + 77 (nﬁ_1 —2nl + ng_l) (4.8)
paratodai=1,2,....N—1 y j=1,2,.... Sujeta a las condiciones de frontera n% = ng\, = nj_N =0

para toda j =0,1,..y nY = f(z;) paratoda i=0,1,...,N.
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La ecuacion (4.8) es equivalente a

; 2Dt . Dt/ ;
nith = <1 -3 )nf +toa (nfJrl +n§_1) . (4.9)

La naturaleza explicita del método de diferencias implica que la matriz A de (m — 1) x (m — 1)
asociada a este sistema es una matriz tridiagonal cuyos elementos son de la forma

D

oy d=i-loj=i+l
Qiq: = 2DT . 3
N I e J=t

0 en otro caso

Si utilizamos

n© = (f(e1). (2). o fon-1))"

_ o N
nl) — <n]1,n% ...,n§V_1> para toda j = 1,2, ...

entonces la solucién aproximada estd dada por

nU+D) — AnW@ para toda j = 1,2, ...

este método de diferencias progresivas serd condicionalmente estable sélo si p(A4) < 1.
. 2
. Dt LT .
Como los valores caracteristicos de A son A\; =1 — 4? <sen <2>> parat=1,2,....m—1,
m
la condicién de estabilidad se reduce a determinar si

D .
p(A)= max |1-— 4h—;—sen2 (;;Tn)‘ <1

1<i<m—1

lo cual se simplifica y transforma en

DT T 1
0< —sen?|—) <= para i=1,2,...,m— 1.
= he (2m> =3 P
.. . . Dr 1 . o
En conclusién la estabilidad se da si 0 < e < 3 ver [4], y desde el punto de vista bioldgico el
nimero de individuos n{“ en el tiempo t;41 no puede ser mayor que el nimero de individuos en

. . 5 i1 i_9
tiempos anteriores n, n] , n}

772 en particular en el tiempo inicial n.

El siguiente algoritmo para la ecuacién (4.8) corresponde a el método de Euler explicito en el tiempo.

Algoritmo 1 Para j=0,...,.N
-

j+1 _ J J J
n; =g+ 2 (ni+1 —2n; +ni—1)
fin_para



60 CAPITULO 4. SIMULACION NUMERICA

La Figura 4.1. muestra las graficas de la solucién anédlitica, la condicién inicial y la solucién numeérica,
para del caso lineal o sea m = 0.

Simulacién para m =0 caso lineal.
T

05 T T
Solucidn analitica
045 Condicién inicial
—+— Solucién numerica
04
0.35 B
03F B
025 i
=
02F B
0.15 B
01F B
0.05 m
- L L L -
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Fig. 4.1. Simulacién en MatLab para la evolucién de la densidad
de poblacién en una dimensién para m = 0, £ =1, Dy = 3,1449,
2

N=100,t=4,h=1,7= 0,25%, condicién inicial ¢ = 0,1.

Para calcular la masa de individuos en el tiempo ¢ = 4 utilizamos la regla del trapecio y obtenemos
los siguientes resultados; masa exécta igual a 0,9998 y masa aproximada igual a 0,9997, comparando
las masas el error relativo es de 1,0002 x 10~4

Si el coeficiente de difusién D no es lineal,

3

. . 1 : .
D = D(n(it;)) y Dlyy o= 5 (Dg n Dgﬂ) (4.10)
reemplazando en la discretizacién (4.7) obtenemos

g DLl ) - DLl )
L R L e VA = i-1/2 Y para i=1,2,..,N, j > 0. (4.11)
.

El siguiente algoritmo para la ecuacién (4.11) corresponde a el método de Euler explicito en el
tiempo.

Algoritmo 2 Para j=0,...,N
. Dot . . , , , ,
1 0
)Tt =nl + Sz (D§+1/2(ng+1 —nl)— Dfil/Q(nf — ng_l))

fin_para
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La Figura 4.2. muestra las graficas de la solucién anédlitica, la condicién inicial y la solucién numeérica,
para del caso no lineal con m = 3.

Simulacién para m =3 caso no lineal.
0.8 T T T

T T
Solucidn analitica

0.7F Condicidn inicial
—#— Solucidn numérica

0.5F B

Fig. 4.2. Simulacién en MatLab para la evolucién de la densidad

de poblacién en una dimensién para m = 3, £ =1, Dy = 3,1449,
2

N=200,t=4,h=1,7= 0,25%, condicién inicial ¢ = 0,1.

Para calcular la masa de individuos en el tiempo ¢ = 4 utilizamos la regla del trapecio y obtenemos
los siguientes resultados; masa exdcta igual a 1,0270 y masa aproximada igual a 1,0113, comparando
las masas el error relativo es de 0,0153.

4.2. Soluciéon numeérica de la ecuacion de difusiéon con nata-
lidad y/o mortalidad.

Para la ecuacién de difusién con natalidad utilizamos la ecuacién (4.1) con p > 0 y con coeficiente
de difusién D no lineal y obtenemos la discretizacién

I _pd D]yl —n]) = DL (] —nl_y)
i T iyt - i1/2 Yo+ md para i=1,2,..,N, j>0. (4.12)
-

n

El siguiente algoritmo para la ecuacién (4.12) corresponde a el método de Euler explicito en el
tiempo.

Algoritmo 3 Para j=0,...,N
. Dot . . , , , , .

1 0
)t =nl + -7 (D§+1/2(ng+1 —nl)— Dgil/Q(nf - nf_l)) + Tun]

fin_para
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La Figura 4.3. muestra las graficas de la solucién andlitica, la condicién inicial y la solucién numeérica,
para del caso no lineal con m = 3 y con natalidad.

Simulacion para m =3 caso no lineal con natalidad.
0.8 T T T T T T T T T
Solucidn Analitica

0.7F Condicidn inicial
—#— Solucién numérica

Fig. 4.3. Simulacién en MatLab para la evolucién de la densidad
de poblacién en una dimensién para m = 3, £ =1, Dy = 3,1449,
2

h
N=200,t=4,h=1,17= 0,255, = 0,15, condicién inicial ¢ = 0,1.

Para calcular la masa de individuos en el tiempo ¢ = 4 utilizamos la regla del trapecio y obtenemos
los siguientes resultados; masa exdcta igual a 1,9084 y masa aproximada igual a 1,7084, comparando
las masas el error relativo es de 0,0629. Ademds cémo era de esperarse la masa va aumentando debido
a la natalidad.

Ahora consideremos la ecuacién de difusién con mortalidad, utilizamos la ecuacién (4.1) con p < 0
y con coeficiente de difusién D no lineal y obtenemos la discretizacion

L _ i DI (nZ — nZ) .y Y (nz — nL ) )
M M Tikl/2 i i-1/2 Y um? para i=1,2,..,N, j>0. (413
T h?2 H

El siguiente algoritmo para la ecuacién (4.13) corresponde a el método de Euler explicito en el
tiempo.

Algoritmo 4 Para j =0,...,N
. Do . , . . . . ,
1 0
ni* = nd + 50 (DI, (0l —nd) = DLy (e = i) — ran]
fin_para

La Figura 4.4. muestra las gréficas de la solucién anélitica, la condicién inicial y la solucién numérica,
para del caso no lineal con m = 3 y con mortalidad.
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Simulacidn para m =3 caso no lineal con mortalidad.
0.8 T T

T T
Solucién Analitica

07+ Condicién inicial |
—#— Solucién numérica

05+ q

nix,t)

031 q

Fig. 4.4. Simulacién en MatLab para la evolucién de la densidad
de poblacién en una dimensién para m =3, E =1, Dy = 3,1449,
2

h
N=200,t=4,h=1,17= 07255, © = 0,15, condicién inicial ¢ = 0,1.

Para calcular la masa de individuos en el tiempo ¢ = 4 utilizamos la regla del trapecio y obtenemos
los siguientes resultados; masa exdcta igual a 0,5518 y masa aproximada igual a 0,5532, comparando
las masas el error relativo es de 0,0025. Ademds cémo era de esperarse la masa va disminuyendo
debido a la mortalidad.
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Capitulo 5

Caso de estudio

En este capitulo realizaremos una simulacién real sobre la dispersién de la abeja africanizada en
Suramérica, considerando un modelo de dispersién sin natalidad, mortalidad y adveccién. Para
obtener la aproximaciéon numérica de la solucién discretizamos éste problema mediante el método
de elementos finitos lineales a trozos en espacio y un esquema semi-implicito en tiempo.

5.1. Dispersion de la abeja africanizada

Surge cuando el Departamento de Genética de la Facultad de Medicina de Sao Paulo, Brasil, en
el ano de 1956, con el propdsito de seleccionar e hibridizar especies, introdujo abejas africanas. La
finalidad era la de crear nuevas especies con las europeas existentes en el drea, para ingresarlas en
algunas regiones de ese pafs, en donde por las caracteristicas climatolégicas las especies comunes
no se adaptaban. En el afio de 1957 algunos enjambres (26) de esa especie escaparon del apiario
experimental, se cruzaron ampliamente con las especies europeas originando una poblacién hibrida
llamada abeja africanizada, que se reprodujo profusamente en el medio circunvecino, donde se inicié
una dispersion lenta hasta 1963 (ver figura 5.1). Después de esta fecha dicha dispersién fue més
rapida y constante por el resto del continente americano. En su expansién por Ameérica del sur se
detuvo en aquellas regiones cuyas temperaturas invernales son bajas. Este tipo de abeja tiene una
rdpida dispersién en regiones que sufren de sequias prolongadas, y una mds lenta en las zonas de
clima tropical himedo y con una precipitacién pluvial alta; se estima su velocidad de dispersién
entre 250 y 300 km por ano. En México su velocidad se ha visto disminuida entre 45 y 55 km por
ano, debido a las diferentes acciones realizadas por el Programa Nacional para el Control de la
Abeja Africana (PNPCAA), de la Secretaria de Agricultura y Recursos Hidrdulicos (SARH). En
Meéxico se tiene el antecedente de las primeras incursiones al territorio nacional a principios del ano
de 1987 por el estado de Chiapas; su dispersion se realizé en la peninsula de Yucatdn en 1988. En
1989 la poblacién habia crecido a muchos millones de colonias repartidas en més de 20 millones de
km?. Hasta el tercer trimestre de 1991 se habfan identificado enjambres de abejas africanas de la
siguiente manera: por la Costa del Golfo de México hasta la frontera con los Estados Unidos de
Norte América, por la Costa del Pacifico hasta el municipio de Escuinapa en el estado de Sinaloa
y por el centro de la Republica en los estados de Querétaro y Zacatecas. A pesar de que en la
actualidad no existen razas absolutamente puras de abejas, se consideran abejas africanas a los
enjambres silvestres con un comportamiento y morfologia igual al de las abejas del centro y sur
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de Africa, y abejas africanizadas aquellas en las que prevalecen las caracteristicas africanas, pero
modificadas parcialmente por cruzamientos con razas europeas.

Copyright © The MeGraw-Hill Companies, Inc. Permission required for reprodustion or display.
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likely halt the northern spread
| of Africanized honeybees
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Fig. 5.1. Dispersién de la abeja africanizada.’

Los datos disponibles en la Tabla 5.1. muestran la llegada de la abeja africanizada en el norte
de Guatemala y en las zonas costeras del Atlantico y del Pacifico de México. Se calcularon las
velocidades estimadas, pero la distribucién de estos datos no estaba distribuida normalmente. Por
lo tanto, utilizarén un enfoque diferente, basado en "tiempo de transito", el reciproco de la velocidad.

! Tomado de
http://www.stat.tamu.edu/~matis/Predicting %20the %20Africanized %20Bee %20Invasion.pdf
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Distance, Tune,  Transit fime, Distance, Time,  Transit tume,
km mo mo/100 km km mo mo/100 km
75 4 53 85 7 82
65 3 4.6 140 2 14
40 1 2.5 120 1 0.8
60 5 33 105 2 1.9
50 1 2.0 920 3 33
55 1 1.8 80 1 13
130 1 0.8 65 1 1.5
45 1 22 70 1 1.4
105 5 4.8 50 1 2.0
140 4 29 115 4 35
120 5 4.2 100 4 4.0
80 5 6.3 95 3 32
75 5 6.7 85 3 35
60 12 200 30 2 6.7
60 115 192 10 2 20.0
35 2 5.7 60 3 5.0
70 2 29 35 3 8.6
35 2 5.7 40 7 17.5
55 2 3.6 55 3 55
90 1 1.1 250 4 1.6
260 10 38 300 5 1.7
175 1 0.6 90 2 22
70 7 10.0

Tabla 5.1. Datos sobre la extensién a través de México
y norte de Guatemala.de la abeja africanizada.?

Los datos se representan en el siguiente histograma, en el cual se ve la gran variabilidad de los
datos, con los tiempos estimados para recorrer 100 km que van desde menos de un mes a 20 meses.
Una distribucién gamma que proporciona un buen ajuste a los datos se muestra por la curva suave
que se superpone sobre el histograma de la figura 5.2.

18

Frequency

I
4 6 8 10 12 14 16 18 20

Estimated transit time (mo per 100 km)

Fig. 5.2. Histograma para estimar los tiempos de
transito, ajustados con una distribucién gamma. 3

2Tomado de
http://www.stat.tamu.edu/ “matis/Predicting %20the %20Africanized %20Bee %20Invasion.pdf

3Tomado de
http://www.stat.tamu.edu/ matis/Predicting %20the %20Africanized %20Bee %20Invasion.pdf
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La distribucién gamma tiene pardametros estimados o = 1,61 y 8 = 2,37, los cuales sirven para

estimar el coeficiente de difusién Dy como el reciproco del valor esperado anual de la distribucién

12
gamma, Dy = o = 3,1449 km/afio.
a .

5.2. Simulacién a partir de elementos finitos.

Para resolver el problema de la dispersién de la abeja africanizada el modelo a considerar es el
siguiente, sin nacimientos ni muertes, ni adveccién, solo difusién.

Sea Q un dominio acotado en R?, con frontera suave a trozos 92 = I'y UT's como se presenta en la
figura 5.3. y consideremos el siguiente problema de valor de frontera

u — DoV - (K(uw)Vu) =0 z€Q ¢>0 (5.1)

Vu-n=0 z€ed t>0 (5.2)

u(z,0) = Ey 6(x —xz9) x€Q, (5.3)

donde K(u) := (u/ug)™, m,up y Ep son constantes positivas. La condicién inicial del problema

(5.1) describe que la masa de insectos estd concentrada inicialmente en xo punto de €2, mientras
que la condicién homogénea de Neumann (5.2) modela el hecho que las costas y las grandes alturas
sobre la cordillera de los Andes son impermeables, es decir, las abejas por si mismas no entran
al continente por las costas, ni pueden sobrevivir fuera de las costas o a partir de determinadas
alturas.

Figura 5.3. Mapa de Surdmerica
con las condiciones de frontera
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Para solucionar por medio del método de elementos finitos el problema (5.1), primero multiplicamos
(5.1) por cualquier funcién v € H*(§) y aplicando el teorema de Green, obtenemos la correspondi-
ente formulacién débil. Encuentre para cada t > 0, u € L2(0,T, H*(2)) tal que

/ @v dx +/ K(u)VuVv dz =0, Yo € HY(Q). (5.4)
o Ot Q

Para obtener la aproximacién numérica de la solucién de (5.4), discretizamos este problema mediante
el método de elementos finitos lineales a trozos en espacio y un esquema semi-implicito en tiempo.
La discretizacién en tiempo se obtiene particionando el intervalo de tiempo [0, 7] en pasos uniformes
de tamatio 7 tal que T' = nr. De la ecuacién (5.4) obtenemos el siguiente problema semi discreto
en tiempo: Encuentre para k = 0,...,n — 1, u**!1 € H'(Q) tal que

/ ub Ty do + 7 / K(u*)VuF v do = / ukv dx Yo e HY(Q) (5.5)
Q Q Q

con u® = wug. Donde la no linealidad se evalua en la densidad en el tiempo k siendo (5.5) una

aproximacion lineal de (5.4).
Para discretizar en espacio el problema, dividimos el dominio poligonal Q en una triangulacién
regular 7 := {11, T, ...,T,,} formada por p tridngulos cerrados contenidos en 2 tal que

p
O=J7,  hi=diam(T;), h= mix h;.
=1

1=1,...,p

Denotamos por {21, xa, ..., T } los vértices o nodos de la triangulacién 7. Con la triangulaciéon 7
asociamos el espacio de funciones lineales continuas a trozos V}, sobre 7'

Vi, i={v € C(Q) : v es lineal en T para todo T € T}

Ademdés, para cada j € {1,...,m} introducimos las funciones ¢; € V}, tal que ¢;(x;) = 1y ¢;(x;) =0
para todo i # j, las cuales forman una base para V}, y por lo tanto

v(z) = Zvj ¢;(x) Vv € Vy,
j=1

donde v; = v(z;) son los valores de v en los nodos. Entonces el problema (5.4) viene a ser: Encuentre,

para k=0,....,.n—1, uffl €V}, tal que

[arocdatr [ KV Vo o= [ dode v e, (5.6

con u® = ugy, siendo ug, una aproximacién de ug en Vj,.

En términos algebraicos el problema completamente discreto (5.6) es
MU 4 7 A(K(UF))UF! = pU* (5.7)

k+1 m k+1 k+1 _ k+1 k+1 k+11T
donde uj, —ijlUj d)j,U“‘ =[U7, U5, L U

M; ;= /ngl(a:)qﬁj(x) dx

Ay = Y K(ah) [ 6:90,@)V6, (s
=1 Q2
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parat,j =1,...,m.
Observese que la ecuacién (5.7) es simplemente un esquema de sustituciones sucesivas, donde en
cada paso en el tiempo es necesario resolver un sistema lineal de ecuaciones.

Las gréficas muestran las simulaciones del proceso de difusién de la abeja africanizada a partir de
1957.

Simulacion 7 afios de difusidn (1964) Simulacion 7 afios de difusidn (1964)
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-70a 400

a &0 100 150 200 250 300 380 400 450 sop 900

Fig. 5.4. Simulaciones con Matlab, para 7 afios (1964), para T =7, m = 2, E = 2000, Doy = 3,1449,

Sirnulacidn para 9 afios de difusidn (1966) Sirnulacidn para 3 afios de difusidn (1968)
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Fig. 5.5. Simulaciones con Matlab, para 9 anos (1966), para T =9, m = 2, E = 2000, Do = 3,1449

En ambas simulaciones se considero la poblacién inicial igual a 2000 abejas correspondiente a F, en
coordenadas (1466, 1) aproximadamente Rio de Janeiro, con intervalos de tiempo igual a 1 (cada
ano). Para construir la malla se utilizo el programa DISTMESH [32] en Matlab y para el ensamble
de las matrices de rigidez se adapto el programa FEM2D HEAD [1] en Matlab, se utilizarén 1726
nodos (coordinates), 2923 elementos (elements3), 529 datos en Neumann.
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Conclusiones

Logramos analizar la dindmica de una poblacién en tiempo y en espacio, como un proceso de
difusion, el cual es la base para el desarrollo del modelo matematico de la dispersién de insectos. A
partir del modelo de camino aleatorio (caso discreto) y utilizando un desarrollo de Taylor pasamos
a una ecuacién diferencial parcial de tipo parabdlica (caso continuo), para deducir la ecuacién de
difusién-adveccion. Inicialmente por simplicidad consideramos el movimiento isotrépico, el cual no
considera el termino advectivo.

Desde el punto de vista biolégico el coeficiente de difusion juega un papel importante en el desarrollo
del modelo, inicialmente consideramos el coeficiente lineal el cual conduce a una solucién con soporte
infinito, pero en los fenémenos de dindmica de poblaciones, el coeficiente de difusién depende de la
densidad por lo tanto consideramos el caso no lineal, el cual conduce a una solucién con soporte
finito con la caracteristica de no ser derivable en el frente de onda. La velocidad de difusién tiende
a infinito cuando la densidad tiende a cero lo cual viola la hipdtesis inicial, luego el coeficiente de
difusién debe ser no lineal.

Hallamos la solucién analitica de la ecuacién de difusién considerando inicialmente el movimiento
en una dimensién para entender el método y luego a partir de este enfoque fue posible generalizarlo
a otras dimensiones. Para poder hacer comparaciones verdaderamente relevantes de las cantidades
o fenémenos que ocurren en el modelo, utilizamos las variables adimensionadas, o sea variables
independientes de las unidades de medida que sirven para hacer que cambie la escala respecto a
las variables caracteristicas. La ecuacién diferencial del modelo es invariante bajo el escalamiento
definido para las variables dependientes n e independientes z y ¢, y la autosimilaridad permitié
reducir la ecuacion diferencial parcial, en una ecuacién diferencial ordinaria equivalente a la ecuacién
de medios porosos.

Para el caso no lineal obtenemos una ecuacién diferencial no lineal degenerada para la densidad
de poblacién, a causa de esta degeneracién se pudo comprobar que cuando la poblacién estaba
inicialmente concentrada en una regién acotada esta se extiende a una velocidad finita, y estd
limitada en cualquier tiempo. En contraste con el caso lineal que la velocidad de propagacion es
infinita y que la densidad se extiende por todo el espacio.

Ademds, resolvimos el método con algunas variaciones como son natalidad, mortalidad y adveccién.
Si hay natalidad, el proceso es independiente de los datos iniciales y todo el espacio se llena en
dltima instancia, si hay mortalidad y si la poblacién estd inicialmente limitada a un intervalo finito,
entonces la poblacién se limita a un intervalo finito en todos los tiempos. La densidad, la tasa
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intrinsica y la adveccién son consistentes con la ley de conservacién de la masa por cada regién y
para cualquier tiempo.

Se realizarén simulaciones numéricas utilizando el método de Euler de diferencias progresivas
pero la naturaleza explicita del método es condicionalmente estable por lo cual se requiere elegir
adecuadamente los valores de h y k, para obtener un método incondicionalmente estable se debe usar
un método de diferencias implicitas como Euler implicito, cuya debilidad radica en que se requiere
hacer méds pequenos los intervalos de tiempo que los de espacio, o un método de Crank-Nicholson.
Los resultados obtenidos con el esquema son coherentes con la solucién exacta. Hay conservacién de
la densidad de poblacién para los casos que no presentan reaccién y competencia. Hay variacién en
la densidad de poblacién cuando el modelo presenta tasas de natalidad y/o mortalidad. Cerca del
origen la adveccion es menor que la difusién. Depues de un tiempo largo trata de existir equilibrio
entre la adveccién y la difusién. En un tiempo finito la poblacién no se propaga por todo el dominio.
Para el caso de estudio una colonia de abejas es una unidad que funciona de una manera muy
integrada y para fines muy especificos, mientras que por otro lado, una abeja solitaria no es ca-
paz de sobrevivir y mucho menos de reproducirse, por lo tanto, no tiene sentido hablar de una
poblacién de abejas, sino de una poblacién de colonias. Ademés el comportamiento altamente de-
fensivo de la abeja africanizada es consecuencia de una tasa de fuga extremadamente alta debida
a una tasa asombrosa de propagacién de las colonias, que siguié casi inmediatamente después de
su liberacién.Los resultados obtenidos en la simulacién de la dispersién de la abeja africanizada
utilizando el método de elementos finitos son coherentes con los resultados observados en los mapas
(Fig. 5.1.), aunque no se considerarén factores de natalidad y de mortalidad, el modelo fue calibrado
con un tamano de la poblacién inicial grande (2000 abejas).



Apéndice A
Algunas funciones especiales

A.0.1. Funcién signo.

Esta determinada por:

1 siz>0
sgn(z) = 0 siz=0 (A1)
-1 siz<0

A.0.2. Funcién error.

Conocida como funcién error de Gauss es una funcién especial (no elemental) que se utiliza en el
campo de la probabilidad, la estadistica y las ecuaciones diferenciales parciales y es igual a

2 [ .
erf(x)—ﬁ/o e " dt (A.2)

A.0.3. Funcién gamma.

Esta denotada por I' extiende el concepto de factorial a los nimeros complejos y es igual a:
(o ]
I'(z) = / t*"tetdt (A.3)
0

Si n es un nimero entero positivo entonces I'(n) = (n — 1)! y I'(n 4+ 1) = nI'(n)

NOTA: T'(1/2) ==

A.0.4. Funcién Beta

La funcién gamma estd relacionada con la funcién beta de la siguiente forma

1 & z=1 2) T (w
B(z,w):/o tz_l(l—t)w_ldt:/o (1ft)z+wdt: PETW) gy (aa)
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Apéndice B
Método de autosimilaridad.

Un proceso autosimilar es aquel que tiene el mismo comportamiento cuando se visualiza a diferentes
escalas de una dimesién especifica ya sea longitud, ancho o tiempo.

A solution of a particular evolution problem is a similarity or self-similar solution if its spatial
configuration (graph) remains similar to itself at all times during the evolution.

In one space dimension, self-similar solutions have the general form

u(z,t) = a(t)F(x/b(t))

where, preferably, u/a and x/b are dimensionless quantity.

Siu = u(t,x) es solucién de la ecuacién de difusién homogenea u; = Du,, entonces cumple con las
siguientes propiedades.

Tiempo reversible

La funcién v(t, ) = u(—t,z) obtenida intercambiando ¢ por —t es solucién de la ecuacién regresiva
Up = —Dugy

Translacién en tiempo y espacio

Para y, s fijos la funcién v(t,x) = u(t — s,z — y) es solucién de la ecuacién de difusién homogenea.

Dilatacién parabolica

Para a,b, ¢ fijos la funcién v(t, z) = cu(at, bx) es solucién de la ecuacién de difusién homogenea.

(0]
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Apéndice C
Solucién con D constante.

Si el coeficiente de difusién D es constante el modelo (1.12) corresponde a la ecuacién de calor en
una dimensién (ecuacién diferencial parcial lineal homogenea de segundo orden),

ng(z,t) = Dngz(x,t) sizeR", t>0 (C.1)
n(x,0) = no(z) six € R" ’
cuya solucién en una dimensién por el método de separacién de variables es de la forma
n(z,t) = X(x)T'(t) (C.2)

Donde X y T son funciones son funciones de variables = y t respectivamente. Obviamente, no nos
interesa en la solucién el caso igual a cero n(x,t) = 0. Por lo tanto, buscamos funciones X y T que
no se anulan idénticamente. Derivando una vez (2.1) respecto a t y dos veces respecto a & obtenemos

X(x)T'(t) = DX"(x)T(t)
X(z)#£0

entonces
')  X'(z)
DT(t)  X(z) (C-3)

como cada lado de esta ecuacién depende sélo de una de las variables, ambos lados deben ser
constantes, si denotamos la constante comun por —\, (2.2) se convierte en un sistema de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas

T'(T) = —ADT(t)yX"(z) = —A\X () (C4)
la funcién n satisface la condicién inicial
n(z,0) = X (2)T(0) = ng(x)

7
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cuya solucién es
n(z,t) = e*(AeV* + Be V) para algunos parametros \,A,B (C.5)
suponiendo que A = n? para cualquier entero positivo n, se reduce a
n(x,t) = A67”2”2tsen(nm:) (C.6)

Para que satisfaga las condiciones iniciales, usamos expansién de Fourier de f, para definir
i 2
n(x,t) = ZAne*” Ptsen(nmz) (C.7)
n=1

donde A,, son los coeficientes de Fourier para f



Apéndice D

Programas en MatLab.

SOLUCION ECUACION DE CALOR LINEAL

function [u, masa, masaex] = so_ec_calor _lineal(N)
%Ut+D+«Uzz=00<z<1t>0

% Solucién de la ecuacion de difusion lineal mediante diferencias finitas,
% con un metodo euler explicito en el tiempo

% Datos de entrada

%

% N := nimero de nodos en la malla

% tau := paso de discretizacién en el tiempo

% D := cte de difusion

% Declaracién intervalo espacial

%
L = 100; % longitud del intervalo [0,L]
hx = L/N;

xr=—20: hx :20;
N = length(x);
% Declaracién del tiempo inicial y final

tint = 0,0;
tfin = 4;
D = 3,1449;

tau = (0,25 * hx"2)/D;
% Condicion inicial

u = cond__ini(x);

u0 = ones(N, 1);
ff=u

% Algoritmo iterativo
t = ting;

while(t < tfin)
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% Proyeccion
fori=2:N-1
u_nuevo(i) = u(i) + D (tau/hz"2) * (u(i + 1) — 2% u(i) + u(i — 1));
end
% Avanzo en el tiempo
t=1t+tau
% Corrijo fronteras
u_nuevo(l) = 0;
u_nuevo(N) = 0;
% Asigno
U= u_nuevo;
% Muestro resultados
plot(x,u, ir — x1, 2, f f,1g1);
title(sprint f (rtime = % f1,t));
pause(0,1);
end
exacta = sol_ana_lin(x);
% Muestro resultados finales
plot(x, exacta, b — 1,x, f f,1g!l, T, u, Ir — *I)
legend(’Solucién analitica’,’Condicién inicial’,’Solucién numerica’)
masa = (u(1) + 2 % sum(u(2 : end — 1)) + u(end)) x 0,5 * hx;
masaex = (exacta(l) 4+ 2 x sum(exacta(2 : end — 1)) + exacta(end)) * 0,5 x hx;

SOLUCION ECUACION DE CALOR NO LINEAL

function [u, exact, masa, masaex] = so_ec_calor(N)

%function difusion

%Ut+DxUzz=0,0<x<1t>0

% Solucion de la ecuacion de difusion no lineal mediante diferencias finitas,
% con un metodo euler explicito en el tiempo

% Datos de entrada

% N := nimero de nodos en la malla

% tau := paso de discretizacion en el tiempo

% D := cte de difusién

% Declaracion intervalo espacial

L = 50; % longitud del intervalo [0, L]

hz = L/N;% paso de discretizacién

= —5: hx:5;% nodos de la malla espacial

N = length(x);

% Declaracién Tiempo inicial y final

tini = 0,0; % instante inicial

tfin = 4; % instante final

D = 3,1449;

% tau = ((0,5 % ha"2) — 0,1 % (0,5 x hz"2))/D % paso de discretizacion en tiempo satisface criterio
estabilidad



tau = (0,25 x hx"2)/D;

% condicion inicial

u = cond_ini(x);

u0 = ones(N, 1);

ff=w

% valor del exponente en la no linealidad D= (U/Uo) " p

p=3;

%Algoritmo iterativo

t = ting;

while(t < tfin)

% Proyeccion

fori=2:N-1

Di = (u(i)./u0(i)). "p:
Di_mas_1= (u(i+1)./u0(i+1))."p;
Di_menos_1= (u(i —1)./u0(i — 1))."p;
Di_mas_05=0,5%(Di+ Di_mas_1);
Di_menos_05=0,5* (Di_menos_1+ Di);

u_nuevo(i) = u(i) + D * (tau/(hx"2)) * (Di_mas_05x* (u(i + 1) —u(i))—

Di_menos_05* (u(z) —u(z — 1)));

end
% Avanzo en el tiempo

t=1+tau
% Corrijo fronteras

u_nuevo(l) = 0;

u_nuevo(N) = 0;
% Asigno

U = Uu_nuevo;
% Muestro resultados

plOt(I?Uﬂ/T —*,, ffa /gl);

title(sprint f (ltime = %f1,1));

pause(0,1);
end
exact = sol _ana(x);
% Muestro resultados
plot(x,exact,tb — 1, z, f f, 19!, T, u, Ir — */)
legend(’Solucién analitica’,’Condicién inicial’,’Solucién numérica’)
masa = (u(1) + 2 x sum(u(2 : end — 1)) + u(end)) x 0,5 * hx;
masaer = (exact(l) + 2 x sum(exact(2 : end — 1)) + exact(end)) * 0,5 * hx;

SOLUCION ECUACION DE CALOR NO LINEAL CON MORTALIDAD

function [u, exactam, mas, masex] = so_ec_calor _mor(N)
%function difusion
%Ut+D+xUzz—kU=0,0<2<1t>0k>0

% Solucién de la ecuacion de difusion no lineal con natalidad
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% mediante diferencias finitas, con un metodo euler explicito en el tiempo
% Datos de entrada
% N := nimero de nodos en la malla
% tau := paso de discretizacién en el tiempo
% D := cte de difusién
% Declaracion intervalo espacial
L = 50; % longitud del intervalo [0, L]
hx = L/N; % paso de discretizacién
x = —5: hx : 5; % nodos de la malla espacial
N = length(z);
% Declaracién Tiempo inicial y final
tini = 0,0; % instante inicial
tfin = 4; % instante final
D = 3,1449;
%otauw = (0,5« hx"2) — 0,1 * (0,5 * ha"2) % paso de discretizacién en tiempo satisface criterio
estabilidad
tau = (0,25 x ha"2)/D;
% condicion inicial
u = cond_ini_mor(x);
u0 = ones(N, 1);
If=u
% wvalor del exponente en la nolinealidad D = (U/Uo)"p
p=3;
%tasa de natalidad
tm = 0,15;
%Algoritmo iterativo
t = ting;
while(t < tfin)
%Proyeccion
fori=2:N-1
Di = (u(3)./u0(7))." p;
Di_mas_1= (u(i+1)./u0(i+1))."p;
Di_menos_1 = (u(i —1)./u0(i —1))."p;
Di_mas_05=0,5%(Di+ Di_mas_1);
Di_menos_05=0,5% (Di_menos_1+ Di);
u_nuevo(i) = u(i) + D * (tau/(hz"2)) * (Di_mas_05x* (u(i + 1) —u(i))—
Di_menos_ 05 * (u(i) —u(i — 1))) — tm * tau * u(i);
end
%Avanzo en el tiempo
t=1+tau
%Corrijo fronteras
u_nuevo(l) = 0;
u_nuevo(N) = 0;
%Asigno

U = U_NUEeVO;
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%Muestro resultado
plot(x,u, ir — x1,x, f f,1g1);
title(sprint f(rtime = %f1,t));
pause(0,1);
end
exactam = sol _ana_mor(z);
%Muestro resultados
plot(z, exactam, b — 1.z, f f 19!, z,u, It — */)
legend(’Solucién Analitica’,’Condicién inicial’,’Solucién numérica’)
mas = (u(1) + 2 * sum(u(2 : end — 1)) + u(end)) * 0,5 x ha;
masex = (exactam(l) + 2 * sum(exactam(2 : end — 1)) + exactam(end)) * 0,5 x ha;

SOLUCION ECUACION DE CALOR NO LINEAL CON NATALIDAD

function [u, exactn, masa, masaex] = so_ec_calor _nat(N)
%function difusion
%Ut+D+«Uzsz+kU=00<x<1¢t>0k>0

% Solucion de la ecuacion de difusion no lineal con natalidad
% mediante diferencias finitas, con un metodo euler explicito en el tiempo
% Datos de entrada

% N := nidmero de nodos en la malla

% tau := paso de discretizacién en el tiempo

% D := cte de difusién

% Declaracion intervalo espacial

L = 50; % longitud del intervalo [0, L]

hxz = L/N; % paso de discretizacién

= —5: hx : 5;% nodos de la malla espacial

N = length(x);

% Declaracién Tiempo inicial y final

tini = 0,0; % instante inicial

tfin = 4; % instante final

D = 3,1449

% tau = (0,5 % hz"2) — 0,1 x (0,5 *x hx"2) % paso de discretizacién en tiempo satisface criterio
estabilidad

tau = (0,25 x ha"2)/D;

% condicion inicial

u = cond_ini_nat(z);

u0 = ones(N, 1);

ff=uw

% valor del exponente en la nolinealidad D= (U/Uo) p
p=3;

%tasa de natalidad

tn = 0,15;

%Algoritmo iterativo
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t = ting;
while(t < tfin)
%Proyeccion
fori=2:N-1
Di = (u(i)./u0(i)). "p:
Di _mas_1=(u(i+1)./u0(i+1))."p;
Di_menos_1= (u(i —1)./u0(i — 1))."p;
Di_mas_05=0,5%(Di+ Di_mas_1);
Di_menos_05=0,5x* (Di_menos_1+ Di);
u_nuevo(i) = u(i) + D * (tau/(hx"2)) * (Di_mas_05x* (u(i + 1) —u(i))—
Di_menos_05x* (u(i) —u(i — 1))) + tn * tau * u(i);
end
%Avanzo en el tiempo
t=1+tau
%Corrijo fronteras
u_nuevo(l) = 0;
u_nuevo(N) = 0;
%Asigno
U = Uu_ nuevo;
%Muestro resultado
plot(x,u,ir — x1,x, f f,1g1);
title(sprint f (ltime = %f1,1));
pause(0,1);
end
exactn = sol_ana_nat(x);
%Muestro resultados
plot(x,exactn,tb — 1, z, f f, 19/, z, u, Ir — */)
legend(’Solucién Analitica’,’Condicién inicial’,’Solucién numérica’)
masa = (u(1) + 2 x sum(u(2 : end — 1)) + u(end)) % 0,5 * hz;
masaex = (exactn(l) + 2 x sum(exactn(2 : end — 1)) + exactn(end)) * 0,5 x hx;
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