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Escuela de Estad́ıstica

Facultad de Ciencias

Septiembre de 2019

mailto:neicardonaal@unal.edu.co
mailto:jdospina@gmail.com
mailto:jccorrea@unal.edu.co




Contenidos

Nomenclatura V

Lista de tablas VII

Lista de figuras IX

Lista de algoritmos XI

Resumen XIII

Abstract XV

1. Introducción 1
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Nomenclatura

ABREVIATURAS

AID Automatic Interaction Detection.

Bagging Bootstrap Aggregation.

CART Classification and Regression Trees.

ID3 Induction of Decision Trees.

LASSO Least Absolute Shrinkage and Selection Operator.

MSE Mean Squared Error.

NRFE Non Recursive Feature Elimination.

OOB Out-Of-Bag.

RFE Recursive Feature Elimination.

RF Random Forests.

RSS Residual Sum of Squares.

THAID Theta Automatic Interaction Detection.

ŚIMBOLOS

ε Error del modelo.

ŷ
(t)
i Respuesta o clase predicha por el árbol t al emplear la observación

de prueba i, siendo esta última OOB al construirse dicho árbol.

π1, π2 Proporción de observaciones en los nodos generados por una par-
tición.

ρij Correlación entre las variables predictoras Xi y Xj.
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σ2 Varianza de una variable aleatoria.

τj Correlación entre la variable predictora Xj y la variable respuesta
Y .

I Impureza de las observaciones al realizar una partición.

I1, I2 Impureza de las observaciones en los nodos generados por una
partición.

Ia Impureza de las observaciones antes de realizarce una partición.

k Número de observaciones presentes en un nodo terminal.

MSE
(t)
OOB MSE promedio generado por el árbol t al emplear como datos de

prueba las observaciones OOB que resultaron de la construcción
de dicho árbol.

mtry Número de variables predictoras preseleccionadas aleatoriamente
como candidatas para hacer una partición.

n Número de observaciones disponibles para entrenar (o ajustar) un
método.

n1, n2 Número de observaciones en los nodos generados por una partición.

n
(t)
OOB Número de observaciones OOB resultantes en la construcción del

árbol t.

nodesize Número de observaciones que contiene cada nodo terminal de un
árbol.

ntree Número de árboles que conforman el bosque aleatorio.

p Número de variables predictoras en el conjunto de datos.

q Número de variables predictoras en un grupo.

V I Importancia de una variable.

X Variable predictora.

Y Variable respuesta.
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Resumen
El presente trabajo aborda el problema de selección de variables empleando el
método de bosques aleatorios cuando el modelo subyacente para la variable res-
puesta es de tipo lineal. Para ello se configuran conjuntos de datos simulados
con diferentes caracteŕısticas, sobre los cuales se aplica la metodoloǵıa y se mide
el error de predicción al eliminar cada variable. Con esto se realiza en primera
instancia, una evaluación del algoritmo de selección en la que se identifica que
este es eficiente cuando los conjuntos de datos contienen grupos de variables
predictoras con tamaño inferior a 8 y en segunda instancia, una evaluación del
método de bosques aleatorios en la que se identifica que el número total de
variables predictoras es el factor que mas fuertemente impacta su desempeño.





Abstract
This thesis addresses the problem of variable selection using the random forest
method when the underlying model for the response variable is linear. To this
end, simulated data sets with different characteristics are configured and then,
the methodology applied, and the prediction error measured each time a variable
is eliminated. This is done to evaluate the selection algorithm, which leads to
identifying that it is efficient when data sets contain groups of predictor variables
with a size less than 8. Also, this is done to evaluate the random forest method,
which leads to identifying that the total number of predictor variables is the
factor that most strongly impacts its performance.
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Introducción

Gracias a los avances tecnológicos disponibles para capturar información, es
común encontrar hoy en d́ıa conjuntos de datos caracterizados por un núme-
ro creciente de variables predictoras, lo cual favorece en ciertas ocasiones el
desarrollo de modelos mas completos y precisos. Sin embargo, esta adición de
variables a los modelos con frecuencia tiene efectos desfavorables que se ven
reflejados tanto en la perdida de precisión de los pronósticos como en la perdida
de interpretabilidad del modelo.
Estos efectos adversos han hecho que la selección de variables se convierta en
una necesidad tangible, especialmente en el mundo aplicado, para abordar dife-
rentes problemas de regresión y clasificación, ya que por medio de esta es posible
incorporar a los modelos solo las variables predictoras que cuentan con niveles
importantes de relevancia para predecir la respuesta.
El problema de selección de variables puede ser abordado de diferentes formas,
una de ellas es por medio de bosques aleatorios debido a que es una metodoloǵıa
versátil que proporciona a la vez estimación para la variable respuesta y medidas
de importancia para las variables predictoras, siendo esto último un elemento
clave que permite abordar la selección de variables.
Ya que bosques aleatorios cuenta con estas caracteŕısticas y además es un método
no paramétrico alternativo a los tradicionales, resulta interesante poder evaluar
su desempeño para predecir y seleccionar variables. Es por esto que acá esta
metodoloǵıa será puesta a prueba bajo diversos escenario de simulaciones en los
que se controlará la cantidad de variables predictoras, las correlación existentes
entre grupos de variables predictoras y la cantidad de observaciones.
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Árboles, bosques y medidas de
importancia

2.1. Árboles de clasificación y regresión

Los árboles de decisión para clasificación y regresión son una metodoloǵıa no
paramétrica de la cual hacen parte múltiples propuestas que han evolucionado a
partir del trabajo de Morgan y Sonquist (1963), quienes desarrollaron el algoritmo
Automatic Interaction Detection (AID) para abordar problemas de regresión.
Aśı mismo, dentro de ésta etapa inicial de propuestas es importante mencionar
el trabajo de Messenger y Mandell (1972), quienes extendieron la idea a los
problemas de clasificación por medio del algoritmo Theta Automatic Interaction
Detection (THAID).

Posteriormente, en la década de los ochentas, surgieron varias propuestas que en-
riquecieron el concepto de árboles. Entre dichos planteamientos, los que tuvieron
mayor acogida y comenzaron a despertar interés por el tema dentro de la comu-
nidad estad́ıstica fueron Classification and Regression Trees (CART) (Breiman,
Friedman, Olshen, y Stone, 1984) e Induction of Decision Trees (ID3) (Quinlan,
1986) – luego conocido como C4.5 (Quinlan, 1993).

En el presente trabajo todos los conceptos expuestos e implementaciones realiza-
das estarán basadas en el algoritmo CART. Sin embargo, para una rápida revisión
conceptual de otras propuestas relacionadas puede referirse a Loh (2011, 2014).

2.1.1. Descripción, usos y ventajas

Los árboles de clasificación y regresión particionan recursivamente el espacio
conformado por las p variables predictoras X (también conocidas como variables
independientes, variables explicativas o covariables), de forma tal que las regiones
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generadas por dichas particiones contienen observaciones cuyos valores respecto
a la variable respuesta Y son lo más homogéneos posibles. Bajo el algoritmo
CART todas las particiones realizadas son binarias, lo cual produce subconjuntos
disjuntos p-dimensionales con forma “rectangular”.
Al igual que los métodos paramétricos clásicos de regresión lineal y regresión
loǵıstica, los árboles pueden ser empleados para realizar las mismas tareas de
predicción y clasificación. Además, tal como lo afirman James, Witten, Hastie,
y Tibshirani (2013): “El desempeño de los árboles puede ser superior al de los
métodos clásicos cuando la verdadera forma funcional que relaciona las variables
predictoras con la variable respuesta es altamente no lineal y compleja”.
Esto último se debe a que las técnicas de regresión combinan la información de
las diferentes variables predictoras de forma lineal, mientras que los árboles lo
hacen de una forma no especificada de antemano y determinada por lo datos de
entrenamiento que en particular se estén considerando para el ajuste (data driven
recursive partitioning). De este modo los árboles logran capturar con bajo sesgo
las relaciones existentes entre las predictoras.
Otra situación bajo la cual el desempeño de los árboles puede ser superior al de su
contraparte paramétrica clásica es en el manejo de los efectos de interacción en-
tre las variables predictoras. Ya que como lo señala Strobl, Malley, y Tutz (2009):
“Cuando se presentan interacciones de orden alto o cuando la combinación de
todos los efectos principales y de interacción es un numero alto, las metodoloǵıas
clásicas pueden tener limitaciones para su aplicación”.
El uso de los árboles también comprende escenarios donde la cantidad de va-
riables predictoras supera la cantidad de observaciones (n < p), la cual es una
situación que se presenta cada vez con mayor frecuencia en diferentes áreas (e.g.
bioloǵıa, medicina) y que no puede ser abordada por los métodos tradicionales de
regresión, ya que bajo estos escenarios no es posible obtener estimaciones para
los parámetros del modelo.
Entre las ventajas que les han dado popularidad y acogida a los árboles de cla-
sificación y regresión pueden mencionarse las siguientes: fácil interpretación y
explicación de los resultados generados, posibilidad de representar gráficamente
un problema multidimensional, procesamiento de variables cualitativas y cuanti-
tativas sin necesidad de crear variables indicadoras (dummy) y manejo impĺıcito
de datos faltantes haciendo uso de variables sustitutas (surrogate splits en el
algoritmo CART ).

2.1.2. Construcción

Los árboles se construyen realizando recursivamente particiones binarias del es-
pacio conformado por las p variables predictoras. Para ello, inicialmente se selec-
ciona una de las variables y sobre ésta se determina un punto de corte óptimo
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que segmente en dos su rango. Luego, sobre cada una de las dos particiones
generadas (también conocidas como nodos), se aplica iterativamente el mismo
procedimiento hasta que el número de observaciones contenidas en una partición
cumpla algún criterio preestablecido, usualmente denominado criterio de parada.
El proceso de optimización y los criterios empleados para la construcción de un
árbol vaŕıan dependiendo del tipo de variable respuesta que se esté considerando.
Estos son descritos con mayor detalle por Hastie, Tibshirani, y Friedman (2009).
Aśı, para el caso de árboles de regresión cuya respuesta es numérica, la variable
predictora y el punto de corte se seleccionan de forma tal que se minimice el
Residual Sum of Squares (RSS) calculado sobre las observaciones contenidas en
cada partición.
Para el caso de árboles de clasificación donde la respuesta es categórica, la
variable predictora y el punto de corte se establecen minimizando la reducción de
impureza, siendo esta última entendida como la fracción, tasa o proporción de
observaciones que no pertenecen a la clase más común dentro de cada partición.
Para el cálculo de esta impureza debe establecerse la diferencia entre la impureza
de las observaciones antes de realizar la partición (Ia) y el promedio de las
impurezas de las observaciones contenidas en cada uno de los dos nodos (I1, I2)
que se generan en la partición, tal como se muestra en la ecuación (2.1),

I = Ia − (π1I1 + π2I2) (2.1)

Esta impureza I queda definida entonces en función de la proporción de observa-
ciones contenidas en cada partición (π1 = n1

n
, π2 = n2

n
) y las impurezas Ia, I1, I2,

donde estas últimas pueden ser medidas de diferentes formas, bien sea haciendo
uso del error de clasificación, el ı́ndice Gini o la devianza. Sin embargo, tam-
bién pueden ser consideradas otras medidas de impureza tal como lo presentan
Rokach y Maimon (2005).
Una interpretación de la reducción de la impureza que plantean Strobl, Malley,
y Tutz (2009) es que ésta puede pensarse como “uno de los muchos medios
posibles para medir la fortaleza de la asociación entre la variable que particiona y
la variable respuesta”, luego la variable que está más fuertemente asociada con
la respuesta es la variable que se selecciona para hacer la partición.
Respecto al criterio de parada del algoritmo se debe tener en cuenta que éste es un
parámetro que define hasta qué punto se realizan las particiones recursivas y por
ende determina la cantidad de observaciones que contendrá un nodo terminal (k).
Este criterio puede establecerse de diferentes formas, para el caso de regresión es
usual fijar un número ḿınimo de observaciones contenidas en los nodos terminales
y para el caso de clasificación establecer que todas las observaciones de los nodos
terminales pertenezcan a una misma clase o que la reducción de impureza no
sobrepase un valor fijado.
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Una vez el algoritmo para, los nodos terminales del árbol quedan conformados y
sobre cada uno de ellos se establece un valor de predicción o clasificación (según
sea el caso) para la variable respuesta. En un árbol de regresión la predicción se
genera al promediar las observaciones contenidas en una partición, mientras que
en un árbol de clasificación la predicción se establece como la clase más frecuente
entre las observaciones contenidas en la partición. Aśı, al consolidar los valores
de predicción generados por cada uno de los nodos terminales del árbol, se logra
formar una función de predicción irregular que es constante por regiones.

2.1.3. Desventajas

El problema más notorio que presentan los árboles de clasificación y regresión
es la alta varianza que puede tener la respuesta ante cambios pequeños en los
datos de entrenamiento (Xiang, Minghui, y Heping, 2011), por lo cual el método
tiende a exhibir un pobre desempeño bajo datos de prueba. Esto suele afectar
la interpretabilidad de los resultados, ya que una alta variabilidad no permite
realizar análisis consistentes del fenómeno subyacente.
Para tratar de mitigar esta inestabilidad se emplea el concepto de poda (pruning),
el cual consiste en generar primero un gran árbol y luego reducir su tamaño
(profundidad del árbol) al eliminar nodos internos. Este procedimiento llamado
cost-complexity pruning es presentado con mayor detallen en Gey y Nedelec
(2005).
También es problemático el hecho de que el proceso de generación de particio-
nes de los árboles CART presenta sesgos en favor de variables predictoras que
contengan mayor número de categoŕıas y/o mayor cantidad de valores faltantes
(Kim y Loh, 2001).
Por último, los árboles no son el método más apropiado para abordar problemas
donde la estructura que relaciona las variables predictoras con la variable res-
puesta es aditiva, esto debido a que por medio de particiones binarias es dif́ıcil
capturar este tipo de comportamiento (James et al., 2013). Lo anterior sugiere
la necesidad de valorar cuidadosamente qué tan apropiado o inapropiado puede
llegar a ser el uso de la metodoloǵıa en el problema que se esté considerando.

2.2. Bosques aleatorios

Bosques aleatorios o Random Forests (Breiman, 2001) es una generalización de
la metodoloǵıa Bagging (Breiman, 1996), la cual construye múltiples árboles
basados en el algoritmo CART y posteriormente combina las predicciones o
clasificaciones (según sea el caso) entregadas por cada árbol. Con esto lo que se
pretende es reducir la alta varianza que tiene la respuesta de un árbol individual
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ante datos de prueba y por tanto mejorar el desempeño del método.
Bosques aleatorios, al igual que Bootstrap Aggregation (Bagging), hacen parte
de un grupo de métodos conocidos como métodos de ensamble, los cuales según
Zhou (2012) “son atractivos principalmente porque son capaces de impulsar
métodos débiles y convertirlos en métodos fuertes, con los cuales pueden hacerse
predicciones muy precisas”, siendo esto último justamente lo que se requiere
mejorar o potenciar en los árboles.

2.2.1. Descripción, usos y ventajas

Los bosques aleatorios están compuestos por un conjunto de árboles sin podar, de
los cuales se extrae un valor global de predicción o clasificación para la respues-
ta. En el caso de la regresión este valor se obtiene al promediar las predicciones
generadas por cada árbol del bosque, mientras que en el caso de la clasificación
se obtiene al seleccionar la clase que logra la mayoŕıa de votos entre todos los
árboles del bosque (respuesta más frecuente).
El desempeño de bosques aleatorios, al igual que el de los árboles, puede ser
superior al de los métodos paramétricos clásicos cuando hay presencia de efec-
tos de interacción complejos entre las variables y cuando la forma funcional que
aproxima el verdadero modelo es no lineal.
Otra situación que favorece el uso de bosques aleatorios es cuando se requiere
identificar variables predictoras informativas, ya que la metodoloǵıa genera me-
didas de importancia para las variables, lo que hace atractivo al método.
Otras ventajas que heredan los bosques aleatorios directamente de los árboles
son: el manejo impĺıcito de datos faltantes y el procesamiento de variables cua-
litativas y cuantitativas sin la necesidad de crear variables indicadoras. Por otra
parte, desde el punto de vista computacional, el algoritmo de bosques aleato-
rios posee la ventaja de poder ser ejecutado en paralelo, ya que los árboles que
conforman el bosque pueden ser construidos de forma independiente y esto, en
conjunto con el uso de técnicas de computación paralela y distribuida, puede
mejorar ostensiblemente el tiempo de ejecución y el escalamiento del algoritmo.

2.2.2. Construcción

Los bosques aleatorios se construyen generando a partir de los datos de entre-
namiento un número preestablecido de remuestras aleatorias (ntree), las cuales
son tomadas con reemplazo de forma similar a como lo hace Bootstrap (Efron,
1979a, 1979b). Por lo tanto, aunque las remuestras incorporan ligeras variaciones
aleatorias, estas continúan reflejando el comportamiento que tiene el proceso que
generó los datos.
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Posteriormente, sobre cada remuestra se construye un árbol en el cual el proce-
dimiento de generación de particiones recursivas difiere respecto al del algoritmo
CART. La diferencia radica en que previo a la selección de una variable y la
determinación de su respectivo punto de corte, se debe generar un subconjunto
de variables predictoras (mtry) y de este realizase la selección de la variable que
generará la partición. Este subconjunto usualmente tiene tamaño p

3
para los pro-

blemas de predicción y
√
p para los problemas de clasificación y puede obtenerse

por medio de muestreo aleatorio con o sin reemplazo.
Dicho en otras palabras, el algoritmo de bosques aleatorios agrega un paso pre-
vio al algoritmo de construcción de árboles CART. Aśı que, una vez se genera
mtry, lo siguiente es seleccionar de éste una variable predictora y establecer (de
acuerdo a un criterio de minimización) un punto de corte que segmente en dos
su rango, tal como se describe en la sección 2.1.2 o en las revisiones del tema
que presentan Ziegler y König (2014); Fawagreh, Gaber, y Elyan (2014).
Respecto a la restricción mtry que se impone sobre el espacio de las predictoras,
puede decirse que lo que esta busca es construir árboles con combinaciones mas
diversas de variables, de forma tal que el modelo global del bosque logre captu-
rar una mayor cantidad de comportamientos conjuntos debidos a combinaciones
diferentes de efectos principales y de interacción.
Lo anterior facilita que variables con poder predictivo débil tengan la oportunidad
de revelar comportamientos que de otra forma pueden ser omitidos, ya que al
momento de realizarce una partición, estas variables no siempre tendrán que com-
petir contra variables de poder predictivo mayor que generalmente las relegan.
De esta forma bosques aleatorios logra mitigar el hecho de que las particiones de
los árboles no son realizadas bajo un proceso de optimización global sino local y
en consecuencia no garantiza que los árboles resultantes sean los mas óptimos
respecto a todas las combinaciones posibles de variables.
Sobre estos y otros parámetros que influyen en la estabilidad de las estimaciones,
Boulesteix, Janitza, Kruppa, y König (2012) plantean algunas recomendaciones
para la elección de sus valores y a la vez describen otros aspectos prácticos del
algoritmo.

2.2.3. Precisión y error

La precisión en las predicciones obtenida con bosques aleatorios y Bagging por
lo general supera por amplio margen a la de los árboles. Para el caso de Bagging,
Bühlmann y Yu (2002) muestran que matemáticamente esto se debe a que la
función de predicción generada es más suave que la de los árboles, ya que en
estos últimos dicha función es constantes por regiones (piecewise function) y
por tanto la respuesta puede pasar rápidamente de un valor a otro ante cambios
pequeños en las variables predictoras.
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En el caso de bosques aleatorios no es fácil mostrar matemáticamente la co-
nexión existente entre los diferentes elementos que conforman el método y la
precisión obtenida con éste. Biau y Scornet (2016) presentan una revisión de va-
rias propuestas que emplean simplificaciones del algoritmo para tratar de explicar
su comportamiento teórico, las cuales hasta el momento solo generan resultados
parciales, que según estos autores, “son insuficientes para explicar con total ge-
neralidad el notable comportamiento que presenta bosques aleatorios”.
Un par de propiedades estad́ısticas del método que ayudan a comprender su re-
lación sesgo-varianza y por ende su bondad para predecir son presentadas por
Breiman (2001). Una de ellas determina la convergencia de bosques aleatorios,
la cual explica por qué el método no sobreajusta los datos al agregar más árboles
al bosque y la otra determina una cota superior para el error, la cual depende de
la precisión de los árboles individuales y la correlación presente entre éstos.
Hastie et al. (2009) relacionan estas propiedades con el comportamiento que
tiene la media y la varianza muestral de variables aleatorias idénticamente dis-
tribuidas y dependientes, ya que bosques aleatorios construye árboles a partir de
muestras con estas caracteŕısticas. Aśı, el sesgo del método conserva el mismo
sesgo que tienen los árboles debido a que la esperanza de las predicciones de cada
árbol es la misma esperanza que la del agregado de todos los árboles, mientras
que la varianza del método (ecuación (2.2)) disminuye cuando se logra disminuir
la correlación ρ entre los árboles.

V [X̄] = ρσ2 +
1− ρ
n

σ2 (2.2)

En el algoritmo de bosques aleatorios el parámetro mtry es el encargado de con-
trolar la correlación entre cualquier par de árboles del bosque y por ende, es el
que ayuda a disminuir la varianza del método, con lo cual se logra mejorar su
desempeño. Es oportuno aclarar que mtry < p, ya que cuando mtry = p bos-
ques aleatorios es equivalente a Bagging y en este último caso no hay control
sobre la correlación.
Otro parámetro que también ayuda a reducir la varianza de bosques aleatorios
es nodesize, aunque en menor medida. Ya que al igual que en los árboles, con
este se controla el número de datos que deben ser agregados para generar la
predicción o clasificación del ensamble.
Al igual que en muchas otras metodoloǵıas, el desempeño de bosques aleatorios
puede determinarse estimando su error sobre un conjunto de datos de prueba o
empleando una técnica de remuestreo como validación cruzada sobre el conjunto
de datos de entrenamiento. Sin embargo, una caracteŕıstica útil que presenta
bosques aleatorios (y Bagging) es que realiza validación al mismo tiempo que
construye los árboles, generando aśı impĺıcitamente una estimación del error de
prueba conocido como error out-of-bag (OOB).
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Para realizar dicha estimación OOB se aprovecha una caracteŕıstica del muestreo
aleatorio con reemplazo, en el cual la probabilidad de que una observación sea
seleccionada al menos una vez para conformar la muestra es de aproximadamente
0.6321 ≈ 1−1/e. De esta forma, durante el proceso de construcción de bosques
aleatorios pueden dejarse por fuera del ajuste de cada árbol (OOB) aproximada-
mente 36.78 % de las observaciones de entrenamiento y sobre estas estimarse el
error de prueba.
Para los problemas de regresión el error de prueba sobre una de estas observacio-
nes OOB se calcula tomando el promedio de las predicciones generadas por los
árboles que no usaron dicha observación para hacer el ajuste. De manera similar
se procede en los problemas de clasificación, pero en este caso el error se calcula
tomando la mayoŕıa de votos.

2.3. Importancia de variables

Los bosques aleatorios permiten generar impĺıcitamente medidas de importancia
para las variables del modelo, las cuales pueden construirse empleando el ı́ndice
Gini o la permutación aleatoria de variables (Breiman, 2003). Con estas medidas
lo que se busca es cuantificar el impacto que tiene cada variable predictora sobre
la variable respuesta y por ende determinar su relevancia o poder predictivo, lo
cual facilita el planteamiento de algoritmos de selección de variables como el que
se describe en la sección 3.2.1.

2.3.1. Medida de importancia por permutación

La medida de importancia por permutación aleatoria de variables está basada
en la precisión que tiene la estimación de la respuesta generada por bosques
aleatorios al emplear datos de prueba. Lo que cuantifica esta medida es qué
tanto decrementa el error del modelo cuando se rompe la asociación existente
entre la respuesta Y y una variable predictora de interés Xj.
Para un árbol t del bosque, el valor de esta medida se obtiene al tomar cada una
de las observaciones que resultaron OOB durante el proceso de construcción del
árbol y realizar lo siguiente:

1) Estimar su respuesta o clase ŷ
(t)
i .

2) Calcular su error cuadrático en el caso de predicción (o determinar si la clase
predicha fue correcta en el caso de clasificación).

3) Calcular el promedio de los errores Mean Squared Error (MSE) en caso de
predicción (o la proporción de errores en el caso de clasificación), como se
indica en la ecuación (2.3),
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MSE
(t)
OOB =

1

n
(t)
OOB

n
(t)
OOB∑
i=1

(y
(t)
i − ŷ

(t)
i )2 (2.3)

4) Tomar los valores de la variable predictora Xj y permutarlos aleatoriamente
con los valores OOB correspondientes a la misma variable.

5) Sobre el mismo árbol t y sobre cada una de las nuevas observaciones OOB
que resultaron en el paso anterior, repetir los pasos 1), 2) y 3). Esto generará
una nueva medición del error, tal como lo indica la ecuación (2.4),

MSE
(t)
OOB,permutado =

1

n
(t)
OOB

n
(t)
OOB∑
i=1

(y
(t)
i − ŷ

(t)
i,permutado)

2 (2.4)

6) Calcular la diferencia de los MSE obtenidos después y antes de la permutación,
como se muestra en la ecuación (2.5),

V I
(t)
Xj

= MSE
(t)
OOB,permutado −MSE

(t)
OOB (2.5)

El valor V I
(t)
Xj

será entonces la medida de importancia de la variable predictora
Xj generada por el árbol t.
Finalmente, para cada uno de los ntree árboles que conforman el bosque se
repite el proceso anteriormente descrito en las ecuaciones (2.3), (2.4), (2.5) y
las medidas de importancia generadas se promedian para obtener una medida de
importancia global para la variable Xj, lo cual es expresado matemáticamente
en la ecuación (2.6),

V IXj
=

1

ntree

ntree∑
t=1

V I
(t)
Xj

(2.6)

Entre mayor sea el valor de la métrica V IXj
mas fuerte sera la asociación que

tendrá la variable Xj con la respuesta y por tanto mas importante sera para
generar predicciones. Por el contrario, valores cercanos a cero (o incluso negati-
vos) indican que la variable en cuestión carece de poder predictivo o lo que es lo
mismo, es una variable irrelevante.

2.3.2. Medida de importancia Gini

La medida de importancia Gini, como su nombre lo indica, está basada en el
ı́ndice Gini calculado en los árboles al momento de realizar una partición (ver
sección 2.1.2). Lo que cuantifica esta medida es la reducción que genera una
variable predictora de interés Xj en la heterogeneidad o impureza de la variable
respuesta Y.
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Para un árbol t del bosque, el valor de esta medida se obtiene al sumar los de-
crementos del ı́ndice Gini (reducción de impureza) proporcionados por los nodos
donde la variable predictora Xj realizó una partición del espacio. Este procedi-
miento se ejecuta sobre cada uno de los ntree árboles que conforman el bosque
y posteriormente se promedian (o simplemente suman) todas las medidas de
importancia que se generan para la variable Xj, esto con el fin de obtener una
medida global de la importancia Gini.
Un inconveniente que presenta esta medida de importancia está relacionado con
el hecho de que el proceso de generación de particiones de los árboles CART es
sesgado cuando alguna de las variables predictoras es categórica y/o tiene valores
faltantes (Strobl, Boulesteix, Zeileis, y Hothorn, 2007), lo que hace que las medi-
das de importancia calculadas sobre árboles sesgados también sean sesgadas. No
obstante, Sandri y Zuccolotto (2008) proponen una solución para este problema
que puede ser considerada cuando los datos presentan dichas caracteŕısticas.



Caṕıtulo 3

Selección de variables

La selección de variables, también conocida como feature selection, es un tema
que por largo tiempo ha sido estudiado dentro y fuera de la comunidad estad́ıstica
debido a la relevancia que tiene en el mundo aplicado, tanto aśı que en algunas
áreas (e.g. genética) prácticamente se ha convertido en un requerimiento para
poder analizar la información.

Dentro de este tópico existen una amplia gama de propuestas que se han desa-
rrollado con el fin de establecer, a partir del conjunto de datos originales, un
subconjunto de variables predictoras con las cuales pueda construirse un modelo
estad́ıstico mas simple (principio de la cuchilla de Occam – ver: Kelly (2007)),
que genere un menor error de predicción o clasificación (según sea el caso) y/o
que ayude a mejorar la interpretación de los resultados.

En el contexto de bosques aleatorios, para su implementación es necesario re-
currir al concepto de importancia de una variable, ya que con base en este, los
métodos de selección pueden construir medidas con las cuales es posible estable-
cer relaciones de orden entre las predictoras y de esta forma lograr identificar y
eliminar las variables que se consideran irrelevantes. Esto debido a que cuando se
incluyen variables no informativas en un modelo, la precisión de las estimaciones
de la variable respuesta usualmente disminuye.

Desafortunadamente las medidas de importancia son un elemento controversial
que genera discrepancias entre las metodoloǵıas existentes para seleccionar varia-
bles, esto debido a que tal como lo menciona Grömping (2009), “teóricamente
no hay definida una métrica de importancia de variable en el sentido de una
cantidad paramétrica que un estimador deba tratar de calcular”. Esta falta de
consenso alrededor del tema se ha manifestado en la diversidad de propuestas
que han surgido para tratar de evaluar emṕıricamente la medida de importancia
de una variable (Wei, Lu, y Song, 2015) y en la implementación de estas que se
realizan en los algoritmos de selección.
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3.1. Clasificación de los métodos de selección

En la literatura las diferentes metodoloǵıas para seleccionar variables suelen cla-
sificarse de acuerdo a la forma en que usan el algoritmo de selección. Varios
autores (e.g. Chandrashekar y Sahin (2014); Saeys, Inza, y Larrañaga (2007);
Guyon y Elisseeff (2003); Blum y Langley (1997)) emplean tres categoŕıas para
describir este comportamiento, las cual se presentan a continuación:

Metodoloǵıas filtro: el algoritmo de selección calcula primero una métrica o
score para cada variable predictora y luego construye un ranking sobre el cual
se establece un umbral o punto de corte que permite realizar la eliminación
de las variable. Todo lo anterior se realiza sin recurrir a un método de esti-
mación y por lo tanto este tipo de algoritmos dependen fuertemente de las
caracteŕısticas intŕınsecas que tengan los datos de entrenamiento.

Metodoloǵıas embebidas (o embedded por su nombre en inglés): el algoritmo
de selección realiza la eliminación de las variables al ejecutarse un método
de estimación particular y por lo tanto son algoritmos que dependen comple-
tamente del método empleado. Dos metodoloǵıas que han sido ampliamente
utilizadas para este fin son Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
(LASSO) y bosques aleatorios.

Metodoloǵıas empaquetadas (wrapper): el algoritmo de selección aplica prime-
ro un método de estimación y mide el desempeño que tienen las predicciones
que este genera, luego en base a estas predicciones se determina un subconjun-
to de variables sobre el cual se aplica nuevamente el método de estimación. El
procedimiento anterior se repite iterativamente hasta obtener un subconjunto
óptimo de variables.
Este tipo de algoritmos dependen entonces del método de estimación usado y
del tipo de error empleado para cuantificar el desempeño.

Los métodos tipo wrapper y embedded son los que se emplean con mayor fre-
cuencia para abordar el problema de selección de variables, ya que tal como
lo afirman Guyon y Elisseeff (2003), estos “mejoran el desempeño predictivo
comparado con los métodos de ranqueo de variables”, aunque también hacen la
salvedad de que las mejoras no siempre son significativas.

Una de las fortalezas que presentan los algoritmos tipo wrapper es la flexibilidad
que tienen para incorporar diferentes métodos paramétricos y no paramétricos
en la estimación de la respuesta (e.g. modelos lineales generalizados, bosques
aleatorios), permitiendo esto que de acuerdo a las caracteŕısticas que presenten
los datos pueda seleccionarse el método mas apropiado para su estimación.



SELECCIÓN DE VARIABLES CON BOSQUES ALEATORIOS 15

3.2. Selección de variables con bosques aleato-
rios

Una alternativa común son las técnicas tipo wrapper que emplean las medidas
de importancia generadas por bosques aleatorios como criterio base para realizar
selección de las variables predictoras. Como suele ocurrir con las diferentes clases
de metodoloǵıas de selección de variables, el universo de propuestas existentes
es amplio y variado, por lo que en la literatura pueden encontrarse diferente
trabajos relacionados. Algunos de estos trabajos son los de Gregorutti, Michel, y
Saint-Pierre (2017), Hapfelmeier y Ulm (2013), Genuer, Poggi, y Tuleau-Malot
(2010), D́ıaz-Uriarte y Alvarez de Andrés (2006).
Gran parte de la diversidad de propuestas para seleccionar variables con bosques
aleatorios se debe a los diferentes criterios que estas emplean, e.g. “el número de
pasos usados para rechazar o incluir variables, la fracción de variables rechazadas
por paso, el (re-)cálculo de la importancia de las variables, el tipo de medida de
importancia empleada, el método usado para evaluar la precisión de las predic-
ciones, la aplicación de métodos de muestreo, la selección forward o backward
utilizada y el criterio de parada del algoritmo”(Hapfelmeier y Ulm, 2013).
Esta variedad de criterios puede verse reflejada en los múltiples algoritmos desa-
rrollados para implementar selección de variables con bosques aleatorios. Por
ejemplo, en el software estad́ıstico R (R Core Team, 2018), algunos de los pa-
quetes que se encuentran disponibles para este fin son: vita (Janitza, Celik, y
Boulesteix, 2018), ranger (Wright y Ziegler, 2017), r2VIM (Szymczak et al.,
2016), VSURF (Genuer, Poggi, y Tuleau-Malot, 2015), Boruta (Kursa y Rudnic-
ki, 2010), varSelRF (Diaz-Uriarte, 2007), los cuales – exceptuando el paquete
VSURF – son evaluados por Degenhardt, Seifert, y Szymczak (2017) es una apli-
cación de datos genéticos.
Independientemente de los efectos que puedan tener los criterios anteriormente
mencionados sobre el proceso de selección, existen otros elementos que afectan
directamente las medidas de importancia de las variables (criterio base) y por
ende los resultados que se obtienen con los diversos métodos de selección que
emplean bosques aleatorios. Para el caso particular en el que se hace uso de las
medidas de importancia por permutación (ver sección 2.3.1), estos elementos
son:

La correlación existente entre pares de variables predictoras (ρij).
La correlación entre cada variable predictora Xj y la respuesta Y (τj).
El numero de variables predictoras correlacionadas (q).

Gregorutti et al. (2017) muestran como para datos cuyo modelo generador es el
modelo lineal clásico, el valor de la importancia por permutación que tiene una
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variable Xj puede ser determinado por medio de la ecuación (3.1),

V IXj
= 2

(
τj

1− ρij + q · ρij

)2

(3.1)

Un par de hechos que evidencia la ecuación (3.1) es que i) cuando la correla-
ción entre Xi y Xj (ρij > 0) aumenta, la importancia V I de ambas variables
disminuye y ii) cuando el numero de variables correlacionadas (q) aumenta, la
importancia (V I) disminuye y lo hace mas rápidamente. Otro comportamien-
to interesante, aunque un tanto sorprendente, que también revela esta ecuación
es que iii) puede darse el caso en el que variables predictoras independientes
(ρij = 0) con poder predictivo (τj) bajo tengan mayor importancia (V IXj

= 2τ 2j )
que variables predictoras correlacionadas (ρij > 0) con poder predictivo (τj) alto.
Desafortunadamente es dif́ıcil extender estos hallazgos a otros modelos (e.g. el
modelo de regresión loǵıstica), por lo cual es importante tener presente que los
valores de ρij, τj y q que tengan los datos que se estén considerando pueden
influir notoriamente sobre los resultados obtenidos al aplicar un procedimiento
de selección de variables con bosques aleatorios.

3.2.1. Algoritmo de eliminación recursiva de variables

Muchos de los algoritmos tipo wrapper que existen para seleccionar variables
hacen uso de la técnica de eliminación hacia atrás (backward) para generar
iterativamente subconjuntos de variables cada vez menores. Cuando dicha técnica
se emplea conjuntamente con bosques aleatorios, las medidas de importancia
basadas en permutación aleatoria (V IXj

) que se obtienen para cada variable,
permiten configurar algoritmos de selección con los cuales puede mejorarse la
predicción de un modelo.
Estos algoritmos, conocidos como algoritmos de eliminación recursiva de varia-
bles (RFE ), calculan en cada iteración las medidas de importancia de todas las
variables predictoras y las ordenan de mayor a menor (o a la inversa) de acuerdo
al valor obtenido. Esto con el fin de eliminar aquellas variables que obtuvieron el
valor mas bajo de importancia y aśı lograr construir un subconjunto de variables
menor en cada paso del algoritmo (ver pseudocódigo 1), siendo óptimo aquel
subconjunto en el que el error de predicción se minimiza.
Otro enfoque existente para aplicar selección es el de eliminación no recursiva
de variables (NRFE ), el cual difiere del RFE en cuanto a que el ranking de
importancia para las variables solo es calculado una vez sobre el modelo completo
con todas las predictoras y es mantenido inalterado durante todas las iteraciones
del algoritmo.
Un problema que puede presentarse con la selección NRFE tiene que ver con
las relaciones que se evidencian en la ecuación (3.1), ya que en cada paso del
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algoritmo el valor de q disminuye y posiblemente el valor muestral de ρij también
sufra modificaciones, lo que hace probable que tanto las medidas de importancias
como el ranking de las variables cambie. Sobre esto, el estudio realizado por
Gregorutti et al. (2017) concluye que el algoritmo RFE es mas eficiente que
el NRFE, además permite obtener modelos con un menor número de variables
predictoras y con un error de predicción menor, esto debido a que las variables más
informativas quedan mejor posicionadas en los últimos pasos del procedimiento
backward, incluso cuando hay presencia de correlación entre las variables.

Pseudocódigo 1: Selección de variables RFE con bosques aleatorios.

1 while p > 1 do
2 Aplicar bosques aleatorios sobre los datos de entrenamiento.
3 Calcular el error de bosques aleatorios sobre datos de prueba.
4 Tomar los valores de las medidas de importancia de cada variable.
5 Ranquear las variables de acuerdo a las importancias obtenidas.
6 Eliminar la variable (o grupo de variables) con la menor importancia

7 end
8 Seleccionar el modelo compuesto por el subconjunto de variables donde se

obtuvo el menor error de prueba.





Caṕıtulo 4

Estudios de simulación

En esta sección se realizarán estudios de simulación en los que se evaluará el
comportamiento que tiene la metodoloǵıa de selección de variables con bosques
aleatorios en problemas de regresión cuando los conjuntos de datos empleados
cuentan con a) diferentes niveles de correlación entre las variables predictoras,
b) diferentes niveles de correlación entre las variables predictoras y la variable
respuesta, c) diferente cantidad de variables predictoras y d) diferente cantidad
de observaciones.

Para esto se empleará el error cuadrático medio como medida de desempeño
y los resultados obtenidos se compararán contra conjuntos de datos que tienen
caracteŕısticas similares pero que cuentan n = 12800 observaciones, sirviendo
estos últimos como referencia del comportamiento asintótico que puede llegar a
tener el error.

Con los escenarios y comparaciones planteadas lo que se espera es tratar de
dilucidar pautas o criterios que ayuden a hacer un uso mas informado de la
metodoloǵıa.

La implementación de los estudios se realizará usando el software estad́ıstico R,
haciendo uso de los paquetes MASS (Venables y Ripley, 2002), randomForest
(Liaw y Wiener, 2002) y tidyverse (Wickham, 2017).

4.1. Configuración de los escenarios de simula-
ción

Los diferentes conjuntos de datos simulados que serán considerados contarán con
una variable respuesta Y cuantitativa generada por medio del modelo lineal sin
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intercepto presentado en la ecuación (4.1),

Yi =

p∑
i=1

βiXi + εi con εi ∼ N (0, 0.1) (4.1)

La cantidad de variables predictoras Xi que harán parte de este modelo serán
p = {8, 16, 32} y dichas variables procederán de una distribución normal mul-
tivariada (X ∼ Np(µ,Σ)) con vector de medias µ = 0 y matriz de covarianzas
Σ que cambiará de acuerdo a valores particulares dados a las correlaciones entre
las variables.

Estas variables predictoras conformarán cuatro grupos de q = {2, 4, 8} variables
y cada grupo tendrá un nivel de correlación diferente i) entre sus variables (ρij)
y ii) entre sus variables y la variable respuesta (τj)

1.
La idea de considerar un diseño con diferentes valores de q, ρij y τj es poder
configurar conjuntos de datos en los que las variables predictoras tengan dife-
rentes valores de importancia por permutación (ver sección 2.3.1), ya que los
resultados generados por los algoritmos de selección de variables con bosques
aleatorios dependen directamente de las medidas de importancia calculadas para
cada variable (tal como se mencionó en la sección 3.2).

Los valores aproximados de relevancia τj que tendrán las variables predictoras de
cada grupo se muestran en la Tabla 4.1, estos valores se mantendrán fijos durante
todos los escenarios de simulación y lo que se pretende con ellos es incorporar
casos en los que la relevancia de las variables sea nula, baja, media y alta.

Tabla 4.1: Correlaciones muestrales promedio entre la variable respuesta y las
variables predictoras de cada grupo.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
p q τ̂j τ̂j τ̂j τ̂j

8 2 0 0.24 0.48 0.74
16 4 0 0.21 0.43 0.74
32 8 0 0.16 0.42 0.74

Para obtener estos niveles de relevancia τ̂j es necesario asignar previamente valo-
res a los coeficientes βi del modelo que genera los datos de la variable respuesta
(ecuación (4.1)), por lo cual las combinaciones de valores que serán empleadas

1A esta correlación usualmente se le conoce con el nombre de relevancia, ya que precisa-
mente indica la relevancia que tiene una variable en el modelo.
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acá son las que se presentan en el Apéndice A.

Para las correlaciones intra-grupo ρij de las variables predictoras, se considerará el
caso en el que el grupo de variables irrelevantes (τj = 0) es independiente (ρij =
0) y los grupos de variables relevantes (τj 6= 0) son bajamente dependientes
(ρij = 0.1), medianamente dependientes (ρij = 0.5) y altamente dependientes
(ρij = 0.9).

También, como puede verse en la Tabla 4.2, serán considerados los casos en los
que el grupo de variables irrelevantes (Grupo 1) es medianamente dependiente y
altamente dependiente, mientras que los grupos de variables relevantes (Grupo
2, 3 y 4) se mantendrán constantes en los valores de correlación establecidos
previamente.

Tabla 4.2: Correlaciones entre las variables de cada grupo.

Grupo1 Grupo2 Grupo3 Grupo4
Caso ρij ρij ρij ρij

Irrelevantes – independientes 0.0 0.1 0.5 0.9
Irrelevantes – medianamente dependientes 0.5 0.1 0.5 0.9
Irrelevantes – altamente dependientes 0.9 0.1 0.5 0.9

Como ilustración, a continuación se presentan la tres matrices de covarianzas Σ
que serán empleadas para generar las variables predictoras cuando q = 2 (p = 8),
aśı como las respectivas relevancias τj que tendrán dichas variables.

Σ =

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y







1 0.0 0 0 0 0 0 0 0 X1

0.0 1 0 0 0 0 0 0 0 X2

0 0 1 0.1 0 0 0 0 0.24 X3

0 0 0.1 1 0 0 0 0 τj = 0.24 X4

0 0 0 0 1 0.5 0 0 0.48 X5

0 0 0 0 0.5 1 0 0 0.48 X6

0 0 0 0 0 0 1 0.9 0.74 X7

0 0 0 0 0 0 0.9 1 0.74 X8
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Σ =

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y







1 0.5 0 0 0 0 0 0 0 X1

0.5 1 0 0 0 0 0 0 0 X2

0 0 1 0.1 0 0 0 0 0.24 X3

0 0 0.1 1 0 0 0 0 τj = 0.24 X4

0 0 0 0 1 0.5 0 0 0.48 X5

0 0 0 0 0.5 1 0 0 0.48 X6

0 0 0 0 0 0 1 0.9 0.74 X7

0 0 0 0 0 0 0.9 1 0.74 X8

Σ =

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y







1 0.9 0 0 0 0 0 0 0 X1

0.9 1 0 0 0 0 0 0 0 X2

0 0 1 0.1 0 0 0 0 0.24 X3

0 0 0.1 1 0 0 0 0 τj = 0.24 X4

0 0 0 0 1 0.5 0 0 0.48 X5

0 0 0 0 0.5 1 0 0 0.48 X6

0 0 0 0 0 0 1 0.9 0.74 X7

0 0 0 0 0 0 0.9 1 0.74 X8

Con la configuración de valores establecida para q, ρij y τj, podrán generarse 9
escenarios (ver Tabla 4.3) en los que se examinarán casos de gran interés desde
el punto de vista teórico (cuando ρij = 0 y τ̂j = 0 en los Escenarios 1, 4, 7), aśı
como casos de gran interés desde el punto de vista aplicado (cuando ρij 6= 0 y
τj 6= 0 en los Escenarios 2, 3, 5, 6, 8, 9).

Tabla 4.3: Escenarios de simulación.

ρij ρij ρij ρij τ̂j τ̂j τ̂j τ̂j
Escenario p q Grupo1 Grupo2 Grupo3 Grupo4 Grupo1 Grupo2 Grupo3 Grupo4

1 8 2 0 0.1 0.5 0.9 0 0.24 0.48 0.74
2 8 2 0.5 0.1 0.5 0.9 0 0.24 0.48 0.74
3 8 2 0.9 0.1 0.5 0.9 0 0.24 0.48 0.74

4 16 4 0 0.1 0.5 0.9 0 0.21 0.43 0.74
5 16 4 0.5 0.1 0.5 0.9 0 0.21 0.43 0.74
6 16 4 0.9 0.1 0.5 0.9 0 0.21 0.43 0.74

7 32 8 0 0.1 0.5 0.9 0 0.16 0.42 0.74
8 32 8 0.5 0.1 0.5 0.9 0 0.16 0.42 0.74
9 32 8 0.9 0.1 0.5 0.9 0 0.16 0.42 0.74

Inicialmente lo que se espera determinar en todos los escenarios es si el algo-
ritmo de selección de variables con bosques aleatorios permite obtener modelos
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mas parsimoniosos y con menor error de predicción, ya que al haber presentes
variables irrelevantes en todos los conjuntos de datos, lo deseable es que dichas
variables puedan ser eliminadas correctamente y ello termine repercutiendo favo-
rablemente sobre el error.

En segunda instancia lo que se quiere examinar es el comportamiento que tiene
el algoritmo de selección al aumentar el número de variables predictoras en el
modelo (4.1), dado que según lo que plantea Gregorutti et al. (2017) en la
ecuación (3.1), las medidas de importancia por permutación para un modelo
lineal pueden llegar a disminuir rápidamente al incrementar al mismo tiempo q y
ρij.

Luego, lo que inquieta conocer es si al aumentar q puede llegarse a presentar
el caso en el que las medidas de importancia por permutación generadas por
los bosques aleatorios para las variables relevantes altamente correlacionadas del
Grupo 4 empiezan a ser tan cercanas a 0 que terminan pareciéndose a las medidas
de importancia que tienen las variables irrelevantes independientes del Grupo 1,
ya que magnitudes similares quizás puedan “confundir” al algoritmo al momento
de eliminar las variables y esto provocar resultados no satisfactorios. En nuestro
caso será importante prestar atención a lo ocurra en los Escenarios 7, 8, 9 que
es donde los valores de q son mayores.

Otro parámetro que será examinado en cada uno de los 9 escenarios es el número
de observaciones, por lo cual se considerarán 3 tamaños de muestra diferentes
n = {200, 800, 3200} con los que se conformarán un total de 27 conjuntos de
datos sobre los cuales podrá evaluarse tanto el desempeño que tiene la metodo-
loǵıa de bosques aleatorios (error de predicción), aśı como la precisión que tiene
la metodoloǵıa de selección de variables con bosques aleatorios para eliminar las
variables irrelevantes.

Para bosques aleatorios la configuración de parámetros que será empleada para
realizar la selección será la que por defecto tiene el algoritmo en el caso de re-
gresión, que es: ntree = 500, mtry = p/3 y nodesize = 5.

Configuraciones de escenarios como los descritos anteriormente, son comúnmen-
te empleados en el desarrollo y evaluación de propuestas metodológicas para
seleccionar variables en bosques aleatorios. Es por eso que en diferentes estudios,
e.g., Archer y Kimes (2008), Altmann, Toloşi, Sander, y Lengauer (2010), Ge-
nuer et al. (2010), Toloşi y Lengauer (2011), Gregorutti et al. (2017), pueden
encontrarse diseños de experimentos similares con los que además usualmente se
abordan problemas de clasificación.
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4.2. Resultados

A continuación se presentan los resultados obtenidos al medir el error de predic-
ción MSE sobre datos de prueba en cada uno de los conjuntos considerados. Se
iniciará presentando los resultados para los Escenarios 1-3 y luego se continuará
con los resultados de los Escenarios 4-6 y 7-9.

Selección de variables partiendo de un modelo lineal con p = 8 variables

Para este caso la evolución que presentaron los errores al eliminar de forma ite-
rativa una variable del modelo (4.1) por medio del algoritmo de selección de
variables con bosques aleatorios son los que se ilustran en la Figura 4.1.

En ella se aprecia que independientemente de la cantidad de observaciones que
tienen los conjuntos de datos (n = {200, 800, 3200}) e independientemente del
nivel de correlación intra-grupo que tienen las variables, el error ḿınimo (señalado
con puntos sólidos en las gráficas) se alcanza cuando el algoritmo elimina el primer
grupo de variables (p = 6).
Lo anterior indica que el método de selección es capaz de detectar y eliminar
correctamente las variables irrelevantes que se encuentran presentes en los dife-
rentes conjuntos de datos, ya que de acuerdo a como fue configurado el Grupo
1 de variables, el aporte que estas hacen a la respuesta es nulo o casi nulo (ver
valores de los coeficientes del modelo en el Apéndice A) y por lo tanto solo in-
troducen “ruido” que el algoritmo es capaz de filtrar.

En esta figura también se aprecia que independientemente del nivel de correla-
ción que tienen las variables irrelevantes del Grupo 1 (ρij = {0.0, 0.5, 0.9}),
las curvas de los errores van disminuyendo de nivel al aumentar la cantidad de
observaciones en los conjuntos de datos y se van acercando al nivel que tiene la
curva de referencia (linea roja punteada).
Este comportamiento revela que el ajuste de los datos por medio de bosques
aleatorios requieren tamaños muestrales grandes (alrededor de n = 3200) para
lograr predicciones razonables cuando el modelo subyacente en los datos es de
tipo lineal como el que se empleo acá. Por ejemplo, puede verse que antes de
iniciarse la selección de variables (p = 8) la diferencia entre las curvas de los
errores es amplia y solo disminuye al aumentar n.

Selección de variables partiendo de un modelo lineal con p = 16 variables

Para este caso los errores obtenidos al realizar la selección de variables con bos-
ques aleatorios se muestran en la Figura 4.2.
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Alĺı se observa que los errores ḿınimos y los niveles de las curvas de los errores
presentan el mismo comportamiento descrito en la Figura 4.1 (Escenarios 1-3).
Sin embargo, puede verse que el error ḿınimo aumenta alrededor de 45 veces
al duplicarse la cantidad inicial de variables predictoras en el modelo, ya que se
pasa de un MSE ≈ 0.02 en la Figura 4.1 a un MSE ≈ 0.90 en la figura 4.2 al
incrementar p de 8 a 16.
Este aumento en el error es considerable y es explicado en parte por la “maldición
de la dimensionalidad”, la cual hace que al aumentar p se reduzca la densidad
del conjunto de datos en n1/p (Hastie et al., 2009). Lo que sorprende acá es el
crecimiento acelerado que tiene el error, siendo algo que pone en evidencia la alta
sensibilidad que tiene el desempeño de la metodoloǵıa de bosque aleatorios ante
cambios en el número de variables predictoras. Esto cuando los datos subyacentes
tienen el comportamiento lineal (4.1).

Selección de variables partiendo de un modelo lineal con p = 32 variables

En este caso los errores de predicción que se registraron al aplicar el algoritmo
de selección se ilustran en la Figura 4.3.

En ella se aprecia que al igual que en el caso anterior (Escenarios 4-6) los errores
ḿınimos y los niveles que tienen las curvas de los errores vuelven a ser sistemática-
mente mayores (alrededor de 50 veces mas) debido al efecto que tiene el aumento
de p. Pero ahora, al observar detenidamente los niveles que tienen las curvas de
referencia (lineas rojas punteadas) puede verse que empieza a presentarse un
comportamiento diferente cuando la correlación entre las variables irrelevantes
del Grupo 1 es alta (ρij = 0.9), ya que alĺı (Escenario 9) el nivel de la curva
del error es superior al de los Escenario 7 y 8 donde las variables irrelevantes del
Grupo 1 no están correlacionadas o tienen correlación media.
Este comportamiento lo que sugiere es que el método de bosques aleatorios es
sensible a la correlación entre las variables predictoras (colinealidad) a partir de
ciertos valores de q (8 en este caso), haciéndose mas evidente cuando los niveles
de ρij son altos.

La gráfica también muestra que para el Escenario 7 (en el que la correlación
entre las variables del Grupo 1 es media (ρij = 0.5)) el punto de ḿınimo MSE
no corresponde con el punto en el que se eliminan todas las variables irrelevantes
del Grupo 1. Esto se debe a que, tal como se mencionó en la sección 4.1, las
magnitudes de las medidas de importancia por permutación para las variables de
dos grupos (Grupo 1 y Grupo 4 en este caso) tienen valores muy similares que
hacen que el algoritmo no pueda diferenciarlas correctamente y cometa errores
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al momento de eliminar las variables.
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Figura 4.1: MSE al aplicar el algoritmo de selección de variables con bosques
aleatorios sobre conjuntos de datos que inicialmente contienen p = 8 variables
predictoras. El conjunto de referencia (linea punteada) cuenta con n = 12800
observaciones y la linea vertical indica el punto en el que se eliminan la mitad de
las variables.
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Figura 4.2: MSE al aplicar el algoritmo de selección de variables con bosques
aleatorios sobre conjuntos de datos que inicialmente contienen p = 16 variables
predictoras. El conjunto de referencia (linea punteada) cuenta con n = 12800
observaciones y la linea vertical indica el punto en el que se eliminan la mitad de
las variables.
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Figura 4.3: MSE al aplicar el algoritmo de selección de variables con bosques
aleatorios sobre conjuntos de datos que inicialmente contienen p = 32 variables
predictoras. El conjunto de referencia (linea punteada) cuenta con n = 12800
observaciones y la linea vertical indica el punto en el que se eliminan la mitad de
las variables.
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Conclusiones y trabajos futuros

Los resultados obtenidos en los diferentes escenarios implementados en este tra-
bajo, evidencian que la metodoloǵıa de selección de variables en bosques alea-
torios propuesta por Gregorutti et al. (2017) es una alternativa eficiente para
eliminar variables, ya que permite obtener modelos mas parsimoniosos (en con-
cordancia con el principio de la cuchilla de Occam), con menor error de predicción
y compuestos solo por las variables mas relevantes.
Sin embargo, en este trabajo dicha eficiencia comienza a perderse cuando los
conjuntos de datos contienen grupos de variables predictoras cuyo tamaño es
igual o superior a 8 y cuentan con niveles altos de correlación, ya que bajo esta
condición es posible que el algoritmo no logre eliminar correctamente todas las
variables irrelevantes y por ende el error de predicción no alcance el ḿınimo.

Los resultados también evidencian que el número de variables predictoras que
contiene el conjunto de datos es un factor que influye de manera importante so-
bre el desempeño de la metodoloǵıa de bosques aleatorios, ya que al incrementar
la cantidad de variables se genera una degradación acelerada en los niveles de las
curvas del error.

Otro factor que juega en contra del error de predicción, aunque no tan drásti-
camente como lo hace el número de variables predictoras, es la cantidad de
observaciones que contiene el conjunto de datos, debido a que se requirieron ta-
maños muestrales grandes para obtener desempeños cercanos a los de las curvas
de referencia.
Claro está, que para los resultados obtenidos acá, debe considerarse el hecho de
que el método de bosques aleatorios esta siendo empleado bajo el escenario me-
nos favorable, pues tal como se mencionó en la sección 2.1.1 haciendo referencia
a James et al. (2013), el desempeño de los arboles y por ende el desempeño de
bosques aleatorios tiende a ser superior “cuando la verdadera forma funcional
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que relaciona las variables predictoras con la variable respuesta es altamente no
lineal y compleja” y no bajo las condiciones de linealidad en las que fue empleado
en estos estudios.

Lo anterior sugiere que una extensión plausible del presente trabajo seŕıa consi-
derar el caso en el que el modelo subyacente en los datos fuera de tipo no-lineal,
tanto en escenarios de regresión como de clasificación. Lo cual favoreceŕıa al
desempeño de bosques aleatorios y a la vez abordaŕıa, al menos de forma explora-
toria, el problema de selección de variables en bosques aleatorios en situaciones
en las que no se sabe de antemano el comportamiento que puedan tener las
medidas de importancia por permutación para las variables, ya que la ecuación
(3.1) solo aplica para modelos lineales bajo escenarios de regresión.
Esto último indica que el caso de un modelo lineal bajo un escenario de clasifi-
cación es otra opción relevante que podŕıa ser explorada en futuros trabajos.

Otra forma en la que podŕıan extenderse los estudios realizados en este trabajo
es tratando de determinar valores óptimos para los parámetros del algoritmo de
bosques aleatorios (mtry, nodesize y ntree), esto con el fin de lograr minimizar
el error de predicción en los conjuntos de datos considerados acá y para lo cual
Probst, Wright, y Boulesteix (2019) presentan varias estrategias.



Apéndice A

Coeficientes del modelo lineal

Tabla A.1: Coeficientes del modelo (4.1) cuando la correlación entre variables
predictoras en el grupo 1 es ρij = 0.0.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
p q ρij = 0.0 ρij = 0.1 ρij = 0.5 ρij = 0.9

8 2 -0.001 0.14 0.22 0.27
16 4 0 0.60 0.66 0.78
32 8 0 2.00 2.10 2.32

Tabla A.2: Coeficientes del modelo (4.1) cuando la correlación entre variables
predictoras en el grupo 1 es ρij = 0.5.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
p q ρij = 0.5 ρij = 0.1 ρij = 0.5 ρij = 0.9

8 2 -0.001 0.15 0.215 0.27
16 4 0 0.64 0.67 0.80
32 8 0 2.11 2.10 2.35
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Tabla A.3: Coeficientes del modelo (4.1) cuando la correlación entre variables
predictoras en el grupo 1 es ρij = 0.9.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
p q ρij = 0.9 ρij = 0.1 ρij = 0.5 ρij = 0.9

8 2 -0.001 0.150 0.215 0.270
16 4 -0.001 0.640 0.670 0.800
32 8 -0.070 3.000 2.900 3.100
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