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Resumen

Los problemas en Ingenieria Geotécnica son en general problemas muy complejos debido
a la no linealidad del comportamiento del suelo, la interacciéon con distintos cuerpos, y las
deformaciones grandes de la masa del suelo. Lo anterior hace que simular este tipo de pro-
blemas sea un desafio, en parte porque las herramientas de andlisis tradicionales como el
Método de los Elementos Finitos (FEM), presentan limitaciones con respecto a la simu-
lacién de problemas de deformaciones grandes. Para hacer frente a estas limitaciones en
los 1ltimos anos se han desarrollado nuevos métodos numéricos, como el Método del Punto
Material (MPM), el cual ha mostrado ser adecuado para el anélisis de este tipo de problemas.

El MPM combina las ventajas de las descripciones de movimiento Euleriana y Lagrangiana,
para simular problemas de deformaciones grandes, sin los problemas de distorsién de malla,
ni la presencia de términos convectivos. En este trabajo se presenta la implementacion, va-
lidacién y aplicacion de un codigo de computador abierto escrito por el autor, basado en el
MPM, el cual puede ser la base de una linea de investigacion en la Universidad Nacional de
Colombia.

El cédigo de computador, denominado MPM-UN; esta basado en una formulaciéon dindmica
que permite solucionar tanto problemas bajo cargas cuasi-estaticas, como estudiar la na-
turaleza dindamica de algunos procesos de falla en geotecnia de suelo seco y saturado, en
condiciones drenadas y no drenadas, sin considerar cambios en la presién de poros. El cédigo
integra un algoritmo de contacto friccional para tener en cuenta la interaccion entre cuerpos
y un modelo elastopléstico con criterio de falla de Mohr-Coulomb. La validacién del cédigo
se realizo mediante la simulacién de problemas que cuentan con soluciones tedricas, como
la vibracion axial de una barra elastica, la capacidad portante de un cimiento continuo y el
deslizamiento de un disco en un plano inclinado; y por medio de problemas méas complejos,
tales como la falla de un talud por peso propio y el colapso de una columna granular.

Por 1ltimo, se realizé la simulacion de dos taludes simples con el objetivo de examinar las
potencialidades del MPM en el analisis de deslizamientos, comprobando que con esta herra-
mienta es posible capturar comportamientos de falla complejos y ademas permite simular
todo el proceso de deformacién, desde la formacion de la superficie de falla hasta la deposi-
tacion del material. A partir de estas simulaciones se verificaron las capacidades del método
para predecir la generacion de fallas retrogresivas, y se estudié la influencia de diferentes
parametros en la distancia de viaje de los deslizamientos, encontrando que variables que
en general no se consideran, como el angulo de dilatancia y la compresibilidad, tienen una
incidencia importante en los resultados.

Palabras clave: Método del Punto Material (MPM), Modelacién numérica, Desliza-

mientos, Deformaciones grandes.
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Abstract

Problems in Geotechnical Engineering are usually very complex due to the high non-linearity
of the soil behaviour, the interaction with different structures, and the large deformations
of the soil mass. Therefore, simulating these problems is a challenge, partly because com-
mon analysis tools employed nowadays, such as the Finite Element Method (FEM), have
limitations to simulate large deformation problems. To overcome those limitations, new nu-
merical methods have been developed in recent years, such as the Material Point Method
(MPM), which has proved to be suitable for the simulation of complex geotechnical problems.

The MPM combines the advantages of Eulerian and Lagrangian movement descriptions, in
order to simulate large deformations problems, without the disadvantages of mesh distortion,
or the presence of convective terms. This thesis presents the implementation, validation and
application of an open-source computer code written by the author, based on the MPM,
which may be the base of a line of research at the Universidad Nacional de Colombia.

This computer code, named MPM-UN, is based on a dynamic formulation that allows to
solve problems under quasi-static loads, as well as to study the dynamic nature of some
geotechnical failure processes of dry and saturated soils under drained and undrained con-
ditions, without considering changes of the pore pressures. The code integrates a frictional
contact algorithm to take into account the interaction between bodies and an elastoplastic
model with Mohr-Coulomb failure criteria. The validation of the code was made by simula-
ting problems that have theoretical solutions, such as the axial vibration of an elastic bar,
the bearing capacity of a continuous foundation and the sliding of a disk on an inclined
plane; and by means of more complex problems such as the failure of a slope by its own
weight and the collapes of a granular column.

Finally, two simple slopes were simulated in order to examine the potentialities of the MPM
in landslide analysis, proving that it is possible to capture complex failure behaviors with
this tool, and also it allows simulating the entire deformation process, from the formation
of the failure to the deposition of the material. From those simulations, the capabilities of
the method to predict the generation of retrogressive failures were verified and the influence
of different parameters on the run-out of the landslides was analyzed. It was found that
variables that commonly are not considered, such as the angle of dilatancy and the compres-
sibility have an important incidence in the results.

Keywords: Material Point Method (MPM), Numerical simulation, Landslides, Large
deformations.
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1. Introduccion

En Ingenieria Geotécnica existen gran variedad de problemas en los que el suelo y las estruc-
turas circundantes pueden experimentar deformaciones importantes, este es el caso del diseno
de estructuras tales como las cimentaciones costa afuera (offshore) con anclajes dindmicos,
los pilotes hincados, y el estudio de mecanismos de falla y deformaciéon en taludes, cimenta-
ciones y estructuras de contencion, entre otros. A pesar de la gran importancia de este tipo
de problemas y la variedad de modelos constitutivos disponibles, estos problemas atin tienen
dificultades de anélisis, debido principalmente a las limitaciones inherentes a los métodos
numéricos usuales, con los que se efectiian los analisis.

Por ejemplo, el Método de los Elementos Finitos (FEM), el cual es la herramienta mas
empleada por los Ingenieros en la practica, tiene dificultades para solucionar este tipo de
problemas debido principalmente a su formulacién Lagrangiana, lo cual se traduce en dis-
torsiones de la malla de elementos, causando inexactitudes en los resultados o problemas de
estabilidad numérica, cuando las distorsiones en los elementos de la malla son tan grandes
que producen valores de Jacobiano negativos (volimenes negativos).

A pesar de la gran variedad de métodos numéricos existentes, a la fecha no existe un método
ampliamente utilizado en Ingenieria Geotécnica, debido a que los métodos que se basan en un
enfoque netamente Lagrangiano tienen problemas de distorsiones de malla, o costos compu-
tacionales altos cuando dichos métodos se basan en analisis de particulas. Por otra parte,
los métodos de formulacién Euleriana poseen limitaciones para modelar comportamientos
historico-dependientes por la presencia de términos convectivos.

Un método que se ha destacado en los anos recientes para el andlisis de problemas geotécni-
cos de deformaciones grandes, es el Método del Punto Material (Material Point Method
- MPM). Este método propuesto por Sulsky et al, (1994), combina las ventajas de las des-
cripciones de movimiento Euleriana y Lagrangiana a partir de una doble discretizacion. Una
serie de particulas que contienen todas la variables de estado y una malla de fondo que se
emplea para solucionar las ecuaciones de movimiento. De esta manera se pueden simular
problemas de deformaciones grandes en materiales histérico-dependientes, sin los problema
de distorsién de malla ni la presencia de términos convectivos de las formulaciones Eulerianas.

El Método del Punto Material se ha empleado con éxito en Ingenieria Geotécnica para la
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simulacion de problemas de penetracién en el suelo, como el ensayo de penetracion con cono
CPT (Beuth y Vermeer, |2013)) y los pilotes hincados (Elkadi y Nguyen, 2013), y en el estudio
de deslizamientos (Andersen et al., 2009), para los cuales se ha comprobado la potencialidad
del MPM para analizar en un marco unificado la transicion estatica-dinamica de los desliza-
mientos (Yerro et al., 2013)), y cuantificar las consecuencias de los procesos de remocién en
masa al considerar las fuerzas de impacto sobre estructuras (Ceccato y Simonini, 2016]).

A pesar de las ventajas apreciables del MPM para solucionar problemas geotécnicos de
deformaciones grandes, este método se ha empleado principalmente en el campo de la in-
vestigacion, debido a que el MPM es una técnica todavia en desarrollo y por lo tanto ain
hay muchos aspectos por profundizar y perfeccionar para que el método se convierta en una
herramienta rutinaria en la Ingenieria de Diseno. Por esta razon, en la presente investigacién
se realizé la implementacién numérica del método para aplicaciones geotécnicas bajo cargas
estaticas y cuasi-estaticas, con el proposito que la Universidad Nacional de Colombia cuente
con un software que permita utilizar el MPM para investigaciones futuras y en las labores de
docencia. De acuerdo con lo anterior, en este trabajo de tesis se planted el siguiente objetivo
general.

“Desarrollar una herramienta computacional en la que se tmplemente el Método del
Punto Material para una fase, de manera que ésta permita dar solucion a diversos
problemas geotécnicos bidimensionales en condiciones no drenadas y bajo cargas cuasi-
estaticas.”

Si bien el objetivo general planteado especifica una implementacion bidimensional en condi-
ciones no drenadas y bajo cargas cuasi-estatica, en la implementaciéon numérica desarrollada
se incluy6 un modelo constitutivo, el cual permite simular tanto condiciones no drenadas
como drenadas, sin cambios en la presién de poros. Adicionalmente, y para darle mayor
aplicabilidad al cédigo, se empled una formulacion dindmica del MPM, la cual permite solu-
cionar problemas estaticos y a la vez considerar la naturaleza dindmica del proceso de falla
de algunos problemas geotécnicos.

Con el cédigo desarrollado se realizo la simulacion de distintos problemas geotécnicos, los
cuales permitieron resaltar las ventajas del MPM para simular problemas geotécnicos de
deformaciones grandes y representar adecuadamente problemas de deformacién complejos
como los deslizamientos. Mostrando que la herramienta desarrollada puede ser empleada
para evaluar de una manera mas ajustada a la realidad la amenaza por estos procesos de
remocién en masa, puesto que permite considerar todo el proceso de falla: inicio, propagacién
y depositacién, y ademas se puede evaluar la influencia de distintas variables en la distancia
de viaje.
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1.1. Estructura del documento

En el capitulo [2| se presenta una descripcion breve de la modelacién numérica en Ingenieria
Geotécnica y se explican los métodos numéricos empleados para el andlisis de deformaciones
grandes. Ademas, se introduce el Método del Punto Material, con base en la descripcion de
los principios generales del método, sus ventajas y desventajas, la formulacién multi-fase y
las variantes del método.

La formulacion dinamica del MPM seleccionada en esta investigacion se detalla en el Capitu-
lo[3] en donde se explica la discretizacién temporal y espacial del método, y posteriormente
se describen otros aspectos importantes de la metodologia, como las condiciones de frontera
y el amortiguamiento del sistema. Por tltimo, se expone la formulaciéon de un contacto fric-
cional en el MPM, con el objetivo de considerar la interaccién entre cuerpos.

En el capitulo [4]se describe la implementacion numérica realizada y se introduce el funciona-
miento del cédigo a partir de ejemplos de las rutinas principales de célculo. En este capitulo
se presenta primero la codificacion realizada para el pre-procesamiento de un problema con el
MPM y posteriormente se explica la implementaciéon numérica de la formulacién expuesta en
el capitulo anterior. El capitulo termina con la descripcién de las caracteristicas importantes
de la implementacion y el funcionamiento del algoritmo de contacto friccional.

Un tépico de importancia bésica en cualquier método numérico, enmarcado en la mecénica
del medio continuo, es la modelaciéon constitutiva. Por lo tanto, en el Capitulo 5| se expli-
can generalidades del modelo lineal elastico y del modelo elastopléstico con criterio de falla
de Mohr-Coulomb empleados. Para este tltimo se describe la aproximacion adoptada para

lidiar con las singularidades del modelo, y se incluye en detalle el algoritmo de integracion
codificado.

Una vez expuestos todos los aspectos tedricos y la implementacion numérica del Método
del Punto Material en el cdigo de computador denominado MPM-UN;, en el Capitulo [6] se
presenta una serie de problemas geotécnicos de validacién del codigo y aplicacion. Se cubren
problemas tanto cuasi-estaticos como dindmicos en materiales elasticos y elastoplasticos y en
los que ademés se considera la interaccién entre cuerpos. Los calculos realizados mediante el
MPM son validados mediante soluciones tedricas y comparando los resultados con los obteni-
dos por medio de la simulacion con Elementos Finitos o mediante resultados experimentales
de la literatura.

Por 1ltimo, en el Capitulo [7]se listan las conclusiones y recomendaciones con respecto al uso
del cédigo desarrollado, asi como temas para futuras investigaciones con el MPM empleando
como base el MPM-UN.



2. Métodos numéricos para
deformaciones grandes

En este capitulo se muestra la importancia de la modelacién numérica en el campo de la
Geotecnia, los métodos numéricos existentes, y el porque entre la gran variedad de metodo-
logias, se escoge para esta investigacién el Método del Punto Material (MPM). En la Seccién
[2.1] se indica la importancia de la modelacién numérica en la Ingenieria Geotécnica, y en
la Seccion se presenta una descripcion breve de las herramientas numéricas empleadas
para la simulaciéon de problemas de deformaciones grandes. Por ltimo, en la Seccion
se introduce el Método del Punto Material - MPM, presentando los principios generales del
método, sus ventajas y desventajas, y los ultimos desarrollos del método para la simulacion
de problemas geotécnicos.

2.1. Modelacion numérica en Geotecnia

Los problemas en la Ingenieria Geotécnica consisten principalmente en problemas geomecani-
cos, para lo cuales es necesario conocer el estado de esfuerzos y defromaciones en distintos
puntos de la masa de suelo producido por unas acciones externas o internas. Ademas, por
la naturaleza trifasica del suelo (sélido, liquido y aire) se debe considerar las presiones de
poros y los estados de succién del fluido intersticial. Lo anterior genera una complejidad
alta de analisis en estos tipos de problemas, debido al nimero de ecuaciones a solucionar y
a la cantidad grande de puntos de interés, haciéndose necesario plantear modelos de anali-
sis simplificados de los problemas. En estos modelos se deben identificar las caracteristicas
principales del problema e ignorar las caracteristicas que a juicio del Ingeniero no producen
cambios significativos en la aproximacion.

Los modelos de anélisis empleados para solucionar problemas en Ingenieria Geotécnica pue-
den ser de tres tipos; modelos empiricos, modelos analiticos y modelos numéricos. Los prime-
ros corresponden a modelos basados en la observacién directa de la realidad fisica y muchas
veces carecen de sustento tedrico, por lo que son vélidos tinicamente para problemas con con-
diciones similares para las cuales fueron desarrollados. Por otro lado, las soluciones analiticas
se desarrollan a partir de la teoria cientifica y por lo general son faciles de calcular, sin em-
bargo, estos se encuentran restringidos a casos muy particulares, en donde la geometria del
problema y las condiciones de carga son muy simples. Por ltimo, las soluciones numéricas
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se basan en modelos matematicos que se solucionan mediante algoritmos numéricos; a dife-
rencia de los métodos analiticos, estos modelos permiten analizar problemas con condiciones
complejas, por lo cual su uso se ha incrementado en los ultimos anos debido también a los
avances tecnologicos y tedricos que permiten estudiar problemas geomecanicos complejos en
tiempos razonables.

El uso de modelos numéricos para analizar problemas geomecénicos en general incluye cuatro
pasos béasicos: (1) la idealizacién del problema mediante un modelo matematico que incluye
las ecuaciones gobierno y las leyes constitutivas de los materiales, (2) la discretizacién de la
cual se obtiene un sistema finito de ecuaciones, (3) la soluciéon numérica del sistema de ecua-
ciones y (4) la validacién de los resultados. En la Figura se presenta un diagrama de flujo
con dichos pasos, y se indica el error que se comete en cada uno de éstos (Ceccato, 2014)).
Debido a dichos errores, es importante realizar siempre la validacién de los resultados ob-
tenidos de los modelos numéricos, debido a que éstos nunca representaran en forma exacta
el comportamiento geomecanico real de un problema especifico, sino que suministraran una
aproximacién a la solucion (Ceccato, [2014)).

%

T

NG
Solucidn Numérica Modelo Matematico
Error de aproximacion Error de ideafizacion
= -

NG /

%’% - e{;@é

Modelo Discreto o

Error de discrefizacion

Figura 2-1. Pasos béasicos de la modelacién numérica (Ceccato, [2014)).

Los diferentes métodos numéricos empleados para simular problemas geotécnicos, se pueden
dividir segtin la escala a la que se modela el suelo, ya que éste se puede modelar como un
continuo en una escala macroscopica o como un conjunto de particulas discretas en una
micro-meso escala. La modelacién del suelo en una micro-meso escala consiste en la discre-
tizacion del material como un conjunto de particulas que representan granos individuales de
suelo, y en el cual se consideran los contactos entre los granos y los efectos microestructurales
como el reorganizamiento de éstos; por lo cual es necesario conocer las caracteristicas de los
granos de suelo y entender los mecanismos de interaccion a una escala microscépica.
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Por otro lado, la modelaciéon en una escala macroscopica se basa en la teoria de la mecanica
del continuo, por lo que a diferencia de los modelos discontinuos, las propiedades del suelo
estan determinadas segun el comportamiento macro-mecéanico del suelo, el cual se obtiene a
partir de ensayos de laboratorio y de campo, en los cuales se considera el suelo como un con-
tinuo en donde las distintas fases del suelo llenan completamente el dominio, y las variables
representativas corresponden a los valores promedio en un volumen elemental representativo

(REV) (Ceccato, 2014]).

Los modelos continuos de anélisis se pueden dividir de acuerdo con el tipo de discretizacion y
segun las ecuaciones de gobierno, dado que se puede emplear una descripciéon de movimiento
Euleriang'| o Lagrangiana Por el lado del tipo de discretizacién, los métodos continuos se
pueden dividir en los métodos basados en malla (mesh-based), los cuales usan una malla
de elementos para representar el continuo y obtener la solucion aproximada del problema,
o en los métodos basado en particulas (particle-based), los cuales emplean un conjunto de
particulas discretas para representar una porcién del volumen del suelo. En este segundo tipo
de métodos se pueda emplear o no una malla de fondo para escribir la solucién aproximada.

La division realizada segun la escala de simulacién del suelo, las ecuaciones de gobierno y la
discretizacién del dominio se presenta a manera de resumen en la Figura [2-2]

Métodos numéricos
en geomecanica

L — —

| Segtin la escala de la simulacion |

Discontinuo Continuo

(micro-meso escala) (macro escala)

Segun la | | Segtin la ec. de

discretizacion Basado en Formulacién gobierno Formulacién

Basado en

malla particulas Lagrangiana Euleriana

Figura 2-2. Divisién de métodos numéricos en geomecanica.

IDescripcién de movimiento que utiliza la configuracién espacial como marco de referencia, por lo que el
movimiento del continuo se estudia en punto fijos en el espacio mientras el material pasa a través de
estos.

2Descripcién de movimiento que utiliza un marco de referencia en movimiento, en el que la posicién de un
punto del continuo es descrita en funciéon de la posicién inicial.
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2.2. Métodos numéricos para deformaciones grandes

En la actualidad no existe una herramienta numérica ampliamente aceptada para la simu-
lacién de problemas de deformaciones grandes, debido a que los métodos que mantienen un
enfoque netamente Lagrangiano experimentan problemas de distorsiones de malla, como el
Método de los Elementos Finitos, o costos computacionales altos cuando dichos métodos se
basan en andlisis de particulas, como el Método de los Elementos Discretos. Por otra par-
te, los métodos de formulacion Euleriana tienen dificultades para modelar comportamientos
histérico-dependientes por la existencia de términos convectivos [} En las siguientes seccio-
nes se expone una descripcion breve de los métodos numéricos empleados en el andalisis de
problemas de deformaciones grandes, haciendo una divisién entre estos segin la clasificacién
presentada en la seccién anterior y resumida en la Figura [2-2]

2.2.1. Métodos discontinuos

Estos métodos tienen su origen en la dinamica molecular desarrolladas en los anos 50’s del si-
glo XX, y son apropiados para simular materiales que consisten en un conjunto de particulas,
como los suelos 0 macizos rocosos fracturados. El método mas usado para analizar problemas
geomecanicos es el Método de los Elementos Discretos (DEM-Discrete Element Method), el
cual fue desarrollado por Cundall y Strack (1979)| para aplicaciones en mecénica de rocas.

Entre los Métodos de los Elementos Discretos se encuentran los métodos de particulas blan-
das (soft-particles) y los métodos de particulas duras (hard-particles). El método de particu-
las blandas es el mas usado en ingenierfa, y en su formulacion se emplea la Segunda Ley de
Newton para describir el movimiento de las particulas, las cuales pueden experimentar una
deformacién minima que es empleada posteriormente para calcular las fuerzas de interac-
cién elésticas, plasticas o friccionales. Por otro lado, en la formulacién de particulas duras
se asume que las particulas son perfectamente rigidas y que la colisién entre éstas ocurre
instantaneamente, por lo que dicho comportamiento se ignora, y el tratamiento de la colision
se realiza afectando la velocidad de las particulas involucradas por medio de un coeficien-
te de restitucion; este método numérico se conoce también como Dinamica Molecular de
Evento-conducido (FEvent-driven Molecular Dynamics) y es adecuado para la simulacién de
flujos granulares répidos (Luding, 2008).

El Método de los Elementos Discretos puede simular sin inconvenientes problemas geomecani-
cos de grandes deformaciones, como lo demuestran los trabajos de Ting et al, (1989), Kumar

3Los términos convectivos son términos no lineales que aparecen en las derivadas materiales expresadas
en descripciones espaciales, es decir cuando se describen las variaciones de las propiedades respecto al
tiempo en un punto material (siguiendo una particula), pero lo puntos de interés son puntos fijos en el
espacio.
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et al| (2012), entre otros, e incluso permite acoplar un fluido intersticial, al integrar el DEM
con alguna formulacién de la Dindmica de Fluidos Computacional, en la cual se describe
el movimiento del fluido mediante la ecuacién de Navier-Stokes, de acuerdo con la formula-
ci6én realizada por Tsuji et al| (1993). Sin embargo, este método posee limitaciones debido
principalmente a los costos computacionales altos y a la determinacién de las propiedades
de las particulas que se emplean como parametros de entrada del modelo. En consecuencia,
este método es mas apropiado para el estudio fundamental del comportamiento del suelo, al
permitir estudiar la transicién micro-macro (Ceccato, [2014)).

2.2.2. Métodos continuos
Métodos basados en malla

Los métodos basados en malla se pueden dividir en aquellos que siguen una descripcién de
movimiento Lagrangiana, como el Método de las Diferencias Finitas (FDM) y el Método de
los Elementos Finitos (FEM) Lagrangiano, o los métodos que siguen una descripcién Eule-
riana como el Método de los elementos Finitos Euleriano.

En la formulacion Lagrangiana el material se acopla a la malla, por lo que las fronteras
del dominio siempre estan bien definidas, y por lo tanto la aplicacion de las condiciones de
frontera y la interaccién entre cuerpos diferentes no representa dificultades numéricas. Por
otro parte, este método es adecuado para simular materiales con comportamiento histori-
co dependiente, puesto que los puntos de cuadratura (Gauss points) siempre coinciden con
los puntos materiales. Sin embargo, debido a este mismo acople entre malla y material, el
método tiene problemas de distorsién en el caso de simular deformaciones grandes, los cuales
reducen la calidad de la aproximacion (Ceccato, [2014]).

Por otro parte, en los métodos Eulerianos el material se desacopla completamente de la
malla, la cual permanece fija mientras el material fluye a través de ésta, por lo que los
puntos de cuadratura (Gauss points) no coinciden con los puntos materiales y se deben
incluir los términos convectivos en las derivadas materiales. Por lo anterior, este método
posee dificultades para aplicar las condiciones de frontera, para realizar la interaccién entre
cuerpos y para simular materiales histéricos-dependientes. Sin embargo, estas metodologias
son adecuadas para simular deformaciones grandes, ya que en éstas no se presentan los
problemas de distorsién de malla. En la Figura[2-3]se presenta la diferencia entre los procesos
de deformacién FEM Lagrangiano y FEM Euleriano, de acuerdo con Ceccatqg (2014),

Para superar los inconvenientes que tienen tanto el FEM Lagrangiano como el FEM Euleriano
cuando se simulan problemas de deformaciones grandes, se crearon métodos que combinan
los dos enfoques. En esta categoria estdn el método Lagrangiano-Euleriano Arbitrario (ALE
- Arbitrary Lagrangian-Eulerian), en donde la malla no se encuentra unida al material, ni fija
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Continuo @ PuntodeGauss B Nodo

(a) (b) (c)

Figura 2-3. Proceso de deformacién. (a) Malla inicial (b) FEM Lagrangiano (b) y (¢) FEM
Euleriano (Ceccato, 2014)).

en el espacio, sino que se mueve arbitrariamente para optimizar la forma de los elementos,
y el método Euleriano-Lagrangiano Acoplado (CEL - Coupled FEulerian-Lagrangian), en el
cual se emplea una malla Lagrangiana para discretizar las estructuras y una malla Euleriana
para simular el suelo.

Estos métodos continuos basados en malla que hacen uso de una formulacién conjunta
Euleriana-Lagrangiana son mas adecuados para simular deformaciones grandes, sin embar-
go, estas metodologias tienen algunas limitaciones y dificultades numéricas. Por ejemplo, el
CEL exhibe dificultad para simular comportamientos histérico-dependientes, y el ALE pue-
de exhibir problemas de distorsién de malla. En la Tabla se resumen los inconvenientes
principales que tienen los métodos basados en malla descritos para el estudio de problemas
geotécnicos de deformaciones grandes.

Métodos basados en particulas

En los métodos numéricos basados en particulas el continuo se discretiza por una serie de
particulas o puntos materiales, los cuales representan una porcién del continuo; la mayoria
de estas metodologias siguen un enfoque Lagrangiano, por lo cual todas las propiedades
fisicas se almacenan en las particulas. Debido a este tipo de discretizacion, estos métodos
no registran problemas de distorsién de malla en problemas de deformaciones grandes, pero
en general su costo computacional es més alto en comparacién con los métodos basados en
malla. Los métodos basados en particulas se pueden dividir en aquellos que hacen uso de una
malla de elementos para solucionar la ecuaciéon de movimiento, y en los cuales la solucion se
obtiene directamente en las particulas.

Dentro de los métodos que no emplean malla esta el Método de Hidrodinamica de Particulas
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Tabla 2-1. Aplicaciones y desventajas de los métodos basados en malla para el analisis de
deformaciones grandes.

’ Método | Aplicaciones | Desventajas ‘

s Existencia de términos convecti-
vos no lineales.

= Dificultad para modelar compor-
tamiento histérico-dependiente.

Penetracién de los cimientos
FEM Euleriano de una plataforma petrolera
(Kee et al., 2012).

= La libertad de la malla tiene limi-
Método Euleriano - .. tes y por lo tanto se siguen pre-
. . | Respuesta sismica de un talud . .
Lagrangiano  Arbi- . sentado distorsiones.
. saturado (Di et al., [2007)). . .
trario (ALE) » Se requiere un paso convectivo
para desplazar los nodos.

= Presencia de términos convectivos
Pilotes hincados (Qiu et no lineales.

al., 2011). = La solucién depende de la densi-
dad de la malla Euleriana.

Método Euleriano-
Lagrangiano Acopla-
do (CEL)

Lisas (Smooth Particle Hydrodynamics - SPH), el cual fue desarrollado inicialmente para
aplicaciones de astrofisica por Lucy (1977) y Gingold y Monaghan (1977); en éste método
cada una de las particulas con las que se discretiza el continuo tiene una distancia espacial de
referencia, llamada longitud de suavizado (smoothing length), sobre la cual las propiedades de
los materiales se suavizan. Otro método dentro de esta categoria es el Element Free Galerkin
(EFG) desarrollado por Belytschko et al) (1994); este método tiene una formulacién similar
a la de los elementos finitos, pero en éste las funciones de prueba se expresan mediante las
funciones de forma de una aproximacién de minimos cuadrados en movimiento, por lo cual
las variables dependientes y sus gradientes son continuos en todo el dominio.

Por otro lado, entre los métodos particulados, que emplean una malla para la solucion de
la ecuacién de movimiento, estd el Método de los Elementos Finitos Particulado (PFEM -
Particle Finite Element Method) propuesto por Idelsohm et al; (2004) y Onate et al. (2004),
en donde las particulas con las cuales se discretiza el continuo, se usan para construir una
malla computacional, sobre la cual se solucionan las ecuaciones de movimiento, por lo que
las particulas funcionan también como nodos. El Método del Punto Material (MPM -
Material Point Method) es otra técnica dentro de esta categoria; en esta metodologia
se combinan las ventajas de la formulacién Lagrangiana y Euleriana a partir de una doble
discretizacion: una serie de particulas que contienen todas la variables de estado y una ma-
lla de fondo que permanece fija y se emplea para solucionar las ecuaciones de movimiento,
por lo cual es posible simular problemas de deformaciones grandes en materiales histérico-
dependientes, sin los problema de distorsién de malla, ni la presencia de términos convectivos
de las formulaciones Eulerianas.
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En la Tabla[2-2] se presenta un resumen de los métodos mencionados basados en particulas,
indicando algunas aplicaciones en el campo de la Ingenieria Geotécnica y las principales
desventajas para la simulaciéon de este tipo de problemas. En esta tabla no se incluye el
MPM, dado que en la seccién siguiente se hace una descripcion detallada del método.

Tabla 2-2. Aplicaciones y desventajas de los métodos basados en particulas para deforma-
ciones grandes.

’ Método | Aplicaciones | Desventajas ‘

= Presenta inestabilidad espacial
debido a la integraciéon puntual.

= Requiere un tratamiento especial
en las fronteras.

Excavacién con chorro de
agua en suelo saturado (Bui et
al., |2007).

Smooth Particle Hy-
drodynamics - SPH

Flujo en medios porosos (Kim | = La integracion global requiere la
e Inoue, [2007; Kumar et divisién del dominio en celdas.
al., |2008)). = Costo computacional alto.

Element Free Galer-
kin - (EFG)

s Las grandes deformaciones re-
quieren normalmente remallado.
= Dificultad para considerar el con-

tacto entre cuerpos.

Particle Finite Ele- | Deslizamientos (Zhang et
ment  Method - | al., |2015)), flujos de detritos
(PFEM) (Onate et al., 2011).

2.3. El Método del Punto Material - MPM

El Método del Punto Material (MPM) tiene sus raices en la mecanica de fluidos, en el
método Particle in Cell- (PIC) desarrollado por Harlow y Evans (1957) y las posteriores
mejoras realizadas por Brackbill y Ruppel (1986) para que las particulas almacenen toda
la informacion del continuo, denominado entonces como el método Fluid Implicit Particle
(FLIP). Sulsky et al| (1994) extendieron el método FLIP para aplicaciones de mecénica de
solidos, bajo una formulaciéon dindmica que incluye los términos inerciales en la ecuaciéon
de conservacién de la cantidad de movimiento; y para permitir la simulacién de materiales
historico-dependientes la ecuacién constitutiva se aplicdé en cada particula, evitando asi lo
interpolacion de las variables.

Los analisis y resultados presentados por Sulsky et al| (1994)|, en un articulo que la literatura
acepta como los inicios del Método del Punto Material en la mecanica de solidos, demos-
traron las ventajas de su formulacion Euleriana y Lagrangiana para analizar problemas con
deformaciones grandes en materiales con relaciones constitutivas histérico-dependientes. En
este trabajo y otros posteriores, tal como Sulsky et al| (1995), se reportaron una serie de
ejemplos del método entre ellos: el impacto de dos cuerpos eldsticos, la vibraciéon de un
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cilindro sélido eléstico, y el impacto de un disco eldstico con un disco con endurecimiento
por deformacion, en los cuales se comprobaron las ventajas del MPM con respecto a otros
métodos numéricos. Posteriormente Sulsky y Schreyer (1996) bautizaron el método con el
nombre de Material Point Method (Método del Punto Material) y expusieron su formulacion
axi-simétrica.

El MPM puede ser visto como una variante del FEM, en el que se combinan las ventajas de
la descripcion Euleriana y Lagrangiana. Esto se consigue por medio de dos discretizaciones,
la primera corresponde a una serie de particulas Lagrangianas o punto materiales (MP -
Material Points), los cuales contienen todas las variables de estado y se mueven libremente,
y la segunda corresponde a una malla Euleriana, la cual permanece fija y se emplea para
solucionar las ecuaciones de movimiento.

En el MPM se identifican tres etapas béasicas de célculo: (1) una primera etapa de iniciali-
zacion en la cual la informacion de las particulas se transfiere a los nodos de la malla por
medio de integracién numérica, y se forma una ecuacién nodal; (2) la segunda fase corres-
ponde a la etapa Lagrangiana, en la cual se soluciona la ecuacion de movimiento para la
malla y se actualiza la informacion de las particulas por medio de las funciones de forma de
los elementos; (3) y la tercera etapa, la cual no existe en el Método de los Elementos Finitos,
corresponde a una re-inicializacion de la malla, en la cual ésta se lleva a su configuracion
inicial. Estas etapas se muestran de forma grafica en la Figura

~ 7
« Sy
.
(1) (2) (3)

Figura 2-4. Etapas bésicas del MPM. (Tielen, [2016]).

Esta formulacion cuenta con ventajas grandes, pues mantiene un marco continuo que permi-
te introducir cualquier relacién constitutiva del material. En la etapa Lagrangiana la malla
se puede interpretar como un marco de referencia Lagrangiano actualizado, por lo que los
términos convectivos asociados a la formulaciéon Eulereana no se incluyen. Por tltimo, gra-
cias a la re-inicializacién de la malla se eliminan los problemas de distorsion que se producen
en los métodos basados en malla (Tielen, 2016).
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A pesar de las ventajas apreciables del método MPM con respecto a otros métodos numeéricos,
y su gran fortaleza para solucionar problemas geotécnicos que involucran desplazamientos
grandes, el MPM se ha empleado principalmente en el campo de la investigacién y en forma
muy escasa en ingenieria de diseno. Esto se debe en gran medida a que el MPM es un método
en desarrollo y ademas el uso de las herramientas y parametros adicionales que este método
requiere en comparacién con el FEM, se manifiesta en dificultades en la implementacion del
MPM y una mayor complejidad en su aplicacién (Brinkgreve et al., 2015).

Las limitaciones principales que tiene el MPM se pueden dividir en tres categorias: de efi-
ciencia, relacionados con tiempos extensos de calculo; de exactitud o convergencia, referidos
a resultados fisicamente no consistentes o a aproximaciones de calidad muy baja; y de estabi-
lidad numérica, que corresponde a la finalizacion inesperada de los calculos. En la Tabla
se muestra un resumen de las principales limitaciones del método, de acuerdo con las investi-
gaciones realizadas por Brinkgreve et al. (2015), Gong (2015), Pruijn (2016)|, Tielen (2016),
Al Kafaji (2013) y Beuth (2012).

Tabla 2-3. Limitaciones principales del MPM.

Algoritmos de busqueda de las .
2 p g = | Costo computacional alto.
particulas.
Esquemas de integracion . -
, . = | Incrementos de tiempo muy pequenos.
explicitos.
Oscilacién de esfuerzos. = | Error de cruce de celdas.
Uso de particulas como puntos de integra-
Error de cuadratura. = | ., P P &
cion.
Generaciéon de  elementos N Ecuacién nodal singular por elementos
vacios. vacios que no tienen contribucién de masa.
. Aplicacién de las fuerzas externas en las
Error de esparcimiento. = ,
particulas.

En términos generales el MPM es un método con un costo computacional méas alto en com-
paracién con el FEM, debido a que antes de realizar la transferencia de informacién de las
particulas a lo nodos mediante integraciéon numérica, se debe determinar en que elemento
se encuentra cada una de las particulas. Dicho procedimiento se debe realizar en cada in-
cremento de tiempo por lo que el Algoritmo de Bisqueda empleado debe realizar este
paso de la forma mas eficiente. Por otro lado, es comun el empleo de esquemas de inte-
gracion explicitos, los cuales requieren de incrementos de tiempo muy pequenos, por lo
tanto algunos autores como Beuth (2012) y Guilkey y Weiss (2003) han implementado en
el MPM algoritmos de integraciéon implicitos. Sin embargo, dichos algoritmos requieren de
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esquemas iterativos de solucién, lo cual agrega una complejidad alta en la implementacion e
igualmente un consumo mayor de memoria.

En cuanto a los problemas de exactitud del Método del Punto Material, una de las principales
falencias del MPM es la calidad baja en la la representacién de esfuerzos, ya que por una
parte se producen oscilaciones de esfuerzos sin significado fisico cuando las particulas
pasan de un elemento a otro, y por otra parte se tiene una regla de integracién de calidad
inferior que en el FEM (error de cuadratura). Esto iltimo es una consecuencia del uso
de las particulas como puntos de integracién, dado que la posiciéon de éstas nunca coincidira
con la localizacién de los Puntos de Gauss, en donde la evaluacion de las integrales se puede
realizar de manera exacta.

2.3.1. Variantes desarrolladas en el MPM

En los ultimos anos, se han desarrollado variantes diferentes al MPM estandar creado por
Sulsky et al| (1994), con el objetivo de conseguir una representacién mejor de los esfuerzos.
Entre las variantes propuestas, las més importantes son: el Método del Punto Material con
Interpolacién Generalizada (GIMP - Generalized Interpolation Material Point, Bardenhagen
y Guilkey (2004)), el MPM con Interpolacién de Dominio de Particulas Convectivas (CPDI
- Convected Particle Domain Interpolation, Sadeghirad et al) (2011)]), el Método del Punto
Material de Doble Dominio (DDMP-Dual Domain Material Point, Zhang et al, (2011)), el
uso de funciones de forma B-Spline y el Método del Punto Material Compuesto (CMPM -
Composite Material Point Method, Pruijn (2016))).

Estas variantes han estado enfocadas principalmente en reducir el error de cruce de cel-
das y en algunos casos el error de cuadratura, esto mediante dos enfoques diferentes. El
primero, definiendo un volumen espacial para cada particula, de manera que las particulas
dejen de ser puntos en el espacio y tengan un dominio definido, con lo cual se consigue que
haya interaccion entre las particulas incluso cuando éstas no comparten nodos. El segundo
enfoque consiste en extender el dominio de los elementos de la malla Euleriana, con lo que
se busca corregir la discontinuidad en las gradientes cuando se emplean funciones de forma
Lagrangianas lineales.

Al primer enfoque pertenece el GIMP, el cual es la alternativa al MPM mas empleada. En
esta variante se emplean funciones caracteristicas de las particulas para definir el dominio
de éstas, el cual permanece fijo durante el proceso de deformacién, por lo que la separacién
entre particulas se puede presentar si las deformaciones son muy importantes. Otra técnica
en esta categoria es el CPDI, en la cual se define el dominio de las particulas mediante pa-
ralelogramos que se deforman de acuerdo con el gradiente de deformacién de las particulas
(F). En este enfoque nunca se presenta separacién entre las particulas, pero se debe rastrear
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el proceso de deformacion del dominio de las particulas, lo que es equivalente al proceso de
deformacion de una malla de elementos finitos. En la Figura se presenta la diferencia de
los dominios de las particulas de las metodologias GIMP y CPDI.

GIMP CPDI

Punto
material
4 .1 _+—Dominio
Pd CPDI
o [ ] [ [ ]
“Dominio
GIMP
\Nodo e, )

Figura 2-5. Interaccion entre los nodos 1 y 2 de acuerdo con los enfoques GIMP y CPDI.

Dentro de las variantes del MPM que buscan extender el dominio de los elementos esta
el DMMP, el cual corrige tinicamente la discontinuidad de los gradientes de las funciones
de forma, al emplear un promedio ponderado entre los gradientes del MPM estandar y
los gradientes del Método FLIP (Fluid Implicit Particle). E1 CMPM es otra variante en
esta categoria, el cual extiende el dominio, al incluir un nimero mayor de elementos en el
calculo de los esfuerzos, de manera que todos los nodos del dominio extendido actian como
un elemento mas grande de orden superior. Por ultimo, con el uso de funciones B-spline
de orden superior, las cuales son suaves en el domino, se obtiene igualmente un dominio
extendido y, a diferencia de las funciones Lagrangianas de orden superior, no se producen
errores de estabilidad numérica, puesto que estas funciones no presentan valores negativos.
En la Figura se presenta la diferencia en los gradientes de las funcién de fluencia entre
B-spline cuadratico, GIMP, DDMP y MPM estandar (Zhang et al., [2017).

2.3.2. Formulacion multifase

Uno de los rasgos mas importantes del Método del Punto Material y que lo hace aplicable
en Geotecnia, es la posibilidad de realizar una formulacion multi-fase, siendo esto 1til para
modelar suelos saturados, para los cuales se puede considerar la fase sélida y la fase liquida
en forma separada, y asi tener en cuenta las condiciones parcialmente drenadas en las que
se produce disipacién de la presion de poros. Para tener en cuenta esta condicién se pue-
de hacer uso de la formulacién con un punto tnico (single point) desarrollada por Zabala
y Alonso (2011)|y Jassim et al| (2013), en la cual se empela un conjunto tnico de particulas,
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Figura 2-6. Gradientes de las funciones de forma 1D de las aproximaciones MPM, FLIP,
DMMP, GIMP y B-Spline cuadrético (Zhang et al., [2017)).

que contiene tanto la informacion del liquido en los poros como del esqueleto sélido, o me-
diante la formulacién de punto doble (double-point), presentada por Bandara y Soga (2015)
y Wieckowski (2013), en la cual las fases liquida y soélida se representan por dos conjuntos
de particulas independientes, con lo cual es posible considerar la aceleracion relativa entre
las fases y considerar el agua libre y su interaccion con el suelo.

Adicionalmente, el Método del Punto Material se ha empleado para simular suelos parcial-
mente saturados, al considerar en forma independiente las tres fases del suelo, de acuerdo
con la formulacién propuesta por Yerro et al| (2015), la cual consiste en una formulacién
de punto tnico en donde las tres fases se consideran en un conjunto unico de particulas.
Esta formulacion ha sido aplicada en varios trabajos, como el de Bandara et al| (2016) en
donde se presenta la simulacién de un talud parcialmente saturado, o en el de la Conferencia
Rankine de 2017 presentada por Alonso (2017), en donde se integran las tres fases del suelo
para realizar un andlisis termo-hidromecanico acoplado. En la Figura se ilustran las
formulaciones distintas del MPM para problemas geotécnicos (Yerro et al., 2015).

Si bien con las formulaciones multi-fase se pueden considerar condiciones especiales del sue-
lo, la formulacion del método con una sola fase es por si sola muy versatil, ya que se puede
emplear para modelar tres condiciones distintas del suelo, y por lo tanto permite investigar
un nimero grande de problemas geotécnicos. Estas condiciones corresponden a suelo seco,
suelo saturado en condicion drenada donde no hay incremento de presiéon de poros, y por
lo tanto el efecto del agua en el suelo se puede despreciar, y por tltimo suelo saturado en

condicién no drenada, en donde el equilibrio suelo-agua se puede considerar en conjunto
(Ceccato, 2014).
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Figura 2-7. Tipos de formulaciones multi-fase en el MPM (Yerro et al., |2015).

2.3.3. Contacto entre cuerpos en el MPM

En el MPM se cuenta automaticamente con un contacto no deslizante, debido a que se
usa un valor tnico en el campo de velocidades para actualizar la posiciéon de las particulas.
Wieckowski et al; (1999)| propusieron el primer algoritmo de contacto incluyendo friccién de
Coulomb entre un cuerpo deformable y un cuerpo rigido, el cual permite el deslizamiento
entre cuerpos. Posteriormente Wieckowski (2001) extendié dicho algoritmo para considerar
friccién entre cuerpos deformables multiples.

El algoritmo desarrollado por Wieckowski (2001)|es el mas empleado en las implementaciones
distintas del MPM, y éste ha sido mejorado por autores diferentes, como Huang et al. (2010)
para simular problemas de impacto, Ma et al| (2014) quienes incorporaron un contacto
parcialmente rugoso e incluyeron una funcién de penalizacion para reducir la oscilacién de
la velocidad y la aceleracién en la zona de contacto, y Al Kafaji (2013)| quienes incluyeron
el término de adhesion.

2.3.4. Alcance de la implementacién en esta tesis

Las caracteristicas expuestas antes muestran que el Método del Punto Material es una he-
rramienta muy util en Ingenieria Geotécnica, debido a que es posible integrar los analisis de
deformacién y falla teniendo en cuenta las deformaciones grandes que se producen, conside-
rar relaciones constitutivas diferentes histérico-dependientes, integrar las fases diferentes del
suelo para predecir las presiones de poros o la evolucién de los estados de succion en suelos
parcialmente saturados, y considerar las condiciones de contacto para simular adecuadamen-
te la interaccion suelo-estructura.

Gracias a estas caracteristicas el MPM se ha empleado con éxito en el campo de la Inge-
nieria Geotécnica, siendo las primeras aplicaciones: la simulacién de flujo granular (Wiec-
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kowski, 2001), la representacién de ensayos de compresién en condicién plana de deforma-
cién (Konagai y Johansson, [2001), la modelacién de anclajes instalados en suelo (Coetzee
et al., [2005), y la falla de muros de contencién (Wieckowski, [2004). Més recientemente, el
MPM se ha aplicado en problemas més complejos como el estudio del ensayo de penetracién
con cono (CPT) (Beuth, |2012)) o la instalacién de pilotes hincados (Elkadi y Nguyen, 2013),
y en la simulacién de deslizamientos, tanto inducidos por sismo (Numada y Konagai, [2003)
como inducidos por lluvia (Yerro et al., 2015).

Debido a las ventajas que presenta el MPM respecto a otros método numeéricos para el es-
tudio de problemas geotécnicos de deformaciones grandes, éste fue el método seleccionado
para ser implementado en esta tesis. Para la implementacién del Método, el cual es uno
de los principales objetivos de este trabajo, se decidié6 emplear una formulacién dinamica,
solucionada bajo un esquema explicito, ya que si bien el trabajo estd enfocado en problemas
bajo cargas estaticas y cuasi-estaticas, el uso de la formulacién dinamica permite conside-
rar la naturaleza dindamica del proceso de falla existente en algunos problemas geotécnicos,
y ademds es una formulacién flexible que permite estudiar tanto problemas cuasi-estaticos
como dinamicos. A pesar de que un esquema de solucién explicito requiere de incrementos
de tiempo muy pequenos, este se considerd conveniente por la facilidad en su implementa-
cién y teniendo en cuenta que los esquemas implicitos son mas eficientes en formulaciones
cuasi-estaticas, en donde no se consideran los términos inerciales, lo cual no es el caso de la
formulacién seleccionada.

La gran variedad de alternativas del MPM descritas en la Seccién indica que lograr una
representacion mejor de los esfuerzos ha sido una de las prioridades en las investigaciones
del MPM en los ultimos anos. Sin embargo, muchas de estas variantes agregan un grado
alto de complejidad numérica, lo cual aumenta los tiempos de calculo e incluso dificultan la
paralelizacion del codigo. De esta manera, el MPM resulta poco llamativo para solucionar
problemas geotécnicos reales. De acuerdo con lo anterior, en el presente trabajo se considerd
adecuado trabajar con la formulacién original del MPM siendo conscientes de los problemas
de oscilacion de esfuerzos del método.



3. Formulacion del Método del Punto
Maternal

Como se mencioné en el Capitulo anterior, en la presente tesis se empleé una formulacion
dindmica del Método y un esquema de integracion explicito. La formulacion dinamica adop-
tada sigue la formulacién original del MPM (Sulsky et al.,|1994)), la cual tiene problemas de
oscilacién de esfuerzos y considera sélo el campo de velocidad de la fase sdlida (es decir, una
fase inica de material).

En el Capitulo |3] se expone la formulacion del Método del Punto Material implementada en
la presente tesis, la cual se basa en los trabajos de Sulsky et al! (1994), Al Kafaji (2013)
y Nguyen (2014). En la Seccién se incluyen las ecuaciones de gobierno, mientras que el
procedimiento de discretizacién espacial y temporal se explica en la Seccion y la Seccién
respectivamente. En las secciones posteriores se exponen las condiciones de frontera, el
amortiguamiento del sistema, mientras que en la seccién final se incluye la formulacién de
un algoritmo de contacto friccional en el MPM, para considerar la interaccién entre cuerpos.

3.1. Ecuaciones de gobierno

En el Método del Punto Material cada una de las particulas es una representaciéon de una
porciéon del volumen del continuo, por lo que éstas almacenan todas las variables del continuo
como la masa, la cual permanece constante durante el proceso de deformacion, garantizando
de esta manera la conservacion de ésta.

De acuerdo con lo anterior, la ecuacion basica a solucionar es el principio de conservacion
de la cantidad de movimiento, la cual representa la ecuaciéon de movimiento del continuo.
Puesto que el principal propésito de esta tesis es la implementacién del MPM, una des-
cripcién detallada de esta ecuacion y demas leyes de conservacion se sale del alcance del
documento, y por lo tanto en el Anexo |B| se incluye una descripcion breve de dichas leyes
y las descripciones de esfuerzo y deformacién de la Mecanica del Medio Continuo. Para las
formulaciones descritas, posteriormente en esta tesis se emplea indistintamente una notacion
tensorial, indicial y matricial segiin convenga, por lo cual se recomienda al lector que no esté
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familiarizado con dichas notaciones consultar el Anexo[A] en donde se presenta las genera-
lidades de estas notaciones.

La solucién analitica de la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento para pro-
blemas reales es practicamente imposible. Por lo tanto, la solucién requiere de un proceso
de discretizacion, en donde se obtiene una ecuacién en forma integral (forma débil) la cual
requiere de menor continuidad en el campo de variables.

Segun los desarrollos presentados por Belytschko et al| (2000) y descritos en detalle en el
Anexo [B] la forma débil de la ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento se
puede expresar por medio de la Ecuacién [3-1]

(9@-

/ pou;a;dV + [ p ondV = / pow;bidV +/ pout;°dS (3-1)
1% 1% 1% I

En donde p es la densidad, a; es la aceleracion, V' corresponde al volumen en la configura-
cién actual, I'; es la frontera sujeta a fuerzas de traccién t; y du; es el desplazamiento virtual
%), el vector de fuerzas de cuerpo (b5) y
el vector de fuerzas de traccién (£;°), el superindice s denota que estas son cantidades por

unidad de densidad (es decir, 5 = ¢;/p).

o funcién de prueba. En el tensor de esfuerzos (o

El primer término de la Ecuacién corresponde al termino inercial de la ecuacién de
conservaciéon de la cantidad de movimiento, mientras que el segundo término representa las
fuerzas internas. Por otra parte, los términos de la derecha son las resultantes de las fuerzas
de cuerpo y de superficie, respectivamente, que actiian sobre el volumen.

3.2. Discretizacién espacial

Para la discretizacion espacial de la Ecuacién [3-1], se deben tener en cuenta las dos discretiza-
ciones del método: el conjunto de particulas o puntos materiales que representan el continuo
y la malla de elementos a lo largo de toda la regién en donde se espera que se mueva el
cuerpo. En la formulacién original del MPM se asume que toda la masa del subdominio que
representa cada particula esta concentrada en la particula, por lo que el campo de densidades
se puede expresar mediante la Ecuacién [3-2]

o t) = 3 Myd(x — x,) (3-2)

En donde n, es el nimero de particulas, M, es la masa de la particula p, x, son las coorde-
nadas espaciales de la particula p y d es la funcién delta de Dirac.
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Al sustituir la Ecuacion en la Ecuacién [3-1, y de acuerdo con las propiedades de la
funcion delta de Dirac, se realiza la evaluacion de las integrales remplazando éstas por la
funciones evaluadas en x,, determinando de esta manera la Ecuacién , la cual es idéntica
a la formulacién trabajada en elementos finitos, con la diferencia que en ésta las particulas
son los puntos de integracién (Nguyen, 2014]).

oy = Z Mybui(x,)b; (xp)

(%p) p=1

—i—ZM du;(x,)6° (%)

p=1

ddu;
ZM5UZ Xp)a;(Xp) —i—ZMp 8;

(3-3)

Como se mencioné anteriormente, el MPM hace uso de una malla Euleriana para la soluciéon
de la ecuacién de movimiento, la cual funciona como una malla de elementos finitos (FEM),
por lo que la evaluacién de las funciones de forma y sus derivadas se realiza de la misma ma-
nera que en el FEM. De acuerdo con lo anterior, cualquier cantidad vectorial de la particula
p se puede expresar mediante la suma de todas las contribuciones nodales correspondientes.
De esta manera la posicion, la velocidad y la aceleraciéon de la particula p se pueden calcular
por medio de las Ecuaciones [3-4]

%) = > Vi)
%) = 3 Nifx, ) (3-4)

xp) = > Ni(x,)air
I=1

En donde n,, es el nimero total de nodos, N;(x,) son las funciones de forma evaluadas en
la posicion de la particula p, v x;7,v;r v a;; denotan las componentes ¢ de los vectores de
posicién, velocidad y aceleracion del nodo I respectivamente. En una implementacion bi-
dimensional se tendran sélo dos componentes de cada magnitud vectorial. Por lo tanto, el
vector posicion del nodo I se escribird como x; = (217, Zar).

De manera similar, y empleando el Método de Bubnov-Galerkin (Nguyen, |2014), los valores
del campo de desplazamientos virtuales du; de una particula p y sus derivadas correspon-
dientes, se pueden evaluar por medio de la Ecuacion y la Ecuacion [3-6|

5uz Xp ZN[ Xp 5u11 (3-5)



22 3 Formulacion del Método del Punto Material

Sustituyendo en la Ecuacion , el campo de aceleraciones (Ecuacién [3-4)) y el desplaza-
miento virtual y sus derivadas (Ecuacién y Ecuacién [3-6)), se obtiene la Ecuacién 3-7]

(5u21] o; (Xp)

ZMP [i NI(Xp)éuU] [Zn: Ny(xp)ais ZM [i 63];21 N
-3 M, [Z N1<xp>6uu] ) + 50 M, [Z N1<xp>5uu] (%)

(3-7)

Puesto que el desplazamiento virtual del nodo I (du;s), es un valor arbitrario de una configu-
racion admisible y éste se encuentra en todos los términos de la ecuacion, es posible cancelar
dicho valor, obteniendo asi un conjunto de ecuaciones (tantas ecuaciones como nodos), con
la forma de la Ecuacién 3-8

Np Nn aN . Np .
Z M,Nr(xp) Z Ny(xp)ais | — Z M, 8xI Xp) = Z M, N1(x)b7 ()
p=1 I=1 p=1 (xp p=1
n (3-8)
+ Z My Ny (xp)ti(x;)
p=1

La ecuacién anterior corresponde a la discretizacién espacial de la ecuacion de movimiento
para el nodo I, por lo que la ecuacion nodal completa del sistema se determina mediante un
proceso de ensamble de todas las ecuaciones nodales, tal como se realiza en el Método de los
Elementos Finitos. La Ecuacién puede escribir en forma compacta como se muestra en
la Ecuacién 3-91

mrjay — f;xt + f}nt (3—9)

En donde, m;; es la matriz de masa consistente, ¢ es el vector de fuerzas externas y fi™
es el vector de fuerzas internas. Dichas cantidades estan dadas por las Ecuaciones [3-10] [3-11]
y respectivamente. En esta tltima ecuacién, el volumen V), de la particula p aparece en
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lugar de la masa de ésta M, ya que se remplaza el tensor de esfuerzos especifico (o3; = 0y;/p).

mpy =Y MyNi(x,)N;(x,) (3-10)
p=1
£ =D MpNi(x,)b*(x,) + Y My N ()t (x,) (3-11)
— g
fi" = =) V,0,VNi(x,) (3-12)
p=1

Puesto que en el MPM las particulas se mueven a través de la malla, la posicion relativa
entre las particulas y los elementos cambia en cada incremento de tiempo, resultando en que
la matriz de masa my; también cambie. Por lo anterior, en cada incremento de tiempo es
necesario calcular la matriz de masa my; y obtener su inversa, un proceso que puede resultar
muy costoso en términos de célculo computacional. Para evitar dicho procedimiento, en esta
tesis se emplea una matriz de masa agrupada (Lumped mass matriz) my, la cual es una
matriz diagonal en donde cada término es la suma de los términos de la fila correspondiente
de la matriz de masa my;, tal como se indica en la Ecuacién [3-13

Nn

m[:anU:ZZMN[ Xp N]Xp ZMN[ Xp (3—13)
J=1

J=1 p=1

La simplificacién realizada en la tercera igualdad de la Ecuacién 3-13] se da por la propie-
dad unitaria de las funciones de forma de los elementos finitos, es decir ), N;(x) = 1 Vx.
Ademas de reducir los tiempos de calculo, con el uso de una matriz de masa agrupada m;
también se evitan algunos problemas de convergencia, ya que para algunas configuraciones
la matriz m;; puede ser singular. Sin embargo, de acuerdo con Nguyen (2014)|el uso de esta
matriz resulta en una disipacién de energia.

3.3. Discretizacion temporal

La Ecuacién representa soélo la discretizacién espacial de la ecuacion de movimiento y
por lo tanto ésta sigue siendo continua en el tiempo. Para realizar la discretizacion temporal
de esta ecuacion se empled en esta tesis un esquema de integracion explicito, el cual permite
avanzar la solucién del tiempo t al tiempo ¢ + At sin ningtin proceso iterativo. Para el caso
particular de esta investigacion, en la que se usa una matriz de masa agrupada, la aceleracién
nodal a} en el tiempo ¢ se puede calcular operando nodo a nodo, en lugar de solucionar un
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sistema de ecuaciones, tal como se presenta en la Ecuacion [3-14.

t
t_fI

al (3-14)

=
Una vez calculada la aceleracién nodal a} por medio de la Ecuacién m, se procede a
calcular la velocidad nodal v} empleando el método de Euler hacia adelante, de acuerdo con

la Ecuacién B-13
virAt — vt 1 Atal (3-15)

Teniendo en cuenta que en el MPM se soluciona la ecuaciéon nodal, luego se transfiere la in-
formacién de los nodos a las particulas por medio de las funciones de forma y por 1iltimo se
reinicia la malla de elementos (ver la Figura[2-4)), no es necesario calcular la nueva posicién
de los nodos de la malla, ya que esta nunca se usara. Por lo tanto, el siguiente paso consiste
en actualizar la posiciéon y la velocidad de las particulas, por medio de la sumatoria de las
contribuciones nodales y el método de Euler hacia adelante.

Este procedimiento de calculo se conoce en el MPM como “formulacién estandar o formula-
cién de velocidad”. A pesar de que esta formulacion ha sido aplicada en varios trabajos, se
debe reconocer que produce un error conocido como Problema de Masas Pequenas, la
cual consiste en la obtencién de valores de esfuerzos no fisicos, como resultado de valores de
masa nodal m} pequenos, que producen valores de aceleracién nodal a} y velocidad nodal v}
que tienden al infinito.

Este problema se produce cuando una particula se encuentra muy cerca de uno de los nodos
de un elemento que recibe sélo esa contribucién, produciendo que los valores de las funciones
de forma de los nodos que se encuentran lejos tiendan a cero, y como consecuencia la masa
nodal también. Este error se refleja solo en los esfuerzos y las deformaciones de las particulas,
ya que al momento de calcular el gradiente de velocidad de las particulas (L,) se emplea
directamente los valores de la velocidad nodal v} (ver la Ecuacién , mientras que en
el calculo de la velocidad y la posicion de las particulas, el uso de las funciones de forma
Ni(x,) en el calculo de estas cantidades genera un efecto de suavizado.

De acuerdo con lo anterior, el problema de masas pequenas se puede solucionar calculando
de otra forma la velocidad nodal o el gradiente de velocidad de las particulas. Siguiendo este
principio, las metodologias mas empleadas en la practica para controlar dicho error son: la
técnica de corte (cutoff technique), la Actualizacién de Esfuerzos en Primer Lugar (USF -
Update Stress First) y la Actualizacién Modificada de Esfuerzos en Ultimo Lugar (MUSL -
Modified Update Stress Last). Esta ultima es la que se emplea en el presente trabajo y por
lo tanto se describe en detalle a continuacion.



3.3 Discretizacion temporal 25

3.3.1. Actualizacién Modificada de Esfuerzos en Ultimo Lugar -
MUSL

En esta modificacion la idea es no calcular directamente la velocidad nodal integrada de la
aceleracion nodal, es decir no aplicar la Ecuacién y en su lugar calcular la velocidad
nodal a partir de una transferencia de la velocidad actualizada de las particulas (v]tht), la
cual se obtiene al despejar la ecuacién de momento nodal como se indica en la Ecuaciéon

(mv)F3¢ = Ni(x,)(Mv), (3-16)

p

Despejando la velocidad nodal y remplazando la masa nodal m} por la Ecuacién se
obtiene la Ecuacién B-17

V§+At _ Zp Ny (Xp)(MV);+At
> Ni(xp) M,

(3-17)

El uso de la Ecuacién [3-17] para calcular la velocidad nodal, soluciona el problema de masas
pequenas al cancelar el efecto del término N;(x,), ya que dicho término se encuentra tanto
en el numerador como en el denominador. En esta técnica la cantidad de movimiento de cada
particula se debe transferir a los nodos dos veces, la primera para crear la ecuacion nodal
a solucionar y la segunda para el calculo de la velocidad nodal. Por esta razén esta técni-
ca se conoce también como Doble Mapeo o Transferencia (Double Mapping), (Nguyen, 2014).

Debido a que las condiciones de frontera rara vez estan definidas en funcion de la aceleracion,
es conveniente trabajar la Ecuaciéon en términos de la cantidad de movimiento, ya que de
esta manera se pueden incluir las condiciones de frontera dadas en términos de la velocidad.
Este enfoque se conoce como MUSL en formulacién de cantidad de movimiento y por su
conveniencia es el seleccionado en este trabajo. Para emplear esta aproximacién, se aplica el
Método de Euler hacia adelante para escribir la aceleracién nodal a; de la Ecuaciéon por
lo que el momento nodal en el tiempo ¢ + At se puede calcular mediante la Ecuacién 3-18]

(m[V[)H_At = (m[V])t + f}At (3—18)

Luego de actualizar el momento nodal por medio de la Ecuacion se realiza la trans-
ferencia de informacion de los nodos a las particulas utilizando las funciones de forma de
los elementos. Las primeras cantidades a actualizar son la posicién y la velocidad de las
particulas, para lo cual se emplea el método de Euler hacia adelante y los valores nodales
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actualizados, como se muestra en la Ecuacién y la Ecuacién [3-20

t+At
XA = x4 ALY NI(X;)% (3-19)
I 1
ft
AR NI(XZ)H% (3-20)
1

Una vez calculada la posicion y la velocidad de las particulas se procede con el calculo de
las deformaciones y los esfuerzos, de acuerdo con el modelo constitutivo empleado. En este
trabajo se realiza la actualizacién de deformaciones a partir del calculo del gradiente de
velocidad de las particulas, siguiendo la propuesta de Nguyen (2014), en la cual el gradiente
de velocidad de cada particula se calcula por medio de la Ecuacién [3-21]

LZJrAt _ VVZJrAt _ Z VN[(Xp)tV?FAt (3_21>
I

En donde la velocidad nodal v; se calcula a partir de la transferencia del momento actualiza-
do de las particulas, empleando la Ecuacion . El gradiente de velocidad L, es un tensor
de segundo orden, que para el caso bidimensional se puede escribir por medio de una matriz
de dimensién 2 x 2 en donde las componentes son L;; = v; ;.

A partir del gradiente de velocidad de las particulas se calcula el gradiente de deformacién
(F,) descrito en la Ecuacién empleando igualmente el Método de Euler hacia adelante
y la relacién existente entre estas cantidades y la tasa del gradiente de deformacion.
A A

F,"2 = (I+L,")F, (3-22)
Con base en el gradiente de velocidad L, y el tensor gradiente de deformaciones F,, de
cada particula, se procede a actualizar el volumen VZ*N de cada particula y a calcular
el incremento de deformaciones Ag, por medio de la Ecuacién [3-23] y la Ecuacién [3-24]
respectivamente, para en un ultimo paso actualizar el estado de esfuerzos segin el modelo
constitutivo utilizado.

VIHA = det FFAV) (3-23)
1
Ae, = SymLST 2 AL = §(Lp + L) TAAL (3-24)

3.3.2. Incremento de tiempo critico At,

La aplicacion de un esquema de solucion explicito para avanzar la solucion en el tiempo,
como el empleado en la presente investigacion, requiere el uso de incrementos de tiempo me-
nores a cierto valor conocido como delta de tiempo critico At,, el cual se encuentra definido



3.3 Discretizacion temporal 27

por la condicién de Courant-Friedrichs-Levy - CFL (Al Kafaji, 2013).

La condicién de CFL es una condicién de convergencia para ecuaciones en derivadas parciales,
la cual indica que el incremento de tiempo empleado en el esquema de solucién debe ser menor
a cierta magnitud, la cual depende de la densidad y la rigidez del material, y de la dimensién
minima de los elementos de la malla. Esta relacién se expresa matematicamente por medio

de la Ecuacién 3251

le
Aty = = (3-25)

Cp

Donde [, es la minima longitud de la malla de elementos y ¢, es la velocidad de la onda
de compresién en el material, la cual se puede calcular por medio de la Ecuacién [(3-26] la
cual relaciona el médulo de compresion confinado o médulo edométrico E. y la densidad del
material p. El modulo edométrico para un material elastico se puede obtener partir de la
matriz constitutiva del material lineal eldstico aplicando una condicién unidimensional de
deformaciones, obteniendo de esta manera la Ecuacién [3-27, en donde E es el mddulo de
Young y v es la relacion de Poisson.

¢ =] =% (3-26)

B (1—-v)
Ee= (1+7/)(1—21/)E (8-27)

El uso de incrementos de tiempo menores al At. definido por la Ecuacién [3-25| asegura
la convergencia del esquema de solucién explicito presentado en la seccién anterior. Sin
embargo, autores diferentes como Wieckowski et al! (1999) y Ceccato (2014) han mostrado
que el uso de este esquema en el Método del Punto Material requiere de incrementos de
tiempo mas pequenos que en el caso del FEM, por lo que es conveniente definir el Nimero
de Courant C' que controla el tamano del paso de tiempo a usar At, segin la Ecuacién [3-28

At = CAt, (3-28)

El valor del nimero de Courant necesario para los calculos depende del tipo de problema a
solucionar. Asi en problemas cuasi-estaticos, donde la conservaciéon de la energia no es muy
importante se pueden emplear valores de C' cercanos a 1.0 y mayores a 0.7. Mientras que en
problemas dinamicos, en donde la conservacion de la energia es de importancia, se requieren
valores del Nimero de Courant menores, generalmente inferiores a 0.5 (Ceccato, 2014)).
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3.4. Condiciones de Borde

El Método del Punto Material es un método para solucionar ecuaciones diferenciales con
valores en el contorno. Por lo tanto, es importante definir las condiciones de frontera que
actuan en el continuo y las condiciones iniciales, teniendo en cuenta que éstas son las que
definen el problema particular a solucionar.

3.4.1. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera en un problema de la mecanica del continuo pueden ser de dos
tipos, condiciones esenciales o de Dirichlet (I',) y condiciones naturales o de Neumann ('),
estas condiciones se muestran graficamente en la Figura (Al Kafaji, 2013)).

A

{ A\ = v
lll'.

Figura 3-1. Condiciones de frontera (Al Kafaji, 2013).

Las condiciones de Dirichlet corresponden a las condiciones de frontera geométricas, que des-
criben valores de desplazamiento o velocidades prescritas en la frontera I',. Estas condiciones
se indican en la Ecuacién [3-291

u;i(x,t) = Us(x, 1) vxel, WVt (3-29)

Por otro lado, las condiciones de Neumann son condiciones de frontera de fuerzas, que des-
criben valores de fuerza prescritas en la frontera I';. Estas son conocidas como condiciones de

frontera de tracciéon y se encuentran definidas por medio de la Formula de Cauchy, expresada
en la Ecuaciéon B30

oij(x, t)n; = (%, 1) Vxel, Vt (3-30)

donde o;; es el tensor de esfuerzos, n; es el vector normal unitario a la superficie y 7; es el
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vector de traccion.

Las anteriores condiciones se conocen como condiciones de borde en el espacio, ya que des-
criben valores conocidos en alguna parte de la frontera del continuo. Estas condiciones se
deben satisfacer para cada una de las dos direcciones (en problemas bidimensionales) y de-
ben ser aplicadas en los puntos materiales ubicados en la frontera, bien sea una condicién de
desplazamientos o de fuerzas, pero nunca las dos al tiempo (Al Kafaji, 2013), como lo indica
la Ecuacién [3-311

r,nry=0 y TL[,Ul=T (3-31)

La aplicacion de estas condiciones de borde espaciales en el Método del Punto Material son
en general de mayor complejidad que en el FEM Lagrangiano, teniendo en cuenta que en el
MPM la superficie libre del continuo no coincide con la malla computacional; pero aun asi
estas condiciones deben estar presentes en la ecuacién nodal. De esta manera, se presentan
dos enfoque para aplicar las condiciones de frontera espaciales en el MPM:

= Aplicar directamente las condiciones de frontera en los nodos de la malla.

= Aplicar las condiciones de frontera sobre las particulas y luego transferir dichas condi-
ciones a los nodos de la malla por medio de las funciones de forma.

El primer enfoque es el empleado para aplicar las condiciones de frontera nulas tantos natu-
rales como esenciales, ya que en los dos casos basta con reescribir los valores nodales corres-
pondientes por los valores prescritos. De esta manera, para un nodo k que debe permanecer
fijo durante el proceso de deformacién, primero se realiza la actualizacion del momento nodal
por medio de la Ecuacién [3-18] y luego se reescriben las cantidades dadas por la Ecuacién
RERA

(mu)i 2t =0 y fi=0 (3-32)

La segunda condicion en la Ecuacién [3-32] es equivalente a un valor de aceleraciéon nodal
igual a cero, y es la que se emplea en la presente implementacion del MPM, debido a que
la ecuacién a solucionar en el MPM se definié en términos de la cantidad de movimiento
(Ecuacién , y por lo tanto los términos de aceleraciéon nodal no se encuentran explicita-
mente en ésta. A diferencia del FEM Lagrangiano, en el MPM estas condiciones de frontera
se deben aplicar tanto en los nodos activos como inactivos, es decir aquellos que reciben
contribucién de las particulas y los que no (ver la Figura , para asi garantizar la aplica-
cién de estas condiciones cuando las particulas pasan de un elemento a otro (Al Kafaji, 2013)).

Por otro lado, la aplicacién de condiciones de frontera no-nulas en el MPM se realiza nor-
malmente con el segundo enfoque, es decir aplicando éstas directamente en las particulas y
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Nodo /'

activo

" Nodo

(a) inactivo (b)

Figura 3-2. Condiciones de frontera aplicadas en nodos activos e inactivos (Al Kafaji, 2013).

luego transfiriendo la informacién a los nodos por medio de las funciones de forma. Siguiendo
esta técnica para una superficie de traccion como la presentada en la Figura primero
se distribuye dicha fuerza sobre las particulas cercanas a la superficie de traccion, las cua-
les son etiquetadas como Particulas de Traccién (traction particles). En la presente tesis se
emplean Unicamente fuerzas uniformemente distribuidas, por lo que el valor de la fuerza en
cada particula de traccion se puede determinar por medio de la Ecuacion [3-33|

i,L

Nyp

ftra — (3—33)

Donde , es la fuerza de traccién por unidad de longitud, L es la longitud en la que la fuerza
de traccién se aplica y ny, es el nimero total de particulas de traccion.

Libler [

-

Az L

® Particula de traccidn
® Otras particulas

Figura 3-3. Superficie de traccién en el MPM (Nguyen, 2014)).

De esta manera, los valores de la fuerza de tracciéon siempre quedan almacenados en las
particulas de traccion, por lo cual al momento de crear el sistema de ecuaciones nodales se
deben transferir dichas cantidades al vector de fuerzas externas por medio de la Ecuacién



3.5 Amortiguamiento Local - No viscoso 31

B3-341

£t = 57 N () F7 ) = 3N w% (3-34)

La Ecuacion [3-34] realiza la transferencia en todos los nodos de los elementos donde se
encuentran las particulas de traccién, lo que provoca un error conocido como error de
esparcimiento, que consiste en la aplicacién de las fuerzas de tracciéon sobre una capa de
elementos de la frontera en lugar de sélo en los nodos de ésta. Para reducir este error Al
Kafaji (2013)| creé el concepto de la malla mévil (moving mesh) en donde se asegura que
la malla computacional siempre coincida con la superficie de traccién y asi aplicar estas
condiciones exactamente igual que en el FEM Lagrangiano. A pesar que el uso de malla
movil elimina el error de esparcimiento, en la presente implementacion del MPM se utilizé el
enfoque original, es decir aplicando la Ecuacion [3-34] dado que el uso de malla mévil elimina
la principal ventaja del MPM al generar deformacién en los elementos de la malla.

3.4.2. Condiciones iniciales

Otras condiciones de borde necesarias para describir por completo un problema, son las
condiciones temporales o condiciones iniciales, que corresponden a los valores definidos de
desplazamiento (Uy,), velocidad (Vy;) v esfuerzos (og;;) en el instante de tiempo inicial o
de referencia (Linero y Garzon, [2010). Estas condiciones se escriben de manera similar a la
Ecuacion [3-35]

Ui(X, to) = U(_)Z' s Ui(X,to) = %z y O'Z'j(X, to) = UOij VX - V (3-35)

Para el caso particular del Método del Punto Material las condiciones de frontera tempora-
les o condiciones iniciales se aplican directamente sobre las Particulas o Puntos Materiales,
teniendo en cuenta que las particulas son las que almacenan las variables del continuo. Por
lo tanto, la aplicacion de estas condiciones no requiere ningtn tratamiento especial y sélo es
necesario remplazar los valores de la condicion inicial en el vector o tensor de la cantidad
correspondiente.

3.5. Amortiguamiento Local - No viscoso

Tal como se menciond en secciones anteriores, la ecuacién de gobierno discretizada es una
ecuacion dinamica que tiene en cuenta los términos inerciales, y por lo tanto requiere de
un valor de amortiguamiento para disipar la propagacién de las ondas, las cuales pueden
producir resultados insatisfactorios.
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En problemas reales el amortiguamiento de un sistema estd dado principalmente por la
friccion interna de los materiales y la friccion entre superficies, por lo que la manera mas
adecuada de considerar el amortiguamiento es por medio del modelo constitutivo de los ma-
teriales. Sin embargo, incluir numéricamente el amortiguamiento en el modelo constitutivo
para problemas geomecanicos es muy complejo, dado que el amortiguamiento natural de los
suelos es histerético, es decir independiente de la frecuencia.

Por lo tanto, el amortiguamiento en un problema geomecanico es incluido normalmente a
través de una fuerza de amortiguamiento, la cual afecta las fuerzas nodales del sistema de
ecuaciones. En la gran mayoria de programas de elementos finitos se usa un amortiguamien-
to viscoso (amortiguamiento tipo Rayleigh), el cual es independiente de la frecuencia para
un rango restringido de ésta. Sin embargo, este tipo de amortiguamiento introduce fuerzas
de cuerpo que pueden influenciar el modo de falla en problemas cuasi-estaticos, y ademas
requiere de una matriz de amortiguamiento, cuyos términos dependen de la frecuencia del
sistema (Ceccato, [2014)).

Para evitar estos inconvenientes, en el presente trabajo se utilizé el amortiguamiento local
no viscoso definido por Cundall y Strack (1979). Este amortiguamiento es independiente de
la frecuencia y se define a través de una fuerza de amortiguamiento proporcional a la fuerza
desbalanceada entre las fuerzas externas e internas del sistema, y actia en direccion apuesta
a la velocidad. Esta fuerza se expresa mateméticamente por medio de la Ecuacién [3-36]

flomping — o |femt 1 £t sign(v) (3-36)

En donde, a es un coeficiente adimensional conocido como coeficiente de amortiguamiento
y sign() es la funcién signo que toma un valor de 1.0 cuando v > 0, un valor de —1.0 cuando
la velocidad v < 0 y un valor de cero cuando la velocidad v = 0, por lo que la funcién sign()
se puede expresar mateméaticamente mediante la Ecuacién [3-37]

v

sign(v) = ol

(3-37)

Si bien este tipo de amortiguamiento fue originalmente disenado para problemas estaticos,
éste se puede emplear también para solucionar problemas dinamicos en donde el efecto de la
propagaciéon de las ondas no es de mucha importancia. De acuerdo con el tipo de problema,
se cambia la magnitud del coeficiente de amortiguamiento «, el cual toma un valor entre 0.70
y 0.80 para problemas estaticos y cuasi-estaticos, mientras que para problemas dinamicos
este coeficiente varfa entre 0.05 y 0.15 (Ceccato, 2014)).

El amortiguamiento local usado en este trabajo es mas eficiente que el amortiguamiento
viscoso usado convencionalmente, teniendo en cuenta que en el primero la fuerza de amor-
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tiguamiento es diferente para cada grado de libertad, y la magnitud de la fuerza de amor-
tiguamiento es proporcional al desbalance entre las fuerzas internas y externas, asegurando
de esta manera una disipacion rapida en todo el sistema.

3.6. Algoritmo de contacto en el MPM

La formulacion basica del MPM emplea un valor tinico en el campo de velocidad para actua-
lizar la posicion de las particulas, proporcionando automéaticamente un contacto “no-slip”,
lo cual evita la interpenetracién de dos materiales en contacto. Sin embargo, es necesario
realizar una modificacién a la formulacién para permitir el deslizamiento y la separacion
entre cuerpos. En esta tesis se implemento el algoritmo de contacto friccional propuesto por
Bardenhagen et al| (2000)} el cual es un algoritmo que considera la friccién de Coulomb entre
multiples cuerpos deformables.

El algoritmo propuesto por Bardenhagen et al, (2000) es un método corrector de prediccion
(predictor-corrector), el cual parte de la velocidad nodal actualizada v!*2¢ (Ecuacién
de cada cuerpo independiente, es decir, considerando que no hay contacto, y esta velocidad
se corrige empleando la velocidad nodal de los cuerpos acoplados, empleando un modelo de
contacto friccional.

De esta manera cuando se tienen dos cuerpos en contacto g y b como se muestra en la Figura
(Al Kafaji, [2013)), se debe inicializar la ecuacién de movimiento para cada cuerpo en
forma separada, asi como para los cuerpos combinados, teniendo entonces tres ecuaciones de

movimiento con la forma de la Ecuacién [3-9} Este sistema de ecuaciones se soluciona para

t+At
g

) ¥ la velocidad nodal de los cuerpos combinados (v

), la velocidad nodal del cuerpo b

t+At
cm

obtener la velocidad nodal actualizada del cuerpo g (v
(vitat ), conocida también como la

velocidad de centro de masa.

Este algoritmo es lineal respecto al niimero de cuerpos en contacto, ya que para cada cuerpo

se realiza la correccién de la velocidad nodal, empleando sélo la velocidad de los cuerpos
t+AL

cm )

combinados v y no la velocidad de los demés cuerpos en contacto. A continuacién, se
describe el procedimiento para realizar la correccién de la velocidad nodal del cuerpo g, sin
embargo, el mismo procedimiento aplica para el cuerpo b, y demés cuerpos en contacto si es

el caso.

El primer paso del algoritmo es determinar los nodos en los cuales los cuerpos entran en
contacto, lo cual se consigue comparando las velocidades nodales de los cuerpos indepen-
dientes con la velocidad de los cuerpos combinados. Ya que los nodos, en donde la velocidad
nodal es diferente, corresponden a aquellos donde hay contribucién de otros cuerpos, y por
lo tanto donde hay contacto entre estos. En la Figura se aprecia esta condicién, en don-
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— Nodo de
contacto

Cuerpog @ Cuerpob

Figura 3-4. Dos cuerpos en contacto (Al Kafaji, 2013)).

t+At

de la velocidad del cuerpo g comparada con la velocidad v

, es igual en el nodo [ pero
diferente para el nodo k. Mateméaticamente estas condiciones se pueden expresar por medio
de la Ecuacién B-38

t+At At

Vig =Viem — El nodo [ no es nodo de contacto

(3-38)

t+AL t+At
Vi 7 Viem — Elnodo k esmnodo de contacto

Una vez identificados los nodos de contacto, se debe verificar si los cuerpos en dichos nodos
se aproximan o se separan. Esto se realiza comparando las componentes normales de la
velocidad de los cuerpos independientes y la velocidad de los cuerpos combinados, pudiéndose
presentar los dos casos que se indican en la Ecuacion m (Al Kafaji, 2013)).

AL _ AL :
(Vily = Viem) Mgy >0 = Los cuerpos se aproximan

3-39
(ViFAt —viioh) -mpy <0 = Los cuerpos se separan 39
En la Ecuacion , n;, es el vector normal hacia afuera del cuerpo g en el nodo £, y la
obtencién de éste se explica en detalle en la Seccién [£.4.1] La condicién establecida en la
Ecuacion se ilustra en la Figura (Al Kafaji, |2013), donde se aprecia que la apro-
ximacion de los cuerpos se da cuando la componente normal de la velocidad relativa entre
el cuerpo individual y la velocidad de los cuerpos combinados esta a la misma direccion del
vector normal ny, 4.

Cuando se da separacion entre los cuerpos en un nodo de contacto k, no se realiza ninguna
correccion en la velocidad nodal, para permitir de esta manera la separacion libre entre los
cuerpos. Por otro lado, cuando los cuerpos se aproximan a un nodo de contacto, se debe
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Cuerpo g Sl
e (Vk,g _Vk,cm)

SR = (Vigg ™ Vigem) TR '
Vkom* Tk,g Vi,em M Vgem:™ Thkyg Viem

Uk,g: Uk,g * Tig>
N g : N9

Aproximacion Separacion

Figura 3-5. Aproximacién y separacién de cuerpos en contacto (Al Kafaji, [2013]).

realizar una correccion a la componente normal de velocidad para evitar la interpenetracion
y otra correccién a la componente tangente dependiendo si hay deslizamiento o no.

Para realizar dichas correcciones, es necesario determinar primero la componente normal
t+At t+AL . .

(Vitnorm) ¥ tangente (vi,00) de la velocidad relativa en cada nodo de contacto k en donde los

cuerpos se aproximan. Estas componentes se pueden calcular por medio de la Ecuacién |3-40

y la Ecuacion [3-41| respectivamente, las cuales se obtienen bajo una interpretacion simple de

las componentes de velocidad presentadas en la Figura [3-5|

VZ—,FnAo;Em = [(Vtk—:]At - V?j;ﬁf) ’ nkmg]nkvg (3_40)

wran = (Vi = Vid) = (Vi = Vi) - niglnig (3-41)

Para evitar la interpenetracion de los cuerpos en un nodo de contacto k, la velocidad del

t+At . SUHAL .
cuerpo g (Vk7 p ) se debe corregir a un valor nuevo Vi, » Cuya componente normal sea igual
a la componente normal de los cuerpos combinados. Como se indica en la Ecuacion |3-42| esta
correccién es equivalente a la velocidad individual del cuerpo menos la componente normal
de velocidad relativa en dicho nodo.

AL AL AL
Vk,g - Vk’,g k,norm (3_42)

Por otro lado, la correccion de la componente tangencial de la velocidad dependera si hay
deslizamiento en el nodo de contacto k. Por lo tanto, primero se debe determinar la magnitud
de la maxima fuerza tangencial permitida, y si ésta es excedida por la fuerza tangencial
actuante. Para el caso de este algoritmo de contacto, la maxima fuerza tangencial permitida
estd especificada por la fuerza friccional de Coulomb fli}%ilom& por consiguiente la fuerza

tangencial actuante en el nodo k (£12!

") nunca debe ser mayor a dicho valor. Para un nodo de

contacto k estas fuerzas se pueden determinar por medio de la Ecuacién y la Ecuacién
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[B-441
t
At _ Mg t4n
If::;ant = Ttgvz—;a?f (3_43)
t
mj,
If:,—i_CAoZlomb = ,LL| |flij7—1§:m|| = MA_tg[(VZ—j_gAt - Vtkj_c?nt) ' nk,g] (3‘44>

En donde p es el coeficiente de friccion entre los cuerpos en contacto. De esta manera, en un

t+At t+At
fk,tan H > fk,Coulomb7

en cuyo caso la componente tangencial de la velocidad del cuerpo en dicho nodo se debe
corregir para que la magnitud de la fuerza de contacto tangencial no exceda la fuerza de
Coulomb. Esta correcciéon se especifica en la Ecuacion [3-45

nodo de contacto k se producird deslizamiento si se cumple la condicién ||

~ A . A
VZ—:yAt = VZ—,Z f— VZ—,;aArl; Si ||fli,—;aArf|| S Iéjboilomb (3 45>
T =V (VS VR g, ST IR > S

t+At

Donde t; 4 es el vector unitario tangencial, el cual se obtiene al dividir el vector v,',.> por
su norma.



4. Implementacion: Codigo MPM-UN

La formulacién dindmica del Método del Punto Material (MPM) detallada en el capitulo
anterior, fue implementada en un programa de computador de codigo abierto, para aplica-
ciones bidimensionales: condiciéon plana de esfuerzos y condicién plana de deformaciones,

siendo esta condicion de deformaciones la mas comun en Ingenieria Geotécnica. El programa
codificado se denomina MPM-UN.

La implementacién del MPM se realizé en el lenguaje de programacion Python, el cual es un
lenguaje interpretado de alto nivel, muy popular por la facil comprensién de su sintaxis. La
programacion se centrd principalmente en tener un cédigo facil de entender, de libre acceso
y modificable por cualquier usuario. A continuacién, se describe la estructura general del
cédigo desarrollado, las caracteristicas importantes de la codificacién del procedimiento de
solucion del MPM, el algoritmo de contacto friccional y el modelo elastoplastico, las cuales
son bésicas para el uso futuro y la actualizacién del cédigo.

4.1. Estructura general del cédigo

El cddigo se basa en el principio de cddigo abierto (open source), el cual busca un desarrollo
basado en la colaboracién, permitiendo el acceso y modificacién del cédigo por parte de los
usuarios. El algoritmo codificado consiste en una serie de funciones con las cuales es posible
solucionar problemas de deformaciones grandes mediante el Método del Punto Material. De
esta manera, los usuarios tienen acceso libre a todo el codigo y crean la subrutina principal
empleando dichas funciones de acuerdo con el problema especifico a analizar.

Para un manejo facil del cédigo, las funciones de célculo se agruparon en tres modulos segin
su propésito, como se indica en la Figura El médulo Mesh contiene todas las funcio-
nes asociadas al pre-procesamiento, es decir, los métodos para la construccién de la malla
Euleriana y la distribucién de las particulas. El médulo Explicit agrupa todas las funciones
basicas del MPM las cuales se encargan del procesamiento o solucion del problema. Por
ultimo, el médulo Graphics contiene los métodos para la visualizacion de los resultados de
los andlisis mediante graficos de dispersion (scattter plots).
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~ POST-PROCESAMIENTO

Y MODULO - GRAPHICS

PRE-PROCESAMIENTO — ] 14

0.0

PROCESAMIENTO

(mpvy) 2 = (myvy)t + FEAL
MODULO - EXPLICIT

Figura 4-1. Mdédulos del programa MPM-UN desarrollado.

La subrutina principal debe ser creada por el usuario de acuerdo con el tipo de problema
a solucionar. Sin embargo, ésta debe seguir el orden del procedimiento general de calculo
del Método del Punto Material que se ilustra en la Figura [4-2] la cual sirve ademds para
resumir la conexiéon entre los procedimientos descritos en las secciones anteriores y explicar
la estructura de la implementacion del Método del Punto Material.

Como se mencioné antes, el primer paso del procedimiento de calculo del MPM es el pre-
proceso. Este consiste en la creacién de la malla Euleriana de fondo, la cual se emplea para
solucionar las ecuaciones de movimiento, y en la discretizacion del continuo por medio de
un conjunto de particulas Lagrangianas que almacenan todas las variables de estado, como
el estado de esfuerzos y los parametros del modelo constitutivo. En esta tesis se empled
como malla Euleriana una malla cartesiana cuadrada, mientras que la inicializacién de las
particulas se realizé mediante dos enfoques de acuerdo con la geometria del continuo: (1)
distribucion regular y (2) distribucién irregular. En la Seccién se explica en detalle estos
procedimientos incluyendo las rutinas de cédlculo desarrolladas.

A continuacion, se efectia la solucién en el tiempo, la cual inicia con la transferencia de
informacion de las particulas a los nodos, formando una ecuaciéon nodal en términos de la
cantidad de movimiento del tipo de la Ecuacion |3-18| Esta ecuacién nodal se soluciona por
medio del esquema explicito de Euler hacia adelante; obteniendo de esta manera la cantidad
de movimiento nodal en el tiempo ¢t + At. Este paso es equivalente a la solucién de una
ecuaciéon nodal en el Método de los Elementos Finitos Lagrangiano, por lo que este proce-
dimiento se conoce también como etapa Lagrangiana. En caso que se considere el contacto
entre cuerpos, se debe corregir la velocidad nodal de cada cuerpo para evitar la interpene-
tracion y permitir el deslizamiento relativo de los cuerpos, si es el caso.



4.1 Estructura general del codigo 39

[ PREPROCESO (Mesh) ]
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[ ] L [ ] . -
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Figura 4-2. Pasos del procedimiento general de calculo del cédigo MPM-UN.

Una vez actualizadas las cantidades nodales, se procede a actualizar las cantidades de las
particulas empleando las funciones de forma de los elementos. Dentro de este paso, se rea-
liza primero el ajuste de las cantidades vectoriales de las particulas como la posicién y la
velocidad, y posteriormente se realiza la actualizacion de las cantidades tensoriales, como el
gradiente de deformacion, el calculo del tensor de incremento de deformaciones y la actualiza-
cién del tensor de esfuerzos. La actualizacién de este tltimo depende del modelo constitutivo
empleado, por lo cual el procedimiento difiere si se trata de un modelo lineal eldstico o un
modelo elastoplastico.
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Luego de actualizar la informacion de las particulas es posible reiniciar la malla de elementos,
es decir, que los nodos de la malla vuelven a su posicién original. Es importante aclarar que
la reinicializacion de la malla no es estrictamente necesaria, dado que es posible continuar
con el incremento siguiente de tiempo con la malla deformada del paso anterior, efectuando
directamente al paso Lagrangiano, sin actualizar las matrices de incidencias, ni realizar la
transferencia de informacion de los nodos a las particulas. Este enfoque es el propuesto por
Guilkey et al| (2006)| y Steffen et al, (2008), en el cual se reinicia la malla luego de calcular un
numero de pasos en el tiempo y no en cada uno de éstos, lo cual ayuda a reducir los tiempos
de calculo. Sin embargo, dicho enfoque no se aplica en el cédigo MPM-UN, ya que se pueden
producir dificultades por distorsion de la malla, si ésta no se reinicia en el momento adecuado.

A modo de sintesis, en el Algoritmo [4.1| se presenta la estructura basica que debe tener el
c6ddigo principal siguiendo el procedimiento general de calculo del MPM descrito. En este
algoritmo se incluyen el nombre de las principales funciones a emplear independientemente
del tipo de problema, bien sea éste un problema cuasi-estatico o dinamico, o se considere la
interaccién entre cuerpos.

Algoritmo 4.1 Cdédigo principal del programa MPM-UN.

Importacion de paquetes y funciones

Pre-procesamiento

Crear la malla Euleriana: CREATE_UNIFORM

Inicializar las particulas: SETup_MP

Inicializar las cantidades vectoriales y tensoriales de las particulas: o, €,, Fp, - --
Procedimiento de solucion

Incremento de tiempo para convergencia: At =DELTATIME

Inicializar las matrices con informacion a graficar

loop Fase de solucién en el tiempo t — ¢t + At (Algoritmo

10: Actualizacién de las matrices de incidencias: SEARCH_MP

11: Transferencia de informacién a los nodos: PARTICLE_TO_NODES

12: Solucién de la Ecuacién nodal (Aplicar amortiguamiento y condiciones de frontera)
— Corregir la velocidad nodal (Si hay interaccién entre cuerpos): CONTACT

13: Actualizacién cantidades vectoriales de las particulas: NODES_TO_PARTICLE_VEL

14: Actualizacién cantidades tensoriales de las particulas: NODES_TO_PARTICLE_STRESS

15: Almacenar la informacién a graficar

16: Reinicializar la malla

17: end loop

18: Post-procesamiento: Crear graficas y almacenar variables.

Los detalles del procedimiento de solucién en el tiempo que se describe en el Algoritmo [4.1]
se expone en detalle en la Seccién [4.3] mientras que en la Seccién [4.4] se explica el algorit-
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mo para el contacto friccional implementado, y las modificaciones consideradas en el cédigo
principal cuando se tiene en cuenta la interaccién entre cuerpos.

En el Algoritmo la actualizacién de las cantidades tensoriales de las particulas (paso
14), corresponde al calculo de las deformaciones a partir del tensor gradiente de velocidad
y a la actualizacién de esfuerzos, la cual depende del modelo constitutivo empleado. En el
cddigo MPM-UN se implementaron dos modelos constitutivos: un modelo lineal eldstico y
un modelo elastoplastico con criterio de falla de Mohr-Coulomb. La implementacién de los

modelos constitutivos y el algoritmo de integracién de esfuerzos se presenta en detalle en el
Capitulo

4.2. Pre-proceso

4.2.1. Malla Euleriana

Como se mencioné antes, el Método del Punto Material requiere de una malla de elementos
finitos para solucionar las ecuaciones de movimiento. En el c6digo MPM-UN se empled una
malla Euleriana, constituida por una malla de elementos cuadrilaterales uniforme, la cual se
alinea con los ejes coordenados, como la que se presenta en la Figura (Nguyen, 2014).

Ax
o O O ’t o=
Ay
O O £ {> o—Y
o 1)
O O L) L 0
®
()C- () > (> 8]
Yy | @ @ | @
o—0 o o O
1 2 3 4 5
T

Figura 4-3. Malla estructurada uniforme (Nguyen, 2014).

El uso de este tipo de malla con una numeracion consecutiva de los elementos y los nodos,
como se indica en la Figura[4-3] facilita la buisqueda de las particulas en cada incremento de
tiempo. De esta forma, es posible determinar en cual elemento se encuentra cada una de las
particulas por medio de la Ecuacion la cual utiliza tinicamente las dimensiones de los
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elementos (Axz y Ay), el nimero de elementos en la direccion x (nele,) y las coordenadas
de la particula (z,, y,).

e= [ﬂoor ( AL ) + 1} + nele, {ﬂoor ( Ay )] (4-1)

donde e es el elemento de la malla donde se encuentra la particula con coordenadas (x,, y,),
Tmin Y Ymin SON las coordenadas de menor dimensién de la malla Euleriana y floor es una
funcién que toma un nimero real y retorna el niimero entero més préximo que sea igual o
menor al nimero real ingresado.

En vista de que la malla Euleriana se debe extender de manera que cubra todo el dominio
del problema, a lo largo del proceso de calculo de las deformaciones, se decidié emplear una
malla rectangular, la cual se crea a partir de tres parametros: la dimensién en direccion x,
la dimensién en direcciéon y y el tamano de los elementos, el cual se tomé igual en ambas
direcciones, es decir, que se utilizan elementos cuadrados. En la Rutina se presenta el
cédigo en Python de la funcion CREATE_UNIFORME, con la cual el usuario crea la malla
Euleriana. Como se observa, esta funciéon retorna las coordenadas de los nodos y la matriz
de conectividad de los elementos o matriz de incidencias.

def create_uniform (dimx, dimy, ele_size):
7?77 Funcion que crea una malla regular uniforme de ancho dimx por dimy
Elementos cuadrilaterals bilineales

dimx = ancho en direccion x

dimy = ancho en direccion y

ele_size = Tamano de los elementos”””
#—— Instrucciones para el calculo de tabla de coordenadas
nelex = int (round(dimx / ele_size)) ; neley = int(round(dimy / ele_size))
assert (abs(dimx/ele_size — round(dimx/ele_size)) < le—11), "El numero de

elementos no se ajusta en la direccion x”
assert (abs(dimy/ele_size — round(dimy/ele_size))< le—11), ”"El numero de
elementos no se ajusta en la direccion y”

nnodesx = nelex + 1 ; nnodesy = neley + 1

xx, yy = np.meshgrid (np.linspace (0, dimx, nnodesx), np.linspace (0, dimy,
nnodesy ) )

coord = np.empty ((nnodesx * nnodesy, 2))

coord[:, 0] = xx.reshape(l, nnodesx * nnodesy)

coord [:, 1] = yy.reshape(1l, nnodesx * nnodesy)

# ——— Instruciones para el calculo de tabla de incidencias

@numba. njit (’i8 [: ,:](i8[:,:], 18, i8, i8)")

def incidencias(inci, nnodesx, nodesy, nelex):
for j in range(nnodesy—1):
for i in range(l, nnodesx):
m = nelex * j + i — 1
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inci[m , 0] = nnodesx * j + i ; # nodol
inci[m , 1] = nnodesx * j + i + 1 # nodo2
inci[m , 2] = nnodesxx*(j + 1) + i + 1 # nodo 3
inci[m , 3] = nnodesx*(j + 1) + i # nodo 4
return inci
inci = np.empty ((nelexx*neley, 4)).astype(int)
inci = incidencias (inci, nnodesx, nnodesy, nelex)

return coord, inci, nelex

Rutina 4-1 Cédigo para generar la malla Euleriana en el programa MPM-UN.

4.2.2. Funciones de forma

Dado que este trabajo es una primera version de la implementacion de un cédigo de compu-
tador del Método del Punto Material, se consideré adecuado trabajar con funciones de forma
Lagrangianas lineales. Por lo tanto, se emplearon elementos cuadrilaterales bi-lineales, con el
fin de ser consistente con el tipo de malla Euleriana. En la Figura[4-4] se ilustra un ejemplo
de este tipo de elemento, con las coordenadas globales (z,y) y las coordenadas naturales
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Figura 4-4. Elemento cuadrilateral bi-lineal (Linero y Garzén, 2010).

Tomando ventaja de la malla estructurada uniforme y para evitar tener que determinar las
coordenadas naturales de las particulas, las funciones de forma de cada uno de los cuatro no-
dos que conforman el elemento cuadrilateral bi-lineal, se definen por medio de las Ecuaciones
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las cuales estan en término de las coordenadas globales = y v.

Ni = o= ) - )
1
Ny = —— (2 —21)(y — y3)
14ab y—u (4-2)
N3 = E(x —24)(y — Y2)
N, = —ﬁ(x —x3)(y — 1)

La evaluacion de las funciones de forma y sus derivadas en las coordenadas de las particulas
dentro de cada elemento, se debe realizar en forma eficiente evitando efectuar operaciones
algebraicas innecesarias, ya que en el MPM las particulas funcionan como puntos de integra-
cién y, por lo tanto, este procedimiento se repite varias veces. En la Rutina[4-2)se presenta la
funcién SHAPE_FUNC del codigo MPM-UN creada en Python para evaluar las funciones de
forma. En esta funcion se construye un vector que contiene en la primera fila las funciones
de forma, en la segunda las derivadas de estas funciones en direccion z, y en la ultima fila las
derivadas en la direcciéon y, cada una de estas evaluadas en la coordenadas de la particula
dada (z,, yp).

1 def shape_func(x, y, xn):
2 77” Funcion que calcula las funciones de forma y sus derivadas en xp

x = coordenada x de la particula
4 y = coordenada y de la particula
5 xn = Array con las coordenas de los nodos del elemento

7 Return — Np = Array de 3 filas

8 — 1 fila — funciones de forma

9 — 2 fila — derivadas en x de las funciones de forma

10 — 3 fila — derivadas en y de las funciones de forma”””
11 nnodes = len (xn[:,0]) # numero de nodos por elemento

12 assert (nnodes =— 4), "Hay un error en el mallado”

13

14 # Elemento rectangular bilineal

15 Np = np.zeros ((3, len(xn)))
16 xl, x2, x3, x4 = xn[0, 0], xn[1, 0], xn[2, 0], xn[3, O]
17 yl, y2, y3, y4 = xn[0, 1], xn[l, 1], xn[2, 1], xn[3, 1]

18 a=1/2 x (x2 — x1)

19 b=1/2 % (y4 — yl)

20

21 # — funciones de forma ——

22 Np[0, 0] =1 / (4xaxb) * (x — x2) * (y — y4)
23 Np[0, 1] = =1 / (4xaxb) * (x — x1) % (y — y3)

24 Np[0, 2] =1 / (4xaxb) * (x — x4) * (y — y2)
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Np[0, 3] = -1 / (4xaxb) * (x — x3) * (y — yl)
# — Dervidas en x de las funciones de forma
Np[l, 0] =1 / (4xaxb) x (y — y4)
Np[l, 1] = =1 / (4xaxb) * (y — y3)
Np[l, 2] =1 / (4xaxb) * (y — y2)
Np[l, 3] = -1 / (4xaxb) *x (y — yl)

# — Derivadas en y de las funciones de forma

Np[2, 0] =1 / (4xaxb) x (x — x2)

Np[2, 1] = =1 / (4xaxb) * (x — x1)
Np[2, 2] =1 / (4xaxb) * (x — x4)
Np[2, 3] = =1 / (4xaxb) * (x — x3)

return Np

Rutina 4-2 Cédigo para evaluar funciones de forma - programa MPM-UN.

4.2.3. |Inicializacién de particulas

A diferencia del Método de los Elementos Finitos, en el MPM la representacién del continuo
se da a través de un conjunto de particulas o “Puntos Materiales” y no mediante una malla
de elementos finitos. Por lo tanto, en el MPM la forma de realizar la distribucién inicial
de las particulas es importante, la cual normalmente se realiza a través de una distribucién
regular usando la malla Euleriana, o mediante una distribucién irregular a partir de una
malla de elementos finitos convencional, estos dos enfoques se describen a continuacion.

Distribucion regular

La distribucién regular es la forma mas empleada para la inicializacién de las particulas en
las distintas implementaciones del MPM. Esta técnica consiste en utilizar la malla Euleriana
para generar las particulas que representan el continuo, creando un nimero constante de
particulas en cada celda o elemento de la malla Euleriana y eliminando las particulas que se
encuentran fuera de la frontera del dominio material inicial.

La creacién de las particulas se realiza de manera que cada una de éstas se emplaza en una
posicién local predefinida dentro del elemento que la contiene. A partir de esa posicion local
(€,) v de las coordenadas de los nodos x; de la malla, se obtiene el vector de posicién global
x, de cada particula empleando la Ecuacién , en donde n,,. es el nimero de nodos por
elemento (Ceccato, 2014).

Nen

x,(€,) = ) Ni(€,)x (4-3)

En la Rutina |4-3|se presenta la funcion SETUP_MP desarrollada para el cédigo MPM-UN, la
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cual crea las particulas mediante una distribucién regular. En esta funcién se define una re-
gién rectangular que cubre todo el dominio material inicial del problema, y un cierto nimero
de particulas por elemento, las cuales se localizan de manera que la distancia entre particulas
sea la misma. Esta funcién retorna un vector con las coordenadas de las particulas, otro con la
identificacion del elemento que contiene cada particula, y un listado de los elementos activos.

def setup_MP(xi, yi, xf, yf, cor, inci, nmpe=1):

7?7 Funcion para inicializar los particulas — distribucion regular
(xi, yi) v (xf, yf) coordenadas iniciales y finales del dominio
rectangular

cor = matriz de coordenadas de los nodos de la malla de elementos

inci = matriz de incidencias de la malla de elementos

nmpe = numero de MP en el elemento — por defecto es igual a 1777
num = int (math.sqrt (nmpe))

assert (min(cor[:,0])<= xi and min(cor[:,1])<= yi),”El punto (xi, yi) esta
fuera del dominio de la malla de elementos”
assert (max(cor[:,0])>= xf and max(cor[:,1])>= yf),”El punto (xf, yf) esta
fuera del dominio de la malla de elementos”
mp_elem = np.empty ((len (inci)s*numsnum, 1)).astype(int)
mp_coord = np.empty ((len (inci)*numsnum, 2))
cont = 0 # contador para el numero de MP
for i in range(len(inci)):
# coordenadas de los nodos del elemento

x1l = cor[inci[i, 0] — 0] ; vyl = cor[inci[i, 0] — 1, 1]
x2 = cor[inci[i, 1] — 1, 0] ; y2 = cor[inci[i, 1] — 1, 1]
x3 = cor[inci[i, 2] — 1, 0] ; y3 = cor[inci[i, 2] — 1, 1]
x4 = cor[inci[i, 3] — 1, 0] ; y4 = cor[inci[i, 3] — 1, 1]
) — xi) > —le—12 and (min(yl, y2, y3, y4) — yi)

if (min(x1, x2, x3, x4

> —le—12 and (max(xl, x2, x3, x4) — xf) < le—12 and (max(yl, y2, y3, y4) —
yf) <= le—12:

# el elemento i se encuentra dentro del dominio rectangular

# Calculo de las coordenadas naturales

zai, eta = np.meshgrid(np.linspace(—(1—1/num),(1—1/num) ,num), np.
linspace(—(1—1/num) ,(1—1/num) ,num) )

zai = zai.reshape (num*x*2)

eta = eta.reshape (num**2)

# Calculo de las funciones de forma

Nl =1/4 « (1 — zai) x (1 — eta)

N2 = 1/4 x (1 + zai) (1 — eta)

N3 =1/4 % (1 + zai) = (1 + eta)

N4 =1/4 % (1 — zai) (1 + eta)

# Guardando coordenadas y elemento correspondiente
mp_elem [cont:(cont + numxx2), 0] = i + 1

mp_coord [cont:(cont + numx%2), 0] = Nlxxl + N2xx2 + N3xx3 + N4xx4
mp_coord [cont:(cont + numx%2), 1] = Nlxyl + N2*xy2 + N3xy3 + Ndxy4
cont 4= numsxx*2
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mp_elem = mp_elem [: cont, :]
mp_coord = mp_coord [: cont , :]
active_elem = np.unique(mp-elem[:, 0]) # lista de elementos activos

return mp_elem, mp_coord, active_elem

Rutina 4-3 Cédigo para crear una distribucion regular de particulas - programa MPM-UN.

Luego de generar la distribucion de las particulas en la region rectangular, se eliminan las
particulas por fuera del dominio material inicial. Esta operacion se realiza en el cédigo prin-
cipal ya que depende del problema particular a solucionar. En la Figura[4-5] se presenta un
ejemplo de la distribucién obtenida para un disco de radio 0.5 m, formado por 716 particulas.

L6 Configuracién inicial

1.4 4

1.24

1.01

0.8 A

0.6 1

Coordenada y (m)

0.4 1

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
Coordenada x (m)

Figura 4-5. Distribucion regular disco de radio 0.5m.

Puesto que las particulas deben contener toda la informacion del continuo, una vez éstas
se inicializan es necesario calcular el volumen del continuo que representa cada una de las
particulas y asignar las variables de estado. El volumen de cada particula en una distribucién
regular se determina de manera que todas las particulas dentro de un elemento tengan el
mismo volumen inicial. De acuerdo con lo anterior, el volumen de una particula V, se puede
calcular por medio de la Ecuacién , en donde n, es el nimero de particulas dentro del
elemento y V, es el volumen del elemento.
1
Vo=— [ dV (4-4)
Nep Jv,

Las demés variables como la densidad p y las propiedades del modelo constitutivo en par-
ticular, como por ejemplo, el Mdodulo de Young E, la relacién de Poisson v, el angulo de
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friccion ¢, se asignan a cada particula segin el tipo de material correspondiente y el mo-
delo constitutivo empleado. Finalmente, en esta etapa se calcula la masa de las particulas,
multiplicando el volumen por la densidad M, = V,p,.

Distribucién irregular

Como se observa en la Figura cuando se tienen geometrias complejas, la distribucion
regular puede no representar en forma adecuada el dominio material del problema, dado
que en una distribucion regular siempre se tendran lados rectos alineados con los ejes coor-
denados. Para generar una mejor distribucién de las particulas, se puede hacer uso de una
distribucién irregular, la cual consiste primero en crear una malla de elementos finitos con-
vencional y luego generar particulas en ciertas posiciones establecidas de los elementos, como
en el centro o en los puntos de integracion.

En el cédigo MPM-UN la distribucién irregular se genera a partir de elementos triangulares
que tengan aproximadamente el mismo tamano. La malla de elementos se puede crear en
cualquier programa de elementos finitos y se debe generar un archivo de texto (*.txt) con
las coordenadas de los nodos y la matriz de conectividad de los elementos, en la cual se
identifican los nodos que conforman cada uno de los elementos. Esta informacion se lee y
se asigna una particula en el centro de cada elemento, con lo cual se obtiene la distribucién
inicial del continuo. En la Rutina [4-4] se presenta la funcién SETUP_MP _IRRE desarrollada
en el programa MPM-UN para tal fin, la cual retorna las coordenadas de las particulas, la
matriz de identificacion del elemento de la malla Euleriana que contiene cada particula, la
lista con los elementos activos, y ademas el vector con los voliimenes que representan cada
una de las particulas, dado que para este caso el volumen de cada particula sera el volumen
de elemento triangular parental.

def setup_MP _irre(cdir, coord, incid, ele_size , nelex):
7?7 Funcion para inicializar particulas distribucion irregular

cdir = string con el directorio de trabajo

coord = string con el nombre del archivo — coordendas de la malla
incid = string con el nombre del archivo — matriz de incidencias
ele_size = tamano de los elementos malla Euleriana

nelex = numero de elementos en direccion X malla Euleriana”””

# cargando informacion de la malla de elementos finitos
coord = np.loadtxt (cdir + '/’'+ coord +’.txt ")
incide = np.loadtxt(cdir + ’/’+ incid +’.txt’).astype(int)

nmp = len(incide [:,0]) # numero de mp a crear
xp = np.zeros ((nmp, 2))

Vp = np. zeros (nmp)

# ciclo en los elementos
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for i in range(len(incide[:,0])):
nodes = incide[i,:] # nodos asociados al elem 1
# coordenadas de los nodos
xl, yl = coord[nodes[0]—=1, 0], coord[nodes[0]—1, 1]
x2, y2 = coord [nodes[1] -1, 0], coord[nodes[1l]—1, 1]
x3, y3 = coord|[nodes[2]—1, 0], coord[nodes[2]—1, 1]
# area del elemento
Vpli] = 1/2 % (x1 * (y2 — y3) + x2 * (y3 — yl) + x3 = (yl — y2))
# coordenadas particula
xp[i,0] = 1/3 x (x1 + x2 + x3)
xp[i,1] = 1/3 % (y1 + y2 + y3)

mp_elem = np.zeros ((nmp, 1)).astype(int)
mp_elem, active_elem = search_.MP (mp_elem, xp, ele_size , nelex) #
incidencia particulas

return xp, Vp, mp_elem, active_elem

Rutina 4-4 Cédigo para crear una distribucion irregular de particulas - programa MPM-UN.

En la Figura se ilustra para el mismo disco de la [4-5] la distribucién inicial de las
particulas obtenida empleando una distribucién irregular, la cual se generé a partir de una
malla de elementos finitos de 735 elementos, creada con el programa ABAQUS (Smith, [2009).
Comparando esta distribucién con la obtenida mediante una distribucién regular (Figura
5)), se observa que con la distribucién irregular se genera una representacién mas aproximada
del disco, en especial de los bordes de éste, lo cual es de suma importancia para la precision
del MPM cuando se analiza el contacto entre cuerpos vecinos. En consecuencia, este enfoque
es el seleccionado en el codigo MPM-UN para la inicializacion de las particulas cuando se
tienen superficies curvas o planos que no estan orientados con los ejes coordenados.

Malla de elementos finitos Distribucion irregular
16
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Figura 4-6. Distribucion irregular disco de radio 0.5m.
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4.3. Soluciéon del MPM en el tiempo

Como se muestra en el procedimiento de la Figura [4-2] luego del pre-procesamiento del
problema, se procede con la aplicacion del algoritmo de solucion del MPM en el tiempo. El
procedimiento implementado en el cédigo MPM-UN se resume junto con las ecuaciones de
célculo y el nombre de las funciones correspondientes en el Algoritmo (4.2} el cual inicia con
el célculo de las cantidades nodales en el tiempo ¢, transfiriendo la informacién a los
nodos por medio de integraciéon numérica. De esta transferencia se obtiene la masa nodal, la
cantidad de movimiento nodal y las fuerzas nodales, estas ultimas a partir de las fuerzas de
cuerpo, de superficie e internas de las particulas. La transferencia de informacién se realiza
tinicamente en los nodos activog] obteniendo de esta manera una reduccién en los tiempos
de céalculo, al tener un sistema de ecuaciones de tamano menor.

Posteriormente, se calcula la fuerza nodal total, incluyendo el término de amortiguamiento,
y se continia con la solucién de la ecuacién nodal, la cual, de acuerdo con la formulacién
presentada en el Capitulo 3, consiste en la actualizacién de la cantidad de movimiento me-
diante el esquema de integracion de Euler hacia adelante. Puesto que en el codigo MPM-UN
se emplea una matriz de masa agrupada, la solucién de la ecuacion nodal consiste en una
operacion término, a término en lugar de la solucién de un sistema de ecuaciones. Luego de
actualizar la cantidad de movimiento nodal, se procede con la aplicacion de las condiciones
de frontera de Dirichlet, y con la correccién de la velocidad nodal, en caso que se trate de
un problema de interaccién entre cuerpos.

Solucionada la ecuacién nodal se procede con la actualizacion de la informacién de
las particulas utilizando las funciones de forma de los elementos y la informacién nodal
actualizada. Dado que en este trabajo se adopt6 el algoritmo MUSL (ver la Seccién ,
primero se actualiza la posicion y la velocidad de las particulas, y a partir de esta tultima
se actualiza la velocidad nodal V?“At, la cual se emplea para el célculo del gradiente de
velocidad y el incremento de deformacién de las particulas. Dentro de un 1ltimo paso, se
actualiza el estado de esfuerzos de las particulas segin el modelo constitutivo empleado, y
se determina la porcion eldstica y plastica del incremento de deformaciones, en caso que se

emplee un modelo elastoplastico.

Finalizado la transferencia de informacién a las particulas es posible reiniciar la malla
de elementos. En el cédigo MPM-UN el paso de reinicializaciéon no existe explicitamente,
puesto que al nunca actualizar la posicion de los nodos de las malla, la reinicializacién se
realiza automaticamente al comenzar los calculos de un incremento nuevo de tiempo. Por
esta razén la actualizacién de las matrices de incidencias (matriz con la identificacién del

Los nodos activos son los nodos de la malla de elementos que tienen contribucién de las particulas (ver la

Figura
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elemento que contiene cada particula) se realiza al inicio de cada incremento de tiempo.

Algoritmo 4.2 Procedimiento de soluciéon del MPM en el tiempo en el programa MPM-UN.

1: loop Fase de solucion en el tiempo t — ¢ + At
2 Actualizacion de la matriz de incidencias: SEARCH_MP
3 Transferencia de la informacién a los nodos: PARTICLE_TO_NODES
4: Célculo de la masa nodal: mf =3 M,N;(x;)
5: Célculo del momento nodal: (mv;)" =3 Nr(x;)(mvy)
6 Célculo de la fuerza externa: ;™" = > MyNi(x,)b?(xp) + >, Ni(x},) f7(x)
7 Célculo de la fuerza interna: f}ntt =—>,V,o,VNI(x})
8 Solucién de la Ecuacién nodal
9:  Céleulo de la fuerza de amortiguamiento: fi""" = —q/|fe" + fint|sign(v;)
10: Célculo de la fuerza nodal total: ff = f&™" 4 ;"0 4 foompt
11: Actualizacién del momento nodal: (m;v;) 2% = (myvy)t + fLAL
12: Fijacién nodos de Dirichlet: (mvi™) =0 vy fl=0
13: Corregir la velocidad nodal (Para interaccién entre cuerpos): Algoritmo
14: Actualizacién de la informacion de las particulas:
15: - Velocidad y posicién: NODES_TO_PARTICLE_VEL

¢
16: Actualizacién de la velocidad de las particulas: viraf = vi4 ALY, Nl(x;)%

o - , A L (mpvy)itas
17: Actualizacién de la posicién de las particulas: x;H2* = x! + Aty Ni(x)) m
t+At
18: Célculo de la velocidad nodal - MUSL: vi4f = 22y V1) (M),
Zp Ni(xp) M,

19: Fijacién de los nodos de Dirichlet: t+At =0
20: - Deformacion y esfuerzos: NODES _TO_PARTICLE_STRESS
21: Célculo del gradiente de velocidad: LEFAt = VvIrAt = 57 VN (x,)tviTe!
22: Actualizacién del gradiente de deformacion: FHN (I+LEFAYFL
23: Actualizacién del volumen de las particulas: V;f*m det F”MVO
24: Calculo del incremento de deformacién: Ae, = SymL”AtAt
25: Actualizacién de los Esfuerzos - de acuerdo con el modelo constitutivo
26: Reinicializacion de la malla
27: end loop

Como se describe en el Algoritmo [4.2] el proceso de transferencia de informacién de las

particulas a los nodos y de los nodos a las particulas, es esencial en el procedimiento de

solucién del MPM. Para realizar esta transferencia, es necesario calcular las funciones de

forma y sus gradientes evaluados en la posicion de cada una de las particulas; por lo tanto

se requiere realizar un primer ciclo en todos los elementos activos, otro en las particulas que

se encuentra en cada elemento, y por tltimo otro en los nodos de los elementos. Por consi-

guiente las funciones del codigo MPM-UN que realizan la transferencia de informacién como:
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PARTICLE_TO_NODES, NODES_TO_PARTICLE_VEL y NODES_TO_PARTICLE_STRESS, consisten
en ciclos anidados como se indica de manera general en el Algoritmo [4.3]

Algoritmo 4.3 Procedimiento general de las funciones PARTICLE_TO_NODES, NO-
DES_TO_PARTICLE_VEL y NODES_TO_PARTICLE_STRESS en el programa MPM-UN.

1: for i in active_elem do > Ciclo en los elementos activos
2: Elemento activo ¢ : ele = active_elem]i]
3: Nodos del elemento i : nodes = incilele, :|
4: Coordenadas de los nodos del elemento i : xn = coor[nodes, :|
5: Particulas dentro del elemento 7 : mpe
6: for j in mpe do > Cliclo en las particulas dentro del elemento i
7 Particula j : mp = mpel[j]
8: Coordenadas de la particula j : z,y = zp[mp, ]
9: Funciones de forma del elemento i : Np = SHAPE_FUNC(z, y, zn)
10: for k in nodes do > Ciclo en los nodos del elemento i
11: Nodo k : nng = nodes|k]
12: Calculo de la cantidad nodal o de particula correspondiente.
e PARTICLE_TO_NODES — mb; (mvy)t; ™% "
 NODES_TO_PARTICLE_VEL — V5F&f; x{Ha!
¢ NODES_TO_PARTICLE_STRESS — LT
13: end for
14: end for
15: end for

Debido a estos tres ciclos anidados, y dado que al ser Python un lenguaje interpretado que
puede ser de una eficiencia baja a la hora de ejecutar ciclos, el calculo de dichas funciones
puede tomar tiempos de calculo considerable si se emplea una malla Euleriana fina o una
cantidad importante de particulas por elemento. Por lo tanto, para la implementacion de
dichas funciones en el c6digo MPM-UN se empleé la biblioteca Numba (Lam et al., [2015), la
cual transcribe las funciones de Python en cédigo de méaquina optimizado; en particular se
utilizé el decorador njit que permite compilar funciones mediante el esquema “Just-in-time”
en un modo “No-Python”, lo cual se traduce en una eficiencia mejorada del codigo.

Para resaltar la mejora en eficiencia del codigo MPM-UN al compilar dichas funciones, en la
Tabla[4-1]se lista la diferencia en los tiempos de ejecucién de la funcién PARTICLE_TO_NODES
cuando no se compila dicha funcién y cuando se compila mediante el paquete Numba (Lam
et al., 2015)), para tamanos distintos de malla y un ntimero de particulas fijo por elemento
(4 particulas).

El procedimiento general de calculo del MPM presentado en el Algoritmo aplica indepen-
dientemente si se busca solucionar un problema dinamico o cuasi-estatico, dado que basta
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Tabla 4-1. Diferencia tiempos de ejecucién de la funcién PARTICLE_TO_NODES en el pro-
grama MPM-UN.

Nuimero de Tiempo de ejecucién (s) | Diferencia
elementos Python [ Python-Numba | (N°de veces)
100 0.0739 0.0014 52.8
10000 234.2237 2.1335 109.8
40000 3730.1918 33.7932 1104

con utilizar el coeficiente de amortiguamiento adecuado (paso 9). Es importante notar, en
un problema cuasi-estatico la magnitud del tiempo de cédlculo empleado en la solucién no
tiene ningun significado fisico, y en consecuencia, se debe determinar cuando se alcanza el
equilibrio cuasi-estatico, condicién que debe cumplir para podercontinuar con el siguiente
incremento de carga.

En la Seccion se explica el criterio de convergencia cuasi-estatico empleado en el codigo
MPM-UN vy el uso de la integraciéon Gaussiana para conseguir una representacion mejor de
los esfuerzos en problemas estéaticos. Por otro lado, en la Seccién se incluye un ejemplo
del cédigo principal de calculo del MPM-UN, y se discuten caracteristicas importantes tanto
del pre-proceso como del procedimiento general de célculo.

4.3.1. Modificaciones para problemas cuasi-estaticos
Convergencia estatica

Con el fin de determinar cuando se alcanza la convergencia estatica se emplearon en el codigo
MPM-UN los criterios definidos por Al Kafaji (2013), los cuales calculan después de cada
incremento de tiempo el desbalance entre fuerzas externas e internas (F) y la tasa de energia
cinética (€) por medio de las Ecuaciones Se considera que el equilibrio estatico se alcanza
cuando estos dos valores son menores a 0.01, es decir, cuando las fuerzas internas y externas
se equilibran y la energia cinética del sistema es baja, lo cual implica que el sistema se
encuentra practicamente en reposo.

||fext . fth
| I£e=] |
KE
- Wext

(4-5)

€

En las Ecuaciones[4-5], f¢** es el vector de fuerzas externas, f* es el vector de fuerzas internas,
KFE es la energia cinética del sistema y ¢! es el trabajo realizado por las fuerzas externas.
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Estas dos tultimas cantidades se pueden calcular por medio de las Ecuaciones

1 nr T
KE = 527;:1 m;Vvi~ Vi

We:rt — Wézmt + Aquext

(4-6)

Donde m; es la masa del nodo i, v; es el vector velocidad del nodo 2, ny es el niimero de
nodos y Au es el vector de desplazamiento.

Integraciéon Gaussiana

Como se mencion6 en el Capitulo 2, el Método del Punto Material exhibe oscilacién en los
resultados de los esfuerzos, debido a que las particulas funcionan como puntos de integracion.
En problemas cuasi-estaticos este problema se puede mitigar empleando el procedimiento de
integracién mixto que propone Beut, el cual emplea la integraciéon convencional de
particulas para los elementos parcialmente llenos e integracién Gaussiana, tal como se realiza
en el FEM Lagrangiano, en los elementos completamente llenos. Los elementos parcialmente
llenos corresponden a los elementos en donde la suma del volumen de las particulas dentro
del elemento es menor al volumen del elemento, esto ocurre principalmente en la frontera

del cuerpo tal como se ilustra en la Figura (Al Kafaji, 2013)).

e d .’... ....
st o0 % s ®

s

[—] Elemento parcialmente lleno [ Elemento lleno

# Particula en la frontera - Particula

Figura 4-7. Elementos llenos y parcialmente llenos (Al Kafaji, |2013).
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La integracion Gaussiana se realiza unicamente para el calculo de las fuerzas internas, dado
que estas son las responsables de la oscilacién de esfuerzos. De esta manera la sumatoria
sobre las particulas en la Ecuacion [3-12| se remplaza por una sumatoria sobre los puntos
Gaussianos, como se indica en la Ecuacién [4-7]

neq

f;m’t = Z we0 4| J(§4)[VN1(&) (4-7)
q=1

En donde neq es el nimero de puntos de Gauss, w, es el peso asignado a cada punto de
integracién, |J(,)| es el determinante de la matriz Jacobiana, y o, es el estado de esfuerzos
en el punto de integracion gq.

Para el caso particular de la implementacion del Método del Punto Material del cédigo
MPM-UN, en donde se emplean funciones de forma de primer orden, basta con utilizar
un unico punto de Gauss para aproximar la integral de manera exacta. Por lo tanto, el
Jacobiano corresponde al volumen del elemento, y el estado de esfuerzos en dicho punto se
puede determinar mediante un promedio ponderado con el volumen de cada particula, tal
como se indica en la ecuacién 4-8|

_ Zp O-P‘/P
XV

Para la implementacién de la integraciéon Gaussiana, se consideraron como elementos parcial-

o

(4:8)

mente llenos aquellos que contienen alguna particula de la frontera, o en donde la sumatoria
del volumen de las particulas es menor al 90 % del volumen del elemento, valor que fue
determinado por Beuth (2012) mediante una analisis de sensibilidad. La utilizacién de este
procedimiento de integracién supone igualmente una mejora en la eficiencia del método, te-
niendo en cuenta que el ciclo a lo largo del nimero de particulas dentro del elemento (paso
6 en el Algoritmo se remplaza por un ciclo en el nimero de puntos de integracion, el
cual es de uno para cada elemento.

El procedimiento de transferencia de informacién de las particulas a los nodos mediante la in-
tegracion mixta se implemento en el cédigo MPM-UN en la Funcién PARTICLE_TO_NODES_GAUSS.
El procedimiento general de esta funcién se presenta en el Algoritmo [£.4]

Como consecuencia de que la integracion Gaussiana utiliza un tnico valor de esfuerzos en
cada elemento (paso 11 en el Algoritmo , la ecuacion constitutiva se debe aplicar igual-
mente en el punto de Gauss, y la informacién actualizada de esfuerzos y deformaciones se
asigna a todas las particulas dentro del elemento. Para tal fin, en el codigo MPM-UN se
cred la funcién NODES_TO_PARTICLE_STRESS_GAUSS, la cual sigue un procedimiento similar

al descrito en el Algoritmo [£.4] Sin embargo, en esta funcién ademds de calcular el estado

de esfuerzos en el punto de Gauss mediante un promedio ponderado, se debe calcular de la
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Algoritmo 4.4 Procedimiento general funcién PARTICLE_TO_NODES_GAUSS en el programa
MPM-UN.

1: for 7 in active_elem do > Ciclo en los elementos activos

2: Elemento activo ¢ : ele = active_elem]i]

3: Nodos del elemento ¢ : nodes = incilele, :|

4: Coordenadas de los nodos del elemento i : xn = coor[nodes, :]

5: Particulas dentro del elemento 7 : mpe

6: Volumen del elemento ¢ : V.

7 if Elemento 7 es un elemento parcialmente lleno then

8: Aplicar la integracion de particulas: Algoritmo

9: else

10: Aplicar la integracién Gaussiana

11: Esfuerzo en el punto de Gauss: oy =) o,V,/ >V,

12: Funciones de forma en el punto de Gauss: N, = SHAPFUNC_GAUSS(zn)
13: for k in nodes do > Ciclo en los nodos del elemento i
14: Nodo k : nng = nodes|k]

15: Fuerza interna nodal: flmt’t = Vo, VN,

16: end for

17: end if

18: end for

misma manera el gradiente de deformacién en dicho punto (F,), y en el paso 15, en lugar de
calcular la fuerza interna nodal, se calcula el gradiente de velocidad en el punto de Gauss

(Ly)-

4.3.2. Inicializacién del estado esfuerzos

La evaluacién del estado inicial de esfuerzos del suelo en las simulaciones numéricas es im-
portante, debido a que éste controla el punto de comienzo de la trayectoria de esfuerzos
y, por lo tanto, la actualizacién de esfuerzos en un modelo elastoplastico. Este estado de
esfuerzos in-situ, esta influenciado por las fuerzas de cuerpo de la gravedad y la historia de
deformaciéon del material, por consiguiente, su obtencién no es una tarea sencilla en el caso
que se desconozcan las condiciones reales en campo.

En los distintos métodos numéricos como el Método de los Elementos Finitos, el estado inicial
de esfuerzos se obtiene logrando que éste equilibre el peso propio del material. Es comin
emplear dos procedimientos: el primero conocido como procedimiento K, el cual es adecuado
para terrenos con superficie horizontal y estratos de suelo horizontal, y el segundo conocido
como carga de gravedad, el cual tiene una aplicacién mas general (Brinkgreve et al., 2019).
En el codigo MPM-UN se codificaron estos dos procedimientos, los cuales se describen en
detalle en las secciones siguientes.
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Procedimiento K

Este procedimiento consiste en aplicar directamente un estado de esfuerzos dentro de la masa
de suelo que equilibre el peso propio. Por lo tanto, el esfuerzo vertical inicial corresponde
a la presién de sobrecarga de la columna de suelo (0,0 = pgh), mientras que el esfuerzo
horizontal, se determina por medio de la Ecuacién [4-9]

oo = Koo, (4-9)

En donde Kj es el coeficiente de presion lateral de tierras en reposo, el cual se puede deter-
minar con base en la teorfa eldstica expresado en la Ecuacién [4-10] o mediante la férmula de
Jaky| (1944) para suelos normalmente consolidados, de la Ecuacién [4-11]

v

(4-10)

KO elastico —
1—v

KO Jaky = 1 —sin ¢/ (4—11)
Donde v es la relacién de Poisson y ¢’ es el angulo de friccién efectivo.

El estado de esfuerzos obtenido mediante este procedimiento, corresponde a un estado de
esfuerzos principales, en el cual no hay esfuerzos cortantes. Por consiguiente, el procedimiento
Kj es tnicamente correcto cuando la superficie del terreno es horizontal y todas las capas
del terreno son paralelas a la superficie (Brinkgreve et al., 2019).

Carga de gravedad

Este método consiste en aplicar la fuerza de la gravedad y realizar un paso estatico con un
coeficiente de amortiguamiento de o« = 0.75, en el cual se busca el estado de esfuerzos que
equilibra dicha carga externa, considerando los criterios de convergencia estaticos definidos
en la Seccién [.3.1] A diferencia del procedimiento Ky, en esta técnica siempre se obtiene
que las fuerzas externas e internas estén en equilibrio.

El procedimiento de carga de gravedad se puede realizar sobre el material con un estado de
esfuerzos nulo, como se realiza por ejemplo en el programa de Elementos Finitos PLAXIS
(Brinkgreve et al., |2019)), o sobre un material con un campo de esfuerzos predefinido que
se encuentre cercano al estado de esfuerzos que equilibra la fuerza de gravedad, tal como se
recomienda realizar en el software de Elementos Finitos ABAQUS (Smith, 2009).

Si bien, el primer enfoque es el mas empleado, en el Método del Punto Material (Fern et
al., 2019), (Ceccato, 2014), (Al Kafaji, 2013), se pueden producir deformaciones importan-
tes, debido a que al inicio de la simulacién existe un desbalance importante entre las fuerzas
externas de cuerpo y las fuerzas internas. Debido a lo anterior, algunos autores, como Yerro
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et al) (2018), recomiendan realizar dicho paso con unas parametros de resistencia y rigidez
mayores a los reales, para de esta manera evitar deformaciones importantes y la falla del
material, mientras que otros autores como Brinkgreve et al| (2019) aconsejan reiniciar los
desplazamientos y por ende las deformaciones al final del procedimiento de carga de gravedad.

De acuerdo con lo anterior en el c6digo MPM-UN se implementé el paso de carga de gravedad
de manera que sea posible realizarlo a partir de un estado de esfuerzos nulo o de un campo
de esfuerzos predefinido, el cual se estime esté cercano al estado de esfuerzos que equilibra
la fuerza de la gravedad. Se puede verificar que el estado de esfuerzo predefinido es correcto,
si al final del paso de carga de gravedad los desplazamientos son despreciables (Smith, 2009)).

Para estudiar las diferencias que se obtienen a partir de estas dos metodologias, se realizd
el calculo del estado de esfuerzo inicial con el método de carga de gravedad, con base en un
estado de esfuerzos inicial nulo y considerando un estado de esfuerzos inicial para el talud
mostrado en la Figura en la cual se indican las propiedades y los parametros de los
materiales.

+— 80m —»

Estrato superior

. Estrato Estrato 9.5m
Parametro . . .
inferior superior
Médulo de Young (M Pa) 15.0 15.0
Coeficiente de Poisson 0.3 0.3
Densidad (kg/m?) 1800 1800
Angulo de friccién (%) 35 35
Angulo de dilatancia (%) 35 35
Cohesion (kPa) 200 5
v l
Estrato inferior | 1.0m
« 8.0m > T

Figura 4-8. Geometria de talud para el calculo del estado inicial de esfuerzos.

En la Figura y se ilustra el esfuerzo vertical o, y esfuerzo cortante 7., al final del
paso de carga de gravedad sin considerar un estado de esfuerzo inicial. Para la validacién
de los resultados obtenidos con el codigo MPM-UN, en estas figuras se incluye el estado
de esfuerzos calculado mediante el programa de Elementos Finitos Plaxis (Brinkgreve et
al., 2019), realizando exactamente el mismo procedimiento.

Para la metodologia del paso de carga de gravedad con un estado de esfuerzos inicial, se
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Figura 4-9. Esfuerzo vertical al final del paso de carga de gravedad, sin considerar un estado
de esfuerzos inicial.
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Figura 4-10. Esfuerzo cortante al final del paso de carga de gravedad, sin considerar un
estado de esfuerzos inicial.

tomd un esfuerzo vertical inicial igual a la presién de sobrecarga o, = pgh y un esfuerzo
horizontal o, = Kyo,, calculando el coeficiente de presion de tierras en reposo mediante la
formulacién eldstica (Ecuacién , el cual como se indicé antes representa solo el estado
de esfuerzos para un terreno horizontal. Dado que este estado de esfuerzos inicial supuesto
no tiene esfuerzos cortantes, en los calculos del paso de carga de gravedad dicho estado de
esfuerzos cambia para poder equilibrar la fuerza de la gravedad.

En la Figura y se ilustra el esfuerzo vertical o, y el esfuerzo cortante 7., respecti-
vamente, calculados con el codigo MPM-UN al final de paso de carga de gravedad. Al igual
que los resultados anteriores, en estas figuras se presentan los resultados obtenidos mediante

Elementos Finitos con el programa Plaxis (Brinkgreve et al., 2019), realizando el mismo
procedimiento.

A partir de los célculos realizados, se concluye que los valores del estado de esfuerzos inicial
calculados con el cédigo MPM-UN son muy similares a los obtenidos mediante el Métod de
los Elementos Finitos, tanto en magnitud como en la distribucién de los esfuerzos, por lo
cual se considera valida la metodologia de carga de gravedad implementada.

Respecto a las diferencias en los resultados obtenidos con el codigo MPM-UN al efectuar
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Figura 4-11. Esfuerzo vertical al final del paso geostatico, considerando un estado de es-
fuerzos inicial.
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Figura 4-12. Esfuerzo cortante al final del paso geostatico, considerando un estado de es-
fuerzos inicial.

el calculo del estado inicial de esfuerzos a partir de un estado de esfuerzos nulo o con un
estado de esfuerzos inicial predefinido, se observa que las diferencias en el esfuerzo vertical o,
son minimas, presentandose una diferencia de aproximadamente 0.5 % en el maximo esfuerzo
vertical calculado. Respecto al esfuerzo cortante 7, las diferencias entre las dos metodologias
son més importantes, presentdndose una diferencia del orden del 15 % en el maximo valor de
esfuerzo cortante calculado, y una discrepancia notable entre las magnitudes de los esfuerzos
cortantes en la superficie del talud.

En la Figura se muestran las magnitudes de los desplazamientos obtenidos con el codi-
go MPM-UN al final del paso de carga de gravedad, para el caso de esfuerzo inicial nulo,
y cuando se emplea un esfuerzo inicial predefinido de acuerdo con los resultados obtenidos.
En la[4-13]se aprecia que los desplazamientos para el primer caso son mds importantes, cal-
culandose desplazamientos maximos 5 veces mas grandes que los obtenidos cuando se asume
un esfuerzo inicial predefinido.

Si bien los desplazamientos totales obtenidos con el codigo MPM-UN mediante la técnica del
incremento de carga de gravedad son mayores que para la técnica en que se asume un estado
de esfuerzos nulo, con la primera metodologia se obtiene un estado de esfuerzos con menos
particulas por fuera de la superficie de fluencia, como se ilustra en la Figura[4-14] Ademads el
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Figura 4-13. Desplazamientos totales al final del paso de carga de gravedad obtenidos para
dos condiciones de esfuerzo inicial.

desplazamiento en la cresta del talud, una vez se reinicializan los desplazamientos, es menor
comparado con el estado de esfuerzos calculado cuando se inicia con un estado de esfuerzos
predefinido (ver la Figura [4-15]).

Estado de esfuerzo inicial nulo Estado de esfuerzos inicial predefinido

® F<0
®Fz=0

-0
0.0 17.! 20.0 0.0 25 5.0 15 10.0 125 15.0 17.5 20.0

25 5.0 7.5 10.0 125 15.0

Figura 4-14. Particulas con un estado de esfuerzos por fuera de la superficie de fluencia
obtenidos para dos condiciones de esfuerzo inicial.

Es importante resaltar que el paso de carga de gravedad con un estado de esfuerzos inicial
predefinido utiliza menos recursos computacionales, debido a que el tiempo de simulacién
es de 15 veces menos que el tiempo empleado cuando se realiza dicho paso con estado de
esfuerzos nulo.

4.3.3. Rutina principal de calculo

Con el objetivo de familiarizar al lector con las variables empleadas y la sintaxis del lengua-
je de programacion Python, en la Rutina se presenta el cddigo principal del MPM-UN
escrito para la solucién del ejercicio de validacion de la Seccion [6.1.1] el cual es un problema
dindmico que consiste en la vibracién axial de una barra empotrada a la cual se le aplica
una velocidad inicial. Con este mismo propdsito, a continuacion, se describen las lineas de
cédigo mas relevantes para la construccion de la subrutina principal, sus limitaciones y los
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Desplazamiento de la cresta del talud en el tiempo
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Figura 4-15. Desplazamiento total de la cresta del talud luego de reinicializar los desplaza-
mientos obtenido para dos condiciones de esfuerzo inicial.

cambios particulares que se deben efectuar de acuerdo con el tipo de problema que se analice.

En la linea de codigo 67, se observa que el ciclo en el tiempo para este problema se realiza

a través de una estructura for, debido a que éste es un problema dinamico y la simulacién
se calcula hasta un tiempo conocido. Sin embargo, en problemas cuasi-estaticos se debe
usar una estructura for para los incrementos de carga y una estructura iterativa while para
realizar la simulacién en el tiempo, ya que ésta simulacion se debe continuar hasta que se
cumplan los criterios de convergencia estatica. Si bien, para este problema en particular no
se requiere aplicar amortiguamiento al sistema, en la linea 81 se presenta el calculo de dicha
fuerza, con el fin de darle generalidad al cédigo, ya que para un problema cuasi-estatico
basta con tomar un valor de amortiguamiento a = 0.75.

Por otra parte, la solucién del sistema de ecuaciones nodales (véase linea de cédigo 83) se

efectua mediante una operacion término a término, y no mediante la solucién de un sistema de
ecuaciones, lo cual es consistente con la formulacién presentada en la Ecuacion [3-18 cuando se
emplea una matriz de masa agrupada. Por otro lado, en la funcién NODES_TO_PARTICLE_VEL
se observa que, ademas de la posicién y velocidad de las particulas, esta funcién retorna la
velocidad nodal, ya que se utiliza el procedimiento de doble transferencia del algoritmo
MUSL (Ecuacién [3-17)), con la cual se reduce el error de masas pequenas.

# ———= CREAR MALLA DE ELEMENTOS FINITOS
dimx, dimy, ele_size = 25, 2.5, 2.5

mesh = create_uniform (dimx, dimy, ele_size)
cor, inci, nelex = mesh

nnodesx = int (nelex + 1)

nnodesy = int (len(cor)/nnodesx)
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7 fixed_nodesX , fixed_nodesY = contour_fixe(nnodesx, nnodesy, 1, 1, 0, 0)

9 # =——————= INICIALIZAR MPs

0 xi, yi, xf, yf =0, 0, 25, 2.5 # Coordenadas dominio rectangular

11 nmpe = 1 # numero de MPs por elemento

12 mp-elem, xp, active_elem = setup.MP(xi, yi, xf, yf, cor, inci, nmpe)

13 nmp = len (mp_elem) # Numero total de particulas

14

15 Vp = (ele_size %% 2) / nmpe % np.ones(nmp) # vector de volumenes

16 Vp0 = np.copy (Vp) # vector de volumenes iniciales

17 thop = 1 % np.ones(nmp) # vector de densidades de las particulas en Mg/m3

1s Mp = np. multiply (rhop, Vp) # vector de masas

20 # ARRAY CON LAS PROPIEDADES DE LAS PARTICULAS — E, nu, C’, phi’, psi’
21 Prop = np.zeros ((nmp,6) )

22 Prop[:,0] = 100 # modulo de elasticidad en kPa

23 Prop[:,1] = 0.1 # coeficiente de poisson

22 Prop[:,2] = 1 # Cohesion en kPa

25 Prop[:,3] = 0/180*math.pi # angulo de friccion

26 Prop[:,4] = 0/180xmath.pi # de angulo de dilatancia

2s Fp = np.ones ((nmp, 4)) # Matriz gradiente de deformacion

20 Fp[:, 1:3] =0

30 sig = np.zeros ((nmp, 4)) # Matriz de esfuerzos

s1 epse = np.zeros ((nmp, 3)) # Matriz de deformaciones elasticas
32 epsp = np.zeros ((nmp, 3)) # Matriz de deformaciones plasticas
33 vp = np.zeros ((nmp, 2)) # Matriz de velocidades

3a vO = 0.1 # Velocidad inicial

35 vp[:,0] = v0 * np.sin(xp[:,0]*np.pi/(xf —xi))

37 bp = np.zeros ((nmp, 2)) # Matriz de fuerzas de cuerpo

3s tp = np.zeros ((nmp, 2)) # Matriz de fuerzas de traccion en la frontera

39

10 F# PROCEDIMIENTO SOLUCION

21 # —— CICLO EN EL TIEMPO ——

12 time = 10

13 dtime = deltatime (Prop[:,0], Prop[:,1], rhop, ele_size, 0.5) # Dt para
convergencia

11 time = math. ceil (time / dtime)sxdtime # recalculando time para ajustar con
dtime

15 tiempo = np.arange (0, time, dtime)

a7 # array para graficar

18 fps = 20 # numero max de cuadros por segundo
19 if dtime < 1/fps:

50 ndt = math. floor (1/fps/ dtime)

51 dtimegraphic = ndtxdtime

52 else:
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dtimegraphic = dtime

# Creando

corX = np
corY = np.
velX = np.

2 # Guardando valores

arrays para

.empty ((nmp,

empty ((nmp,
empty ((nmp,

5 tiempographic = np.arange (0, time, dtimegraphic)

guardar info a graficar
len (tiempographic) + 1))
len (tiempographic) + 1))
len (tiempographic) + 1))

iniciales

corX[:,0], corY[:,0] = xp[:,0], xp[:,1] # coordenadas de las particulas

velX [:,0]

vp[:,0] # velocidad incial en x

tgraphic = 0 # incializando contador de tiempo para graficas

7 for t in range(len (tiempo)):

# —— buscar elementos y nodos activos ——

mp_elem, active_elem = search_.MP (mp_elem, xp, ele_size , nelex)
active_nodes = np.unique(inci[active_elem — 1 ,:])

# —— transferir de las particulas a los nodos ——

grid = inci, cor, active_elem , active_nodes, mp_elem # lista info de la

malla

particle = xp, vp, Vp, Mp, sig, bp, tp # lista info de particulas

nmass, nmomentum, niforce, neforce, shfnp = particles_to_nodes(grid,
particle)

nforce = niforce + neforce

# —— Solucion sistema de ecuaciones nodales

dampfac = 0.0 # coeficiente de amortiguamiento

ndamping = —dampfac*(np. multiply (np.absolute (nforce), np.sign (nmomentum)))
nforce = nforce + ndamping

nmomentum += nforcexdtime

# —— Fijar nodos de Dirichlet ——

nmomentum, nforce, niforce, neforce = BC_Dirichlet_momentum (active_nodes,

fixed_nodesX , fixed_nodesY , nmomentum, nforce, niforce, neforce)

# —— Transferir de los nodos a las particulas — velocidad y posicion ——

nquantities
particle = xp
Xp, Vb,

= nmass, nmomentum, nforce # lista info de valores nodales
, VP, Vp, Mp, sig, shfnp # lista info de particulas
nvel = nodes_to_particle_vel(grid, particle, nquantities, dtime)

nvel = BC_Dirichlet_vel(active_nodes, fixed nodesX , fixed_nodesY , nvel) #

fijar

nodos de Dirichlet

# —— Transferir de los nodos a las particulas — Esfu y defor ——

particle = Fp, Vp, Vp0, epse, epsp, sig, shfnp, Prop
Fp, Vp, epse, epsp, sig = nodes_to_particle_stress(grid, particle, nvel,

dtime ,

0)
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# —— Guardando informacion a graficar —

if t = len(tiempo) — 1:
# guarar info en la ultima posicion
corX[:,—1], corY[:,—1] = xp[:,0], xp[:,1]
velX[:,—1] = vp[:,0]

elif abs(tiempo[t+1] — tiempographic[tgraphic + 1])<le—13:
# el tiempo t coincide con un tiempo del array tiempographic
corX [:,tgraphic + 1], corY [:,tgraphic + 1] = xp[:,0], xp[:,1]
velX [:, tgraphic + 1] = vp[:,0]
if tgraphic != len(tiempographic) — 2:
tgraphic +=1

110 # — FIN CICLO DE TIEMPO —
111 # GRAFICAR RESULTADOS

Rutina 4-5 Ejemplo del cédigo principal del programa MPM-UN para el analisis de
vibracién axial de una barra empotrada.

Es importante resaltar que las cantidades de interés de las particulas se manejan mediante
vectores (arrays), en los cuales los términos de una misma fila corresponden a las cantidades
de una particula. De esta manera las cantidades escalares se representan mediante vectores
unidimensionales de dimensién nmp x 1, en donde nmp es el nimero total de particulas,
mientras que las cantidades vectoriales o tensoriales se representan mediante vectores bidi-
mensionales, en donde el niimero de filas es nmp y el nimero de columnas varia segin la
cantidades a calcular, tal como se indica en los ejemplos de la Figura [4-16]

Tensor de esfuerzos Vector de velocidades
(1) (1) (1) (1) 1 1
911 022 O12 O33 ol Y
slg = : : : : vp = :
(nmp) (nmp) (nmp) (nmp) (nmp) (nmp)
11 Oa2 012 O33 (] Ug

Tensor gradiente de deformacion

0,1:5” i).;.'fil) i).-:.'él) (‘);}:;U

0X, 0X, 0X, 0X5

Fp= : : :
({}:rr{l.n-ul;p} 0.’1’{|nm p) (?:I’g”mm (z)}_(!“np)

0X, 0X, 0X, X5

Figura 4-16. Ejemplo del almacenamiento en vectores bidimensionales de algunas variables.
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Para mejorar la eficiencia del codigo MPM-UN; la ecuacién nodal creada en cada paso de
tiempo se evaltia tinicamente en los nodos activos, es decir en aquellos que reciben contri-
bucién de las particulas. Lo anterior se observa en las lineas de cédigo 69 a 76 de la Rutina

en donde se identifica en cuales elementos se encuentran las particulas, se toma una lista
de los nodos activos, y en la funcién PARTICLE_TO_NODES se realiza el ciclo inicamente en
los elementos activos del sistema, tal como se presenta en el Algoritmo [4.3]

4.4. Contacto friccional

En la Seccion se present6 la formulaciéon del algoritmo de contacto con friccion de
Coulomb desarrollado por Bardenhagen et al, (2000), el cual consiste en la correccién de
la velocidad nodal en los nodos de contacto, con el fin de evitar la interpenetracion de
los cuerpos y permitir el deslizamiento, en caso que se supere la fuerza tangencial méxima
resistente. Este procedimiento se implementé en el cédigo MPM-UN mediante la Funcién
CONTACT, la cual recibe como argumentos la velocidad nodal de los cuerpos individuales,
la velocidad nodal de los cuerpos combinados y el coeficiente de fricciéon p. Dicha funcién
se presenta en el Algoritmo 4.5, en donde si bien la formulacion desarrollada por Bardenha-
gen et al| (2000) aplica para multiples cuerpos en contacto, la implementacién en el cédigo
MPM-UN se realizé para el caso especifico de dos cuerpos en contacto, permitiendo asi la
simulacién de problemas en los que el suelo interactia con solo una estructura.

Para la aplicacion del algoritmo de contacto friccional se debe contar con la velocidad no-
dal de los cuerpos individuales y la velocidad de los cuerpos en conjunto o la velocidad de
centro de masa v.,,. Es por esta razon que para la soluciéon de problemas que consideran
contacto entre cuerpos, se debe realizar el procedimiento de discretizacion y el procedimiento
de solucion en el tiempo para cada uno de los cuerpos en contacto. De esta manera, en el
procedimiento de inicializacion de las particulas se deben crear matrices con la informacién
de cada uno de los cuerpos, teniendo por ejemplo las matrices sig_1 y sig_2 , en las cuales
se almacena el estado de esfuerzos de las particulas del cuerpo 1 y el estado de esfuerzos de
las particulas del cuerpo 2, respectivamente.

En el algoritmo de contacto fricional implementado en el cédigo MPM-UN;, el vector normal
a la superficie del cuerpo g en el nodo k (ny,,) juega un papel fundamental, puesto que éste
es necesario para determinar si los cuerpos se aproximan o se separan, e igualmente éste
es necesario para el calculo de las componentes de velocidad relativa y la correccién de la
velocidad nodal de los cuerpos individuales. Por lo tanto, la obtencién del vector normal ny, 4
es primordial para la precision del algoritmo de contacto, no obstante, la obtencién de este
valor no es una tarea simple en el MPM, ya que al representar el continuo por medio de un
conjunto de particulas discretas, la superficie libre no esté claramente definida. En la Seccion
se explica en detalle la metodologia empleada para el calculo de los vectores normales.
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Por otro lado, en la Seccién [4.4.2] se presenta como ejemplo parte de la rutina principal de
célculo del problema de validacion de la Seccién [6.1.3] el cual corresponde al problema de un
disco rigido que se desliza por un plano inclinado, con el objetivo de resaltar las diferencias
que debe tener la rutina principal del cédigo MPM-UN cuando se considera el contacto entre
cuerpos.

Algoritmo 4.5 Algoritmo de contacto friccional en el programa MPM-UN.

1: function CONTACT(VZ—;TAJ, V}:rlm, V}:'ZA':, 1) > Dos cuerpos en contacto
2 for g=1:2 do > Ciclo en los dos cuerpos
3 Determinar los nodos de contacto del cuerpo g
ce AL t+At
4 if vi' ™" # vy, then
5: El nodo k es nodo de contacto
6: else
7 El Nodo k no es nodo de contacto
8 end if
9: Determinar si los cuerpos se aproximan o se separan
, . AL ALY
10: if (v, Viem ) " Drg > 0 then
11: El cuerpo g se aproxima a los otros cuerpos en el nodo k
12: else
13: El cuerpo g se separa de los otros cuerpos en el nodo k
14: end if
15: Determinar componentes de velocidad relativa
: COtFAL T AL AR
16: - Componente Normal: v 7 = [(v,; Vitem ) Tk g| Nk g
, COlHA AL AL (AL ALY
17: - Componente Tangente: v, = (v} fem ) — (Vi Vitem ) - Dk gDk g
: 4 L OlHAt _ tHAt i+ At
18: Correccién de la componente normal: v, s = Vi kmorm
t
. ¢ L ptEAE Mg g tHAL
19: Calculo de la Fuerza tangente: £, = -4 v’
t
. ¢ Lot . rt+AL _ MEg t+At t+ALY |
20: Célculo de la Fuerza tangente maxima: f) ouoms = L2 (Vg — Vieem ) " Di,g]
21: Correccién de la componente tangente
. t+At t+At :
22: if [|f 5011 > fiCoutoms then > Cuerpo g en el nodo k se desliza
. SURAL AL AL ALY
23: vk,g - Vk,g :u{(vk,g Vk,cm) nk,g]tk,g
24: else > Cuerpo g en el nodo k no se desliza
, StHAE _ tFAE AL
25: Vk:,g - Vk,g k,tan
26: end if
27: end for
. AL AL AL
28: return v, 7, - - -, Vieg s Vien

20: end function

4.4.1. Vectores normales a la superficie

En el cédigo MPM-UN el vector normal ny, , se calcula por medio del método del gradiente
de masa, de acuerdo con el trabajo de Huang et al| (2010), el cual consiste en calcular la
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contribucion del gradiente de masa de cada particula dentro del dominio de cada nodo. En
la Figura 4-17, se muestra un ejemplo del calculo del vector normal para un nodo en el
cual contribuyen tres particulas de masa unitaria, las cuales estan ubicadas en el centro de
tres elementos diferentes; en la parte (a) se muestran los gradientes de masa en los cuatro
nodos de un elemento cuadrilateral bi-lineal unitario, mientras que en la parte (b) se indica
el vector normal obtenido al sumar la contribucion de cada una de las particulas.

Gradientes evaluados en el N /S&Jsrercf)lmellbre
centro de un elemento unitario X Pog
h n
WN, = ( —0.25, 0.25) Wy, = ( 0.25, 0.25) \\ 1,g

I1 k. \.\
O — >

l:.L jl N .\

WN; = ( —0.25, —0.25) VN, = ( 0.25, —0.25) N

Figura 4-17. Célculo de vectores normales mediante el gradiente de masa.

Este procedimiento para el calculo de los vectores normales a un cuerpo en un nodo dado,
se evaltia por medio de la Ecuacion [4-12| En donde p es el nimero de particulas dentro del
dominio del nodo k, VN, es el gradiente de las funciones de forma del nodo % evaluadas en
la particula p, y my, es la masa de la particula p.

>y VNipmy,

4-12
1>, Y Ny | (4-12)

Ngg =

Es importante aclarar que esta forma de calcular los vectores normales obtiene resultados
mejores cuando se extiende el dominio de los nodos a una regiéon mas alla de los elementos
que contienen dicho nodo, como ocurre con el uso de funciones B-spline de orden superior.
Sin embargo, este algoritmo se probd en esta tesis, con funciones de forma Lagrangianas
lineales mostrando una buena precision en el calculo de las normales. Como ejemplo de lo
anterior, en la Figura se presentan los vectores normales obtenidos empleando el méto-
do del gradiente de masa, para un disco de radio 0.5m. Los vectores normales se calcularon
en los nodos externos para una malla estructurada de elementos cuadrilaterales bi-lineales
de tamano 0.2m.
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Figura 4-18. Vectores normales en los nodos externos de un disco.

De acuerdo con Huang et al) (2010)}, cuando dos cuerpos estan en contacto se debe garantizar
colinealidad de los vectores normales, para de esta manera asegurar la conservacién de la

cantidad de movimiento. Sin embargo, el uso de la Ecuacién por si sola no satisface

dicha condicion. Por lo tanto, y puesto que el algoritmo implementado en el cédigo MPM-

UN esta restringido a dos cuerpos en contacto, la colinealidad se puede garantizar tomando

ng, = —ny 4, donde el cuerpo g es el material mas rigido y su normal se calcula empleando

la Ecuacién 4=121

4.4.2.

Rutina principal - Problema de contacto

En esta seccién se indican las caracteristicas particulares de cdlculo del cédigo MPM-UN
para la simulacion de problemas de contacto. En la Rutina se presenta como ejemplo

el procedimiento de solucién en el tiempo para el problema de validacion de la del cédigo-

Seccion [6.1.3] el cual corresponde a la simulacién de un disco que desliza sobre un plano

inclinado con friccion, el cual involucra sélo dos cuerpos en contacto.

1 # ciclo de solucion en el tiempo

for t in range(len (tiempo)):
# —— buscar elementos y nodos activos ——
mp_elem_1, active_elem_1 = search.MP (mp_elem_1, xp_1, ele_size , nelex)
mp_elem_2, active_elem_2 = search MP (mp_elem_ 2, xp_2, ele_size , nelex)

active_elem np . unique (np

.concatenate ((active_elem_1 ,

active_elem_2) ,

axis=0)) # elem activos del sistema
active_nodes_1 = np.unique(inci[active_elem_1 — 1 ,:]) # cuerpo 1
active_nodes_2 = np.unique(incifactive_elem_2 — 1 ,:]) # cuerpo 2

active_nodes

np.unique (inci[active_elem — 1,:]) #nodos activos sistema
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# —— transferir de las particulas a los nodos CUERPO 1———

grid_1 = inci, cor, active_elem , active_nodes, mp_elem_1 # info malla
particle.1 = xp-1, vp-1, Vp_1, Mp.1l, sig_-1, bp_1, tp_-1 # info particulas
nmass_1, nmomentum_1, niforce_1, neforce_1, shfnp_1 = particles_to_nodes(
grid_1, particle_1)

# —— transferir de las particulas a los nodos CUERPO 2——

grid_2 = inci, cor, active_elem , active_nodes, mp_elem_2 # info malla
particle.2 = xp-2, vp-2, Vp2, Mp2, sig-2, bp-2, tp_-2 # info particulas
nmass_2 , nmomentum-2, niforce_2 , neforce_2, shfnp_2 = particles_to_nodes(

grid_2 , particle_2)

# —— Fijar nodos de Dirichlet

nmomentum_1, niforce_1, neforce.1 = BC_Dirichlet_-momentum?2 (active_nodes ,
fixed_nodesX , fixed_nodesY , nmomentum_1, niforce_1, neforce_1) # CUERPO 1
nmomentum_2, niforce_2, neforce.2 = BC_Dirichlet_momentum?2 (active_nodes

fixed_ nodesX , fixed_nodesY , nmomentum 2, niforce_2 , neforce_2) # CUERPO 2

# almacenar variables del tiempo t — para recalcular vector de fuerzas
nmomentum_1t = np. copy (nmomentum_1)
nmomentum_2t = np.copy (nmomentum_2)

dampfac = 0.0

# —— Solucion sistema de ecuaciones nodales —— CUERPO 1————

ndamping_1 = —dampfac*np. multiply (np.absolute (niforce_1 + neforce_1), np.
sign (nmomentum-_1) )

nforce_1 = niforce_1 + neforce_.1 + ndamping_1

nmomentum_1 += nforce_1xdtime

# —— Solucion sistema de ecuaciones nodales —— CUERPO 2———

ndamping_2 = —dampfac*np. multiply (np.absolute (niforce_2 4+ neforce_2), np.
sign (nmomentum_2) )

nforce_2 = niforce_2 + neforce_2 + ndamping_2

nmomentum_2 += nforce_2xdtime

# —— CANTIDADES NODALES DEL SISTEMA ——
nmassS = nmass_1 + nmass_2

niforceS = niforce_1 + niforce_2
neforceS = neforce_1 + neforce_2
nmomentumS = nmomentum_1 + nmomentum_2

# —— SOLUCION ALGORITMO DE CONTACTO ——

mu = 0.3 # coeficiente de friccion

mesh = inci, cor, node_support, active_nodes

bodyl = nmass_1, nmomentum_1, active_elem_1, active_nodes_1, mp_elem_1,
Mp_1, xp-_1

body2 = nmass_2, nmomentum_2, active_elem_2 | active_nodes_2, mp_elem_2,
Mp_2, xp_2
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nmomentum_1, nmomentum_2 = contact(bodyl, body2, nmassS, nmomentumS, mesh,
dtime , mu)

# correccion vector de fuerzas

nforce.1 = 1 / dtime # (nmomentum-1 — nmomentum-_1t)

nforce_.2 = 1 / dtime * (nmomentum_-2 — nmomentum_2t )

# —Transferir de los nodos a las particulas — vp y xp CUERPO 1—
nquantities_.1 = nmass_1, nmomentum_1, nforce_1 # info valores nodales
particle.1 = xp_1, vp-1, Vp_1, Mp_1, sig_-1, shfnp_1 # info particulas
xp-1, vp-1, nvel.1 = nodes_to_particle_vel(grid_-1, particle_1
nquantities_1, dtime)

nvel_ 1 = BC_Dirichlet_vel(active_nodes, fixed nodesX , fixed_nodesY , nvel_1l
) # fijar nodos de Dirichlet nvel

# —Transferir de los nodos a las particulas — vp y xp CUERPO 2—
nquantities_.2 = nmass_2, nmomentum_2, nforce_2 # info valores mnodales
particle.2 = xp_2, vp_2, Vp2, Mp2, sig.2, shfnp_2 # info particulas
xp-2, vp-2, nvel 2 = nodes_to_particle_vel(grid_2, particle_2 ,
nquantities_2 , dtime)

nvel_2 = BC_Dirichlet_vel (active_nodes, fixed_-nodesX , fixed_nodesY , nvel_2
) # fijar nodos de Dirichlet nvel

# —Transferir de los nodos a las particulas — Esfu y defor CUERPO 1—
particle.1 = Fp_1, Vp_1, Vp0_.1, epse_-1, epsp-1, sig_-1, shfnp_-1, Prop-1
Fp-1, Vp_1, epse_-1, epsp_-1, sig_-1 = nodes_to_particle_stress (grid-1,
particle_1 , nvel_1, dtime, 0)

# —Transferir de los nodos a las particulas — Esfu y defor CUERPO 2—
particle_.2 = Fp_2, Vp2, Vp0.2, epse_2, epsp-2, sig_2, shfnp_ 2, Prop_2
Fp-2, Vp.2, epse-2, epsp-2, sig-2 = nodes_-to_particle_stress (grid-2
particle_2 , nvel -2, dtime, 0)

# —— GUARDAR INFORMACION A GRAFICAR —

# — FIN CICLO DE TIEMPO —

Rutina 4-6 Codigo principal del programa MPM-UN para el problema de un disco
deslizando sobre un plano inclinado.

Como se observa en las primeras lineas de cédigo de la Rutina[4-6} la informacién de cada uno
de los dos cuerpos se almacena en matrices independientes, y por lo tanto, el procedimiento
de busqueda de los elementos activos, la transferencia de informacién de las particulas a los
nodos, y la solucién del sistema de ecuaciones nodales, se realiza de manera independiente
para cada cuerpo. Es por esto que en la linea de codigo 38 se realiza el calculo de las canti-

dades nodales del sistema a partir de la suma de las contribuciones nodales de los dos cuerpos.

Una vez se soluciona el sistema de ecuaciones nodales para cada uno de los dos cuerpo, y
se calculan las cantidades nodales de los cuerpos en conjunto, se procede a la aplicacién del
algoritmo de contacto friccional que corrige la velocidad nodal de cada uno de los cuerpos.
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Como se observa en la linea de codigo 49 la funcién CONTACT retorna la cantidad de movi-

miento (mv;) en lugar de la velocidad nodal, esto se debe a que la formulacién empleada del
Método del Punto Material en el cédigo MPM-UN se basa en la cantidad de movimiento, y
la velocidad nodal esta implicita en dicha cantidad.

Debido a la correccion de la velocidad nodal en el algoritmo de contacto, se produce un desba-
lance en las ecuaciones nodales de cada uno de los dos cuerpos, es por esto que se debe aplicar
una correcciéon al vector de fuerzas nodales, tal como se realiza en la linea de cédigo 51 y 52,

en donde las fuerzas nodales son recalculadas con base en la Segunda Ley de Newton para
masa constante en el tiempo (F = ma) empleando el método de Euler hacia adelante. Esta
correccién en las fuerzas nodales es equivalente a aplicar la fuerza normal, lo cual evita la
interpenetraciéon, y la fuerza tangente, lo cual permite o impide el deslizamiento entre los
cuerpos.



5. Modelacion constitutiva

Tal como se menciond antes, la actualizacién de esfuerzos en el procedimiento de solucion del
Método del Punto Material presentado en el Algoritmo depende del modelo constitutivo
utilizado. En este trabajo se empled el modelo lineal eldstico y un modelo elastoplatico con
criterio de falla de Mohr-Coulomb. En las secciones siguientes se explican el modelo lineal
elastico implementado, asi como el modelo elastopléastico, incluyendo el algoritmo de inte-
gracion de esfuerzos para dicho modelo.

5.1. Modelo constitutivo lineal elastico

Un modelo constitutivo elastico se define como un modelo que no genera o disipa energia
en ciclos de carga cerrados (Ceccato, 2014). El modelo elastico mas simple es el modelo
lineal elastico isotropico, el cual considera que las cargas no producen ninguna deformacion
permanente, la respuesta es directamente proporcional a las cargas y su comportamiento
es igual en todas la direcciones. De acuerdo con lo anterior, en el modelo lineal elastico
isotrépico, el incremento de esfuerzos se calcula a través del producto doblemente contraido
del incremento de deformacion y el tensor elastico, & = C® : €. El tensor elastico C® es un
tensor de cuarto orden que contiene solo dos constantes y se puede expresar matematicamente
por medio de la Ecuacién [5-1}

C = N®I+2uZ (5-1)

En donde A y p son las constantes de Lamé, I es el tensor identidad de segundo orden e Z es
el tensor identidad de cuarto orden. La Ecuacion [5-1| se puede escribir en notaciéon indicial
CcOo1mo Oijkl = A(Sijfskl + 2,[15,]4%[

El tensor elastico de la Ecuacién también se puede escribir por medio de un tensor de
segundo orden, si se considera la simetria del tensor de esfuerzos (principio de conservacién
del momento angular), y se escribe por medio de un vector empleando la notacién de Voigt.
Adicionalmente, como la presente implementacién del MPM estd dada para una condicién
bidimensional, el tensor elastico se puede simplificar a una matriz de 3x 3, si se tiene en cuenta
la diferencia entre la condicion plana de esfuerzos y la condicion plana de deformaciones.
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5.1.1. Condicidén plana de esfuerzos

Esta condicién es comin en vigas o placas en donde las componentes de esfuerzo contenidas
en un plano especifico son diferentes de cero, mientras que las demés componentes son nulas.
En la Figura (a) se presenta este estado de esfuerzos, en donde las cargas actian en el
plano z — y, y por lo tanto el estado de esfuerzos dentro del sélido es el mismo en todos los
planos paralelos a dicho plano (Helwany, 2007)).

(a) CONDICION PLANA DE ESFUERZOS (b) CONDICION PLANA DE DEFORMACIONES

O3 =T3=1T55=0 .

/’
8]

\ €33=Ep=863=0
1 \ X

Figura 5-1. Condicién plana de esfuerzos y de deformaciones (Helwany, [2007)).

En esta condicion todos los esfuerzos en direccion 3 o direccion z son nulos, es decir o33 =
T13 = To3 = 0, por lo que el plano x — y es un plano principal. Bajo dicho estado de esfuerzos
simplificado, el incremento de esfuerzos en funcién de un incremento de deformaciéon se puede
calcular empleando la Ecuacién [5-2

011 E 1 v 0 €11

Op|=——1|v 1 0 €22 (5-2)
(1 -2 1

012 O O 5(1 — I/) Y12

Es importante aclarar que en la notacién de Voigt, se utiliza la deformacion cortante ingenieril
7i; en lugar de la deformacion cortante €;5, las cuales se relacionan mediante v;; = 2¢;;, con el
fin de garantizar que la energia interna por unidad de volumen (pu = € : o) sea equivalente
al producto punto de los vectores en la notaciéon de Voigt.

5.1.2. Condicidon plana de deformacion

Esta condicién se presenta cuando una dimension de un cuerpo es mucho mas grande que
las otras dos dimensiones y por lo tanto esta dimensién se puede considerar como infinita.
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En este caso, no se presentaran deformaciones en esa direccion y las cargas de interés se dan
en el plano perpendicular a dicha direccién infinita. Esta condicién es comin en problemas
geotécnicos, debido a que con frecuencia el dominio de estos problemas se extiende conside-
rablemente en una direccién en el espacio, como es el caso de los problemas de estabilidad de
taludes, muros de contencién, y cimientos corridos, los cuales se pueden pueden considerar
en una condicién plana de deformaciones.

De acuerdo con la Figura (Helwany, 2007), en el estado de esfuerzos de deformacién
plana, las siguientes componentes de deformacion son nulas €33, 13, V23. Por consiguiente, el

incremento de esfuerzos producido por un incremento de deformacién se puede calcular por
medio de la Ecuacién B-3l

o11 I (1-v) v 0 €11

0922 | = 14 (1 - V) 0 £929 (5—3)
1 1-2

0192 ( + V)( I/) O 0 %(1 — 2V) Y12

5.2. Modelo elastoplastico

Los modelos elatoplésticos consideran que antes de un esfuerzo limite, todas las deformacio-
nes son deformaciones eldsticas recuperables y por encima de este valor limite se producen
deformaciones permanentes e independientes del tiempo. En el cédigo MPM-UN se imple-
mentd un modelo perfectamente plastico, es decir, que durante las deformaciones plasticas
no se producen incrementos de esfuerzo y se empledé como criterio de falla el criterio de
Mohr-Coulomb aproximado mediante el modelo de Mohr-Coulomb Hiperbélico Redondea-
do desarrollado por Abbo y Sloan (1995). En el Anexo [C| se presenta la descripcion de
los principios de plasticidad empleados, mientras que la descripcion basica del modelo de
Mohr-Coulomb empleado en el codigo MPM-UN se presenta a continuacion.

5.2.1. Criterio de falla de Mohr-Coulomb

El criterio de Mohr Coulomb es una extensién de la ley friccional de Coulomb al estado gene-
ral de esfuerzos, el cual consiste en seis funciones de fluencia cuando se expresa en términos
de esfuerzos principales. De acuerdo con lo anterior, este criterio de falla esta representado
en el espacio de esfuerzos principales por una piramide hexagonal, como la que se ilustra en
la Figura (Smith et al., [2014]).

Para evitar escribir las seis funciones de fluencia que definen cada una de las caras de la
piramide, el criterio de Mohr-Coulomb se puede expresar en términos de invariantes de
esfuerzos por medio de la Ecuacién [5-4]

F=o0,sin¢g+cK(0)—ccosp =0 (5-4)
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Figura 5-2. Criterio de falla de Mohr-Coulomb (Smith et al., 2014).

Donde ¢ es el dangulo de friccién, ¢ la cohesion y K (6) es una funcién que define la forma de
la funcién de fluencia en el plano octaédrico.

1
K(#) = cos) — —=sin ¢sin 5-5
) 7 (55
Mientras que o, es el esfuerzo promedio principal, & es el esfuerzo cortante equivalente igual
a la raiz cuadrada de la segunda invariante de esfuerzo cortante J; y 6 es el angulo de Lode.
Las invariantes de esfuerzo utilizadas por Nayak y Zienkiewicz (1972) se pueden calcular

mediante las Ecuaciones [5-6] [5-7] y [5-8

1
am:§(ax+0y+0z) (5-6)
1
o= \/5(83 + 824+ 82) + 72 + 72 + 72, (5-7)
1. 3v3 Js s T
—— _EVE ) D << = i
0 3sm ( 5 52) 6_9_6 (5-8)

Siendo J3 la tercera invariante de esfuerzo cortante y S; el desviador de esfuerzo definido
como S; = 0; — Oy

Las singularidades de la superficie de Mohr-Coulomb, las cuales ocurren tanto en los vérti-
ces como en el dpice de la piramide, generan dificultades computacionales cuando se inte-
gra este criterio, debido a que en dichos puntos no existe continuidad en los gradientes, y
ademds se tienen multiples direcciones de flujo. Para tratar estas singularidades, en el cédi-
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go MPM-UN se empleé la modificaciéon del modelo de Mohr-Coulomb propuesta por Abbo
y Sloan (1995), la cual se conoce como superficie de fluencia de Mohr-Coulomb hiperbdlica
redondeada (Rounded hyperbolic yield surface), ya que emplea una aproximacién hiperbdlica
en el plano meridional en conjunto con una técnica de redondeo trigonométrica en el plano
octaédrico. La descripcién de esta superficie de fluencia y sus gradientes se presentan en el

Anexo

En el modelo de Mohr-Coulomb implementado, se puede emplear tanto una ley de flujo
asociada (G = F') como una ley de flujo no asociada (G # F'). Para esta tltima, el potencial
plastico G es una funcién de la misma forma que F', con la diferencia que en ésta se emplea
el angulo de dilatancia i en lugar del angulo de friccién ¢. Para simplificar las ecuaciones
y facilitar su entendimiento, en esta tesis se simplifica la notacién de los gradientes de la
funcién de fluencia por a = 9F/do, mientras que la notacién de los gradientes del potencial
pléstico se simplifican como b = G/

5.3. Algoritmo de integracion de esfuerzos

Para actualizar los esfuerzos en el modelo elastoplastico se empled un algoritmo de integracién
de esfuerzos explicito de acuerdo con los trabajos de Sloan| (1987), Smith et al. (2014 )|y Sloan
et al| (2001). Este algoritmo parte del estado de esfuerzos inicial oy y del incremento de
deformaciones total Ae de un punto material, y asume inicialmente que todo el incremento
de deformaciones es elastico. Por lo que dicho estado de esfuerzos actualizado, conocido como
esfuerzo de prueba eldstico (6¢) se puede determinar a partir de la Ecuacién .

=00+ Ao’ =07+ C°Ae (5-9)

Este estado de esfuerzos actualizado puede quedar dentro de la superficie de fluencia, en cuyo
caso éste seria el estado final, o puede quedar por fuera de ésta, tal como se presenta en la Fi-
gura[5-3] Si se presenta la segunda condicién, se debe corregir el estado de esfuerzos llevando
éste a un punto D sobre la superficie de fluencia, donde el estado de esfuerzos si es admisible.

Para corregir el estado de esfuerzos, primero se debe determinar el punto de intersecciéon con
la superficie de fluencia (punto B en la Figura . Este estado de esfuerzos o p se obtiene
calculando la porciéon de Ao© que produce un valor de F' = 0, lo que es equivalente a obtener
el valor de a en la Ecuacién no lineal B-101

F(lop) = F(og+alAo®) =0 (5-10)

De acuerdo con el “principio de consistencia”, para plasticidad perfecta se asume que los
cambios posteriores en el estado de esfuerzos una vez se alcanza la superficie de fluencia,
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Figura 5-3. Actualizacion del estado de esfuerzos.

producen estados de esfuerzos sobre la superficie pero nunca fuera de ésta, por lo tanto
la condicién de consistencia de plasticidad toma la forma de la Ecuacién (Smith et
al., 2014]).

oF

—Aoc=aloc =0 5-11
e (5-11)
Puesto que el esfuerzo remanente (1 —a)C¢Ace es el responsable de que el esfuerzo de prueba
elastico se encuentre por fuera de la superficie de fluencia, dicha cantidad se encuentra aso-
ciada a las deformaciones plasticas. De esta manera y considerando el principio de aditividad
y la regla de flujo, la Ecuacion [5-11| se puede expresar mediante la Ecuacion [5-12]

a(C°Ae — (1 — a)d\C®b) = 0 (5-12)

La tnica incognita en la ecuacion anterior es el multiplicador plastico dA, por lo que esta
cantidad se puede obtener despejando dicha ecuacién, obteniendo asi la Ecuacién [5-13

X apCae 513
"~ (1 - a)agCrbp (5-13)

En la ecuacion anterior, las derivadas de la funcién de fluencia F' y del potencial plastico
G se calculan para el estado de esfuerzos conocido que se encuentra sobre la superficie, es
decir ag = 0F /0o g y bg = 0G /0o . Por lo tanto, el algoritmo de integracién empleado es
un algoritmo explicito, que usa el método de Euler hacia adelante, ya que el valor de d\ se
calcula a partir de valores conocidos sin ningtn tipo de iteracién.

En un dltimo paso del algoritmo de integracion, se calcula el estado de esfuerzos final o p
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que se encuentra sobre la superficie de fluencia, restandole al esfuerzo de prueba eldstico la
porcién de esfuerzo asociada a las deformaciones plésticas, por medio de la Ecuacién [5-14]

Op :Uo+AUe—d/\BCebB (5—14)

En la metodologia descrita hasta el momento es necesario incluir un procedimiento eficiente
para determinar el estado de esfuerzos o g en la interseccién con la superficie de fluencia, asi
como otros aspectos importantes como la verificacion de descarga elastopléstica ( Elastoplastic
unloading) y la correccién de deriva de esfuerzos (drift correction) para un mejor ajuste del
estado de esfuerzos op. Estos pasos adicionales necesarios para dar soluciéon completa al
algoritmo de integracién de esfuerzos se presentan en detalle en las secciones siguientes.

Interseccién de la superficie de fluencia

Para determinar el estado de esfuerzos en el punto de interseccion de la superficie de fluencia,
se debe solucionar la Ecuacién [5-10] la cual es una ecuacién no lineal para la variable o que
se encuentra restringida entre 0 < o < 1. Esta ecuacion se puede solucionar por métodos
numéricos diferentes, como el método de la Biseccién, el Método Secante o el Método de
Newton-Raphson. Si bien este 1ltimo es ampliamente usado por su rapida convergencia, éste
se evita en el presente trabajo debido a que presenta problemas de convergencia al no con-
finar los valores de .

Por lo tanto, en el cédigo MPM-UN se emplea el Método de Pegasus, el cual es una modi-
ficacion del Método de la Regla Falsa (Dowell y Jarratt, 1972). Esta metodologia es ideal
para solucionar el problema de interseccién de la superficie de fluencia, debido a que restrin-
ge los valores de «, y por lo tanto es incondicionalmente estable, ademas éste no requiere
calculo de derivadas, y presenta una convergencia rapida. En el Algoritmo [5.1| se presenta
el procedimiento general para la obtencién de la interseccion de la superficie de fluencia
empleando el Método de Pegasus, para el cual la condicién exacta F(o) = 0 se remplaza
por la aproximacién [F(o)| < FTOL (ver la Figura para considerar la precision de los
nimeros flotantes, en donde FTOL es una constante con un valor entre 1 x 107 0 1 x 10712
y MAXIT es el nimero maximo de veces que se realiza el procedimiento, el cual se emplea
para controlar posibles errores (Sloan et al., 2001)).

Descarga elastoplastica

Cuando el estado de esfuerzos inicial se encuentra sobre la superficie de fluencia puede ocu-

rrir una descarga elastoplastica, si el incremento de carga sigue una trayectoria como la que
se ilustra en la Figura [5-5|

Este tipo de carga se presenta si el estado de esfuerzos de prueba elastico se encuentra por
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G, = 0, + AG,

o5 = 0y + aCfAe

F=—-FTOL F=0 F= +FTOL

Figura 5-4. Interseccién con la superficie de fluencia (Sloan et al., [2001]).

F= +FTOL
F=0
F=—-FTOL

Figura 5-5. Descarga elastoplastica (Sloan et al., [2001]).

fuera de la superficie de fluencia (F(a.) > FTOL), y el dngulo ¥ entre la tangente del
incremento de esfuerzos de prueba elastico Ao, y el gradiente de la superficie de fluencia en
el estado de esfuerzos inicial ag = 0F/00( es mayor de 90°. Esta ltima condicién se puede

expresar por medio de la propiedad del producto punto entre dos vectores, como se indica
en la Ecuaciéon b-15

aoAO'e

costy = ————
aol|[|Aoe||

< FTOL (5-15)

Para esta condicién, el incremento de esfuerzos puede cruzar la superficie de fluencia dos
veces, por lo que los valores iniciales de ay y a1 que se emplean en el Algoritmo de-
ben encerrar la segunda interseccion. Lo anterior se consigue si se cumple la condicién
F(oy + ayAo,) < —FTOL y F(oy + a1Ao,.) > FTOL (ver la Figura [5-5). El proce-
dimiento empleado para determinar los valores de o que cumplen dicha condicién, consiste
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Algoritmo 5.1 Interseccion superficie de fluencia - Método de Pegasus empleado en el
programa MPM-UN.
1: function PEGASUS(o, Ao., g =0, ay = 1)
2: Calculo de F para los estados iniciales: Fy = F(og + apAo.) v F, = F(og +
aAo,)

3: for n =1:MAXIT do

4: Calcular o = oy — Fi(aq — ap)/(Fy — Fp)

5: Calcular F., = F(oy+ aAo,)

6: if |Few| < FTOL then > Estado de esfuerzos sobre la superficie
7 break

8: end if

9: if sign(Few) # sign(Fy) then

10: Nuevos valores para el punto 1: oy =g v F; = Fy
11: else

12: Nuevos valores para el punto 1: Fy = FyFy/(Fo + Frew)
13: end if

14: Nuevos valores para el punto 0: ap = v Fy = Frew

15: end for

16: return «

17: end function

en dividir el incremento de deformacién Ae en un nimero Ngy g de pequenos subincrementos
y determinar los valores de F' para cada uno de estos estados de esfuerzos. Este procedimiento
se resume en el Algoritmo [5.2]

Algoritmo 5.2 Descarga elastoplastica empleada en el programa MPM-UN.

1: function DESC-ELAPLAS(0, Ao.)

2 Calcular array con incrementos de a: A, = linspace(0, 1, Nsyp)

3 for i=1:Ngyp do

4: Calcular el valor de F para cada subincremento: F,[i] = F(o¢ + A,li]Ao.)
5: end for

6 Determinar oy = A,[i] para el valor de i que cumple — min(F,[i] < —FTOL)
7 Determinar oy = A,[i] para el valor de i que cumple — max(F,[i] > FTOL)

8 Calcular « en la interseccién Algoritmo : a = PEGASUS (o, Ao, ag, aq)
9: return o

10: end function

Correccion de la deriva de esfuerzos

En el algoritmo de integracién de esfuerzos explicitos empleado, el esfuerzo o p al final del
procedimiento puede divergir de la condicién |F(op)| < FTOL, debido a la no linealidad de
la funcion de fluencia F'. Esta diferencia se conoce como deriva de la superficie de fluencia
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y en muchos casos su valor es despreciable. Sin embargo, en el c6digo MPM-UN se emplea
la correccién planteada por Sloan et al| (2001)|, ya que este error puede ser importante para
los métodos de deformaciones grandes como el Método del Punto Material.

Para la correccion de este error, se considera que un estado de esfuerzos sin corregir o que
viola la condicién |F(og)| < FTOL, se puede modificar mediante una pequena correcciéon
de esfuerzos de la forma o = o + do. En el cédigo MPM-UN, dicha correccién se realiza
a partir de la combinaciéon de dos métodos diferentes. El primer método se conoce como
Correccién Consistente porque conserva el incremento de deformacion total. Para esta
correccién y una condicion de plasticidad perfecta, el do se puede calcular por medio de la
Ecuacién B-161

F(O'())Cebo
o = ——F—— (5-16)
aocebo

La correccién del estado de esfuerzos empleando la Ecuacién se debe realizar hasta que
se cumpla la condicién |f(o)| < FTOL. Sin embargo, esta correcciéon puede no converger
para el modelo de Mohr-Coulomb con ley de flujo no asociada, cuando el estado de esfuerzos
se encuentra en inmediaciones del apice de la superficie de fluencia. Por lo tanto, la correccion
consistente se debe realizar hasta un cierto niimero de iteraciones N;rg y en caso de que no
se alcance la convergencia se debe usar una Correccion Normal como la que se presenta
en la Ecuacién [5-17], que no preserva el incremento de deformacién, pero que no presenta
problemas de convergencia.

F(O’Q)&Q
apdo

o = — (5-17)
El procedimiento utilizado en el cé6digo MPM-UN para realizar la correccion de la deriva de
esfuerzos, teniendo en cuenta la “correccién consistente” y la “correccién normal” se presenta
en el Algoritmo [5.3

El procedimiento general para la actualizacion de esfuerzos dado un incremento de deforma-
cién total Ae, mediante el algoritmo de integracién explicito empleado en el codigo MPM-
UN, el cual contempla la determinaciéon del estado de esfuerzos en la interseccién con la
superficie de fluencia, la verificacién de descarga elastoplastica y la correccién de deriva de
esfuerzos, se presenta en forma resumida en el Algoritmo [5.4]
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Algoritmo 5.3 Correccién de la deriva de esfuerzos en el programa MPM-UN.

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:

function DERIVA(op)

Guardar estado de esfuerzos sin corregir en nueva variable: oy = op y Fy = F(0o)
for : = 1:Ny7g do > Correccion consistente
Guardar los valores previos: og = o1 v Fy = F}
Calculo del gradientes de F'y de G: ag = 0F /0o y by = 0G /0o
Célculo de la correccién consistente de esfuerzos: o — Ecuacién b-17

Calculo del estado de esfuerzos corregido: o1 = o¢ + do y F} = F(o)
if |Fi| < FTOL then

goto paso 19 > Estado de esfuerzos sobre la superficie
end if
end for
Guardar el estado de esfuerzos sin corregir en nueva variable: oy = op y F} = F(0o)
while |Fy| > FTOL do > Correccion normal

Guardar los valores previos: og = o1 v Fy = F}
Calculo del gradiente de F: ag = 0F /0o g
Célculo de la correccién normal de Esfuerzos: do — Ecuacion [b-17]
Calculo del estado de esfuerzos corregido: o1 = o + do y F} = F(0)
end while
return o

20: end function
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Algoritmo 5.4 Actualizacién de esfuerzos en el programa MPM-UN.

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:

function INTE-ESFUERZOS(0, Ae, C°)

Célculo del esfuerzo de prueba elastico: ¢ = oy + Ao® = oy + C°Ae
if |F(oo)| < —FTOL then > Estado inicial dentro de la superficie
if |F ()| < —FTOL then > El incremento Ae es eldstico
Esfuerzo final: op = ¢
goto Paso 33
else > El incremento Ae es elastopldstico
Célculo de « - Algoritmo 5.1} o = PEGASUS (0, Ao)
Calculo del esfuerzo sobre la superficie: o = ¢ + aAo®
goto Paso 29
end if
else > FEstado inicial sobre la superficie
Calculo del gradiente de fluencia para o: ag = 0F /0o
Célculo del dngulo de direccién de carga: cos ¢ — Ecuacién [5-15
if cost < FTOL then
if |F(6¢)| > FTOL then > Descaga elastopldstica
Célculo de « - Algoritmo [5.2t &« = DESC-ELAPLAS (o, Ao)
Calculo del esfuerzo sobre la superficie: o = ¢ + aAo®
goto Paso 29
else > Descarga eldstica
Esfuerzo final: op = ¢
goto Paso 33
end if
else > El incremento Ae es pldstico
Calculo del esfuerzo sobre la superficie: 6p =09 =— a =0
goto Paso 29
end if
end if
Calculo del gradiente de F'y de G para op: ag = 0F/0op y bp=0G/dop
Célculo del multiplicador pléstico: dA — Ecuacién
Calculo del esfuerzo corregido: op = ¢ — dACbpg
Correccion de la deriva de esfuerzos - Algoritmo [5.3t p = DERIVA (o p)
return op, Ae, Ae?

34: end function




6. Validacion y aplicacion del Cédigo

6.1. Ejemplos de Validacion

En esta seccion se presenta la validacién del cédigo desarrollado a partir de la solucién
de problemas simples que cuentan con soluciones analiticas o mediante la comparacion de
los resultados obtenidos con programas comerciales de Elementos Finitos o resultados ex-
perimentales de literatura. Los codigos desarrollados para los problemas desarrollados, se
incluyen en el Anexo Digital.

En primer lugar, se presenta el problema de vibracién axial de una barra elédstica, luego el
problema basico de capacidad portante de un cimiento continuo, el tercer problema consiste
en la simulacion de un disco que se desliza sobre un plano inclinado, posteriormente se
presenta la simulacién de un talud simple que falla por peso propio, y por ultimo se simula
el colapso de una columna granular. Con estos problemas, se valida el codigo MPM-UN para
la simulacion de problemas de deformaciones grandes tanto cuasi-estaticos como dinamicos,
en materiales elasticos, elastoplasticos y cuerpos rigidos.

6.1.1. Vibracion axial barra empotrada

El problema a solucionar consiste en una barra unidimensional empotrada en sus dos extre-
mos, de longitud L = 25m, a la cual se le aplica una velocidad inicial variable a lo largo de
la posicién de la barra, tal como se muestra en la Figura [6-1]

W
w
~
W

vo(z) = v sin —

0 L X

Figura 6-1. Vibracién de barra unidimensional (Tielen, [2016).

Este es un problema unidimensional en el que se estudia la propagacion de una onda en un
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medio elastico, por lo tanto se encuentra gobernado por la ecuacién unidimensional de onda
indicada en la Ecuacién [6-11

0 _ B0 o
o2 p Ox?

En donde, E es el modulo de Young, p es la densidad del material y u es el desplazamiento
en direccién x. Debido a que la barra estd empotrada en sus dos extremos, el desplazamiento
en dichos puntos es nulo a lo largo del tiempo. Estas condiciones de frontera junto con
las condiciones iniciales del problema, se pueden expresar matematicamente mediante las
Ecuaciones [6-21

ou . T 9
w(0,t) = u(L,t) = u(z,0) =0 , —(x,0) = vysin — (6-2)
ot L
La solucion analitica a este problema se obtiene al resolver la Ecuacion diferencial de onda
[6-1] para las condiciones de frontera anteriores, obteniendo la Ecuacién [6-3] la cual permite
calcular el desplazamiento en direcciéon x en cualquier punto de la barra y en cualquier
instante de tiempo (Haberman, 2004).

u(z,t) = Z—i sinw; t sin %T (6-3)

En la Ecuacién wy es la velocidad angular y se define por medio de la Ecuacién [6-4]

" (6-4)

L

w1 =

Para la simulacién de este problema con el cédigo MPM-UN, se emplearon 10 elementos
cuadrilateros bilineales localizados a lo largo del eje z, con una particula por elemento, y se
aplicé una velocidad inicial vg = 0.1 m/s. La barra se simulé mediante el modelo constitutivo
lineal eldstico, adoptando un Médulo de Young E = 100 Pa y una densidad de 1kg/m?, y
dado que éste es un problema dindmico no amortiguado, se empled un coeficiente de amor-
tiguamiento v = 0.0.

En la simulacién se empled un nimero de Courant C' = 0.5, con lo cual se obtuvo un incre-
mento de tiempo At = 0.1 s y el tiempo total de simulacion para los 10 s de vibracion fue de
2.8 s en un procesador AMD A10-4600M con una velocidad de 2.3 GHz.

En la Figura se muestra la velocidad y el desplazamiento obtenidos en la simulacién del
c6digo MPM-UN para la particula localizada al lado izquierdo de la mitad de la barra (L/2).
En la Figura se observa una coincidencia de los resultados numéricos con la solucién
tedrica, empezando a presentar diferencias mas notorias después de los 8 segundos de vibra-
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cién, lo cual es consistente con el caracter disipativo del algoritmo MUSL implementado en
el c6digo MPM-UN (Nguyen, 2014).

Posicién de la particula a L/2

—— Tedrico

_11.30- --- MPM

11.25 4

Posicion (m
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0.00 A1

—0.05 1 —— Tebrico

-—- MPM

velocidad (m/s)

—0.10 A

0 2 4 6 8 10
Tiempo de vibracion (s)

Figura 6-2. Resultados vibracién axial de una barra.

Para estudiar la convergencia espacial de este problema y validar el cédigo de computador
desarrollado, se realizaron una serie de simulaciones para diferentes tamanos de malla y se
célculo la raiz del error cuadritico medio (RECM), el cual corresponde a la raiz cuadrada
de la media cuadratica entre las diferencias de la solucién analitica y la solucién por medio
del MPM. Para el caso particular de este problema dicho error se puede estimar mediante
la Ecuacién [6-5

an (x;:lf)eérico _ :L-;)WPM)2

6RECM _ p=1
np

(6-5)

En donde 2}/ es la posicién tedrica de una particula p en un tiempo dado, 25"

posicion de la misma particula obtenida mediante la simulacién con el MPM para el mismo
tiempo y np es el nimero total de particulas. De acuerdo con Tielen (2016), un método

es la

numérico converge espacialmente si una reduccién en el tamano de la malla (Ax) por un
factor de 2 conlleva a una reducciéon del error por un factor de 2", en donde n es el orden de
las funciones de aproximacion empleadas.

Teniendo en cuenta que una solucién mediante el MPM esta afectada tanto por errores
espaciales como temporales, se utilizé un At = 1 x 1075 s con el objetivo que el error debido
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al tiempo sea despreciable, y asi la comparacién de los resultados sea valida para estudiar
la convergencia espacial del método. En la Tabla se presentan los valores de error para
diferentes tamanos de malla y para un tiempo de simulacién de 0.02 s, el cual garantiza que
no se presente el error de cruce de celdas para ninguna de las discretizaciones empleadas.
En dicha tabla se registra igualmente la tasa de convergencia, la cual indica un factor de 2,
factor que es consistente con el uso de funciones de forma lineales, como las empleadas en
esta investigacion.

Tabla 6-1. Ejemplo de vibracion axial de una barra - Error obtenido para grados de libertad
diferentes y un ¢ = 0.02 s.

z:rrnneez;)osde Error RECM logﬂ%
b 1.35 x 1074 -
10 3.46 x 107° 1.964
20 8.71 x 1076 1.991
40 2.18 x 107 1.996
80 5.48 x 1077 1.993

6.1.2. Capacidad portante sobre Suelo Tresca

La validacion del cédigo MPM-UN, para la solucién de problemas bidimensionales en condi-
cién cuasi-estatica empleando un modelo constitutivo elastoplastico con criterio de falla de
Tresca, se efectud por medio de la simulacién de un problema de capacidad portante de un
cimiento continuo de ancho 10 m sobre un suelo sin peso propio, con resistencia al corte no
drenada S, = 20 kPa, médulo de Young F = 10 MPa y relaciéon de Poisson v = 0.49, como
el que se presenta en la Figura [6-3]

< B

,“\liiTiii%k

E=10MPa Su=20kPa v=0.49

Figura 6-3. Problema de capacidad portante de un cimiento continuo sobre suelo Tresca.

Teniendo en cuenta la simetria del problema, se simulé un cimiento con un semi-ancho
B =5m, y se emplearon condiciones de frontera de primer orden, los cuales solo restringen
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el movimiento horizontal en los bordes laterales. El dominio del problema se extendio 20
metros en la direccién horizontal y 10 metros en la direccion vertical. Para la discretizacién
se emplearon elementos cuadrilaterales bilineales de tamano 0.5m, con cuatro particulas
por elemento, teniendo un total 3200 particulas en la simulacién, tal como se aprecia en la

Figura [6-4]

Coordenada y (m)

Coordenada x (m)

Figura 6-4. Discretizacion del problema de capacidad portante de un cimiento continuo
sobre suelo tipo Tresca.

La solucién analitica de este problema de capacidad portante en condicién de deformacion
plana, para un material tipo Tresca sin peso propio y sobrecarga, se puede obtener a partir
de un analisis de equilibrio limite. El valor de capacidad portante ultima para el problema
estudiado se evalia por medio de la Ecuacién [6-6] por lo que para las condiciones particulares
del problema, se estim6 un valor tedrico de capacidad portante de 102.8 kN /m.

Guit = (2 + ) Sy (6-6)

En la simulaciéon mediante el programa MPM-UN se realizaron incrementos de carga de
2kN/m, y para cada uno de estos se calculé una solucién estdtica aplicando un factor de
amortiguamiento a = 0.75; realizando el siguiente incremento de carga una vez se cumplieron
los criterios de convergencia estética presentados en la Seccién [£.3.1] Ademés, se empled un
nimero de Courant C' = 0.1, con el cual se obtuvo un incremento de tiempo At = 1 x 107%s.
Para estos valores el tiempo total de simulacién en un procesador AMD A10-4600M con una
velocidad de 2.3 GHz fue del orden de 9 horas.
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En la Figura se muestra la variacién de los criterios de convergencia estatica para el pri-
mer incremento de carga del problema de capacidad portante. En la Figura se observa
como estos valores van disminuyendo hasta alcanzar el criterio de convergencia, con lo cual
se garantiza el equilibrio estatico y se puede continuar con el siguiente incremento de carga.

Criterios de convergencia estética

0.35
_0.301
0.25 A
0.20 A
0.15 A

0.10 A

Criterios de fuerzas (F) y Energia (&

0.05 A

0.00 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Tiempo (s)

Figura 6-5. Problema de capacidad portante de cimiento continuo. Criterios de convergen-
cia estatica para el primer incremento de carga.

En la Figura se presenta la curva de variacién de la carga del cimiento en funcién del
desplazamiento vertical de la base en el centro de la zapata, observando que la carga estima-
da de falla a partir del cédigo MPM-UN es de 110 kPa, la cual es ligeramente mayor al valor
tedrico. La diferencia entre los resultados se atribuye a la dificultad numérica de simular
materiales incompresibles, y al uso de elementos de bajo orden, dado que estos materiales
tienen mddulos volumétricos (bulk) muy altos, por lo que pequenios errores en el célculo de
la deformacién provocan grandes errores en los esfuerzos.

En la Figura se muestra la deformada y la deformacién pléstica equivalente €, para el
valor de carga limite calculado con el codigo de computador MPM-UN. En ésta se observa
la formacion de las zonas de corte que definen la cuna de falla, delimitando una cuna trian-
gular de ancho y alto 5 m bajo el cimiento y una cuna relativamente circular centrada en la
esquina del cimiento. Estos resultados muestran un desempeno adecuado del algoritmo de
integracion de esfuerzos y del modelo constitutivo implementado.
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Carga zapata vs desplazamiento

Carga en la zapata (kN/m?)

—e— Sol. Numérica (MPM)
=== Sol. Tedrica

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Desplazamiento (m)

Figura 6-6. Curva de carga contra desplazamiento para problema de capacidad portante de
cimiento continuo.

6.1.3. Disco deslizando sobre un plano inclinado

El problema analizado consiste en un disco rigido que se desliza y rueda sobre un plano
inclinado. La geometria del problema se presenta en la Figura[6-8| en donde se observa que
el disco analizado tiene un didmetro 1.0m y el plano de contacto estd inclinado un angulo
6 = 60° con la horizontal, mientras la fuerza de gravedad actia hacia abajo.

La solucién analitica de este problema se obtiene al considerar las dos componentes de
movimiento del disco: la componente de traslacion sobre un sistema coordenado fijo y la
componente de rotacion sobre un eje que pasa a través del centro de masa del disco, por
consiguiente, el movimiento del disco estd descrito por la Segunda Ley de Newton para
traslacion y su equivalente para movimiento rotacional. En este problema la magnitud de
la fuerza de fricciéon que se opone al movimiento dependera si el disco se desliza o no, por
lo tanto esta fuerza se puede calcular por medio de la Ecuacion cuando el disco rueda
sin deslizarse o mediante la Ecuaciéon cuando el disco rueda y se desliza sobre el plano
inclinado. Estas ecuaciones se obtienen a partir de la solucién de cuerpo rigido, considerando
la sumatoria de fuerzas en direccién z y y, y el momento de fuerza (torque) ejercido por la
fuerza de friccién.

1
FR rotaciéon — gmg sin 6 (6'7)

FR deslizamiento — 111G COS 0 (6_8)
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&p para una carga de 110 kN/m
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Figura 6-7. Problema de capacidad portante de cimiento continuo, deformacién plastica
equivalente para una carga de 110kN/m.

g

(b)

Figura 6-8. Geometria de un disco rodando sobre un plano inclinado (Bardenhagen et

al., 2000).

Mientras que la fuerza de friccién por rotaciéon (Ecuacién sea menor a la fuerza de fric-
cién por deslizamiento establecida mediante la Ecuacién el disco rotara por el plano sin
deslizarse. En consecuencia, cuando la tan(f) > 3u se presentard deslizamiento del disco y
en caso contrario éste sélo rotara sobre el plano inclinado.

A partir de la Segunda Ley de Newton y la sumatoria de fuerzas tangente a la superficie
del plano inclinado (direccién z en la Figura se obtiene una expresién para calcular
la aceleracion del disco. Al integrar dos veces dicha expresién en el tiempo, se obtiene la
Ecuacién [6-9] la cual permite calcular la posicién en direccién = del centro de masa del disco
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en cualquier instante de tiempo.
zo + 3|g|t3(sin @ — pcos ), tan(f) > 3u
Tem(t) = i - (6-9)
To + 3lg|t?sin 0, tan(d) < 3u

Para la simulacion de este problema mediante el Método del Punto Material, se tomé el plano
inclinado alineado con la frontera horizontal de la malla Euleriana y la fuerza de gravedad
se orienté 60° con la vertical, tal como se presenta en la Figura [6-8tb. Para representar el
disco se empled una distribucién irregular de 735 particulas y para el plano inclinado una
distribucion regular con 500 particulas, mientras que para la malla Euleriana se adoptaron
elementos cuadrilaterales bilineales de tamano de celda de 0.1 m. La discretizacion del pro-
blema mediante el c6digo MPM-UN se presenta en la Figura [6-9]

p—
o.1m

Contacto friccional

-----------------------------------------------

---------------------------------------------

Coordenada y (m)

............................................
..........................................
.......................................

.......................................

Ty LI L] L LN AL AL DL BN BN LI NN BN L BN AN LN BN AL LI LI L LI L
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Coordenada x (m)

Figura 6-9. Discretizacion de un disco rodando sobre un plano inclinado.

Tanto el disco como el plano inclinado se simularon mediante un modelo lineal elastico,
el disco mediante un Médulo de Young E = 15 M Pa y una densidad p = 1800 kg/m? y el
plano inclinado con un E = 150 M Pa y una p = 18000 kg/m?, si bien este dltimo valor no
corresponde con ningin material, se tomé de esta manera para que el plano fuera mas rigido
que el disco (Epiano = 10E4isc), pero la velocidad de propagacién de onda de compresion
en los dos materiales fuera la misma y asi el incremento de tiempo critico necesario para
convergencia, el cual se encuentra definido por la condicién de Courant-Friedrichs-Levy (ver
la Seccion , fuera el mismo para los dos materiales.

Para validar el algoritmo de contacto friccional del cédigo MPM-UN se consideraron dos
escenarios: el primero adoptando un coeficiente de friccién p = 0.3 en la interfaz entre el
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disco y el plano, por lo que el disco rueda y se desliza bajo el plano inclinado, y un segundo
escenario con un valor de p = 0.8, con lo cual se consigue que el disco ruede por el plano sin
deslizarse.

En la simulacién de este problema con el cédigo MPM-UN, se utilizé un niimero de Courant
C = 0.5, con lo cual se obtuvo un incremento de tiempo At =4 x 10~*s. El tiempo total
de simulacién en un procesador AMD A10-4600M con velocidad de 2.3 GHz fue de aproxi-
madamente 45 minutos, para cada una de las dos simulaciones con diferente coeficiente de
friccion .

En la Figura se muestran los resultados de la simulacién para los dos coeficientes de
friccién considerados, en ésta se incluye también la solucion analitica por medio de la Ecua-
cién En Figura también se observa una coincidencia casi perfecta de los resultados
para el caso en que el disco rueda y se desliza, mientras que el valor de la simulacién con
el codigo MPM-UN es ligeramente menor al valor tedrico para el caso en que el disco rueda
sin deslizarse, lo cual se atribuye al tamano de malla empleado, y debido a que el disco y el
plano son materiales deformables.

Posicion X del centro de masa del disco

4.5 - Analitica u=0.3
e MPMu=0.3
4.0 - Anélitica u=0.8
e MPMu=0.8
[ ]
3.5 1
— 3.0 1
g
x
2.5 1
2.0
1.5 4
1.0 4
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
tiempo (s)

Figura 6-10. Resultados de la simulaciéon de un disco rodando sobre un plano inclinado,
para dos magnitudes de la friccién disco-plano.

En la Figura[6-11]se muestra el error relativo de los resultados de la simulacién con el cédigo
MPM-UN respecto a la soluciéon analitica. Como se observa para el caso p = 0.3, en donde
el disco se desliza y rueda, el error relativo es menor al 0.05%. Mientras que para el caso
en donde el coeficiente de friccion es grande y no se permite el deslizamiento, el error de los
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resultados alcanza un valor de 7%. Esta diferencia se debe principalmente a la aplicacién
del algoritmo de contacto entre los nodos, ya que dos cuerpos pueden entrar en contacto
incluso cuando hay una separacion entre estos mayor al tamano de los elementos de la malla
Euleriana. Este error es mencionado por Ma et al) (2014) como una oscilacién en los resul-

tados, la cual se hace mas importante cuando hay un contraste alto entre las rigideces de los
cuerpos en contacto.

Error relativa de los resultados con MPM

0.04

0.02 A

Error relativo (%)

Error relativo (%)
N
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
tiempo (s)

Figura 6-11. Disco rodando sobre un plano inclinado. Error relativo de los resultados del
codigo MPM-UN.

6.1.4. Falla de un talud elastoplastico

Los problemas de validacién presentados hasta aqui consisten en problemas simples con bajos
niveles de deformacion, los cuales cuentan con soluciones tedricas. Para evaluar la capacidad
del c6digo MPM-UN en el estudio de problemas de deformaciones grandes, en esta seccion
se presenta el analisis de un talud que falla por peso propio al incrementar gradualmente
la fuerza de la gravedad. Este problema no cuenta con soluciéon analitica y por lo tanto,
la comparaciéon se realizé con los resultados de la simulacién del problema realizado con el
programa de elementos finitos ABAQUS (Smith, 2009).

El talud analizado se ilustra en la Figura [6-12] el cual tiene un metro de altura y una pen-
diente de 45°. El suelo corresponde a un material Tresca con resistencia al corte no drenada

w = 1 kPa, médulo de Young E = 100 kPa, relacion de Poisson v = 0.3 y una densidad
de 1800 kg/m?. Si bien la relacién de Poisson empleada no corresponde con un problema en
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condiciones no drenadas (v = 0.5), se adopté un valor menor (v = 0.3) para que el médulo
edométrico del material no fuera muy alto, y por consiguiente no fuera necesario emplear
incrementos de tiempo muy pequenos en los calculos realizados con el cédigo MPM-UN.

¥

= 1800 kg/m? &/

Figura 6-12. Esquema de talud que falla por incremento de carga.

El talud se encuentra inicialmente sin peso y se le aplica la fuerza de gravedad progresi-
vamente con incrementos de Ag = 0.0981m/s* hasta llegar a un valor de 9.81m/s*. Lo
anterior corresponde a un proceso cuasi-estatico, por lo que en la simulacién con el cédigo
MPM-UN, se aplico cada incremento de carga usando un factor de amortiguamiento de 0.75,
y el siguiente incremento de carga se realizé hasta que el sistema alcanzo equilibrio estatico,
de acuerdo con los criterios de convergencia definidos en la Seccion [4.3.1

En la Figura [6-13]se presenta la discretizacién del talud mediante el cédigo MPM-UN;, para
la cual se utilizaron elementos cuadrilateros bilineales de tamano 0.05 m con 4 particulas por
elemento, teniendo un total de 2580 particulas en la simulaciéon numérica. Por otra parte, la
simulacion en ABAQUS se realizé mediante 768 elementos bilineales con integracién reducida
(CPE4R). Las condiciones de Dirichlet del problema para los dos programas corresponden
a apoyos fijos en la base del talud y apoyos de primer orden en los lados del modelo (ver la
Figura |6-12]).

Para la simulacién de este problema mediante el cédigo MPM-UN se empledé un nimero
de Courant C' = 0.5 y un incremento de tiempo At = 2 x 1073, Para estas condiciones el
tiempo total de simulacion en un procesador AMD A10-4600M con velocidad de 2.3 GHz
fue de aproximadamente 9 horas.

En la Figura se presenta para el analisis mediante el cédigo MPM-UN la deformada del
talud cuando se alcanza un valor de gravedad de 3.35m/s?, indicando la deformacién plasti-
ca equivalente, con la que se puede apreciar la formacién de la zona de corte (shear band)
iniciando en la pata del talud y extendiéndose hacia arriba. En la Figura [6-15| se muestran
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Figura 6-13. Discretizacion de talud que falla por incremento de carga.

los mismos resultados obtenidos mediante el Método de los Elementos Finitos, en donde se
observa que existe una buena concordancia entre los dos métodos, tanto en la deformada
como en la magnitud de la deformacién plastica equivalente.

&p para g = 3.35m/s?

Coordenada y (m)

T T 0.0
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Coordenada x (m)

o
W
Deformacion plastica equivalente g

Figura 6-14. Deformacién pléstica equivalente para un valor de ¢ = 3.35m/s? con el MPM.

Al continuar aumentando la aceleracién de la gravedad progresivamente, el modelo en ABA-
QUS presenta un limite de cdlculo para un valor g = 3.43m/s?, condicién para la cual las
deformaciones en los elementos de la base son tan grandes, que ocasionan que los elementos
superiores pasen a través de los elementos de la base. Este inconveniente no se presenta
en la simulacion con el MPM, pudiendo aumentar la gravedad hasta el valor previsto de
9.81m/s? En la Figura se presenta la geometria final del talud para la condicién de
g =9.81m/s? , apreciando que algunas particulas se desplazaron méas de un metro al frente
del talud, representando de esta manera el movimiento y la depositaciéon de material que
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Figura 6-15. Deformacién pléstica equivalente para un valor de g = 3.35m/s? con FEM
(Abaqus).

ocurre en los procesos de deslizamiento.
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Figura 6-16. Desplazamiento total para un valor g = 9.81m/s* con MPM.

Con el fin de comparar los resultados de las dos simulaciones numéricas (MPM y FEM), en la
Figura se presenta la variacion de la magnitud de desplazamiento del punto localizado
en la cresta del talud para cada incremento de gravedad, en donde se observa una buena
concordancia entre los resultados del MPM y el FEM hasta un punto de quiebre, correspon-
diente con una magnitud de g = 3.43m/s* en donde hay un cambio de pendiente asociado
con deformaciones pléasticas grandes y en donde la simulacion en ABAQUS encuentra su
limite de célculo. En los resultados del MPM se observa un segundo cambio de pendiente
después de un valor aproximado de g = 6.5m/s?, lo cual indica un comportamiento m4s
rigido. Dicho comportamiento se adjudica al efecto de soporte que generan las particulas que
se depositan enfrente de la pata del talud, lo cual ocurre en la realidad en un deslizamiento
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cuando éste se deposita y alcanza una geometria més estable.

Desplazamiento en la cresta del talud
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Figura 6-17. Curva de gravedad contra la magnitud de desplazamiento de la cresta del
talud.

6.1.5. Colapso columna granular

En los problemas presentados de validacién de capacidad portante y falla de talud elas-
toplastico, se empleé un angulo de friccién ¢ = 0° en el modelo elastoplastico con criterio
de falla de Mohr-Coulomb, con lo cual se buscé representar el modelo de Tresca. Por otra
parte, en esta seccion se incluye la simulacién del problema de colapso de una columna gra-
nular, con el objetivo de validar el modelo elastopldstico implementado para la simulaciéon
de materiales granulares friccionales con angulo de fricciéon ¢ # 0°.

El colapso de una columna granular es un modelo simplificado que permite estudiar la
dindmica de un flujo granular, con el objetivo de entender procesos de falla complejos como
los deslizamientos rdapidos y los flujos de detritos. Este problema consiste en una columna
de material granular inicialmente estable dentro de un canal y la cual se libera rapidamente
sobre una superficie horizontal mediante un mecanismo de apertura como el que se indica
en la Figura [6-18] con lo cual se consigue que el material colapse por peso propio. Este
problema ha sido estudiado en forma amplia mediante experimentos, empleando configura-
ciones axisimétricas (Lube et al., [2004), configuraciones cuasi-2D (Lajeunesse y Mangeney-

Castelnau, 2004) y configuraciones planares (Lube et al., 2007)).

La simulacion numérica del problema de colapso de una columna granular sélo ha sido po-
sible de realizar recientemente empleando el Método de los Elementos Discretos (Lacaze et

al., 2008) y el Método del Punto Material (Solowski y Sloan, 2013)), debido a que en este
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Figura 6-18. Mecanismo de apertura del montaje experimental para el colapso de una co-
lumna granular.

problema se producen deformaciones extremas y es un proceso rapido, el cual requiere de
formulaciones dinamicas con incrementos de tiempo muy pequenos, haciéndolo inadecuado
de analizar con los métodos numéricos convencionales como el FEM Lagrangiano. La utiliza-
ciéon del MPM para el estudio de este problema ha sido el tema de investigacién de muchas
trabajos recientes, puesto que por el caracter continuo del método, es posible validar distin-
tos modelos constitutivos para flujos granulares (Fern y Soga, , e incluso considerar la
fase liquida en flujos granulares saturados (Fern y Soga, 2017).

Teniendo en cuenta que la simulacién de este problema se realizé en el presente trabajo con
el objetivo de validar el modelo constitutivo implementado, se decidi6 replicar el trabajo
experimental realizado por Lube et al| (2007), debido a que en éste se reporté la evolucién
de la superficie libre con el tiempo. En el trabajo de Lube et al| (2007)|se empleé un montaje
experimental planar como el que se indica en la Figura con una altura H = 63.3bcm y
una base B = 9.05 ¢m, y se empled arena industrial con un tamano de grano de 1.4 4 0.4 mm.
Dado que en dicho trabajo no se proporcioné informacién de las propiedades de la arena, se
ejecutd un andlisis de sensibilidad para determinar los valores que proporcionan un mejor
ajuste de los resultados experimentales, tomando como valores iniciales los reportados por
Solowski y Sloan (2013)], los cuales fueron modificados ligeramente para incluir un valor
pequeno de cohesién, necesario para eliminar la singularidad en el apice del modelo de
Mohr-Coulomb. En la Tabla se listan los parametros iniciales adoptados, en donde
el coeficiente de amortiguamiento « fue determinado mediante ajuste de acuerdo con los
resultados experimentales, debido a que Solowski y Sloan (2013) no especifican el valor
empleado.

Para la simulacién de este problema mediante el codigo MPM-UN, se emple6 una malla de
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Tabla 6-2. Parametros iniciales para el analisis del colapso de una columna de arena.
| p(kg/m®) | E(kPa) | v [ (kPa) | ¢ () | () | o |
| 2600 | 80 | 03 [ 002 | 30 | 1 | 0.05 |

elementos cuadrilaterales bilineales con tamano de 1cm y 9 particulas por elemento, por
lo que la geometria del problema se cambié ligeramente a una columna granular con altu-
ra H = 63cm y una base B = 9cm, para un total 5283 particulas, como se presenta en la
Figura[6-19] Se utilizaron apoyos de primer orden en las fronteras laterales que impide tini-
camente el movimiento horizontal, mientras que en la frontera inferior se incluyé un material
adicional para considerar un contacto friccional tipo Coulomb, el cual es consistente con el
montaje experimental de Lube et al, (2007), en donde se empled un papel de lija en la base
para considerar un contacto con rugosidad.

Coordenada y (m)

Contacto friccional

Coordenada x (m)

Figura 6-19. Discretizacién del problema de colapso de una columna granular con el cédigo
MPM-UN.

En la simulacién se realizé una primera etapa geostatica, mediante el procedimiento Ky, para
calcular el estado inicial de esfuerzos en la columna, y posteriormente se realizé una solucién
en el tiempo, en donde el soporte lateral derecho de la columna se retiré instantaneamente en
el tiempo inicial (¢ = 0). Esto causa una discrepancia con los resultados experimentales para
los valores iniciales, dado que experimentalmente el mecanismo de apertura toma alrededor
de 0.08 s.
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Considerando que Solowski y Sloan (2013)| argumentan que el efecto de la rugosidad es
despreciable, debido a que la mayoria del flujo del suelo ocurre sobre el material que ya
se ha depositado y que por lo tanto es adecuado emplear un apoyo fijo en la base que
restringe tanto el movimiento lateral como vertical, se decidié validar dicha simplificacién
al emplear coeficientes de friccién diferentes en la base. En la Figura se muestran las
configuraciones al final de la simulacion, para una columna granular con los parametros
indicados en la Tabla y para diferentes coeficientes de friccién.

Coordenada y (m)

A R R T

00 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Coordenada y (m)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Coordenada x (m) Coordenada x (m)

Figura 6-20. Configuracion final del colapso de una columna granular para diferentes co-
eficientes de friccion en la base.

Los resultados de la Figura muestran que la friccién en la base tiene un efecto conside-
rable en los resultados y por lo tanto la simplificacién realizada por Solowski y Sloan (2013)
no se considera valida, debido a que una apropiada simulacion de la friccién en la base es
clave para capturar el mecanismo de falla correcto (Fern et al., . Por lo tanto, para la
calibracién de los pardmetros se consider6 un coeficiente de friccién entre 0.5 y 0.6 (¢’ entre
26.5° y 31°), considerando que el papel lija en la base tiene una rugosidad similar al d&ngulo
de friccién interna de la arena.

Ademas, los resultados presentados en la Figura para el coeficiente de friccién p = 0.6,
muestran que la distancia de viaje de la simulacién es mayor a la obtenida experimentalmen-
te. Lo anterior implica que el angulo de friccion interna o el coeficiente de amortiguamiento,
o ambos, deben ser mayores a los valores reportados en la Tabla[6-2] Sin embargo, el dngulo
de friccion se seleccioné segun el dngulo de reposo del material, y por consiguiente no es
consistente emplear valores superiores al ya seleccionado.

Respecto al amortiguamiento a emplear en este tipo de simulaciones, algunos autores como
Solowski y Sloan (2013)| y Hamad (2014), sugieren que se debe considerar un amortigua-
miento adicional, con el fin de considerar la pérdida de energia como resultado de la friccién
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producida por la rotacion de los granos de arena durante el movimiento, es decir, la pérdida
de energia que no se puede considerar en el modelo constitutivo, debido a que ésta se encuen-
tra asociada a el movimiento de la arena sin cambios en las deformaciones. De acuerdo con
Hamad (2014)| este amortiguamiento adicional a considerar debe ser mayor para columnas
granulares esbeltas, es decir, para las cuales se tienen relaciones de H/B mayores que 2.

Con base en las consideraciones anteriores, se realizé un analisis de sensibilidad con el propési-
to de ajustar el coeficiente de friccion, el modulo de Young y el coeficiente de amortigua-
miento, buscando un mejor ajuste con los resultados experimentales de Lube et al. (2007),
tanto para la configuracién final del material, como para el proceso de deformacién en dis-
tintos instantes de tiempo. En la Tabla[6-3] se presentan los parametros obtenidos luego de
ejecutar dicho procedimiento de ajuste.

Tabla 6-3. Parametros ajustados para el analisis del colapso de una columna de arena.
L p(kg/m’) | E(kPa) | v [ (kPa) | ¢ () | () | o | u |
| 2600 | 1000 | 03 [ 002 | 3 [ 1 [ 01 [ 05 |

En la simulacion del problema de colapso de una columna granular para los pardametros
definidos empleados de la Tabla fue necesario adoptar un nimero de Courant C' = 0.1
para obtener convergencia de la solucion. Por lo tanto, y teniendo en cuenta que en este
problema se utilizé una malla FEuleriana fina con tamano de celda de 1¢m, el incremento de
tiempo empleado en la solucién fue de At =2 x 107> s. Para estas condiciones, el tiempo
de computador que requirié la simulacién numérica en un procesador Intel Core i5-6500 con
una velocidad de procesador de 3.2 GHz fue de aproximadamente 30 horas.

En la Figura y Figura[6-22]se muestran los resultados de la simulacién con el programa
MPM-UN del colapso de una columna granular para diferentes instantes de tiempo, con los
pardmetros ajustados de la Tabla [6-3} en estas figuras se muestra ademds la comparacién
con la superficie libre de los resultados experimentales de Lube et al| (2007) indicada me-
diante una linea continua de color negra. Es importante notar que el tiempo de la simulaciéon
numérica con el programa MPM-UN y de los resultados experimentales no coinciden, debido
a la diferencia en el mecanismo de apertura del problema. Por consiguiente, mediante la
comparacion de los resultados se pudo establecer que un tiempo ¢ de la simulaciéon numérica
corresponde aproximadamente a un tiempo ¢ + 0.05 s de los resultados experimentales.

En la Figura se puede apreciar que la columna granular se mueve inicialmente hacia
abajo con poco desplazamiento lateral, lo cual es consistente con una relaciéon H/B alta. En
los resultados se observa que este comportamiento es capturado correctamente mediante la
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Figura 6-21. Resultados para un tiempo de simulacion de 0.18 s, 0.26 s y 0.30 s.
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Figura 6-22. Resultados para un tiempo de simulacién de 0.50 s.

simulacion con el codigo MPM-UN, ya que se observa una buena coincidencia de la superfi-
cie libre para un tiempo ¢ = 0.18 s. A medida que el movimiento avanza, se aprecia que el
material comienza a fluir lateralmente y que la diferencia entre los resultados numéricos y
experimentales se hace méas importante. Lo anterior se adjudica a que el amortiguamiento
local empleado no captura de manera exacta el mecanismo de disipacién de energia debido
a la rotacion de los granos de arena.

En la Figura se ilustran los resultados al final de la simulacién, una vez el material al-
canza una forma estable. Como se observa en la Figura[6-23]y los demds resultados descritos
antes, la simulacién numérica logra una buena aproximacién de los resultados experimen-
tales, tanto en el proceso de deformacion de la columna de arena como en el tiempo de
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simulacion. Por lo tanto, se considera que el modelo constitutivo de Mohr-Coulomb y el al-
goritmo de integracion de esfuerzos implementado en el cédigo MPM-UN trabajan en forma

correcta.
Configuracién final
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Figura 6-23. Resultados al final de la simulacién.

6.2. Analisis de deslizamientos en taludes secos
empleando el MPM

Una de las aplicaciones practicas del Método del Punto Material (MPM) en el dmbito de
la Ingenieria Geotécnica es el andlisis de deslizamientos, dado que con el MPM es posible
simular todo el proceso de falla, desde la formacion de la superficie de falla, la propagacién
de ésta y la depositacién del material deslizado en una configuraciéon més estable (Soga et
al., [2016)).

Debido a estas ventajas, el MPM se ha empleado en forma amplia para el estudio de diferentes
procesos de remocion en masa, incluyéndose caracteristicas especiales como la formulacién
multi-fase con las que se puede considerar considerar condiciones parcialmente drenadas,
(Yerro et al., 2015; Soga et al., 2016; Vardon et al., [2017), o incluso estudiar los efectos
térmicos en modelos Termo-Hidraulicos Acoplados - THM (Alonso, 2017 Pinyol et al.,[2018]).

En vista del gran potencial que tiene el MPM para este tipo de aplicaciones, en esta seccion se
presentan ejemplos de la simulacion de procesos de falla de taludes en el tiempo, empleando
el cédigo MPM-UN. Primero, se describen los resultados de anélisis de un talud inicialmente
estable al que se le realiza una reduccion progresiva de los parametros de resistencia al corte,
y segundo se realiza una serie de simulaciones de falla de taludes con las cuales se estudia la
influencia de distintos parametros en la distancia de viaje.



106 6 Validacién y aplicacién del Codigo

6.2.1. Analisis de estabilidad por reduccién de la resistencia al corte

En esta seccién se analiza un talud inicialmente estable y al que se le aplica una reduccion
progresiva de los parametros de resistencia al corte, aplicando un procedimiento similar al de
la Reduccién de la Resistencia al Corte (shear strength reduction - SSR), empleado en forma
sistematica en los andlisis de estabilidad con el Método de los Elementos Finitos (Griffiths
y Lane, 1999).

La geometria del talud analizado se indica en Figura [6-24] en donde se observa que el talud
presenta dos estratos, el inferior con una resistencia al corte no drenada Su = 200 kPa y
el superior que tiene una resistencia al corte no drenada de 34 kPa en el tiempo t = 0s.
Para el segundo estrato se efectiia una reduccion progresiva de la resistencia al corte hasta
alcanzar un valor final de 2kPa a los 10 segundos, luego de este punto la resistencia al
corte se mantiene constante y se continua con la simulacién numérica hasta un tiempo de 35
segundos, con el propdsito de estudiar la distancia de viaje del deslizamiento. La superficie
de contacto entre los dos estratos se definié arbitrariamente, de manera que al momento de
la falla el material superior se deslizara sobre el inferior.

15 m | 7m 6m 7m

E =10 MPa
— — T ov=03

E_ L Sujnea = 34 kPa
. Sufma = 2 kPa
p = 1800 kg/m?

P
P
P

\ 12m
|
©|
[~ E = 10 MPa 7
v =0.23
S, = 200 kPa
[ p = 1800 kg/m? 33m

e [ o i

Figura 6-24. Esquema de talud analizado - Falla por reduccién de resistencia al corte.

Para la simulaciéon con MPM se emplearon elementos cuadrilaterales bilineales de 0.25m con
una particula por elemento, teniendo en total 4870 particulas en la simulacion. En la Figura
se presenta la discretizacion del problema mediante el codigo MPM-UN.

Antes de realizar la reduccion de parametros se realizé una etapa geostatica, para la cual
se empled el procedimiento de carga de gravedad suponiendo un estado de esfuerzos inicial
que se encuentre cercano al valor que equilibra la fuerza de la gravedad. El esfuerzo vertical
supuesto corresponde al esfuerzo de sobrecarga o, = vh, mientras que el esfuerzo horizontal
se supuso como o, = kgo,. Dado que este estado de esfuerzos inicial adoptado no tiene es-
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Figura 6-25. Discretizacién del talud analizado que falla por reducciéon de resistencia al
corte.

fuerzos cortantes, durante el procedimiento de carga de gravedad el estado de esfuerzos se
ajusta para equilibrar la fuerza de la gravedad (ver la Seccién [4.3.2)). En la Figura m se
muestra la distribucién del esfuerzo vertical ajustado al final de la etapa geostatica.
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Figura 6-26. Esfuerzo vertical al final del paso geostético.

Luego de obtener la distribucién de esfuerzos inicial, se procede con la reduccién progresiva
de la resistencia al corte del estrato superior, mediante una etapa dinamica con un coeficiente
de amortiguamiento a = 0.10. En esta etapa se empled un nimero de Courant C' = 0.40, por
lo cual el incremento de tiempo empleado en el andlisis numérico fue de At =1x 103s y
el tiempo total de simulacion de computador requerido empleando un procesador Intel Core
i5-6500 de 3.2 GHz fue de aproximadamente 2.5 horas.

En la Figura se ilustra la deformacién plastica equivalente para diferentes instantes de
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tiempo, para los cuales se observa la formacién de una primera zona de corte que delimita
un primer movimiento, a partir del cual se desencadena un movimiento de mayor dimension
por la pérdida de confinamiento de la parte superior del talud, produciéndose un un desliza-
miento retrogresivo, lo cual es consistente con un material que se ablanda por deformacién
(Cruden y Varnes, 1996). Es importante notar que el material superior, el cual tienen una
resistencia al corte baja se desliza sobre la superficie de contacto con el material inferior,
el cual posee una resistencia al corte mayor, interactuando en esta superficie mediante el
mismo modelo constitutivo.

Deformacion plastica equivalente €,

0.4
0.3

Q
0.2 1w
0.1

0.0

1.0
0.8
0.6 &
0.4
0.2
0.0

Coordenada y (m)

2.5

2.0

15

1.0

0.5

i 0.0
0 5 10 15 20 25 30 35

Coordenada x (m)

Figura 6-27. Deformacion plastica equivalente en el tiempo.

En la Figura y Figura se muestra la velocidad del deslizamiento para un tiempo
intermedio ¢t = 13.6 s, y la disposicién al final de la simulacién (t = 35 s) respectivamente.
Se observa que el movimiento del terreno tiene una velocidad méxima de 2.2m/s, lo cual
corresponde a un movimiento muy répido de acuerdo con Garcia-Yague (1966), y que al final
de la simulacién numérica el material se ha desplazado cerca de 15m, depositandose en la
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pata del talud en una forma mas estable, de acuerdo con los parametros de resistencia al
corte finales que tiene el estrato superior en este tiempo.
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Figura 6-28. Velocidad del proceso de falla a los t = 13.6 s.
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Figura 6-29. Desplazamiento del proceso de falla a los t = 35 s.

Los resultados anteriores muestran que mediante la formulacién dindmica implementada en
el codigo MPM-UN, es posible estudiar el proceso de un deslizamiento en el tiempo, inclu-
yendo las deformaciones grandes que conlleva el movimiento, y cuantificando a la vez las
distintas variables cinematicas del movimiento. Sin embargo, la reduccién de los pardametros
de resistencia al corte empleada en el andlisis de este problema se asocié al tiempo de si-
mulacién, por lo que se obtendria una representacion mas cercana a la condicion real, si se
emplea un modelo constitutivo con ablandamiento por deformacion (strain softening), para
que la reduccién en los parametros de resistencia esté asociada a la magnitud de deformacién
plastica (Wang et al., [2016]).



110 6 Validacién y aplicacién del Codigo

6.2.2. Analisis de sensibilidad de la distancia de viaje de un
deslizamiento

En el problema anterior se evaluaron las capacidades del Método del Punto Material im-
plementado en el codigo MPM-UN, para estudiar la cinematica de un deslizamiento. Sin
embargo, en dicho problema, la interacciéon de la masa deslizante con el estrato inferior se
realizé mediante el algoritmo “No-slip” implicito en la formulacién del MPM (ver la Seccién
, y de esta manera, la interaccién en la superficie de contacto entre los dos materiales se
establece mediante el mismo modelo constitutivo de los materiales. Por otra parte, en dicha
simulaciéon numérica se empled un coeficiente inico de amortiguamiento, o = 0.10, y no se
evaluo el efecto que tiene dicho valor en la simulacion, que como ya se mostré en el ejercicio
del colapso de una columna granular (ver la Seccién tiene una influencia importante
en la distancia de viaje del movimiento.

Para estudiar el efecto que tiene el coeficiente de amortiguamiento y el coeficiente de friccién
con la superficie de deslizamiento, en el comportamiento post-falla de un deslizamiento, se
estudi6 el talud de la Figura[6-30] el cual para los parametros definidos se encuentra en una
condicién inestable con un Factor de Seguridad de 0.75 obtenido mediante el Método del
Equilibrio Limite.
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Figura 6-30. Geometria de talud para estudio de influencia de pardmetros en el movimiento.

Ademas de considerar la influencia del coeficiente de friccion (p) y el coeficiente de amorti-
guamiento («), se estudio la influencia que tiene el dngulo de dilatancia (¢') y el médulo de
Young (E) en el comportamiento post-falla del deslizamiento. Se realizaron 72 simulaciones
para unos valores constante de cohesién ¢ = 2 kPa, dngulo de friccién ¢’ = 25°, densidad
p = 1800 kg/m? y relacién de Poisson v = 0.3, y con la combinacién de pardmetros listados
en la Tabla[6-4], en donde el coeficiente de friccién se varié entre un valor aproximadamente
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igual a la mitad de la tangente del angulo de friccién interno del material g = 0.2, y un valor
de p = 0.6, correspondiente a un angulo de friccion de 31°, el cual representa una superficie
medianamente rugosa. Por otro lado, el coeficiente de amortiguamiento («) se varié entre un
rango de 0.05 y 0.15, valores recomendados por diferentes autores para simulaciones con el
MPM (Ceccato, [2014; Soga et al., [2016]).

Tabla 6-4. Variacién de los parametros estudiados en los andlisis de la distancia de viaje de
un deslizamiento.

[« p | () |E(MPa) |
0.05 0.2 1 1
0.10 0.3 5 10
0.15 0.4 10
0.6

Para cada una de las simulaciones se realizé un primera etapa geostatica, en la cual se deter-
mino el estado inicial de esfuerzos en el talud mediante el procedimiento de carga de gravedad
(ver la Seccion [4.3.2)), empleando el modelo constitutivo lineal eldstico. Una vez obtenido
el estado de esfuerzos inicial, el andlisis se efectud aplicando un criterio de falla de Mohr-
Coulomb. A continuacion, se realizé una etapa dinamica, en la cual se desarrolla la superficie
de falla y se produce el movimiento de la masa inestable en el tiempo. Dicha simulacion en el
tiempo se realizo hasta que el deslizamiento se depositd en una forma estable, lo cual corres-
ponde a un tiempo de simulacién de entre 5 s y 6 s dependiendo de los parametros adoptados.

En la simulacién mediante el cédigo MPM-UN, se empled una malla uniforme de elemen-
tos cuadrilaterales bilineales con tamano de celda de 0.25m, con 4 particulas por elemento,
teniendo un total de 5580 particulas en la simulacién. En la Figura se ilustra la discre-
tizacion del problema, en la cual se incluyé un material inferior para considerar la friccién
en la base mediante el algoritmo de contacto con friccién de Coulomb descrito en la Seccién
[4.4 En las fronteras laterales del problema se emplearon condiciones de frontera de primer
orden que soélo restringen el movimiento lateral.

En este problema fue necesario emplear un nimero de Courant de C' = 0.2 para las simu-
laciones con coeficiente de amortiguamiento o = 0.15 y a = 0.10, y un niimero de Courant
de C' = 0.1 para coeficientes de amortiguamiento o = 0.05. En consecuencia, los incrementos
de tiempo At empleados en la solucién explicita del problema variaron entre 4 x 107%s y
2 x 107* s y los tiempos de simulacién de computador empleando un procesador Intel Core
i5-6500 de 3.2 GHz fueron del orden de 1 a 2.5 horas para cada una de las simulaciones.
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Figura 6-31. Discretizaciéon del problema de influencia de parametros.

En la Figura se presentan los resultados de la simulacién para el caso de un médulo de
Young F = 10M Pa, un coeficiente de amortiguamiento o = 0.10, un coeficiente de friccién
u = 0.2 y un angulo de dilatancia v» = 10°. En la Figura se muestra la deformacién
plastica equivalente para tres instantes de tiempo, en donde se puede observar la formacion
de la zona de corte (Shear band), y el movimiento de la masa inestable hasta alcanzar una
geometria estable. El movimiento desarrollado por este talud esta controlado principalmente
por el deslizamiento sobre la superficie de contacto, dado que la fuerza tangente a la superficie
aplicada por el movimiento de la masa inestable supera la fuerza maxima de friccién del
contacto friccional.

En los resultados para un ¢t = 5s de la Figura [6-32] se ilustra que la distancia de viaje del
deslizamiento, definida como el desplazamiento de la pata del talud entre las condiciones
inicial y final de analisis, es de aproximadamente 5.5 m. Teniendo en cuenta que la distancia
de viaje de la masa inestable es importante para cuantificar las consecuencias de los desliza-
mientos (McDougall, [2017)), se evalu6 la variacién de dicha cantidad en las 72 simulaciones
realizadas. En la Figura|6-33| se presenta la distancia de viaje obtenida de las simulaciones
para diferentes magnitudes de coeficiente de friccién, coeficiente de amortiguamiento, angulo
de dilatancia, y para un Moédulo de Young constante £ = 10 M Pa.

En la Figura se aprecia una influencia clara entre el coeficiente de friccion y la dis-
tancia de viaje, en donde a mayor friccion se obtiene un desplazamiento menor, igualmente
se observa que las curvas tienen un punto de inflexion, para el cual la distancia de viaje
varia en proporcién baja para valores de p mayores al del punto de inflexiéon. Dicho punto
de inflexion corresponde al coeficiente de friccion limite, en donde independientemente del
aumento del coeficiente de friccion, el deslizamiento sobre la superficie es minimo. En la Fi-
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Figura 6-32. Evolucién de la deformacién plastica equivalente para el caso de E = 10M Pa,
a=0.10, p =0.2 y ¢» = 10°.

gura también se muestra una relacion directa entre el coeficiente de amortiguamiento
a y la distancia de viaje, en el cual a mayor amortiguamiento, se produce una distancia de
viaje menor. Este comportamiento es consistente con el efecto del amortiguamiento en la
formualcién del MPM, puesto que a mayor valor de «, se produce una disipacion mas rapida
de la fuerza de desbalance entre fuerzas externas e internas, y en consecuencia la velocidad
del movimiento es menor.

Los resultados de la Figura para diferentes valores de dngulo de dilatancia, indican
que a mayor dilatancia se produce mayor desplazamiento. Este comportamiento se debe a
que en las simulaciones realizadas no se consideraron cambios en las presiones de poros; por
consiguiente, el Unico efecto de la dilatancia es el de controlar la cantidad de deformacién
plastica volumétrica que ocurre durante el proceso de plasticidad por cortante. De esta
manera, para angulos de dilatancia mayores se producen deformaciones plasticas mayores,
como se aprecia en las configuraciones finales para los dos angulos de dilatancia extremos en

la Figura |6-34}
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Figura 6-33. Variacién de la distancia de viaje con el coeficiente de friccion, el coeficiente
de amortiguamiento y el angulo de dilatancia para el caso de £ = 10M Pa.

Ademas de producirse mayores deformaciones plasticas cuando el angulo de dilatancia es
mayor, existe también una energia de disipacion menor. Para aclarar el concepto anterior en
la Figura [6-35] se presenta la variacién de la energia cinética, la energfa potencial, la energia
de deformacion elastica y la energia de disipacién en el tiempo; para el caso de un Mddulo de
Young E = 10 M Pa, un coeficiente de fricciéon p = 0.4, un coeficiente de amortiguamiento
a = 0.05, y para los dos valores extremos de angulo de dilatancia considerados. En la Figura
se puede apreciar que la energia de deformacion elastica y la energia de disipacion
son menores cuando el angulo de dilatancia es mayor, lo cual es el resultados de mayores
deformaciones plasticas (ver la Figura|6-34)), y ésta es la razén por la cual se produce una
distancia de viaje mayor cuando el angulo de dilatancia es mayor.

En los resultados presentados hasta el momento, no se ha considerado el efecto que tiene la
compresibilidad del material, es decir el efecto del médulo de Young E en la distancia de
viaje del deslizamiento. Para tal fin, en la Figura[6-36]se muestra la variacién de la distancia
de viaje con el coeficiente de friccién, para los dos médulos de Young considerados, y para
distintos coeficientes de amortiguamiento, mientras que el angulo de dilatancia se mantuvo
constante en un valor 1) = 5°.

En la Figura se puede observar que para coeficientes de friccién bajos se produce un
desplazamiento mayor cuando el material es mas rigido, mientras que para coeficientes de
friccién altos el desplazamiento mas grande se da cuando el material es méas compresible.
Este comportamiento se explica por el hecho que para los coeficientes de friccion bajos, el
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Figura 6-34. Diferencias en la deformacién pléstica equivalente €, en funcién del angulo de
dilatancia ¢, para £ = 10 M Pa, « = 0.05 y p = 0.4.

mecanismo principal de movimiento es el deslizamiento y en consecuencia si el cuerpo se
deforma mas, se disipa mayor energia por deformacién, resultando asi en un movimiento
menor. Por otro lado, cuando la friccion es mayor, el mecanismo principal de movimiento es
la deformacion del material que pasa por encima de la pata del talud y por consiguiente los
mayores desplazamientos ocurren para el material mas compresible. Este comportamiento
se puede observar en la Figura [6-37] en donde se ilustra la diferencia en el proceso de
deformacién para los dos valores extremos del coeficiente de friccién (p) considerados.

Los resultados de la simulacién numérica presentados muestran que el Método del Punto
Material es una herramienta 1til en el estudio de deslizamientos, puesto que con este método
es posible estudiar tanto el inicio de la falla, como la propagacion de la masa deslizada, y la
depositacion del material. En consecuencia, el MPM puede ser empleado para cuantificar las
deformaciones de procesos de remocién en masa. Es importante notar que en la actualidad
la distancia de viaje de deslizamientos normalmente se estima mediante relaciones empiricas
como el dangulo de alcance (Rickenmann, 2005), o mediante modelos numéricos que solucio-
nan ecuaciones de flujo, en donde no se considera la formacién de la superficie de falla, por
lo que el volumen de material deslizado es definido arbitrariamente (McDougall, [2017)).
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Figura 6-35. Variacién de la energia en funcién del dngulo de dilatancia, para £ = 10M Pa,
a=0.05y p=0.4.

Ademas, los anédlisis efectuados muestran los efectos que tienen distintos parametros, tales
como, el coeficiente de amortiguamiento, el coeficiente de friccién, el médulo de Young y el
angulo de dilatancia, en la distancia de viaje del deslizamiento. Mostrando que el coeficiente
de amortiguamiento tiene una influencia importante y por lo tanto es un parametro que
se debe calibrar en cada simulaciéon con el MPM, y que el efecto de la compresibilidad del
material depende de cudl es el mecanismo principal de movimiento, entre el deslizamiento
y la deformacion, resaltando entonces que el modulo de Young es una variable que se de-
be considerar para determinar la distancia de viaje de un deslizamiento, y que ésta no es
una variable despreciable como lo sugiere Wang (2017) al argumentar que la mayoria del
movimiento ocurre por plasticidad.
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7. Conclusiones y recomendaciones

Esta tesis se centra en el estudio de problemas geomecanicos de deformaciones grandes me-
diante el Método del Punto Material (MPM). Este método numérico hace uso de una doble
discretizacion: una serie de particulas Lagrangianas que contienen todas las variables de
estado y una malla Euleriana, la cual permanece fija durante la simulaciéon y en donde se
soluciona la ecuaciéon de movimiento. Puesto que la malla no almacena informacion perma-
nente, ésta se puede reinicializar en cada incremento de tiempo, permitiendo de esta manera
la simulacion de deformaciones grandes en materiales histérico-dependientes, sin los proble-
mas de distorsiéon de malla del FEM Lagrangiano, ni la presencia de términos convectivos
de las formulaciones netamente Eulerianas.

El objetivo principal de esta investigacion es la implementacion numérica del Método del
Punto Material para aplicaciones geotécnicas de deformaciones grandes en condiciones bi-
dimensionales y bajo cargas estaticas, de manera que la Universidad Nacional de Colombia
cuente con un coédigo abierto del MPM para apoyar las labores de docencia e investigaciones
futuras. En este documento se presenta un estado del arte del MPM, los aspectos tedricos
mas importantes del método, y los rasgos importantes adoptados en la formulaciéon emplea-
da y la codificacion del método en el programa MPM-UN, con el propdsito de facilitar el
futuro uso del cédigo. En este capitulo, se resumen los rasgos teéricos y numéricos mas im-
portantes del método, asi como las conclusiones de los ejercicios de validacion y aplicacién
presentados, y por ultimo se presenta una serie de recomendaciones y se sugieren temas para
investigaciones futuras empleando el cédigo MPM-UN.

7.1. Conclusiones

A continuacion, se presentan las principales conclusiones agrupadas en cuatro ejes tematicos
fundamentales en el desarrollo del programa MPM-UN.

Formulacion del Método del Punto Material adoptada en el programa MPM-UN

En la implementaciéon numérica del MPM se adopté la formulacion original del método
(Sulsky et al., [1994), la cual es una formulacién dindmica que soluciona la ecuacién de con-
servacion de la cantidad de movimiento incluyendo los términos inerciales. Esta formulacion
se codificé en conjunto con el amortiguamiento local no viscoso de Cundall y Strack (1979),
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con lo cual es posible solucionar problemas cuasi-estaticos o dinamicos, dependiendo del co-
eficiente de amortiguamiento o empleado. Ademas se implementé el algoritmo de contacto
con friccién de Coulomb desarrollado por Bardenhagen et al. (2000), para considerar la in-
teraccion entre cuerpos.

A partir de la revisién bibliogréfica realizada, se consideré conveniente emplear una formula-
cién dindmica, con la cual es posible solucionar problemas cuasi-estaticos, y a su vez, permite
considerar la naturaleza dindamica de algunos procesos de falla en geotécnica. A pesar de es-
to, los problemas de validacion y aplicacién presentados se restringieron a cargas estaticas y
cuasi-estaticas, en concordancia con el objetivo planteado en esta investigacion.

La solucién en el MPM de la ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento, en
el tiempo se codificé mediante el algoritmo explicito de Euler hacia adelante, por lo cual
el incremento de tiempo a emplear en la solucion se encuentra restringido por la Ley de
Courant-Friedrichs-Levy (CFL). De acuerdo con diversos autores el incremento de tiempo
necesario para la convergencia en el MPM es en general menor que en el FEM, esto se pudo
comprobar a través de las distintas simulaciones, en donde para problemas cuasi-estaticos
fue necesario emplear nimeros de Courant alrededor de 0.5, mientras que para problemas
dindmicos (soluciones en el tiempo) fue necesario emplear nimeros de Courant entre 0.1 y 0.5.

En el esquema de solucion empleado, se puede presentar el problema de masas pequenas, el
cual consiste en la obtencion de valores de esfuerzos que no son fisicamente correctos, como
consecuencia de valores de masa nodal pequenos que producen aceleraciones y velocidades
nodales que tienden al infinito. Para mitigar dicho error en esta tesis, y debido a que este
problema solo tiene efectos en el calculo de los esfuerzos y las deformaciones, se empled la
Actualizacién Modificada de Esfuerzos en Ultimo lugar (MUSL). Esta metodologia consiste
en calcular la velocidad nodal mediante la transferencia de la velocidad de las particulas, y
no directamente de la integracién de la aceleracion nodal; por lo que es necesario transferir la
cantidad de movimiento de las particulas a los nodos dos veces, la primera para la formacién
de la ecuacion nodal y la segunda para el calculo de la velocidad nodal.

Otro de los problemas méas comunes en el MPM es la oscilacion de esfuerzos, la cual se
debe principalmente al cruce de particulas de elemento a elemento, ya que las particulas
son empleadas como puntos de integracion. Para mitigar este problema, los investigadores
del MPM han creado diferentes variaciones del método, que buscan extender el dominio de
las funciones de forma de los elementos (Método del Punto Material de doble dominio -
DDMPM) o definir un volumen espacial para cada particula (MPM con interpolacién gene-
ralizada - GIMP), a pesar de que estas metodologias han mostrado un buen comportamiento
para reducir la oscilacién de los esfuerzos, éstas aumentan considerablemente los tiempos de
calculo, haciéndolas poco llamativas a la hora de solucionar problemas geotécnicos reales.
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De acuerdo con lo anterior, en este trabajo se empled la integracién mixta propuesta por
Beuth (2012)|en problemas cuasi-estaticos, la cual emplea integracién Gaussiana tal cual co-
mo en el Método de los Elementos Finitos en los elementos completamente llenos. Mientras
que para problemas dinamicos no se emple$ ninguna modificacién, teniendo en cuenta que
la integracién mixta no cumple el principio de conservacién de la energia, de manera que
para problemas dindmicos, si se presentan los problemas de oscilacion inherentes al método.

En términos generales el MPM es un método computacionalmente mas costoso que el FEM,
debido a que en cada incremento de tiempo se deben identificar las particulas que se encuen-
tran dentro de cada elemento, para posteriormente realizar la transferencia de informacién
a los nodos de la malla Euleriana. Para lograr una implementacion eficiente del Método,
se empleé una matriz de masa agrupada, en lugar de una matriz de masa consistente, la
cual es una matriz diagonal en donde cada término es la suma de los términos de la fila
correspondiente de la matriz de masa consistente. Esto permite que la solucién en el tiempo
se realice a través de una operacion término a término, en lugar de solucionar un sistema de
ecuaciones. Adicionalmente, el sistema de ecuaciones nodales en cada incremento de tiempo
se construye unicamente para los nodos que reciben contribucion de las particulas, reducien-
do asi el tamano del sistema de ecuaciones a solucionar.

Un rasgo importante en toda simulaciéon numérica es el modelo constitutivo implementado,
puesto que éste controla la relacién entre el cambio de esfuerzos y deformaciones y por lo
tanto define el comportamiento del material. En el codigo MPM-UN se implementaron dos
modelos, un modelo lineal elastico y un modelo perfectamente plastico con criterio de falla
de Mohr-Coulomb y ley de flujo no asociada; este ultimo aproximado mediante el modelo
de Mohr-Coulomb Hiperbdlico Redondeado desarrollado por Abbo y Sloan (1995) para eli-
minar las singularidades del modelo que producen problemas numéricos en la integracion de
esfuerzos. Este modelo se implemento6 de tal forma que funciona también para un angulo de
friccién y de dilatancia igual a cero, con lo cual es posible emplear también el criterio de
falla de Tresca.

La actualizacion de los esfuerzos en el modelo elastoplastico se realizé mediante un algoritmo
de integracién de esfuerzos explicito, el cual no requiere el calculo de las segundas derivadas
de la funcién de fluencia y el potencial plastico, lo cual supone una ventaja respecto a los
algoritmos de integracién implicitos. Ademds, se implementd el esquema de correccion de
derivas de esfuerzos propuesto por Sloan et al. (2001), con lo cual se garantiza que el estado
de esfuerzos siempre retorne a la superficie de fluencia.

En el nivel actual de desarrollo, el codigo MPM-UN permite solucionar tanto problemas bajo
cargas cuasi-estaticas, como estudiar la naturaleza dinamica de algunos procesos de falla en
geotecnia de suelos secos y saturados en condicién drenada y no drenada, sin cambios en las
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presiones de poros.

Implementacion del programa MPM-UN

La codificacién del MPM se realizé en el lenguaje de programacién Python, mediante la
filosofia de cédigo abierto; en consecuencia, el programa desarrollado consiste en una serie
de funciones con las cuales es posible solucionar problemas geomecanicos mediante el MPM.
Para ejecutar el programa, el usuario debe construir una subrutina principal de calculo de
acuerdo con el problema particular a solucionar.

El lenguaje de programacién Python, fue elegido para la implementacién teniendo en cuenta
que es un lenguaje interpretado con una sintaxis muy intuitiva, por lo que no se requieren
conocimientos avanzados en programacién para la utilizacién del cédigo. Ademds, Python
es un lenguaje libre a cédigo abierto, por lo que el c6digo MPM-UN puede ser ejecutado en
cualquier equipo y sistema operativo sin tener restriccion de licencia.

Los lenguajes dindmicos como Python son eficientes realizando operaciones vectorizadas,
pero ineficientes para ejecutar ciclos. Teniendo en cuenta que en el MPM se requieren realizar
ciclos en los nodos de la malla Euleriana y en las particulas, para realizar la transferencia
de informacién de las particulas a los nodos y viceversa, se empled el decorador @Qnjit del
paquete Numba en las funciones con ciclos for. Este decorador permite compilar los ciclos
bajo el esquema “Just-in-time”, lo cual mejora la eficiencia en mas de 100 veces de acuerdo
con la comparaciéon de los tiempos de ejecucion realizada. De esta manera, en el cédigo
desarrollado se logré6 mantener una sintaxis simple, compacta y facil de leer, manteniendo
una eficiencia comparable a la de los lenguajes de programaciéon compilados.

Validaciéon del programa MPM-UN

El programa MPM-UN se validé mediante la soluciéon de cinco problemas simples: la vi-
bracion axial de una barra empotrada, la capacidad portante de un cimiento continuo, el
deslizamiento de un disco sobre un plano con friccién, un talud elastoplastico que falla por
incremento de la gravedad y el problema de colapso de una columna granular. Los resultados
obtenidos con el MPM-UN para los primeros tres ejercicios se compararon con sus respectivas
soluciones tedricas, mientras que los resultados de los problemas restantes se compararon con
los resultados obtenidos de simulaciones con Elementos Finitos, y algunos resultados experi-
mentales reportados en la literatura. A partir de las comparaciones efectuadas se evaluaron
las capacidades del codigo para la simulacion de problemas tanto elasticos como elastopléasti-
cos con criterio de falla de Tresca y de Mohr-Coulomb, asi como la simulacién de problemas
cuasi-estaticos y dinamicos.
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Mediante el problema de capacidad portante de un cimiento continuo se puso a prueba el
coédigo para la simulacion de problemas en condiciones no drenadas, encontrando que la
solucion mediante el MPM sobreestima ligeramente los valores de carga tltima. Esta sobres-
timacién se debe al bloqueo volumétrico y a la dificultad de simular problemas en condicién
no drenada, en donde el material tiene un médulo volumétrico (Bulk) alto. De acuerdo con
lo anterior, errores pequenos en las deformaciones provocan errores significativos en los es-
fuerzos.

A partir de la simulacién de un talud elastoplastico que falla por incremento de la fuerza de
peso propio, se determinaron las ventajas del MPM respecto al FEM para la simulacién de
problemas de deformaciones grandes. En este ejercicio, la simulacién realizada con el progra-
ma ABAQUS alcanzé un limite para un valor de aceleracién de la gravedad de 3.42m/s?,
debido a las distorsiones grandes de los elementos localizados en la pata del talud. En con-
traste, el mismo ejercicio simulado en el cédigo MPM-UN no present6 ningin problema de
convergencia, y el valor de gravedad se pudo incrementar hasta el valor previsto de 9.81m/s%.
Asimismo, en dicha simulacién se ilustran las capacidades del MPM para simular el proceso
completo de un deslizamiento, desde la formacion de la superficie de falla, hasta la deposi-
tacion del material en una forma estable.

Para el problema del colapso de una columna granular, se replicé el trabajo experimental
de Lube et al! (2007). En los trabajos de Solowski y Sloan (2013) y Hamad (2014)| en donde
se simuld este mismo problema mediante el MPM, se concluyod que el efecto de la rugosidad
en el plano es despreciable, debido a que la mayoria del movimiento se produce sobre el
material que ya se ha depositado. Sin embargo, en la presente tesis se realizé6 un analisis
de sensibilidad del coeficiente de friccién en la base, encontrando que esta variable tiene un
incidencia importante en los resultados, por lo cual es necesario considerar la interaccion en-
tre la arena y la base para representar adecuadamente el comportamiento real del problema.
Adicionalmente, en este ejercicio se empled un coeficiente de amortiguamiento o = 0.10, para
considerar la disipacion de energia por fricciéon cuando los granos de arena rotan durante el
movimiento. Lo anterior resalta la importancia del coeficiente de amortiguamiento, el cual
no solo le aporta estabilidad numérica a la solucion, sino que también permite considerar el
amortiguamiento que el modelo constitutivo no es capaz de capturar. Sin embargo, el valor
a emplear de esta variable depende del problema particular a solucionar, y por lo tanto se
debe calibrar de acuerdo con el ejercicio a analizar.

El funcionamiento correcto del algoritmo de integracién de esfuerzos explicito, se validé
mediante los distintos ejercicios presentados, en donde se obtuvieron resultados satisfactorios,
incluso para problemas en donde al inicio de la simulacion se tienen estados de esfuerzos por
fuera de la superficie de fluencia y donde se producen deformaciones extremas, de hasta
1000 %, como el colapso de una columna granular.
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Aplicaciones geotécnicas realizadas con el programa MPM-UN

De los ejercicios de validacion realizados se establecié que una de las areas de aplicacion
prometedoras en geotecnia del MPM, es el andlisis de deslizamientos, debido a que con este
método es posible simular todo el proceso de deformacién. Para investigar este campo de
aplicacion, se simul6 la falla de dos taludes y se estudio el comportamiento post-falla. Pri-
mero se simulé un talud inicialmente estable con material tipo Tresca, al cual se le realizo
una reduccién progresiva de los parametros de resistencia al corte hasta unos valores finales
previamente definidos. En esta simulacion se pudo reproducir una falla retrogresiva, la cual
es consistente con un material que se ablanda por deformacion, y se evaluaron variables
cinematicas diferentes como la velocidad, lo cual es una de las ventajas de la formulacién
dindmica empleada.

En el ultimo ejercicio considerado se estudié un talud simple en condicién inestable y se eva-
luo el efecto de distintos parametros en la distancia de viaje del movimiento. De este analisis
se estableci6 que para un angulo de dilatancia mayor, la distancia de viaje del movimiento
es mayor, lo cual se debe a que el efecto de la dilatancia es controlar la cantidad de deforma-
cion volumétrica plastica durante el corte. En consecuencia, un angulo de dilatancia mayor
produce deformaciones plasticas mayores y de la misma manera, la disipacién de energia
por deformacién elastica obtenida es menor. Este comportamiento se comprobé mediante el
analisis del balance de energia, obteniendo que la energia de disipacién es menor para valores
altos de dilatancia.

Otro efecto importante encontrado en las simulaciones, es la influencia de la compresibilidad
del material, la cual Wang (2017)| consideré con una influencia menor en la distancia de
viaje, teniendo en cuenta que el movimiento se produce principalmente por plasticidad. Sin
embargo, en las simulaciones realizadas con el MPM-UN se encontré que para coeficientes de
friccién bajos en la base del talud se produce un desplazamiento mayor cuando el material
es mas rigido. Esto se debe a que el mecanismo principal de movimiento es el deslizamiento
en la base, por que cuando el material es mas comprensible hay una disipacién mayor de
energia por deformacion elastica. En contraste, cuando el coeficiente de friccion en la base es
alto, la distancia de viaje mas grande se da para el caso del material con el Mdédulo de Young
méas bajo, dado que el mecanismo principal de movimiento en este caso, es la deformacion
del material.

El enfoque tradicional para evaluar la distancia de viaje de un deslizamiento, es mediante
relaciones empiricas, o definiendo el volumen de la masa deslizada con anélisis de Elementos
Finitos, y estudiando el movimiento a partir de modelos hidrodindamicos. De esta manera,
el MPM se presenta como una variante a los métodos tradicionales, ya que permite estudiar
el proceso completo de deformacion de un deslizamiento, desde la formacion de la superficie
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de falla, el movimiento de la masa deslizada, hasta la depositacion del material. Ademaés,
debido a su formulacion dindmica, el MPM puede estudiar variables cineméticas diferentes, y
la evolucién de la energia a lo largo del movimiento, por lo que este método se puede emplear
incluso para evaluar las consecuencias de los procesos de remocién en masa, evaluando las
fuerzas de impacto sobre estructuras.

La serie de simulaciones realizadas en este trabajo muestran que el cédigo MPM-UN es
una herramienta versatil para la simulaciéon de problemas geomecanicos de deformaciones
grandes, ya que integra un modelo elastoplastico de uso cotidiano en la ingenieria de diseno
y de facil calibracion, asi como un algoritmo de contacto friccional para considerar el con-
tacto entre cuerpos. Asimismo, se demostré que con la herramienta desarrollada es posible
representar adecuadamente procesos de deformacién complejos como deslizamientos y flujo
de detritos.

7.2. Recomendaciones

El c6digo MPM-UN desarrollado esta basado en la formulacién de Sulsky et al, (1994) para
una fase material, es decir, que éste permite simular suelo seco y suelo saturado, en condi-
cién no drenada, en donde el equilibrio suelo-agua se considera en conjunto, asi como suelo
saturado en condiciones drenadas, en donde no hay incremento de presiones de poros. Sin
embargo, esta formulacién no puede considerar condiciones parcialmente drenadas en las que
se produce flujo del liquido y cambios en las presiones de poros. Lo anterior constituye una
limitante importante del codigo MPM-UN, puesto que los problemas geotécnicos reales, en
general, dependen de los cambios en las presiones de poros. De esta manera, una posible
mejora en una investigacion futura con base en el cédigo MPM-UN, es la inclusion de la
segunda fase material, para considerar la fase liquida del suelo. Esta implementacién podria
ser mediante la formulacién de uinico punto (Zabala y Alonso, [2011)) que emplea la ecuacién
de movimiento de la mezcla suelo-agua o mediante una formulacién de doble punto (Bandara
y Soga, [2015)), con la cual se puede considerar también el flujo libre.

En el problema de un talud que falla por reduccién de los parametros de resistencia al
corte, la reduccion de la resistencia del suelo se realizd a una tasa constante en el tiempo.
Se recomienda realizar esta reduccion incorporando al cédigo un modelo elastoplastico con
ablandamiento por deformacion (strain softening), el cual considera la reduccién de resisten-
cia segun la cantidad de deformacion plastica. Esta variante en el modelo constitutivo puede
ser implementada en futuras investigaciones modificando ligeramente el algoritmo codificado
de actualizacion de esfuerzos. De esta forma, se puede representar en forma mas adecuada
los procesos de falla, puesto que con el mismo modelo constitutivo se podria representar el
comportamiento pre y post-falla del material (Soga et al., 2016; Wang et al., |2016).
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Una de las limitaciones mas grandes del codigo MPM-UN es que sélo es posible trabajar con
mallas Eulerianas estructuradas rectangulares, por lo que no es posible realizar refinamien-
tos locales en las zonas de interés. Esta limitacién es de interés en problemas geomecanicos,
en donde la falla en general se concentra en una zona de corte y puede representar una
limitacion mas grande del c6digo MPM-UN en caso de emplear en el futuro un modelo con
ablandamiento por deformacion, teniendo en cuenta los problemas de dependencia de malla
que presenta este tipo de modelo (Belytschko et al., [1986)). En consecuencia, se recomienda
a futuro incorporar mallas Eulerianas no-estructuradas que permitan realizar refinamientos
locales, para lo cual se debe implementar un algoritmo de bisqueda eficiente, el cual permi-
ta determinar en cual elemento se encuentra cada una de las particulas en cada instante de
tiempo, sin que esto afecte considerablemente la eficiencia del método.

En el cédigo MPM-UN, el problema de oscilaciéon de esfuerzos se mitigé mediante la meto-
dologia de integracién mixta de Beuthl (2012)| para problemas cuasi-estaticos, no obstante,
para los problemas dinamicos no se incorpord ninguna mejora, por lo que los problemas de
oscilaciones estan presentes en los resultados de este trabajo. En consecuencia, se sugiere
realizar esta modificaciéon en trabajos futuros, para lo cual se recomienda considerar una
variante como el Método del Punto Material de Doble Dominio (Zhang et al., 2011) o la
utilizacion de funciones B-spline (Tielen, 2016), las cuales han mostrado ser adecuadas para
obtener una mejor representacion de esfuerzos, y que a diferencia de las demés variantes
existentes, permiten ser implementadas con mallas no-estructuradas.

El cédigo MPM-UN en su version actual sélo permite analizar la interaccion entre dos cuer-
pos. Una mejora del codigo es la de incluir la posibilidad de interaccion entre varios cuerpos,
lo cual sucede por ejemplo en las estructuras de contencion, en la cuales hay varios elementos
estructurales (puntales, anclajes y muros) interactuando con el suelo.
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En problemas mecédnicos se tienen cantidades escalares, vectoriales y tensoriales. Las pri-
meras son cantidades caracterizadas unicamente por las magnitudes, como es el caso de la
masa (m) y la temperatura (). Por otro lado, las cantidades vectoriales son aquellas que
ademéds de magnitud poseen direccién y sentido, como es el caso del desplazamiento (u) o la
velocidad (v).

Las componentes de cualquier cantidad vectorial se pueden expresar en forma matematica
una vez se define un sistema coordenado, como el sistema coordenado rectangular x, x5, 3,
el cual cumple la regla de la mano derecha, que se presenta en la Figura[A-1] En la primera
parte de la Figura[A-1]se muestran los vectores unitarios e;, e y €3, cuya direccién y sentido
esta dada por los semiejes positivos x1, xo v x3, por lo que dicho vectores forman una base
orto-normal en el espacio R? (Linero y Garzén, 2010).

X, X,
ae,
e, . a=ae,
€ X 2 Xy

o e ae

1€
e a;€, €,

3
X, (a) X, (b)

Figura A-1. Descomposicién de las componentes de un vector (Linero y Garzén, 2010).

De esta manera las componentes de un vector a en el sistema coordenado x1,xs,x3, se
calculan como la proyeccion de dicho vector sobre los ejes coordenados, lo anterior se expresa
matematicamente como la sumatoria de los productos entre las componentes y el vector
unitario, tal como se indica en la Ecuacién [A-1]

a=aie; + azes + azes (A-l)
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Por ltimo, las cantidades tensoriales ademés de magnitud y direccion, también se encuentra
caracterizadas por la direccién del punto de aplicacién, este es el caso de los esfuerzos y las
deformaciones, lo cual depende de la orientacion de la superficie en donde se mide.

Por lo tanto, las cantidades tensoriales se encuentran definidas por dos o ma&s vectores.
Por ejemplo una fuerza que actiia sobre una superficie, se puede representar mediante el
producto tensorial o producto diddico (®) entre el vector que indica la magnitud y direccién
de la fuerza y el vector que establezca la orientacién de la superficie. En forma general
el producto diddico entre los vectores a y b en el sistema coordenado x1, xs, x5 se define
como la combinacion lineal de productos diadicos entre los vectores base, y por lo tanto esta
operacion se define en términos de sus componentes por medio de la Ecuacion (Linero
y Garzén, 2010).

a® b = a1b1(81 X el) + a1b2(61 & 62> + albg(el X 63)+
+asbi (e ® e1) + asba(er ® e3) + asbs(er ® es)+ (A-2)
+&3b1 (63 X el) + ang(eg X 62) -+ agbg(eg X 83)

En esta tesis las cantidades escalares se expresan mediante letras latinas o griegas en miniscu-
la, las cantidades vectoriales mediante letras latinas en negrilla, mientras que las cantidades
tensoriales se simbolizan mediante letras mayusculas en negrilla, con excepcién del tensor de
esfuerzos (o) y deformaciones (&), los cuales se expresan mediante letras griegas mintsculas
en negrilla. Esta notacion se conoce como notaciéon tensorial o notacion compacta, y permite
un tratamiento unificado independiente del sistema coordenado.

Sin embargo, en ocasiones es necesario expresar las componentes de un tensor en un sistema
coordenado dado, para esto es necesario emplear una notacién matricial o notacién indicial,
las cuales se describen brevemente a continuacion.

Notacion matricial

Esta notacién emplea arreglos rectangulares de elementos conocidos como matrices, en donde
los coeficientes de las cantidades vectoriales o tensoriales se organizan en filas y columnas.
Las matrices se denotan mediante una letra en negrilla entre corchetes y sus coeficientes
mediante la misma letra acompanada de dos subindices, en donde el primer subindice define
el nimero de la fila y el segundo el nimero de la columna (Linero y Garzén, 2010).

De acuerdo con lo anterior, las cantidades vectoriales se expresan mediante matrices columna
de tres filas en un espacio tridimensional, o mediante matrices columna de dos filas en un
espacio bidimensional, en donde los coeficientes son las componentes de la cantidad vectorial
correspondiente. De esta manera las componentes del vector a de la Ecuacién se pueden
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expresar en notaciéon matricial por medio de la ecuacion [A-3|

a= [ ap ay as }T (A-3)

Del mismo modo la cantidad tensorial definida por el producto diadico del vector a y b en
la Ecuacién se puede expresar mediante una matriz cuadrada de dimension 3 x 3, como
se indica en la Ecuacién [A=4]

aq bl a1b2 CL1b3
a® b = (lgbl a2b2 a2b3 (A—4)
asby azby asbs

En la ecuacion anterior es posible expresar dicho tensor en notacion matricial debido a que
éste es un tensor de segundo orden. Por otra parte un tensor de tercer orden se tendria
que expresar mediante un arreglo tridimensional, y los tensores de orden superior mediante
arreglos multidimensionales, los cuales son practicamente imposibles de representar.

Notacion indicial

Debido a la falta de generalidad de la notacién matricial para expresar las componentes de
tensores de orden superior, en la Mecanica del Medio Continuo es comun emplear la notacién
indicial para representar de manera simplificada las operaciones tensoriales. Esta notacion
representa un tensor mediante la combinacién lineal del producto vectorial de sus componen-
tes con los vectores unitarios, omitiendo el signo de sumatoria, y dejando implicita la suma
cuando se tienen subindices repetidos. De esta manera un tensor A de orden n se puede
expresar en funcion de sus componentes mediante la Ecuacién (Linero y Garzon, 2010).

A= ZZ e ZAz]n(ez X ej X e ®en) = 14”,1(6Z ®ej SR ®en) (A-5)
i j n

Empleado la notacién indicial, el vector a de la Ecuacion se puede expresar por medio
de la Ecuacién [A-6], en donde el subindice repetido ¢ denota la sumatoria entre 1 y 3 para
un sistema coordenado rectangular tridimensional, o entre 1 y 2 en un sistema coordenado
bidimensional.

a = a;€e; (A-6)

De manera similar, el tensor de segundo orden de la Ecuacion se puede expresar mediante
la Ecuacién [A-7] en donde los subindices ¢ y j denotan una doble sumatoria entre 1y 3 en
un sistema tridimensional.

a®b=abjle; ®ej) (A-7)
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Para efectos practicos, el vector unitario (e;) de la Ecuacién y las diadas unitarias (e;®b;)
de la Ecuacion se omiten, dejando implicito que las componentes a; y b; corresponden
a la magnitud de la proyeccion en el vector unitario e;. Por lo tanto, el producto contraido
entre un tensor A de segundo orden y un vector b, se puede expresar en notacion indicial
mediante la Ecuacién [A-8

C; = Aijbj (A_8)

En donde el subindice repetido j establece la sumatoria del producto de las componentes,
mientras que el subindice 7 establece un conjunto de ecuaciones escalares independientes, por
lo que dicha operacién se puede representar mediante la Ecuacién [A-9] la cual corresponde
al producto entre la matriz A y la matriz columna b.

S Aubs
¢ = Ajjbj = 23:1 Agjb; (A-9)
S0 Asjb,

Para expresar ciertas operaciones en notacion indicial, se emplean algunos operadores espe-
ciales, como el Delta de Kronecker y el Operador permutacion. El Delta de Kro-
necker corresponde a una funcién de dos variables enteras positivas, la cual toma un valor
de 1 cuando las variables son iguales, o de 0 cuando son diferentes (Linero y Garzoén, 2010)).
Esta funcién se indica como ¢;; y se expresa matematicamente mediante la Ecuacion .

L
by=4 . 7 (A-10)
0 i#j

Por otro lado, el Operador permutacion corresponde a una funcién de tres variables
enteras positivas, cuyo resultado depende de como se ordenen los tres subindices 1, 7, k, los
cuales se pueden ordenar mediante una permutacién par o impar como se indica en la Figura

[A-2]

El operador permutacion retorna un valor de 1 para el caso de permutacion par, un valor de
—1 para permutacion impar, y un valor de 0 cuando se tienen subindices repetidos, por lo
tanto, dicha funcién se expresa en notacién indicial mediante la Ecuacién

ok = 50— )G = W)k =) (A-11)

A manera de resumen y para resaltar las ventajas de la notacién indicial, en la Tabla
se listan las operaciones mas comunes entre tensores para la notacién tensorial, la notacién
indicial y la notaciéon matricial.
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3 2 3 2

permutacion par permutacion impar

Figura A-2. Permutacién par e impar (Linero y Garzoén, 2010)

Tabla A-1. Notacién tensorial, indicial y matricial.

Oberacién Notacién Notacion Notacion
P tensorial indicial matricial
Producto escalar a=a-b a = ab; a = [a]T[b]
Producto vectorial c=axb Ci = Pijka;by
Producto tensorial C=a®b Cij = a;b; [C] = [a][b]"
Producto contraido
vector - tensor c=A-b ¢i = Aijb; [e] = [Allb]
Producto contraido
tensor - tensor C=4-C Cij = AixBr; [e] = [A][B]
Producto doble contraido W= A:C o = Ay
tensor - tensor
Producto doble contraido
tensor4 - tensor2 C=A:C Cij = Aijta By
Determinante de un -
tensor a = detA a = pijkAliAQjAgk a = det[A]
Traza de un tensor trA=1:A 0i;Aij = A




B. Anexo: Mecanica del Medio continuo

La Mecanica del Medio Continuo (MMC) estudia el comportamiento de los sélidos y liquidos
en una escala macroscopica, es decir, sin considerar la naturaleza discontinua de los mate-
riales, la cual existe a un nivel microscépico, y por lo tanto, las variables de campo de un
punto de la materia corresponden a funciones continuas espacialmente.

Puesto que la mecénica estudia la relacion entre las fuerzas y el movimiento, las variables de
la MMC son las variables cineméticas como el desplazamiento, la velocidad y la aceleracién
y las variables relacionadas con las acciones, como las fuerzas de cuerpo y de superficie. En
este capitulo se realiza una breve explicaciéon de dichas variables, a partir de la descripcion
del movimiento, de la deformacion, de los esfuerzos y de las ecuaciones de gobierno basicas.
Las descripciones se basan en los trabajos de Linero y Garzoén (2010), Bonet y Wood (1997)
y Kelly (2013).

B.1. Descripcion de movimiento

Para la descripcién de movimiento se considera una particula o punto material (P) de un
cuerpo material como el que se presenta en la Figura [B-1] el cual en la configuracién
de referencia (t = 0) se encuentra en un posicion X definida por un sistema coordenado
con vectores base E;. Las coordenadas del vector posicién de la particula en la configura-
cién de referencia (X = X;E;) se conocen como coordenadas materiales o Lagrangianas.

Cuando se produce el movimiento del cuerpo y éste se encuentra en una configuracién
actual o deformada (¢t = t), la particula P pasa a una nueva posicién (x) relativa a un
nuevo sistema coordenado con vectores base e;. Las coordenadas de este nuevo vector posi-
cién (x = z;e;) son llamadas coordenadas espaciales o Eulerianas.

En la practica los sistemas coordenados material (E;) y espacial (e;) se adoptan de manera
que coincidan. Sin embargo, el uso de diferentes vectores base ayuda a distinguir entre las
cantidades asociadas a las coordenadas materiales de la particula, las cuales son fijas a través

del movimiento, y las coordenadas espaciales de la particula, que cambian con el movimiento
(Kelly, 2013)).
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reference
configuration current ;
L configuration

Figura B-1. Configuracién de referencia y actual de un cuerpo (Kelly, [2013]).

Dada la descripcion de estas dos configuraciones de un cuerpo material, el movimiento de la
particula P, localizada en la configuracién de referencia en las coordenadas materiales X, se
puede describir mediante la evolucién en el tiempo del vector posicién x(X, t), que relaciona
las coordenadas materiales y espaciales, tal como se presenta en la Ecuacién [B-1}

x = x(X, t) (B-1)

La ecuacion anterior corresponde a una descripcién material, ya que conociendo las coorde-
nadas materiales de una particula es posible obtener la posicién en la configuracion actual.
Por otro lado, si se tiene un punto fijo en el espacio, y se desea conocer la particula que
ocupa esa posicion en la configuracién actual, se debe obtener la inversa de la descripcién
material, la cual se presenta en la Ecuacion y se conoce como descripcion espacial.

X =x1(x,t) (B-2)

Las descripciones de movimiento anteriores se conocen también como descripciéon Lagran-
giana y Euleriana, respectivamente. En la descripcion Lagrangiana una propiedad cualquie-
ra de una particula estd definida en términos de su posicion en la configuracion de referencia
X y el tiempo ¢, mientras que en la descripcion de movimiento Euleriana, la misma propie-
dad de la particula, se describe en términos de la posiciéon en la configuracién actual x y el
tiempo ¢ (Linero y Garzén, 2010). Para explicar el concepto anterior, se presenta el ejemplo
del cambio de la temperatura 6 de un cuerpo en el tiempo. La Ecuacién corresponde
al cambio de # en coordenadas materiales, mientras que en la Ecuacién [B-4] se presenta la
misma cantidad en coordenadas espaciales, obtenida a partir de la inversa de la descripcién
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material (Kelly, 2013).

0(X,t) = 3X, — X; (B-3)
0(x, 1) = % 1y (B-4)

Las ecuaciones anteriores muestran que la descripcion material de la temperatura cambia
para diferentes particulas, pero es constante para una misma particula a lo largo del tiempo,
mientras que la descripcién espacial indica una dependencia de la temperatura en el tiempo
en puntos especificos en el espacio, puesto que diferentes particulas pasan a través de este
punto a lo largo del tiempo. Lo anterior resalta que la descripcién material se enfoca en un
punto material especifico, en el cual puede cambiar de temperatura, forma, densidad, etc,
pero es siempre el mismo punto material. Por otro lado, la descripcion espacial se enfoca en
puntos fijos en el espacio, por lo que diferentes puntos materiales son considerados a lo largo
del tiempo.

B.2. Descripcion de deformacién

En un cuerpo deformable el segmento recto entre dos puntos materiales, denominado linea
material, puede aumentar o disminuir su longitud en el tiempo, produciéndose un proceso
de deformacién (Linero y Garzoén, 2010). Para relacionar las cantidades de un cuerpo, antes
y después o durante la deformacion, se emplea el Tensor Gradiente de Deformacion
(F), el cual permite describir la posicién espacial relativa de dos particulas después de la
deformaciéon en términos de su posicién material relativa antes de la deformacién.

Para la definicién del tensor gradiente de deformacién se considera la linea material definida
por los puntos materiales P y Q; que se muestra en la Figura [B-2| La posicién de Q; al
punto P estd dada por el vector dXj, el cual se define por medio de la Ecuacién [B-5

dX; = Xo, — Xp (B-5)

Después de la deformacién, las particulas Q; y P se desplazan a la posicion actual espacial,
por lo que su posicién se puede determinar por medio de las Ecuaciones de movimiento [B-1]

y[B-7
x, = x(X,, 1) (B-6)
Xg = X (X, 1) (B-7)

Por lo tanto, la linea material definida por dichos puntos materiales se deforma y el vector
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time=0

Figura B-2. Deformacién de una linea material (Bonet y Wood, (1997)).

relativo entre estos puntos se puede calcular por medio de la Ecuacién
dx; = x4 — %, = x(Xp +dXy,t) — x(Xp, 1) (B-8)

La ecuacién anterior se puede simplificar si se aplica el Teorema de Taylor al campo vectorial
x(Xp + dXy,t), y se omiten los términos de orden superior, obteniendo de esta manera la
Ecuacién , en donde F = 0z;/0X; es el tensor gradiente de deformacién, el cual
transforma vectores en la configuracion de referencia a vectores en la configuracion actual.
dx, = g—;Xm = FdX, (B-9)
Si bien el tensor gradiente de deformacién es una cantidad importante en el analisis de
deformacién, éste no es una medida de deformacién, puesto que no permanece sin cambios
en el movimiento de un cuerpo rigido (Linero y Garzén, [2010)). Por lo tanto, para definir
una medida general de deformacion, se considera el cambio en el producto escalar de dos
vectores dX; y dXs cuando se deforman a dx; y dx, (ver la Figura , con lo cual se
tiene en cuenta el cambio de longitud de los vectores y el cambio del dangulo entre los dos
vectores. La Ecuacién representa el producto escalar espacial dx; - dx, en términos de
los vectores materiales dX; y dXs.

dX1 . dXQ = dX1 . FT F dXQ = dX1 -C dX2 (B—10>

Donde, el tensor C es el Tensor de deformacion de Cauchy-Green derecho, el cual es
un tensor material, dado que opera en los vectores materiales dX; y X5. De manera alterna,
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el producto escalar material dX; - dX5 se puede determinar en términos de los vectores
espaciales dx; y dx, por medio de la Ecuacién [B-11]

dX, - dXy = dx; - (FFD)dxy = dX, - b7 1dX, (B-11)

En la Ecuacién anterior el tensor espacial b se conoce como el Tensor de deformacién de
Cauchy-Green izquierdo. Con la definicién de los tensores de deformacion anteriores, es
posible calcular el cambio en el producto escalar en término de los vectores materiales dX;
y dX5 por medio de la Ecuacion y de los vectores espaciales dx; y dxs, empleando la

Ecuacién [B-13l
1
§(dX1 . dXQ — Xm . dXQ) = dX1 . EdX2 (B—12)
1

Q(dxl . dX2 — dX1 . dXQ) = dX1 : ed62 (B—l?))

En donde el tensor material E se conoce como Tensor de deformacién de Green o
Lagrange, y el tensor espacial e es el Tensor de Almansi o Euler. Estos tensores se
definen por medio de la Ecuacién y la Ecuacion [B-15] respectivamente.

E - %(c 1) (B-14)
1 I-b! B-15
e=-(I-b) (B-15)

B.3. Velocidad y derivada temporal material

En la Mecéanica del Medio Continuo muchos procesos son dependientes del tiempo, y por lo
tanto es necesario considerar la velocidad y las derivadas materiales temporales de diferentes
cantidades. Con este proposito, la velocidad de una particula se define como la derivada
temporal de la ecuacién de movimiento ( Ecuacién, la cual se puede representar mediante
una descripcién material empleando la Ecuacién [B-16], o mediante una descripcion espacial
utilizando la Ecuacién [B-17] la cual es una descripcién més consistente, teniendo en cuenta
que la velocidad es un vector espacial (Bonet y Wood, 1997)).

v(X, 1) = w (B-16)
v(x, 1) = a"_a—ix’t) (B-17)

En forma general, la derivada temporal de cualquier cantidad escalar o tensorial g, expresada
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en términos de la coordenadas materiales X, se puede expresar mediante la Ecuacién [B-18]

_ s _ 08Xt (B-18)
dt ot

La ecuacion anterior se conoce como Derivada temporal material, puesto que ésta mide
el cambio de la cantidad g asociado a una particula especifica, inicialmente ubicada en X.
Cuando la cantidad g es una cantidad espacial, expresada en términos de la posicién espacial
X, la derivada material debe considerar los cambios en la cantidad g, tanto por cambios en el
tiempo cuando la particula permanece en la misma posicién espacial, como por cambios en la
posicién espacial de la particula en consideracion. Mateméaticamente la derivada material de
g(x,1), esta dada por medio de la Ecuacién , en donde el dltimo término de la izquierda
se conoce como Derivada Convectiva.

_ Og(x,t)  Og(x,t)ox(X,t) Og(x,t)
gxt) ==+ " o~ o

+(Vg)v (B-19)

B.4. Gradiente de velocidad y tasa de deformacion

Como se menciond antes, la velocidad es un vector espacial, y por lo tanto se puede deter-
minar la derivada de esta cantidad respecto a las coordenadas espaciales, lo que se conoce
como el tensor gradiente de velocidad, el cual se define por medio de la Ecuacién [B-2(]
y resulta la velocidad relativa entre dos particulas.

_ ov(x,t)

ox

El tensor gradiente de velocidad permite expresar la derivada temporal del gradiente de
deformacién F, en una manera mds conveniente, tal como se indica en la Ecuacién [B-21]

-_av_(?V%

En vista de que en general la actualizacion de esfuerzos en un modelo constitutivo se realiza
incrementalmente, ademas de las medidas de deformacion descritas, es necesario definir la
tasa de deformacion. Reniendo en cuenta que antes la deformacion se describié como el
cambio en el producto escalar de dos vectores arbitrarios, la tasa de deformacién se define
como la tasa de cambio del producto escalar entre dos vectores. En una descripciéon material
dicha cantidad se describe mediante la Ecuacién [B-22

%(dx1 -dxy) = dX, - CdXy = 2dX, - EdX, (B-22)

En donde E es la derivada respecto al tiempo del tensor de deformacién Lagrangiano y se
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conoce como el Tensor tasa de deformacién material, la cual se define mediante la

Ecuacién [B=23]

. 1. 1 . .

E=-C= 5(FTF+FTF) (B-23)
De manera alterna, la tasa de deformacion en una descripcion espacial se obtiene al consi-
derar la tasa de cambio del producto escalar entre dos vectores en términos de los vectores
espaciales actuales, tal como se expresa en la Ecuacién [B-24]

d

77 (dx - dxp) = 2, (FTEF)dx, (B-24)

En donde la cantidad (F~TEF~') se conoce como la tasa del tensor de deformacién, y
se denota mediante el simbolo D. Remplazando la Ecuacién y en dicha cantidad,
se puede demostrar que la tasa del tensor de deformacién es la parte simétrica del tensor
gradiente de velocidad L.

D= %(L +L7) (B-25)

B.5. Descripcion de esfuerzos

En la Mecanica del Medio Continuo, el esfuerzo es una medida que cuantifica la fuerza
distribuida por unidad de area, que ocurre dentro de un cuerpo o sobre su contorno (Linero
y Garzén, 2010)). Para la definicién del concepto de esfuerzo se considera el cuerpo deformable
en su posicién actual que se indica en la Figura [B-3| en donde se considera el efecto de la
fuerza Ap aplicada sobre el darea Aa, por lo tanto, el vector de traccién t asociado a la
normal n en el punto p se define por medio de la Ecuacién [B-26]
. Ap

o) = 4, (20)
Como se observa en la Figura[B-3] la relacion entre el vector t y n debe satisfacer la Tercera
Ley de Newton de accién y reaccién, es decir, t(—n) = —t(n). Para desarrollar el concepto
de tensor de esfuerzos, se deben considerar las componentes de los tres vectores de tracciéon
asociados con las tres direcciones cartesianas e; y e v es. Esta relaciéon se expresa en notacion
indicial mediante la Ecuacién [B=27

t(e;) = oije; = o15€1 + 0g5€; + 035€3 (B-27)

Las componentes o;; de la ecuacion anterior, se pueden obtener estudiando el equilibrio
traslacional del elemento infinitesimal tetraédrico de la Figura Para el equilibrio de
este elemento, se considera la fuerza de cuerpo por unidad de volumen b, y las fuerzas de
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t

X 1

Figura B-3. Vector de traccién (Bonet y Wood, 1997)).

superficie actuando sobre las caras del elemento, por lo cual el equilibrio estd dado por la

Ecuacién [B=28]

t(n)da + i t(—e;)da; + bdv =0 (B-28)

j=1

En donde, da; = (n - ej)da es la proyeccion del area da en el plano normal a la direccion
cartesiana j, y dv es el volumen del tetraedro. Esta ecuacion de equilibrio se puede simplificar,
dividiendo la Ecuacién por da, remplazando la Ecuacién [B-27], aplicando la Tercera Ley
de Newton y considerando que dv/da — 0, con lo cual se obtiene la Ecuacién m

3

t(n) = Y oy(e; - n)e; (B-29)

3,j=1

El producto escalar (e; - n)e; se puede remplazar por el producto tensorial (e; ® e;)n, con
lo cual se obtiene la Ecuacién en donde o es conocido como el Tensor de esfuerzos
de Cauchy, el cual relaciona el vector normal n y el vector de traccion t.

t(n) = [Z oij(ei®e;)|n=0on (B-30)

ij=1
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Figura B-4. Equilibrio de un tetraedro (Bonet y Wood, [1997)).

B.6. Ecuaciones de gobierno

En todo problema enmarcado en la Mecanica del Medio Continuo, se deben satisfacer las
cuatro leyes de conservacion fundamentales: la conservacién de la masa, la conservacion
del momento lineal, la conservacion del momento angular y la conservacion de la energia. A
continuacion se efectia una descripcion breve de dichos postulados, y se presenta la Ecuacién
de equilibrio en forma débil empleada en la formulacién del Método del Punto Material.

Conservacion de la masa

El principio de conservacién de la masa establece que la cantidad de materia o masa de un
cuerpo permanece constante durante su deformacién o movimiento (Linero y Garzén, 2010).

La forma matematica de este principio a partir de una descripcién material, corresponde a
la Ecuacién [B=311

po(X) = p(X)det F(X,t) VX €V, (B-31)

En donde pg es la densidad de una particula en la configuracién de referencia, p; es la den-
sidad en la configuracién actual, F es el gradiente de deformacion, y X son las coordenadas
materiales.

La conservacion de la masa se puede expresar igualmente mediante una descripcién espacial,
al realizar la integral de volumen de la densidad de masa en términos de las coordenadas
espaciales x, obteniendo la Ecuacién la cual es conocida como la Ecuacién de con-
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tinuidad.

% +V-(pv)=0 VxeV (B-32)

Conservacion del momento lineal

El principio de conservacion de la cantidad de movimiento relaciona el movimiento del conti-
nuo con las fuerzas internas y externas actuantes. La forma local de este principio se expresa
mediante la Ecuacién , en donde pdv/dt son los términos inerciales, b representa las
fuerzas de cuerpo y la divergencia del tensor de esfuerzos V-o representa las fuerzas internas.

d
pd—Z:V-a—l—b Vx €V, (B-33)

Conservacion del momento angular

La conservacion del momento de la cantidad de movimiento o conservacion del momento
angular, establece que el momento resultante sobre un cuerpo es igual a la derivada material
temporal del momento de su cantidad de movimiento. Sin entrar en detalles en el desarrollo
matematico, la forma local de este principio se puede expresar como o;; = 0}, la cual
establece la simetria del tensor de esfuerzos o .

Conservacion de la Energia

Por 1ltimo, el principio de conservacién de la energia establece que la derivada material en el
tiempo de la suma de la energia cinética y la energia interna es igual a la potencia mecanica
asociada con las fuerzas de cuerpo y de superficie, mas la derivada material temporal de
otras energias originadas por efectos térmicos, eléctricos, magnéticos o quimicos, los cuales
pueden actuar sobre un cuerpo (Linero y Garzoén, [2010). Sin embargo, en este trabajo se
considera solo el trabajo mecanico, y por consiguiente se desprecia la derivada material de
otras energias, expresandose la conservacion de la energia por medio de la Ecuacién [B-34]

Oe

Pop = D:o (B-34)

En donde e es la energia interna especifica (por unidad de masa) o densidad de energia y D
es el tensor de la tasa de deformacion.

Ecuacion de equilibrio en forma débil

El principio de la conservacion de movimiento o momento lineal corresponde a una ecuacién
de equilibrio, puesto que ésta relaciona las fuerzas internas y externas. Por lo tanto, ésta es
la ecuacién bésica a solucionar mediante el Método del Punto Material. Sin embargo, dicha
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ecuacién requiere de una continuidad fuerte del campo de variables. Por lo que se requiere
de un proceso de discretizacion, en donde se obtiene una ecuacién en forma integral (forma
débil), la cual requiere de una continuidad menor en el campo de variables.

Para obtener la ecuacién débil del principio de conservacién de la cantidad de movimiento, se
requiere definir la relacion entre las fuerzas de traccion en la frontera y las fuerzas internas, lo
cual corresponde a la férmula de Cauchy consignada en la Ecuacién [B-30] la cual define que
el vector de la superficie de traccion es igual al producto punto entre el tensor de esfuerzos
y el vector normal unitario a la superficie, es decir 7; = o;;n;.

Teniendo en cuenta la definicién anterior, es posible obtener la forma débil de la Ecuacién
B-33| v de esta manera obtener un sistema de ecuaciones discreto, el cual es mas simple
de solucionar. La obtencion de dicha ecuacién esta basada en el desarrollo de Belytschko
et al} (2000), por lo que un primer paso consiste en multiplicar la ecuacién de momento por
una funcién de prueba du; (de desplazamiento virtual) e integrar dicha expresion sobre la
configuracion actual, como indica la Ecuacion [B-35

v O

Extendiendo el primer término de la Ecuacién por medio de la regla de la cadena, y
aplicando el teorema de la divergencia y la férmula de Cauchy, se obtiene la forma débil de

la ecuacion de la cantidad de movimiento.

6xj

/ pou;a;dV + [ p o5dV = / pou;bidV + / pout;°dS (B-36)
\% \% \% Iy

En la ecuacién anterior, V' corresponde al volumen en la configuracién actual, I'; es la fron-
tera sujeta a una fuerza de traccién t; y du; es el desplazamiento virtual o funcién de prueba.
En el tensor de esfuerzos, el vector de fuerzas de cuerpo y el vector de fuerzas de traccion, el

“s" denota que estas son cantidades por unidad de densidad (es decir, t§ = ¢;/p).

superindice
Las ecuaciones descritas hasta aqui aplican indistintamente para cualquier tipo de material,
por lo que éstas no son suficientes para describir el comportamiento mecéanico de un problema
geotécnico particular. Para completar la descripcion del problema se requieren ecuaciones
materiales adicionales conocidas como Ecuaciones Constitutivas, las cuales expresan la
relacion entre los esfuerzos y las variables cinematicas como las deformaciones.



C. Anexo: Elastoplasticidad

Los modelos elatopléasticos consideran que antes de un esfuerzo limite, todas las deforma-
ciones son deformaciones elasticas recuperables, y por encima de este valor limite se produ-
cen deformaciones permanentes e independientes del tiempo. Si durante las deformaciones
plasticas no se producen incrementos de esfuerzos, el modelo se conoce como perfectamente
plastico, por el contrario si se presentan incrementos en los esfuerzos se tiene un modelo de
plasticidad con endurecimiento (hardening plasticity) (Ceccato, 2014).

El principio basico de la plasticidad establece que en todo momento pueden haber deforma-
ciones elasticas y deformaciones plasticas no recuperables, y por lo tanto la deformacién total
esta dada por suma de las dos componentes, lo que constituye la hipotesis de aditividad
(Prat, 2006), representada por la Ecuacién

deij = dej; + dei; (C-1)

Las deformaciones elasticas de® estan definidas a partir de una ley elastica, de manera
que el cambio de esfuerzos se puede calcular a partir del producto doblemente contraido del
tensor eldstico por el cambio de deformacién eldstica, como lo muestra la Ecuacién [C-2

dO’ij = Oijkldszl = Cijkl(dgkl — d&"zl) (C—2>

Aparte de la ley elastica, todo modelo elastoplédstico esta formado por un criterio de falla o
de fluencia, el cual define la regién en el estado de esfuerzos que separa el comportamiento
elastico y plastico, una regla de flujo con la cual se calculan las deformaciones plésticas y
una ley de endurecimiento.

El criterio de falla o fluencia define una region en el espacio de esfuerzos que puede ser
alcanzada elasticamente. Esta regién se define a partir de una funcién de fluencia F' que de-
pende del estado de esfuerzos o0;; y de un parametro de endurecimiento y;. En la Figura
(Ceccato, 2014)) se muestra graficamente la funcién de fluencia, en donde se puede apreciar
que las deformaciones plédsticas ocurren sobre la superficie de fluencia (F = 0). El dominio
elastico esta representado por la condicion F' < 0, y F' > 0 es una condicién inadmisible.

La regla de flujo establece la relacién entre las distintas componentes de deformacién plasti-
ca, suponiendo que existe una relacién entre éstas y una funcién de tensiones G denominada
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F>0

Non-admissible stat

/ Elastic domain

Figura C-1. Funcién de fluencia F' (Ceccato, [2014)).

potencial plastico.

dG

Uij

dei; = d\ (C-3)
En donde dA es el multiplicador plastico que controla la magnitud de las deformaciones
plastica. La Ecuacion corresponde a una “ley de flujo asociada” si el potencial plastico
es igual a la funcién de fluencia (G = F'), de lo contrario la regla de flujo es “no-asociada”.
Esta ley se conoce también como regla de la normalidad, dado que en esta ley la tasa de
deformacién plastica es normal a la superficie de potencial plastico.

Los criterios expuestos hasta el momento deben cumplir las condiciones de Kuhn-Tucher,
las cuales identifican cuando se esta en una condicién de carga plastica, carga neutra y
descarga eldstica, por medio de las tres relaciones de la Ecuacién [C-4]

AAN>0 ; F<0 ; d\F=0 (C-4)

La Ecuacion indica que el estado de esfuerzos debe estar sobre o dentro de la superficie
de fluencia y que el flujo pléstico se puede dar sélo sobre la superficie de fluencia (Zhang et
al.,2017). Las anteriores relaciones conducen a la condicién de consistencia de plastici-
dad dF = 0, la cual se puede escribir en la forma de la Ecuacién[C-5] teniendo en cuenta que
la funcién de fluencia es funcion del estado de esfuerzos y del pardametro de endurecimiento

F(Uij>Xi>'

oF oOF

do.: + ——dy, =0 C-5
] iJ 6Xk Xk ( )
Por dltimo, la ley de endurecimiento determina el tamano, la forma o la posicién de
la superficie de fluencia a medida que se producen deformaciones plasticas, por lo que cla-
ramente esta ley no existe en el caso de plasticidad perfecta. La variacién de la superficie
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de fluencia se determina a partir de la variacién del parametro y;, el cual depende de una

cantidad de deformacion plastica, como la deformacion plastica acumulada, como se indica
en la Ecuacion [C-6l

x = x(def;) (C-6)

Para determinar el valor del multiplicador plasticos d\ basta con remplazar en la condi-
cién de consistencia (Ecuacién [C-5)), las Ecuaciones [C-2] y las derivadas de la ley de

endurecimiento, obteniendo asi la Ecuaciéon [C-7]

oF

9o

oF oG OF 0x, 0G
D -

0oi; 0ok OXqO0€mn 00 mn,

Dijkld5 Kl

X = (C-7)

En donde el segundo término del denominador se conoce como mddulo plastico H, el cual to-
ma un valor de cero para plasticidad perfecta, un valor de H > 0 para plasticidad rigidizable
y un valor de H < 0 para plasticidad reblandecible (Prat, 20006).

C.1. Superficie de fluencia de Mohr-Coulomb hiperbdlica
redondeada

Esta superficie de fluencia emplea una aproximacién hiperbdlica en el plano meridional en
conjunto con una técnica de redondeo trigonométrica en el plano octaédrico, obteniendo asi
una funcion de fluencia tanto continua como diferenciable para todo el estado de esfuerzos.
Esta superficie nueva de fluencia se define en términos de invariantes de esfuerzo por medio

de la Ecuacién [C=8

F =o0,,sin¢+ \/52K2(6)+a28in2¢—ccos¢:0 (C-8)

En donde la funcién K () se calcula utilizando la Ecuacién la cual introduce una
constante A1 conocida como angulo de transicion, la cual garantiza que la superficie de
fluencia sea igual a la del criterio original de Mohr Coulomb para valores de || < fr, mientras
que para valores en inmediaciones a los vértices (|#| > 6r) se emplea una aproximacion
trigonométrica.

A — Bsin 30, 0| > Or
K(9) = (C-9)
cosf — \%sinqbsin@, 0] < Or
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En la Ecuacién Ay B son dos funciones trigonométricas de 8, que dependen adicional-
mente del angulo de transicién 61 y del angulo de friccién ¢. Estas funciones se calculan por

medio de las Ecuaciones y

L 1
A= 3008 Or <3 + tan 0p tan 307 + %sign(e)(tan 307 — 3tanfr)sin (;5) (C-10)
B 1 on(0) sin 0 1 ; .
= Seosaty \ BN S Ort Jgsingcostr (C-11)

En donde sign(#) es la funcién signo de 6, la cual toma un valor de 1.0 para § > 0° y un valor
de —1.0 para valores de 6 < 0°. El angulo de transiciéon 81 controla el grado de aproximacién
de la superficie en el plano octaédrico, y si bien matematicamente puede tomar un valor
entre 0° < Oy < 30°, generalmente se utiliza un valor cercano a 30° para obtener una mejor
aproximacién. Abbo y Sloan (1995) recomiendan un valor de 6 = 25° para evitar problemas
numéricos, pero en otros trabajos, como el presentado por Xiang y Zi-Hang (2017), se ha
empleado un valor de 8 = 29°, sin evidencia de problemas numéricos.

Para valores constantes de 6 y de ¢, la Ecuacién corresponde a la ecuacion de una
hipérbola, cuya asintota es el modelo original de Mohr-Coulomb y el parametro a es la dis-
tancia entre el vértice de la hipérbola y el centro (punto de interseccién de la asintota con
el eje transversal). De esta manera, un valor de a = 0 recobra el modelo original de Mohr-
Coulomb, y por lo tanto este parametro se puede emplear para ajustar la aproximacién del
modelo. En la practica, un valor de a = 0.05ccot ¢ ha mostrado que conduce a resultados
casi idénticos a los obtenidos con el modelo original de Mohr-Coulomb (Abbo y Sloan, |1995)).

En la Figura [C-2] se presentan las diferencias en el plano octaédrico y el plano meridional,
entre el modelo de Mohr-Coulomb original y la variante propuesta por Abbo y Sloan (1995)
empleada en el cédigo MPM-UN;, para distintos valores de 61 y a.

C.1.1. Gradientes de la funcion de fluencia

En un modelo elastoplastico, la actualizacion de esfuerzos efectiia por medio de un algoritmo
de integracion de esfuerzos, el cual requiere los gradientes de la funcién de fluencia F'y del
potencial plastico GG. Por lo tanto, en esta seccién se presentan los gradientes de la Ecuacién
[C-§ sin entrar en detalle en la obtencién de éstos. Una descripcién detallada de estos desa-
rrollos se expone en el articulo de Abbo y Sloan (1995).

Debido a que la funcién de fluencia del modelo de Mohr-Coulomb Hiperbdlico Redondeado
es una funcion isotropica, el gradiente de esta funcién se puede calcular por medio de la
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Figura C-2. Criterio de falla de Mohr-Coulomb Hiperbélico redondeado.

Ecuacién (Nayak y Zienkiewicz, 1972).

OF oo, 05 .75
a_aa_cla + g +Gigs

(C-12)
En donde o es el vector de componentes de esfuerzo en la notacion de Voigt, y los gradientes

del esfuerzo promedio principal o,,, el esfuerzo equivalente ¢ y el angulo de Lode 6, estan
dados por la Ecuacién [C-13]

4 ) ( ) ( 2 ) 4

1 Sy SySz — Tys 1
1 Sy SpS, — T, gfz 1
do 3]0 Jo 20 | 271y, Jo 2(Tyz7'm SZsz) 310
0 27—yz Z(szsz - SxTyz) 0
\ 0/ \ 27—902) \ 2(7-903/7-312 - S?JTQCZ)) \ 0/

En la Ecuacién [C-12] los coeficientes C, Cy y Cs, son valores dependientes de la funcién
de fluencia F', y por lo tanto son los que diferencian el gradiente de una funcion de fluencia
respecto a otra. Para el criterio de Mohr-Coulomb hiperbélico redondeado estas constante
se determinan por medio de la Ecuacién

g Co—aK—tan3?S) s a2 K cH
| =sing; 2 =« — Aoty 3 T 083052 00 (¢14)

En donde « y la derivada de la Funcién K respecto al angulo de Lode, se calculan empleando
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la Ecuacién y la Ecuacién [C-16], respectivamente.

oK
‘- V2K? + a?sin ¢ (C-15)
IK —3B cos 30, 0] > Or
a0 ) 1 (C-16)
—sinf — —singcosh, |0] < Or

V3

En el c6digo MPM-UN se emple6 tanto una ley de flujo asociada (G = F) como una ley
de flujo no asociada (G # F). Para esta tltima, el potencial plastico G' es una funcién de
la misma forma que F', con la diferencia que en ésta se emplea el angulo de dilatancia ¢ en
lugar del angulo de friccion ¢. Por consiguiente, los gradientes del potencial plastico se calcu-
lan aplicando la Ecuacion|C-12] remplazando el angulo de friccién por el angulo de dilatancia.



D. Anexo: MPM-UN caddigo fuente

Como se explica en el Capitulo [4] el cédigo desarrollado se dividié en médulos de acuerdo
con el propdsito de cada una de las funciones. El modulo Mesh contiene las funciones basicas
para el preprocesamiento del problema. El modulo Explicit incluye las funciones necesarias
para dar solucién a un problema mediante el Método del Punto Material (MPM) con un
esquema de integracion explicito, y por ultimo el médulo Graphics comprende los métodos

para representar los resultados mediante graficos de dispersion.

El cédigo desarrollado se incluye en forma completa en el anexo digital grabado en el CD
entregado junto a este documento o en la pagina Web https://github.com/deleonv125/
MPM-UN.git|en donde se puede descargar libremente. A continuacion se lista en tablas una

breve descripcién de todas las funciones que se encuentran en los tres médulos.

D.1. Modulo Mesh

Tabla D-1. Funciones del mddulo Mesh.

Funcion

Descripcién

Create_uniform

Funcién para crear una malla regular uniforme de
elementos cuadriliterales bilineales.

Node_conectivity

Funcién que retorna una matriz con la identifica-
cion de los nodos asociados a cada elemento.

Contour_fixe

Funcién que fija los grados de libertad especifica-
dos de los nodos del contorno de la malla de ele-
mentos.

Setup_MP

Funcién para inicializar las particulas, mediante
una distribucion regular con base en la malla Fu-
leriana de fondo.

Setup_MP _irre

Funcién para inicializar las particulas, mediante
distribucion irregular con base en una malla de ele-
mentos finitos.

Search_MP

Funcién para buscar en que elemento de la malla
se encuentra cada particula.
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Inci_ MP

Funcion que determina que particulas estan en ca-
da elemento.

Traction_forces

Funciéon para identificar las particulas de traccion
en donde se aplican fuerzas de superficie.

Boundary_particles

Funcién que retorna una matriz con la identifica-
cién de todas las particulas de la frontera, para la
integracién Gaussiana.

Modulo Explicit

Tabla D-2.

Funciones del médulo Explicit.

Funcién

Descripcién

Deltatime

Funcion para calcular el incremento de tiempo pa-
ra convergencia de acuerdo con la ley de Courant-
Friedrichs-Lewy.

Shape_func

Funcién para calcular las funciones de forma y sus
derivadas evaluadas en la posicion de una particula
dada.

Elem_area

Funcion para calcular el area de un elemento dado.

Shapfunc_gauss

Funcién para calcular las funciones de forma y sus
derivadas evaluadas en el punto de Gauss central.

Normals

Funciéon que calcula los vectores normales unitarios
hacia fuera, mediante el método del gradiente de
masa nodal.

Particle_to_nodes

Funcién para la transferencia de informacioén de las
particulas a los nodos de malla.

Particle_to_nodes_gauss

Funciéon para la transferencia de informacién de
las particulas a los nodos de malla, con integracion
mixta (Gauss y particulas).

Nodes_to_particles_vel

Funciéon para el calculo de la posicién y veloci-
dad de las particulas, mediante doble transferencia
(Método MUSL).

BC_Dirichlet_momentum

Funcion que aplica las condiciones de contorno en
los nodos de Dirichlet.

BC_Dirichlet_vel

Funcién que aplica las condiciones de contorno en
los nodos de Dirichlet - Velocidad nodal.
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Funcién para el calculo de la matriz constitutiva
Constitutive_matrix_elastic elastica lineal para la condicién unidimensional de
esfuerzos y la condicién plana de deformaciones.

Funcién que calcula el valor de la funcién de fluen-
cia del criterio de Mohr-Coulomb modificado por

MC-yield Abbo y Sloan (1995)| para el estado de esfuerzos
ingresado.
Funcién que calcula las derivadas de la funcion de
fluencia del criterio de Mohr-Coulomb modificado
MC_grad

por Abbo y Sloan (1995)| para el estado de esfuer-
zos ingresado.

Funcién para la actualizacién de esfuerzos del mo-
delo elastoplastico con criterio de falla de Mohr-
MC _elastoplastic Coulomb modificado por Abbo y Sloan (1995), de
acuerdo con el algoritmo de integracién de esfuer-
zos presentado en la Seccién m

P Funcién para calcular las raices de la funcion de
egasus
& fluencia con el algoritmo Regular Falsi modificado.

Funcién que determina el punto de interseccion pa-
Unload _elpl .
ra el caso de descarga elastoplastica.

Funcion para el calculo de los esfuerzos y las de-
Nodes_to_particle_stress formaciones de las particulas a partir de la trans-
ferencia de la velocidad nodal.

Funcién para el calculo de los esfuerzos y las de-
Nodes_to_particle_stress_gauss | formaciones de las particulas, para el caso de inte-
gracién mixta (Gauss y particulas).

Funcién para determinar el equilibrio estatico, a
Static_convergence partir de la fuerza de desbalance y la energia cinéti-
ca del sistema.

Funcién para la correccion de la velocidad no-
Contact dal para un algoritmo de contacto con fricciéon de

Coulomb.

D.3. Modulo Graphics

Tabla D-3. Funciones del médulo Graphics.
Funcién Descripcién
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Graphic_button

Funcién que gréafica las variables de interés, por
medio de un grafico de dispersion dinamico con
botones para avanzar o retroceder la solucién en el
tiempo.

Graphic_gif

Funcién que grafica las variables de interés, por
medio de un gréfico animado (gif).

Graphic_video

Funcién que crea un video con los resultados de
la variable de interés, por medio de un grafico de
dispersion.
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