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Resumen

En la siguiente investigacion se presentan modelos matematicos con base en ecuaciones di-
ferenciales que representan la transmision del virus del dengue en la poblacion humana.
Para ello, primero se indica un breve resumen sobre la enfermedad, el mosquito transmisor
y los mecanismos de control que existen para evitar su propagaciéon. Inicialmente, se plan-
tea un modelo que se somete a publicacion y, con base al cual, tomando algunas hipotesis
adicionales, se presentan los modelos que se trabajaron en adelante durante la investigacion.

El primer modelo se basa en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que describen
la dindmica de transmision del virus del dengue entre la poblacion humana y el mosquito.
Este modelo considera que los mosquitos hembra infectados con la bacteria pueden transmitir
el virus del dengue a los seres humanos, pero con menor probabilidad que los mosquitos que
no estan infectados. Se tiene en cuenta también el caso particular en el que el mosquito
hembra infectado con la bacteria es incapaz de transmitir el virus del dengue a los seres
humanos. Finalmente, mediante célculos simples, se obtiene el Gltimo modelo que describe
unicamente el crecimiento poblacional del mosquito hembra adulto, teniendo en cuenta los
tres mecanismos de control existentes sobre él, a saber, control bioloégico mediante el uso
de la bacteria Wolbachia, control mecanico mediante el uso de trampas y el control quimico
mediante el uso de insecticidas.

En los capitulos cuatro y cinco se realiza un anélisis de estabilidad local de los modelos plan-
teados, para lo cual se tiene en cuenta la linealizacion del sistema alrededor de los puntos de
equilibrio. Se ha partido del analisis de estabilidad del modelo que describe el crecimiento
poblacional del mosquito, encontrando los puntos de equilibrio y los umbrales de crecimiento
de las poblaciones. En dicho modelo, se han determinado las condiciones sobre los umbrales
que revelan la estabilidad de cada punto de equilibrio. Con base a la informaciéon de estabi-
lidad local del modelo anterior, se ha reemplazado cada punto de equilibrio en los sistemas
de transmision del virus del dengue y asi, se han podido establecer sus puntos de equilibrio
y condiciones de estabilidad dependientes del Numero Basico de Reproduccién dado en cada
caso. [gualmente, dada la importancia a nivel epidemiologico, en el capitulo seis se calculan
la Fuerza de Infeccion, la Capacidad Vectorial y el Numero Basico de Reproducciéon como
funciones dependientes del tiempo y la temperatura para los modelos de transmision del vi-
rus. Ademés, con el fin de evidenciar los resultados analiticos, en cada uno de estos capitulos,
se realizan simulaciones numéricas mediante el uso del software Matlab.

En los capitulos siete y ocho se retoma el modelo de crecimiento poblacional del mosquito
hembra adulto. En el capitulo siete se toma con el fin de encontrar las funciones dependientes
del tiempo para los controles por insecticida y bacteria, los cuales hacen que los costos de
aplicacion de los mismos sean minimos y al mismo tiempo logren desaparecer la poblaciéon
de mosquitos transmisores del virus. Por su parte, en el capitulo ocho se retoma el modelo
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con el fin de demostrar que la estabilidad del modelo no varia, aun cuando se considere la
dispersion espacial del mosquito. Como en los capitulos anteriores, se realizan simulaciones
numeéricas que muestran los resultados obtenidos de forma analitica.

Cabe resaltar que, en los capitulos en donde los resultados matematicos son mas extensos y
en los que se ha hablado poco de su interpretacion biolégica, se presenta al final una secciéon
de discusion que sirva de ayuda para su comprension e interpretacion.

Palabras clave: (Dengue, Aedes aegypti, Bacteria Wolbachia, Control, Analisis de esta-

bilidad, Dispersion).

Abstract

The following research presents mathematical models based on differential equations that
represent the transmission of the dengue virus in the human population. To do this, we
first give a brief summary of the disease, the mosquito that transmits it, and the control
mechanisms that exist to prevent its spread. Then, a model is proposed and submitted for
publication and, based on this and some additional hypotheses, further models that were
worked on during the investigation are presented.

The first model is based on a system of ordinary differential equations that describe the
dynamics of dengue virus transmission the between the human and mosquito populations.
This model considers that female mosquitoes infected with the bacteria can transmit the
dengue virus to humans, but with a lesser probability than mosquitoes that are not infected.
It also takes into account the particular case in which the female mosquito infected with
the bacteria is unable to transmit the dengue virus to humans. Finally, by means of simple
calculations, we obtain the last model that describes only the population growth of the
adult female mosquito, taking into account the three existing control mechanisms, namely:
biological control through the use of the bacterium Wolbachia; mechanical control through
the use of traps; and chemical control through the use of insecticides.

In chapters four and five a local stability analysis of the proposed models is carried out
by means of linearization of the system around the points of equilibrium. The stability
analysis of the model describing the population growth of the mosquito is found, finding the
equilibrium points and the growth thresholds of the populations. In this model, conditions
on the thresholds that reveal the stability of each equilibrium point have been determined.
Based on the local stability information of the previous model, each equilibrium point in
the transmission systems of the dengue virus has been replaced and its equilibrium points
and stability conditions dependent on the Basic Number of Reproduction given in each case.
Also, given the importance at the epidemiological level, in chapter six the Infection Force,
the Vector Capacity and the Basic Number of Reproduction are calculated as functions
dependent on time and temperature for the models of virus transmission. In addition, in
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order to demonstrate the analytical results, in each of these chapters, numerical simulations
are carried out using Matlab software.

In chapters seven and eight we return to the model of population growth of the adult female
mosquito. In chapter seven it is used to find time-dependent functions for the insecticide and
bacteria control mechanisms, which minimise the costs of application and while reducing the
population of mosquitoes transmitting the virus to zero. For its part, in chapter eight the
model is used to demonstrate that the stability of the model does not change even when the
geographical dispersion of the mosquito is considered. As in the previous chapters, numerical
simulations are carried out that show the results obtained analytically.

It should be noted that, in some chapters the mathematical results are more extensive but
little has been said about their biological interpretation. A discussion section is presented at
the end to help understand and interpret these results. retacién.

Keywords: (Dengue, Aedes aegypti, Wolbachia Bacteria, Control, Stability Analysis,
Dispersion).
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1 Introduccidn

El dengue es una enfermedad que en los seres humanos produce una serie de sintomas que
varfan entre los que se dan en una gripe comtn (fiebre, diarrea, vomito, dolor de cabeza) o
complicaciones que generan sangrados en mucosas, encias y gastrointestinales [9]. Esta tltima
condicion se torna mucho més grave porque debido a la pérdida de plasma, el paciente puede
sufrir un shock y desencadenar en la muerte [48]. Dicha enfermedad es ocasionada por un
virus transmitido a un humano por la picadura de un mosquito hembra del tipo Aedes, quien
es portador de dicho virus |26, 10]. Cuando otro mosquito del mismo tipo, sin el virus, pica a
esta persona durante su periodo infeccioso, es posible que también contraiga el virus y pueda
contagiar a otro ser humano posteriormente.

Los costos hospitalarios, la carencia de una vacuna para brindar inmunidad contra los cinco
serotipos del virus y su expansion a nivel mundial, hacen que el dengue sea catalogado como
un problema de salud publica segiin la Organizacion Mundial de la Salud (OMS) [48]. Esto
genera que distintas ramas de la ciencia presten especial interés en la enfermedad y quieran
hacer un aporte para mitigar sus consecuencias. Los modelos matematicos por su parte,
teniendo en cuenta ciertas condiciones o hipoétesis, han realizado sus aportes mostrando
como podrian ser las curvas de crecimiento poblacional de los mosquitos transmisores y de
los humanos infectados. Por ejemplo, en [2] se considera la transmision del virus teniendo en
cuenta dos serotipos del virus y, por lo tanto, se incorpora la posibilidad de que una persona
pueda presentar dos veces la enfermedad a causa de ellos. En [56] se plantea un modelo en
el que se tiene en cuenta el crecimiento poblacional del mosquito hembra y que todos ellos,
en estado adulto, tienen la misma probabilidad de picar a una persona.

Cabe mencionar que el aporte de los modelos matematicos con base en ecuaciones diferencia-
les ordinarias o parciales no reflejan del todo la realidad, pues son muchos los componentes
que hacen de la transmision del virus un tema mas complejo, como lo es el cambio climéatico
y de temperatura, la transmision vertical del virus en el mosquito, la re-infecciéon con otros
serotipos del virus, la presencia de personas asintomaticas y al mismo tiempo infecciosas,
etc. Sin embargo, dichos modelos son de gran utilidad si se considera que pueden brindar
informacion sobre los efectos que puede tener un control en el nimero de infectados, qué
parametros o condiciones influyen mas en el ntimero de infecciones secundarias que puede
generar una persona infecciosa (Numero Béasico de Reproduccion), como disminuir los costos
de la aplicacion de cierto control, etc.



En la actualidad, la realidad de la transmisién del dengue, exige un modelo que considere la
integracion de las estrategias de control que se pretenden implementar conjuntamente sobre
el mosquito en una regiéon determinada. Se hace también necesario el estudio dindmico de
dicho modelo, de forma que se determinen los diferentes escenarios que se puedan presentar
bajo ciertas hipotesis o condiciones, asi como establecer si los escenarios de crecimiento
poblacional del mosquito pueden sufrir alteraciones debido a su dispersion. Ademés, como la
temperatura es uno de los factores mas relevantes que hacen que la dindmica de transmision
del virus cambie en el tiempo, se hace indispensable que se calculen pardmetros como el
Nimero Bésico de Reproduccion en funcion del tiempo y la temperatura. Adicionalmente,
con base al modelo que haya sido planteado, se requiere un indicador que brinde algunas
ideas de como aplicar los controles de forma eficaz, minimizando los gastos gubernamentales.

Ahora bien, es indispensable el aporte de los modelos en los que se incluyan las nuevas estra-
tegias de control poblacional del mosquito como lo es el uso de la bacteria Wolbachia, la cual,
segtn las recientes investigaciones de laboratorio, aunque originalmente no se encuentra en
el mosquito Aedes aegypti [72], al serle introducida mediante una microinyecciéon por parte
de los humanos en su estado inmaduro, dicha bacteria intenta prevalecer en la poblacion,
transmitiéndose de forma vertical (de la madre infectada a los huevecillos) y generando in-
compatibilidad citoplasmatica entre el mosquito macho infectado y una hembra no infectada,
es decir, los huevecillos producto del cruce de un mosquito macho con la bacteria y un mos-
quito hembra sin la misma, no progresaran de su estado inmaduro |25, [55]. La importancia de
la incorporacion de la bacteria en el Aedes aegypti, radica no solo en la reduccidon de la espe-
ranza de vida de los mosquitos infectados, sino que también son casi incapaces de transmitir
el virus del dengue a los humanos [55]. Aunque son pocos, en la literatura ya se evidencia
el trabajo de modelos con este control, como es el caso del modelo planteado en [30], en el
cual se representa la dinamica de crecimiento poblacional del mosquito libre de controles,
posteriormente se incorporan las poblaciones de mosquitos con la bacteria y la respectiva
incompatibilidad citoplasmatica para que, finalmente, dicho crecimiento poblacional se vea
reflejado en la dindmica de la transmisiéon del dengue a los humanos. Por su parte, aunque
en el modelo planteado en [36] también se representa la dinamica de crecimiento poblacional
del mosquito teniendo en cuenta el uso de Wolbachia y la incompatibilidad citoplasmatica,
adicionalmente se considera el crecimiento logistico de los principales criaderos del mosquito
y la discriminaciéon entre machos y hembras.

La presente tesis presenta modelos matematicos teniendo en cuenta algunas hipotesis que
describen como es el crecimiento poblacional del mosquito transmisor del virus y, como la
interaccion de estos mosquitos con los seres humanos, describen la dindmica de transmision
del virus entre ambas poblaciones (humanos y mosquitos). En ella se busca incorporar muchas
de las necesidades del modelado de la enfermedad en la actualidad, como lo es el uso de control
integrado usando tres estrategias de control y, en especial, el uso de la bacteria Wolbachia en
el mosquito. Se muestra el analisis de estabilidad local de los modelos bajo distintas hipotesis,



4 1 Introduccién

con el fin de presentar los posibles comportamientos del crecimiento poblacional del mosquito
y los cambios que esto genera en la transmision de la enfermedad. Se presenta el calculo de
parametros como el Nimero Bésico de Reproduccion y la Capacidad Vectorial en funcién del
tiempo y la temperatura, los cuales son indispensables para comprender el comportamiento
en el nimero promedio de personas infectadas. Adicionalmente, se muestran las mejores
estrategias de control bajo ciertos valores hipotéticos de los pardmetros y, finalmente, se
demuestra que la dispersiéon del mosquito no altera su crecimiento poblacional. Para cumplir
con el analisis de estabilidad, primero se ha planteado un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineal, el cual describe la dindmica de transmisién del dengue entre humanos y
mosquitos, teniendo en cuenta el crecimiento poblacional de las hembras en estado adulto.
En él se incorpor6 un control mediante el uso de trampas caseras para los mosquitos en
estado inmaduro, un control mediante el uso de insecticidas para los mosquitos en estado
adulto y, finalmente, un control mediante el uso de la bacteria Wolbachia que reduce el
tiempo de vida de los mosquitos que la portan, hace que la probabilidad de transmision del
virus a los humanos se reduzca o incluso se anule y, ademas, puede disminuir la capacidad
de ovopositar huevos viables por parte de los mosquitos hembra que no la poseen debido
a la incompatibilidad citoplasmética. Calculos simples en el modelo anterior permitieron
desacoplar un sistema que tnicamente representa la dindmica de crecimiento del mosquito,
al cual se le realiz6 un analisis de estabilidad local mediante la linealizacion del sistema
alrededor de los puntos de equilibrio. Asi, teniendo en cuenta las condiciones de estabilidad
de los puntos de equilibrio en donde persiste la presencia de mosquitos en el medio, se
realizd un analisis en el modelo que representa la dindmica de transmision del virus a los
humanos, encontrando también sus puntos de equilibrio y determinando su estabilidad a
través de la linealizacion del sistema. Para la optimizacion, se tomo6 el modelo de crecimiento
poblacional del mosquito y se hallaron los valores de dos de los controles dependientes del
tiempo, los cuales reducen los gastos gubernamentales en su implementaciéon y, al mismo
tiempo, disminuyen la poblaciéon de mosquitos transmisores del virus.



2 Preliminares

2.1. El dengue, el vector y mecanismos de control

2.1.1. EIl Dengue

La enfermedad del dengue es causada por un virus que se transmite a los humanos princi-
palmente de forma vectorial, es decir, cuando una persona sana es picada por un mosquito
hembra del género Aedes, frecuentemente de la especie aegypti, que se ha infectado antes del
virus (por picar a un humano contagiado) [41].

Si bien alguien que ha sido infectado con el virus puede ser asintomético, generalmente puede
desarrollar signos que van desde leves hasta muy graves, llegando incluso, en algunos casos,
a ser letales [63].

En los casos leves (dengue clasico), la sintomatologia varia entre fiebre, brotes en la piel,
diarrea, vomito y dolor abdominal, muscular, de articulaciones y detras de los ojos [31]. Sin
embargo, en algunos casos, el virus puede generar también lo que se conoce como fiebre
hemorrégica, en la cual el paciente presenta sangrados de mucosas, gastrointestinales y de
encias, asi como grandes pérdidas de plasma. Una complicacion de este tipo de dengue puede
conllevar al sindrome de shock por dengue, que se caracteriza por un estado mental alterado,
hipotension (presion baja) y pulso rapido y débil, que de no ser tratado, termina en el
fallecimiento del infectado [60].

Aunque existen cinco serotipos del virus del dengue (DENV 1, DENV 2, DENV 3, DENV 4y
DENYV 5) que se transmiten a los humanos, son los serotipos 2 y 3 quienes més casos graves
han generado y, si bien la infeccion con uno de los serotipos brinda inmunidad homologa
permanente, la inmunidad hetertloga (contra los deméas serotipos) solo es temporal [41].
Resaltando ademas que, cuando una persona adquiere un segundo serotipo, corre mas riesgo
de sufrir complicaciones y generar un dengue grave.

El serotipo DENV 5 se reporté en el ano 2013, cuando se confirmo la existencia de un serotipo
filogenéticamente distinto a los otros cuatro. Este nuevo virus fue diagnosticado a un granjero
de Sarawak (Malasia) en el ano 2007 y se cree que es proveniente de los primates, aunque
segin los reportes s6lo ha generado dengue leve en los pacientes que han sido contagiados
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[46).

El periodo en que una persona puede transmitir el virus a un mosquito varia entre siete
y catorce dias, y puede ir desde un dia antes de presentar sintomas, hasta cinco o seis
dias después de ellos. Asi mismo, un mosquito que se infecta, tras un periodo de incubacién,
permanecerd infectado de por vida y con la capacidad de infectar a otras personas susceptibles
al virus [41].

2.1.2. El vector

Aunque el virus del dengue es transmitido por las hembras del género Aedes, son el Aedes
aegypti y el Aedes albopictus los transmisores més frecuentes [58]. En particular, para el caso
del continente americano, es el Aedes aegypti a quien se le atribuyen la mayoria de contagios
[16].

El Aedes aegypti es un mosquito altamente antropofilico (habita en cercanias al ser humano)
originario de Africa [16] que sobrevive en regiones que estan por debajo de los 2000 metros
sobre el nivel del mar, aunque se ha observado que se puede adaptar a zonas hasta los 2200
metros [19].

Para madurar sus huevecillos, la hembra adulta necesita de la ingesta de sangre [29)] v,
si bien puede picar animales como cerdos y vacas, es con la sangre humana que logra la
maduracion de mayor nimero de huevos. De esta forma, aunque muchas veces basta con una
sola picadura al dia, la hembra ingiere la cantidad de sangre que necesita del ser humano a
quien pica principalmente entre las 7:00 a.m y las 9:00 a.m, y entre las 6:00 y 7:00 p.m. [31].

Después de unos tres dias de ingerir sangre, la hembra ovoposita entre 50 y 150 huevecillos
en las paredes y superficie del agua limpia almacenada en botellas, llantas, tanques, canales
de desagiie, etc; llegando a ovopositar aproximadamente 700 huevos en el transcurso de su
vida adulta 40l [39)].

El mosquito sufre una gran metamorfosis desde su estado inmaduro hasta su estado adulto
o aéreo. En el estado inmaduro depende del agua en donde la hembra hizo su ovoposicion,
de alli toma los nutrientes necesarios para su desarrollo y para su vida adulta [31]. En este
estado pasa por tres etapas: huevos, larvas y pupas, durando en promedio entre 7 y 14 dias
hasta llegar a su estado adulto, en el que puede vivir aproximadamente una semana si es
macho y un mes si es hembra |31 [40].
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2.1.3. Mecanismos de control

A causa de que no existe una vacuna contra los cinco serotipos del dengue, los controles
que se aplican actualmente con el fin de disminuir el nimero de personas infectadas, estan
enfocados en reducir la poblacién de vectores. De esta forma, existen tres técnicas especificas
para controlar la expansion de la poblacion del mosquito:

Control mecanico: Son aquellas medidas simples que buscan reducir la poblacién del
mosquito. Entre ellas encontramos los esfuerzos de las entidades gubernamentales y de salud
en busca de generar conductas positivas ante factores de riesgo mediante la educacion que
promueve el uso de repelentes y la eliminacion y limpieza constante de depoésitos de agua,
ya que estos son los denominados focos de la propagacion del mosquito, puesto que es alli
en donde se encuentra el mosquito en estado inmaduro [40, 39].

Estudios realizados por Yien Ling Hii en Singapur, demuestran que los brotes de dengue
estan estrechamente relacionados con la temperatura y las precipitaciones, cuyo aumento
precedia a los brotes entre 4 y 20 semanas [23]. Dichos estudios proporcionan ayuda para
control mecénico, ya que esto indica que la limpieza de los depdsitos y las campanas de
sensibilizacién deben ser mayores durante las alzas de lluvias y de la temperatura.

También encontramos en este tipo de control, las barreras como toldillos y trampas, que
buscan la captura y muerte del Aedes aegypti o su vigilancia entomoldgica, como lo es el
caso de las ovitrampas y las larvitrampas. Actualmente, existen diferentes tipos de trampas,
entre ellas encontramos: La ovitrampa, que es un recipiente que imita los sitios de ovoposicion
de las hembras y tiene materiales en donde se adhieren los huevos o una variante que busca
capturar con una malla a la hembra cuando pretende ovopositar, la trampa de luz CDC que
atrae a los mosquitos con luz y succién para atraparlos, la adultrap que usa agua, diéxido de
carbono y luz para atraer y capturar a la mosquito hembra [13]; la mosquitrap que evita la
eclosion del huevo; y en general aquellas que usan diéxido de carbono para atraer al mosquito
como la zumba trap y la mosquito magnet [31].

Control biolégico: En este tipo de control encontramos aquellas estrategias que hacen uso
de otros seres vivos que sirvan como depredadores del mosquito o afecten su reproducciéon
y/o longevidad.

Para el caso de fuentes y acuarios, dentro de este tipo de control encontramos el cultivo de
bacteria Bacillus thuringiensis, la cual es larvicida, o el uso de peces depredadores de larvas
como el Poecilia reticulata [42].

Se encuentra también en este tipo de control, el grupo de bacterias Wolbachia, las cuales
producen una serie de alteraciones en la reproduccion de sus hospederos con el fin de obtener
ventajas y permanecer en la poblacion [72]. Dichos tipos de bacterias se encuentran en el
citoplasma de los tejidos de ovarios y testiculos en una gran gama de artropodos, aunque
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también se han encontrado en iso6topos y nematodos [72]. Se transmite verticalmente de
madre a hijo y dentro de las estrategias usadas para permanecer en la poblaciéon se encuentra
la Incompatibilidad Citoplasmatica o CI (muerte del embrion cuando un macho infectado
con la bacteria fecunda huevos de una hembra no infectada), partogénesis o PI (reproduccion
asexual que genera mayormente hembras) y la feminizacion genética de los machos [72, [55].

Estas bacterias no se han encontrado en Aedes aegypti, sin embargo se ha logrado mantener
poblaciones infectadas tras la microinyeccion de una cepa de la bacteria en embriones del
mismo, encontrando que se reduce hasta en un 50 % de la vida adulta del mosquito [25],
genera CI y bloquea la transmision del virus del dengue [55].

Control quimico: En este tipo de control encontramos los larvicidas y adulticidas. Sin
embargo, su aplicacién tiene grandes efectos nocivos para el ecosistema, generan altos costos
y se ha evidenciado que los mosquitos ofrecen resistencia [42].

Dentro de los larvicidas aceptados por la Organizacion Mundial de la Salud (OMS), encon-
tramos el Temephos al 1%, el cual se vende generalmente impregnado en granulos de arena
y actua alrededor de 45 dias en el agua [42]. Sin embargo, en regiones del Brasil, Argentina
y Colombia ya se ha observado que las larvas generan resistencia [42 [70], lo que condujo a
Colombia al uso de hormonas que impiden el crecimiento de la larva y evitan su desarrollo
a estado adulto, como el Piriproxifen y Diflubenzurén [70].

Por su parte, dentro de los adulticidas més usados, encontramos el Malathion, Fenitrotion,
Cipermetrina y Deltametrina, los cuales pueden ser utilizados tanto en tratamientos perifo-
cales, mediante el rociado de las paredes de recipientes con agua que no es para el consumo,
o tratamientos espaciales, mediante la aplicaciéon de gotas en el aire en caso de brotes epidé-
micos del dengue [42].

2.2. Estado del arte en modelos matematicos para la
transmisién del dengue

Los primeros pasos en modelado matematico en epidemiologia se le han atribuido al médico,
matematico, estadistico y fisico Daniel Bernoulli, quien en 1766 presenta un trabajo sobre
la viruela en el que se demuestra como la inoculacion de este virus aumentaba la esperanza
de vida [22] [54]. En adelante, se prest6 gran interés en los modelos que predecian el com-
portamiento de la transmisiéon de una enfermedad. Este hecho llevo a uno de los modelos
mas sencillos, pero igualmente trascendente, el cual fue presentado por Ronald Ross sobre la
transmision vectorial de la malaria en 1910 a través de su libro The prevention of Malaria.
Dicho modelo demostraba que para desaparecer la enfermedad del medio no era necesario
extinguir la poblacion de mosquitos, sino méas bien, reducirla [22, 54]. Gracias a este estu-
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dio, se concluyé que para las enfermedades infecciosas existe el llamado Numero Bdsico de
Reproduccion, que ayuda a determinar si la enfermedad persistira en el medio (cuando dicho
nimero es mayor a 1) o por el contrario se extinguira (cuando es menor que 1). Basicamente,
en el caso de enfermedades infecciosas, este niimero determina la cantidad promedio de per-
sonas que son infectadas al introducir una persona infecciosa en una poblacion susceptible y
matematicamente puede ser hallado mediante el radio espectral de la matriz de la siguiente
generacion [27] .

De esta forma, el Numero Bésico de Reproduccion es una herramienta indispensable para
determinar el comportamiento de una enfermedad, cuya transmisiéon en una region haya sido
representada mateméticamente, y fue gracias a él que McKendrick y Kermack publicaron en
1927 un analisis sobre un modelo tipo SIR, que no es otra cosa que estudiar la propagacion
de un virus observando la variacion en el nimero de personas Susceptibles (personas sanas
que pueden llegar a adquirir el virus), Infectadas (personas que han adquirido y pueden
transmitir el virus) y Recuperadas (personas que han adquirido inmunidad hacia el virus)
[22]. En adelante, se han propuesto diferentes tipos de modelos matematicos que ayudan a
comprender la forma de propagacion de enfermedades infecciosas, a saber, tipo SEIR (Sus-
ceptible, Expuesto, Infectado, Recuperado), tipo SIS (Susceptible, Infectado, Susceptible),
tipo ST (Susceptible, Infectado), entre otros, los cuales conllevan a sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias que representan la dindmica de transmisioén de enfermedades infeccio-
sas y ayudan a prever posibles brotes epidémicos o, en algunos casos, establecer mecanismos
de control con el fin de reducir el niimero de contagios.

El dengue no es la excepcion al modelado, pues debido al problema de salud piublica que
ha ocasionado, son muchos los modelos matematicos que han surgido en estos tltimos anos,
generalmente en un intento de establecer mecanismos de control que disminuyan considera-
blemente la propagacion del virus. De hecho, en [5], presentan una revision sistémica al 2012,
donde se encontraron 28 modelos que tienen en cuenta el vector para la transmision del virus
v 14 modelos en los que se considera la transmision humano-humano. Dentro del modelado de
la transmision del dengue, se encuentran trabajos como el realizado en [78] donde proponen
y analizan un modelo determinista incluyendo el crecimiento poblacional del mosquito y la
transmision vertical del virus del dengue, determinando, mediante un analisis de sensibilidad
del Numero Béasico de Reproduccion, cudles son los pardmetros mas sensibles del modelo.
En la investigacion presentada en [6], se realizan simulaciones y anélisis de sensibilidad para
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que representa la dinamica de transmision
del virus del dengue y el chikungunya, teniendo en cuenta su circulacion simultanea. Igual-
mente, en [45], realizan un anéalisis de sensibilidad del Numero Bésico de Reproduccion para
un modelo de la transmision del dengue aplicado en dos ciudades de Taiwan.

En cuanto a control, se pueden encontrar trabajos como el realizado por Roberto C.A.
Thomé et al. quienes proponen un sistema de ecuaciones diferenciales para el crecimiento del
mosquito transmisor, teniendo en cuenta el control por medio de la esterilizacion de mosquitos
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macho mediante la radiacion gamma [64]. En este trabajo se plantea también un problema
de control 6ptimo que es resuelto mediante el Principio del Maximo de Pontryagin, el cual
permite encontrar como se deberia aplicar el control a través del tiempo, de tal manera que
se optimice un funcional (generalmente de los costos que genera aplicar dicho control). Para
el trabajo mencionado, ligan al modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias que describe
el crecimiento poblacional del mosquito teniendo en cuenta su reproduccién, un funcional
que representa los costos directos e indirectos de aplicar los controles por insecticida y por
esterilizacion del mosquito. El problema consistia en determinar dos funciones dependientes
del tiempo para cada uno de los controles, de tal manera que se minimizara el funcional de
costos y al mismo tiempo se lograra reducir la poblaciéon de mosquitos. Pretendiendo dar
solucion mediante el Principio del Maximo de Pontryagin, hallan la funcion Hamiltoniana
con el sistema de variables adjuntas como se describe en [5I] y finalmente, presentan de
forma numeérica las funciones obtenidas.

Marat Rafikov et al. proponen un modelo considerando tres estrategias de control para el
mosquito, a saber, control por insecticida, por esterilizaciéon de mosquitos machos y la reduc-
cion de la capacidad de carga de los criaderos. También plantean y resuelven numéricamente
un problema de control 6ptimo, encontrando que, gracias a la aplicacion de los controles
antes nombrados, en una semana se reduce considerablemente la poblacién de mosquitos a
un costo minimo [53]. Igualmente, Helena Sofia Rodrigues et al. proponen un sistema de
ecuaciones diferenciales que representa la dinamica de la transmisiéon del dengue teniendo
en cuenta el estado acuatico del mosquito y clasificando el estado aéreo en susceptibles e
infectados. Para la poblacion humana, clasificada en susceptibles, infectados y recuperados,
consideran la posibilidad de ejercer control mediante la vacunaciéon y, para dicho control,
ligan un funcional de costos al sistema, para luego resolver el problema de control 6ptimo
haciendo uso del Principio del Maximo de Pontryagin y, mediante simulaciones numéricas,
muestran la reduccion del nimero de personas infectadas que se podria lograr aplicando este
tipo de control [57].

Por otra parte, Harriet Hughes y N. F. Britton han propuesto un modelo que representa la
dindmica de transmision del virus del dengue cuando se introduce el control con la bacteria
Wolbachia, encontrando que este tipo de control es ttil para el caso en el que el Nimero
Basico de Reproducciéon es pequeno; sin embargo, cuando es demasiado grande, sugieren
aplicar también otras estrategias con el fin de reducir la propagacion del virus en la poblaciéon
[24].

Jair Koiller et al. plantean un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias teniendo en
cuenta la incompatibilidad citoplasméatica que genera la infecciéon con la bacteria Wolba-
chia. Primero consideran como variables de estado las poblaciones de huevos, larvas, pupas,
hembras no fertilizadas, hembras fertilizadas y machos. Realizan un anélisis de estabilidad
y luego consideran un nuevo modelo con la incompatibilidad citoplasméatica. Tras realizar
un analisis a este dltimo, plantean un modelo SEIR para la transmisién del dengue con las
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consideraciones anteriores y, tras hallar el Numero Béasico de Reproduccion, analizan dicho
modelo. Finalmente, mediante simulaciones numéricas, muestran la gran diferencia que se
presenta en la transmision de la enfermedad con este tipo de control [30]. Igualmente, tenien-
do en cuenta el uso de la bacteria Wolbachia, se encuentran trabajos como el presentado en
[77], donde se tiene en cuenta la incompatibilidad citoplasmética y plantean la dindmica de
transmision del virus del dengue, sin tener en cuenta otros controles sobre el mosquito. En
[75] comparan los efectos de dos cepas de la bacteria en el Aedes aegypti en la transmision
de virus como el dengue, el zika y el chikungunya.

Marcos Amaku et al. presentan un modelo de la transmision de la enfermedad del dengue
teniendo en cuenta los estados del crecimiento del mosquito y, mediante un analisis de sen-
sibilidad de los parametros que componen el Numero Basico de Reproduccion, determinan
para dicho modelo, que el control del mosquito adulto es la estrategia mas efectiva para
reducir la propagacion de la enfermedad [4].

Precisamente, pretendiendo verificar estudios recientes que busquen controlar la dindmica
de transmision del virus del dengue con Wolbachia y optimizar dichos controles, se hizo
una revision sistémica de literatura en este aspecto, teniendo como principal base de datos
Scopus. Alli, se introdujo la cadena de busqueda “Mathematical model” and “dengue” and
“wolbachia” and “optimal control”, limitada a documentos de tipo open access entre los anos
2016 y 2020, obteniendo como resultado un total de 21 articulos. La Figura muestra
los criterios de exclusiéon e inclusion de la revision, la cual evidencia que, en seis trabajos
han realizado un estudio de control 6ptimo sobre el dengue. En [37] proponen un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias que representa la interaccién células-virus en el cuerpo de
una persona, con el fin de establecer la carga viral de los infectados. Ademas, teniendo en
cuenta un control por antibiético, realizan un estudio de control 6ptimo mediante la técnica
bang-bang, la cual toma sb6lo dos valores de control: cero ¢ un valor constante. Por su parte,
en el trabajo presentado en [59] plantean un modelo para la transmision del virus entre
humanos y mosquitos. Ademas, teniendo en cuenta un control por insecticida y, haciendo
uso del Principio del Maximo de Pontryagin, muestran las mejores estrategias de control
para minimizar las infecciones. Tomando un modelo de la literatura que describe el creci-
miento poblacional del mosquito, en [I8] incorporan tres controles que representan la tasa
de reducciéon de densidad de mosquitos acuaticos por remocién de huevos, la esterilizacion
de mosquitos machos y el uso de insecticida. Plantean un problema de control 6ptimo y lo
resuelven mediante algoritmos genéticos, los cuales son usados cuando el funcional a opti-
mizar presenta problemas como la presencia de varios puntos criticos. En la investigacion
realizada en [3] presentan un modelo para el crecimiento poblacional del mosquito y, ademas,
le incorporan por separado, dos tipos de control, el primero por esterilizacion y, el segundo,
por el uso de la bacteria Wolbachia. De igual forma, plantean y resuelven un problema de
control 6ptimo haciendo uso del Principio del Maximo de Pontryagin. En [76] consideran un
modelo para la transmisiéon del virus del dengue teniendo en cuenta que en los mosquitos se
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presenta un control por Wolbachia. Realizan un anélisis del modelo y resuelven un problema
de control 6ptimo mediante la técnica bang-bang. Finalmente, en [47], muestran un modelo
para la transmision del dengue considerando un retardo de tiempo en la maduracion del
mosquito y, ademés, incluyendo un control por medio de vacunacién. Usando también el
Principio del Maximo de Pontryagin, plantean y resuelven un problema de control 6ptimo.
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Figura 2-1: Revison sistémica sobre control 6ptimo en dengue.

Sin embargo, se ha establecido que la enfermedad del dengue debe ser estudiada no sé6lo
considerando los controles existentes sobre el mosquito transmisor, sino también teniendo
en cuenta otros factores que hacen la dindmica de transmisién mucho mas compleja, como
por ejemplo, la temperatura y la dispersion espacial, ya que los factores climaticos influyen
sobre el potencial de propagacion del virus, lo cual fue evidenciado en un trabajo de campo
realizado por Cory W. Mori et al. quienes hacen fuerte hincapié en la necesidad de crear
modelos que consideren estos aspectos con el fin de acercarse un poco maés a la realidad sobre
la propagacion del virus [43)].

Estos estudios se han hecho por separado en trabajos como el de Sittisede Polwiang, con
datos de temperatura tomados de Tailandia, mediante un sistema de ecuaciones diferen-
ciales, muestra que temperaturas muy bajas o altas reducen los casos de dengue, ya que
el crecimiento del mosquito transmisor depende de las condiciones climéticas [50]. En [49],
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tomando datos del departamento de Cortés (Honduras) entre 2003 y 2013, obtienen una
serie temporal que se ajusta a los datos reales y, mediante esta, realizan una proyeccion
de ocho semanas, en las cuales se evidencia la correlaciéon del clima y fenémenos climaticos
en posibles brotes epidémicos. De igual forma, en un trabajo de Jing Liu-Helmersson et al.
consideran la tendencia con la que se transmite el virus al hombre en la interaccién vector-
hombre, dependiendo del rango de temperatura diurno, mostrando que en regiones donde
la temperatura promedio es de 29°C, pequenos cambios de temperatura diurnos, dan lugar
a potenciales epidemias de dengue, pero los grandes cambios reducen el potencial [35]. En
este trabajo, también proponen funciones dependientes de la temperatura para el calculo de
algunos parametros involucrados en la dindmica de transmision del virus del dengue. Estas
funciones son el resultado del ajuste de los datos de los pardmetros versus las mediciones
de temperatura durante el dia, los cuales fueron obtenidos gracias a una exhaustiva revision
literaria de resultados de laboratorio. Dicho trabajo es de especial interés, ya que alli se
evidencia que la temperatura influye significativamente en la capacidad que tiene el vector
en transmitir el virus a las personas, para lo cual es necesario tener en cuenta la interac-
cion vector-virus-humano, lo que se conoce como Capacidad Vectorial. Esta capacidad esta
estrechamente relacionada con el Nimero Basico de Reproduccién, ya que si aumenta la
capacidad vectorial, aumentara también dicho niamero y, por lo tanto, el nimero de infeccio-
nes secundarias. Segin el modelo de Ross-Mcdonald, para hallar 1a mencionada Capacidad
Vectorial, se deben considerar el ntimero de picaduras diarias que tiene en promedio un mos-
quito, las probabilidades de transmision del virus de humano a vector y viceversa, el periodo
de incubacion del virus y la tasa de muerte del mosquito [35]. De esta forma, la Capacidad
Vectorial se relaciona a su vez con el parametro conocido como Fuerza de la infeccion, el
cual es la tasa de infeccion de una persona susceptible y representa el riesgo de que una
persona sana sea infectada con el virus. Segun [34], para calcular la Fuerza de la Infeccion,
es necesario tener en cuenta el niimero de contactos con otros individuos (en este el caso del
dengue, el nimero de picaduras del mosquito), la probabilidad de transmision del virus y la
proporcion de individuos infectados (mosquitos y humanos). El calculo de esta fuerza puede
ser evidenciado en trabajos como [28], donde calculan la Fuerza de Infeccion en Managua
(Nicaragua) entre los afios 1994 y 2015.

En cuanto a la dispersion espacial del mosquito o el humano, poco es el trabajo que se ha
realizado, pero esto no significa que sea intrascendente, ya que se ha observado, especialmente
en modelos en los que interactian dos especies, que un punto de equilibrio estable para
un modelo temporal, puede cumplir las condiciones de Turing y convertirse en un punto
de equilibrio inestable en su correspondiente modelo espacio - temporal [66]. Entre estos
modelos encontramos el planteado por R.K. Upadhyay et al. para la relacion depredador
- presa del fitoplancton y el zooplancton [67] o el modelo planteado por Lakshmi Narayan
Guin y Prashanta Kumar Mandal que describe la relacion depredador - presa con crecimiento
logistico entre dos especies [2I]. Respecto a modelos sobre la transmision del dengue en el
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que consideran el movimiento humano encontramos el planteado por Huei-li Lin y Feng-Bin
Wang quienes logran determinar explicitamente el Niimero Béasico de Reproduccion, pero
proponen como trabajo a futuro el andlisis de estabilidad global para el modelo [33]. En
[71] proponen un modelo con dispersion y retardo de tiempo para describir la dindmica
de la transmision del virus del dengue teniendo en cuenta el estado acuatico del mosquito.
Mediante el Nimero Basico de Reproduccion, realizan un anélisis de estabilidad y, el retardo
y la dispersion son consideradas en las simulaciones numéricas. Por su parte, en [74] analizan
un modelo de reaccién para la transmisiéon del virus y, al incluir la dispersion, encuentran
soluciones de ondas viajeras que conectan los dos estados constantes del sistema cuando el
Numero Basico de Reproduccion es mayor a uno.



3 Modelos planteados

Teniendo en cuenta el primer acercamiento al planteamiento de un modelo de propagacion del
virus del dengue con control integrado publicado en [52] y, con el fin de conocer un poco més
el comportamiento del crecimiento poblacional del mosquito Aedes aegypti hembra adulto,
en este capitulo se plantea otro modelo, con el cual se trabajara durante la investigacion.
Dicho modelo, basado en el sistema dado en [52], representa la dindmica de transmision del
virus del dengue teniendo en cuenta los tres tipos de control existentes para el mosquito
transmisor, a saber, mecanico (mediante el uso de trampas que evitan que el mosquito
llegue a su estado adulto), biologico (mediante el uso de la bacteria Wolbachia) y quimico
(mediante el uso de insecticidas). Se clasifica la poblacion humana en susceptibles de contraer
el virus, infectados con el mismo y recuperados de la enfermedad. Por su parte, la poblacién
de mosquitos hembra adulto se divide en cuatro: mosquitos sin la bacteria (portadores y
no portadores del virus) y aquellos que si estan infectados con la misma (portadores y no
portadores del virus). De este modelo, se toma el caso particular en el que la probabilidad
de transmision del virus para los mosquitos hembra con Wolbachia se hace nulo y se obtiene
un modelo un poco mas simplificado. Finalmente, se muestra un modelo que representa la
dindmica de crecimiento poblacional del mosquito Aedes aegypti hembra adulto.

3.1. Modelado de la transmisiéon del dengue con
control integrado

Se consideran las siguientes hipotesis para plantear el modelo:

= Se desea analizar el caso de la transmision de un serotipo del dengue, por lo cual no
se tiene en cuenta la reinfeccion.

» Se trabaja en una poblacion cerrada (sin migracion).

= Existen tres tipos de controles sobre el mosquito, a saber, control biolo6gico mediante
la infeccion por la bacteria Wolbachia, el control quimico por insecticidas y el control
preventivo mediante el uso de trampas.

= Se consideran tres estados en la poblacion humana: la poblacion Susceptible a contraer
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el virus del dengue, los Infectados con el mismo y los que se han Recuperado de la
enfermedad causada por el serotipo del virus.

= En la poblacién del mosquito transmisor se consideran cuatro estados: mosquitos hem-
bra adultos portadores del virus del dengue con y sin Wolbachia y los hembra adultos
no portadores del virus con y sin la bacteria.

= No se considera competencia entre los dos tipos de mosquitos.

= El serotipo de bacteria Wolbachia que se utiliza reduce la probabilidad de transmisiéon
del virus al humano y puede reducir el tiempo de vida del mosquito infectado.

= La bacteria genera incompatibilidad citoplasmatica entre los mosquitos machos infec-
tados con Wolbachia y las hembras no infectadas, por lo cual se puede reducir la tasa
de oviposiciéon de los mosquitos hembra sin Wolbachia. Asi, la tasa de oviposicién de
los mosquitos sin Wolbachia es menor o igual a la tasa de ovoposicion de los mosquitos
que si estan infectados con la bacteria.

= Se tendra en cuenta el perfodo de incubacion del virus en el mosquito, ya que muchas
de las hembras mueren durante el tiempo que tardan en convertirse de infectadas a
infecciosas (capaces de transmitir el virus a las personas).

Bajo estos supuestos, en la Tabla se presenta la descripcion de las variables y los para-
metros a utilizar en el planteamiento del modelo y en el diagrama de flujo presentado en la
Figura se observa la dindmica de transmision del virus, en donde:

o M w
A2=5f¢26(w+W) (1_m+M+w+W>
T+ Uy k
) M W

De acuerdo al diagrama de flujo presentado en la Figura [3-1] la razon de entrada a la
poblaciéon susceptible estd dada por puN, que representa el nimero de nacimientos en la
poblacion por cada unidad de tiempo. De igual forma, se puede observar que la razén de salida
de esta poblacion estd dada por aquellos que mueren de forma natural (uS) y por los que
son infectados con el virus del dengue y pasan al estado I en cada unidad de tiempo. Ahora
bien, dicha razon de salida de las personas susceptibles y razén de entrada a las personas
infectadas en cada unidad de tiempo t, se puede dar por la picadura de un mosquito hembra
adulto portador del virus que esté infectado con la bacteria, o por uno que no esté infectado
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‘ Variable/Parametro ‘ Descripcion ‘

S Namero promedio de personas susceptibles en un tiempo ¢ (S(t))

I Nuamero promedio de personas infectadas en un tiempo ¢ (I = I(t))

R Ntamero promedio de personas recuperadas en un tiempo ¢ (R(t))

N Nimero promedio de personas en el medio (S + I + R)

m Niamero promedio de mosquitos hembra adulto no portadores del virus
del dengue y que no estan infectados con Wolbachia en un tiempo ¢ (m(t))

M Namero promedio de mosquitos hembra adulto portadores del virus
del dengue y que no estén infectados con Wolbachia en un tiempo t (M (t))

w Namero promedio de mosquitos hembra adulto no portadores del virus
del dengue y que estan infectados con Wolbachia en un tiempo t (w(t))

w Nimero promedio de mosquitos hembra adulto portadores del virus
del dengue y que estan infectados con Wolbachia en un tiempo t (W (t))

7 Tasa de crecimiento y muerte en la poblaciéon humana

I} Probabilidad de que un mosquito sin Wolbachia sobreviva al periodo
de incubacion del virus y lo transmita a un humano

o Probabilidad de que un mosquito con Wolbachia sobreviva al periodo
de incubacion del virus y lo transmita a un humano

Q Tasa de picaduras del mosquito hembra adulto

0 Tasa de recuperaciéon en los humanos

k Nimero maximo de mosquitos hembra adultos que soporta el medio

¢ Tasa de desarrollo de mosquitos inmaduros a mosquitos maduros

f Fracciéon de mosquitos inmaduros que se desarrollan en hembras

01 Tasa de oviposicion del mosquito hembra sin Wolbachia

103 Tasa de oviposicion del mosquito hembra con Wolbachia

) Niamero promedio de huevos en cada oviposicién de una hembra

T Tasa de muerte natural en mosquitos inmaduros

P Probabilidad de transmision del virus de humano a mosquito

€ Tasa de muerte natural del mosquito sin Wolbachia

v Tasa de muerte natural del mosquito con Wolbachia

Uy Tasa de muerte del mosquito inmaduro a causa de las trampas

Uo Tasa de muerte en mosquitos adultos a causa de los insecticidas

U3 Fraccion de mosquitos inmaduros que son infectados con la bacteria

Tabla 3-1: Variables y pardmetros para la construccion del modelo.

M

m+M4+w+W

persona se encuentre con un mosquito hembra adulto portador del virus y sin la bacteria,
M

(el e ywrwn

encuentra con un mosquito en estado M que haya sobrevivido al estado infeccioso, la pique

con la misma. De esta forma, dado que representa la probabilidad de que una

sera la probabilidad por unidad de tiempo en la que una persona susceptible se

y contagie con el virus. Asi, el nimero de personas infectadas con el virus del dengue por
cada unidad de tiempo, como resultado de la picadura de un mosquito en estado M, serd

S. De forma anéaloga, o« S representa, por cada unidad de tiempo,

Ba— M ___ W
m—+M-+w+W m—~+M+w+W
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Figura 3-1: Diagrama de flujo.

el namero de personas que son infectadas con el virus del dengue por la picadura de un
mosquito hembra portador de mismo e infectado con la bacteria.

De esta forma, la variacién respecto al tiempo en el niimero de personas susceptibles, estara
dada por:

s M W
= — uN — S — S
L Y SRV e Ay ST 7

— pS.

Por otra parte, la variacion en el nimero de personas infectadas respecto al tiempo, presenta
como flujo de entrada, el nimero de personas susceptibles que han sido contagiadas por
unidad de tiempo y, como flujo de salida, el nimero de personas que mueren naturalmente
por unidad de tiempo (u]) y el nimero de personas que se recuperan por unidad de tiempo
(01). Asi,

dI M W
< - S S — (u+0)I.
Py v ara ey v e A G

Ahora bien, la variacién por unidad de tiempo en el nimero de personas que se recuperan y
adquieren inmunidad al serotipo del virus, tiene como flujo de entrada el nimero de recupe-
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rados por unidad de tiempo (01) y, como flujo de salida, el nimero de personas que mueren
de forma natural por unidad de tiempo (uR). De donde,

AR
oI —uR.
dt pht

De esta forma, se puede decir que el modelo que representa la transmision del virus del
dengue en la poblacion humana esta dado por el sistema (3-1):

M w

I B B

S=n Bam+M+w+WS Uam+M+w+WS =

) M w

1= — I -1
/Bam+M—|—w+WS+Oam+M—|—w+WS (1 +9) (3-1)

R=0I — uR.

Es de resaltar que, como [ es la probabilidad de que un mosquito sin Wolbachia sobreviva
al periodo de incubacién del virus y lo transmita a un humano, entonces, considerando las
hembras sin la bacteria, 8 = (1€, donde (3, es la probabilidad de que una hembra transmita
el virus a una persona en una picadura y, si € es la probabilidad de que una hembra sin
Wolbachia sobreviva una unidad de tiempo (si se trabaja en dias, la probabilidad de que
sobreviva un dia) y n es el periodo de incubacion del virus del dengue en el mosquito,
entonces €" es la probabilidad de que un mosquito hembra sin la bacteria sobreviva a todo
el periodo de incubacion. De igual forma, o = 07", donde o, es la probabilidad de que
la hembra con Wolbachia transmita el virus a una persona en una picadura y 7" es la
probabilidad de que el mosquito sobreviva al periodo de incubacion del virus.

Ahora bien, la variacion en la fraccion de mosquitos hembra sin Wolbachia que no portan
el virus del dengue, presenta como flujo de entrada, el niimero de mosquitos inmaduros que
no estan infectados con la bacteria y que se desarrollan en hembra adulta, por unidad de
tiempo. Ademas, presenta como flujo de salida, el nimero de mosquitos que se infectan con
el virus o los que mueren, por unidad de tiempo. Dicha muerte puede ser a causa natural o
por insecticida ((e + ug)m).

Ahora, dado que #ul representa la esperanza de vida de un mosquito en estado inmaduro,

@10 representa el niimero de huevos depositados por una hembra con Wolbachia en cada
unidad de tiempo y £ f es la fraccién de mosquitos inmaduros que se desarrollan en hembras

adultas por unidad de tiempo, el término representa, por cada hembra sin la bacteria,

T+ Uy
el nimero de huevos que sobreviven al estado inmaduro y pasan a ser hembras adultas

por unidad de tiempo. Ademés, como 1 — us3 es la fraccion de mosquitos inmaduros sin la

m+M4+w+W
k

bacteria a los cuales no se les ha microinyectado con la misma y, 1 — es la fraccion

de espacio disponible en el medio para recibir mosquitos hembras adultos, el ntimero de
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mosquitos hembra que ingresa a la poblaciéon m, por unidad de tiempo, estard dada por
(1 _ m+M;:w+W) (1— u3)5f¢>16 (m + M).

T+uy

Por otra parte, el niimero de mosquitos hembra adultos sin la bacteria que contraen el
virus por unidad de tiempo, estard dado por el término mﬁm%, ya que, o) representa la
probabilidad por unidad de tiempo (tasa) en la que un mosquito es contagiado con el virus
al picar un humano infectado y, % es la probabilidad de encontrar un humano infectado en
el medio.

Se puede concluir que la variacion en la poblacion de mosquitos hembra adulto sin la bacteria
Wolbachia y que no portan el virus del dengue, estara dada por:

I
+ M) — — —(e+ .
" (m ) ame (€ 4+ uz)m

dm m+ M+ w+W Efpr0
—=(1- (1 — ug)
dt k

La variaciéon en la poblacién de mosquitos hembra adultos portadores del virus, pero que
no estan infectados con la bacteria, estd dada por el nimero de mosquitos hembra adultos
sin la bacteria que se contagian con el virus por unidad de tiempo, menos el nimero de

mosquitos en este estado que mueren por unidad de tiempo, ya sea por muerte natural o por
insecticidas ((e + ug)M). Asi:

dM 1

— = ayYm— — (e + ug) M.

g~ vmy (et )
Se considera ahora la variacion en el nimero de mosquitos hembra adultos infectados con
la bacteria, pero que no son portadores del virus. Esta poblacién tendra dos flujos de
entrada, a saber, el ntimero de mosquitos inmaduros que son ovipositados por hembras

infectadas con la bacteria y que logran llegar al estado adulto, por unidad de tiempo

<(1 — m“”:w*W) fﬁ’if (w4 W)) y, ademas, el nimero de mosquitos que son ovoposita-

dos por las hembras sin Wolbachia, que son microinyectados por los humanos con la bacteria
y logran llegar al estado adulto, por unidad de tiempo <(1 — m+M+w+W) us £f‘bl‘s(m + M))

k T+uq

La poblaciéon w tendra también dos flujos de salida, el nimero de mosquitos en este estado que
se infectan con el virus del dengue, por unidad de tiempo (aww%) y, el niimero de mosquitos
que mueren (de forma natural o por insecticida), por unidad de tiempo ((v + ug)w). Por lo
tanto,

d_w_ 1_m+M+w+W Efpad
N k T+ U

( m+M—|—w+W) Ef 0
+ 11— Us
k T+ Uy

(w+ W)

(m+ M) — aww% — (v + uz)w.
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Finalmente, la variacién en la fraccién de mosquitos hembra portadores del virus infectadas
con Wolbachia presenta como flujo de entrada el nimero de mosquitos w que son infectados
con el virus, por unidad de tiempo y, como flujo de salida, los que mueren. De donde,

Por lo tanto, el modelo que representa la dindmica de transmision del virus del dengue en
los mosquitos, se observa en el sistema (3-2):

m = <1_m+M;€|—w—|—W) (1_u3)7§]ifi(m+]\/[)—awm%—(e+u2)m

: 1
M:oa/}mﬁ — (e 4+ ug) M
0 — 1_m—i—M—i—w+W Efpad
N k T+ Uy

N (1_m+MZw+W>“3£f¢15

(w+ W) (3-2)

1
7T+u1(m+M)—awwN—(V—i—u2)w

. 1
W = oa/)wﬁ — (v +ug)W.

Y el modelo que representa la dinamica de transmision y control del dengue estd dado por

el sistema ([3-3):

. M %4

— uN — _ _

S=h 5am+M—|—w—|—WS 0am+M—|—w—|—WS Hd

. M 44

I= S S — 0)I

o s W oy Y
R=0I —puR
. m+M+w+W Efpro 1
=(1— 1— M) — -

m ( . )( u3)7r+u1(m+ ) ame (€ 4+ uz)m

M = awm% — (e +ug)M (33)

. ( m+M+w+W>§f¢25
w=|1- ’

(w+ W)

™+ Uy

. (1_m+M+w—I—W)u £fnd

(m+ M) —oapwi — (v + u)w

k 37r+u1 N

W:awwi— (v +ug)W
N
con condiciones iniciales S(0) = Sy > 0, 1(0) = [y > 0, R(0) = Ry > 0, m(0) = my > 0,
M(0) = My > 0, w(0) = wp > 0y W(0) =Wy >0, Ny =5+ Io+ Ro >0y mo+ M+
wo + Wy > 0. Téngase en cuenta que 0 < p,me,v < 1,0 < B,0,a,0,&, f, 01,02, < 1,
0<up,up,<1lyk,oeN.
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Segun las hipotesis para el planteamiento del modelo, como la infeccion de los huevecillos
con la bacteria se hace manualmente, se considera técnicamente imposible inyectar todos
los huevos ovipositados por los mosquitos hembra sin Wolbachia, es decir que 0 < ug < 1.
Ademas, la tasa de muerte de un mosquito infectado con la bacteria Wolbachia puede ser
mayor o igual a la de los mosquitos que no lo estan, por lo cual se debe tener que v > €y, por
esta misma razon, la probabilidad de que un mosquito infectado con la bacteria sobreviva
al periodo de incubacion del virus, es menor o igual a la probabilidad de supervivencia de
los mosquitos que no lo estan, es decir, 7" < €. Adicionalmente, como la probabilidad de
transmision del virus del dengue a los humanos debe ser menor por parte de los mosquitos
infectados con la bacteria, se considera o7 < (31 y, de esta manera ¢ < . Por ultimo, la tasa
de oviposiciéon de los mosquitos infectados con la bacteria es mayor o igual a la tasa de los
mosquitos que no lo estan, con lo cual, ¢; < ¢s.

3.2. Caso particular ¢ = 0 del modelo de transmision
del dengue con control integrado

Si bien el modelo de la transmision del virus del dengue con control integrado se ha planteado
teniendo en cuenta que la probabilidad de transmision del virus de un mosquito hembra infec-
tado con Wolbachia es menor a la probabilidad de transmision por parte de los mosquitos que
no lo estan, estudios recientes en Colombia realizados por la Universidad de Antioquia, en la
investigacion denominada World Mosquito Program (antes Eliminate Dengue Program), en
su pagina http://www.eliminatedengue.com/colombia/que-es-wolbachia aseguran que inclu-
so, se puede considerar que la probabilidad de transmisién del virus a los humanos es nula,
es decir, se puede considerar 01 = 0, de donde o = 0. Si se tiene esta hipdtesis, el modelo
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(3-3) se transforma en el sistema (3-4)

. M
S = uN — — S

N e wrw
: M
I = -

iy v G
R =01 — uR
, m+ M 4w+ W Efprd I

=(1- 1— - —

m < ’ )( u3)ﬁ+u1(m+M) chmN (€ +ug)m

M:(Mﬂm% — (e +u)M
0 — (1_m+M—i—w+W> EfPad

w
k 7T+u1(w+ )

( m+M+w+W) Efopro
+ 11— Us
k ™+ Uy

I
(m 4 M) — apwte — (v + ug)u
W = ) ! (v + ug)W
= aw— — (v +uz
con condiciones iniciales S(0) = Sy > 0, I(0) = I, > 0, R(0) = Ry > 0, m(0) = mg > 0,
M(O) =My > 0, w(O) =wy > 0, W(O) =Wy > 0, So+ 1o+ Ry >0 ym0+M0+w0+W0 > 0.

Téngase en cuenta que 0 < p,me,v < 1,0 < B,0,0,& f, 0,0, u,us < 1,0 < uz <1y
k,6 € N. Se considera también que v > ey ¢ < ¢a.

3.3. Modelo de crecimiento poblacional del mosquito
Aedes aegypti hembra adulto

Para el planteamiento de este modelo se considera el sistema (3-2) y sea:

b=m+M B=w-+W.

De esta forma, se puede interpretar a b como el nimero promedio total de mosquitos hembra
adultos que no estan infectados con la bacteria y B sera el nimero promedio total de mos-
quitos hembra adultos que si lo estan. Asi, se tiene que b=r+ M y B = + W, entonces
el sistema se transforma en el sistema (3-5)):

b= (1 - #) (1 —ug) §f¢16b — (e +u2)b

T4+ Uy (3_5)

B= (1 _ b*};ﬁ) W5Ii1(¢23+u3¢1b) — (v +us)B.
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Es posible interpretar que la variacién en el ntimero promedio de mosquitos hembra adulto
sin Wolbachia esta representado por un flujo de entrada y uno de salida. El flujo de entrada
es, por cada unidad de tiempo, la cantidad de mosquitos inmaduros que no son infectados
por microinyeccion con la bacteria (1 —ug3), que logran entrar a poblacion como resultado de

la oviposicion de mosquitos hembra sin Wolbachia (%b), teniendo en cuenta que exista

_ B
k

cada unidad de tiempo, los mosquitos que salen de la poblacién por muerte natural o como
resultado del insecticida ((e + uz)b).

capacidad en el medio para sostenerlos (1 ) Por su parte, el flujo de salida es, por

De igual forma, el flujo de entrada a los mosquito hembra adulto con Wolbachia es, por cada
unidad de tiempo, la cantidad de mosquitos inmaduros que logran entrar a la poblaciéon y que
han sido ovipositados por un mosquito en este estado 6, en su defecto, han sido ovipositados
por un mosquito sin la bacteria, pero posteriormente han sido infectados por los humanos
mediante la microinyeccion con la bacteria ((1 — ”J’TB) %(@B + u3¢1b)>. El flujo de salida
es, por unidad de tiempo, los que mueren en este estado ((v + ug)B).



4 Andlisis de estabilidad local para el
sistema del crecimiento poblacional
del mosquito

Con el proposito de realizar un anélisis de estabilidad de los sistemas de transmision del
virus del dengue en la poblaciéon humana, en este capitulo se analizard la estabilidad local
del modelo de crecimiento poblacional del mosquito. Para ello, se partira del sistema , se
muestra su conjunto de interés biologico y se hallan tres puntos de equilibrio, a saber, P, P,
y P;. Para cada uno de ellos se presentan las condiciones de estabilidad local dependientes
de los umbrales de crecimiento. Se realiza también la estabilidad del sistema en el caso
particular ¢; = ¢o y se muestran simulaciones numéricas implementadas en el software
Matlab que ratifican los resultados analiticos. Por ultimo, al final del capitulo, se hace un
breve resumen de los resultados obtenidos, pero interpretados de forma biolégica.

4.1. Analisis para el sistema (|3-5

Se parte por definir el conjunto de interés biologico para el sistema que representa el creci-
miento poblacional del mosquito Aedes aegypti dado por (3-5|) como:

Q={(b,B):b>0, B>0y b+DB<k}. (4-1)

Teorema 4.1.1. El conjunto de interés bioldgico Q2 dado por (4-1) es positivamente inva-
riante.

Demostracion. El método usado para llevar a cabo esta demostracion consistira en demostrar
que al tomar una condicién inicial en la frontera de €2, el campo vectorial del sistema (3-5])
apunta hacia dentro del mismo conjunto o, en su defecto, permanecen en la misma frontera,
como se ilustra en la Figura 4-1}

Notese que la frontera de € estd dada por 092 = 00 U 0Q5 U 0€23. De esta forma, si la
condicion inicial (by, By) esté en 0f, entonces:
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025 k b

Figura 4-1: Conjunto de interés biologico €.

1. Si by = 0, entonces b= 0, es decir que b permanecera constante en by = 0 a través del
tiempo. Ademas,

a) Si By = k, entonces B = —(v +u2)k < 0, es decir que B decrece. De esta forma,
las soluciones del sistema permanecen en el eje B < k (0€).

b) Si By = 0, entonces B = 0, es decir que B permanece constante en B = 0. De
esta forma, con la condicién inicial (0,0), las soluciones del sistema permanecen
en dicho punto de 0€2;.

¢) Si 0 < By < k, por permanecer b constante en by = 0 y B crecer como maximo
hasta k y decrecer como minimo hasta 0, las soluciones del sistema permaneceran

en 891
2. Si By = 0, es posible tener uno de los siguientes casos para by:

a) Si by = k, entonces b = —(e + up)k < 0y B = 0, es decir que b decrece y B
permanece constante en By = 0. Esto indica que las soluciones del sistema se
deslizaran sobre el eje b < k (0€3).

b) Si by = 0, como se mostro anteriormente, las soluciones permaneceran constantes
en el punto (0,0) de 9.

¢) Si0 < by < k, entonces B = (1 - %0) %’Efu;;bo > 0, lo cual indica que B crece y

las soluciones del sistema no se salen de ).
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3. Si by + By = k, entonces b = —(e + uz)by < 0y B = —(v 4 uy)By < 0, lo cual indica
que tanto b como B decrecen haciendo b + B < k.

]

En el siguiente teorema se establecen los puntos de equilibrio que presenta el sistema (3-5]).
Teorema 4.1.2. El sistema presenta tres puntos de equilibrio dados por:

H-1 h—1 h—1
Pl—(0,0), PQ—(O,]C(T>) yP3—<k’T(1—7"),k h ’f’),

donde:
. uzd1 (€ + uy)
O1(V + ug) — da(€ + ug) — Pprug(v — €)
y, ademds,
_ §f b0 B = (1—U3)ff¢15
+u)(m+u) (7 +w) (e + us)

Antes de realizar la prueba de este teorema, se considera de importancia resaltar que es
posible que P3 no exista (cuando en r se divide entre cero). Sin embargo, si existe y ug = 0,
el punto Pj se transforma en P = (k‘%, O) ysih>1y1>r P;tiene sentido biologico,
pues el ntimero promedio de cada una de las poblaciones tomaria valores positivos.

También se destaca que si H < 1, el punto P, no tiene sentido biologico, va que se obtendria
que el nimero promedio de mosquitos hembra adultos infectados con la bacteria Wolbachia
es negativo. Ademas, si H =1, P, = P, y, si h =1, Py = P; (en caso de que exista P3). Por
lo tanto, si H = h =1, P, = P, = P5. Finalmente, en el caso en el que » = 1, se tiene que
P; si existe y esta dado por Py = (0, k%)

Demostracion. Para hallar los puntos de equilibrio se procede a igualar a cero b y B del
sistema (3-5)), obteniendo el sistema de ecuaciones:

(1— —[H];B> (1—U3)7§Tbib— (€+u2)b=0 (4-2)
(1 - b—iI;;B> 75—{(;1 (2B + uz1b) — (v +uz) B = 0. (4-3)

Factorizando b de la ecuacion (4-2)) se obtiene:
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™+ Uy

((1 - #) (1= us) S0 _ (e + u2)> b=0. (4-4)

Por lo tanto:

1. Sib=0, de la ecuacion (4-3) se llega a:

<(1—%> M—(V—l—ug))B:O. (4-5)

T+ Uy
De donde:
a) Si B =0, se obtiene el punto de equilibrio P, = (0,0).
b) Si B # 0, de la ecuacion se tiene que:

(i)

§f P20

Si se hace H =
(I/ + Ug)(’ﬂ' + U1>

, se observa que:

(%)

y por lo tanto, se obtiene el punto de equilibrio

H-1
o (O,k (—H )>
2. Si b# 0, de la ecuacion (4-4), al despejar b se llega a la ecuacion (4-6) dada por:

T+ Ul)(ﬁ + Ug)

gl
S (T T

(4-6)

Al reemplazar este resultado en la ecuacion 1) y haciendo h = %, se llega

a:

€+ Us

PR <(¢2 — ¢rus) B + uskey (1 —~ %)) — (V+u)B =0,

de la cual, al despejar B, se tiene:
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B— U3k3¢1(6+ﬂ2) (h— 1)
o1Vt ug) — da(e+uz) — prus(v—e) \ h )7

siempre que ¢ (v + ug) — Pa(€ + ug) — Ppruz(v —e€) # 0.
Al reemplazar B en la ecuacion (4-6)), se tiene que:

b_k(h—1> _ usks (€ + uz) (h—l)
B h 1 (v 4 ug) — p2(€ + uz) — prus(v —¢€) h ’

lo cual se simplifica como

=k ($) (1 O+ us) —u;ile(izgg)— drus(v = €>> |

De esta forma, se concluye que, haciendo

U3¢1(€ + UQ>
O1(v 4 uz) — da(e + uz) — pruz(v —€)’

h—1 h—1
P3—<I{TT(1—7"),]€ h ’f’).

entonces

Corolario 4.1.1. Si ¢1 = ¢o, los puntos de equilibrio del sistema (3-b|) estan dados por:

) ) H —1 o h—1 o oh—1,
P1:(070)7 P2:(07k< i )) Y P3:(kT(1_T)?k h T)a

donde:

. _ us(€ + ug)
(1 —u3)(v—c¢)
y ademds,
. §f 10 (1 —uz)éfpr0
H (v ug) (T ) Y h_(ﬂ+u1)(e+u2)'

Nuevamente, se resalta que el punto de equilibrio P3 puede no existir (en este caso cuando
v =c¢).
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Demostracion. Basta con hacer ¢; = ¢ en los puntos obtenidos de forma general, ya que
los célculos no varian en este caso. O

Para realizar el anélisis de estabilidad del sistema, se consideran algunos resultados de las
proposiciones y[.1.2] En la proposicion [4.1.1] se demuestra los valores que puede tomar
r del punto Pj, lo cual determina el sentido biol6gico del mismo y es una pieza fundamental
para demostrar su estabilidad local dada en la proposicion [4.1.2

Proposicion 4.1.1.

1. Si H = h, entoncesr =1 ¢ no existe.
2. St H < h, entonces 0 < r < 1.

3. St H > h, entoncesr <0, r>1 dr no existe.

Demostracion. Se toma inicialmente como hipotesis que H = h, de esta manera se tiene que:

§f a0 (T —ug)éfoid

(m+u)(v+uz) (m+u)(e+ug)’

lo cual conduce a

¢2 (1 —us)d
v+ Uy €+ Uy
es decir que
P1(v +uz) — ga(e + uz) —usdr (v + uz) =0, (4-7)
por lo cual ¢1(v + uz) — Pa€ + uz) — uzp1 (v — €) = ugpi(e + ug). De donde, si H = h,
r = ¢1(HuQ)f”;iﬁ:ﬁ)ugm(%e) = 1 cuando ¢1(v + ug) — ¢o(e + uz) — uzd1(v —€) # 0 6 no

existe en caso contrario.

De igual forma, cuando H < h, siguiendo un proceso andlogo al realizado para obtener
la ecuacion (4-7), se llega a ¢1(v + uz) — Pa(€ + uz) — ugdh1 (v + uz) > 0 y al sumar en
ambos lados de la desigualdad uzp;(€e + us), lo cual es mayor o igual a cero, se obtiene que
O1(V 4+ ug) — Pa(€+ ug) — uzpy (v — €) > uzpi(€ + ug) > 0. Por transitividad, se entiende que
el lado izquierdo de la desigualdad también es mayor que cero, por lo cual, al dividir entre
esta expresion se llega a que 0 < r < 1.

Finalmente, si H > h, analogo al proceso seguido en la primera hipotesis, se llega a ¢1(v +
ug) — ¢a(€ + ug) — uzdy (v + uz) < 0. Al sumar en ambos lados de la desigualdad ugo; (e +
ug) > 0 se tiene que ¢ (v + uz) — ¢p2(€ + ug) — usd1 (v — €) < usgi(e + uz). En este caso,
O1(V 4 uz) — da(€ + uz) — uzdy (v — €) puede ser 0, puede ser negativo o puede ser positivo.
De esta forma, si se pretende dividir entre esta expresion para obtener r, es posible que r
no exista (cuando el denominador es cero), que r < 0 (cuando el denominador es negativo)
6 que r > 1 (cuando el denominador es positivo).
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]

Se puede concluir de la anterior proposicion que, cuando H = h y r = 1, entonces P, = P;.
Ademas, cuando H < h y h > 1, el punto Pj tiene sentido biologico.
Corolario 4.1.2. Si ¢1 = ¢ se tiene que:

1. Si H* = h, entonces r* =1 ¢ r* no existe cuando v = e.
2. Si H* < h, entonces 0 < r* < 1.

3. St H* > h, entonces r* > 1 ¢ r* no existe cuando v = €.

Demostracion. Si H* = h, entonces (1 — u3)(v + uz) = € + ug, luego v — € — us(v + ug) +

ug(€ + ug) = uz(e + ug), es decir, cuando v # €, entonces r* = us(etuy)

= foug)og — L ¥, en caso

contrario, r* no existe.

Si H* < h, entonces v — € —ug(v+us) +ug(e+uz) > us(e+us), es decir que (1 —ug)(v—e) >

ug(e + ug) y, como uz(e + ug) > 0, por transitividad (1 — uz)(v —€) > 0. Por lo tanto,
x ___us(etuz)

0<r = T —g < 1.

Analogamente al caso anterior, si H* > h, entonces (1 — u3)(v — €) < ug(e + uz), por lo

cual r* no existird cuando v = € y, en caso contrario, como v > € y uz < 1, entonces

T* — U3(€+U2) > 1 D
—ug)v—9 = =

Proposicion 4.1.2. La estabilidad del punto de equilibrio P3 se puede resumir en:
1. Si h=H, el punto P3 no existe o es no hiperbdlico.

2. St H < h, el punto P3 es no hiperbolico cuando h = 1, es inestable cuando h <1 y es
asintoticamente estable a nivel local cuando h > 1.

3. Si 1< h< H, el punto de equilibrio P3 no existe o es inestable.
4. Sih < Hyh=1, el punto P3 no existe o es no hiperbdlico.
5 Sih < H yh<1, el punto P3 no existe o su estabilidad puede variar.

Demostracion. Se puede observar que la matriz Jacobiana asociada a la linealizacion del
sistema (3-5)) alrededor de un punto P esta dada por:

(e +ug)h (1 - %) — (e 4+ u29) — 2 ph
TP = ( v ) H (uss (1 2E8) = B) (o) (B (1 2528~y 0) 1) ) (48)

Por lo tanto, al evaluar la matriz (4-8|) en P se obtiene:
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J(Ps)

I
VR

ail  ai12
a21 Q22

donde,

ai; = (e4+uz)(h—1)(r—1)

a1z = —(e+u2)(h—1) (1 —r) (4-9)
as = (v +ug)H [ugzi — ugi;hh_l(g ) - rh ; 1]

a9 = (v + up) [H<1_h;1 <1+r+U321(1—7~)>) _1}

2

y su ecuacidon caracteristica sera:

N+ (—a11 — az)A + annag — azaiz = 0, (4-10)
en la cual:
v+us [ ¢1 o))
—a1 — ag = Aph-n P+ (2 -1)|+h-H
aip — a2 N {@ ( ){—I—r<¢1 )}—f— }
y ademas,

ajraz — azia12 = (€ +ug)(h —1)(1 —r)(v + u2) (r(l 115263;?:3_) U2)> : (4-11)

De esta forma se tiene:

1. Si h = H, de la proposicion [4.1.1] se sigue que r no existe 6 r = 1. Si r no existe tampoco
existird P3, pero cuando r = 1, el término independiente a11a20 — as1a12 = 0. De aqui que, la
ecuacién caracteristica tiene una raiz nula y, por lo tanto, P53 es no hiperbdlico.

2. Si H < h, de la proposicion 0 <r < 1. De este modo, si h = 1, el término independiente
a11a22 — ag1a12 s igual a cero, es decir que la ecuacién caracteristica tiene una rafz nula y,
por lo tanto, P3 es no hiperbélico.

Sih <1, el término ajjazs — az1a12 < 0y, segin el criterio de Routh-Hurwitz presentado en
[44], la ecuacion (4-10]) presenta por lo menos una raiz con parte real positiva, de lo cual se
concluye que el punto Pj es inestable.

Si h > 1, se tiene que ajrag — as1a12 > 0y —ai; — azs > 0, es decir que los coeficientes
de la ecuacién polinémica son todos positivos. De esta forma, segin el criterio de
Routh-Hurwitz presentado en [44], la parte real de las raices de la ecuacion son todas
negativas, lo cual conlleva a concluir que P; es asintéticamente estable a nivel local.
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3. Sil < h < H, por la proposicion es posible que 7 no exista, sea mayor que uno o sea
negativo. Si r no existe, no existira Ps.

Sir>1,porserl <hyl—r<0, el termino ajjass — as1ais < 0, lo cual, segin el criterio
de Routh-Hurwitz, hace que la ecuacion (4-10]) presente por lo menos una raiz con parte real
positiva, es decir que el punto P5 es inestable.

Igualmente, si » < 0, por ser 1 < h, la expresion (e + ug)(h — 1)(1 — r)(v + uz) > 0, pero

% < 0, es decir aj1a99 — ag1a12 < 0. Esto conlleva también a que Pj es inestable.

4. Si h < Hy h = 1, r puede no existir, con lo cual no existiria Ps. Si r existe, el término
independiente ajjagy — agiaiz de la ecuacion (M-10)) es nulo debido a que h = 1. Esto indica
que la ecuaciéon caracteristica tiene un valor propio nulo y asi, P3 es un punto no hiperbélico.

5. Sih < Hy h <1, por la proposicién [4.1.1] r no existe, es negativo o es mayor a uno. Si
no existe, P no existird. Si r > 1, como ¢1 < ¢o, entonces 1 + r (% — 1) > 0. Luego, al

multiplicar esta desigualdad por h — 1 < 0, se llega a (h — 1) [1 +r (% — 1)] < 0. Ademas,
como h < H, entonces h — H < 0. Estos resultados hacen que el término —a11 — age < 0, de
lo cual se concluye que la ecuacién polinémica presenta por lo menos una solucién con
parte real positiva. De esta forma, en este caso P es inestable.

Ahora, si r < 0, entonces ¢1(v +uz) — pa(€ +uz) — prus(v — €) < 0. En este punto, es posible
que ¢1(v + uz) — ga(e +uz) >0, ¢1(v + u2) — da(e +uz) =06 ¢1(v + uz) — P2(€ + u2) < 0.

Caso I: Si ¢1(v + u2) — ¢a(€ + uz) < 0, entonces ¢1(1 — uz)(v + uz) < ¢2(1 — ug)(e + uz),
es decir que ¢ous(e + uz) — drus(e + uz) < da(e + uz) — P1(1 — uz)(v + uz) — drus(e + u2).
Como r < 0, la parte derecha de esta tltima desigualdad es positiva y asi, dividiendo entre
esta expresion se obtiene:

G2 (¢2 — ¢d1)us(e + u2)
»1 P2(e+u2) — d1(1 —uz)(v + uz) — prus(e + ua)

<1,

lo cual conduce a que 1+ 7"¢2¢_1¢1 > 0. Como se estd considerando h < 1y h < H, se ha

demostrado que —aq1; — a9 < 0, es decir que Pj es inestable.

Caso II: Si ¢1(v + uz) — ¢2(€ + uz) = 0, entonces

__ug(etug)g (€ + u2)s _ (€ +u2)o1 _ ¢
Pruz(v —e€) ¢1(v +ug) — ¢1(e + uz) P2(€ + u2) — p1(e + u2) G2 — 1

Por lo tanto, 1 + 7’% =0y, el término —aj; — azx = ”Jr%(h — H) < 0. Esto demuestra
que (4-10) presenta una soluciéon con parte real positiva, lo cual hace que Pj sea inestable.

Caso III: Si ¢1 (v + ug) — ¢2(e +uz) > 0, por ser h < H, se tiene que —¢p1(1 —usz)(v + u2) +
Pa(e+u2) > 0. Si da(e+uz) — ¢1(1 —ug)(v+u2) < uzda(e+usz), entonces da(e+uz) — 1 (1 —

us) (v +ug) — ugp1(e+ u2) < uspa(e+ uz) — uzpi (e + uz). Notese que la parte izquierda de la
u3(p2—¢1)(etuz) -1
? po(etu2)—d1(1—us)(v+uz)—uspr (etu2) .

desigualdad es positiva cuando se considera r < 0. Asi
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De donde —r (%) > 1, lo cual indica que r <¢2¢_1¢1) < —1. De aqui se concluye que

1

1+7r (¢2¢_1¢1> < 0. El producto

z:H(h —1) [1 +7 <¢)2(;1¢1ﬂ , (4-12)

es positivo por ser h < 1. En el caso en el que el producto sea mayor que H — h, se
tendria que —aj1 — a2 > 0 y, como con estas hipétesis ajjagze — asia12 > 0, el punto P; serfa
asintéticamente estable a nivel local. En el caso en que seaiguala H—h, —aj1—age =0
y la parte real de las soluciones de la ecuacién serfan nulas, es decir que Pj serfa no
hiperbélico. En el caso en el que sea menor a H — h, el término ajjase — as1a12 seria
negativo y, por tanto, Ps seria inestable.

Analogamente, si ¢a(e+uz)—¢1(1—ug)(v+u2) > uspa(e+usz), entonces —r (%) <ly,el
producto (4-12)) serfa negativo por ser h < 1. Ademas, como h < H, el término aijazs — asiaiz
de la ecuacion polinomica (4-10) es negativo, lo cual garantiza la presencia de una solucion

con parte real positiva, es decir que P35 es inestable.

O

El resultado de esta proposicion establece principalmente que cuando H < hy h > 1, el

punto de equilibrio P35 no sélo tiene sentido biolégico, sino que ademas es asintoticamente
estable a nivel local.

A nivel general, la estabilidad local del sistema (3-5) se puede resumir como en el siguiente
teorema:
Teorema 4.1.3.

1.

Sith#H,h<1yH<1, P, es asintéticamente estable y el punto P, es inestable. En
el caso en el que exrista Ps su estabilidad puede variar.

Sih=H, h <1, P es asintéticamente estable y el punto Py es no hiperbolico. En
caso de que r exista, Py = P,

Sih=H =1, PP = P, es un punto de equilibrio no hiperbolico. En caso de que r
exista, P3 = Ps.

Sth =1y H # 1, P, es no hiperbdlico, P, = P53 en el caso en el que P3 exista y,
ademas, Py es asintoticamente estable cuando H > 1 y es inestable cuando H < 1.

StH=1yh#1, Pp =P, es un punto no hiperbdlico, pero P3 es asintoticamente
estable cuando h > 1 y no existe o es inestable cuando h < 1.

Sth < H, h# 1y H > 1, el punto Py es asintdticamente estable y el punto P
es inestable. FEl punto P3 no existird, serd inestable en el caso en el que h > 1 0 su
estabilidad puede variar cuando h < 1.
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7. Sth>H, h>1y H#1, el punto P es asintdticamente estable y los puntos P, y P
son inestables.

8. Sih=H,h>1, P, es inestable y el punto Py es un punto no hiperbolico. En caso de
que r exista, P3 = Ps.

Demostracion. Evaluando en P; la matriz Jacobiana (4-8)), asociada a la linealizacion del
sistema (3-5)) alrededor de un punto P, se obtiene:

[ (etu)(h—=1) 0
J(P1) = ( <V+U2)U3%H (v +ug)(H — 1) )

y por lo tanto, su ecuacion caracteristica es

A—(e+u)(h—1) A= (v+u)(H—-1)) =0. (4-13)

Para la linealizacion alrededor del punto Ps, se tiene la matriz:

h—H
,](PQ): (6+U2) (—H ) 0
(v +us)(usst — (H = 1)) (v +up)(1 — H)

y asi, su ecuacion caracteristica sera:

<)\— (€ + up) (}“TH» (A — (v +us)(1 — H)) = 0. (4-14)

De esta forma se tiene:

1. Sih <1, H <1, por la ecuacion (4-13)) se tiene que los valores propios de J(P;) son
reales negativos, de donde el punto de equilibrio P; es asintéticamente estable a nivel
local.

Si se considera ademés que H # h, de la ecuacion (4-14) se puede ver que no hay
valores propios nulos y que, por ser 1 — H > 0, existe un valor propio real positivo.
Esto lleva a concluir que P, es un punto inestable.

Por otra parte, bajo esta hipotesis, se tiene que h < H <1 6 H < h < 1, lo cual
conduce a la segunda y quinta condicion de la proposicion [4.1.2] Alli se observa que la
estabilidad de Pj, si existe, puede ser variada.

2. Si se tiene que h = H, h < 1, anadlogamente al caso anterior, el punto de equilibrio
P, es asintoticamente estable a nivel local. Sin embargo, cuando h = H, la ecuacion
(4-14)) tiene un valor propio nulo, lo cual implica que P, es un punto no hiperbolico.
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En caso de que P; exista, aunque no es necesario porque P, = Pj, se puede ver que
debido a que H = h, segin la proposicion [£.1.2] Ps es también un punto no hiperbélico.

3. Se puede observar que, cuando h =1y H =1, P, = P, y P; = P, cuando r existe.
Ademas, en las tres ecuaciones caracteristicas se obtiene un valor propio nulo, por lo
tanto, el punto P; es un punto de equilibrio no hiperbdlico.

4. Analogo al caso anterior, cuando h = 1, en las ecuaciones caracteristicas de P, = P
(cuando Pj existe) se obtiene un valor propio nulo. Por lo tanto, P3 es un punto no
hiperbolico. Sin embargo, cuando H < 1 en la ecuaciéon (4-14) se obtiene un valor
propio real positivo y otro no nulo, por lo cual el punto P es inestable. En el caso en
el que H > 1, de la ecuacién se obtienen dos valores propios reales negativos,
por lo cual el punto P; es asintoticamente estable.

5. 851 H =1, P, = P, y, de sus ecuaciones caracteristicas, se obtienen valores propios
nulos, lo cual indica que es un punto no hiperbélico.

En cuanto a Ps, cuando h > 1, se tiene el segundo caso de la proposicion [4.1.2] en el
que es asintoticamente estable. Cuando h > 1, la quinta condicién de la proposicion
establece la variedad en la estabilidad de este punto de equilibrio.

6. Si H > 1, se puede observar que de la ecuacién se obtiene un valor propio real
positivo y, como h # 1, no hay valores propios nulos, lo cual indica que el punto de equi-
librio P; es inestable. Ademaés, si se tiene que h < H, de la ecuacién se obtiene
dos valores propios reales negativos, lo cual lleva a concluir que P; es asintoticamente
estable a nivel local.

Por otra parte, si h # 1 y h < H, segun la tercera y quinta condicién de la proposiciéon
P; no existe o su estabilidad puede variar.

7. Si h > 1, de la ecuacién se obtiene un valor propio real positivo y, como H # 1,
no hay valores propios nulos, lo que indica que el punto de equilibrio P; es inestable.
Ademas, sih > Hy H # 1, la ecuacion (4-14)) no tiene raices nulas y ademaés se obtiene
un valor propio real positivo, por lo cual P, es inestable.

Se observa también que, bajo estas hipotesis, se obtiene la segunda condicién de la
proposiciéon la cual indica que Pj es asintoticamente estable a nivel local.

8. Sih=Hyh>1,delaecuacion se obtiene que J(P;) tiene dos valores propios
reales positivos, por lo tanto, P; es inestable. Sin embargo, de las ecuaciones
y (4-10) se obtienen valores propios nulos, lo cual indica que el punto de equilibrio
P, = P; (cuando r existe) es no hiperbolico.

]
Corolario 4.1.3. Cuando ¢ = ¢, la estabilidad local del sistema (3-5) en los puntos Py
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y Py es andloga a los puntos Py y P,, respectivamente. Por su parte, la estabilidad local del
punto P§ cuando existe (cuando v # €)se puede resumir como:

1. St h =1, Py es un punto no hiperbolico al igual que cuando h = H* yr* = 1.
2. Sth>H"yh>1, P es asintéticamente estable.

3. Sih<H" o6, h>H"yh<1, P; es inestable.

Demostracion. Haciendo ¢y = ¢5 en la matriz Jacobiana y evaluandola en el punto Py,
se obtiene nuevamente la ecuacion caracteristica , cambiando H por H*. Esto mismo
sucede con la ecuacién caracteristica del punto P;. Por lo tanto, la estabilidad de los puntos
Pf y Py es la misma del teorema [4.1.3

Por su parte, si se considera v = ¢, el punto P no existird, pero si se considera v # e,
el punto Py siempre existird, ya que uz < 1. En este caso, la ecuacion caracteristica de la
matriz Jacobiana asociada a la linealizacion alrededor de P; esta dada por:

V4 Ug

A+ [H*(h — 1)+ (h — H*)] A+ (e + ua)(h — 1) (v — €)(1 — r*) = 0. (4-15)

De esta forma se tiene:

1. Si h = H*, por el corolario r* no existe y no existirda Py 6, r* = 1y el término
independiente de la ecuaciéon polinémica [4-15|se anula. Por lo tanto, en dicho caso, la
ecuacién caracteristica presenta una solucién nula y asi, P; es no hiperbolico.

De la misma forma, si h = 1, la ecuacion presenta una solucion nula y asi, P§
también es no hiperbdlico.

2. Si h > H*, por el corolario 0 < 7" <1y, ademas, si h > 1, los términos
VY (= 1) 4 (h— H)] y (e +ua)(h— 1)(v — €)(1 — ) de la ecuacion 4-1| son

positivos, por lo cual, segiin el criterio de Routh-Hurwitz, todas sus soluciones tienen

parte real negativa. Esto conlleva a que el punto P; es asintéticamente estable a nivel
local.

3. Si h < H*, por el corolario r* > 1 o no existe cuando v = €. En el caso en el
T2 [H*(h — 1) + (h — H*)] de la ecuacion |4-15[es

negativo y, por el criterio de Routh-Hurwitz, al menos una de sus soluciones tiene parte

v
que exista r* y h < 1, el término

real positiva. Esto conduce a que el punto P; es inestable. En el caso en el que exista
r*y h > 1, el término (e + us)(h — 1)(v — €)(1 — r*) de la ecuacién es negativo
y, por el criterio de Routh-Hurwitz, al menos una de sus soluciones tiene parte real
positiva. Se obtiene entonces, como en el caso anterior, que el punto P; es inestable.
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Por otra parte, si h > H*, por el corolario [4.1.2] 0 < r* < 1 y ademés, si h < 1,
el término (e + ug)(h — 1)(v — €)(1 — r*) de la ecuacion es negativo, obteniendo
también que Py es inestable.

]

La Figura resume el analisis de estabilidad para los puntos de equilibrio.

P Py
HA A A HA A W

H=1 - He1 >
0 h—1 h 0 h=1 h

HA Estable
Inestable

mm No Hiperbdlico

No existe si r no existe
Inestablesir >160 r <0

No existe si r no existe

Inestablesir >16r <0
yo1(v +uz) < ¢ga(e+ uz)
Varia su estabilidad si » < 0
Y p1(v +uz) > da2(e + uz)

Figura 4-2: Estabilidad local para los puntos Py, P> y Ps.
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Si bien en algunos casos se puede tener la estabilidad local simultanea de P3 y Py, 6 P3y P,
el hecho de que Pj se encuentre fuera del conjunto de interés bioldgico €2 y, el Teorema |4.1.1
garantice que las soluciones del conjunto no se salen de {2, se puede resumir la estabilidad
local en general mediante la Figura

HA N\
<z - P con sentido bioldgico y
‘2‘ asintoticamente estable.

P, con sentido bioldgico y
asintdticamente estable.

P5 con sentido bioldgico y
asintoticamente estable.

mmmm | 3 linealizacion no decide
la estabilidad.

0 h=1 h

Figura 4-3: Estabilidad local del sistema (3-5)) con sentido biologico.

En este punto, surge la inquietud de qué sucede con la dindmica del crecimiento poblacional
del mosquito, si en una region determinada cambia el valor de cierto parametro, o como es
méas conveniente combinar los controles constantes, teniendo en cuenta un fin determinado
para las poblaciones. Pues bien, queriendo responder a estas preguntas, se ha realizado un
andlisis de sensibilidad de los parametros involucrados en los umbrales de crecimiento del
mosquito. Dicho anélisis de sensibilidad fue basado por la teoria presentada en [14], segtin
la cual, se puede concluir que el indice de sensibilidad de los umbrales A 6 H, respecto a un
parametro dado es:
[If; — B% 6 TH — Ba_H,
h Op P H op

respectivamente y, donde p es un parametro del cual depende el umbral a trabajar. De esta
forma, se tiene que:

s €
=1 It=1 I'=1 1Il/=1 I'=- "= —
5 f ¢1 0 ™ 7T+U1 € €+U2
h _ _ Uy ho_ (5] ho_ Us
“ T+ Uy uz €+ Uy us 1—U3
y, ademas,
R A I e N s T A
7T+U1 V+U2
“ T+ Uy 2 V4 uy
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Con estos resultados, es posible concluir entonces que, aquellos indices en donde el resultado
es positivo, indican que el umbral es directamente proporcional al parametro y, por el con-
trario, donde se han obtenido valores negativos, el umbral es inversamente proporcional. De
esta forma, se puede decir que, aquellas regiones donde se tenga mayor tasa de desarrollo
de mosquitos inmaduros, mayor fraccién de mosquitos que se desarrollan en hembras, mayor
tasa de oviposicién de mosquitos o que las hembras ovipositen méas huevecillos, tendran ma-
yor umbral de crecimiento para la poblacion de mosquito en cuyo umbral se encuentre dicho
parametro. Por el contrario, aquellas regiones donde se tenga mayor tasa de muerte natural
de mosquitos en cualquiera de sus estados, obviamente tendré menor crecimiento poblacio-
nal de mosquitos hembra. Ademas, si se desea aplicar el control integrado constante, de tal
manera que, en lo posible, se aumente el crecimiento poblacional de los mosquitos infectados
con Wolbachia v se disminuya el crecimiento de los mosquitos que no lo estan, se recomienda
que:

= Se aumente en cuanto sea posible uz. Esto se debe a que, si bien H no depende del
control uz, aumentar este pardmetro hace disminuir el umbral i de los mosquitos sin
la bacteria.

= Hacer aspersiones quimicas con moderacion. La justificacion de esto es que, como v > e,
Isz < Lg y, al ser ambos indices negativos, cualquier aumento en la tasa de muerte
a causa de los insecticidas, ocasionara la disminuciéon en el umbral de crecimiento de
ambos mosquitos. Sin embargo, si se llega a tener que v > €, por ser 132 < ]fé, si se
aumenta la tasa de muerte por insecticidas, disminuird més el umbral de crecimiento
de los mosquitos sin Wolbachia que el umbral de los mosquitos que si estan infectados

con la bacteria.

= El uso de trampas debe ser moderado, ya que el aumento en la tasa de muerte de los
mosquitos inmaduros a causa de las trampas, puede ocasionar la disminucién en igual
proporciéon del umbral de crecimiento de los mosquitos con y sin la bacteria.

4.2. Resultados numéricos para el sistema ([3-5

Con el fin de visualizar los resultados analiticos, se han tomado diferentes escenarios de
simulacién con valores hipotéticos para los parametros, mostrando el comportamiento de las
soluciones en cada caso. En las Tablas y se muestran los valores de los parametros
tomados para cada escenario de simulacién, asi como también, se calcula el valor para los
umbrales h y H con el fin de mostrar el caso de estabilidad que se presenta.
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Pardmetro | Esc. 1 | Esc. 2 | Esc. 3 | Esc. 4 | Esc. 5 | Esc. 6 | Esc. 7

13 0.5 0.4 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
f 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4
o1 0.2 0.4 0.5 0.5 0.5 0.55 0.5
2 0.4 0.4 0.5 0.6 0.6 0.6 0.6
) 10 10 10 10 10 10 10
s 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
k 1000 1000 1000 | 1000 | 1000 | 1000 1000
€ 0.1428 | 0.1428 | 0.1 0.1 0.1 0.09 | 0.1428
v 0.4 0.21 0.2 0.16 0.7 0.2 0.2
Uy 0.8 0.9 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8
Ug 0.8 0.462 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8
Us 0.8 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
h 0.0849 | 0.8658 1 1 1 1.15 | 0.2121
H 0.6667 | 0.8658 1 1.25 0.8 1 1

Tabla 4-1: Valores de los parametros para los escenarios 1-7.

Parametro | Esc. 8 | Esc. 9 | Esc. 10 | Esc. 11 | Esc. 12 | Esc. 13
£ 0.8 0.6 0.6 0.5 0.5 0.5
f 0.7 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4
1 0.7 0.5 0.5 0.2 0.3 0.6
103} 0.9 0.57 0.5 0.55 0.7 0.65
1) 10 10 10 10 10 10
T 0.143 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
k 1000 1000 1000 1000 1000 1000
€ 0.1428 0.1 0.1428 | 0.1428 0.1 0.09
v 0.28 0.43 0.21 0.8 0.16 0.7
Uy 0.4 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8
Us 0.3 0.8 0.462 0.8 0.8 0.8
Us3 0.4 0.1 0.1 0.3 0.1 0.1
h 9.7821 1.2 1.7857 | 0.7425 0.6 1.2135
H 16.0031 | 1.1122 | 1.7857 | 0.6875 | 1.4583 | 0.8667

Tabla 4-2: Valores de los pardmetros para los escenarios 8-13.

Los resultados numéricos corroboran lo demostrado analiticamente. Sin embargo, es de es-
pecial interés los casos en los cuales, el anéalisis de estabilidad local indica que un punto sea
no hiperbolico, como lo es el caso en el que h = H = 1, en el cual, de acuerdo a la Figura
[4-6] bajo las condiciones del escenario 3 de la Tabla la solucién estable es el punto de
equilibrio P;. Este mismo resultado se obtiene cuando h = 1 y H < 1 con las condiciones
dadas en el escenario 5 de la Tabla ocuando H =1y h < 1 bajo las condiciones dadas
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en el escenario 7 de la Tabla [4-1] Estos resultados se pueden observar en las Figuras
y 4-10] respectivamente. Por otro lado, en la Figura se puede observar que cuando se
tienen las condiciones del escenario 10 de la Tabla [4-2] la solucion estable es el punto Ps.
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Figura 4-4: Escenario 1.
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Figura 4-5: Escenario 2.
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Figura 4-6: Escenario 3.
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Figura 4-10: Escenario 7.
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Figura 4-16: Escenario 13.

Ahora bien, debido a que los valores de los pardmetros varian de regi6on a region e in-
cluso, en un lugar determinado pueden variar de acuerdo a situaciones naturales como la
temperatura o el tiempo, se muestra la simulacién del modelo en un caso particular para
una region en la que se supone hay una temperatura promedio de 25°C', la cual es cer-
cana a las temperaturas promedio de ciudades endémicas de Colombia como Cali (Valle
del Cauca) y zonas costeras. Sin embargo, vale aclarar que algunos parametros son calcu-
lados mediante funciones que dependen de la temperatura, otros tomados de la literatura
y aquellos en los que no se registran datos en la literatura, se toman de forma hipotéti-
ca, por lo cual, si bien se particulariza un poco, estos datos no representan la realidad en
cuanto a que no se han tomado especificamente de una regiéon. De acuerdo a esto, se cal-
cula la tasa de muerte del mosquito sin Wolbachia en estado adulto mediante la funciéon
e(T) = 0,8692 — 0,15907 + 0,011167% — 0,00034087" + 0,0000038097™* otorgada por Liu-
Helmersson [35], obteniendo que €(25°C') = 0,0321 por dia. Ademaés, segtn [25], la bacteria
Wolbachia puede reducir hasta en un 50 % la vida adulta del mosquito, por lo cual se puede
suponer que v = 2¢ = (0,0642 por dia.

Se asume también que 6 = 100, ya que una hembra puede ovipositar entre 50 y 150 huevecillos
por vez [40), 39]. Como en [15], se asume que £ = 0,075 por dia, como en [8 4] = = 0,1 por
dia y como en [30], se toma f = 0,5. Al igual que en [I] se asume que en el medio hay
como maximo k = 50000 mosquitos hembras adultos y, debido a que se requiere de estudios
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entomolodgicos mas detallados que atn no reportan los laboratorios sobre Wolbachia y la
incompatibilidad citoplasmética en el mosquito, se toma de forma hipotética ¢; = 0,5 por
dia, ¢o = 0,7 por dia. Por su parte, como los valores de los controles dependen de c6mo
se pretenden aplicar, se tomara de forma hipotética u; = 0,2 por dia, us = 0,1 por dia y
us = 0,1. Con estos valores se obtiene que h = 42,5814, H = 53,2887 y la simulacién se
muestra en la Figura [4-17] en la cual podemos observar que las soluciones tienden al punto
de equilibrio Ps.

Figura 4-17: Soluciones con algunos parametros calculados para una temperatura de 25°C'.

La tabla[4-3lmuestra el indice de sensibilidad de los umbrales de crecimiento si se desea hacer
una pequena variacion en uno de los parametros dados anteriormente. En ella se evidencia
que, efectivamente, si se desean aplicar los controles para disminuir h, us es el control que
mas influye, aunque este también hace disminuir el umbral H, pero con menor proporcion.
Ademas, se puede apreciar que, si se disminuye el valor de ¢; y se aumenta el valor de ¢,
como es de esperarse, aumentara significativamente el valor de H y disminuiré el valor de h,
lo cual también se tiene si se disminuye el valor de v y si se aumenta el valor de € (respetando
siempre la condicion de que v > ¢). Igualmente, se puede optar por aumentar ug con el fin
de disminuir A sin afectar H.

L& f ||| v € T (0 U U3
h|1|1]1 1 —0,2430 | —0,3333 | —0,6667 | —0,7570 | —0,1111
H|1]1 11 -03910 ~0,3333 | —0,6667 | —0,6090

Tabla 4-3: Indices de sensibilidad de los umbrales h vy H.

En la Figura se puede apreciar h en funcion de cada uno de los parametros de los que
depende, de tal manera que, se puede establecer qué sucede con el valor de este umbral si se
varia un parametro u otro. Igualmente, la Figura muestra la grafica de H en funcion
de los parametros de los que depende, evidenciando también qué sucede con este umbral si
se varia alguno de sus parametros.
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4.3.

obtenidos para el modelo

Teniendo en cuenta que para el modelo de crecimiento poblacional del mosquito Aedes aegypti
representado mediante el sistema (3-5)) se han obtenido los puntos de equilibrio P;, Py y Ps,

3-5

Figura 4-19: Umbral H en funcién de sus parametros.

Interpretacion biolégica de los resultados
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surgen los siguientes interrogantes:
;Qué significa un punto de equilibrio para este modelo?

Se empezard por aclarar que cada punto de este sistema es de la forma P = (b, B). Por
lo tanto, un punto de equilibrio para el modelo (3-5|) indicara los valores para los cuales
el nimero promedio de mosquitos sin y con Wolbachia hard cada una de estas poblaciones
constantes (mientras los pardmetros del modelo también lo sean), es decir que, si dado un
punto de equilibrio P = (b*, B*), en algiin momento el niimero promedio de la poblacion de
mosquitos sin Wolbachia alcanza el valor b* y al mismo tiempo, el nimero promedio de la
poblacién de mosquitos con la bacteria alcanza el valor B*, en adelante no habra cambios
en el nimero promedio de mosquitos de cada poblaciéon en el medio.

Qué significado biolégico tiene cada punto de equilibrio?

El punto P; = (0,0) es el equilibrio trivial, es decir, el equilibrio en donde no existe ninguna
de las dos poblaciones de mosquitos, ya que b = 0 indica que no hay mosquitos sin la bacteria
y B = 0 indica que no hay mosquitos infectados con la bacteria.

Por otra parte, el equilibrio P, = (O, k‘%) representa la ausencia de mosquitos sin la
bacteria, pues en este caso, b = 0; sin embargo, la poblaciéon de mosquitos infectados con la
bacteria persistird en el medio en un valor promedio de B = k%

Finalmente, el equilibrio Py = (k% (1—r7), k’%r) representa la coexistencia de las dos
poblaciones, es decir que la poblacién de mosquitos sin y con la bacteria permaneceran
en el medio. En este caso se puede interpretar que si el ntimero promedio de la poblacion
de mosquitos sin Wolbachia alcanza el valor b = kz% (1 —r) y al mismo tiempo el numero
promedio de mosquitos con la bacteria alcanza el valor B = k%r, este numero de mosquitos
de cada poblacion permanecera constante mientras no cambien las condiciones (los valores
de los parametros permanezcan iguales). Se puede observar también que este punto se puede
reescribir como P = k% (1 —r),7) y, como el total de la poblacién de mosquitos (b + B)
es k%, se puede decir que 1 — r es la fraccion de mosquitos sin Wolbachia en el medio y r
es la fraccion de mosquitos con la bacteria presentes en el medio. Es de anotar que cuando
ug = 0 (no se aplica microinyeccion a los huevecillos), el punto de equilibrio se transforma
en Py = (k%, O), lo cual indica que en el medio persistird la poblacién de mosquitos sin
Wolbachia en un valor promedio aproximado de b = k%, mientras que la poblaciéon de
mosquitos con la bacteria desaparecera del medio.

. Qué representan los umbrales de crecimiento h y H?

Se empezard por interpretar que, segin las definiciones de los parametros dadas en la Tabla
[3-1] £f representa la tasa de desarrollo en mosquitos hembras adultos, de tal forma que, la
expresion € fo es el numero de huevos depositados por una hembra (sin o con la bacteria),
que se desarrollan en hembras también (con o sin la bacteria), por cada unidad de tiempo,
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en condiciones ideales.

Ahora bien, como —— representa la esperanza (en unidad de tiempo) que tiene un mosquito

T+uq
en estado inmaduro de sobrevivir a dicho estado, entonces %
ovopositados por una hembra (sin o con la bacteria) que sobreviven al estado inmaduro y

llegan a ser hembras (sin o con la bacteria) en estado adulto. Asi, gzﬁl% representa, por cada

unidad de tiempo, el ntimero de huevos ovopositados por hembras sin la bacteria que estan

es el nimero de huevos

sobreviviendo al estado inmaduro y se desarrollan en mosquitos hembras adultos. De igual
forma, @% representa, por cada unidad de tiempo, el nimero de huevos ovopositados
por hembras con la bacteria que estan sobreviviendo al estado inmaduro y se desarrollan en
mosquitos hembras adultos.

1
v+uo

Wolbachia, entonces H = -y

representa la esperanza de vida del mosquito hembra adulto con
£f6

T+uy’
con Wolbachia en el medio, el nimero de huevos ovopositados por ella o su descendencia,

Por lo tanto, dado que

representara, al introducir un mosquito hembra adulto

que sobreviviran al estado inmaduro y llegaran a ser hembras adultas (infectadas con dicha
bacteria), durante el tiempo de vida adulta que tenga la primera.

£fo

T+uq
tados por hembras sin la bacteria que estan sobreviviendo al estado inmaduro, no se les inyec-

Por otra parte, (1 —u3)d; serd, por cada unidad de tiempo, el nimero de huevos ovoposi-

ta Wolbachia y se desarrollan en mosquitos hembras adultos. Ademas, como ﬁ es la espe-

ranza de vida de un mosquito hembra adulto sin la bacteria, entonces h = E+1u2 (1—u3)py 75{31 ,

representara, al introducir un mosquito hembra adulto sin Wolbachia en el medio, el nimero

de huevos ovopositados por ella o su descendencia, que sobreviviran al estado inmaduro, no
seran inyectectados con la bacteria y llegaran a ser hembras adultas, durante el tiempo de
vida adulta que tenga la primera.

. Coémo se pueden interpretar los resultados del analisis de estabilidad local de
los puntos de equilibrio?

Es posible resumir la estabilidad local del sistema de la siguiente forma:

1. Si el umbral de crecimiento para los mosquitos que no estan infectados con Wolbachia
es menor que 1 (h < 1) al igual que el umbral de crecimiento para los mosquitos que
si estan infectados (H < 1) y, ademés, inicialmente el nimero promedio de mosquitos
presentes en cada poblacién es cercana a cero, ambos tipos de mosquitos se desapare-
cerdn a través del tiempo. Esto debido a que para cuando h < 1y H < 1 el punto P,
es asintoticamente estable a nivel local.

2. Si el umbral de crecimiento para los mosquitos que no estan infectados con Wolbachia
es mayor que 1 y mayor que el segundo umbral (h > 1y h > H) y, ademds, inicialmente
el numero promedio de mosquitos sin la bacteria es cercano a k%(l —r) y el nimero
promedio de mosquitos infectados con la bacteria es cercano a k%r, entonces el
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namero promedio de mosquitos se estabilizara en dichos valores (coordenadas de Ps).

. Si el umbral de crecimiento para los mosquitos infectados con Wolbachia es mayor que
1 y mayor que el primer umbral (H > 1y H > h) y, ademas, inicialmente el ntimero
promedio de mosquitos sin la bacteria es cercano a cero y el ntimero promedio de
mosquitos infectados con la bacteria es cercano a k%, entonces el nimero promedio
de mosquitos se estabilizara en dichos valores (coordenadas de P).

. En los otros casos, con el analisis realizado, no se puede determinar en qué valores se
estabilizaran las poblaciones.



5 Andlisis de estabilidad local de los
sistemas de transmisiéon del dengue
en la poblacién humana

En este capitulo se realiza un analisis de estabilidad local para los sistemas de transmision
del virus del dengue en la poblacion humana. Dado que la propagacion del virus solo se
daré en el caso en el que exista por lo menos una de las poblaciones de mosquitos hembra
adulto, se toman los puntos de equilibrio P, y P5 del sistema y se reemplazan en
el sistema de propagacion del virus. Bajo la hipotesis de que se presenten las condiciones
adecuadas, se reemplaza el punto P, en el sistema (3-3) y, mediante el uso del Namero
Basico de Reproduccion, se realiza un anélisis de estabilidad local para dicho sistema. De
igual forma, se realiza el trabajo para cuando se obtiene el punto Ps, pero en este caso se
dejan indicados los puntos de equilibrio, esto debido a la limitacion de los calculos analiticos.

Después de analizar el sistema (3-3]), se toma el caso particular o = 0, generando el sistema
(3-4)), al cual se le realiza un analisis de estabilidad local reemplazando los puntos Py y Ps
independientemente, bajo las condiciones adecuadas.

Algunos de los resultados obtenidos se presentan mediante simulaciones numéricas implemen-
tadas en el software Matlab y finalmente, se presenta una seccion de interpretacion biologica
donde se interpretan los resultados obtenidos durante el capitulo.

5.1. Analisis para el modelo de transmisién del dengue
cuando o # 0 (sistema (3-3)))

Para realizar el analisis de estabilidad local del sistema se tomara como hipotesis la
estabilidad del punto P, 6 del punto P del sistema . La hipotesis de estabilidad del
punto de equilibrio P; no es de interés en el analisis de estabilidad del sistema de transmision
del virus del dengue, debido a que este punto representa la ausencia de los mosquitos Aedes
aegypti hembra adulto y, por lo tanto, no existiria el vector para la infeccién de los humanos.
De esta forma, se tomara tnicamente el caso en el que H > 1y h < H, y el caso en el que
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h>1y H <h.

5.1.1. Analisis para el sistema (3-3) cuando H > 1y h< H

Partiendo de la hipdtesis de que H > 1 y h < H, como se pudo observar en su analisis
de estabilidad, el punto P, es asintGticamente estable a nivel local para el sistema (3-3)), lo
cual indica que al tomar una condicion inicial (by, By) cercana al punto P,, las soluciones
del sistema se estabilizarén, a través del tiempo, en el punto (0, l{:%) En otras palabras,
a medida que pasa el tiempo, b=m+ M — 0y B:w+W—>k%.

Por lo tanto, bajo condiciones cercanas a P,, dado que 0 < m,M <m+ M y m+ M — 0,
por el teorema del emparedado presentado en [32], se tiene que m — 0y M — 0. Ademas,
como w+ W — k%, por la teoria de sistemas asintoticamente auténomos que se presenta
en [I1], se tiene que, en el sistema , se puede hacer w = k‘% — W y el sistema obtenido
serd equivalente al sistema . Por otra parte, por el corolario de operaciones con limites
de 32, b+ B=m+M+w+W — k% y, de esta forma, podemos afirmar que el sistema

(3-3) sera equivalente al sistema (5-1)):

. w
S:MN—UOékHjS—MS
H

. w
H

R=0I —uR (5-1)
) H—-1\ &fp0 H—1 H-11 1
— (1= _ s =
w ( Vi )77+u1k 7 ak 7 N+Oz¢WN
H-1
— (v+ u2)kT + (v +ug)W
. H-11 1
W = OéwkTN — OéwWN — (V + UQ)W
Pero, como w = /{;% — W, entonces w = —W. Luego
(1T &fp0  H—1 H-11 1 H-1 o
w_<ﬁ)7r—|—u1k 5 awkTﬁ—Fa@/)WN (V+U2)]€T+(V+U2)W— w.

Tomando la dltima igualdad y reemplazando el valor de W del sistema 1) obtenemos:

1 H-1 H-1 . .
(E) (1/+u2)HkT - (V—I—Ug)k’T -W=-W,
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es decir, —W = —W, lo cual indica que la ecuacion w del sistema 1} es una identidad vy,
por lo tanto, el sistema se reduce al sistema ([5-2))

S:uN—aaﬂS—uS

. W
' H
R=060I—uR
. H-11 I
W = awkTﬁ - oz@DWN — (V4 ug)W.

Por otro lado, podemos observar que N=S+I+R= 0, lo cual nos indica que N es
constante y, dado que R = N — S — I, se tiene que R = —S — I, es decir, 0] — uR =
—1u(S+1+R)+pS+ (u+6)I, obteniendo una identidad para la ecuacion R. De esta forma,
el sistema ([5-2)) se reduce al sistema (5-3):

. W
I = LHS—( +0)1 (5-3)
%@ - 1) a )
. H-11 I
W = awkTﬁ — oz@Z)WN — (v +ug)W.

En el siguiente teorema se presentan los puntos de equilibrio para este sistema.
Teorema 5.1.1. El sistema presenta dos puntos de equilibrio dados por:

E1 = (N,0,0) Uy E2 = (Sl,ll,Wl),
considerando:

N [(v + ua) (1 + 6) + poy)]

S = ’ ,
Y et w)(u+ O) Ro + pa)

PN (v + ug)(Ro — 1)

I = = :
' (V + UQ)<,U + 9)R0 + ,UOéw

W — pk(H — 1) (i + 60) (v + ug)(Ro — 1)
1 ooH [(v+ u2) (1 + 0) + pay)]
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Donde,

- oo
fo = 0w+ w)

Es importante aclarar que, para este sistema, el punto de equilibrio Fy no tiene sentido
biologico cuando Ry < 1, ya que en este caso se obtendria que el ntimero promedio W; < 0.
Ademas, si Ry =1, Fy = Fj.

Demostracion. Igualando a cero S, I y W, obtenemos el sistema de ecuaciones no lineal:

N _ —H — = 5—4
i Uak:(H—l) S—puS=0 (5-4)
ca——HS — (ji+6)] =0 (5-5)
K(H —1) a -
H-11 I
De esta forma, de la ecuacion (5-4)) obtenemos que:
EN(H — 1

- oo HW + pk(H — 1)

Reemplazando S en la ecuaciéon (5-5)) y despejando I obtenemos:

poaHNW
L= D ToaW + gk (H = 1)) (5-8)

Por lo tanto, al reemplazar (5-7)) y (5-8) en la ecuacion (5-6)), factorizando W' y simplificando

se tiene:

poa’p H H-1 -
(1 +0) [caHW + pk(H — 1)] (k T W) —(v+ m)} = 0. (5-9)

Asi,

1. Si W =0, de la ecuacion (5-8) se tiene que I = 0y, de la ecuacion (5-7)) se concluye
que S = N. De esta forma, se obtiene que el primer punto de equilibrio para el sistema

(5-3)) esta dado por Ey = (N, 0,0).
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2. SiW #0, de (5-9) se tiene que

poay H (k% — W) = (v +u)(pu+0) [caHW + uk(H — 1)],

de donde,

pocYk(H — 1) — (v +ug)(u + O uk(H — 1) = oca HW [(v + ug) (i + ) + pa]
y, por lo tanto, despejando W, tenemos que:

pk(H — 1) [ca® — (v + uz) (1 + 0)]

W, =W =
! ooH [(v 4 ug) (i + 0) + o]
2
Llamando Ry = o7y , se obtiene:
(1 +0)(v + u2)
o R = D)+ 0)( o+ us)(Ro — 1)
1= .

oaH [(v 4 u2)(p + 0) + pay]

Luego, reemplazando Wy en (5-7) y en (5-8)), simplificaciones matematicas nos llevan
a concluir que:

N [(v +uz)(u + 0) + pay]
(v + uz) (1 + 0) R + pap”

51:S:

pN (v + ug)(Ro — 1)

L =1= - .
(v +u2) (e + 0) Ro + o)

Por lo tanto, el segundo punto de equilibrio para el sistema (5-3)) es Ey = (Sy, I3, Wh).
O
El analisis de estabilidad local del sistema (5-3)) se resume en el siguiente teorema:
Teorema 5.1.2.

1. Si Ry < 1, el punto de equilibrio Ey es asintdticamente estable a nivel local, mientras
que FEy es inestable.

2. 8i Ry > 1, el punto de equilibrio Ey es asintéticamente estable a nivel local, mientras
que E7 es inestable.
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3. Si Ry=1, Ey = Ey es un punto de equilibrio no hiperbdlico.

Demostracion. La matriz Jacobiana asociada a la linealizacion del sistema (5-3)) alrededor
de un punto F, estd dada por:

w S
_Uak(H—l) — 0 Uak(%—l)H
J(E) = W _
Uak(H—l) (u+9) Uak:(H—l)H
0 a@bk%% —az/;% —awﬁ — (v + up)

a %H — 1)
J(Ey) = _ N

0 (n+0) UOék(H—l)

0 aypkiL —(v + ug)

Asi, su polinomio caracteristico seréa:

Pi(A) = A+ ) [(A+ (n+0) A+ (v + u2)) — 0oy,

es decir,

PN =A+p) [P+ (p+0+v+u)+ (p+0)(v+u) — oa’y].
Finalmente, factorizando (u + 6)(v + uz) del término independiente del polinomio de grado
dos y reemplazando Ry, se obtiene el polinomio ((5-10):

PN =(\+p) [V +(p+O0+v+u)+ (u+0) (v +u) (1 — Ro)} . (5-10)

Por lo tanto, el primer valor propio para la matriz J(E,), segin el polinomio (p-10) es
A = —pu < 0. De esta forma, para determinar el signo de los otros dos valores propios, se
analiza el polinomio:

PiaON) =N+ (4 0+ v+ u) X+ (u+0) (v + uy) (1 — Ry). (5-11)

Segun el criterio de Routh-Hurwitz presentado en [44], para que un polinomio de grado dos
de la forma A2 +a; A +as (ay # 0) tenga raices con parte real positiva, es necesario y suficiente
que a; >0y as > 0. Asi:
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1. Si Ry < 1, dado que los coeficientes del polinomio son positivos, por el criterio
de Routh-Hurwitz presentado en [44], se concluye que las raices del polinomio tienen
parte real negativa. De esta forma, todas las raices del polinomio tienen parte
real negativa y, por lo tanto, segun [73], el punto de equilibrio E; es asintoticamente
estable a nivel local.

2. Si Ry < 1, el término independiente del polinomio 1) es negativo y, por el criterio
de Roth-Hurwitz [44], la matriz J(FE}) presenta un valor propio con parte real positiva,
lo cual segtn [73], indica que el punto de equilibrio F; es inestable.

3. Si Ry = 1, el polinomio 1} presenta un valor propio nulo, por lo tanto, de acuerdo
a [73], el punto de equilibrio E; es un punto no hiperbolico. Ademas, en este caso se
tiene que F; = Es, por lo cual serfa el tinico punto de equilibrio para el sistema (5-3)).

Por otra parte, la matriz Jacobiana asociada a la linealizacion del sistema (5-3)) alrededor
del punto del equilibrio Es, esta dada por:

b1y 0 bis
J(EQ) = b21 —(M + 9) b23 )
O b32 b33

en donde:
y it O+ w) (- 1)

(v +u2)(p +0) + pay
ocaNH [(v + us)(p + 6) + poy)]

big = — -
k(H —1) [(V + up) (e + 0) Ry + ,uaw}
I (i +0) (v + ug)(Ry — 1)
. (v +u2)(pn+ 0) + pay
by — — CONH (v + u)(p + 0) + pay]
R(H = 1) (v + w) (1 + 0) Ro + ot |
by = COFH — 1 o pk(H = 1)(i + 0) (v + us) (Ro — 1)

N H N  ocaH|[(v+u)(u+0) + par)]

_ B p(v + U2)<R0 —1)
bgg = (V+U2) 0'()5—|—,u .

De esta forma, el polinomio caracteristico estara dado por:
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A —bn 0 —b13
Py(N) =M —J(Ey)|=| —ban AX+(u+0) —bys |,
0 —b39 A — b33
es decir,
Py(A) = (A —=b11) [(A+ (£ 4+ 0)) (A — bss) — bagbsa] — bi3baibsa.
De donde,

Py(A) = (A —b11) [)\2 + (e +60 —bsg) A —bss(pu+0) — b23b32] — bi3ba1bs32,

y, por lo tanto,
P2()\> = )\3 + (/L + 60— 633 - bll))\Q + [—bgg(/i + 0) - bggbgg - b11 (/L + 0 — b33)] A
+ 11 (bss (e + 6) 4 basbsa) — b13ba1bsa.

Simplificando los calculos, podemos decir que el polinomio caracteristico para la linealizacién
del sistema ([5-3)) alrededor del punto Fs, esta dado por el polinomio (5-12)):

Py(A) = X3 + Ap,\? + Bp,A + Chp,, (5-12)
en el cual,
(v +uy) (0a + pRy R
Ap,=p+0+ ( )+” oloa+ )
oo+ [ oa+ 1Ry
p(p+0) (v +ug) (Ro — 1 +60)(oca + p)R -
Bp, — ( ) L+ O) oo+ p) R + plo(v + )

oo+ U oa+ puRy

poaRy 4 2Ry + 0%0? + poa

Cp, = plp+0)(v + o) <R0 B 1) (oo + p)(oa + pRy)

Segtn el criterio de Routh-Hurwitz presentado en [44], para que un polinomio de grado tres
de la forma A3 + a;A\? + ao\ + a3 (a3 # 0) tenga raices con parte real negativa es necesario y
suficiente que a; > 0, as > 0, ag > 0y ajas — ag > 0. Asi, se tiene que:
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1. Si Ry < 1, se puede observar que el término independiente Cp, del polinomio 1} es
negativo y, por lo tanto, por el criterio de Routh-Hurwitz, el polinomio (5-12)) presenta
raices con parte real positiva y asi, Fy es un punto de equilibrio inestable.

2. Si Ry > 1, se tiene que Ap, >0, Bp, >0y Cp, > 0. Ademas,

i+ 0P (v +w) (Ro — 1)

APQBPZ - CP2 =
oo+ [
,U(,U + 9)(1/ + U2)2 <O'Od + Méo) (RO — 1)
_|_
(o + p)?
. 112(p + 0) (v + uz) Ry (ﬁ’o — 1) . 1(i+ 0)%(ca + p) R
aoz+ufi0 aoz—l—,ulfio .

Por lo tanto, Ap,Bp, — Cp, > 0. De esta forma, todas las raices del polinomio ((5-12))
tienen parte real negativa y asi, segtn [73], el punto de equilibrio Es es asintoticamente
estable a nivel local.

3. Si Ry =1, ya tenemos que E; = Fj, pero ademés Cp, = 0 y por lo tanto, el polinomio
(5-12)) tiene un valor propio nulo, es decir, el punto de equilibrio F5 es no hiperbodlico.

]

5.1.2. Analisis para el sistema (3-3) cuando h >1y h > H

Partiendo de la hipotesis de que h > 1y h > H, como se pudo observar en su analisis de
estabilidad, el punto P; es asintéticamente estable a nivel local para el sistema , lo cual
indica que al tomar una condiciéon inicial (by, By) cercana al punto P, las soluciones del
sistema se estabilizardn, a través del tiempo, en el punto

h—1 h—1
(kT(l—r),k - 7’).

En otras palabras, a medida que pasa el tiempo, b = m+ M — k% (I1-r)yB=w+W —
khLy,
h

Por lo tanto, por la teoria de sistemas asintoticamente auténomos que se presenta en [I1],
se tiene que, en el sistema (3-3)), se puede hacer m = k% (1—7r)— M vy, ademés, w =
k%r — W. El sistema obtenido sera equivalente al sistema ((3-3)).

Por otra parte, por el corolario de operaciones con limites de [32], b+ B = m+M +w+W —
k% y, de esta forma, podemos afirmar que el sistema 1} serd equivalente al sistema 1)
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M
S = puN — Bah S—JaﬂlS—uS

ki ki
I = Ba k],\f S+aakW15—(u+9)I
“h h

R=0I—uR

h—1\ h-1
= (1 —u )ifle( T )k (=)
—04/}( hl(l—r) M)%—(e—kug)(k:%(l—r)—M) (5-13)
M:a@b(k:%(l—r)—M)%—(e#—m)M

- h—1\ £f6ed h—1 h—1\ £f66 h—1
_(1— ; )7T+u1k ; r—i—u;;(l— ; )W+u1k ; (I—r)

—a) (kh_lr—W)i_(u—i—uQ)kh_

1
N ; r+ (v + u)W

W = aip (khglr—W)——(y—b—uQ)W

Pero, m = k™= (1 —r) — M, lo cual indica que 1 = —M. Asi:

m:(1—u3)7§]:il( ) (1—7)
I
N

— i <k%(1—r)—M) — (e + uy) (k%(l—r)—M)

Tomando la tltima igualdad y reemplazando el valor de h v M del sistema obtenemos:

(e + us)h (i) k% (1=7)— (¢ +u2)kh% (1—7)— M = — T,

es decir, la ecuacién para m se convierte en identidad.

De igual forma, dado que w = k—r — W, entonces w = —W. Ast:
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o h—1\ £fée6 h—1 h—1\ £f66 h—1
w—(l— h )W+u1k - r+u3<1— ; >7r—|—u1k ; (1—r)

h—1 I h—1
—oap(k: : T_W>N_(V+u2)k - r+ (v +u)W

=—-W.

Tomando la ultima igualdad y reemplazando el valor de h, H y W del sistema 1} obte-
nemos:

1 -1 -1
(E) (1/+u2)Hkh r+u36+u2kh_

h 1—U3 h
et+uy), h—1 h—1 .
_ug(l—uz)k ; r—(v+u)k ; r—Ww
=W,

es decir,

Po(e+us) , h—1 +r[¢1(1—u3)(u+u2)—¢2(e+u2)+u3¢1(e+u2)] h—1

k r k
¢1(1 — Ug) h ¢1(1 — Ug) h
(e+wug) h—1 h—1 '
31—u3k P (v + ug)k P %%
= —W.
Al simplificar, se obtiene que —W = —W. Por lo tanto, la ecuacién para w se convierte

también en una identidad para el sistema (5-13). Analogamente al proceso realizado en la
seccion anterior, para R se obtiene también una identidad. De esta forma, el sistema ([5-13)

se simplifica en el sistema (5-14):

S = uN — Bah%S — aah%S — S

I= ﬁah%s + a&h%&' —(u+06)I
M = a@bk% (1—7) % — a@DM% — (e +uy)M (5-14)
W= cwkh ; 1% - mpw% — (v +ug)W.

El siguiente teorema muestra los puntos de equilibrio para este sistema.
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Teorema 5.1.3. El sistema presenta un punto de equilibrio dado por Q1 = (IN,0,0,0).
Los demds puntos de equilibrio son de la forma Q = (S*,I*, M*,W*), en el cual:

ol et u) o
B apuk(h —1) (1 —r) — aphuM* |’

- auk(h —1) (1 —7r) — aphuM*’
k(h — 1)r(e + ug) M*
k(h—1)(v+u2)(1 —7r) — h(v — ) M*

W =

y M* es una de las soluciones de la ecuacion nyM? 4+ ny M +nz = 0, donde, considerando

5 Bt
Bo = o) et u)’

se tiene:

m = B3 = e + uz)(u+ 0) o + Ba

~

ny = kh(h — 1)(e + u)(p + 0){u(y — &)1 — Ro(1 —1)]
Ry
p— +«

7ol }

ng = pk?(h = 12 (v + us) (1 = 7) (e + ) (€ + ua) [Ro(1 = 7) — 1]
+ oo hple + ug)k*(h — 1)*r(1 —r).

= [B(v +ug)(1 =7) + (e + ug)r]

Demostracion. Tgualando a cero las ecuaciones del sistema ([5-14)), obtenemos el sistema de
ecuaciones no lineal dado por:

N — ﬁah%S - aah%s S =0 (5-15)
ﬁah%5+aah%8 (40 =0 (5-16)
a¢k$ (1-7) % _ oap]\/[% e+ u)M =0 (5-17)

mpkh; 1% - awW% — (v +uy))W = 0. (5-18)

De esta forma, al despejar S de la ecuacion (p-15), obtenemos la ecuacion (5-19):
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o uNk(h —1)
— ah(BM 4+ oW) + pk(h — 1)

(5-19)

Al reemplazar la ecuacion (5-19) en la ecuacion (5-16) y despejar I, se llega a la ecuacion
(5-20)):

_ ahpuN(BM + W) _
= Gh(BM T oW) + ak(h— 1] (u £ 0)° (5-20)

Reemplazando las ecuaciones (p-19) y (5-20|) en la ecuacion (5-17)), simplificano y despejando
BM + oW, se obtiene la ecuacion (5-21)):

pk(h —1)(e 4+ u2) (1 + 0)
a?Yuk(h — 1) (1 —r) — a?YhuM — ah(e + ug)(p + 6) M

BM + oW = M. (5-21)

De igual forma, al reemplazar las ecuaciones (5-19)) y (5-20)) en la ecuacion (5-18)), simplifi-
cando y despejando SM + oW, se obtiene la ecuacion ((5-22)):

pk(h —1)(v + u) (1 + 0)
a?puk(h — 1)r — a?2phpuW — ah(v + u2)(p + 6)W

BM + oW = w. (5-22)

Por lo tanto, se tiene que:

1. Si M = 0, al reemplazar en las ecuaciones (5-19)), (5-20) y (5-21)), se obtiene el punto
de equilibrio @1 = (N, 0,0,0).

2. Si M # 0, cuando se igualan las ecuaciones (5-21)) y (5-22)), se simplifica y se despeja
W se obtiene la ecuacion (5-23)):

k(h — 1)r(e + usg)

W = =D+ w) 0 =) = h(v =M

M. (5-23)

Ademaés, al reemplazar M + oW de la ecuacion (5-21) en las ecuaciones (5-19)) y
(5-20)), se obtiene:

B B h(e+ ug)(p+0)M )
=N auk(h —1) (1 —r) — aphuM |’ (5-24)
7 huuN (€ + ug) M (5-25)

a apuk(h —1) (1 —7r) — aphuM’
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Ahora, al reemplazar W de la ecuacion (5-23) en la ecuacion (5-21), simplificando y

haciendo
A Ba*y
RO = 9
(1 +0) (e + us)
se tiene:
77,1]\12 —|—77,2M +ng = 0,
en la cual:

ny = h*(v —e)(e+uy)(p+ 0) [,ufio +6a} ,

A

ny = kh(h —1)(e + u2)(p + 9){#@ —€)[1 = Ro(1 — )]
R
p— +a

7ol |

s = 1 — 1P + 1) (1 — ) (1 + 0)(c + ) [Bo(1 — ) — 1]
+ oo’ pu(e +ug)k*(h — 1)%r(1 — ).

— [+ u2)(1 = 7) + o€+ ug)r]

Al reemplazar las soluciones de esta ecuacion cuadratica en las ecuaciones ([5-24)),

y (5-23)), se concluye que los puntos de equilibrio para el sistema (5-14) son de la
forma @ = (S*, I*, M*,W*), en el cual:

e vl et o
B apuk(h —1) (1 —r) — aphuM* |’

~ agpk(h — 1) (1 — 1) — aphpd*’
kE(h — 1)r(e + ug) M*

W= k(h—1)(v +u2)(1 —7) — h(v — €)M~

y M* es una de las soluciones de la ecuacion n; M? + noM + ng = 0.

]

En el siguiente teorema se presenta el andlisis de estabilidad local para el punto de equilibrio
()1 del sistema (5-14)). Para ello se debe considerar que

B oo’y - Boy
Tt 0)(v+ ) " (et 0)(e+ua)
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Teorema 5.1.4. El punto de equilibrio Q1 del sistema es:

1. Asintdticamente estable a nivel local si

U:R0(1—T)—|—7"R0<1.

2. Inestable si
U:R()(l—r)—i-?"éo > 1.

3. Un punto no hiperbolico s
U=Ry(1—r)+rRy=1.

Demostracion. La matriz Jacobiana asociada a la linealizacion del sistema (5-14]) alrededor
de un punto P = (S, I, M, W) esta dada por:

C11 0 C13 Ci4
J(P) = o —(u+0) co3 cou
0 C32 czz3 0 ’
0 Cy2 0 Cq4
en la cual:
11 k(;‘;—fl)(ﬂM +oW) —p c13 = —%S
Cly = —ﬁ%é’ Co1 = k(lolé—fl)(ﬁM + O'W)
_ o __ _oah
€23 = k(h—l)S €24 = k(h—l)S
= L (=) =M =5~ (e w)
C42—QTW%T—%W 044:—%1—@—1—1@).

Asi, evaluando el punto @1 = (N,0,0,0) en la matriz Jacobiana se obtiene la matriz:

BahN agahN
—H 0 _ﬁk(Z]—Vl) T k(h-1)
a gahN
J(Q)) = 0 k_ p+0) k(h—1) k(h—1) ’
0 “EAL(]—7) —(e+up) 0
R v

cuyo polinomio caracteristico estara dado por P3(A) = (A + ) Ps,(X), en el cual

Ps,(\) = N + Ap, \> + Bp, A+ Cp,,, (5-26)

en donde, teniendo en cuenta que
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=0 twm ¥ T ot w)

se tiene que:

Ap,, = (u+ 0+ e+ v+ 2uy),
Bp,, = (p+ 0+ e+ u)(v +ug) + (14 ) (e + uy) (1 - 1350) + a*Y(B — o)r,

Cp,, = (4 0)(e + uz) (v + us) [(1 - Rg) + 7 (}?io - .ﬁio>] :

De esta forma, al igualar P;(\) = 0, se obtiene que el primer valor propio serd A\ = —p < 0
y los demés valores propios seran las raices del polinomio ((5-26)).

Notese que, como la probabilidad de transmisién del virus del dengue a un humano por
parte de un mosquito hembra adulto sin la bacteria Wolbachia es mayor a la probabilidad de
transmision por parte de aquellos que si poseen la bacteria, entonces 8 > o. Ademas, como
la bacteria reduce el periodo de vida del mosquito adulto que la porta, se tiene que v > e,
luego }N%O < }?0 y, de esta forma, si se considera U = Ro (1—r)+ TRO > 1, entonces fio > 1
(pues U < }?0), de lo contrario, existen dos posibilidades: que Ry < 1 6 Ry > 1. Por lo tanto:

1. SiU= R, (1—7r)+ rRy < 1y se tiene que Ry <1, como >0 v Ry < Ry, entonces
todos los coeficientes de P3,(\) son positivos. Ademas,

Ap, Bp,, — Cp,, = (u+0+e+v+2u) | (p+60+e+u)(v+ ug)

+ (4 0)(e + uz) (1 — R()) +a®P(B —o)r

— (+0)(e 4+ uz) (v + uz) [(1 - R()) +7r (Ro — Ro)} ,

es decir,
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APSaBPSa _CPSu = (,u—i—(9+e—i—V+2u2)(u+0+e+u2)(u+u2)
(et 0) (e +w) (1= Fo) (u+0+ €+ u)

~

Ry Ry
+ (4 0+ e+ v+ 2u)r(e+ ug) (v + ug)(p + 0) <1/+u2 - e+u2>

~ (4 ) (e + ua) (v + wa)r (Ro — Ro)

lo cual conduce a:

ApyBpy, = Cpy, = (0 + 0+ e+ v+ 2u) (4 0 + €+ up) (v + up)
+ (e +0) (e + ua) (1—}?[)) (460 + €+ us)

+ e+ ug) (v + uz)(pu+0) <(u+9+e+u2)éo - (,u+9—|—y+uQ)R0> :

Finalmente,

Ap, Bp,, — Cp,, = (pn+0+e+v+2u)(u+ 0+ e+ uz) (v + uz)
(e 0) (e +w) (1= Fo) (u+ 0+ €+ u)

o)+ e 0) [k 0) (R = o) + 2005 a).

De donde, Ap,, Bp,, — Cp,, > 0y asi, por el criterio de Routh-Hurwitz presentado en
[44], todas las raices del polinomio Pj,(A) tienen parte real negativa, lo cual, segin
[73], indica que el punto @ es asintoticamente estable a nivel local.

Por otra parte, teniendo en cuenta que
Uzéo(l—T)—i‘T’lf{o,

algunos célculos sobre Bp, , Cp,, v Ap,,Bp,, — Cp,, nos permiten reescribirlos como:

Bpy, = (1 0)(v +u3) (1= rRo ) + (e + w) (v + up)

+ (4 0) (e + up) {1 ~Ro(1— 7«)} , (5-27)
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Cp,, = (u+0)(e +ug)(v +ug) (1 -1), (5-28)

Ap, Bp,, —Cp,, = (n+0+e+v+ 2u2){(,u +0)(v + ug) (1 — r}?o)

+ (1 +0)(e+ uz) [1 — Ry(1— r)] } (5-29)
+ (e+u) (v + u2) (e + v + 2uz) + (1 + 0)U] .
De esta forma, si
U=Ry(1—7r)+rRy <1,

pero Ry > 1 se tiene que Ap,, > 0y, dado que

A

Ry(l—-r)<Ux<1

rRy < U< 1,

se puede observar de las ecuaciones (5-27)), (5-28)) y (5-29) que Bp,, > 0, Cp,, > 0y
Ap,, Bp,, — Cp,, > 0. Por lo tanto, por el criterio de Routh-Hurwitz, todas las raices

del polinomio Ps,(\) tienen parte real negativa y, por lo tanto, el punto de equilibrio
()1 es asintoticamente estable a nivel local.

. Si

U:R0(1—T)+TRO> 1,
se puede observar de la ecuacion (5-28)) que el término independiente del polinomio
P53, (N\) es negativo, de donde, por el criterio de Routh-Hurwitz, existe por lo menos

una raiz del polinomio con parte real positiva, es decir, el punto de equilibrio ), es
inestable.

. Si
U=Ry(1—7r)+rRy=1,

se observa de la ecuacion (5-28) que Cp,, = 0y, por lo tanto, Ps,()) tiene un valor
propio nulo, es decir que el punto de equilibrio (J; es un punto no hiperbolico.

]
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5.2. Analisis para el modelo de transmisién del dengue

en el caso particular 0 =0 (sistema (3-4)))

Para realizar el anélisis del modelo de transmision del virus del dengue en el que o = 0,
dado por el sistema de ecuaciones , se debe considerar, como en la secciéon anterior, que
el sistema presenta estabilidad local en el punto P, 6 en el punto P5. La hipoétesis de
estabilidad del punto de equilibrio P; no es de interés en el anélisis de estabilidad del sistema
de transmision del virus del dengue, debido a que este punto representa la ausencia de los
mosquitos Aedes aegypti.

5.2.1. Analisis para el sistema (3-4) cuando H > 1y h < H

Bajo la hipotesis de que H > 1 y h < H, el punto de equilibrio P; es asintoticamente estable
a nivel local para el sistema , es decir que b =m + M —-0yB=w+W — kH_l bajo
condiciones cercanas a Ps. Como se vio en la seccion , se puede demostrar que m — 0,
M — 0y, por la teoria de sistemas asintéticamente autonomos presentada en [I1], se puede

hacer w = k% — W. De esta forma, el sistema 1) serd equivalente al sistema 1}

S =uN —pS
I=—(u+o)I
R=0I—uR (5-30)

_ 1 Ef¢b H - 17 I

St H ok 7Ny
H-1
—(v+ u2)kT + (v +ug) W
H-11 1
= azﬂkTﬁ - OéwWN - (V + UQ)W

Anélogo a la seccion (5.1.1), se demuestra que la ecuacion R y w se convierten en dos

identidades y asi, el sistema (5-30)) sera equivalente al sistema ((5-31)):

S =puN —puS
I=—(p + 0)1 (5-31)
11 1
= CIK@Z)]{?TN — CM@Z)WN — (V + UQ)W

En el siguiente teorema se demuestra la existencia de un nico punto de equilibrio para este
sistema.
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Teorema 5.2.1. El sistema presenta un unico punto de equilibrio en A = (N,0,0).

Demostracion. Igualando las ecuaciones del sistema (5-31)) a cero, se obtiene el sistema de
ecuaciones dado por:

uN —puS =0 (5-32)
—(u+6)I =0 (5-33)
H-11 I

De la ecuacion (5-32)), al despejar S, se obtiene S = N. De la ecuacion (5-33)) se observa que
I = 0. Al reemplazar el valor de I en la ecuacion (5-34)) se concluye que W = 0. Por lo tanto
el tnico punto de equilibrio del sistema (5-31]) esta dado por A = (N, 0,0). n

Teorema 5.2.2. El punto de equilibrio A del sistema es asintoticamente estable a

nivel local.

Demostracion. La matriz Jacobiana asociada a la linealizacion del sistema ((5-31)), alrededor
de un punto (S*, I*, W*), estéa dada por:

— 0 0
J(S*, I, W) = 0 —(n+46 0 ,
0 Wk 2w —aypk — (v +uy)
la cual, al ser evaluada en A es:
— 0 0
J(A) = 0 —(u+0) 0

0 %k% —(v + ug)

De esta forma, por ser una matriz triangular, segtun [20], los valores propios de J(A) seran
A =—p, Aa=—(+0)y A3 =—(v+ us). Asi, como todos los valores propios de J(A) son
negativos, el punto de equilibrio A es asintéticamente estable a nivel local.

]

Los dos teoremas anteriores resultan bastante obvios al evidenciar que, si bien el punto de
equilibrio P, presenta poblaciéon de mosquitos, el virus tiende a desaparecer. Esto debido a
que los mosquitos que permanecen en el medio (mosquitos infectados con la bacteria), seran
incapaces de transmitir el virus del dengue a la poblaciéon humana.
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5.2.2. Analisis para el sistema (3-4) cuando h > 1y H <h

Considerando que h > 1 y H < h, el punto de equilibrio P; es asintoticamente estable a
nivel local para el sistema y, de forma andloga a la seccién , en el sistema, (3-4))
se puede hacer m = k%1 (1 —r) = M y w = k%1Lr — W. Ademés, m+M +w+ W — k2L,
También de forma andloga a la seccion , se obtendréan identidades para las ecuaciones
de R, m y w. Por lo tanto, el sistema para cuando h > 1y H < h, se simplifica en:

I=5 hLS—( +0)1 (5-35)
M- W )

. h—1 I 1

M—OéwkT(l—T’)N—OéwMN—(E—FUQ)M

- h—1 1 I

W = avk : TN—OH/}WN—(V—FUQ)W

En el siguiente teorema se determinan los puntos de equilibrio para este sistema.
Teorema 5.2.3. El sistema presenta dos puntos de equilibrio dados por:

E, = (N, 07070) y [Ey= (5'2,]2,M27W2)-

En donde,

N (604 + u}?0>
 Rofpa(i—r)+4)
BauN [RO (1—7)— 1]
(1 +0)Ro [Bor (L= 1) + 4]
 pk(h = 1) [Jizo (1—7)— 1}
o h <Boz + u]%)
(e + ug) pkitr [ﬁio (1—7)— 1}

(1=7) [le + us)Bo + Ba(v + wa)| + (v =€)

So

?

W2:

Demostracion. Al igualar a cero las ecuaciones del sistema (5-35)), se obtiene el sistema de
ecuaciones no lineal dado por:
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M
N - Bah—2" S puS = ]
1 Ba k:(h—l)S wS =0 (5-36)
Bah— 5 (u+6)I =0 (5-37)
Teh—1n” W - ]
h—1 I I
awkT (1—r) N awMN —(e+ux)M =0 (5-38)
h—1 1 I
ak TN T awWN — (v +u)W =0. (5-39)

De esta forma, al despejar S de la ecuacion (5-36)), se obtiene la ecuacion (5-40) dada por:

BahM + pk(h — 1)
Al reemplazar S en la ecuacion (5-37)) y despejar I, se llega a la ecuacion (5-41)):
hM N
I= fahMu (5-41)

(u+0) [BahM + pk(h —1)]

Reemplazando I en la ecuacion (5-38) y simplificando, se concluye que:

Ba*ypuk(h —1)
(1 +0) [BahM + pk(h — 1)]
Ba’ypuh

- (u+0) [BahM + puk(h — 1)]M_ (e4ug)| =0.

(1—=r)

Por lo tanto, se tiene que:

1. Si M = 0, de las ecuaciones ((5-40) y (5-41) se tiene que S = N e I = 0. Ademas,
al reemplazar I = 0 en la ecuacion (5-39)), se obtiene que W = 0. De donde, E; =
(N,0,0,0).

2. Si M # 0, entonces

BaPppuk(h —1)
(1 + 0) [Bah M + pk(h — 1)]
BaPipuh B
~ (u+0) [BahM + pk(h — 1)]M — (€4 ug) =0,

(1—r)
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lo cual conduce a:

Batpuk(h — 1) (1 —r) — faPpuhM
= (e +ug)(p + 0)BahM + (€ + ug) (1 + O)pk(h — 1)

Finalmente, despejando M, recordando que

A

B Ba*y
Fo = (e 4+ ug)(p + 0)

y simplificando se obtiene:

pk(h —1) [Ro 1—7)— 1]
M, = - . (5-42)
h (5@ n uRo)

Asi, al reemplazar M, en la ecuacion (5-40) v en la ecuacion (5-41)) se concluye que:

B N(ﬁ&—i‘uﬁio)
S RolBa(l—r)+p)

. BauN [Ro(l—r)—l]
(O R [Ba(l—7)+p]

Finalmente, al despejar W de la ecuacion (5-39) se llega a:

vkl
awﬁ + (v +uy)’

en la cual, al reemplazar I y simplificar se obtiene:

(¢ + up)pkt5tr [ Foo (1= 1) — 1]
WQ ==

(1= 1) [ple + w) o + Bav + uz)| + (v =€)

Se concluye que el segundo punto de equilibrio del sistema (5-35) es

]E2 - (527 127 M27 WZ)
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O

Es importante aclarar que, cuando Ry (1 —r) =1, el punto de equilibrio E; = Eo.

El siguiente teorema muestra el andlisis de estabilidad local para los puntos E; y E; del

sistema ((5-35)).

Teorema 5.2.4.

1. Si }?O (1—r) < 1, el punto de equilibrio By es asintdticamente estable a nivel local,
mientras Eq es inestable.

2. Si Ry (1—r) > 1, el punto de equilibrio Ey es asintdticamente estable a nivel local,
mientras B, es inestable.

3. Si Ry (1—r)=1, E; =Ey y es un punto de equilibrio no hiperbdlico.

Demostracion. La matriz Jacobiana asociada a la linealizacion del sistema (5-35|) alrededor
de un punto E esta dada por:

JE) = 932 g3 0 |’
0 42 0 gu
en la cual,
= _th(hj\{ "/
913 _ﬂahk(hs— 1)
g = ﬁo‘hk(h]\{ )
92 = Bahk(hs— 1)
g3 = —%[ — (€ + ug)
Jag = —%I — (v + ug).



5.2 Analisis para el modelo de transmision del dengue en el caso
particular o = 0 (sistema (3-4))) 75

Por lo tanto, para el punto de equilibrio [E; se tiene que:

— 0 —ﬂah% 0
J(E,) = 0 —(u+96) ﬁahk(%l) 0

0 a%k%( —7r)  —(e+ uy) 0

0 O‘Tw"’%r 0 —(v + ug)

Al calcular el polinomio caracteristico para esta matriz, se tiene:

Py(A) = (A + ) A+ (v +ug)] {A+ (e + )] [N+ (e +ug)] — B’ (1 —7)},

es decir,
Py(A) = (A4 p) [A+ (v + w)] {A2+ (n+ 0+ e+ u)A
+ (pu+0) (e + us) [1 —Ry(1— r)} }
De esta forma, las primeras raices del polinomio Py(A\) son A\; = —p < 0y Ay = —(v+uy) < 0.

Ademaés, haciendo:

PiaN) = AN+ (40 +e+ug)h+ (u+0)(e 4 ug) |1 — R (1 —7)],

se tiene que:

1. Si Ry (1 —7) < 1, todos los coeficientes de Py,(\) son positivos y, por el criterio de
Routh-Hurwitz presentado en [44], sus raices tienen parte real negativa. Asi, todas la
raices de P;(\) tienen parte real negativa y E; es asintoticamente estable a nivel local.

2. Si Ry (1 —7r) > 1, el término independiente de Py, (\) es negativo y, por el criterio de
Routh-Hurwitz presentado en [44], este polinomio tiene por los menos una raiz con
parte real positiva. Por lo tanto, [£; es inestable.

3. Si Ry (1 —r) =1, entonces E, = E, y:
Pi(A) = XA+ i) [N+ (v ug)] A+ (1 + 0 4 € +up)] .

Asi, como A\; = 0, el punto de equilibrio E; es un punto no hiperbolico.
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Por otra parte, al evaluar la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio E,, se obtiene:

211 0 z13 0
291 — + 0 293 0
J(By) = (n+0) |
0 Z32 233 0
0 2492 0 244
pero, teniendo en cuenta que z13 = —2z»3, su polinomio caracteristico estara dado por:

P5()\> = ()\ — 244){/\3 + (,u + 0 — 211 — 233))\2
— [le(u + 9 — 233) + Zgg(,& + 9) -+ 232223] A

+ z11233(10 + 0) + 211230293 + 221232223}

en la cual,

_ _Nf%o [Ba(l—71)+ 4]

211 -
501 + [LR()
Bap [Ro (I—r)— 1]
221 = A
Ba+ pRy
_ Bah N (504 + MRO>
o k(h - 1) Ro [504 (1 — 7’) —|—Iu]
- avk(h —Al) Bo (1= 1) + i
N (m + uR0> h
B Bap (1 —r) (ﬁa + Mpco)
Tt 0)Ro [P (1= 1)+ 4
oy = B =) ot (4 )+ )] + e+ ) =€)

(1 +0)[Ba(l—r1)+py

Escribiendo Ps(A) = (A — z44) Pso(\), algunos calculos algebraicos llevan a simplificar Ps, ()
en:

Pso(\) = N+ Ap, N2+ Bp, A+ Cp,, (5-43)

donde:
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Ry [Bo (1 —1) + 4
Ba + ply
Ba (1 —1) (604 + ,u]%0>

AP5a::u+9+

_ , (5—44)
(1 +0)Ro [Ba (1 —71) + pf
= pRy [Ba (1 —r _prtd e+up)Ry (1 —r
BP5a _MRO [ﬂ (1 )_’_N] ,805+/,LR(] +M( + Q)RO (1 )
; M[Ro(l—r)—l] e
e ) (5-15)
Cpsu = p(p + 0) (€ + u2) [f‘?o (1—r)— 1] - (5-46)

De esta forma, se tiene que el primer valor propio para Ps(A\) es Ay = 244 < 0. Los demas
valores propios seran las raices del polinomio Ps,(A\) dado en (5-43). Ademas, haciendo
algunos calculos en Dj, = Ap,, Bp,, — Cp,, para el polinomio Ps,()) se tiene que:

_ pRo(p + ) _
D5a— ﬂa—i—/ﬁRo [ﬁa(l T)+N]

Tt 0 (e gy =) = ]

fa(l—r)+pu
2R3 (1 + )

— [Ba(1—7) + )
(504 + ,UR0>
p2R3 (e + us)
+m(1—7”) [Bar (L —r) + p]
N 2 Ro(p + 0)(c + uz)
Ba+ uRo
+ pBaP (1 —r) + pu(p + 0) (e + up)
B (e + ug)(Ba + Ry) (1
(1+0)[Ba(l—7r)+ 4
B (e + up) (B + pRy)
[Ba(1=7) + pf’

[Ro (1—7r)—1 (5-47)

1-7) [1320(1—7~)—1 .

De esta forma, se concluye:
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1. Si Ry (1 —7r) <1, se tiene que Cp,, < 0, como se puede apreciar en la ecuacion (5-46)),
por lo tanto, segun el criterio de Routh-Hurwitz presentado en [44], el polinomio Ps,())
presenta por lo menos una raiz con parte real positiva, lo cual indica que el punto de
equilibrio [E, es inestable.

2. Si Ry (1 —=7) > 1, de las ecuaciones (]5—44[), (]5—45[), d5—46[) y d5—47|), se obtiene que
Ap,, > 0, Bp,, > 0, Cp,, >0y Dp, = Ap,,Bp,, — Cp,, > 0. De esta forma, por
el criterio de Routh-Hurwitz, todas las raices del polinomio Ps,()) tienen parte real

negativa, es decir que todos los valores propios del polinomio P5()) tienen parte real
negativa y asi, el punto de equilibrio E, es asintéticamente estable a nivel local.

3. Si Ry (1 —7r) =1, como ya se vio E; = E,, pero, ademas, de la ecuacion se tiene
que el término independiente de Ps,(\) es igual a cero y, por lo tanto, el polinomio
P5()\) presenta un valor propio nulo, lo cual indica que el punto de equilibrio Ey es un
punto no hiperbdlico.

5.3. Resultados numeéricos

5.3.1. Resultados numéricos para el sistema ([5-3))

Para estos resultados se toman los valores de p = 0,0000457 por dia, N = 100000, £ =
50000 y @ = 0,2 por dia como en [I]. El valor de « se ha calculado con la funcion a(7T) =
0,00437'4+0,0943, como se sugiere en [35], con una temperatura promedio de 25°C', obteniendo
a = 0,2018 por dia. Igualmente, se calcula ¥(7T") = 0,07297 — 0,9037, con lo cual ¢ = 0,9188.
Los valores de H, v y uy se toman de la simulacion realizada en la Figura 4-17]

Finalmente, con el fin de mostrar simulaciones en las que se evidencien los resultados del
analisis de estabilidad del sistema (5-3), se han tomado los casos o = 0,9, en el que Ry =
1,0252, y el caso 0 = 0,2, en el cual Ry = 0,2278.

Para Ry = 1,0252 se ha obtenido los resultados que se muestran en la Figura En ella
se observa que el niimero de personas infectadas y de mosquitos con Wolbachia portadores
del virus, permanece a través del tiempo, aunque en valores considerablemente bajos; sin
embargo, el virus perdurard en el medio (aunque el tiempo se tome tan grande como se
desee), estabilizandose en las coordenadas de FEj.
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Figura 5-1: Sistema (5-3) con R, > 1.

Para Ry = 0,2278 se ha obtenido los resultados que se aprecian en la Figura En ella
se observa que el nimero de personas infectadas con el virus desaparece prontamente del
medio, al igual que los mosquitos infectados con Wolbachia y portadores del virus.
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Figura 5-2: Sistema (5-3) con Ry < 1.
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0
o = Wt

a2

Tiempo (dias)




5 Analisis de estabilidad local de los sistemas de transmision del dengue
en la poblaciéon humana

80

se muestra en la Figura En ella se puede apreciar que las personas infectadas y los

mosquitos con Wolbachia y dengue también desaparecen del medio, pero el sistema tarda

mucho en llegar al equilibrio.
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Figura 5-3: Sistema (5-3) con Ry = 1.
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5.3.2. Resultados numéricos para el sistema ([5-35))

3000

4000

En este caso se han tomado los valores de k, &, f, ¢1, 0, 7, €, v, u; y us como el la Figura
[4-17} sin embargo, se toma ¢y = 0,55 y ug = 0,001, con lo cual se obtiene H = 41,8697 y
h = 47,2653, es decir, h > 1y h > H. Con este resultado se tiene que P; es asintéticamente
estable a nivel local, siendo calculado r» = 0,007.

Ademas, tomando «, ¥, 6, y N como en las simulaciones para el sistema (5-3) y, 5 = 0,2,
se obtiene que Ro(1—17) = 0,2812, es decir que el virus desaparecera de la poblacion humana

y de mosquitos. Este resultado se evidencia en la Figura [5-4
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Por otra parte, si se hace § = (
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Figura 5-4: Sistema (5-35) con Ro(1 — ) < 1.
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, se obtiene }A%O(l —r) = 1. Esto se ilustra en la

Figura [5-5] en la cual se puede ver que la poblacion de personas infectadas y de mosquitos
portadores del virus desaparece del medio, pero en un tiempo lejano.
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Figura 5-5: Sistema ([5-35)) con
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Si se toma [ = 0,9064, se tiene que Ro(l —r) = 1,2744. La simulacion bajo esta condicion
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se muestra en la Figura [5-6] en la cual se puede ver que la poblacion personas infectadas
y de mosquitos portadores del virus se reduce a casi cero; sin embargo, no se desaparecen
completamente, sino que en un tiempo muy largo se estabilizan en Iy = 4,9174, M, = 3,3541
y Wy =0,0190.
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Figura 5-6: Sistema (5-35) con Ro(1 —7r) > 1.

Ahora bien, calculando £, como se sugiere en [35], mediante la funcion 6, (7") = 0,0010447(T—
12,286)+/32,461 — T, con T = 25°C, se tiene que 5; = 0,9064. Igualmente, segin [35], el pe-
riodo de incubacion del virus en el mosquito se obtiene mediante la funcién n = 44-¢%5-0:1237
con una temperatura T’ = 25°C, con lo cual n = 11, 9645 dias. Si se supone, como en el mode-
lo de Ross-Macdonald [35] [7], que la probabilidad de que un mosquito adulto sin la bacteria
sobreviva un dia, decrece exponencialmente dia a dia, entonces la probabilidad de sobrevivir
un solo dia estara dada por € = e (“t¥2) y, por lo tanto, la probabilidad de sobrevivir al
periodo de incubacion del virus sera € = e~ (tu2)n 22 ().2059. Asi, § = B¢ = 0,1866 y, con
ello, 1%0(1 —r) = 0,2624. Esto indica que la enfermedad desaparecera del medio y, por lo
tanto, los controles surgiran el efecto deseado.
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5.4. Interpretacién biolégica de los resultados

5.4.1. Resultados obtenidos para el modelo (3-3)

Para el modelo de propagacion del virus del dengue en las personas, considerando que tanto
los mosquitos con Wolbachia como aquellos que no estan infectados con la bacteria pueden
ser transmisores del virus (aunque los primeros con menor probabilidad), se han considerado
dos escenarios posibles: en el que el nimero promedio de mosquitos hembra adultos de cada
poblacién se estabilizan en las coordenadas de Ps, 6 en el que se estabilizan en las coordenadas
de Pj. El primer escenario conlleva al estudio del modelo y el segundo, al estudio del

sistema ((5-14)).

Resultados obtenidos para el modelo (5-3])

El analisis de estabilidad realizado para este modelo conduce a las siguientes inquietudes:
;. Qué significado tiene cada punto de equilibrio?

Para este modelo se han obtenido puntos de equilibrio de la forma E = (S*, I*,W*), quie-
nes representan el ntimero promedio de personas susceptibles, de personas infectadas y de
mosquitos hembra adultos infectados con la bacteria y portadores del virus del dengue, que
hacen que dichos nimeros permanezcan constantes en el tiempo, es decir, si en el mismo
tiempo el niimero promedio de personas susceptibles llega a ser S*, el nimero promedio de
personas infectadas toma el valor I* y el nimero promedio de mosquitos hembra adultos con
Wolbachia y dengue, el valor de W*, dichos valores no cambiarén en el tiempo, mientras las
condiciones de los parametros permanezcan iguales.

El primer punto de equilibrio, dado por E; = (IV,0,0), se conoce como trivial o libre de la
enfermedad, ya que este indica que el nimero promedio total de personas de la poblacién son
susceptibles y que no hay personas infectadas ni mosquitos hembra adultos con Wolbachia
portadores del virus.

El segundo punto B, = (S, I;, W) se conoce como endémico, ya que el nimero de personas
Y ? 3

infectadas y de mosquitos con Wolbachia y dengue no es cero, salvo cuando el nimero basico

de reproduccién es 1.

. Coémo se puede interpretar R,?

ﬁ es el tiempo que puede

permanecer una persona siendo infecciosa, por lo cual ﬁ representa el nimero de mosquitos

Seguin las definiciones de los parametros dadas en la Tabla

hembra adultos con Wolbachia que pueden llegar a picar a esa persona durante su estado
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infeccioso y, por lo tanto, :‘—f’@ es el nimero promedio de dichos mosquitos que pueden ser

contagiados con el virus por parte de esa persona.
De igual forma, se tiene que ﬁ representa el tiempo promedio de vida adulta que puede

tener un mosquito hembra adulto infectado con la bacteria. Por lo tanto, —<

v+ug
nimero de personas que puede picar un mosquito hembra con Wolbachia durante toda su

representa el

vida adulta. Asi, suponiendo que ha sido contagiado con el virus al introducir un humano

oo
v+uo
personas a quienes pica y contagia con el virus ese solo mosquito durante su vida adulta.

es el nimero de

infeccioso en el medio y ha sobrevivido al periodo de incubacién,

Al multiplicar el nimero de personas que puede contagiar uno de estos mosquitos por el
nimero de mosquitos que han sido infectados por la persona inicialmente infecciosa, se
obtiene el nimero de personas que se han infectado de manera indirecta por la primera
persona infecciosa introducida en el medio.

a) ao oo

pt+0 vtuz T (pt0)(vtuz
que se generan al introducir una persona infecciosa en un medio susceptible.

Se puede concluir que Ry =  es el nimero de infecciones secundarias

. Coémo se pueden interpretar los resultados del analisis de estabilidad local de
los puntos de equilibrio?

Para el sistema se ha encontrado que, si al introducir una persona infecciosa en la
poblaciéon susceptible, esta logra infectar de manera secundaria a méas de una persona, en-
tonces la enfermedad permanecera en el medio y, a través del tiempo, el nimero de personas
infectadas se estabilizara en el valor

pN (v + ug) (Ro — 1)

-[1 - ~ )
(v +u2)(p + 0) Ro + pevip

mientras que el nimero promedio de personas susceptibles se estabilizara en

N (v +uz)(u + 0) + pay]
(v 4 ug)(p + 0) Ro + o)

1:

y el nimero promedio de mosquitos infectados con Wolbachia y portadores del virus se
estabilizard en ~
W, = pk(H —1)(n+0)(v + ug)(Ry — 1)

oo [(v+ ) (1 + 0) + pa]

Sin embargo, si el nimero basico de reproduccion es menor que 1, el nimero promedio de

personas infectadas se desaparecera a través del tiempo, al igual que el nimero promedio de
mosquitos con la bacteria portadores del virus.

Resultados obtenidos para el modelo (5-14)

Surgen los siguientes interrogantes a partir de los resultados analiticos:
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;. Qué significado tiene cada punto de equilibrio?

Como se ha interpretado anteriormente el significado de puntos de equilibrio, basta con
aclarar que, para el sistema se ha obtenido el punto de equilibrio @Q; = (N, 0,0,0),
indicando que, si la condicién inicial del modelo tiene el total de la poblaciéon humana sus-
ceptible (N susceptibles, 0 infectados) y ademas no posee mosquitos portadores del virus
(0 mosquitos no infectados con la bacteria y portadores del virus y ademés, 0 mosquitos
infectados con Wolbachia y portadores del virus del dengue), entonces asi permanecera a
través del tiempo.

Los demés puntos de equilibrio de este sistema son de la forma @ = (S*, I*, M*, W*), que
indican que, si la condicion inicial del modelo esta dada por los valores S* (nimero promedio
de personas susceptibles), I* (personas infectadas), M* (mosquitos sin Wolbachia y con
dengue) y W* (mosquitos con Wolbachia y dengue), estos valores permaneceran constantes
a través del tiempo.

,Coémo se pueden interpretar los umbrales para este modelo?

Como en el modelo (5-3), el namero % representa el nimero de mosquitos que puede

infectar una persona infecciosa durante dicho estadio. Asi, como 1 — r representa la fracciéon

de mosquitos sin la bacteria presentes en el medio, entonces f—f’(? (1 —r) representara el

numero de mosquitos sin Wolbachia que infectard una persona durante su estado infeccioso.

Ademés, como %{ZQ es el nimero de personas que infecta durante su vida adulta un mosquito

. . L. , . . Ba2y _ > _
sin la bacteria que ha sobrevivido al periodo de incubacion, =7t (I1—=r)=Ry(l—r)
es el nimero de infecciones secundarias que se generan al introducir una persona infecciosa

en un medio susceptible debido a las picaduras de mosquitos sin Wolbachia.

rma ana nimero —r-=- = r Ry represen niimer infeccion undari
De forma anéloga, el ero Sfe ej‘:zg Ry representa el ero de infecciones secundarias
que se generan al introducir una persona infecciosa en un medio susceptible, debido a las

picaduras de mosquitos con Wolbachia.

Se concluye entonces que U = Ry (1 —r) + 7Ry es el nimero de personas infectadas con
dengue que genera una persona infecciosa durante su permanencia en dicho estado.

., Coémo se puede interpretar el andalisis de estabilidad del equilibrio libre de la
enfermedad?

El equilibrio @); es asintéticamente estable a nivel local mientras U < 1, lo cual indica que
si una persona portadora del virus del dengue, durante su estado infeccioso, no alcanza a
infectar por lo menos a otra persona y ademas, el nimero promedio de personas infectadas
en el medio es pequeno, asi como el ntimero de mosquitos portadores del virus del dengue,
entonces la enfermedad desaparecerd del medio a través del tiempo. Mas atn, basta con
corroborar que el niimero Ry sea como maximo uno para que esto suceda.
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5.4.2. Resultados obtenidos para el modelo (3-4))

Para el modelo de transmision del virus del dengue en humanos, considerando que los mos-
quitos con Wolbachia son incapaces de transmitir el virus a las personas, se han considerado
los mismos dos escenarios que para el estudio del modelo (3-3)), con lo cual se conduce al

estudio de los sistemas (5-31)) v (5-35)).

Resultados obtenidos para el modelo ((5-31))

Para el modelo , en el cual se ha considerado que la poblacién de mosquitos sin Wol-
bachia se extingue y que la poblacion de mosquitos infectados con la bacteria no puede
transmitir el virus a los humanos, se ha encontrado que el Gnico punto de equilibrio es
A = (N,0,0), es decir, la poblacion humana en su totalidad es susceptible (S = N, I = 0)
y la poblacion de mosquitos con la bacteria y con dengue se extingue del medio. Este punto
de equilibrio es asintoticamente estable a nivel local, lo cual indica que, si el nimero de
personas y mosquitos infectados con Wolbachia y portadores del virus es pequeno, entonces
la enfermedad desaparecera del medio a través del tiempo.

Resultados obtenidos para el modelo ([5-35)

Surgen los siguientes interrogantes sobre los resultados de este modelo:
., Qué significado tiene cada punto de equilibrio?

El punto de equilibrio E; = (N,0,0,0) indica que si inicialmente el total de la poblacion
humana es susceptible (S = N, I = 0) y no hay mosquitos (sin o con Wolbachia) portadores
del virus (M = 0,W = 0), entonces estas poblaciones permaneceran constantes a través del
tiempo.

Por su parte, el punto de equilibrio Ey = (53, I, My, W) indica que, si inicialmente el
numero promedio de personas susceptibles es Sy, de personas infectadas es I, de mosquitos
no infectados con la bacteria y portadores del virus es M, y el nimero promedio de mosquitos
infectados con la bacteria y portadores del virus es W5, entonces estos valores permaneceran
constantes a través del tiempo.

;Coémo se pueden interpretar los resultados del analisis de estabilidad de este
modelo?

Se ha encontrado que si Ry (1 —r) < 1, E; es asintoticamente estable a nivel local, lo cual
indica que si el nimero de infecciones secundarias que ocasiona una persona con el virus del
dengue durante su estado infeccioso no llega a ser uno, entonces la enfermedad desaparecera
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del medio, mientras el nimero promedio inicial en las poblaciones S, I, M, W sean cercanas
a N, 0,0y 0, respectivamente.

Por su parte, si un humano con el virus logra infectar a mas de una persona durante su
estado infeccioso (fio (1—r)> 1) y el nimero promedio inicial de las poblaciones S, I, M,
W sean cercanas a Sa, I, My y W, respectivamente, esas poblaciones se estabilizaran el las
coordenadas de E; a través del tiempo.



6 Fuerza de Infecciéon, Nimero
Basico de Reproduccién y
Capacidad Vectorial

A parte del Numero Basico de Reproduccion, cuando se habla del virus del dengue, la Fuerza
de la Infeccion y la Capacidad Vectorial son dos medidas que ayudan a determinar cémo se
expande la enfermedad en el medio. La Fuerza de la Infeccion es la tasa a la cual es infectado
un susceptible (mosquito o persona) [35]. Por su parte, la Capacidad Vectorial es definida
como la capacidad que tiene el vector de transmitir un patégeno como el virus del dengue.
En palabras un poco mas practicas, se puede decir que la Capacidad Vectorial es el nimero
promedio de infecciones secundarias, por unidad de tiempo, que se presentan al introducir un
individuo infeccioso en un medio susceptible gracias al vector [35] [7]. Si bien son similares,
no se debe confundir la Capacidad Vectorial con el Ntiimero Bésico de Reproduccién, ya que
este tltimo representa el niimero de infecciones secundarias que se generan al introducir una
persona infecciosa en un medio susceptible [12], pero durante TODO su periodo infeccioso,
mientras que la Capacidad Vectorial representa las infecciones secundarias por UNIDAD DE
TIEMPO.

En este capitulo son halladas estas tres magnitudes, en donde el Ntumero Bésico de Repro-
duccion y la Capacidad Vectorial se escriben como funciones dependientes de la temperatura
con las formulas para los parametros dadas por [35]. Es de resaltar que los procesos iniciales
para su célculo, se asemejan a los procesos realizados en el modelo de Ross-Mcdonald [35] [7].
Para ello, se tiene en cuenta la diferencia entre los modelos de transmisién del virus en la
poblacién humana, es decir, como es evidente, estas magnitudes son diferentes dependien-
do si se considera que los mosquitos con Wolbachia transmiten el virus o no. Finalmente,
se muestran algunas simulaciones numéricas de los resultados obtenidos mostrando algunas
implicaciones a nivel biologico.
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6.1. Fuerza de Infeccién, Namero Basico de
Reproduccién y Capacidad Vectorial para el

modelo (|3-3

El modelo representado mediante el sistema considera la posibilidad de que tanto
los mosquitos hembra sin Wolbachia como aquellos que si estan infectados con la bacteria,
puedan transmitir el virus del dengue a los humanos. Bajo esta hipoétesis, resulta evidente
que la tasa en la que se infecta un humano estara dada por la suma entre la tasa de infeccion
a causa de la picadura de mosquitos sin la bacteria Wolbachia y la tasa a causa de la picadura
de mosquitos infectados con la misma.

b%? la probabilidad de encontj\r/[ar un mosquito hembra adulto sin Wolbachia v portador

del virus del dengue, entonces BabJr—B es la tasa a la cual una persona susceptible se encuentra

con un mosquito sin la bacteria que porta el virus del dengue y ha sobrevivido al periodo de

incubacion del mismo, la pica y la contagia con dicho virus. De igual forma, Jab%; representa

la tasa a la cual una persona susceptible se encuentra un mosquito con Wolbachia portador

Sea

del virus del dengue que ha sobrevivido al periodo de incubacién del mismo, la pica y la
contagia con el virus. Por lo tanto, la Fuerza de Infecciéon en los humanos esta dada por:

/\humanos - (O[ ) (BM + UW)

b+ B

L
N
una persona infectada, a@b% es la tasa a la cual un mosquito hembra adulto sin el virus se

Por su parte, como + es la probabilidad de que un mosquito susceptible se encuentre con

encuentra con una persona infectada, la pica y se contagia de dengue. En otras palabras, la
Fuerza de Infeccion en el mosquito esta dada por:
I
)\mosquitos = O‘wﬁ

Considerando las Fuerzas de Infeccion, la variacién en el nimero de infectados del sistema
(3-3), quedan reescritas como:

j = )\humanosS - (,u + 9>[ (6'1)
M - )\mosquitosm - (6 + UQ)M (6_2)
W = )\mosquitosw - (V + u2>W (6_3)

Si se supone que el nimero de infectados es creciente, entonces su derivada es positiva, es
decir, al tomar la parte derecha de las ecuaciones (6-1)), (6-2) y (6-3)), se tiene que:
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1

<ozb+ B) (BM +oW)S > (n+0)1 (6-4)

aw%m > (e +un)M (6-5)

Aazb%w > (v + ug)W. (6-6)

Si se toma como condicién inicial que todas las personas son susceptibles (S = N), pero se
introduce un infectado en el medio que hace crecer el nimero de infectados, de la inecuaciéon

(6-4) se sigue que:

ba M N+ ca W N>
w+0b+BI pu+60b+BI1

1. (6-7)

Si se supone que todos los mosquitos sin Wolbachia no portan el virus (m = b) e igualmente,
todos los mosquitos con la bacteria no portan el virus (W = B), pero se introduce un
infectado en el medio que hace crecer el nimero de infectados, entonces, de las inecuaciones

(6-3) ¥ se sigue que:

N N
—M < @y b v =W« ay

B.
I € + U I UV + Uy

Reemplazando uno a uno estos resultados en la inecuacion (6-7)), por transitividad, se tiene
que

Bay b n ooy B -
(n+0)(e+u)b+B  (u+0)(v+u)b+ B

1.

Si se considera, por el contrario, que las poblaciones de infectados son decrecientes, un proceso
analogo lleva a concluir que

Bai b ooy B

(n+0)(e+u)b+B  (n+0)(v+u)b+ B < 1.

Dado que el término i Bty b+ 0 0o’y ___B_ dotermina el valor para el cual la en-

pu+0)(etuz) b+B u+0)(v+uz) b+B
fermedad es endémica o no, se ha determinado el Nimero Basico de Reproduccion de la

enfermedad.

Si las poblaciones de los mosquitos se estabilizan en b = 0y B = l{:% (cuando H > 1
v h < H), por la teoria de sistemas asintoticamente auténomos [11], el Namero Bésico

de Reproduccion se estabilizard en Ry = j como se ha mostrado en el anélisis

oa“
(u+0) (v+uz
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de estabilidad para este caso. Por su parte, si las poblaciones de mosquitos se estabilizan
en b = k%(l —r)y B = k%r (cuando h > 1y h > H), por la teoria de sistemas
asintoticamente auténomos [I1], el Numero Bésico de Reproduccion se estabilizara en U =

%(1 —7)+ %r, lo cual también se ha mostrado en el andlisis de estabilidad.

Ahora bien, partiendo de que la Capacidad Vectorial es el nimero de infecciones secundarias,
por unidad de tiempo, que se generan al introducir un infeccioso en un medio enteramente
susceptible, entonces esta medida se puede calcular matematicamente como el cociente entre
el Numero Béasico de Reproduccion y la esperanza de que una persona permanezca en el
estado infeccioso, es decir,

C_Bozzw b ooy B
64 ub+B  vHuyb+ B

Para este calculo, es indispensable recordar que 5 = [i€" y o0 = o,0", donde € es la
probabilidad de que el mosquito sin Wolbachia sobreviva al periodo de incubacion del virus
(n), al igual que U™ es la probabilidad de que un mosquito con la bacteria sobreviva a dicho
periodo. Si se considera el tiempo en dias y la probabilidad de que un mosquito sin la bacteria
sobreviva dia tras dia decrece exponencialmente con el tiempo, entonces la probabilidad de
que sobreviva un dia es € = e~ (<t%2) y asi, la probabilidad de sobrevivir a los n dias que tarda
el periodo de incubacion del virus es € = e~ (“t“2)* De manera analoga, si se considera que
la probabilidad de un mosquito infectado con la bacteria sobreviva dia tras dia decrece
exponencialmente con el tiempo, entonces la probabilidad a que sobreviva al periodo de
incubacién del virus esta dada por 7" = e~ (Wtu2)n,

Se concluye entonces que, cuando la transmisién del virus del dengue hacia los humanos se
puede dar por la picadura tanto de mosquitos hembra adultos que no estan infectados con
la bacteria como de aquellos que si lo estan, la Capacidad Vectorial esta dada por:

_ /Blef(e+u2)na2w b 0.167(11+u2)na21/] b

C )
€+ us b+ B v+ Uy b+ B

Segtin los estudios realizados en [35], los parametros 1, a, 1, n y € pueden ser calculados
mediante funciones dependientes de la temperatura, dadas por:

B1(T) = 0,001044T(T — 12,286)+/32,461 — T, 12,4°C < T < 32,5°C,

a(T) = 0,03T + 0,66, 21°C <T < 32°C,
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0,07297 — 0,9037, si 124°C < T < 26,1°C
() =

1, si 26,1°C < T < 32,5°C,

n = 4_,_ 65715_07123T, 12°C S T S 3500’

e(T) = 0,8692—0,15907+0,011167T%—3,408 x 10~ *7°4-3,809x 10~ °7T*  10,54°C < T < 33,4°C
y, como segin [25] la bacteria Wolbachia puede reducir a la mitad la vida adulta del mosquito,
se asume v(T') = 2¢(T).

Como b vy B son funciones dependientes del tiempo, ya que son las soluciones del sistema
(3-5)), se puede escribir la Capacidad Vectorial y el Ntumero Bésico de Reproduccion como
funciones dependientes del tiempo y de la temperatura.

6.2. Fuerza de Infeccién, Niamero Basico de
Reproduccién y Capacidad Vectorial para el

modelo (3-4

Si se considera que el virus es transmitido a los humanos Ginicamente por la picadura de los
mosquitos hembra sin Wolbachia, entonces la fuerza de infeccion en los humanos estaré dada

por:
M
/\humanos = /Bab T B
Esto debido a que, como lﬂ% representa la probabilidad de encontrarse un mosquito con
M

dengue y sin Wolbachia en el medio, entonces Sa es la tasa a la cual una persona sus-

b+B
ceptible se encuentra con un mosquito con estas caracteristicas, el cual ha sobrevivido al

periodo de incubacion, la pica y la contagia con el virus.

En el caso de los mosquitos, la fuerza de la infeccion estd dada por:

1
)\mosquitos = Oﬂpﬁy
lo cual resulta al considerar que % es la probabilidad de que un mosquito hembra se encuentre
una persona infectada y, por lo tanto, A\posquitos = aw]iv es la tasa a la cual el mosquito se

encuentra con una persona en este estado y se contagia con el virus al picarla.



6.2 Fuerza de Infeccion, Numero Basico de Reproduccion y Capacidad
Vectorial para el modelo ([3-4]) 93

Con Apumanos, 1a variacion en el nimero de personas infectadas del sistema (3-4)) queda escrito
como:

j - /\humanosS - (N + 9)1

De igual forma, la variacion de la poblacién de mosquitos hembras con dengue y sin Wolbachia
se reescribe como:

M = )\mosquitosm - (E + UQ)M

Si se supone que estas poblaciones crecen, entonces se tiene que:

AhumanosS > (//J + 9)[
/\mosquitosm > (6 + UQ)M

Al igual que en el modelo de Ross-Mcdonald [35], se supone como condicion inicial que
S = N (todas las personas son susceptibles) y m = b (todos los mosquitos sin la bacteria no
portan el virus). Por lo tanto, las desigualdades se transforman en:

M
SN > (- 0) (6-8)
(w%b > (e + ug) M. (6-9)

Ba

De la inecuacion se tiene que £ > %% y, por transitividad, la inecuacién se

transforma en:

M (+60)(e+ug) M

1B v b

B

es decir, suponiendo que la totalidad de las poblaciones de personas y mosquitos sin Wol-
bachia son inicialmente susceptibles y se introduce una persona infectada en el medio, para
que el namero de infecciones con el virus crezca, se requiere que:

Baip b
i 0)(etw)biB "
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De forma andloga, suponiendo que la totalidad de las poblaciones de personas y mosquitos
sin Wolbachia son inicialmente susceptibles y se introduce una persona infectada en el medio,
para que el nimero de infecciones con el virus decrezca, se requiere que:

pa’y b

< 1.
(i+0)(c+us) b+ B

Se ha encontrado entonces el Numero Béasico de Reproduccion para el sistema (3-4)), es decir,
el valor que determina la existencia o no de una epidemia.

Se puede observar que, si se considera que la poblacion de mosquitos hembra sin Wolbachia
se estabiliza en b = 0 (cuando H > 1y h < H), por la teoria de sistemas asintoticamente
autonomos presentada en [IT], el Numero Bésico de Reproduccion se anula. Por su parte, si
la poblacién de mosquitos hembra sin Wolbachia se estabiliza en b = k:%(l — 1)y ademas,
el niimero total de mosquitos hembra adultos se estabiliza en k2 (cuando h > 1y H < h),
por la teorfa de sistemas asintoticamente auténomos presentado en [I1], el Numero Basico
de Reproduccion estard dado por:

Y Bty
B v et

lo cual se ha determinado ya en el analisis de estabilidad del sistema (5-35]).

Ahora bien, analogo a lo realizado para el sistema (3-3)), la Capacidad Vectorial se puede
calcular matematicamente como el cociente entre el Nimero Basico de Reproduccion y la
esperanza de que una persona permanezca en el estado infeccioso, es decir,

o Bay b

E+U26+B

Nuevamente es indispensable recordar que 8 = Bi€", donde € es la probabilidad de que el
mosquito sin Wolbachia sobreviva al periodo de incubacion del virus (n) y, si se considera el
tiempo en dias y la probabilidad de que un mosquito sin la bacteria sobreviva dia tras dia
decrece exponencialmente con el tiempo, entonces la probabilidad de sobrevivir a los n dias
que tarda el periodo de incubacion del virus es e = e~ (ctu2)n,

Se concluye entonces que, cuando la transmision del virus del dengue hacia los humanos se
puede dar so6lo por la picadura de mosquitos hembra adultos que no estan infectados con la
bacteria, la Capacidad Vectorial esta dada por:

616_(6_‘—“2)n042¢ b
€+ Ug b + B'

C:
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Nuevamente, por los estudios realizados en [35], los parametros 81, a, 1, n, € y v pueden ser
calculados mediante funciones dependientes de la temperatura como se describidé anterior-
mente y asi, la Capacidad Vectorial y el Numero Béasico de Reproduccion pueden ser escritos
como una funcion dependiente del tiempo y de la temperatura.

6.3. Resultados numéricos

6.3.1. Resultados numéricos para el sistema (3-3))

Para el modelo (3-3) que describe la transmision del virus del dengue teniendo en cuenta
que los mosquitos infectados con Wolbachia también transmiten el virus del dengue, pero
con una menor probabilidad, se ha hallado el Ntiimero Bésico de Reproduccién dado por:

Baap b n ooy B
(w+0)(e+u)b+B  (u+0)(v+u)b+ B

Ry =

Con el fin de representarlo graficamente, se ha variado la temperatura entre 21°C' y 32°C'
para hallar los valores de 8; (implicito en ), o, 1, n 'y € mediante las funciones descritas en
[35]. Se ha tomado también v = 2¢ y, ademas, teniendo en cuenta la hipotesis de que 8; > o4
y al ser logico pensar que como (; varfa de acuerdo a la temperatura, o; también lo hara, se
ha supuesto que o = %1, donde a € N. Para las simulaciones, se ha supuesto en particular
que a = 5.

Adicionalmente, se han asignado los valores de los parametros &k = 50000, £ = 0,075 por dia,
f =05, 7 = 0,1 por dia, ¢ = 0,5 por dia, ¢ = 0,7 por dia, 6 = 100, u; = 0,2 por dia,
uy = 0,1 por dia y ug = 0,1 como en la Figura[d-17] Los parametros p = 0,0000457 por dia
y 8 = 0,2 por dia, como en las simulaciones anteriores.

Una vez obtenidos los valores de los parametros en cada temperatura tomada, se ha procedido
a hallar numéricamente la solucién del modelo de crecimiento poblacional del mosquito
dado en el sistema (3-5)), con una condicién inicial de 49900 mosquitos sin Wolbachia y
100 mosquitos infectados con la bacteria. Posteriormente, se graficé la curva que representa
el comportamiento a través del tiempo del Ry en cada valor de temperatura tomado. La
union de dichas curvas se representan mediante el grafico dado en la Figura , donde
también se ilustra el plano Ry = 1 con el fin de visualizar cuando se presentan epidemias.
En ella se puede observar que, en general, para cualquier temperatura, el Nimero Basico de
Reproduccion disminuye a través del tiempo (para t = 0 dias es mayor que para 300 dias),
pero su valor se estabiliza en valores mayores que uno para cuando la temperatura excede
los 25°C, lo cual se puede verificar debido a que, al finalizar el tiempo, para temperaturas
mayores a la mencionada, la grafica de Ry estd por encima del plano Ry = 1 . Esto se debe
a que, como se muestra en la Figura para cada valor de la temperatura, se tiene que
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1 < h < H, lo cual determina la extincion de los mosquitos sin la bacteria, pero aun asi,
la transmision del virus por parte de los mosquitos con Wolbachia que permaneceran en el
medio, haran que la enfermedad persista; sin embargo, es de resaltar que la disminucién del
Ry provocara menos infectados en el medio.

— — s 0

24 5 — = 20 200

Temperatura Tiempo

Figura 6-1: R en funcion de ¢t y T para el sistema (3-3)) con ¢o = 0,7 por dia.

58

521 —

50 I I I I I I I

Figura 6-2: Umbrales h y H para cada temperatura entre 21°C' y 32°C' con ¢ = 0,7 por
dia.

Anélogamente, se realiza la simulacion de la Capacidad Vectorial dada por
B 516_(6+u2)n042w b 016_(”+“2)”042w b
N €+ Uy b+ B v+ Uy b+ B’

El resultado se muestra en la Figura la cual muestra un comportamiento muy similar
al del Nimero Basico de Reproduccion.

C
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~

o

u

Temperatura Tiempo

Figura 6-3: C en funcién de ¢t y T para el sistema (3-3)) con ¢o = 0,7 por dia.

Se ha realizado también la simulaciéon cambiando el valor de ¢, = 0,7 a ¢o = 0,55 por
dia. Esta pequena variaciéon cambia significativamente el escenario para Ry, ya que, como
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se muestra en la Figura el nimero R, se estabiliza en valores mucho mayores y, de
hecho, est4 por encima de uno en cualquier temperatura tomada. Esto radica en el hecho
de que, como se muestra en la Figura en algunas temperaturas (en las que h < 43,74)
1 < H < h, lo cual indica que las dos poblaciones de mosquitos persistiran en el medio y, por
lo tanto, ambos vectores estaridn en capacidad de transmitir el virus, aunque los mosquitos
infectados con la bacteria transmitan el virus con menor probabilidad.

cosdpa S el (50—07 —
20 300 250
Temperatura Tiempo

Figura 6-4: R, en funcion de t y T para el sistema (3-3) con ¢ = 0,55 por dia.
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Figura 6-5: Umbrales h y H con ¢, = 0,55 por dia y T" variando entre 21°C' y 32°C..

6.3.2. Resultados numéricos para el sistema (3-4)

Para el modelo , en el que se supone que un mosquito con la bacteria no transmite el
virus del dengue a los seres humanos, se encontré el Niimero Basico de Reproduccion dado
por:

Ba*y b

Ry = .
T (u+0)(e+tu)b+ B

Para representarlo graficamente, se ha procedido de manera analoga a lo anterior, tomando
inicialmente ¢, = 0,7 por dia. El resultado se aprecia en la Figura En ella se puede
observar que, si bien inicialmente (¢t = 0 dias), el Numero Bésico de Reproduccién es mayor
que uno, a través del tiempo, Ry se aproxima a cero. Esto se debe a que, como se muestra en la
Figura[6-2] para cada valor de la temperatura, se tiene que 1 < h < H, lo cual determina la
extincion de los mosquitos sin la bacteria y, por lo tanto, no habra vector capaz de transmitir
el virus. Es de resaltar también que el valor inicial mas alto para Ry se tiene en 30°C, lo que
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indica que las regiones que presenten esta temperatura promedio, pueden presentar mayor
ntimero de infectados mientras exista la presencia de mosquitos sin la bacteria.

24 2

20 300 250
Temperatura Tiempo

Figura 6-6: Ry en funcion de ¢t y T para el sistema (3-4)) con ¢o = 0,7 por dia.

Anélogamente, se realiza la simulacién de la Capacidad Vectorial dada por:

516—(e+u2)na2w b
€+ Us b+ B ‘

C:

El resultado se muestra en la Figura la cual muestra un comportamiento muy similar
al del Numero Béasico de Reproduccion.
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Figura 6-7: C en funcién de ¢t y T para el sistema (3-4)) con ¢, = 0,7 por dia.

Ahora bien, si se cambia el valor de ¢ = 0,7 a ¢ = 0,55 por dia, cambian significativamente
los valores de Ry, lo cual se puede observar en la Figura Lo més representativo de
este cambio radica en la estabilidad del Ry en valores mayores que cero para la mayoria de
temperaturas. Esto se debe a que, como se muestra en la Figura para cuando ambos
umbrales son inferiores a 43,74, 1 < H < h, es decir, las poblaciones de mosquitos con y sin
Wolbachia coexisten en el medio. Incluso, para una temperatura mayor de 22°C', se puede
observar que el Ry se estabiliza en valores mayores que 1, lo cual indica que, a pesar de
los esfuerzos de los controles, para este caso, la enfermedad permanecera en el medio, pero
debido a la disminucién del Ry inicial, el nimero de nuevas infecciones disminuira hasta
estabilizarse.
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* u 20 %0
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Figura 6-8: Rj en funcion de ¢t y T para el sistema con ¢y = 0,55 por dia.



7 Modelo con control 6ptimo

Durante este capitulo se retoma el modelo de crecimiento poblacional del mosquito Aedes
aegypti hembra adulto dado en con la hipoétesis de que un mosquito infectado con
Wolbachia no puede transmitir el virus, pero considerando que la fraccion de mosquitos que
son inyectados con la bacteria y la tasa de muerte a causa de los insecticidas son funciones
dependientes del tiempo. Al sistema se le adjunta un funcional que representa los costos
directos e indirectos de la aplicacion de ambos controles y se encuentran las funciones que
representan cémo se deben aplicar con el fin de reducir a través del tiempo la cantidad
de mosquitos transmisores del virus y, al mismo tiempo, gastar la menor cantidad posible
de recursos. Finalmente, para ejemplificar cémo se deben interpretar biologicamente los
resultados, se muestran algunas soluciones numéricas del problema con valores hipotéticos
de los parametros.

7.1. Planteamiento y solucién del problema de control
6ptimo

Dado que los controles para la dindmica de transmision del virus del dengue se efectiian
principalmente sobre el mosquito y, ademas, durante este trabajo ya se ha mostrado un
modelo que representa el crecimiento promedio poblacional del vector, se retomara el sistema
(3-5) integrando las hipotesis:

= El nimero de trampas incorporadas en el medio es un nimero fijo, por lo cual se supone
que la tasa de muerte de los mosquitos inmaduros a causa de dichas trampas es un
valor constante dado por wu;.

= La tasa de muerte de los mosquitos hembra adultos a causa de los insecticidas es una
funcion que depende del tiempo, es decir, us = us(t). Ademas, por tratarse de una
tasa, el rango de dicha funcion se encuentra en el intervalo [0, 1].

= La fraccion de mosquitos que son infectados con Wolbachia por parte de los humanos
es una funcion que depende del tiempo, es decir, ug = ug(t). Se debe tener en cuenta
que, por tratarse de una fracciéon y por ser un control manual, el rango de esta funcion
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se encuentra en el intervalo [0, p], en donde 0 < p < 1 y representa la fracciéon maxima
de huevos que puede llegar a inyectar la poblacién humana con la bacteria.

De donde, el sistema ([3-5)) queda reescrito como:

(7-1)

Ahora bien, suponiendo que los mosquitos infectados con la bacteria son incapaces de trans-
mitir el virus del dengue a la poblacion humana, se desean hallar las funciones us(t) v us(?),
de tal forma que se reduzca considerablemente la poblacion de mosquitos sin Wolbachia,
se aumente la cantidad de mosquitos infectados con la bacteria y, al mismo tiempo, se mi-
nimicen los costos que son generados al aplicar dichos controles. Para ello, tomando como
referencia la teoria de control 6ptimo resumida en [65] y [61] se plantea un funcional de
costos para la implementacion de los controles dado por:

7 0.00) = [ (B0 + Badle) + mb—mB) . (-2

Donde, X (t) = (b, B) es el vector de variables que representan el promedio de mosquitos
en el tiempo, u(t) = (ua(t), us(t)) es el vector de controles dependientes del tiempo, 7 es el
tiempo durante el cual se aplicaran los controles, 7, representa los costos directos (en miles o
millones de pesos) de aplicacion del control por insecticida, ns representa el costo del control
por la inyeccion con la bacteria, 73 representa los costos indirectos que se generan por cada
mosquito hembra adulto sin Wolbachia que se encuentre en el medio y 74 los costos que
son ahorrados por cada mosquito infectado con la bacteria presente en el medio. Los valores
cuadréticos de los controles us(t) y us(t) haran mas significativos los pequeinios cambios en
ellos, puesto que estos son valores entre 0 y 1.

De esta forma, el problema consiste en:
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Minimizar: J (X (t), u(t)) = / <%u§(t) + %ug(t) + b — n4B> dt.
0

Sujeto a: b= <1 — H—B) (1 —ug(t)) §/19 b— (e+ua(t))b

T+ Uy

B=(1—b+B) S0 (6B +us(t)oud) — (v + wa(t) B (7-3)

k T+ U
b(0) = by
B(0) = By
0<uy(t) <1

0<us(t) <p<Ll

Por el Teorema 4.1 presentado en [I7], existe un control u(¢) que minimiza a J(X(t),u(t)) y
esta sujeto a las restricciones presentadas en (7-3)).

Para la solucion del problema de control 6ptimo se recurre al uso del Principio del Maximo
de Pontryagin presentado en [5I], para el cual se plantea la funcion Hamiltoniana dada por:

HX (1), u(t), M) = () + 3 (t) + msb — B

+h {(1 - ﬂ) (1= ug(t)) $L910, _ (e+uQ(t))b] (7-4)

T+ Uy

k
+)\2K1—bZB> &fo (¢2B+U3(t)¢1b)—(y+ug(t))B],

™+ Uy

en donde A(t) = (A1, \2) es el vector de variables adjuntas (dependientes del tiempo) que
satisfacen:

. OH
= A= = (X0, u(t), A1) (7-5)
. OH

=Xy = 5 (X (1), u(), A(®)) (7-6)

dt
y, como para el sistema no existen condiciones terminales para las variables de estado,
se establecen las condiciones de transversalidad A;(7) = 0 y Ao(7) = 0. Todo lo anterior
conduce al siguiente teorema.
Teorema 7.1.1. Dada la solucion X (t) del sistema (7-1]), con el control u(t) € [0,1] x [0, p]
que minimiza J(X (t),u(t)), existen variables adjuntas que satisfacen:
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% — (1 — w110 (1 ) 2b+B> et )

T+ Uy k
J 2 b B
R e R
Ay = %(1 — ug(t))?f’ib _ ijil {% _ (da ug(t)qlil)b + 2@3} e

con condiciones de transversalidad A\ (1) = Aao(7) = 0.

Ademds, el control dptimo u(t) tiene componentes us(t) y us(t) dadas por:

b+ N B
us(t) = mdx{O, mm{l, ”L—Q}}

n
_ . , AL — Ay b+ B\ {fpr0 }}
{) = 0, , 1— pi b
us(t) max{ min {p 772 ( k: ) ——

Demostracion. Tomando las condiciones ((7-5)) establecidas para A; y A2 en el Principio del
Maximo de Pontryagin [51], se tiene que:

X = —)\1(1—U3(t>>£f¢15 (1_ 2()+B> + (e + un(t))

T+ Uy k
J 2 b B
- 27T§_{ o |:U3<t)¢1 — us(t) @b + (2;3(25)% + ¢2) 1 .
L WL PRRCE A L (L]

Con condiciones de transversalidad A;(7) = \o(7) = 0.

Para obtener los controles 6ptimos (1) y 4o (t) se optimiza la funcion Hamiltoniana H (X (), u(t), A\(¢))
respecto a cada control, es decir, se resuelve el sistema:

S_Z@(t)’“(f% At)) = musa(t) — A\b— X\B =0
e N Fee

De esta forma,
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Ab+ X\ B Al — A b+ B )
us(t) = 10+ A2 v ous(t) = 1~ 2(1_ + > §fn b
U 72 k T+ Uy
Para garantizar que uy(t) € [0, 1] , se establece:
0 si Al <
m
Up(t) = q 2B gi (< ubtB <
m m
1 si Ab+XoB > 1,
m
lo cual se puede escribir como
Ab+ Ao B
Us(t) = max {O,min {1, 1+—2}} :
!
Igualmente, para garantizar que ug(t) € [0, p|, se establece:
© A=A b+B\ Ef616
0 si A2 (1 - BE) ) <0
0= - s 0< a1 M
C A=A b+B\ £f610
p 51 17]2 : (1 k ) 7T+’111b

lo cual puede ser reescrito como

ug(t) = max {O,min {p, >\177_2>\2 (1 — b—;B> j{fib}} :

]

De esta forma, la solucion al problema de control 6ptimo presentado en (7-3) esta dado por
las soluciones del problema de contorno:

b= (1—"B) (1 —uy(t)) L% — (e +un(t)) b

T+ul
B = (1-58) 0 (6B + 03(t)o1b) — (v + (1) B
A= =M1 —as(t) 22 (1 — 2B 1\ (e + an(t))
L8 [ﬂ3<t>¢ _ 2ﬁ3<t>¢1b+<is(t>¢1+¢z>3} —
No = R (1= g(£) 20 — Mg L |5, — lortmlipsanB]
b(0) =by, B(0)=DBo, M(1)=0 y Xa(7)=0

N

m
3(t) = méx {0, min { p, 2 ’\2 (1—M) Mb}}.

2(t) = méx { 0, min 1M}}
(

N

k T+uq
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7.2. Resultados numéricos

Inicialmente, se muestra la simulacion del modelo sin aplicar los controles us(t) ni us(t).
Para dicha simulacion, se asumen los valores de los parametros tomados en la Figura 4-17]
con la salvedad de que la tasa de muerte de los mosquitos maduros a causa del insecticida
es us = 0 por dia y, la fraccion de mosquitos en estado inmaduro que son inyectados con
la bacteria es uz = 0. El resultado se puede apreciar en la Figura [7-1] para la cual se ha
obtenido que A = 194,7040, H = 136,2928 y las soluciones se dirigen al punto de equilibrio
Ps.

Figura 7-1: Crecimiento poblacional del mosquito sin los controles uy y us.

Con el fin de establecer las mejores estrategias de control con estos valores de los pardmetros,
se ha resuelto el problema de contorno, obteniendo los resultados de la Figura Para esta
simulacion se ha supuesto que los gastos se efectuaran durante diez dias, el ser humano como
méaximo puede inyectar con la bacteria al 90 % de los mosquitos inmaduros y, ademas, dado
que el insecticida puede ocasionar danos al medio ambiente, el costo de aplicar este tipo
de control es mayor que la aplicacion de la inyeccion con la bacteria (para el caso se tomd
m = 10 y 7o = 8 en millones de pesos). Asi mismo, se asumié que los costos indirectos
que ocasiona cada mosquito adulto sin Wolbachia, es igual a los costos que son ahorrados
por cada mosquito con la bacteria en el medio (se ha tomado n3 = n, = 1). En la Figura
se puede observar que, al aplicar un insecticida que ocasione la muerte de los mosquitos
adultos durante aproximadamente cuatro dias y, al mismo tiempo, empezar a inyectar a los
huevecillos hasta lograr la infeccion del 90 % de los mosquitos inmaduros con la bacteria
durante alrededor de nueve dias, se logra extinguir la poblacién de mosquitos sin bacteria
del medio y aumentar sustancialmente la poblacion de mosquitos que si estan infectados.
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8 Modelo de crecimiento poblacional
del mosquito con
reaccidn-dispersion

En este capitulo se retoma el modelo de crecimiento poblacional del mosquito Aedes aegypti
hembra adulto dado en (3-5)) y se le adiciona la hipétesis de que dicho mosquito se mueve en
grupos de forma difusiva en el medio, dando lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales. A pesar de la nueva condicion, se demuestra que el modelo de reaccion-difusion
obtenido no presenta cambios en la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema inicial.
Finalmente, mediante el uso de Matlab, se muestran las soluciones numéricas del sistema
con valores hipotéticos de los parametros y se interpretan los resultados de forma biolégica.

8.1. Planteamiento y analisis local del modelo de
reaccién-dispersiéon

El sistema de crecimiento poblacional del mosquito transmisor del virus del dengue es de
reaccion, puesto que supone la variaciéon en el nimero promedio de mosquitos hembra adultos
con y sin Wolbachia sin tener en cuenta como se distribuyen en el espacio. Si se considera que
los mosquitos se mueven como grupo de acuerdo a la trayectoria irregular de cada mosquito,
entonces el crecimiento de su poblacion se vera afectado por el fendmeno reaccidén-dispersion
[69]. Ahora, si se tiene en cuenta que el grupo de mosquitos tiene pequenos movimientos
rectilineos, como si se estudiara su movimiento dentro de secciones tubulares, es posible
considerar la dispersiéon en una sola dimensién. De esta forma, el modelo de crecimiento
poblacional del mosquito con reaccion-dispersion esta dado por el sistema (8-1)).

ob 0%b

— = f(b,B) +di1=——

8t a$2 8-1
05 10,08 .
at - g ) 2 81’2 )

donde
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f(b,B) = (1 - “TB) (1= u) 2% (et oy
g(b, B) = (1 — b_’];B) Wf—{il ((bgB + U3¢1b) — (V + UQ)B,

0 < x < L es una variable espacial, L es la longitud del movimiento rectilineo que puede
tener el mosquito en una sola dimension y d; > 0, ds > 0 son los coeficientes de dispersion.

Si P es un punto de equilibrio del sistema de reaccion (3-5) y V = (b, B)T, entonces haciendo
B =V — P, su linealizacion alrededor del punto P esta dada por

dB _ ([ fu(P) fs(P)
dt ( 9(P) gp(P) )B’

el cual tiene como punto de equilibrio B* = (0,0)7 y su estabilidad serd equivalente a la
estabilidad de P a nivel local [62]. Por lo tanto, para que P sea asintéticamente estable a

nivel local, se requiere que las soluciones de
22— (fo(P) + g(P))A + f5(P)gn(P) — f3(P)gs(P) = 0
tengan parte real negativa, es decir, por el criterio de Routh-Hurwitz [44], es necesario que

fo(P) +g5(P) <0
fo(P)gs(P) — fB(P)ge(F) > 0. (8-2)

Asi, las condiciones dadas en (8-2)) garantizan la estabilidad local de P para el modelo sin
considerar la variable espacial (sin dispersion).

Ahora bien, el modelo con dispersion (8-1)) puede ser reescrito en forma matricial como

V, = F (V) + DV,,, (8-3)
donde
b 02
ot f(b, B) d 0 2
V= , F(V) = D= y Vg =
0B 9(b, B) 0 d &°B

ot ox?
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La linealizacion del sistema con dispersion (8-3)) alrededor del punto P esta dada por

B, = DB,, + F(P) + JB
— DB,, + JB (8-4)

donde

1= (0 )

es la matriz Jacobiana evaluada en P [38].

Al sistema lineal (8-4)) se le adicionan las condiciones de frontera de Neumann dadas por:

B,(0,) = B,(L,t) = 0.

Ademés, dicho sistema lineal puede ser resuelto por variables separables asumiendo su solu-
cion de la forma:

B(x,t) = T()X(2),

con T'(t) una funcion escalar de t. Reemplazando esta solucion en (8-4) y dividiendo entre
T'(t), se obtiene:

(@)
T(t)

X(z) = DX"(z) + JX(x), (8-5)

en la que su parte derecha so6lo depende de x y, por lo tanto, la expresion % = A, donde \
es una constante. De aqui, se sigue que

T(t) = Tge)\t, Ty € R

v ademas, al reemplazar \ en (8-5)) se obtiene

AX(z) = DX/ (2) + JX(2). (8-6)

Segtin [38], una solucién no trivial X(z) de satisface el sistema



81Modelo de crecimiento poblacional del mosquito con reaccidén-dispersion

X"(z) + k*X () = 0, donde k:%ﬁ n €N,

Asi, reemplazando X" (z) = —k*X(x) en (8-0), se obtiene que

MX(z) = —DE*X(x) + JX(x),

es decir, para que exista una solucion no trivial X(x) para (8-6)), se debe garantizar que

J — Dk — M| =0,

0 su equivalente

N+ b(E*)A +c(k*) =0 (8-7)
donde,

b(k*) = (dy + d) k* = (fo + 9B) ,
c(k*) = didok™ — (dofy + digp) k* + fo95 — 9B

llamada ecuacion caracteristica del sistema . Asi, el punto de equilibrio P seré inestable
en el sistema cuando la ecuacion tenga al menos una raiz con parte real positiva y,
cuando P es asintdticamente estable a nivel local para el sistema de reaccion, pero inestable
para el sistema de dispersion, se dice que se presenta la inestabilidad de Turing |38 [68].

Considerando que el punto de equilibrio P es asintéticamente estable a nivel local en el
modelo , las condiciones presentadas en garantizan que b(k?) es siempre positivo.
Por el criterio de Routh Hurwitz [44], para que exista la inestabilidad de Turing se debe
tener que c(k?) < 0.

Teorema 8.1.1. FEl sistema de reaccion-dispersion para el crecimiento poblacional del
mosquito transmisor del virus del dengue no presenta inestabilidad de Turing en ninguno de
los puntos de equilibrio Py, Py ni Pj.

Demostracion. Si se considera el punto de equilibrio P = P; = (0, 0) del sistema de reaccion
(3-3), como se demostro en el Capitulo [4 en el Teorema [4.1.3] para que se cumplan las
condiciones de (8-2)) y el punto P; sea asintéticamente estable a nivel local, es necesario que

h <1 y H < 1.

Ademaés, para este punto de equilibrio, la ecuacion caracteristica asociada al sistema con
dispersion es:
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A= (e+u2)(h— 1)+ dik?] [\ = (v +u2)(H — 1) + dok*] =0,

cuyas soluciones son A\; = (e +up)(h—1) —dik* <0y Ay = (v +ug)(H — 1) — dak? < 0. Por
lo tanto, en el punto P; no existe inestabilidad de Turing.

Igualmente, al considerar el punto P = P, = (0, k%), en el Teorema del Capitulo
se hall6 que es asintoticamente estable a nivel local si

H>1 y H > h.

La ecuacion caracteristica para este punto asociada al sistema con dispersion esta dada por

{A— (€ + uz) (h_TH) +d1k;2] (A= (v+u)(l — H) + dok?] =0,

cuyas soluciones son Ay = (e +us) (2) —dik* <0y Ay = (v +uz)(1 — H) — dok* < 0. Por
lo tanto, en el punto P, tampoco existe inestabilidad de Turing.

Por su parte, segin la Proposicion del Capitulo [4] el punto de equilibrio

h—1 h—1
Py = <]€T(1—T),k‘ - r)

del sistema de reaccion (3-5) es asintoticamente estable a nivel local cuando

h>1 y h > H.

Ademas, segin la Proposicion [£.1.1] en este caso 0 < r < 1.

Ahora bien, la ecuacion caracteristica asociada a la linealizacion del modelo de reaccion-
dispersion (8-1]) alrededor del punto Pj esta dada por la ecuacion (8-7)), en la cual, recordando
las entradas de la matriz Jacobiana que se dan en (4-9)), se tiene que

b(kQ) = (d1 + d) kK — (ay1 + ag)

SR AT (Y R | IR
2 1

y, ademas,

C(l{?2) = d1d2k4 — (a11d2 + aggdl)k2 + a11A922 — A21A12. (8—8)
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Es necesario que existan valores de k? positivos para que c(k?) sea negativo y asi, por el
criterio de Routh-Hurwitz [44] aplicado a la ecuacion caracteristica (8-7)), exista inestabilidad
de Turing en el punto Pj.

Al analizar el término c¢(k?) como una funcion de k2, se observa que este corresponde a una
paradbola que abre hacia arriba, con lo cual, para que existan valores positivos de k% en los
que c(k?) sean negativos, se requiere que la ordenada de su vértice sea negativa y que la
abscisa del mayor de los puntos de corte con el eje k? sea positivo, como se muestra en la
Figura|8-1

c(k?)

Figura 8-1: k2 vs c(k?).
El punto critico de la pardbola se ubica en

2 a11dy + agad;

© T T 2dydy
(e +up)(h— 1) (r — 1) dy + {(1/+u2) [H (1 _ bt <1+r—|—u3%(1 —7“))) . 1”(11
2d,ds '

Al evaluar k2 en (8-8) se obtiene:

(a11dy + Cl22d1)2
4d,dy

+ a11G29 — G21G12.

ol?) = -

Asi, al condicionar que c(k?) sea negativo para que exista inestabilidad de Turing en el punto
P5 es necesario que
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(andg — a22d1)2 + 4d1d2a21a12 > 0. (8—9)

Por tltimo, los puntos de corte con el eje k2 de la parabola se ubican en

a1 ds + aged; — \/(a11d2 — a22d1)2 + 4dydrag aqs

| —
min 2d1d2
y
12 ardy + aged; + \/(audQ — a9ody)? + 4d1doaziars 210
maxr ~ 2d1d2 : ( - )
Asi, la otra condicion para la existencia de la inestabilidad de Turing es que k2,,, > 0, es
decir,
\/(a11d2 — a22d1)2 + 4d1d2a21a12 > —a11d2 — a22d1. (8—11)

Notese que, si se pretende la existencia de la inestabilidad de Turing, la raiz siempre existira
en los reales, ya que, segin la condicion (8-9), el radicando siempre es positivo.

Ademéas, como h > 1y 0<r<1,de (4-9), —a;; >0y

—a22=(u+u2){1_H{1_$(1+T+u3%(1_7ﬂ))]}

(1/+u2){1—% [1—(h—1) <r+u3%(1_r))”,

pero de aqui se sigue que:
= Si
$1
1—(h—1) r+u3¢—(1—r) <0,

2

entonces

> 0,

1_% {1—(/1—1) (r+u3%(1—r))

2

es decir que, —agy > 0y, por lo tanto, —ay1ds — aged; > 0.
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ST

2
como h > 1y 0 <r <1, entonces

0< (h—1) <r+u3%(1—r)) <1

2

y asi

2

0<1—(h—1) (7‘+U3%(1—r)) <1.

Ademas, como H < h, entonces

O<1—%{1—(h—1) (7’+U3%(1—7‘)>}7

2
es decir que, —asgy > 0y, por lo tanto, —aq1ds — ased; > 0.
= Si
®1 B
1—(h—1) T+U3¢—(1—’I") =0,

2
entonces —agy = v + ug > 0y, por lo tanto, —ayi1dy — ased; > 0.

Es de resaltar aqui que, si —aq1dy —aged; > 0, entonces k2

- ax < 0. Para confirmar esto tltimo,
véase que al considerar —ajidy — ased; > 0y que kfnm > 0, se puede elevar al cuadrado
ambos lados de la desigualdad , de lo cual se sigue que 4dydsasiars — 4didsariase > 0
6, simplificando, as a1z — ajjazs > 0. De aqui, teniendo en cuenta la expresion (4-11)), se

sigue que

ug(€ + uz)
e+u)(1—=h)(1—=7r)(v+u >0,
(e )= W= ) (i)
lo cual es una contradicciéon puesto que, en este caso, se esta considerando que h > 1y
0<r<l.

De esta forma, como se ha demostrado que cuando h > 1y h > H, se tiene que —aj1dy —

ased; > 0,y esto tltimo adicionado a la condicion (aj1ds — a22d1)2 + 4dydyagi a2 > 0 deter-

2
max

no es posible que exista inestabilidad de Turing en el punto Ps.

mina que k2, < 0, entonces no existirdn valores k? positivos que hagan que c¢(k?) < 0 y asf,

]
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8.2. Resultados numéricos para el modelo de

reaccion-dispersion (8-1

Para mostrar numéricamente los resultados de las soluciones obtenidas para el modelo de
reaccion-dispersion (8-1)), se tomaron algunos de los escenarios hipotéticos de las Tablas

y @2

En las Figuras y se muestran los resultados obtenidos cuando el punto de equilibrio
P, es asintoticamente estable a nivel local para el modelo de reaccién con los parametros del
escenario 1 de la Tabla aumentando los coeficientes de dispersion d; = dy = 0,5 g%; por
cada mosquito. En ellas se observa que, aunque el grupo de mosquitos logre desplazarse una
distancia de 10m de donde se agrupaban inicialmente, la poblacién de mosquitos con y sin

la bacteria tiende a desaparecer al cabo de maximo quince dias.

5

Tiempo t

Figura 8-2: b(x,t) cuando P; es asintéticamente estable.

Tiempo t

Figura 8-3: B(z,t) cuando P, es asintéticamente estable.

Por su parte, en las Figuras y se muestran los resultados obtenidos cuando el punto
de equilibrio P, es asintéticamente estable a nivel local para el modelo de reaccién con
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los parametros del escenario 8 de la Tabla aumentando los coeficientes de dispersion
di =dy=0,5 %Z por cada mosquito. En ellas se observa que, aunque el grupo de mosquitos
logre desplazarse una distancia de 10m de donde se agrupaban inicialmente, la poblacion de
mosquitos sin la bacteria tiende a desaparecer del medio al cabo de méximo treinta dias y,
en cambio, los mosquitos con Wolbachia persistiran en el ambiente hasta alcanzar un valor

de mas de 900 mosquitos (un poco menos de la capacidad de carga del medio).

Distancia x 10 0
Tiempo t

Figura 8-4: b(z,t) cuando P, es asintoticamente estable.
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Distancia x Tiempo t

Figura 8-5: B(x,t) cuando P, es asintoticamente estable.

Finalmente, las Figuras y muestran los resultados cuando el punto de equilibrio Pj
es asintoticamente estable a nivel local para el modelo de reaccién con los parametros del
escenario 9 de la Tabla aumentando los coeficientes de dispersion d; = dy = 0,5 ZL;
por cada mosquito. Las simulaciones corroboran que, aunque el grupo de mosquitos logre
desplazarse una distancia de 10m de donde se agrupaban inicialmente, ambas poblaciones
de mosquitos persistiran en el medio hasta estabilizarse en valores por debajo de los 100

mosquitos.
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Figura 8-7: B(z,t) cuando Pj es asintOticamente estable.

8.3. Interpretacién biolégica de los resultados

Si bien los calculos matematicos realizados en este capitulo son extensos, se puede decir
que en este caso el resultado bioldgico es s6lo uno, pero sin que esto le reste importancia
en comparacion con los capitulos anteriores. Dicho resultado se puede resumir en que las
condiciones de estabilidad local del modelo de reaccion no varfan cuando se tiene en
cuenta la dispersion. En otras palabras, considérese la poblacion de mosquitos Aedes aegypti
controlada mediante trampas en estado inmaduro, insecticidas en estado adulto y mediante
la microinyecccion constante de mosquitos inmaduros con la bacteria Wolbachia. Ademas,
supongase que el crecimiento poblacional de las hembras adultas cumple con las hipétesis
consideradas en el modelo de reaccion , entonces:

= Si se tiene un grupo de mosquitos hembra adultos en el que se distingue que la cantidad
promedio de infectados con Wolbachia es poca (cercano a cero) al igual que la can-
tidad promedio de mosquitos que no tienen dicha bacteria y, ademés, las condiciones
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ambientales y del medio en general hacen que los parametros del modelo permanezcan
constantes de tal forma que los umbrales de crecimiento de cada poblacion de mosqui-
tos sea menor que 1, entonces ambas poblaciones tienden a desaparecer a través del
tiempo, aunque el grupo de mosquitos se mueva en forma dispersiva en una direccion,
es decir, como grupo se desplacen del sitio inicial a través de una recta teniendo en
cuenta la trayectoria irregular de cada mosquito.

Si en el grupo de mosquitos hembra adultos las condiciones ambientales y del medio
en general hacen que los parametros del modelo permanezcan constantes de tal forma
que el umbral de crecimiento de los mosquitos con Wolbachia (H) sea mayor que 1y
mayor que el umbral de crecimiento de los mosquitos que no estan infectados con la
bacteria (h) y, ademas, inicialmente la cantidad promedio de mosquitos sin la bacteria
es baja (cercana a cero) y la cantidad de mosquitos con Wolbachia es cercana al valor
de k%, entonces la primera poblacion desaparecera a través del tiempo y la segunda,
persistird en el medio, aunque el grupo de mosquitos se mueva en forma dispersiva en
una direccion.

Si en el grupo de mosquitos hembra adultos las condiciones ambientales y del medio en
general hacen que los parametros del modelo permanezcan constantes de tal forma que
el umbral de crecimiento de los mosquitos sin Wolbachia (h) sea mayor que 1 y mayor
que el umbral de crecimiento de los mosquitos que estan infectados con la bacteria (H)
y, ademas, inicialmente la cantidad promedio de mosquitos sin la bacteria es cercana
al valor de k%(l —r) y la cantidad de mosquitos con Wolbachia es cercana al valor de
/{:%r, entonces las poblaciones persistiran en el medio, aunque el grupo de mosquitos
se mueva en forma dispersiva en una direccion.
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Cuando se inici6 esta investigacion, se pretendia plantear y analizar un sistema de ecuaciones
diferenciales, el cual represente la dinamica de transmision del virus del dengue y, en donde se
pueda tener en cuenta el movimiento, la temperatura, y los tres tipos de control existentes
sobre el mosquito. De esta forma, se puede afirmar que se ha cumplido con el objetivo
general. Para este trabajo fue necesario plantear las hipotesis que determinaron las variables
y parametros que intervendrian en el modelo, plantear el modelo que incluyera los tres tipos
de controles y, en cuyos pardmetros se pudiera involucrar la influencia de la temperatura.
Se analiz6 su estabilidad mediante los umbrales de crecimiento y el Ry. Se calculd la Fuerza
de Infeccion, La Capacidad Vectorial y el Ry dependientes del tiempo y la temperatura. Se
incorporo6 la dispersion del mosquito y se planted y resolvié un problema de control 6ptimo.
Finalmente, se realizaron simulaciones para ilustrar los resultados. Con todo esto se concluye
también, que se cumplieron los objetivos especificos.

Ahora, si bien los modelos matematicos en epidemiologia no logran describir de manera pre-
cisa los acontecimientos reales en esa rama, si proporcionan algunas explicaciones ttiles que
facilitan la comprension de ciertos fenémenos o comportamientos presentes en la propagacion
de una enfermedad. Para el caso de los modelos planteados en esta investigacion, la cual con-
sidera una poblacion cerrada y unas hipotesis especificas, pero al mismo tiempo relevantes
para comprender como se transmite el virus del dengue a la poblacion humana teniendo en
cuenta un control integrado sobre el mosquito y, sobre todo el uso de la bacteria Wolbachia,
se han determinado las siguientes conclusiones que pueden explicar algunos acontecimientos
que podrian suceder al aplicar dichos controles:

= [a poblacién de mosquitos hembra adultos puede estabilizarse en uno de tres puntos de
equilibrio. Uno en el que se desaparecen las poblaciones, tanto los que estan infectados
con la bacteria como aquellos que no lo estan. Si se estabilizan en el segundo punto,
desapareceran los mosquitos que no estan infectados con la bacteria, pero persistiran
en el medio aquellos que si lo estdn. Ademas, si se estabilizan en el tercer punto, existiré
una coexistencia entre ambos mosquitos, es decir, en el medio se encontraran mosquitos
hembra adultos infectados y no infectados con Wolbachia.

» Existen dos umbrales de crecimiento para los mosquitos, el primero interviene en el cre-
cimiento poblacional de los mosquitos sin Wolbachia (h) y el segundo, en el crecimiento
poblacional para aquellos que si estan infectados con la bacteria (H).
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Si inicialmente en un territorio hay poca cantidad de ambas poblaciones de mosquitos
y sus umbrales de crecimiento permanecen menores a uno, entonces el Aedes aegypti
desaparecera de ese medio.

Si el nimero de mosquitos hembra adultos sin Wolbachia es bajo, mientras que el
nimero de los que si estan infectados con la bacteria estan cercanos a k% y, ademas
h < H > 1, entonces la poblacién de mosquito sin bacteria desaparecerd y los otros
persistiran en el medio.

Si el nimero promedio de mosquitos sin Wolbachia se acerca a k%(l —r), el nimero
promedio de mosquitos que si estan infectados con la bacteria se acercan a k%r y,
ademéas, H < h > 1, ambas poblaciones permaneceridn en el medio.

Si en la realidad se tiene que la probabilidad de transmision del virus por parte de
los mosquitos infectados con la bacteria es nula, es decir, ¢ = 0, existen grandes
posibilidades de que el virus del dengue desaparezca de la poblacién humana, ya que si
la poblacién de mosquitos se estabiliza en P; o en P,, no existirdn vectores transmisores
del virus. Incluso, si la poblacion de mosquitos se estabiliza en P, pero inicialmente no
existen muchas personas infectadas y el nimero de infecciones secundarias generadas
por mosquitos sin Wolbachia multiplicado por la proporciéon de mosquitos sin la bacteria
es menor que 1 (Ro(1 —r) < 1), entonces también desaparecera la enfermedad del
medio. Ahora bien, otra ventaja de la aplicacion del control bioldgico es que, aunque la
poblaciéon de mosquitos se estabilizara en P53 y 1%0(1 —r) fuese mayor a uno, el nimero
de infecciones secundarias con el virus también se reduciria. Esto debido a que el factor
1 —r, el cual es menor que 1, indica que en el medio ya no sélo existen mosquitos que
pueden transmitir el virus y que, entre mas pequena sea la proporcion de mosquitos
sin Wolbachia (1 — r), menos infecciones secundarias con el virus se generaran en la
poblacién humana.

En el caso en el que los mosquitos con Wolbachia si puedan transmitir el virus, pero
la probabilidad de transmisioén sea casi nula, ofrece también grandes ventajas, ya que
si la poblaciéon de mosquitos se estabiliza en P, es mas factible que la enfermedad
desaparezca del medio. Esto debido a que, en este caso, la persistencia de la enfermedad
dependera de que Ry sea mayor o menor a uno, peNro como Ry = %
pequeno sea ¢, mayor es la probabilidad de que Ry sea menor a uno. Por otra parte,

, entre mas

aunque Ry sea mayor a uno, como se tiene que Ry < RO, las infecciones secundarias
generadas por una persona infecciosa, seran menos que si la poblaciéon de mosquitos
presentes en el medio no estan infectados con la bacteria, lo cual indica que el niimero
de infectados sera menor. En el caso en el que la poblacion de mosquitos se estabilice
en P3, el nimero de infecciones secundarias también se reduce en comparacion a si no
hay mosquitos con Wolbachia, esto debido a que U < Ro.
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= El uso del control por medio de trampas a los mosquitos en estado inmaduro y el de
insecticidas en estado adulto, sigue siendo esencial para combatir la transmision de
la enfermedad, ya que ambos pueden disminuir considerablemente las poblaciones de
mosquitos al estar involucrados en sus umbrales de crecimiento

£f6n0 o Efow

h= (rtu)(etw) ° = (rru)(vtu)

Ademas, el segundo control, también puede disminuir el nimero de infecciones secunda-

rias generadas en los humanos, lo cual se debe a que esta involucrado en Ry = #ﬁm
>IN Ba2ep
Y Bo = Gxg)era

= La hipotesis de que la poblacion de mosquitos ya se haya estabilizado en uno de los
puntos de equilibrio, induce a que el Numero Béasico de Reproduccién también se
estabilice y se tome como constante. Sin embargo, antes de dicha estabilidad, el Ntimero
Basico de Reproduccion y la Capacidad Vectorial del mosquito, cambian en el tiempo,
pues dependen del nimero de mosquitos en el medio. Ademés, como en ellos aparecen
involucrados algunos parametros que dependen de la temperatura, se tiene que ambos
pueden ser expresados como funciones dependientes del tiempo y la temperatura. La
representacion grafica del Numero Basico de Reproduccion y la Capacidad Vectorial
pueden orientar hacia coémo podria ser el comportamiento de la enfermedad antes de
que se estabilicen las poblaciones de los mosquitos, puesto que podrian indicar ciertos
brotes cuando sus valores estén elevados.

= En el escenario hipotético dado en esta investigacion, existen controles por insecticidas
y mediante el uso de la bacteria que optimizan los costos de su aplicacion, reducen la
poblacion de mosquitos sin Wolbachia y aumentan la poblacién de mosquitos que si
estan infectados con la bacteria.

= Si se considera que los mosquitos se dispersan en pequenos movimientos rectilineos
en una sola direccién, la estabilidad del crecimiento poblacional no varia, es decir, se
conserva la estabilidad local de los puntos Py, P, y Ps.

Sin embargo, como en toda investigacion, este trabajo permite plantear unos trabajos a
futuro que pueden ser abordados como temas de estudio del mismo investigador o estudiante
de pregrado, maestria o doctorado. Dentro de las cuestiones que pueden ser estudiadas se
considera:

= Realizar un anélisis de estabilidad local completo para el modelo de transmisién del
dengue cuando o # 0, es decir, estudiar a fondo el caso U > 1.

= Realizar un analisis de estabilidad global para el modelo de crecimiento poblacional
del mosquito.
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= Replantear el modelo considerando una competencia entre los mosquitos con y sin
Wolbachia y determinar los cambios de estabilidad.

= Determinar la existencia de patrones de Turing en las modificaciones que sean realiza-
das en el modelo.

= Para el modelo de crecimiento poblacional del mosquito, considerar la aplicacion del
control biolégico en caso de que el umbral de crecimiento del mosquito exceda cierto
valor, lo cual conllevaria al estudio de sistemas no suaves.

= Replantear el modelo de crecimiento poblacional del mosquito considerando los posibles
retardos de tiempo que se puedan presentar. Esto con el fin de analizar nuevamente su
estabilidad y determinar los cambios en la dindmica.

Ademas, se deja abierta la posibilidad de que esta investigacion pueda ser aplicada en un
entorno real, estimando los valores adecuados de los parametros en la regién de estudio vy,
posteriormente, se realicen proyecciones que conlleven a la preparacion ante posibles brotes
y a la bisqueda de las mejores estrategias de control.
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