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RESUMEN

El objetivo principal de este trabajo es la comparaciéon de controladores en un prototipo
de silla de ruedas de dos ruedas. El propoésito del vehiculo es realizar trayectorias rectilineas
y curvas mientras se mantiene en equilibrio. La dinamica del robot es obtenida mediante el
modelo de identificacion de caja gris. Dado que el sistema es no lineal, se linealiza alrededor
de un punto de equilibrio. Para alcanzar el objetivo principal se disenan, simulan e implemen-
tan los controladores: 1) PID de doble lazo cerrado, 2) RVE con LQR con precompensador,
3) PI vectorial con LQR, 4) PI vectorial con LQR y FF, 5) control por cadena de integradores
con LQR y 6) control GPI con observador desacoplado de estado extendido. Este trabajo
evaliia y compara el comportamiento del robot bajo las estrategias de control disenadas en
los siguientes tres aspectos: seguimiento de trayectorias, variacion de parametros y rechazo
de perturbaciones. En estas tres pruebas, el controlador GPI con observador desacoplado de
estado extendido presenta los mejores resultados.

Palabras. clave: (silla de ruedas de dos ruedas, control GPI, control de velocidad).
ABSTRACT

The main goal of this work is to compare controllers in a two wheeled wheelchair pro-
totype. The purpose of the vehicle is to track linear and curved trajectories while achieving
equilibrium. The dynamics of the robot is obtained through the grey box model. Given that
the system is nonlinear, it is linearized around an equilibrium point. To achieve the main
objective the following controllers are designed, simulated and implemented: 1) double clo-
sed loop PID, 2) state feedback with LQR and precompensation, 3) vectorial PI with LQR,
4) vectorial PI with LQR and FF, 5) chain of integrators with LQR and 6) GPI with ex-
tended state decoupled observer. This work evaluates and compares the behaviour of the
robot under the designed control strategies on three different aspects: trajectory tracking,
parameter variation and active disturbance rejection. In these three tests, the GPI controller
with extended state decoupled observer shows the best results.

Keywords: (two wheel wheelchair, GPI control, velocity control).
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1 Introduccidn

1.1. Justificacién y motivacion

Las personas con discapacidad motora enfrentan desafios para movilizarse diariamente. La
opcidon més utilizada es una silla de ruedas que ubica dos ruedas posteriores y dos ruedas
gufas de menor tamano ubicadas en la parte frontal. Para ajustar la direcciéon y la velocidad
de desplazamiento durante el recorrido, el paciente tiene que superar los desafios provistos
tanto por los terrenos irregulares como por las ruedas guias. Una alternativa para enfrentar
estos desafios es eliminar las ruedas guias y realizar el desplazamiento en dos ruedas.

Segway®) es uno de los vehiculos con mayor popularidad y renombre que utiliza esta configu-
racion en la mayoria de sus modelos. Aunque en el mercado se encuentran vehiculos similares
al Segway, todavia no se ha consolidado un equivalente para la movilizaciéon de personas con
dificultades motoras. Un desarrollo incipiente es la Silla de Ruedas de Dos Ruedas (SRDR),
cuyos estudios se han llevado a cabo en el ambito académico. En esta linea, esta tesis plantea
un robot de menor escala de una SRDR.

Dado que la configuracion del prototipo de SRDR se asemeja al de un robot de dos ruedas, el
modelo matematico se obtiene al realizar un estudio fisico por medio de las leyes de Newton-
Euler. Inicialmente, el modelo nominal se construye a partir de las caracteristicas mecanicas
y fichas técnicas de los componentes del robot, lo que deja cabida a incertidumbres. Por
tal razon, se realiza un proceso de identificacion para obtener una mejor aproximacion del
modelo fisico de la planta.

Los controladores diseniados en esta tesis buscan satisfacer dos condiciones principales: ga-
rantizar el equilibrio del vehiculo cuando se encuentre en reposo y realizar seguimiento de
senales de referencia de velocidad. Los controladores disenados deben considerar la dindmica
del vehiculo, compuesta de una tnica entrada y multiples salidas. Dentro de las alternativas
consideradas, se disefian controladores de tipo SISO (single-input, single-output) y SIMO
(single-input, multiple-output). En esta ultima categoria se encuentran dos enfoques: prime-
ro, utilizar estrategias de control lineal que se apoyan en una aproximacion lineal del modelo
alrededor de un punto de equilibrio. Segundo, utilizar la teoria basada en ADRC (Active Dis-
turbance Rejection Control), en lugar del control robusto, dado que ADRC permite agrupar
las no linealidades del robot en una variable de perturbaciéon y asi considerar el prototipo
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como un sistema lineal.

Para encontrar la mejor estrategia, los controladores se validan y comparan en tres aspectos:
seguimiento de trayectorias, variacion de pardmetros y rechazo de perturbaciones. De esta
manera, se espera que el comportamiento del prototipo de menor escala de una SRDR
sirva como punto de partida para resolver el desafio de desplazamiento para personas con
discapacidad motora.

1.2. Estado del arte

La ingenieria tiene un campo amplio de aplicacion en la creaciéon de soluciones para el pro-
blema de desplazamiento en personas con discapacidad motora. En 1933, Harry Jennings y
su amigo discapacitado, Herbert Everest, ambos ingenieros mecéanicos, disenaron una silla
de ruedas compuesta por dos ruedas posteriores y dos ruedas guias ubicadas en la parte
delantera, teniendo las primeras un didmetro mayor que las segundas [I8]. Este disefio se
utiliza hasta el dia de hoy en lo que se conoce como silla de ruedas estandar.

En las sillas de ruedas estandar, el usuario es responsable de controlar la direccion y la ve-
locidad por medio de un esfuerzo sobre las ruedas posteriores pero no tiene control sobre las
ruedas guias. Estas predisponen la movilidad y capacidad de direccionamiento, afectando las
fuerzas de propulsion y la velocidad promedio, la resistencia al rodar y la estabilidad del sis-
tema en el momento de atravesar terrenos irregulares, curvos, entre otros|[11][14][20](28][49].

Las sillas de ruedas eléctricas son una posible soluciéon para surcar terrenos irregulares al
aplicar un par de manera constante. Ademaés, en el campo académico y de investigaciéon se
ha modificado su estructura, por ejemplo, para alcanzar una altura mayor, ejercer el movi-
miento por medio de palancas de mando y superar escalones y desniveles [30][32] [9][52]. A
pesar de estos avances, los resultados obtenidos presentan las mismas desventajas que las
sillas de ruedas estandar, ya que las ruedas guias se mantienen en el diseno, lo que entorpece
el recorrido en espacios cerrados y abiertos [16][22].

Realizar el desplazamiento en dos ruedas es una alternativa para sustraer los efectos nega-
tivos provocados por las ruedas guias. En la literatura, se encuentran sillas que cambian de
cuatro a dos ruedas [36][1][3] y los trabajos de Murakami & Hirata que exploran la posibili-
dad de desarrollar una Silla de Ruedas de dos Ruedas (SRDR) [33][3]. En estos trabajos, la
silla se concibe como un robot de dos ruedas (similar a un Segway®)) y se utilizan métodos
fisicos como el analisis segtin las leyes de Newton-Euler o balances de energia como el método
de Euler-Lagrange para obtener su modelo matemético, como en [21][43]|[44]. Las distintas
estrategias de control implementadas en los prototipos logran cumplir con los objetivos re-
lacionados con mantener el equilibrio, pero no con los de desplazamiento y seguimiento de
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senales de referencia de velocidad.

Un enfoque inicial para garantizar el equilibrio y el seguimiento de referencias de velocidad
por medio de lazos independientes es la implementaciéon de controladores desacoplados tipo
SISO [2]. Por su parte, el control PI vectorial se considera como uno de los sistemas mas
versatiles, ya que dada la estructura de la planta, este puede ser sintonizado para garantizar
el equilibrio y el seguimiento de referencias [12][17]. Para esta sintonizacion, la técnica de
optimizacion LQR es una alternativa que hace posible disenar el controlador, teniendo en
cuenta la cantidad de energia requerida por la planta [48]|[27]. El uso de observadores, como
los de Dinale y Murakami que consideran la variacion de pardmetros fisicos de cada usuario
y la friccion viscosa, tiene gran relevancia en el desempenio de los controladores [15][24](23].
Adicionalmente, es posible garantizar la estabilizacion y traslacion de la silla de manera
robusta con un controlador por modo deslizante con observador [25]. Una alternativa de
control lineal para sistemas no lineales es el control GPI (Generalized Proportional Integral)
[10][38]. Su desempernio en sistemas no lineales, como el péndulo invertido y robots bipedos,
los cuales tienen que mantener el equilibrio en trayectoria, muestra que podria cumplir con
los objetivos del vehiculo seleccionado [46][5].

El prototipo de SRDR de menor escala que se propone en este trabajo, es similar en forma
y estructura a un robot de dos ruedas. En algunos trabajos se compara el desempeno de
distintos controladores en un mismo robot de dos ruedas para asi garantizar las mismas
condiciones. Por ejemplo, en [31] se realiza una identificacién de pardmetros por el método
de caja gris, para luego comparar el desempeno de los controladores PID y LQR. Aunque
durante las pruebas experimentales el controlador LQR presenté un mejor desempeno, el
seguimiento de la senal de referencia no fue bueno. Un enfoque diferente es el de [26], donde
se comparan los controladores por modo deslizante terminal y LQR. Previo a la fase expe-
rimental, se utiliz6 un algoritmo genético para realizar un proceso de identificacion de los
parametros del vehiculo. La comparacién directa permitié concluir que el controlador por
modo deslizante terminal realizo6 un mejor seguimiento de senales de referencia en terrenos
sin inclinaciéon y lisos. Sin embargo, dado que el prototipo no fue perturbado durante el
recorrido, no se pudo comprobar la efectividad de los controladores respecto al rechazo de
perturbaciones.

De igual manera, este trabajo pretende hacer una comparacion de estrategias de control lineal
en un prototipo de menor escala de una SRDR. Los controladores se disenan para cumplir
dos objetivos principales: primero, permitir que en la ausencia o presencia de movimiento,
el robot se mantenga en equilibrio; segundo, garantizar el seguimiento de trayectorias de
velocidad (lineas y curvilineas). Por un lado, este tltimo requerimiento debe cumplirse, in-
cluso cuando existan perturbaciones exégenas durante el recorrido. Por otro lado, en el caso
de la SRDR, las caracteristicas fisicas de cada usuario (altura, peso, distribucién muscular)
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son una fuente adicional de incertidumbres endégenas que modifican el modelo dindmico del
sistema. La comparacion que se desarrolla en este trabajo busca encontrar las ventajas y
desventajas de cada estrategia de control para que las de mejores resultados sean considera-
das en desarrollos posteriores de SRDR.

1.3. Objetivo general

Disenar, implementar y comparar controladores en un prototipo de SDRD para que este
pueda mantener de manera robusta y confiable en equilibrio un objeto mientras realiza
trayectorias en un espacio determinado.

1.3.1. Objetivos especificos

1. Realizar comparacion de controladores implementados en el prototipo bajo los siguien-
tes criterios: tiempo que tarda el sistema en alcanzar el punto de equilibrio partiendo
de una posicion vertical; tiempo que tarda el sistema en volver al punto de equilibrio
después de aplicar fuerzas externas de perturbacion; respuesta del sistema a la per-
turbacion de fuerzas externas mientras realiza un desplazamiento. Otros pueden ser
considerados en el proceso.

2. Comparar el desempeno de los controladores implementados en el prototipo al realizar
trayectorias rectilineas y curvilineas en terrenos lisos e irregulares sin inclinacion.

3. Dentro de la comparacion de las técnicas de control se consideraran LQR, PI vectorial
con ubicacién de polos y GPI.

1.4. Solucién propuesta

Esta tesis explora el diseno e implementacion de sistemas de control para asistir en la tra-
yectoria rectilinea y curvilinea de un prototipo de menor escala de una SRDR. Una persona
con limitaciones motoras requiere un vehiculo que garantice las condiciones necesarias para
realizar desplazamientos. Por tal motivo, el objetivo del controlador es mantener el equilibrio
de manera robusta, de modo que cambios en el sistema causados por los usuarios de la silla
y las perturbaciones externas dadas en el recorrido no eviten tener un movimiento suave de
dinadmica estable.

El desafio del modelado de la planta se resuelve estableciendo las ecuaciones matematicas
que explican la dindmica del robot. Este modelo permite aproximar las no linealidades del
sistema alrededor de un punto de equilibrio, para asi lograr una representacién en espacio
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estado que involucre las variables de la silla. Debido a que existe variacién en los pardme-
tros fisicos de los componentes y dinamica interna desconocida del sistema, se realiza una
identificacion del modelo por medio de la metodologia de caja gris. El resultado es una me-
jor aproximacion de los valores numéricos que describen la estructura dinamica del prototipo.

En este trabajo, se disenan seis controladores: 1) PID de doble lazo cerrado, 2) control mul-
tivariable por Realimentacion de Variables de Estado (RVE) con método de optimizacion
LQR y precompensador, 3) PI vectorial con LQR, 4) PI vectorial con LQR y seguimiento,
mejor conocido como Feed Forward (FF), 5) control por cadena de integradores con LQR y
6) control GPI con observador desacoplado de estado extendido. Los controladores diseniados
se sintonizan con el objetivo de ubicar los polos de lazo cerrado en el semiplano izquierdo
del plano complejo para que el sistema sea estable. El controlador PID de doble lazo cerrado
garantiza el equilibrio estatico y dindmico por medio de lazos cerrados independientes. El
controlador por RVE con LQR y precompensador involucra la totalidad de las variables del
sistema para mejorar el seguimiento de la senal de referencia de velocidad. Con la inclusiéon
de una accién integral el controlador PI vectorial con LQR aproxima el error de estado esta-
cionario a cero. El controlador PI vectorial con LQR y FF toma la funcién de transferencia
de la velocidad en lazo cerrado como base en el diseno de un controlador de seguimiento y
uno de referencia para lograr un mejor seguimiento de la senal de referencia. El controlador
por cadena de integradores con LQR se disenia como una alternativa para hacer frente a las
incertidumbres del sistema y mejorar el seguimiento de referencias de velocidad. Por tltimo,
el controlador GPI agrupa las no linealidades del sistema y las perturbaciones exégenas en
una variable ¢ y las estima por medio de un observador desacoplado de estado extendido.
Lo anterior permite al controlador cancelar tanto las dindmicas desconocidas como las per-
turbaciones externas.
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2.1. Desplazamiento en silla de ruedas

El desplazamiento en silla de ruedas ha sido estudiado desde la perspectiva dinamica para
entender en detalle su forma de traslacion y mejorar su desempeno. Diariamente, el usuario
de una silla de ruedas estandar enfrenta desafios causados por las ruedas guias ubicadas en
la parte frontal, que influencian el movimiento en distintos aspectos. Primero, la resistencia
de una rueda al rodar es inversamente proporcional a su didmetro, es decir al ser pequenas
estas hacen que el usuario tenga que usar mas energia para mantener una velocidad prome-
dio [49][14]. Segundo, al realizar recorridos a través de terrenos rugosos e irregulares, la silla
es propensa a ladearse y caer en el proceso [20|[11]. Tercero, al utilizar las ruedas guias se
genera un comportamiento de vaivén| que dificulta el desplazamiento en trayectorias curvas,
debido a que la fuerza centrifuga que acttia sobre ellas produce dos efectos: dirigir la silla
hacifa un movimiento rectilineo cuando se esta girando y hacer que las ruedas sean propensas
a cambiar su orientacion y sentido de giro en el momento de ir en reversa [28]. Las sillas de
ruedas eléctricas comparten las desventajas mencionadas, ya que a pesar de tener un chasis
diferente y de cambiar la forma y estrategia de movimiento de las ruedas principales ubicadas
en la parte posterior, todavia dependen de las ruedas guias para completar la totalidad del
movimiento [22] [16].

Remover las ruedas guias delega el movimiento a las ruedas posteriores, las cuales al tener
mayor didmetro presentan menor resistencia al rodar y por ende se requiere de menor energia
para lograr el desplazamiento. El trabajo realizado por Olson en [34], considera tres confi-
guraciones de péndulo invertido: péndulo invertido simple, el cual posiciona la silla, baterias
y drivers de los motores encima del eje principa]E]; doble péndulo invertido, que adiciona un
eslabon en la parte superior, para ubicar los drivers y las baterias; y péndulo invertido con
contrapeso, el cual ubica los motores y las baterias debajo del chasis. Olson compara estos
disenios bajo cinco criterios de evaluacion: 1) modo reposo, donde el vehiculo debe mantener
el equilibrio sin aplicar perturbaciones; 2) modo rechazo, donde el vehiculo debe mantener
el equilibrio después de que una fuerza exogena es aplicada; 3) modo desplazamiento, donde
se toma el tiempo utilizado por el vehiculo para alcanzar el punto de equilibrio después de
realizar un recorrido; 4) modo rechazo activo, respuesta a perturbaciones externas mientras

Lefecto que resulta en disminuir la velocidad de la rueda gufa y/o aumentando la de la otra
2punto que conecta las dos ruedas principales
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se encuentra en movimiento, y 5) se mide el rango de oscilacion del sistema al atravesar un
terreno de baja traccion. El disenio de péndulo invertido con contrapeso obtuvo los mejores
indices en desarrollos relacionados con estabilidad y maniobrabilidad. Por tal razon, esta
configuracion es usada en el prototipo de menor escala de una SRDR de esta tesis.

2.2. Modelo tedrico

En esta seccion, se describe el modelo matemético simplificado del prototipo. El anélisis se
deriva del modelo lineal de un motor DC y las ecuaciones de movimiento para un péndulo
invertido.

2.2.1. Modelo lineal de un motor DC

El modelo lineal del motor DC permite establecer una relacién entre el voltaje aplicado a
los motores y el respectivo par generado en el eje de las ruedas.

a=

Tm
—Y
Vg e 3 Ba

Figura 2-1: Diagrama de un motor DC

La Figura 2-1 muestra la estructura simplificada de un motor DC. Cuando un voltaje V, se
aplica en las terminales, genera una corriente ¢ en la armadura del motor. El motor produce
un par T}, que es proporcional a la corriente por un factor K,,, estableciendo la relaciéon
planteada en (2-1). Un par resistor-inductor en serie con el voltaje de fuerza electromotriz
contraria V., puede ser usado para describir el circuito eléctrico del motor. Este voltaje de
fuerza electromotriz contraria se produce por el movimiento de las bobinas del motor a través
de un campo magnético. Al estar el eje del motor acoplado a la rueda, el voltaje V. puede
ser aproximado como una funcién lineal de la velocidad angular de la rueda O, por una
constante K., como se describe en (2-2).

T, = K,i (2-1)
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V. = K.fp (2-2)

Al aplicar la ley de voltajes de Kirchoff en la Figura 2-1, se obtiene la ecuacion para el motor

DC:

di
Vo—Ri—L——-V,=0 2-3
o (2-3)
Donde V, es el voltaje aplicado, R la resistencia y L la inductancia del motor. La friccion
en el eje del motor K se aproxima como una funcién lineal de la velocidad del mismo. La
suma de todos los pares en el eje esta linealmente relacionada con la aceleracion y la inercia

I, del mismo. Lo anterior se expresa como:

dOg

M =T, — Kip—T, =I,—
FUR dt

(2-4)

Siendo T, el par de carga generado por el eje del motor acoplado a la rueda. Al sustituir
(2-1) en (2-4) y (2-2) en (2-3), y organizarlas en términos de sus derivadas, se obtiene:

di . :

%L = Va — RZ — KGQR (2-5)
dé :
d_f[’" = Kpi— Kifg — T, (2-6)

Ambas ecuaciones establecen una dindmica lineal en términos de la corriente y la velocidad
angular. Una version simplificada del motor DC es suficiente para describir al vehiculo en
estado de equilibrio. Por tal razon, la inductancia y la friccion del motor se consideran
insignificantes y se aproximan a cero (L=0; K;=0), de tal manera que:

1 K, .
= =V, — =< 2
i=gVeROn (27)
. K, T,

e _— — 2—
(9R Ir 7 Ir ( 8)

Al reemplazar (2-7) en (2-8), se obtiene una aproximacion para el motor DC en términos del
voltaje aplicado, la velocidad angular actual del motor y el par de carga:

K, K, K.. T,
(93 — [TRVQ - [rR (93 - [_T (2_9>
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2.2.2. Modelo dinamico del prototipo de silla de ruedas de dos
ruedas

Como el robot se ubica sobre dos ruedas, se evalian las fuerzas que acttian sobre ellas. En
la Figura 2-2 se estudia la rueda derecha, ya que el modelo es el mismo para la izquierda.

Figura 2-2: Diagrama de cuerpo libre de la rueda derecha

El desplazamiento horizontal z y el angulo de inclinacion de la rueda 6z se consideran
positivos en los sentidos que muestra la Figura 2-2. Al aplicar la segunda ley de Newton, la
sumatoria de fuerzas en la direcciéon horizontal es:

YNF, = Mpi

) (2-10)
MRI = HfR — HR

Donde My es la masa, Hp la fuerza resistiva y Hyp la fuerzas de friccion de la rueda derecha.
Al sumar las fuerzas en el centro de la rueda, se obtiene:

Y M, = Iplp

; (2-11)
IRQR = CR - HfR’I’

Siendo Iy la inercia, r el radio, 65 la aceleracion angular y Cg el par aplicado en la rueda
derecha. A partir de las ecuaciones (2-1) y (2-8) del modelo dinamico del motor DC, se puede
expresar que:

Crp="Tn="T,+ 10 (2-12)
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Al reemplazar (2-9) en (2-12), se obtiene:

Cpr=T,+ IréR
K, K, K. . T,
CR = Ta + IT []T—RVQ - —I,’,,R QR - ]_r] (2_13)
K K, K.
C — m‘/a _ m 68
R R r 'R
De tal manera, la ecuacion (2-11) queda definida como:
. K, K. K
Igfr = ——"2-50 —V,—-H 2-14
RUR R R+ R fRT (2-14)
de donde la fuerza de fricciéon queda descrita como:
KmKe A Km ]R n
Hip = — 0 —V,— —80 2-15
TR Rr B Rr r B ( )
Al sustituir (2-15) en (2-10):
K, K. . K, Ig ..
Mri = — 6 Vo— —0r—H 2-16
RT Ry VR + Ry VR R (2-16)

Dado que el movimiento lineal esta actuando en el centro de la rueda, la rotaciéon angular
puede ser transformada por medio de:

éRT':i:>éR:

éRT:Zi):>0‘R:

SR 38

Al usar la transformacion lineal en (2-16) se obtiene:

KmKe . Km [R
T+

Mpit = ——2 Vo — git — Hp (2-17)

Luego de realizar el mismo proceso para la rueda izquierda y al sumar las ecuaciones:

Ir

2K, K. . 2K
2@@+§ﬁ:— D Cp+ —

Rr? Rr

Vo= (Hr+ Hy) (2-18)

Donde Hj, es la fuerza resistiva de la rueda izquierda.
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La silla del prototipo se analiza como un péndulo invertido, como se puede ver en la Figura
2-3.

Figura 2-3: Diagrama de cuerpo libre de la silla

Siendo 6 el angulo de inclinacion, [ la longitud, yp el desplazamiento vertical y xp el des-
plazamiento horizontal del péndulo. Estos desplazamientos, al ser relativos a la rueda, se
expresan en coordenadas polares, de manera que:

xp =1lsinf (2-19)

yp = lcosd (2-20)

Luego de derivar dos veces con respecto al tiempo, se obtienen las expresiones que describen
las aceleraciones:

ip=10cosf —16*sinb (2-21)

ijp = —10sin 6 — 1% cos 0 (2-22)

Usando nuevamente las leyes de movimiento de Newton, las fuerzas en direccion horizontal
son:

XF, = Mpx
MPZC+MP.CCP:<HR+HL> (2—23)
Mpi + Mpl cos — Mpl§?sinh = (Hr + Hp)
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Donde Mp es la masa del péndulo. Al realizar el mismo estudio para las fuerzas verticales:

YF, = Mpy
Mpijp = —Mpg + (P + Pr) (2-24)
Mpg — Mplfsin @ — Mpl6? cos 0 = (Pr + Py)
Siendo ¢ la aceleracion de la gravedad, Pr y Pp las fuerzas en direccion vertical entre las

ruedas derecha e izquierda y el péndulo, respectivamente. Al sumar las fuerzas alrededor del
centro de masa, se obtiene:

YM, = Ipb (2:25)
—(HR—FHL)ZCOSH—F (PR+PL)lSin9— (CR+CL) = [pe

Donde Ip es la inercia del péndulo y C}, el par aplicado en la rueda izquierda. Al sustituir
(2-23) y (2-24) en (2-25):

(Ip + MplQ)Q = —Mpli cos 6 + Mpgl sin 6 — (CR + CL) (2—26)

El par aplicado por el motor en el péndulo, como se defini6 en (2-13), después de la trans-
formacion lineal resulta en:

20K, K, i 2K,
=+

CptCi=——p—7+5

Luego de reemplazar (2-27) en (2-26):

v, (2-27)

o 2K, K. . 2K,
x j—

(Ip + Mpl*)§ = —Mpli cos @ + Mpglsin 0 + o I V, (2-28)

Al sustituir (2-23) en (2-18):

K, K. . N 2K,
T

Rr? Rr

Dado que el objetivo del sistema es mantenerse alrededor de un punto de equilibrio, las

I N . 2
2(Mg + —5 + Mp)i = —Mplficos § + Mpl6*sin g — Va (2-29)
r

expresiones anteriores que contienen funciones senos y cosenos son linealizadas de tal manera
que:

0=0

Esta simplificacion es usada para obtener:

2
cosf) = 1,sinf =0, (@) =0
dt
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De tal manera, las ecuaciones que describen la dindmica del sistema son:

. 0K K.. 2K,
(Ip + Mpl*)0 = —Mpli + Mpglf + = v, (2-30)

2K, K. n 2K,
T
Rir? Rr
Para obtener la representacion en espacio estado, se organizan las ecuaciones (2-30) y (2-31):

v, (2-31)

(2Mp + % + Mp)i = —Mplf —

. Mpl.. Mpgl, 2K.K.. 2K,
= — - a 2_ 2
§ i e = (2-32)
Mpl: 2K.K.. 2K,
= — — 2_
i o St (2-33)

donde a y b son:

21
a=1Ip+ Mpl?, :2MR+T—2R+MP

Con las variables establecidas, se busca representar el sistema con la siguiente estructura:

&, (t) = Az, (t) + Bu,(t) (2-34)

yr(t> - Cmr(t) (2‘35>
donde

x, € R : vector de estado del robot
u, € R : senales de control del robot
Yy, € R* : variables controladas del robot
A € R matriz de estados
B € R*! : matriz de entradas

C e R . matriz de salidas

Las variables de estado del vector x, son:

x(t) = posicion lineal

#(t) = velocidad lineal

0(t) = angulo de inclinacion
0(t) = velocidad angular
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y la de la entrada u, es:

V. (t) = voltaje aplicado a los motores

Con esta representacion de estado, cada una de las variables del vector de estado x, tiene un
significado fisico que es posible medir a través de sensores. Al quedar definida la estructura, se
reemplazan las ecuaciones (2-32) y (2-33) en (2-30) y (2-31), respectivamente. Tras realizar
operaciones algebraicas se obtienen las matrices de estado que describen la dinamica del
robot:

i 0 1 0 0 T 0

P 0 2KmKe(—a—Mplr)  Mpgl® 0 i 2K, (a+Mplr)

= Rr2(ab—M312) ab—M212 + Rr(ab—M321?) V 2.36
0 0 0 0 1 0 0 [ a] ( )
0 2K Ke(br+Mpl M, glb ] 2K, (—br—Mpl)

0 0 Rr2 (ab(—MI%lg ) ab—?\fll%ﬂ 0 0 Rr(ab—MI%l%

La SRDR tiene como objetivos mantener el equilibrio y realizar trayectorias de velocidad. La
variable de estado de posicion x(t) no tiene conexion directa con los objetivos de control o
con otra variable, por lo que el sistema puede ser reducido. Lo anterior se deduce al observar
la primera fila y columna de la matriz A. De esta forma, la estructura del sistema queda
expresada como:

. 2K Ke(—a—Mplr) MZ2gl? ) 2K m (a+Mplr)

x RrZ(ab—MZ12) ab—M2I2 x Rr(ab—MZI?)

0| = 0 0 1| |0] + 0 [Va] (2-37)
0 2K Ke(br+Mpl) Mpglb i 2K (—br—Mpl)

Rr2(ab—M3212) ab—M212 Rr(ab—M321?)
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Las constantes fisicas de la SRDR en la Tabla 2-1 fueron obtenidas por medio de mediciones
y por las respectivas fichas técnicas de cada componente.

Tabla 2-1: Constantes SRDR

Simbolo Descripcion Valor Unidad
g Constante gravedad 9.807 m /s>
Mg Masa de las ruedas 0.085 kg
Ir Inercia de las ruedas 3.2716e-05 kg-m?
Mp Masa péndulo 0.660 kg
Ip Inercia del péndulo 0.005492874 | kg-m?
[ Distancia al centro de masa del péndulo 0.09475 m
r Radio de las ruedas 0.0375 m
K, Constante torque del motor 0.0325 N-m/A
K. Constante electromotriz del motor 0.0324 V-s/rad
R Resistencia del motor 6.2 Q

Al utilizar las constantes fisicas de la Tabla 2-1 en (2-37), se obtiene el modelo nominal:

i —0.5452 —6.2896 07 [ —0.63102
0| = 0 0 1| 6] + 0 [Va] (2-38)
0 3.7793  88.158 0| |@ 4.3742

El siguiente paso es determinar si el sistema es controlable y observable, por lo que se
construyen las matrices de controlabilidad y observabilidad ((¢) y (o), respectivamente).

c=[B AB A’B ... A" 'B]| (2-39)
- o
CA
o= | CA? (2-40)
[CA™]
Como:
rank(s) = rank(A) =3 (2-41)

rank(g) = rank(A) = 3 (2-42)
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Entonces, el par (A,B) es controlable y observable. Por consiguiente, se define un sistema
generalizado de la forma:

= [é ﬂ (2-43)

El sistema en (2-43) es inestable por el polo ubicado en el semiplano derecho, como lo muestra
la Figura 2-4.

Pole-Zero Map

0993 0986 0965 0.86
n.g (0.996

0.6 o.908

0.4 Fo.000

=]
[N ]

1 - :
8 6 4 2

# : R L L S L R .

{ e e
=

a7 L1

4 L0:889

Imaginary Axis {secon ds'1j

0.6 0998

-U.8 [0.996 : . :
0993 0986 0965 0:86

-10 -8 - -4 2 0 2 4 6 8 10

Real Axis {seconds'ﬁ

Figura 2-4: Ubicaciéon de los polos del modelo teérico de la SRDR

2.3. Ildentificacién del sistema en lazo cerrado

Los pardametros fisicos de los componentes, junto con la dindmica interna desconocida del
sistema, hacen que la obtencién de los coeficientes del modelo matematico sea una etapa
crucial previa al diseno e implementacion de los controladores. Dado que el vehiculo es un
sistema inestable, el proceso de identificacion debe ser hecho en lazo cerrado. Existen tres
modelos para realizar la tarea mencionada: caja negra, blanca y gris. El primero captura
los datos de la entrada y salida del sistema e intenta encontrar la dinamica entre ellos, sin
mantener rigurosamente un nexo de principios teéricos matematicos y fisicos. Los calculos
analiticos descritos en la seccién anterior representan el segundo modelo. Fundamentar el
analisis teorico-fisico no garantiza la inclusion total de las variables fisicas (tanto endogenas
como exogenas), lo que deja cabida a incertidumbres. El tercer modelo complementa los dos
anteriores: usa los datos obtenidos de entrada y salida para ser involucrados en el estudio
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teorico-fisico. Este ultimo método es aplicado al prototipo de SRDR con el fin de generar
una estructura matematica que explique el comportamiento del robot de una manera mas
exacta [29]. La metodologia del proceso de identificacion esta descrita en la Figura 2-5.

Seleccion de variables a realimentar en el modelo dinamico

Establecer esquema de identificacién en lazo cerrado

Captura de los datos reales de las sefiales de entrada y salida

Procesamiento de datos

Escoger algoritmos y métodos de estimacidn

Estimacion de parametros

Validacion del modelo

Figura 2-5: Metodologia del proceso de identificacion

El primer paso del modelo de caja gris consiste en seleccionar las variables que van a ser re-
alimentadas en el modelo dindmico. Dado que en esta tesis garantizar el equilibrio y realizar
seguimiento de trayectorias de velocidad hacen parte de los objetivos, se escogen la velocidad
lineal Z(t) y el angulo de inclinacion 6(t).

'gr'af [:f_} +

l c W} ¥r(t)

Planta

B(t)

Figura 2-6: Esquema de identificacion en lazo cerrado
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Para garantizar que el vehiculo sea estable alrededor del punto de operacion (&(t) = 0,
6(t) = 0), se implementa un controlador PID (Figura 2-6). La estructura del controlador
PID esta dada por:

K4N
1+ N

K;
CPID = Kp + ? + (2—44)

En esta etapa del proceso de identificaciéon no se conoce la exactitud con la que el modelo
nominal describe el comportamiento real del robot. Por tal razon, la sintonizacion del con-
trolador PID se realiza de forma experimental. Para hacerlo, se discretiza el controlador en
(2-44) usando la aproximacion de Euler hacia adelante, de esta manera se obtiene:

KT, K ;N
Cpip, = K, + + d

2-45
z—1 1+NTSﬁ ( )

El controlador PID se compone de una ganancia proporcional K, una integral K; y una de-
rivativa K. La variacién de cada uno de estos términos afecta de manera directa el control
sobre el angulo #(¢). Tomando como referencia 6,.¢(t) = 0, se sintonizan las ganancias del
controlador. El valor de la ganancia proporcional K, se encuentra aumentando la misma
hasta que el sistema puede alcanzar el equilibrio a pesar de presentar pequenas oscilacio-
nes. Para disminuir las oscilaciones anteriores y el tiempo de asentamiento, se aumenta la
ganancia derivativa K hasta que el robot puede volver al punto de equilibrio después de
aplicar pequenas perturbaciones. El coeficiente del filtro derivativo N se usa para reducir el
ruido de alta frecuencia al realizar la derivada. La ganancia integral K; se aumenta hasta
garantizar que el error del &ngulo en estado estacionario es cero. De esta manera se obtienen
los siguientes valores: Kp=>500, Ki=20, Kd=30 y N=100.

La senal de referencia cuadrada de la Figura 2-7 se escoge para excitar al robot. Se prefiere
esta senal sobre las de tipo senoidal o triangular, ya que tiene un contenido espectral de
armonicos impares que alcanzan un mayor rango de contenidos frecuenciales. Al aplicar esta
seflal como referencia del angulo de inclinacion (0,.f(t)), el robot avanza y retrocede, para
asi obtener los datos reales provenientes de las salidas 6(t) y &(t).
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Figura 2-7: Senal cuadrada de referencia

Un primer acercamiento para establecer la diferencia entre la respuesta del modelo nominal
(2-38) y la obtenida de datos reales se puede ver en las Figuras 2-8 y 2-9. La velocidad en
simulaciéon s y la capturada i, difieren tanto en amplitud como en menor medida en fase
(Figura 2-8). Por su parte, hay una diferencia de amplitud entre el dngulo de inclinaciéon
simulado 0, y el capturado 6,,, como se ve en la Figura 2-9. Lo anterior demuestra que el
modelo nominal no describe de manera acertada el comportamiento del robot. El siguiente
paso en la metodologia de caja gris toma las matrices nominales A y B definidas en (2-38)
y limita sus coeficientes de la siguiente manera: desde cero a infinito para valores positivos,
desde menos infinito a cero para valores negativos y fija los ceros iniciales. Al establecer
lo anterior, los signos de los coeficientes del modelo nominal se mantienen para que la he-
rramienta Identificacion de Sistemas de Matlab@®) realice la identificacion de los parametros
a través de diferentes algoritmos y métodos. En adicién, esta herramienta permite incluir
una funcion de costo robusto, que es 1til cuando los datos experimentales presentan valores
atipicos o son ruidosos. Para medir la efectividad de los algoritmos considerados durante el
proceso, se usa el Error Cuadratico Medio (ECM) como funcion de costo.



2.3 Identificaciéon del sistema en lazo cerrado 21

0.4

LUV ER R DA A\l\\\l‘hll\\ UL
L TAARARNATATAT AT g f

-0.2

: i #
IFATIAVAAY;

-0.6 =01
10 1" 12 13 14 15

m/!
_F
I —

g_

[ 5 10 15 20 25 30
Time (secs)

Figura 2-8: Comparacion velocidad senal cuadrada: simulacion e implementacion

il

0.04

—a_s
——am

0.02

-0.02

-0.04

-0.06 i)

o o
=T
e S—

-0.08

10 1 12 13 14 15

-0.1

0 5 10 15 20 25 30
Time (secs)

Figura 2-9: Comparacion angulo senal cuadrada: simulaciéon e implementacion



22 2 Modelo del Sistema

La Tabla 2-2 muestra el resultado de los métodos y algoritmos considerados durante el
proceso de identificacion. Como se puede ver, el método de Minimos cuadrados no lineales
y el algoritmo Region reflectiva confiable presentan un valor de ECM menor.

Tabla 2-2: Resultados de identificacion

Prueba Método Algoritmo Robusto | ECM
1 Gradiente descendiente Set activo Si 108.6024
2 Minimos cuadrados no lineales | Region reflectiva confiable Si 16.8984
3 Busqueda patrén Bases positivas Npl Si 49.6024
4 Busqueda patron Hipercubo Latino St 20.1007
5) Busqueda Simplex Si 21.042

De los resultados de este método y algoritmo se obtiene los siguientes coeficientes para el
modelo identificado:

~1.2251 —31.547 0 —0.30925
A= 0 0 1| ,B= 0 (2-46)
6.713 276.46 0 2.4631

La ubicacion de los polos del modelo identificado se puede ver en la Figura 2-10. Se puede

observar que el sistema mantiene un polo en el semiplano derecho, lo que corrobora su
inestabilidad.
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Figura 2-10: Ubicacién de los polos del modelo identificado de la SRDR
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La senal de referencia cuadrada se induce al modelo identificado para obtener las respuestas
de velocidad y dngulo de inclinaciéon. La Figura 2-11 muestra que la respuesta de velocidad
en simulacién &, y la capturada z,, coinciden de manera més precisa en fase y amplitud.
De igual manera, la respuesta del dngulo de inclinacién en simulaciéon 65 y en captura real
0, coinciden en fase y difieren con una pequena diferencia en amplitud (Figura 2-12). Para
validar que los parametros identificados corresponden con el comportamiento real del robot,
se inducen dos senales de referencia con contenidos frecuenciales diferentes al de la senal
cuadrada. Las Figuras 2-13 y 2-14 muestran los perfiles de las senales senoidal y triangular,
respectivamente. En la comparacion de la respuesta de velocidad con senal senoidal, se ob-
serva que la del modelo identificado 4 acierta en fase pero presenta una amplitud menor a
la obtenida en la captura real 2, (Figura 2-15). Por otra parte, la respuesta del angulo de
inclinacion en simulacion 6, coincide en fase con una amplitud menor al &ngulo capturado 6,,
(Figura 2-16). Para las respuestas en el caso de la sefial triangular se presenta un escenario
similar al anterior, la velocidad simulada del modelo identificado @, y la capturada z,, llegan
a coincidir en fase sin lograr la amplitud exacta (Figura 2-17); el comportamiento del angulo
de inclinaciéon simulado 6, y el capturado 6, comparten las diferencias con la senal senoidal
(Figura 2-18). Se puede concluir que la identificacion realizada por el método de caja gris
resulta en una mejor aproximaciéon del modelo fisico de la planta. Se espera que durante el
diseno de los controladores, las respuestas obtenidas en simulacién sean equivalentes a las
de implementacion.
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En este capitulo se disenan y simulan las respuestas de los controladores en tiempo continuo.
El problema de control del prototipo de SRDR se divide en dos tareas principales: primero,
mantener el vehiculo en equilibrio en la ausencia de una senal de referencia de velocidad
Zref(t). Segundo, realizar el desplazamiento mientras se hace seguimiento de senales de re-
ferencia de velocidad. La Figura 3-1 muestra al robot como un sistema con tnica entrada y

miultiples salidas.

%,(t) = Ax,(t) + Bu,(t)

yr(t) = Cx,.(t)

'SR x(t)[m]
| x(t) [m/s]
OIS | e | L ‘ _ 1\ 8(t) [rad]

\_ ¥

A A A A

Figura 3-1: Desafio de control

La primera y segunda tarea del problema de control tienen relaciéon con dos tipos de equi-
librio, estatico y dindmico. El equilibrio estatico hace referencia al equilibrio del vehiculo
mientras se encuentra en posicion vertical y en ausencia de referencia de velocidad, mientras
que el dindmico se presenta durante el transcurso del recorrido [4]. Para que existan los

equilibrios mencionados, se desea que:

Equilibrio estatico = 0(t) ~ 0, A, @(t) =
Equilibrio dindmico = 0(t) >~ 0, A, &(t) >~ Ty (t)
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Los controladores que se disefian en esta seccion son: 1) PID de doble lazo cerrado, 2) RVE
con LQR y precompensador, 3) PI vectorial con LQR, 4) PI vectorial con LQR y FF, 5)
cadena de integradores con LQR y 6) control GPI con observador desacoplado de estado

extendido.
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Figura 3-2: Referencia de velocidad para evaluar desempeno de controladores

La senal de referencia de velocidad en la Figura 3-2 se plantea para evaluar cada uno de los
controladores bajo diferentes criterios de desempeno. El primero toma el tiempo que el robot
necesita para alcanzar el punto de equilibrio partiendo desde posicion vertical y en reposo.
Por tal razon, se establece el siguiente vector de condiciones iniciales:

Zo 0m/s
Trog= |0p| = [0.0698132 rad ~ 4°
6o 0rad/s

Con el fin de otorgar al sistema con una transiciéon suave en los cambios de velocidad, se usa
una curva de Bézier en el intervalo de t=5 s a t=12 s. Estas curvas han sido utilizadas en
sillas de ruedas inteligentes, donde se comprueba que logran proveer al sistema de control
de una mejor transicion y precision al momento de realizar trayectorias [8]. Con la curva
de Bézier se puede evaluar el segundo criterio de desempeno que determina la capacidad
de seguimiento de trayectorias de cada controlador. Se aplica un cambio de referencia tipo
escaléon en t=15 s y una perturbacion sobre la senal de control, equivalente al 10 % de la
senal de control actual en t=20 s para establecer el tercer y cuarto criterio de desempeno. De
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esta manera, se obtiene la respuesta en estado transitorio y la magnitud del error de estado
estacionario. El diseno de los controladores toma en cuenta el voltaje maximo permitido que
ingresa a los motores, el cual es de £14 V.

3.1. Control PID de doble lazo cerrado

_'l c w] yelt)

Planta

-i-r'af[:t:] + . n

(t)

Figura 3-3: Estructura de control PID de doble lazo cerrado

El control PID es el algoritmo de control més comtinmente implementado, la mayoria de los
lazos cerrados estan controlados por este algoritmo con pequenas variaciones entre ellos [7].
El enfoque utilizado en esta secciéon adopta una realimentacién de doble lazo cerrado sobre
el angulo de inclinacion 6(t), y la velocidad #(¢), como lo muestra la Figura 3-3.

La naturaleza del sistema establece que solo es posible realizar control de velocidad mientras
exista en primer lugar control sobre el dngulo de inclinaciéon. Esta premisa es tomada en
cuenta para sintonizar los controladores PID y PI. En el proceso de identificacion del capitulo
anterior se encontraron los valores del controlador PID que garantizan el equilibrio cuando
el vehiculo se encuentra en reposo. Para realizar el control de velocidad se propone utilizar
un controlador PI con la siguiente estructura:

K,

Cp[ = Kp + ?l (3_1)
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Durante el proceso de sintonizacion del controlador PI se aumenta la ganancia proporcional
K, hasta que el sistema, a pesar de las oscilaciones, puede seguir la referencia de velocidad
de la Figura 3-2. El valor de la ganancia integral K; se aumenta hasta que el error entre

la referencia y la velocidad es aproximadamente cero. Los valores obtenidos son: K,=125y

La Figura 3-4 muestra la respuesta completa en simulacién del sistema con el controlador
PID de doble lazo cerrado. En ¢t = 0 s el vehiculo logra mantener el equilibrio en un tiempo
menor a 1 s, como se ve en la Figura 3-5. De la Figura 3-6 se puede ver que a pesar de que
la velocidad llega al valor de 0.2 m/s en la curva de Bézier, no hay un seguimiento preciso
durante el transcurso de la misma. Ademaés, la respuesta al cambio de referencia tipo escalén
permite observar subpicos, un tiempo de elevacion de 2.5 s y uno de asentamiento de 4 s. El
sistema no puede contrarrestar la perturbacion aplicada en la senal de control, lo que genera
un error de estado estacionario mayor a cero. La Figura 3-7 muestra que se presentan picos
de voltaje tanto al partir de posicion vertical, como al ser aplicado el cambio de referencia
tipo escalon.
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Figura 3-4: Respuesta de la SRDR con PID de doble lazo cerrado
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Figura 3-7: Senal de control de la SRDR con PID de doble lazo cerrado

3.2. Control por realimentacién de variables de estado

La estructura de control por Realimentacion de Variables de Estado (RVE) utiliza un vector
de ganancias que realimenta cada uno de los estados del sistema. El rango de las matrices
de controlabilidad y observabilidad establecidas en el segundo capitulo demuestran que el
sistema es controlable y observable, requisitos previos al diseno de este controlador.

i-r'arf(t:l xr{t} C yr{t)

h

Planta

Figura 3-8: Estructura de control por RVE con precompensador
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En la Figura 3-8 se muestra la estructura de control por RVE que incluye un bloque pre-
compensador N. Inicialmente, se asume N = 1 para obtener el vector de ganancias K. Se
obtiene la representacion de estado del sistema en lazo cerrado con u, (t) = &, f(t)— Kx.(t),
por lo que la ecuacion de estado toma la forma:

@, (t) = (A — BK)z,(t) + Bu,(t) (3-2)

donde (A-BK) contiene la dinamica del sistema en lazo cerrado y u,(t) es la entrada del
sistema.

Los polos del sistema estimado en lazo abierto son \;(A) para todo i=1,...,j con j=3, los
cuales corresponden a los valores propios de la matriz A de la representacion del sistema
linealizado:

16.259
A(A) = | —0.45849
—17.025

El valor propio positivo del primer polo indica su ubicacién en el semiplano derecho del plano
complejo, lo cual categoriza el sistema como inestable.

El primer objetivo que se desea alcanzar es la estabilidad en lazo cerrado. Para lograr esto, se
asignan los polos de lazo cerrado en la nueva forma de la ecuacion de estado (3-2). La matriz
(A-BK) define la dindmica del lazo cerrado donde A y B son matrices del sistema, por lo
que al escoger K, los valores propios (A-BK) tendran parte real negativa y el sistema sera
estable. Por medio de un proceso de asignacion de polos se obtiene el vector de ganancias.
De tal manera, se ubican los polos en el semiplano izquierdo que logran un menor tiempo de
asentamiento para equilibrar al vehiculo:

Prvp =[-92 —94 —9.6]

(3-3)
K = [97.315 210.99 23.17]
El valor del precompensador N se obtiene de:
N = M~(0) (3-4)

donde M(0) se considera la ganancia DC del lazo cerrado del sistema, la cual se calcula a
partir de la siguiente funciéon de transferencia:

Y(s)=[C(sI — A+ BK)'B]r(s) (3-5)
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Al tener los polos de (A-BK) parte real negativa, la ganancia DC es finita y se obtiene al
evaluar lim,_,o M(s) [50:

M(0) = - C(-A+BK)'B (3-6)

La Figura 3-9 muestra que a pesar de no ser ajustado el seguimiento, la velocidad del vehiculo
se encuentra cerca de la referencia, tanto en la curva de Bézier como en el cambio de referencia
tipo escalon. Al partir de posicion vertical, el robot alcanza equilibrio en un tiempo de 1.1 s
(Figura 3-10). De la Figura 3-11 se pueden obtener las siguientes conclusiones con respecto
al cambio de referencia tipo escalon: se generan un subpico y un sobrepico, este ultimo de
aproximadamente 2.4 %. El tiempo de elevacion es de 0.8 s y el de asentamiento de 1 s.
Ademas, se puede ver que el controlador no rechaza la perturbacion y se produce un error de
estado estacionario. El voltaje requerido por el vehiculo se observa en la Figura 3-12, donde

durante el cambio de referencia tipo escalén se presenta un pico de voltaje que alcanza los
14 V.
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Figura 3-12: Senal de control de la SRDR por RVE con ubicacién de polos con precompen-
sador

3.3. Control por RVE con LQR y precompensador
Es de interés encontrar el vector de ganancias del controlador que saca el mejor provecho de
los elementos del lazo de control para cumplir con los objetivos propuestos. Por esta razon,

se propone utilizar la estructura de control en la Figura 3-8 para incluir la estrategia de
optimizacion LQR que determina las ganancias del controlador.

El prototipo de SRDR se expresa como:

2, (1) = Az, (1) + Bu, (1) (3-7)

Se asume que la sefial de referencia @,.¢(t) es cero, por lo que la respuesta del sistema es
solamente excitada por el vector de condiciones iniciales x,.o(t). Por lo anterior, la ley de
control se reduce a u,(t) = —Kx,.(t) y modifica a (3-7):

&.(t) = (A — BK)x, (1) (3-8)

Claramente, la respuesta de (3-8) depende de los valores propios de (A-BK).
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El método LQR propone encontrar el vector de ganancias K que minimiza el indice cuadra-
tico de desempeno:

J= /0 h (! (1) Q.. (t) + ul.(t) Ru,(t)] dt (3-9)

donde la prima representa la transpuesta, () es una matriz simétrica y positiva semidefinida
(Q > 0) y R es simétrica y positiva definida (R > 0).

La ley de control se puede encontrar en [27|[48] y esta definida por:

u,(t) = —R'B'Pzx,(t) (3-10)

donde P=P’ > 0 resuelve la ecuacién de Ricatti dada por:

PA+A'P-PBR'BP+Q=0 (3-11)

El vector de ganancias K = R~!B’P determina la ley de control que ingresa al sistema. Las
matrices @ y R ajustan la importancia de la sefial de control y de los estados en funcion
de J. Los tamanos de @ y R dependen del tamano de la matriz de estados y del ntimero de
senales de control, respectivamente. Con el propoésito de escoger los coeficientes adecuados de
la funcion objetivo, se usan matrices diagonales para asociar cada valor de la diagonal con las
variables de estado o sefiales de control. Se usa el comando lgr(A,B,Q,R) de Matlab®) para
resolver la ecuacion de Ricatti y encontrar el valor de K para los valores escogidos de @ y R.

Los valores de @ y R que presentan los mejores resultados en simulacién son:

8100 0 0
Q=| 0 25 0|,R=0.1
0 0 1 (3-12)

K = [242.54 472.29 70.904]

La simulacion completa del control por RVE con LQR y precompensador en la Figura 3-13
permite encontrar algunas similitudes con el controlador anterior: primero, el sistema logra
conservar el equilibrio partiendo de posicion vertical. Segundo, el seguimiento de referencias
no es ajustado y no existe rechazo a la perturbaciéon de tipo escalon. El acercamiento en la
Figura 3-14 muestra que el robot alcanza equilibrio en un tiempo aproximado de 1.3 s. A
pesar de que el vehiculo no sigue de manera precisa la curva de Bézier, no se presentan sobre-
picos durante el cambio de referencia tipo escalén, como se ve en la Figura 3-15. Lo ultimo
repercute en un aumento del tiempo de elevacion y asentamiento, 1.7 s y 2 s, respectivamen-
te. La Figura 3-16 muestra que el voltaje con LQR es menor al método de ubicacion de polos.
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Figura 3-13: Respuesta de la SRDR por RVE con LQR y precompensador
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sador
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3.4. Control Pl vectorial con LQR

ir‘ef(tj x

R yult)

Planta

@i

Figura 3-17: Estructura de control PI vectorial

Para rechazar la perturbacion en la senal de control y reducir el error de estado estacionario,
la estrategia de control PI vectorial incluye una accion integral sobre el error (Figura 3-17).
Esta accion estda formada por la diferencia entre la referencia de velocidad y el valor de
velocidad del sistema (e(t) = @,.s(t) — &(t)). Para que el error tienda a cero, se adiciona una
nueva variable de estado w(t) que satisface la siguiente relacion:

W(t) = ey (1) — ilt) = dtres — Caplt) = e(t) (3-13)

Al definir la nueva variable, se presentan las ecuaciones de estado que rigen el sistema de
lazo cerrado:

&, (t) = Az, (t) + Bu,(t) (3-14)
W(t) = —Cxp(t) + Trey(t) (3-15)

donde
ur(t) = — Ko, () — Kuu(t) (3-16)

La ecuacion (3-14) es propia de la dinamica del sistema, mientras que (3-15) incluye la nueva
variable de estado. Con lo anterior establecido, se representa el sistema en espacios de estado:

R S
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y. = [C 0] [ﬂ (3-18)
siendo
A= {_“é 8} (3-19)
B- {’(ﬂ (3-20)
C=|[C 0] (3-21)

El lazo cerrado del sistema se obtiene de las ecuaciones (3-14), (3-15) y (3-16), de manera
que:

i.(t) = (A — BK,)z,(t) — BKjw(t) (3-22)

De (3-15) y (3-22), se obtiene que:

i il | W R e

A partir de (3-23) se puede definir que:

(3-24)

e A - BK, —BK;
N -C 0

Los valores propios de A determinan el comportamiento del sistema en lazo cerrado. Para
asignar los valores propios de A es necesario que el par (A,B) sea controlable. Por tal razon,
se toma la matriz de controlabilidad en (2-39):

w=|B AB A?B .. A"'B], rank(q) =4 (3-25)

Dado que la condiciéon de controlabilidad se cumple en (3-25), se pueden ubicar los polos
de lazo cerrado en el semiplano izquierdo para garantizar la estabilidad del sistema. Por
los resultados presentados en el controlador anterior, se utiliza el método de optimizacion
LQR para determinar el vector de ganancias del controlador PI vectorial. Con la matriz de
identidad como base, se penalizan las variables de estado que muestran los requerimientos
més altos de energia para disminuir los picos méaximos de control. Los valores seleccionados
para Q y R que muestran mejores resultados en simulacion son:
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5-102 0 0 0
0 10 0
_ ,R=0.1
Q 0 0 1 0 (3-26)
0 00 8-10?

K. = [249.21 443.1 64.908], K, = —130.19

La Figura 3-18 muestra que el controlador PI vectorial logra cumplir con el objetivo de
rechazar la perturbacion aplicada, lo que elimina de manera asintotica el error en estado

estacionario. El vehiculo alcanza el equilibrio después de partir en posiciéon vertical en un

tiempo menor a 2 s, como se ve en la Figura 3-19. Aunque el seguimiento de la curva de
Bézier no es satisfactorio, el controlador reduce el subpico y anula el sobrepico causado por
el cambio de referencia de tipo escalon (Figura 3-20). De este ultimo cambio de referencia
se obtiene un tiempo de elevaciéon de 3.7 s y uno de asentamiento de 4 s. La Figura 3-21

muestra que solo cuando el robot parte de posicion vertical se presenta un pico de voltaje

que alcanza un valor de -14 V.
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Figura 3-18: Respuesta de la SRDR con PI vectorial con LQR
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Figura 3-20: Segundo detalle de la respuesta de la SRDR con PI vectorial con LQR
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Figura 3-21: Senal de control de la SRDR con PI vectorial con LQR

3.5. Control Pl vectorial con LQR y FF

Los controladores disenados hasta esta etapa del capitulo no logran realizar un seguimiento
preciso de la curva de Bézier presente en la referencia de velocidad (Figura 3-2). Al ser el
seguimiento de trayectorias un objetivo de esta tesis, se propone mejorar el desempeno del
controlador PI vectorial por medio de la estructura en la Figura 3-22.

ir‘af (t:]

Planta

Figura 3-22: Estructura de control PI vectorial con LQR y FF
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Esta configuracion involucra dos controladores adicionales: un controlador de referencia C ()
y un controlador de seguimiento Cy(s) [19]. Idealmente el controlador de seguimiento es el
inverso de G,(s) para que se cumpla:

Cy(s)Gy(s) = 1 (3-27)
Donde G,(s) es la funcién de transferencia de la velocidad en lazo cerrado que incluye
solamente al vector de realimentacion de estados K,:
Go(s) —0.30925(s — 5.02)(s + 5.02)
v\S) =
(s +71.43)(s + 8.915)(s + 4.427)

La Figura 3-23 muestra los polos y ceros de (3-28), donde se ve un cero de fase no minima

(3-28)

ubicado en el semiplano derecho.

Pole-Zero Map

1= ! SR ! J : T
1’ 1 0.999 0998 0.986 0.88
08t L s ]
061 :
by System: H1
£ 04 : ) ~ Zero: 502
5 g LS ... Damping: -1
2 02 : SE " Overshoot (%): 0
73] : S
-— : © Frequency (rad/s): 5.02
é_“ ?;D—---x -------- -4-|-)-§ -------------- B B Heemaaon GERHE G
2 0.2
= 1
T o4t
m S
E
0.6 19
-0.8 ! ;
e i 1.7 0999 - 0898 0996 0.98
_] 1 1 1 -1 1
-50 40 -30 -20 10 0 10

Real Axis {s-econds'1}

Figura 3-23: Posicionamiento de los polos de la funcién de transferencia de la velocidad en
lazo cerrado

En (3-27) se puede ver que la efectividad de Cy(s) depende directamente del conocimiento
que se tiene de G,(s). Sin embargo, el tomar la funcion de transferencia inversa de G,(s)
implicarfa la inestabilidad de Cy(s). Por tal razon, la funcién de transferencia en (3-28) se
expresa como:

Go(8) = Gmp(8)Grmp(s) (3-29)
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donde

G (s) = 1.5526(s + 5.02)
TP (5 + 71.43) (s + 8.915) (s + 4.427) (3-30)
Grmp(8) = —0.19918(s — 5.02)

son las partes de fase minima y de fase no minima, respectivamente. Cabe anotar que Gy(s)
tiene la misma ganancia DC que G,(s). Por lo tanto, en Cs(s) se usa la funcion de transfe-
rencia inversa de Gy, (s):

Cl (S)
Gmp(s)

donde (U} (s) se disena para lograr una funciéon de transferencia propia. Para disenar el con-

Cy(s) = (3-31)

trolador de referencia C(s) se establece que:

By (s) By (s)

Gmp(s) = , Ci(s) = 3-32
p(s) Amp(5> 1<S) A, (S) ( )
El grado relativo de G,,,(s) esta definido como:
da,,, = deg(Apyp) — deg(Bp,p) (3-33)
Y el grado relativo para Cy(s):
de, = deg(Ay) — deg(By) (3-34)
Asi, el requerimiento del controlador de referencia se expresa como:
d01 2 dGmp (3‘35)
Por lo anterior, C(s) se escoge con grado relativo dos:
1
01<S =
(s + D)(mals + 1) 536)
1
C =
W)= G0 1 085 7 1
De tal manera, Cy(s) queda definido como:
32.205 72.56 7.394 3.899
Ools) = (s+ )(s+ )(s+ ) (3-37)

(s +10)(s +5.02)(s + 5)
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Los valores escogidos de 11, 75, @ y R que generan los vectores de ganancia K.y K; con
mejores resultados en simulacion son:

5-10° 0 0 0
0 0

Q= ,R=0.1
0 01 0 (3-38)
0 00 1-10*

K. = [232.4 432.65 62.726],K; = —100

La Figura 3-24 permite ofrece un primer acercamiento de la respuesta del controlador PI
vectorial con LQR y FF. El vehiculo requiere de 1.5 s para mantener el equilibrio después
de partir de la posicién de reposo (Figura 3-25). En [6] se establece que el cero ubicado
en el semiplano derecho no permite que el control por realimentacion de estados realice un
seguimiento ajustado, lo cual se comprueba en la Figura 3-26. Aunque el seguimiento de
la curva de Bézier mejora, se genera un sobrepico de aproximadamente 5 %. Del cambio de
referencia tipo escalon se obtiene: sobrepico aproximado de 12 %, un tiempo de elevacion de
3.5 5 y tiempo de asentamiento de 4 s. La accién integral en la un estructura del controlador
permite rechazar la perturbacion aplicada en la senal de control. En la Figura 3-27 se observa
que existe un pico de voltaje durante el inicio de la simulacion.
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Figura 3-24: Respuesta de la SRDR con PI vectorial con LQR y FF
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Figura 3-25: Primer detalle de la respuesta de la SRDR con PI vectorial con LQR y FF
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Figura 3-27: Senal de control de la SRDR con PI vectorial con LQR y FF

3.6. Control por cadena de integradores con LQR

La inclusion de la acciéon integral en el lazo cerrado de control permite que el error obtenido
con referencias constantes entre la referencia y la salida del sistema tienda a cero [7]. Dado
que el desempeno del controlador anterior depende del modelo matematico de sistema, en
esta seccién se propone un controlador por cadena de integradores para hacer frente a las
incertidumbres y cumplir los objetivos planteados (Figura 3-28).

Y0 20}

Planta

@7

Figura 3-28: Estructura de control por cadena de integradores
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Para una cadena de integradores de segundo orden se puede alcanzar la estabilidad del
sistema al tomar como base la realimentacion de estados [53]. Por esta razon, se utiliza el
método de optimizacion LQR para calcular el vector de ganancias. El modelo global esta
definido por:

. A 0372 . B
ae- | A %) e [P] o

Donde A; y B; son las matrices en espacio de estado que representan a la cadena de inte-
gradores. Las matrices @ y R que producen los mejores resultados en simulacion, son:

[3-10° 0 0 0 0
0 10 0 0
Q=| 0 01 0 0 |,R=01
0 00 1-10* 0 (3-40)
0 00 0 1-10°

K. =[290.85 442.2 64.719] ,K; = [-173.21 —378.97]

La simulacién completa en la Figura 3-29 muestra que el control por cadena de integradores
con LQR no realiza un seguimiento de trayectorias acertado. En t = 0s, el robot se estabiliza
en un tiempo cercano a 2 s, como se ve en la Figura 3-30. De la Figura 3-31 se pueden obtener
las siguientes conclusiones: durante la curva de Bézier se presenta un sobrepico aproximado
de 25 % que no permite al vehiculo alcanzar estado estacionario antes de afrontar el cambio
de referencia tipo escalon. En el cambio de referencia tipo escalén se ve un sobrepico apro-
ximado de 31 % que aleja al sistema de estado estacionario antes de ser aplicada la senal de
perturbacion. Por lo anterior, no se puede obtener de manera exacta los tiempos de elevacion
y asentamiento. La Figura 3-32 muestra que en el comienzo de la simulacion y en el cambio
de referencia de tipo escaléon hay picos de voltaje.
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Figura 3-29: Respuesta de la SRDR por cadena de integradores con LQR
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3.7. Control GPI con observador desacoplado de
estado extendido

3.7.1. Salida plana SRDR

Con el fin de mejorar el seguimiento de referencias de velocidad se disena una estrategia de
control basada en una estructura lineal que puede ser usada en sistemas no lineales denomi-
nada control GPI. Este controlador usa un modelo de la perturbacién expresado en cadena
de integradores que esté incluido en el observador, para hacer un rechazo activo de perturba-
ciones. El niimero de integradores se determina de acuerdo al polinomio con el cual se puedan
aproximar las perturbaciones a rechazar [47]. Con dnimos de comprobar la efectividad de
esta metodologia, en vez de utilizar el modelo identificado, se toma el modelo nominal como
base del diseno.

La estrategia de control GPI se apoya en el concepto de planitud diferencial. Esta propiedad
permite parametrizar la totalidad de las variables del sistema incluyendo estados, entradas
y salidas en un ntmero finito de variables independientes denominadas salidas planas y un
namero finito de sus derivadas [45].

La dinamica de la SRDR se expresa mediante la forma:

Zr(t) = Az, (t) + Bu,(t), z,(t) € B",u,(t) € R (3-41)

La salida plana esta dada por la combinacion lineal de los estados obtenidos en la ultima fila
de la matriz inversa de controlabilidad T [45]:

fty=[0 0 .. 11[B, AB, .., A" B] 'z,(1) (3-42)
En este caso, la salida plana del prototipo de SRDR es:

f(t) = (br + Mpl)x(t) + (a + rMpl)o(t) (3-43)

Se deriva (3-43) hasta que aparece el término de la senal de control. Adicionalmente, se
toman como referencia las ecuaciones (2-32) y (2-33) para reducir los términos. Por lo tanto:

)= (

) = (br + Mpl)i(t) + (a +rMpl)o(t)
)

)

(3-44)

2K, K (br + Mpl) . Mpglb 2K, (—br — Mpl)
() = it ot
S Mpgl( Rr(ab — Mp?1?) #(t) ab — Mp?l? ®) Rr(ab — Mp?1?) Ve
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siendo V, = u,(t). Asi, el sistema puede ser llevado a la forma:

FO(t) = ruy(t) + (1) (3-45)
donde

2K, (—br — Mpl)

Rr(ab — Mp?1?)

2K, K (br + Mpl) . Mpglb
Rr(ab — Mp?12) () ab — Mp?[?

Kk = Mpgl

§(t) = Mpgl 0(t)

y £(t) es la variable de perturbacion acotada. La entrada de control u,(t) se define como:

ur(t) = %(fﬁ) (8) ks (£ (0) = F(8) = ko (F (D)= Jo(8) = ha (F ()= F(£) = o (F (£) = f(£)) =& (1))

(3-46)
donde f,.(t) son las trayectorias de referencia conocidas para la salida plana. La estructura
del controlador en (3-46) considera a la perturbacion £(t) y a sus derivadas como acotadas.
Dado que la SRDR es un sistema fisico sujeto a perturbaciones exdégenas desconocidas, se
propone estimar a £(¢) por medio de un observador.

3.7.2. Observador desacoplado de estado extendido

Trayectorias
de referencia

Controlador

Observador GPI

£(t)
f(t)

Figura 3-33: Estructura de control con observador GPI

Las incertidumbres endogenas del modelo dinamico de la SRDR y las perturbaciones exdge-
nas hacen parte de (). Con el fin de obtener un desempenio robusto se adiciona un estado
al observador de perturbaciones para aproximar a £(¢) (Figura 3-33) [46]. Considerando la
SRDR como el sistema perturbado en (3-45) y un acotamiento de £(¢) y su derivada:
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sup|€P| = K;, i =0, 1. (3-47)

se propone el siguiente observador de estado extendido en términos de la salida plana:

1) = fu(e)
() = falt) + M(f (1) = fult)
() = 20+ 2a7(0) = () .
s(t) = fult) + Aa(f(8) = fi(0))

(t)

0

Con la configuracion en (3-48), el observador requiere estimar la totalidad de los estados
para encontrar la estimacion de la perturbacion é (t), por lo que necesita un ancho de banda
lo suficientemente grande para lograrlo. En [35] se propone utilizar las variables que pueden
ser medibles para disminuir el ancho de banda y obtener la estimacion de la perturbacion.
De las ecuaciones (3-44) y (3-48) se establece que:

(3-49)

En (3-49) se puede ver que f(t) = f3(t) = M,glf(t) ademas de ser la entrada del subsistema:

~

f (t) = fa(t)

. . (3-50)
fa(t) = fs(t) = M,glo(t)
también es la salida medible del subsistema:
f(t) = Fult
{3( ) = fa(t) (3-51)
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Con lo anterior establecido, se plantea el siguiente observador desacoplado de estado exten-
dido:

) = folt) + M(f() = fi(8))
(1) = F(t) + a(f(8) = fi(0))
) = Jalt) + Ao F (1) — fal0)) (3-52)
)
)

4t=mmﬂ+&0+MU@—ﬁﬁD

Para la estimacion de f; (t) y f (t) no se requiere un ancho de banda grande, ya que solo se
estiman dos estados. Sus ganancias se calculan a partir de:

[)\4, )\3] = 82 + 2C1U}n18 + U}Zl

2
nl

(3-53)

Ay = 2 W18, A3 = w

Para estimar f3(t), fu(t) y £(t) se requiere un ancho de banda mayor para obtener un error
de estimacion pequeno, aunque mucho menor que el requerido en (3-48). Las ganancias de
este observador se obtienen de:

[>\27 )\17 )\0] = (S + w”2)(82 + 2<2wn28 + w7212)

3

3-54
Ay = 2(oWna + Wyz, A\ = 20ow2y + w2y, Ao = Wiy (3-54)

Con la estructura del observador desacoplado de estado extendido definida, el controlador
toma la forma:

up(t) = %(fr(4)(t)_k3(f(3)(t)_fr(S)(t))_kQ(f(t>_fr(t))_kl(f(t)_fr(t))_ko(f(t)_fr(t))_é(t))

(3-55)
La estructura del controlador (3-55) estabiliza el sistema (3-45) al ubicar los polos por medio
del siguiente polinomio caracteristico:

s 4 kss® + kos® + kys + ko = (52 4+ 2Cw,s + w?)? (3-56)

Las constantes de amortiguacion w,, y frecuencias naturales { se escogen para que los poli-
nomios de (3-53), (3-54) y (3-56) sean Hurwitz y sus raices estén localizadas en el semiplano
izquierdo. Para el controlador se cumple que k3 = 4Cw,, ko = 2(1 + 2¢*)w?, k = 4¢w?,
ko = w?, para cualquier ¢ > 0y w, > 0. Los valores de las constantes de amortiguaciéon w, y
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frecuencias naturales ¢ que presentan los mejores resultados en simulaciéon permiten obtener
las ganancias del observador desacoplado de estado extendido y del controlador:

A4 = 360, A3 = 8100
A2 = 120, Ay = 12000, Ay = 1000000
Kk = 2.6826, ks = 64, ky = 1152, k; = 4096, ko = 4096

Para conocer el valor de las variables de estado, estas se representan en términos de la salida
plana y sus derivadas:

1 a—+ Mylr
():mf()— Myl f(t)
1 . a-+ M,lr
B(t) = ——f(t) - A ()
br + Myl Mgl
Y (3-57)
(0= 3110
000) = 57770

La estructura del controlador GPI en (3-55) requiere que se conozcan el nimero de derivadas
de la senal de referencia equivalente al orden del observador para realizar seguimiento [46].

Dado que la senal de referencia debe ser suave para que sus derivadas correspondan a las
del sistema, el cambio de referencia tipo escaléon no se aplica durante la simulacion (Figura
3-34). En la Figura 3-35 se observa que partiendo desde posiciéon vertical, el vehiculo oscila
hasta alcanzar equilibrio en 0.7 s. La Figura 3-36 muestra que el seguimiento durante la
curva de Bézier es preciso, lo que comprueba que con una senal de referencia suave y sus
derivadas, la prealimentacion al sistema de control causa una mejora notable en el desempeno
[5]. En adicion, la perturbacion aplicada en la senal de control es rechazada efectivamente,
con un error de estado estacionario igual a cero. Al comienzo de la simulacién se puede ver
un pico de voltaje cuando el robot parte de posicion vertical (Figura 3-37). Al no tener que
estimar la totalidad de las salidas planas para obtener la estimacion de la perturbacion, el
observador de estado extendido desacoplado permite que el controlador utilice un voltaje
menor en comparacion a los controladores de este capitulo, como se ve en la Figura 3-38.
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Figura 3-34: Respuesta de la SRDR por GPI con observador desacoplado de estado exten-
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plado de estado extendido
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Figura 3-37: Senal de control de la SRDR por GPI con observador desacoplado de estado
extendido
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Figura 3-38: Detalle de la senal de control de la SRDR por GPI con observador desacoplado
de estado extendido
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3.7.3. Comparacién de resultados de los controladores en
simulacién

La Tabla 3-1 compara los resultados de cada controlador con base en los criterios de desem-
peno establecidos al comienzo del capitulo. Los controladores PID de doble lazo cerrado y
GPI con observador desacoplado de estado extendido necesitan un tiempo menor para esta-
bilizar al vehiculo al partir de posicion vertical. Aunque los controladores RVE con LQR y
precompensador y PI vectorial con LQR y FF se aproximan a la referencia, la inclusion de
las derivadas de la senal de referencia permiten concluir que el controlador GPI con obser-
vador desacoplado de estado extendido es el tinico que realiza un seguimiento de referencia
ajustado. Es importante resaltar que el controlador GPI parte del modelo nominal, lo que
simplifica el diseno y resalta la efectividad del observador desacoplado de estado extendido.
La respuesta del controlador RVE con LQR y precompensador presenta los menores tiempos
de elevacion, asentamiento y porcentaje de sobrepicos causados por el cambio de referencia
de tipo escalon, aunque no logra que el error de estado estacionario sea cero después de ser
aplicada la perturbaciéon. En contraste, los controladores que incluyen una acciéon integral en
su estructura de control logran que el error de estado estacionario sea aproximadamente cero.

Tabla 3-1: Resultados de los controladores en simulacion

Controlador CD1 | CD2 | CD3 | CD4 | CD5 | CD6
PID de doble lazo cerrado 0.7s C 2s 4s 0% No
RVE con LQR y precompensador 1.3s B 1.7s 28 0% No
PI vectorial con LQR 1.8s | D 3.7s | 4s 0% Si

PI vectorial con LQR y FF 1.5s | B 3.5s | 4s 12% | Si
Cadena de integradores con LQR 2s F - - 31% | Si
GPI con o.bservador desacoplado de esta- 0.7 A ) ) 0% S
do extendido

A: excelente, B: bueno, C: aceptable, D: insuficiente, F: malo
CD1: Tiempo en volver a equilibrio, CD2: Seguimiento de trayectorias
CD3: Tiempo de elevacion, CD4: Tiempo de asentamiento

CD5: Porcentaje de sobrepicos, CD6: Rechazo de perturbaciones constantes
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En este capitulo se realiza la implementacion en tiempo discreto de las estrategias de control
disenadas en la etapa anterior. Se utiliza el procesador F28377S que hace parte de la familia
de microcontroladores C2000 Delfino de Texas Instruments®) y la aplicacion solidThinking
Embed®) para programar los controladores. El modelo identificado (2-46) se discretiza por
medio del método de invarianza al escaléon con un tiempo de muestreo T = 2 ms:

2o (k + 1) = Agz, (k) + Bau, (k) (4-1)

donde A4y By son respectivamente:

0.99755 —0.063028 —6.3048 - 10~° —0.00061785
Ag= [1.3416-107° 1.0006 0.0020004 y Bag= [4.9239-10°¢ (4-2)
0.013412 0.55261 1.0006 0.004923

Para implementar los controladores se mantiene el disenio en simulacién realizado en el ca-
pitulo anterior. En adicién, el software de programacion solid Thinking Embed®) no permite
el uso de caracteres especiales en las gréficas, por lo que la nomenclatura de las variables de
salida queda definida como:

Tref(k) =ref
(k) = dz
0(k) = theta
0(k) = dtheta

4.1. Seguimiento de trayectorias

En esta seccion se evaltia el comportamiento de la SRDR en el aspecto de seguimiento de
trayectorias. La norma internacional ISO 2631 (Tabla 4-1) establece la relacion entre las
aceleraciones y su repercusion en el cuerpo humano. En [51] se comprobé que la propulsion
en sillas de ruedas estandar y eléctricas excede los limites de comodidad establecidos por
esta norma. Por tal motivo, las seniales de referencia en esta seccién son curvas de Bézier que
generan perfiles suaves de velocidad con aceleraciones bajas.
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Tabla 4-1: ISO 2631-1

Aceleraciéon total Consecuencia
a < 0.315m/s? comodo
0.315m/s* < a < 0.63m/s? un poco incomodo
0.5m/s? <a<1m/s? bastante incomodo
0.8m/s* < a<1.6m/s incomodo
1.25m/s* < a < 2.5m/s? muy incomodo
a>25m/s? extremadamente incomodo

Con el fin de exponer las ventajas y desventajas de cada controlador, se generan dos referen-
cias con diferentes perfiles de velocidad y aceleraciéon. En ambos experimentos y en terreno
liso, el vehiculo empieza en posiciéon vertical con un angulo aproximado de +5 grados. La
primera senal de referencia requiere que el vehiculo avance desde t = 5 s hastat =20 s, y
luego retroceda desde t = 25 s hasta t = 40 s (Figura 4-1). La segunda referencia sucede en
un tiempo menor, avanzando entre 5 s y 16 s y retrocediendo entre 20 s y 31 s (Figura 4-3).
En ambas referencias, la magnitud de velocidad deseada es 0.3 m/s que resulta en perfiles
de aceleracion diferentes, como se ve en las Figuras 4-2 y 4-4.

0.3

mis

Time

Figura 4-1: Perfil de velocidad de la primera trayectoria
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Figura 4-4: Perfil de aceleracion de la segunda trayectoria

4.1.1. Controlador PID de doble lazo cerrado en tiempo discreto

El controlador PID de doble lazo cerrado se discretiza usando la aproximacion de Euler hacia
adelante. Su estructura, definida en el segundo capitulo, esta dada por:

KT, K4N
C =K 4-3
PID, p+Z—1+1+NTsZ—i1 (4-3)
Reemplazando los valores numéricos respectivos se obtiene:
0.002 100z — 100
Cprp, = 500 + 20 30—
z—1 z—0.8 (4-4)
0.002

CPId = 125 ‘I— 75 :

Partiendo desde posicion vertical el robot se equilibra en un tiempo cercano a 5 s, como se
muestra en las Figuras 4-5 y 4-6. El controlador PID de doble lazo cerrado, a pesar de estar
en el valor de referencia durante 3 s al comienzo y final de la primera trayectoria, no logra un
seguimiento adecuado. Sin embargo, al tener la segunda trayectoria un perfil de aceleraciéon
mayor, la magnitud de los sobrepicos aumenta cuando el valor de la referencia es 0.3 m/s
y 0m/s. En ambas trayectorias el error de estado estacionario es cercano a cero cuando el
vehiculo alcanza equilibrio estatico.
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Figura 4-5: Respuesta de la SRDR con PID de doble lazo cerrado para la primera trayec-
toria
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Figura 4-6: Respuesta de la SRDR con PID de doble lazo cerrado para la segunda trayec-
toria
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4.1.2. Controlador por RVE con LQR y precompensador en
tiempo discreto

El indice de desempeno del controlador por RVE con LQR y precompensador en tiempo
discreto esta definido por:

J = (@ [FQa,[k] + u,[k] Ru,[K]) (4-5)

n=1

Por medio del comando dlqr(Ag4,Bg,Q,R) de Matlab® se resuelve la ecuacion de Ricatti y
se obtiene el vector de ganancia para los valores escogidos de @ y R en (3-12):

K = [220.25 439.66 64.78] (4-6)

Al comienzo del experimento, el controlador por RVE con LQR y precompensador permite
que el vehiculo alcance equilibrio en un tiempo aproximado de 5 s. La ausencia de acciéon
integral en el controlador es notable en la primera trayectoria. Al ser esta més suave y gene-
rar un desplazamiento mayor, las oscilaciones en estado transitorio son mas grandes que en
la segunda trayectoria (Figuras 4-7 y 4-8). Este comportamiento es més notable cuando el
robot retrocede, ya que el espaldar no esta ubicado en el eje central del vehiculo. Al finalizar
los experimentos el error de estado estacionario es cercano a cero.

8| ——ref

6 theta

—+dtheta

(ref,dx) [m/s], theta [rad], dtheta [rad/s]

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Time (sec)

Figura 4-7: Respuesta de la SRDR por RVE con LQR y precompensador para la primera
trayectoria
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Figura 4-8: Respuesta de la SRDR por RVE con LQR y precompensador para la segunda
trayectoria

4.1.3. Controlador PI vectorial con LQR en tiempo discreto

El integrador incluido en el controlador PI vectorial con LQR se discretiza por el método de
Euler hacia adelante. Para resolver la ecuacion de Ricatti y obtener el vector de ganancias,
se toma el modelo aumentado en tiempo discreto:

- A;— BsK. —BK;

Ay = 4-
I ~CT, 1 (+7)
Con los valores de @ y R en (3-26) se obtiene:
K = [22981 417.59 60.181 —130.19)]
(4-8)

K. =[229.81 417.59 60.181], K; = —130.19

siendo K, el vector de ganancias correspondiente a las variables de estado y K; el del inte-
grador.

Al comienzo de las pruebas, el controlador PI vectorial con LQR logra equilibrar al robot
en un tiempo de 4 s. La adicion de la accion integral permite que el vehiculo no sobrepase el
valor de referencia tanto en avance como en retroceso (Figuras 4-9 y 4-10). A pesar de esto, el
seguimiento de trayectorias no es bueno, con presencia de oscilaciones en estado transitorio.
Al finalizar ambos recorridos no hay presencia de error de estado estacionario. Sin embargo,
el robot se encuentra en equilibrio con un angulo de inclinacién cercano a dos grados.
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Figura 4-9: Respuesta de la SRDR con PI vectorial con LQR para la primera trayectoria
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Figura 4-10: Respuesta de la SRDR con PI vectorial con LQR para la segunda trayectoria

4.1.4. Controlador Pl vectorial con LQR y FF en tiempo discreto

El controlador PI vectorial con LQR y FF tiene anotaciones importantes en su etapa de
discretizacion. Al utilizar el método de invarianza al escalén para discretizar tanto al con-
trolador de referencia como a la parte de fase minima de la funciéon de transferencia de la
velocidad en lazo cerrado, el grado relativo disminuye. Para cumplir la condicién establecida
en (3-35), se toma el denominador en ambas funciones de transferencia mientras se asegura
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que la ganancia DC sea la misma:

0.000197
Cra(k) =
1a(k) (z — 0.99)(z — 0.9802) o
() = 5.7387 - 107%(z — 0.99) (4-9)
AT (22 0.9922) (2 — 0.9853) (2 — 0.8649)
De (3-31) se obtiene el controlador de seguimiento en tiempo discreto:
34.333(z — 0.9922) (2 — 0.9853)(z — 0.8649
Culh) = 253 X X : (410

(z — 0.99)(z — 0.99)(z — 0.9802)

Los valores del vector de ganancias para las variables de estado K. y del integrador K; se
obtienen a partir de @ y R en (3-38):

K = [214.3 407.97 58.172 —92.704]

(4-11)
K. = [214.3 407.97 58.172], K; = —92.704

En las Figuras 4-11 y 4-12 se puede observar que el robot alcanza el equilibrio en aproxi-
madamente 3 s y que la inclusion de los controladores de seguimiento (Cyy) y de referencia
(C14) mejoran notablemente el seguimiento de trayectorias. Al tener la primera sefial de re-
ferencia un perfil de aceleracion menor, los sobrepicos y oscilaciones durante el recorrido son
menores, como se ve en la Figura 4-11. En ambos escenarios, el error de estado estacionario
es aproximadamente cero y el vehiculo alcanza equilibrio estatico.
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Figura 4-11: Respuesta de la SRDR con PI vectorial con LQR y FF para la primera tra-
yectoria
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Figura 4-12: Respuesta de la SRDR con PI vectorial con LQR y FF para la segunda tra-
yectoria

4.1.5. Controlador por cadena de integradores con LQR en tiempo
discreto

Los dos integradores que hacen parte del controlador por cadena de integradores con LQR, se
discretizan por el método de Euler hacia adelante. El modelo aumentado en tiempo discreto
esta definido como:

Aqg 03,2 By
Agg = “|,Bga = 4-12

“d [_Bidcd Aid:| el [02,1 (+12)
Para obtener los vectores de ganancias de los estados K. y los dos integradores K; por el
método de optimizacion LQR, se utiliza el modelo aumentado (4-12) y los valores de @ y R
definidos en (3-40):

K = [272.14 420.96 60.807 —161.59 —354.04]

(4-13)
K. =[272.14 420.96 60.807|, K; = [-161.59 —354.04]

En las Figura 4-13 se puede ver que aunque el robot alcanza equilibrio en un tiempo cer-
cano a los 4 s después de partir de posicion vertical, queda inclinado aproximadamente dos
grados. Las oscilaciones en la segunda trayectoria, al ser esta mas corta, son menores que en
la primera (Figura 4-14). Sin embargo, al terminar ambas trayectorias el robot no alcanza
equilibrio estatico y hay presencia de error de estado estacionario.
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Figura 4-13: Respuesta de la SRDR por cadena de integradores con LQR para la primera
trayectoria
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Figura 4-14: Respuesta de la SRDR por cadena de integradores con LQR para la segunda
trayectoria
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4.1.6. Controlador GPIl con observador desacoplado de estado
extendido en tiempo discreto

Para implementar el controlador GPI con observador desacoplado de estado extendido se
utiliza el método de solucion numérica Runge-Kutta de cuarto orden, usado en la discre-
tizacion temporal para la solucién aproximada de ecuaciones diferenciales ordinarias [13].
La herramienta solidThinking Embed(®) permite ingresar los valores obtenidos en tiempo
continuo y utiliza el método de Runge-Kutta en tiempo real.

En el comienzo del experimento el controlador GPI con observador desacoplado de estado
extendido permite que el robot alcance equilibrio en un tiempo cercano a 2 s. Durante
el movimiento de avance en la primera trayectoria, se realiza un seguimiento ajustado sin
presentar oscilaciones o sobrepicos, como se ve en la Figura 4-15. Durante el proceso de
retroceso y dado que el centro de masa no se encuentra en el mismo eje de las ruedas, se puede
ver una pequena diferencia entre la velocidad y la referencia durante los primeros segundos.
Dado que la segunda referencia tiene un perfil de aceleraciéon mayor que la primera, el robot
experimenta un aumento en la magnitud de la velocidad angular. Sin embargo, el controlador
logra seguir la senal de referencia sin presentar sobrepicos (Figura 4-16). Aunque el error de
estado estacionario es cero y el robot se encuentra en equilibrio, el &ngulo de inclinaciéon es
cercano a los dos grados.
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Figura 4-15: Respuesta de la SRDR por GPI con observador desacoplado de estado exten-
dido para la primera trayectoria
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Figura 4-16: Respuesta de la SRDR por GPI con observador desacoplado de estado exten-
dido para la segunda trayectoria
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4.1.7. Comparacién de resultados de los controladores en
seguimiento de trayectorias

La Tabla 4-2 muestra los resultados obtenidos de cada controlador bajo los criterios de
evaluacion en el seguimiento de trayectorias. Los controladores RVE con LQR y precom-
pensador y PI vectorial con LQR y FF realizan un seguimiento de velocidad correcto en
ambas trayectorias. Sin embargo, es importante mencionar que durante los experimentos
ambos controladores presentan oscilaciones cuando el robot retrocede. Por otro lado, el con-
trolador GPI con observador desacoplado de estado extendido logra atenuar las dindmicas
desconocidas del robot y realiza un seguimiento ajustado en ambas trayectorias.

Tabla 4-2: Resultados de los controladores en seguimiento de trayectorias

Controlador CEl1 CE2 |CE3 | CE4 | CE5 | CE6 | CE7 | CES

PID de doble lazo cerrado DS D Si Si D Si Si No

RVE con LQR y precompensa- 5 g C g g B No S No

dor

PI vectorial con LQR 4s D Si No D Si No No

PI vectorial con LQR y FF 3s B No No B No Si No
a1 :

Sg P;zna de integradores con s D g St D g St g

GPI con observad.or desacoplado 5 4 A No No A No No No

de estado extendido

A: excelente, B: bueno, C: aceptable, D: insuficiente, F: malo

CE1: Tiempo en volver al equilibrio, CE2: Seguimiento de primera trayectoria

CE3: Subpicos durante primera trayectoria, CE4: Sobrepicos durante primera trayectoria
CE5: Seguimiento de segunda trayectoria, CE6: Subpicos durante segunda trayectoria

CET: Sobrepicos durante segunda trayectoria, CE8: Error de estado estacionario
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4.2. Variacién de parametros

El modelo dindmico de la SRDR esta expuesto a incertidumbres causadas por desviaciones
en los datos usados, parametros desconocidos o dinamicas despreciadas. Los factores ante-
riores tienen un impacto directo en el sistema en la forma de variacién de parametros. A
pesar de que el modelo dindmico se considerd invariante en el tiempo durante el proceso
de identificacion en el segundo capitulo, los datos antropométricos del paciente modifican
el modelo nominal del sistema. Las desviaciones en el modelo nominal son tomadas como
incertidumbres, por consiguiente, su efecto debe ser asumido por el controlador.

Para recrear los posibles efectos que generan los pacientes, se propone utilizar dos bloques
con pesos que modifican el centro de masa de la SRDR. Con las dimensiones y pesos de cada
una de las partes del vehiculo, el robot es modelado en el software de elementos finitos Creo
Parametric®) (Figura 4-17). En ausencia de usuario, el centro de masa se ubica en:

r = 8.618953 mm, y = 8.704991 mm, z = —5.720649 mm (4-14)

-

I__”'__l o

Figura 4-17: Vista frontal de la SRDR

La variacion del centro de masa que produce un paciente en una silla de ruedas eléctrica fue
estudiada en [37]. Tomando en cuenta usuarios con un peso entre 50 kg y 90 kg, el centro de
masa presenté una modificacion del 179 % para el primer caso y del 202 % para el segundo.
Con base y en similitud con estos resultados se seleccionan y colocan dos bloques en el
espaldar de la SRDR para asemejar el porcentaje de variacion del trabajo descrito (Figura
4-18).
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Figura 4-18: Vista frontal de la SRDR con bloque ubicado en el espaldar

El primer bloque de 0.061 kg que ejemplifica a una persona, ubica el centro de masa en:

x = 8.255818 mm, y = 15.24790 mm, z = —7.059581 mm (4-15)
Un segundo bloque de 0.085 kg modifica al centro de masa por:
x = 8.110531 mm, y = 17.86567 mm, z = —7.595277 mm (4-16)

Con ambos bloques se puede observar que el cambio del centro de masa es mas notable la
componente vertical. La Tabla 4-3 resume la variacion del centro de masa en la ausencia e
inclusion de ambos bloques:

Tabla 4-3: Variacion centro de masa SRDR

Eje Sin peso Bloque 1 Bloque 2
8.618953 mm | 8.255818 mm | 8.110531 mm
y 8.704991 mm | 15.24790 mm | 17.86567 mm
z | -5.720649 mm | -7.059581 mm | -7.595277 mm

El primer bloque de 0.061 kg modifica en un 184 % la posicion, mientras que el segundo de
0.085 kg lo hace en un 216 %. Para comprobar la efectividad de los controladores, se toman
las referencias de velocidad definidas en las Figuras 4-1 y 4-3. Dado que ambos perfiles de
velocidad y aceleracion son diferentes, cada controlador experimenta fuerzas de gravedad
distintas para mantener el equilibrio, mientras intenta realizar el seguimiento de referencia
con los bloques ubicados en el espaldar. Durante los experimentos se puede observar que
durante la segunda referencia y con el bloque de mayor tamano, el tiempo de asentamiento,
los sobrepicos y las oscilaciones aumentan.
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La Figura 4-19 muestra la respuesta del controlador PID de doble lazo cerrado con
ambos bloques para la primera y segunda trayectoria. En el comienzo del experimento el
robot necesita de 1 s mas para alcanzar en equilibrio en comparacién con la etapa anterior.
En ambas trayectorias, el seguimiento de referencias es bueno cuando el vehiculo va hacia
adelante. Por otro lado, durante el proceso de retroceso, la acciéon derivativa no logra atenuar
las oscilaciones ni los sobrepicos cuando la velocidad de referencia es cero. En adicién, se
puede observar que al terminar los recorridos de avance y previo a los de retroceso, el robot
se encuentra en equilibrio pero con un angulo de inclinacién cercano a los dos grados. Al
terminar las trayectorias el error de estado estacionario es aproximadamente cero.

Al comienzo de los experimentos, el controlador por RVE con LQR y precompensador
mantiene al robot en equilibrio, pero no logra que la velocidad del robot sea cero antes de
avanzar (Figura 4-20). Con el bloque de menor tamano se puede observar que durante los
procesos de avance la velocidad del robot se encuentra por debajo de la referencia. Cuan-
do este termina y la referencia de velocidad es cero, el vehiculo estéd en equilibrio pero no
alcanza equilibrio estatico antes de comenzar los procesos de retroceso. En estos tltimos,
la velocidad del robot supera a la referencia. Con el bloque de mayor tamano, la magnitud
de las oscilaciones es considerablemente mayor en ambas trayectorias, tanto en avance co-
mo en retroceso. Es importante mencionar que durante los experimentos el robot perdié el
equilibrio en varias oportunidades al retroceder con el bloque de mayor tamano. Al finalizar
ambas trayectorias, se puede ver que existe error de estado estacionario.

En la Figura 4-21 se puede observar que el controlador PI vectorial con LQR permite
al prototipo de SRDR alcanzar equilibrio desde posicion vertical en un tiempo menor a 5 s.
El seguimiento de referencias de velocidad en ambas trayectorias, al igual que en la secciéon
anterior, no es bueno. Sin embargo, la accién integral en el controlador evita que la velocidad
del vehiculo exceda el valor de la referencia en estado transitorio. Al terminar los procesos
de avance y previo a los de retroceso, el robot se encuentra en equilibrio pero el angulo de
inclinaciéon es de aproximadamente tres grados. Cuando las trayectorias finalizan, se puede
ver que con el bloque de mayor peso, el robot requiere de un tiempo mayor a 5s para alcanzar
equilibrio estéatico. En adicién, al finalizar ambos recorridos el error de estado estacionario
es aproximadamente cero.
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En la Figura 4-22 se puede observar que con el controlador PI vectorial con LQR y
FF el robot requiere de 2 s més en comparacion a la secciéon anterior para alcanzar equili-
brio al comienzo de los experimentos. En los procesos de avance, tanto en la primera como
en la segunda trayectoria y con ambos bloques, el controlador realiza un buen seguimiento
de la senal de referencia. Al ir en reversa se presentan oscilaciones, siendo estas més no-
tables cuando el vehiculo lleva el bloque de mayor peso. Se puede observar que cuando la
referencia de velocidad es cero, no hay presencia de error de estado estacionario. Sin em-
bargo, al finalizar los recorridos el &ngulo de inclinacién del robot es cercano a los dos grados.

Partiendo de posicion vertical el controlador por cadena de integradores con LQR no
logra que el vehiculo alcance equilibrio estético (Figura 4-23). A pesar de esto y sin realizar
un buen seguimiento de referencias, la velocidad del vehiculo es cercana a la referencia duran-
te la primera trayectoria y con ambos pesos. En contraste, al tener la segunda trayectoria un
perfil de aceleracion mayor al de la primera, la velocidad del robot se aleja de la referencia y
el error de estado estacionario aumenta cuando la referencia de velocidad es cero. Al finalizar
ambas trayectorias y con ambos pesos, el robot oscila sin alcanzar equilibrio estatico y hay
presencia de error de estado estacionario.

El controlador GPI con observador desacoplado de estado extendido logra que el
robot alcance equilibrio en un tiempo cercano a los 3 s al partir de posicion vertical, como
se ve en la Figura 4-24. En ambas trayectorias y con ambos bloques el controlador logra
realizar un buen seguimiento de referencias. Sin embargo, se puede ver que cuando el pro-
ceso de avance en ambas trayectorias termina y la referencia de velocidad es cero, el robot
alcanza equilibrio con un angulo de inclinaciéon cercano a los dos grados. Al finalizar ambos
recorridos, el angulo de inclinacion y el error de estado estacionario son aproximadamente
cero.
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4.2.1. Comparacion de resultados de los controladores en variacién
de parametros

La Tabla 4-4 resume los resultados de cada estrategia de control bajo los diferentes crite-
rios de evaluacién. Por una parte, los controladores RVE con LQR y precompensador, PI
vectorial con LQR y control por cadena de integradores con LQR no logran atenuar las
perturbaciones endogenas provistas por los bloques. En contraste, los controladores PID de
doble lazo cerrado, PI vectorial con LQR y FF y GPI con observador desacoplado de estado
extendido realizan un buen seguimiento de referencias de velocidad. Sin embargo, el obser-
vador del controlador GPI logra estimar y atenuar las perturbaciones de una mejor manera,
por lo que esta estrategia presenta los mejores resultados.

Tabla 4-4: Resultados de los controladores en variacion de parametros

Controlador CE1l | CE9 | CE10| CE11| CE12| CES8
PID de doble lazo cerrado 6s B C B B No
RVE con LQR y precompensador - D F D F Si
PI vectorial con LQR 5s D D D D Si
PI vectorial con LQR y FF 5s C B B B No
Cadena de integradores con LQR - C C D D Si
GPI con o'bservador desacoplado de esta- 3 g A A A B No
do extendido

A: excelente, B: bueno, C: aceptable, D: insuficiente, F: malo

CELl: Tiempo en volver al equilibrio, CE9: Seguimiento primera trayectoria con bloque de 0.061 kg
CE10: Seguimiento primera trayectoria con bloque de 0.085 kg

CE11: Seguimiento segunda trayectoria con bloque de 0.061 kg

CE12: Seguimiento segunda trayectoria con bloque de 0.085 kg

CES8: Error de estado estacionario
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4.3. Rechazo de perturbaciones

Las perturbaciones externas tienen un impacto directo cuando la SRDR surca un terreno
irregular y los obstaculos provistos por el mismo. Para comprobar la efectividad de cada
controlador en esta area, se evalta el seguimiento de referencias de velocidad mientras la
SRDR realiza el recorrido sobre dos terrenos irregulares, como se muestra en las Figuras
4-25 y 4-26. El primer terreno es una superficie lisa con desniveles presentes entre cada
baldosa, mientras que el segundo, aunque permite un recorrido de mayor longitud con solo
un espacio entre las placas de concreto, tiene una rugosidad mayor por las imperfecciones
del cemento y pequenas piedras que actiian como obstaculos. Al no tener los motores caja
reductora, las perturbaciones de los terrenos tienen un mayor efecto en el sistema. Por esta
razon, el perfil de velocidad se escoge para que en su valor maximo el vehiculo pueda superar
los obstaculos (Figura 4-27). La Figura 4-28 muestra el perfil de aceleracion de la senal de
referencia escogida.

Figura 4-25: Captura de la SRDR al surcar el primer terreno irregular. Ver video completo
en [39]

Figura 4-26: Captura de la SRDR al surcar el segundo terreno irregular. Ver video completo

en [40]
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El controlador controlador PID de doble lazo cerrado permite que el vehiculo alcance
el equilibrio en alrededor de 4 s al partir de posicion vertical (Figura 4-29). Al ser el primer
terreno més liso que el segundo, el controlador requiere de aproximadamente 2 s para volver
al punto de equilibrio después de sobrepasar el primer desnivel y afrontar el segundo. En
contraste, la rugosidad del segundo terreno perturba al robot de manera constante, aumen-
tando las oscilaciones. Luego de finalizar ambos recorridos, el error de estado estacionario
es cercano a cero. Sin embargo, aunque el vehiculo se encuentra en equilibrio, el d&ngulo de
inclinacion es de aproximadamente dos grados en el segundo terreno. Al finalizar las trayec-
torias en ambos terrenos, no hay presencia de error de estado estacionario.
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Figura 4-29: Respuesta de la SRDR con PID de doble lazo cerrado a rechazo de perturba-
ciones en el primer terreno (superior) y en el segundo terreno (inferior)
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La Figura 4-30 muestra el comportamiento del controlador por RVE con LQR y pre-
compensador. El vehiculo alcanza equilibrio después de partir de posicion vertical en un
tiempo de 3 s. Durante el primer y segundo desnivel del primer terreno el robot toma 1.5 s
para lograr equilibrio dindmico. A pesar de sobrepasar los desniveles del primer terreno y
la hendidura principal del segundo, el robot mantiene una velocidad cercana al valor de
referencia. En ambos escenarios, el vehiculo alcanza equilibrio estatico y el error de estado

estacionario es aproximadamente cero.
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Figura 4-30: Respuesta de la SRDR por RVE con LQR y precompensador a rechazo de
perturbaciones en el primer terreno (superior) y en el segundo terreno (infe-

rior)
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El controlador PI vectorial con LQR logra estabilizar al robot en aproximadamente 5 s
al empezar los experimentos, como se ve en la Figura 4-31. En ninguno de los recorridos se
logra identificar el tiempo que requiere el vehiculo para regresar al punto de equilibrio dado
que no se realiza un buen seguimiento de la referencia. Como el segundo terreno es mas es-
triado y presenta una hendidura de mayor tamano que los desniveles del primero, el impacto
sobre los actuadores es mayor, lo que produce oscilaciones de mayor magnitud durante el
recorrido. Cuando el proceso de avance en ambas superficies termina, el controlador rechaza
las perturbaciones y requiere de aproximadamente 3 s para alcanzar equilibrio y aunque no
hay error de estado estacionario el angulo de inclinacién es cercano a un grado.
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Figura 4-31: Respuesta de la SRDR con PI vectorial con LQR a rechazo de perturbaciones
en el primer terreno (superior) y en el segundo terreno (inferior)
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La Figura 4-32 muestra que bajo el controlador PI vectorial con LQR y FF el robot
requiere de 5 s para alcanzar equilibrio al partir de posicion vertical. Antes y después de
afrontar los desniveles del primer terreno, el controlador realiza un buen seguimiento de la
trayectoria. El robot necesita menos de 2 s para alcanzar equilibrio dinamico al sobrepasar
el segundo desnivel. Las perturbaciones provenientes de la rugosidad del segundo terreno
son rechazadas por el controlador, donde solo en el sobrepaso de la hendidura principal en
t = 11 s, se ve un aumento en la magnitud de la velocidad angular. Al finalizar ambos
recorridos no hay presencia de error de estado estacionario. Sin embargo, solo en el primer
terreno el robot alcanza equilibrio estatico, ya que en el segundo el angulo de inclinacion del
robot es de aproximadamente un grado.
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Figura 4-32: Respuesta de la SRDR con PI vectorial con LQR y FF a rechazo de pertur-
baciones en el primer terreno (superior) y en el segundo terreno (inferior)
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Al comienzo del experimento, el controlador por cadena de integradores con LQR
logra equilibrar al robot en aproximadamente 4 s. El controlador no rechaza activamente las
perturbaciones en ambos recorridos. Cada vez que un obstaculo o desnivel es sobrepasado, la
diferencia del error no se minimiza de manera inmediata (Figura 4-33). Lo anterior predispo-
ne al vehiculo al momento de afrontar un nuevo obstaculo o desnivel, por lo que no es posible
identificar el tiempo que tarda en volver al punto de equilibrio. Al finalizar los recorridos
en ambos terrenos, el robot no logra alcanzar equilibrio estatico. Es importante precisar que
debido a una hendidura en la segunda superficie el robot queda atascado y se atentan las
oscilaciones, ya que en otros experimentos el vehiculo no logré mantener el equilibrio durante
el recorrido y cay6 al suelo.
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Figura 4-33: Respuesta de la SRDR por cadena de integradores con LQR a rechazo de per-
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El desempeno del controlador GPI con observador desacoplado de estado extendido
se puede ver en la Figura 4-34. Al partir de posicion vertical, el controlador equilibra al robot
en un tiempo menor a 3 s. En ambos recorridos, las perturbaciones exdégenas proporcionadas
por los terrenos surcados ingresan a la variable estimada f (t), para luego ser rechazadas ac-
tivamente por el controlador. Por esta razon, el vehiculo puede realizar un buen seguimiento
de la referencia de velocidad en ambos terrenos. Después de superar el segundo desnivel en
el primer terreno y la hendidura principal del segundo, se puede observar que el prototipo
alcanza equilibrio dindmico en un tiempo aproximado de 1 s. Es importante precisar que al
finalizar la trayectoria en el segundo terreno, el vehiculo termina en una hendidura y dada
la ausencia de referencia de velocidad, su angulo de inclinacién es cercano a un grado. En
adicion, se puede ver que el error de estado estacionario es aproximadamente cero.
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Figura 4-34: Respuesta de la SRDR por GPI con observador desacoplado de estado ex-
tendido a rechazo de perturbaciones en el primer terreno (superior) y en el
segundo terreno (inferior)
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Durante los experimentos realizados con cada controlador, el prototipo de menor escala de
una SRDR present6 comportamientos equivalentes al desplazarse en linea recta o virando en
el terreno (Figuras 4-35 y 4-36). Para poder girar el sistema de control ingresa el voltaje a
los actuadores. Las Figuras 4-37 y 4-38 muestran al robot virando en sentido horario en el
primer y segundo terreno irregular, respectivamente.

Figura 4-35: Captura de la SRDR al virar en el primer terreno irregular. Ver video completo

en [41]

Figura 4-36: Captura de la SRDR al virar en el segundo terreno irregular. Ver video com-

pleto en [42]
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Figura 4-37: Respuesta de velocidad en cada motor al virar en primer terreno irregular
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4.3.1. Comparacién de resultados de los controladores en rechazo
de perturbaciones

En la Tabla 4-5 se pueden ver los resultados de los controladores bajo los diferentes criterios
de evaluacion. Los controladores RVE con LQR y precompensador, PI vectorial con LQR y
FF y GPI con observador desacoplado de estado extendido son los que presentan el mejor
desempeno, siendo mejores los del GPI. En estos experimentos, estas estrategias realizan
un buen seguimiento de la senal de referencia antes y después de sobrepasar los desniveles
del primer terreno y los obstaculos del segundo. Ademas, al terminar los recorridos, logran
equilibrar al robot y aproximar el error de estado estacionario a cero.

Tabla 4-5: Resultados de los controladores en rechazo de perturbaciones

Controlador CE1 | CE13| CE14| CE15| CE16| CES8
PID de doble lazo cerrado 4s 2s B D Si No
RVE con LQR y precompensador 3s 1.5s | B C Si No
PI vectorial con LQR 5s - D D Si No
PI vectorial con LQR y FF DS 1.5s | B B Si No
Cadena de integradores con LQR 4s - D F No St
GPI con o.bservador desacoplado de esta- 3 g 1s A B S No
do extendido

A: excelente, B: bueno, C: aceptable, D: insuficiente, F: malo
CE1: Tiempo en volver al equilibrio, CE13: Tiempo en volver al equilibrio después de perturbaciéon
CE14: Seguimiento de trayectoria en primer terreno, CE15: Seguimiento de trayectoria en segundo terreno

CE16: Rechazo de perturbaciones, CE8: Error de estado estacionario
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En esta tesis se disenan e implementan estrategias de control para controlar un prototipo de
menor escala de una SRDR. Los controladores diseniados tienen como objetivos garantizar
el equilibrio en ausencia de referencias de velocidad y realizar el desplazamiento mientras
se hace seguimiento de senales de referencia, incluso cuando se presentan perturbaciones
endogenas y exogenas.

A partir del analisis fisico por medio de las leyes de Newton-Euler se obtiene el modelo teo-
rico. Posteriormente, por medio de mediciones y por las fichas técnicas de los componentes
se obtiene el modelo nominal de la SRDR. En un principio, este modelo establece la relacion
dindmica entre los actuadores, las ruedas y el chasis de la silla, para luego aproximar las
no linealidades del sistema alrededor de un punto de equilibrio. Durante esta etapa, tanto
los pardmetros fisicos en los componentes utilizados como la dinamica interna desconocida
del vehiculo, son una fuente de incertidumbres que afectan directamente el modelo nominal
obtenido. Por esta razon, se utiliza la metodologia de caja gris para generar una estructura
matematica que intenta representar el comportamiento del robot de una manera mas exac-
ta. Para lograrlo, se usan las senales de referencia que ingresan al sistema y la respectiva
respuesta real de las variables de velocidad y el angulo de inclinacion. El controlador PID de
doble lazo cerrado se sintoniza de manera experimental y usa al modelo nominal del sistema.
El modelo identificado se toma como base en el disenio de los controladores RVE con LQR y
precompensador, PI vectorial con LQR, PI vectorial con LQR y FF y cadena de integradores
con LQR para asi mejorar el proceso de sintonizacién y garantizar un mejor desempeno. Con
el fin de comprobar la efectividad del controlador GPI con salida plana, su disenio parte del
modelo dindmico nominal, dado que las incertidumbres de este son estimadas por medio del
observador desacoplado de estado extendido.

Esta tesis es un aporte al control de SRDR. Los controladores se disenan y simulan en tiem-
po continuo para luego ser implementados en tiempo discreto. El primer acercamiento con
el controlador PID de doble lazo cerrado toma en cuenta la naturaleza del sistema: solo es
posible realizar seguimiento de trayectorias de velocidad si hay control sobre el angulo de
inclinacion. Los controladores con una entrada y multiples salidas: RVE con LQR y precom-
pensador, PI vectorial con LQR, PI vectorial con LQR y FF y cadena de integradores con
LQR se sintonizan usando el método de optimizacion LQR. Este método permite encontrar
los vectores de ganancia de una manera més efectiva en comparacion a otras técnicas de con-
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trol por realimentacion de variables de estado. El tltimo controlador se desarrolla a partir
de una estrategia de control lineal, que puede ser usada en sistemas no lineales, denominada
GPI. Este controlador incluye un observador desacoplado de estado extendido que ademés
de atenuar las no linealidades del sistema y la variaciéon de parametros, logra estimar las
perturbaciones externas que luego son canceladas por el controlador.

Los controladores disenados se evalilan con tres experimentos: seguimiento de trayectorias,
variacion de parametros y rechazo de perturbaciones. En el primer aspecto se consideran dos
senales de referencia con perfiles de velocidades y aceleraciones diferentes para realizar reco-
rridos. Durante el seguimiento de trayectorias las respuestas obtenidas en la etapa de diseno
y simulacién son semejantes a las de los experimentos. Los controladores PID de doble lazo
cerrado, PI vectorial con LQR y cadena de integradores con LQR, presentan oscilaciones y
sobrepicos durante el recorrido, siendo estos comportamientos méas notables en la referencia
con perfil de aceleracion mayor. Por otro lado, los controladores RVE con LQR y precompen-
sador y PI vectorial con LQR y FF realizan un buen seguimiento de las referencias durante el
proceso de avance, dado que al ir en reversa presentan pequenas oscilaciones. La estructura
del controlador GPI con observador de estado extendido desacoplado le permite atenuar las
dindmicas desconocidas del robot y asi ser la tnica estrategia en esta etapa que presenta un
seguimiento ajustado de las referencias.

La evaluacion de variacion de parametros se realiza al colocar dos bloques en el espaldar
de la SRDR. Estos buscan equiparar los pesos de los pacientes que modifican la distancia
al centro de masa en una silla de ruedas estandar. Las trayectorias utilizadas durante la
etapa de seguimiento de trayectorias son inducidas al vehiculo para evaluar la robustez de
los controladores. Los controladores RVE con LQR y precompensador, PI vectorial con LQR
y cadena de integradores con LQR se distancian del valor de referencia requerido y no reali-
zan un buen seguimiento de referencias, por lo que se presentan oscilaciones y sobrepicos de
mayor magnitud. En contraste, los controladores PID de doble lazo cerrado, PI vectorial con
LQR y FF y GPI con observador de estado extendido desacoplado realizan una correccién

adecuada a las perturbaciones aportadas por los bloques, siendo mejores los resultados del
GPI.

Para surcar los terrenos irregulares durante la etapa de rechazo de perturbaciones, se induce
un perfil de velocidad y aceleracion mayor al vehiculo con el fin de comprobar la robustez
de los controladores a perturbaciones exogenas. Los experimentos realizados muestran que
el controlador GPI con observador de estado extendido desacoplado ademés de llevar a la
SRDR a terminar los recorridos en los terrenos mientras realiza un seguimiento cercano a
la referencia, necesita de un tiempo menor para alcanzar equilibrio dindmico al rechazar
una perturbacion. Aunque con un tiempo mayor y una efectividad menor, el controlador PI
vectorial con LQR y FF también logra rechazar las perturbaciones durante la trayectoria. A
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pesar de los resultados negativos obtenidos en la etapa de variacion de pardmetros, el con-
trolador RVE con LQR y precompensador puede surcar los terrenos sin presentar sobrepicos
cuando la referencia de velocidad es cero. Los demés controladores se consideran inadecuados
por no converger a la velocidad requerida, tanto en estado transitorio como estacionario.

Seguin el comportamiento de los controladores durante las etapas de evaluacion, se concluye
que el mejor controlador para realizar seguimiento de trayectorias de velocidad es el GPI con
observador desacoplado de estado extendido, dado que presenta el mejor desempeno durante
los experimentos de seguimiento de trayectorias, variaciéon de parametros y rechazo de per-
turbaciones. Ademas, es importante resaltar que este controlador toma el modelo nominal,
lo cual simplifica su diseno ya que prescinde del proceso de identificacion.

Finalmente, se puede concluir que el uso de controladores GPI multivariables con salida
plana, es prometedor para el control de trayectorias de velocidad en un prototipo de SRDR.
La construcciéon de un modelo a escala real y evaluaciéon con pacientes se considera como
etapa futura de investigacion.
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