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Toma muy seriamente estas cinco reglas simples:

1. Cuestiona la autoridad. Ninguna idea es cierta
solo porque alguien lo dice.
2. Piensa por ti mismo. Pregúntate a ti mismo. No
creas nada solo porque quieres. Creer que algo no lo
hace real.
3. Prueba las ideas, con la evidencia obtenida de la
observación y la experimentación. Si una idea favo-
rita falla una prueba bien diseñada, es incorrecta.
Supéralo.
4. Sigue la evidencia, donde quiera que te lleve. Si
no tienes pruebas, reserva tu juicio.

Y quizás la más importante ...
5. Recuerda... podrías estar equivocado. Incluso los
mejores científicos se han equivocado en algunas
cosas. Newton, Einstein y todos los demás grandes
científicos de la historia - todos cometieron errores.
Por supuesto lo hicieron. Eran humanos.

La ciencia es una forma de evitar engañarnos a
nosotros mismos, y a los demás. Cuanto más nos
pertenezca la ciencia a todos, menos probable es que
sea mal utilizada.

Neil deGrasse Tyson
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Resumen

En esta tesis, una técnica de optimización novedosa; llamada Método de Optimización
Topológica (MOT), es utilizada para proponer una solución a problemas de vibración es-
tructural. Un conjunto de transductores piezoeléctricos en configuración de sensores y
actuadores se modelan usando el Método de los Elementos Finitos (MEF). Para esto, se
desarrolló un software de simulación que permite realizar análisis estáticos, modales y ar-
mónicos con elementos finitos hexaédricos de segundo orden tipo Brick-3D de 20 nodos,
con cuatro grados de libertad por nodo, tres de ellos de desplazamientos y uno de voltaje.
A partir del modelo numérico, se genera un modelo de control en variables de espacios
de estado mediante un conversión matemática que reorganiza los grados de libertad en
conjuntos de matrices de estado que relacionan la estructura con los actuadores y sen-
sores. Adicionalmente, se realiza durante la conversión del modelo una reducción modal
truncada del sistema a través de un cambio de coordenadas cartesianas a coordenadas
modales usando sus vectores propios. Este modelo de espacios de estado es utilizado pa-
ra formular un problema de optimización que encuentra una distribución topológica óp-
tima de transductores piezoeléctricos sobre la estructura elástica, usando dos funciones
objetivo evaluadas paralelamente, que calculan la maximización de la traza del gramiano
de controlabilidad y del gramiano de observabilidad. En la solución del problema de op-
timización se usa un modelo de interpolación de material SIMP (Solid Isotropic Material
with Penalization), se definen límites móviles filtrados para resolver el problema con el
método de Programación Lineal Secuencial (PLS), y se realiza un análisis de sensibilidad
por un método numérico de diferencias finitas de ambas funciones objetivo. Finalmente,
un controlador óptimo LQG (Linear-Quadratic Gaussian Regulator) es implementado pa-
ra verificar el rendimiento del sistema optimizado para un caso de estudio de una viga
en cantilever sometida a vibración. Los resultados de simulación con el MEF son verifi-
cados por comparación directa con el software comercial ANSYS®, y los resultados de
optimización son verificados con análisis energéticos del control, la salida del sensor, y el
coeficiente de amortiguamiento del sistema planta-controlador.

Palabras clave: Control activo de vibraciones • Materiales piezoeléctricos • Optimización
topológica • Elementos Finitos





Abstract

In this thesis, a novel optimization technique; called the Topology Optimization Method
(TOM), is used to propose a solution to structural vibration problems. A set of piezoelec-
tric transducers as sensors and actuators are modeled using the Finite Element Method
(FEM). To do this, a software was developed that allows simulations of static, modal and
harmonic analysis with second-order hexahedral Brick-3D finite elements of 20 nodes,
with four degrees of freedom per node, three of them for displacements and one for vol-
tage. From the numerical model, a control model is generated in state-space variables
through a mathematical conversion that reorganizes the degrees of freedom in sets of sta-
te matrices that relate the structure to the actuators and sensors. Additionally, a truncated
modal reduction of the system is carried out during the conversion of the model through
a change of cartesian coordinates to modal coordinates using its eigenvectors. This mo-
del of state-space is used to formulate an optimization problem that finds an optimal
topology distribution of piezoelectric transducers over an elastic structure, using two ob-
jective functions evaluated in parallel, which calculate the maximization of the trace of
the gramians of controllability and observability. In the solution of the optimization pro-
blem, a Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP) material interpolation model
is used, filtered mobile limits are defined to solve the problem with the Sequential Li-
near Programming (SLP) method, and an analysis of sensitivity with a numerical method
of finite differences of both objective functions is performed. Finally, a Linear-Quadratic
Gaussian Regulator (LQG) controller is implemented to verify the performance of the
optimized system for a study case of a cantilever beam subject to vibration. The results
of the simulation with the FEM are verified by direct comparison with the commercial
software ANSYS®, and the optimization results are verified with an energy analysis of
the control, the sensor output, and the damping coefficient of the plant-controller system.

Keywords: Active vibration control • Piezoelectric materials • Topology optimization • Fini-
te elements
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1. Introducción

1.1. Problema de Investigación

Muchas de las actividades humanas involucran vibraciones de una forma u otra. Los
fenómenos vibratorios se evidencian de diferentes formas en la naturaleza y se han cons-
tituido como un problema en la sociedad moderna por su gran influencia en muchos
campos de la ingeniería. Esto ha generado la necesidad de desarrollar técnicas de control
de vibraciones para un amplio rango de aplicaciones (Rao, 2011).

Los sistemas vibratorios se componen de elementos que pueden almacenar energía po-
tencial (resortes), energía cinética (masas) y otros que pueden disipar energía gradual-
mente (amortiguadores). La vibración de un sistema se entiende como las transferencias
entre la energía cinética y potencial, mientras una parte es disipada en cada ciclo vibra-
torio (Blake, 1961). Para un sistema amortiguado, la relación entre la frecuencia natural
de vibración y sus propiedades, está dada por (Harris, 1996):

ωd =ωn(1− ζ2)1/2 (1-1)

Donde ζ es la relación de amortiguamiento crítico, y ω2
n ∝ K/M es la frecuencia an-

gular, proporcional a la relación entre la rigidez K y la masa M. Consecuentemente, el
comportamiento de los fenómenos vibratorios se verá afectado por las variaciones de sus
propiedades físicas y geométricas, como se muestra en la Figura 1-1. En esa figura se ob-
serva cómo cambia la frecuencia natural fn del primer modo de vibración a flexión en
una placa que tiene diferentes espesores. En este caso, la variación de las propiedades se
refiere a una modificación geométrica que se refleja en la reducción de masa (M) y en la
reducción de la rigidez estructural (K).

Al reducir la rigidez de un sistema (aumentar su flexibilidad), la frecuencia natural
de vibración toma valores más pequeños, incluso ante la reducción de masa, que por el
contrario tiende a aumentar esa frecuencia. Esto demuestra que las estructuras delgadas
sufren un problema de diseño estructural, ya que cualquier intento de reducción del es-
pesor, implica que serán más propensas a vibrar en rangos de bajas frecuencias, rangos
en los que generalmente se presentan los problemas vibratorios.
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Las vibraciones están presenten en muchas aplicaciones de la ingeniería, desde gran-
des estructuras (e.g. ingeniería civil) hasta nano-mecanismos (e.g. nano-ingeniería), y sus
efectos se pueden presentar en tres tipos de situaciones (Preumont and Seto, 2008):

1. Falla de componentes por esfuerzos excesivos o fatiga.

2. Deterioro del comfort o la salud humana por exposición a ruido y vibraciones.

3. Dispositivos de alta precisión, donde las condiciones de operación son muy exigen-
tes, y los efectos de micro-vibración limitan su rendimiento.

Algunos problemas asociados a las vibraciones se presentan en la operación de maqui-
naria y equipos industriales, donde los ciclos repetitivos (i.e. rotatorios, periódicos o de
impactos); en muchos casos aleatorios, deterioran el rendimiento de los equipos y pueden
llegar a causar fractura de piezas (Hibbeler, 2014). En el rango de frecuencias menores a

(a) fn = 1360,9 Hz (b) fn = 485,2 Hz

(c) fn = 129,4 Hz (d) fn = 13,1 Hz

Fig. 1-1.: Primer modo natural de vibración para una placa de 160 × 160 mm con espesores de:
(a) 80 mm, (b) 20 mm, (c) 5 mm y (d) 0,5 mm. Las imágenes y frecuencias de vibración
se obtienen a partir de un análisis modal por elementos finitos en el software ANSYS.
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1 Hz se encuentran los movimientos sísmicos y las vibraciones inducidas por efectos ae-
rodinámicos. Estos fenómenos vibratorios poseen una gran cantidad de energía cinética y
es de especial interés en ingeniería civil por sus aplicaciones particulares en el diseño de
sistemas de control de vibraciones en grandes estructuras, edificios, puentes, entre otros
(Fujino and Yoshida, 2002).

El ruido también es una consecuencia de la vibración estructural. Esto es especialmente
crítico en estructuras aeroespaciales, terrestres o marinas, donde la reducción del ruido
producido por el fuselaje o la carrocería de los vehículos representa un reto importante en
investigación aeronáutica (Tiwari, 2016). Por otra parte, el ruido o las vibraciones tienen
efectos negativos en la salud física, mental y social del ser humano, sin estar relacionados
directamente con una enfermedad o dolencia. Estos efectos a largo plazo pueden causar
desordenes cardiovasculares, estrés, insomnio y problemas psicológicos (Hurtley, 2009).

Existen aplicaciones de control estructural en sectores de manufactura, infraestruc-
tura, productos de consumo, construcción, y en la industria automotora y aeroespacial
(Alkhatib and Golnaraghi, 2003). Algunas estructuras, como los grandes telescopios seg-
mentados; terrestres o espaciales, serían imposibles de construir sin las capacidades del
control activo de vibraciones, en parte, debido a las múltiples perturbaciones a las que es-
tán expuestas, como errores de trayectorias, gradientes térmicos, entre otros (Preumont,
2011).

Es interesante mencionar que algunas aplicaciones encuentran beneficios en los fenó-
menos vibratorios. Por ejemplo, en procedimientos terapéuticos o de rehabilitación de-
portiva, la aplicación de energía vibratoria al cuerpo humano tiene efectos positivos, de-
pendiendo de las características y tiempos de uso en la ondas (Abundo et al., 2011). Por
otra parte, en procesos de manufactura de materiales granulados es posible consolidar o
compactar los granos de acuerdo a unas condiciones específicas de aplicación de las vi-
braciones mecánicas (Roberts, 1997). En la industria de la comida, es bastante aceptado
el uso de vibraciones mecánicas para enfriamiento, secado, aglomeración o molienda de
materias primas (Mujumdar and Erdesz, 1988).

Expuestos estos problemas comunes de vibraciones, es importante resaltar que el con-
trol estructural se ha vuelto cada vez más importante en la ingeniería, ya que el diseño
de mecanismos y estructuras se ha vuelto cada vez más preciso y menos tolerante a las
vibraciones (Inman, 2006).

Lo anterior, nos lleva al concepto de estructuras inteligentes (Preumont, 2011). Estas
se refieren a estructuras provistas de un conjunto de sensores y actuadores acoplados
por un controlador (Figura 1-2). Algunos de los materiales más comunes en control de
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vibraciones son: (Preumont, 2011; Srinivasan and McFarland, 2001):

Materiales piezoeléctricos cerámicos (PZT) o poliméricos (PVDF).

Compuestos con memoria de forma o Shape Memory Alloys).

Materiales magnetostrictivos (TERFENOL-D).

Fluidos magneto-reológicos o electro-reológicos.

Los materiales piezoeléctricos han sido ampliamente usados en control de vibración
estructural por su respuesta rápida, la excelente capacidad que ofrecen como sensores o
actuadores, su alto coeficiente de acople electromecánico, y su fácil implementación por
su naturaleza no intrusiva (Moheimani and Fleming, 2006; Gonçalves et al., 2017). Sin
embargo, en la mayoría de las aplicaciones de control de vibraciones de estructuras flexi-
bles, la ubicación y forma de los sensores y actuadores se asume como una distribución
fija ya dada y el trabajo del diseñador es buscar una ley de control aceptable que logré los
objetivos del control (Hać and Liu, 1993).

Surge entonces el problema de la ubicación óptima de sensores y actuadores, que en
grandes estructuras flexibles es un problema más importante que la misma ley de control,
ya que la incorrecta posición de estos transductores minimiza la controlabilidad, reduce
la eficiencia y degrada el rendimiento del sistema de control (Alkhatib and Golnaraghi,
2003). Además de la posición de los transductores, surge la necesidad de determinar la
distribución de forma de estos sensores y actuadores para maximizar el control y la ob-
servación del sistema.

Fig. 1-2.: Integración de sensores y actuadores en una estructura inteligente.
Figura adaptada de Preumont (2011).

Este problema se ha tratado desde diferentes abordajes. Por ejemplo, Hiramoto et al.
(2000) encuentran la posición óptima al obtener dos soluciones generalizadas de la ecua-
ción de Riccati; Güney and Eşkinat (2008) desarrollan un método de posición óptima
basada en gradientes, y Dhuri and Seshu (2009) proponen una optimización multiobje-
tivo con algoritmos genéticos. En la actualidad, se ha incrementado exponencialmente el
número de investigaciones relacionadas a este problema y diferentes técnicas se han pro-
puesto para resolverlo, lo cual resalta el interés de la comunidad científica e ingenieril en
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la temática abordada en esta tesis. Entre los trabajos destacados, se encuentran diferentes
enfoques de solución, i.e., maximizar el coeficiente de acople electromecánico (Ducarne
et al., 2012), usar optimización difusa para maximizar controlabilidad y parámetros de
control (Zorić et al., 2013), usar algoritmos genéticos para resolver el problema de ubi-
cación de material (Biglar et al., 2015; Bruant et al., 2010), o formular el problema de
controlabilidad basado en funcionales de Lyapunov (Schulz et al., 2013).

Surge entonces la pregunta ¿Cómo determinar de manera óptima la ubicación, la forma
y la cantidad de sensores y actuadores piezoeléctricos para el control activo de vibracio-
nes en estructuras delgadas?.

Una técnica de optimización que ha tomado fuerza recientemente puede resolver si-
multáneamente el problema de cantidad, posición y forma de sensores y actuadores en
un sistema de control. Esta nueva técnica, llamada Optimización Topológica, es un método
computacional que determina, en términos de la composición de un material, su distribu-
ción óptima (Bendsøe and Sigmund, 2004). Como ejemplo, Kim et al. (2013) demuestran
que mediante la optimización topológica se obtienen resultados de hasta 61,14% más al-
tos en comparación a otros métodos de optimización en la maximización del factor de
amortiguamiento.

La inclusión de este método de optimización al control activo de vibraciones es una
rama de la investigación que recién comienza y es un área en continuo crecimiento. En
los últimos 20 años se registran pocas publicaciones relacionadas al control activo de vi-
braciones con materiales piezoeléctricos usando el método de optimización topológica;
entre ellos, se destaca el trabajo de Kang and Tong (2008) en el cual se considera la la dis-
tribución topológica de un actuador piezoeléctrico para control estático de placas, y sus
trabajos posteriores en minimización de radiación sonora (Zhang and Kang, 2013; Zhang
et al., 2014), control activo de placas con sensores y actuadores simétricamente colocados
Zhang and Kang (2014a), y su aplicación en control dinámico de estructuras a respues-
tas transientes (Zhang and Kang, 2014b), además de la optimización bajo estructuras de
control LQR Hu et al. (2018).

También se destaca el trabajo doctoral publicado por Silveira (2012) en el cual se op-
timiza simultáneamente una estructura elástica y su distribución topológica óptima de
actuadores piezoeléctricos, y sus posteriores trabajos en optimización a partir de la ener-
gía de deformación y la energía de control (Molter et al., 2013), y el diseño de la topología
óptima de sensores piezoeléctricos en el mismo tipo de problemas (Menuzzi et al., 2017).
Por otra parte, se reconoce el trabajo de Xu et al. (2013), en el cual se optimiza la cantidad,
forma y posición de actuadores piezoeléctricos a partir de una descomposición modal de
valores singulares; y el trabajo de Gonçalves et al. (2017), en el cual se realiza la opti-
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mización de actudores piezoeléctricos considerando efectos de spillover en el modelo del
controlador.

Para resolver este problema de control de vibraciones, se propone en esta tesis utilizar
el Método de Optimización Topológica (MOT) usando como función objetivo la maximi-
zación de la traza del gramiano de controlabilidad y del gramiano de observabilidad del
sistema. Como variable de diseño se usa la pseudo-densidad del modelo de interpolación
SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) en las capas de material piezoeléctrico.
Para el modelado del sistema se usa el Método de los Elementos Finitos (MEF), y como
estrategia de control se implementa un controlador óptimo que minimice una función de
energía en el caso de los actuadores, y maximice la energía en el caso de los sensores. En la
Figura 1-3, se muestra un diagrama del funcionamiento del MOT aplicado a la búsqueda
de la posición, forma y cantidad de sensores y actuadores piezoeléctricos.

Fig. 1-3.: Membrana sometida a una vibración sin control (izquierda) y con control activo de
vibraciones (derecha) usando el método de optimización topológica (MOT).
Posible configuración óptima de sensores (verde) y actuadores (azul).

1.2. Objetivos del proyecto

1.2.1. Objetivo General

Formular una metodología de diseño conceptual de la configuración de transductores
piezoeléctricos para sistemas de control activo de vibraciones en estructuras de placa
delgada mediante la técnica de optimización topológica.
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1.2.2. Objetivos Específicos

1. Desarrollar un código para el modelado de sistemas vibratorios usando el método
de los elementos finitos, que permita simular estructuras delgadas y transductores
piezoeléctricos en configuración de sensores y actuadores.

2. Verificar el código desarrollado, comparando los resultados obtenidos contra un
software comercial de modelado computacional por elementos finitos o modela-
miento analítico.

3. Implementar un algoritmo de optimización topológica que permita diseñar la con-
figuración de transductores piezoeléctricos para control activo de vibraciones en
estructuras delgadas.

4. Diseñar un sistema de control activo de vibraciones para estructuras tipo placa del-
gada con transductores piezoeléctricos en la configuración óptima encontrada.

5. Verificar numéricamente y/o analíticamente el diseño conceptual propuesto.

1.3. Metodología de Investigación

El diagrama presentado en la Figura 1-4 representa el modelo de investigación, donde
se definen las características generales del problema de vibraciones (A) y de este se obtie-
nen los parámetros y condiciones que serán datos de entrada en las siguientes etapas. El
bloque de diseño conceptual (B) se refiere a la descripción del sistema completo con sen-
sores y actuadores en la configuración óptima, incluyendo el sistema de control. A este
diseño conceptual se le harán las verificaciones numéricas de rendimiento para determi-
nar si la reducción de vibraciones es la esperada (C). El desarrollo del diseño conceptual
comprende varias etapas que modelan la física del sistema (E y F), determinan la estrate-
gia de de control (G) y optimizan la distribución de transductores en la estructura (D).

Tanto el sistema de control como el algoritmo de optimización requieren del modelo
acoplado de la estructura mecánica y los sensores y actuadores piezoeléctricos. Para mo-
delar este tipo de problemas multi-físicos se desarrolla, en el marco de este trabajo, un
software de simulación en MATLAB con elementos finitos hexaédricos tipo Brick de 20
nodos con cuatro grados de libertad por nodo, tres de estos para desplazamientos y uno
para voltaje.

Este software, llamado FEMPS, tiene la capacidad de realizar análisis estáticos y análisis
dinámicos modales y armónicos. Además, el programa permite realizar la representación
del modelo en matrices de espacios de estado y su reducción modal, para la posterior
evaluación de los gramianos de controlabilidad y observabilidad en la función objetivo
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Fig. 1-4.: Diagrama del modelo de investigación.

de la optimización topológica. Finalmente, un módulo de control se encarga de calcular
las matrices del lazo de realimentación del controlador y de evaluar el rendimiento de
la topología optimizada. En la Figura 1-5 se muestra el procedimiento adoptado en la
formulación y cálculo del modelo por el método de los elementos finitos.

En cuanto a las estrategias de control, el problema de vibraciones se puede abordar
desde los controladores tipo Feedback o Feedfoward (De Man and Preumont, 2004). Es im-
portante resaltar que el control Feedback se adapta mejor a esta investigación ya que parte
desde un modelo teórico, tiene un ancho de banda amplio y es eficiente en el control de
resonancias (De Man and Preumont, 2004). Además, en la actualidad, los métodos de
control óptimo más usados que pertenecen a la estrategia de control Feedback, como el
control LQR (Linear Optimal Quadratic Regulator) y LQG (Linear Quadratic Gaussian Re-
gulator), resultan ser los más eficientes en controlar un sistema con un esfuerzo mínimo
(Alkhatib and Golnaraghi, 2003).

El proceso de diseñar sistemas de control involucra la generación de un modelo mate-
mático del sistema que refleje la dinámica del sistema y los agentes que intervienen en
esta, generalmente construido con el método de elementos finitos. Luego, este modelo se
debe modificar para hacerlo manejable por el controlador. En este proceso, es importan-
te definir los requerimientos de sensores y actuadores y definir sus posición y cantidad,
evaluando parámetros de controlabilidad y observabilidad. Finalmente, con una ley de
control establecida de acuerdo a las necesidades, se simula la respuesta del sistema en el
lazo de control y se realizar los ajustes necesario para optimizar el rendimiento (Alkhatib
and Golnaraghi, 2003). En la Figura 1-6 se muestra un diagrama que resume el método de
diseño de un sistema de control activo de estructuras para controlar vibraciones. Esta fi-
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Fig. 1-5.: Procedimiento de análisis de los elementos finitos. Diagrama adaptado de Bathe (1996).

losofía en diseño de control, más el modelado de sistemas por el método de los elementos
finitos, y la inclusión del método optimización topológica forman la estructura general
del diseño conceptual propuesto en la presente tesis.

1.4. Organización de Tesis

Esta tesis presenta el proceso de investigación de forma que el lector pueda compren-
der fácilmente el trabajo desarrollado. El documento se divide esencialmente en cinco
capítulos: Materiales Piezoeléctricos, Control de Vibraciones, Optimización Topológica,
Resultados, y Conclusiones. Los primeros tres capítulos abordan los conceptos teóricos
de los temas tratados en la investigación y se definen los métodos, técnicas y modelos
utilizado en el desarrollo de la tesis. Los últimos dos capítulos muestran los resultados
obtenidos para cada objetivo de la investigación, y finalmente, se presentan las reflexio-
nes acerca del trabajo, así como un propuesta de trabajos futuros.
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Fig. 1-6.: Método de diseño de un sistema de control activo de vibraciones.
Figura adaptada de Preumont (2011).

El capítulo de materiales piezoeléctricos enmarca el primer objetivo específico, presen-
tado en la Sección 1.2. En este, se abordan los conceptos fundamentales del modelado
por el método de los elementos finitos de transductores piezoeléctricos en configuración
de actuadores o sensores, dispuestos sobre estructuras elásticas. El contexto matemático
es implementado en un software y sus resultados de verificación son presentados en el
Capítulo 5, dando cumplimiento al segundo objetivo específico.

En el Capítulo 4, se abordan todos los conceptos relacionados a la optimización topoló-
gica y su implementación es descrita en detalle en la Sección 4.7. Este capítulo es la base
del desarrollo del objetivo específico número tres, y los resultados de implementación son
ampliamente descritos en el Capítulo 5.
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Finalmente, los resultados obtenidos con el método de optimización topológica son
analizados en un sistema de control activo, diseñado e implementado con base en la teoría
expuesta en el Capítulo 3, dando cumplimiento al cuarto objetivo. La verificación de los
resultados obtenidos se presenta al finalizar el Capítulo 5, desde la Sección 5.5, dando
cumplimiento al último objetivo específico.





2. Materiales Piezoeléctricos

2.1. Introducción

Piezoelectricidad literalmente significa “electricidad generada por la presión”. Es un
fenómeno encontrado naturalmente en estructuras cristalinas como el cuarzo, la turma-
lina, el topacio o la sal de Rochelle (Moheimani and Fleming, 2006). Estos materiales
cuando se someten a presión mecánica generan carga eléctrica, y cuando son expuestos
a un campo eléctrico se deforman mecánicamente. Así, el efecto de la piezoelectricidad
puede ser entendido como las transferencias entre la energía eléctrica y la energía mecá-
nica (Piefort, 2001).

Los materiales piezoeléctricos pertenecen a la familia de los llamados materiales in-
teligentes, los cuales tienen la habilidad de responder significativamente al estímulo de
diferentes fenómenos físicos y son usados con frecuencia como sensores y actuadores
(Preumont, 2011). El efecto de piezoelectricidad ocurre en los materiales cristalinos que
no tienen centro de simetría. De los 32 tipos de estructuras cristalinas existentes, 20 de
ellas exhiben piezoelectricidad, las cuales están designados como: 1, 2, 222, mm2, 4, -4,
422, 3, 32, 3m, 6, -6, 622, 6mm, -62m, 23, y -43m (Cracknell, 1969).

Este tipo de materiales son comúnmente usados en el control estructural de vibracio-
nes por su respuesta rápida, flexibilidad de uso y facilidad de implementación, además
de su bajo peso y la posibilidad de ser adheridos o empotrados en gran variedad de es-
tructuras (Gonçalves et al., 2017). Sin embargo, los materiales piezoeléctricos naturales
no son adecuados para aplicaciones en control de vibraciones y en su lugar se fabrican
materiales policristalinos que exhiben mejores propiedades piezoeléctricas (Moheimani
and Fleming, 2006).

Existen dos clases de materiales piezoeléctricos muy usados en control de vibraciones:
cerámicos y polímeros (Moheimani and Fleming, 2006). El más conocido piezocerámico
es el PZT (por su fórmula química Pb[ZrxTi1−x]O3) y es ampliamente usado como actua-
dor o sensor para un amplio rango de frecuencias, como aplicaciones de ultrasonido o
alta precisión (Piefort, 2001). El piezopolímero más conocido es el PVDF (por sus siglas
en inglés PolyVinyliDene Fluoride) y es usado principalmente como sensor debido a sus
características físicas (Marutake, 1995).
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Por otra parte, la polarización es una etapa muy importante en la fabricación de mate-
riales piezoeléctricos (cerámicos o polímeros) y determina las propiedades permanentes
del elemento. En la Figura 2-1 se muestra una serie de imágenes que ejemplifican el com-
portamiento de estos materiales antes diferentes estímulos. Ante la compresión o la ten-
sión mecánica en la dirección de polarización se genera una diferencia de potencial entre
los electrodos del material, cuya polaridad depende de la dirección en que se aplica la
fuerza mecánica. Ante la aplicación de un voltaje entre los electrodos del material piezo-
eléctrico, se generará una deformación mecánica de expansión o compresión del material
dependiendo de la dirección de polarización del material con respecto a la polaridad del
voltaje aplicado.

Fig. 2-1.: Reacción al estímulo de un piezoeléctrico polarizado. (a) Dirección de polarización.
(b) Respuesta a la compresión. (c) Respuesta a la tensión. (d) Respuesta al voltaje en
la misma polaridad. (e) Respuesta al voltaje en polaridad opuesta. Imagen tomada de
Moheimani and Fleming (2006).

En este capítulo se abordarán en detalle los materiales piezoeléctricos. Inicialmente
se muestra una breve reseña histórica, seguida de un acercamiento a las aplicaciones en
control de estructuras en las secciones 2.2 y 2.3 respectivamente. Seguido de esto, en la
Sección 2.4 se presenta la descripción matemática de los materiales piezoeléctrico, sus
ecuaciones constitutivas, de equilibrio, y el modelado por el método de los elementos
finitos es presentado en la Sección 2.5. Finalmente, se presenta en la Sección 2.7 algunos
problemas comunes en la formulación y modelado de materiales piezoeléctricos.

2.2. Reseña Histórica

Siglos atrás fue notado un particular efecto en los cristales de Turmalina. Al ser arro-
jados al fuego se atraían entre sí y luego se rechazaban. La primera referencia escrita se
halla en el año 314 A.C., pero tan solo hasta 1747 fue relacionado el fenómeno con la
electricidad, y la Turmalina fue llamada “La piedra eléctrica” (Linnaeus, 1747). En el año
1756, el físico alemán Franz Aepinus (1724-1802) demostró la polarización eléctrica que
sufren los cristales de Turmalina ante los cambios de temperatura, y luego en 1824, el físi-
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co escocés David Brewster (1781-1868) le dio el nombre de Piroelectricidad (Piefort, 2001).

En 1817 el francés René Just Haüy (1743-1822) mencionó por primera vez la presencia
de cargas eléctricas en la superficie de un cristal de Turmalina sometido a esfuerzos. Pero
fue hasta 1880 que los científicos franceses Pierre Curie (1859-1906) y Paul-Jacques Curie
(1855-1941) realizan la primera publicación describiendo este fenómeno en una serie de
cristales, que después fue llamado efecto de Piezoelectricidad.

Sin embargo, los hermanos Curie descubrieron el efecto directo de piezoelectricidad,
más no el efecto inverso, el cual fue descrito matemáticamente por el físico Gabriel Lipp-
mann (1845-1921) en 1881 e inmediatamente confirmado experimentalmente por los her-
manos Curie. Aún cuando el descubrimiento de la piezoelectricidad fue de gran interés
en la comunidad científica, solo hasta la Primera Guerra Mundial apareció su aplicación
con el sonar, atribuido a Paul Langevin (1872-1946) y su equipo de trabajo. Este dispositi-
vo usaba piezoeléctricos de cuarzo para producir ondas de ultrasonido que se reflectaban
en los submarinos, y luego con el tiempo de retardo de la señal se obtenía la ubicación de
los mismos (Moheimani and Fleming, 2006).

En el periodo entre la primera y segunda guerra mundial ocurrieron la mayoría de in-
venciones con materiales piezoeléctricos que tenemos actualmente: micrófonos, aceleró-
metros, transductores ultrasónicos, entre otros. Después de la segunda guerra mundial,
ocurrió el desarrollo de los piezocerámicos como resultado de la investigación realiza-
da por la Unión Soviética en materiales con constantes dieléctricas muy grandes para la
construcción de condensadores. Finalmente en 1969, el Dr. Heiji Kawai realiza la primera
publicación en películas plásticas, donde expone una excelente tipología para transduc-
tores piezoeléctricos, conocidos hoy en día como piezopolímeros PVDF (Marutake, 1995).

Actualmente, los piezoeléctricos son materiales usados en una gran cantidad de apli-
caciones, algunas de las cuales serán presentadas en la siguiente sección, enfocadas espe-
cíficamente al interés de este trabajo.

2.3. Aplicaciones en Control de Estructuras

Los materiales piezoeléctricos han sido ampliamente usados en aplicaciones de control
de vibración estructural. Esto puede ser atribuido a su excelente capacidad de sensar y
actuar gracias a su alto coeficiente de acople electro-mecánico; así como su naturaleza
poco intrusiva (Moheimani and Fleming, 2006). Las principales aplicaciones de los mate-
riales piezoeléctricos en el control de vibraciones en la ingeniería moderna radican en el
control de grandes estructuras delgadas como espejos segmentados para grandes telesco-
pios, paneles solares plegables, hélices, rotores y fuselaje de vehículos terrestres y aéreos,
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Fig. 2-2.: Espejo segmentado: vista de siete segmentos en su estructura de soporte. El tamaño de
cada segmento está entre 100 y 260 mm. Figura adaptada de Rodrigues et al. (2009).

y en general en aplicaciones de ingeniería aeroespacial (Nitzsche et al., 2015).

En 1993, a petición de la European Space Agency (ESA), fue desarrollado un experimen-
to del control de un placa delgada con piezocerámicos PZT. Luego, este experimento se
convirtió en un modelo de operación llamado CFIE (Control-Flexibility Interaction Experi-
ment) que en septiembre de 1995 fue exitosamente lanzado por la NASA en el transbor-
dador espacial STS-69 (Preumont, 1994).

Un campo de la investigación que ha revolucionado la astronomía moderna es la Óptica
Adaptativa. Numerosas aplicaciones en el desarrollo de telescopios terrestres y espaciales
han surgido de la necesidad de construir grandes espejos para los telescopios que puedan
corregir en tiempo real las aberraciones ópticas inducidas por turbulencias atmosféricas
y sus efectos vibratorios en las estructuras (Rodrigues et al., 2009). Una solución que has-
ta ahora es la única forma de poner en órbita espejos más grandes que los cohetes de
lanzamiento y, también, la única forma de construir superficies reflectantes mayores a 8
metros, son los espejos segmentados, como el espejo principal del James Webb Space Teles-
cope, cuyo lanzamiento está programado para el año 2021. Este tipo de espejos solucionan
el problema de las grandes estructuras flexibles propensas a vibraciones que deterioran su
rendimiento, al introducir sistemas de control de vibraciones en cada uno de los segmen-
tos del espejo. En la Figura 2-2 se muestra el esquema de un espejo segmentado equipado
con un sistema de control de vibraciones usando materiales piezoeléctricos tipo PZT.

Otras aplicaciones interesantes aparecen en dominios más pequeños. Por ejemplo, las
cabezas de lectura y escritura de los discos duros son muy sensibles a las vibraciones in-
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ducidas por perturbaciones externas como los ventiladores de refrigeración, un máquina
rotatoria en operación, el tráfico cercano e incluso un caída inesperada del disco. Esto
hace que los discos duros sean uno de los elementos más débiles de un computador y el
control de vibraciones en su cabezal es muy importante en el desarrollo de computadores
avanzados, de alta tecnología y para la industria militar (Sun et al., 2009).

Adicionalmente, un tema que ha ganado mucha atención en la investigación y aplica-
ción de ingeniería, es la reducción sonora. En particular, el control activo de la radiación
proveniente de estructuras vibrantes es un tema importante en el diseño de aeronaves,
embarcaciones, submarinos, transductores, entre muchos otros. El control activo de ruido
y vibraciones usando materiales piezoeléctricos ha sido un tema ampliamente investiga-
do desde el control de radiación sonora en placas (Tiwari, 2016; De Man and Preumont,
2004; Engels et al., 2006), cilindros (Cao et al., 2012), o fuselaje de vehículos como sub-
marinos (Caresta, 2011), que pueden involucran fenómenos acústico-estructurales (Shu
et al., 2014) como la opotimización de directividad sonora (Yoon et al., 2017), o la optimi-
zación del electrodo de polarización de los piezoeléctricos para minizar radiación sonora
(Zhang et al., 2014; Rosi et al., 2010).

Fig. 2-3.: Estabilizador de un FA-18 laminado
con piezoeléctricos. Imagen de De-
fence Science and Technology Organi-
zation (DESTO).

El campo de la nanotecnología ha incre-
mentado la demanda por estructuras pe-
queñas, ligeras y rígidas, lo cual represen-
ta grandes retos de diseño en el compromi-
so entre masa y rigidez. Tales sistemas, no
existirían sin la capacidad de controlar ac-
tivamente la vibración (Preumont and Seto,
2008). Por otro lado, un gran esfuerzo de in-
vestigación se realiza alrededor del control
estructural en aeronaves. En ciertos modos
de vuelo, las cargas de viento sobres las alas
y los estabilizadores aerodinámicos pueden
causar altos niveles de vibración. Estas vi-
braciones producen fatiga mecánica y redu-
cen el rendimiento de sustentación o des-
censo del vuelo. En la Figura 2-3 se muestra
el ala de un avión FA-18 cubierto de mate-
riales piezoeléctricos para el control de vi-
bración del estabilizador. Este tipo de incor-

poraciones también se han realizado en las aspas del rotor de helicópteros para la elimi-
nación de modos poco amortiguados en rotores (Moheimani and Fleming, 2006).
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2.4. Ecuaciones Constitutivas

Las ecuaciones que representan el comportamiento de los materiales piezoeléctricos se
pueden escribir como una relación entre las ecuaciones constitutivas mecánicas y eléc-
tricas. Estas son la base para la formulación del modelo por el método de los elementos
finitos. En esta sección, las ecuaciones constitutivas serán formuladas siguiendo la nota-
ción del IEEE Standard on Piezoelectricity (Meitzler et al., 1988).

2.4.1. Ecuaciones Constitutivas Mecánicas

La formulación de estas ecuaciones está basada en la generalización de la ley de Hooke,
considerando las deformaciones de un cuerpo isotrópico, no piezoeléctrico y en un medio
continuo. Las constantes físicas serán la deformación mecánica S y el esfuerzo mecáni-
co T (Nader, 2002). A diferencia del potencial eléctrico o el campo eléctrico, que son de
grado tensorial de orden cero y uno respectivamente (escalar y vectorial), el esfuerzo y la
deformación son de grado tensorial de segundo orden (Brizzotti, 2006).

Denotando ui como las componentes cartesianas del desplazamiento mecánico infinite-
simal en un punto de material en la dirección i, la parte simétrica del gradiente espacial
de desplazamiento determina el tensor de deformación Sij , mientras la parte antisimé-
trica determina las rotaciones rígidas, las cuales pueden aparecer sin restricciones en la
descripción del continuo (Meitzler et al., 1988):

Sij =
1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(2-1)

Donde i y j son los índices direccionales en el espacio material. En forma matricial, el
tensor de deformación se puede escribir como(Brizzotti, 2006):

S =


Sxx Sxy Sxz
Syx Syy Syz
Szx Szy Szz

 (2-2)

Donde x, y y z son las coordenadas materiales. Ya que este tensor es simétrico, se puede
escribir de forma reducida como:

{S} =
[
Sxx Syy Szz Syz Sxz Sxy

]T
(2-3)

El esfuerzo mecánico es la fuerza por unidad de área aplicada a un cuerpo. Esas fuer-
zas pueden descomponerse en fuerzas de volumen y fuerzas de superficie o contacto, y
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el esfuerzo resultante en cada componente es consecuencia de la dirección en la que se
aplique esa fuerza. De allí que resultan esfuerzos normales, producto de la aplicación de
la fuerza en dirección normal a la componente, y esfuerzos cortantes, producto de fuer-
za aplicadas en dirección diferente a la componente del esfuerzo. De allí resulta que el
tensor de segundo orden para esfuerzos mecánicos T es (Brizzotti, 2006):

T =


Txx Txy Txz
Tyx Tyy Tyz
Tzx Tzy Tzz

 (2-4)

Ya que este tensor también es simétrico, se puede escribir de forma reducida como:

{T } =
[
Txx Tyy Tzz Tyz Txz Txy

]T
(2-5)

Las deformaciones y los esfuerzos en un punto material están relacionados por las pro-
piedades del cuerpo que definen su rigidez o flexibilidad a través de la ley generalizada
de Hooke:

Tij = cijklSkl (2-6)

Donde cijkl es el tensor de rigidez que representa las propiedades elásticas del cuerpo
sometido a deformación. La rigidez está relacionada con la fuerza necesaria para produ-
cir una unidad de desplazamiento en una dirección específica, y la flexibilidad será su
recíproco (Nader, 2002). Por esto, también es posible escribir la ecuación anterior como:

Sij = sijklTkl (2-7)

Donde sijkl será el tensor de flexibilidad.

Las constantes en el tensor de propiedades elásticas definen la conexión elástica entre
las moléculas del material y representan la relación entre las deformaciones y los esfuer-
zos normales y cortantes (Nader, 2002). Debido a las propiedades de simetría cúbica, en
un material isotrópico, es posible reducir la cantidad de constantes necesarias, conside-
rando además que presenta la misma relación cortante en todas las direcciones. De forma
general, se puede escribir la ecuación constitutiva mecánica como:

T = cS (2-8)

y en forma matricial, utilizando la expresión reducida de los tensores (Nader, 2002):

Txx
Tyy
Tzz
Tyz
Txz
Txy


=



c11 c12 c12 0 0 0
c12 c11 c12 0 0 0
c12 c12 c11 0 0 0
0 0 0 c44 0 0
0 0 0 0 c44 0
0 0 0 0 0 c44





Sxx
Syy
Szz
Syz
Sxz
Sxy


(2-9)
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Donde los subíndices de cada coeficiente representan un dirección en el sistema de
coordenadas principal, y se pueden definir como c12 = λ, c44 = µ y c11 = λ+ 2µ, siendo λ
y µ las constantes de Lamé (Auld, 1990). Estos coeficientes están relacionados con el mó-
dulo de Young (E) y el coeficiente de Poisson (σ ) a través de las relaciones entre esfuerzo
y deformación, de forma que (Nader, 2002):

c11 =
E(1− σ )

(1 + σ )(1− 2σ )
(2-10)

c12 =
Eσ

(1 + σ )(1− 2σ )
(2-11)

c44 =
E

2(1 + σ )
(2-12)

Sin embargo, los materiales piezoeléctricos son anisotrópicos en la dirección 3 e isotró-
picos en el plano 1,2 (Auld, 1990). Esto significa que el tensor de constantes elásticas para
los materiales piezoeléctricos está dado por (Kino, 1987):

c =



c11 c12 c13 0 0 0
c12 c11 c13 0 0 0
c13 c13 c33 0 0 0
0 0 0 c44 0 0
0 0 0 0 c44 0
0 0 0 0 0 c66


(2-13)

Donde los coeficientes c11, c12, y c13 estarán dados por las propiedades del material
piezoeléctrico. En este nuevo tensor, el coeficiente al esfuerzo cortante en la dirección
anisotrópica será (Brizzotti, 2006):

c66 =
c11 − c12

2
(2-14)

2.4.2. Ecuaciones Constitutivas Eléctricas

La naturaleza eléctrica de los materiales piezoeléctricos radica en la relación entre un
campo eléctrico E aplicado, y una polarización P inducida en el material (Piefort, 2001).
Como se muestra en la Figura 2-4, una distribución de cargas eléctricas Q2 se alinean
con el campo eléctrico, y otras cargas Q1 quedan libres para definir la polarización del
material. Para un campo eléctrico Ej pequeño, la densidad de polarización Pi , definida
como el momento de dipolo por unidad de volumen, es proporcional al campo eléctrico
aplicado (Brizzotti, 2006) tal que:

Pi = ε0XijEj (2-15)

Donde ε0 = 8,854×10−12 es la permisividad eléctrica en el vacío yXij = εr−1 es el tensor
de susceptibilidad eléctrica del material, con εr como la permitividad relativa (constante
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dieléctrica). De lo anterior, es posible deducir que la densidad de flujo eléctrico D (carga
por unidad de área) se relaciona con el campo eléctrico E y la densidad de polarización P
por:

Di = ε0Ei + Pi (2-16)

Fig. 2-4.: Cargas en el dieléctrico de un
capacitor plano. Figura de Pie-
fort (2001).

Reemplazando la ecuación (2-15) en (2-16):

Di = ε0(δij +Xij)Ei (2-17)

Escrita de forma general, la ecuación constitu-
tiva eléctrica es:

D = εE (2-18)

Donde ε = ε0(δij +Xij) es la permitividad eléc-
trica y se expresa en forma matricial como:

ε =


ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

 (2-19)

Siendo ε los coeficientes de permitividad en cada dirección del sistema de coordena-
das. Debido a los efectos de simetría en materiales piezoeléctricos, es posible reducir el
número de constantes (Kino, 1987), y el tensor de permitividad eléctrica será:

ε =


ε11 0 0
0 ε11 0
0 0 ε33

 (2-20)

La expresión en forma matricial, para las ecuaciones constitutivas eléctricas será:
Dx
Dy
Dz

 =


ε11 0 0
0 ε11 0
0 0 ε33



Ex
Ey
Ez

 (2-21)

Donde Dx, Dy y Dz son las densidades de flujo eléctrico, y Ex, Ey y Ez son los campos
eléctricos en las direcciones de sistema coordenado x,y,z.

2.4.3. Ecuaciones Constitutivas Piezoeléctricas

Un material piezoeléctrico tiene la capacidad de generar un campo eléctrico a partir de
la deformación mecánica e, inversamente, de sufrir deformaciones como respuesta a un
campo eléctrico (Moheimani and Fleming, 2006). Estos fenómenos son conocidos como
el efecto piezoeléctrico directo e inverso, respectivamente.
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Debido a esto, las ecuaciones constitutivas piezoeléctricas se escribirán a partir de las
ecuaciones constitutivas mecánicas (2-8) y eléctricas (2-18); sin embargo, estas no son su-
ficientes para describir completamente el comportamiento del material, ya que es necesa-
rio introducir las expresiones del acople electro-mecánico y los coeficientes piezoeléctri-
cos e del material. En concreto, una deformación S en el material induce una polarización
eS por el efecto piezoeléctrico directo, mientras un campo eléctrico E tiende a alinear los
dipolos en el dieléctrico, induciendo un esfuerzo −eE. Donde e es la constante piezoeléc-
trica que acopla el medio mecánico y eléctrico. Las ecuaciones constitutivas mecánicas y
eléctricas acopladas resultan ser (Piefort, 2001):

T = cES − eE (2-22)

D = εSE + eS (2-23)

Donde el superíndice en cE indica que las propiedades mecánicas son descritas cuando
se somete el material a un campo eléctrico constante y en εS indica que las propiedades
dieléctricas son descritas a una deformación constante (Meitzler et al., 1988). Las ecua-
ciones (2-22) y (2-23) son conocidas como las ecuaciones constitutivas de los materiales
piezoeléctricos. Mientras la primera se refiere a los materiales piezoeléctricos en configu-
ración de actuadores, la segunda ecuación se refiere a una configuración de sensores.

En forma matricial, las ecuaciones (2-22) y (2-23) se pueden reescribir como:[
T
D

]
=

[
cE −e
e εS

][
S
E

]
(2-24)

En esta expresión, los tensores de las ecuaciones constitutivas piezoeléctricas se es-
criben de diferentes formas dependiendo de la dirección de polarización (x, y, o z) con
respecto al sistema de coordenadas definido (Nader, 2002). Estas expresiones se presen-
tan en detalle en el Anexo A. Finalmente, la relación entre las diferentes magnitudes
físicas y las propiedades de un material (elasticidad, piezoelectricidad, entre otras) son
presentadas en la figura 2-5. Este diagrama, conocido como el Diagrama de Heckmann,
muestra las relaciones termodinámicas entre medios continuos mecánicos, eléctricos y
térmicos, definiendo las propiedades fundamentales y sus relaciones físicas, sintetizando
las ecuaciones constitutivas generales de la termodinámica (Piefort, 2001).

2.5. Modelado por el Método de los Elementos Finitos

En muchas situaciones, los problemas de ingeniería se deben resolver usando modelos
aproximados de los fenómenos físicos, con lo cual se obtiene una formulación discre-
ta de un problema. Sin embargo, una definición completa de los problemas involucran
un marco matemático que deriva en ecuaciones diferenciales parciales o formulaciones
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Fig. 2-5.: Diagrama de Heckmann. Figura adaptada de Piefort (2001).

equivalentes para describir el medio continuo. En algunos casos, estas ecuaciones, son tan
complejas que simplemente no se pueden resolver analíticamente o carecen de una solu-
ción exacta (Piefort, 2001). En estos casos, es necesario usar métodos de aproximación
numérica como las diferencias finitas, los residuos ponderados, las funciones de aproxi-
mación, o el más conocido en la ingeniería moderna, el Método de los Elementos Finitos
(MEF) (Zienkiewicz et al., 2013). Este último método, gracias al avance en tecnologías de
la computación, puede resolver problemas a partir de un modelo matemático (ecuaciones
diferenciales), discretizando el dominio al dividir el medio continuo en un número finito
de partes o “elementos finitos”. A cada uno de estos elementos se les analiza el com-
portamiento individual y luego se reconstruye el comportamiento del sistema original
completo (Zienkiewicz et al., 2013; Cook et al., 2007).
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2.5.1. Principio Variacional

En la formulación de elementos finitos se requiere la expresión integral (forma débil)
de una ecuación diferencial (forma fuerte) que describe el sistema para hallar la solución
al problema continuo. Una forma para hallar la expresión integral se conoce como Prin-
cipio Variacional. Este principio consiste en hallar un funcional Π tal que la solución al
problema continuo de la variable v haga el funcional estacionario con respecto a cambios
arbitrarios δv (Zienkiewicz et al., 2013). Esta variable v representa el desplazamiento y
el voltaje en el caso de los medios continuos piezoeléctricos. Esto se puede escribir como:

δΠ = 0 (2-25)

En el caso de estructuras piezoeléctricas, es posible derivar la forma débil del problema
usando una modificación del principio de Hamilton, donde se establece que la dinámica
de un sistema físico puede ser determinada por un problema variacional basado en el
funcional Lagrangiano L, el cual contiene toda la información física del sistema e incluye
tanto las contribuciones eléctricas como las mecánicas. Aplicando esta definición en la
ecuación (2-25) se escribe el problema variacional piezoeléctrico como (Lerch, 1990):

δ

∫ t2

t1

Ldt = 0 (2-26)

Donde el Lagrangiano L será determinado por todas las energías disponibles en el
medio piezoeléctrico:

L = EK +EE +ED +W (2-27)

Con EK es la energía cinética, EE es la energía elástica, ED es la energía dieléctrica, y
W es el trabajo virtual. Es común encontrar en la literatura la ecuación (2-26) como:

δ

∫ t2

t1

(L+W )dt = 0 (2-28)

Esta última expresión agrupa los primeros tres términos de la ecuación (2-27) en L y
deja explícito el trabajo virtualW para facilitar las operaciones de solución.

Ya que el Lagrangiano determina la relación de energías en el sistema, se define como
una relación entre la energía cinética J y la entalpía H (Piefort, 2001):

L =
∫
V

(J −H )dV (2-29)

En esta expresión, la energía cinética es:

J =
1
2
ρu̇T u̇ (2-30)
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Donde u es el desplazamiento y u̇ la velocidad. La entalpía será:

H =
1
2

[ST T −ETD] (2-31)

Por otra parte, el trabajo virtual será la suma de fuerzas de volumen FV , las fuerzas de
contacto FS y las cargas eléctricas aplicadas Q:

W = FV + FS +Q (2-32)

Las ecuaciones (2-29) y (2-32), incluyendo las ecuaciones constitutivas (2-24) y la for-
ma fuerte del problema, se reemplazan en la ecuación (2-28) para resolver el problema
variacional.

2.5.2. Formulación Fuerte del Problema Piezoeléctrico

La forma fuerte de un problema es descrito por ecuaciones diferenciales. En el caso
de los problemas piezoeléctrico estará definido por las ecuaciones de balances mecánicos
y eléctricos (Naillon et al., 1983). Las ecuaciones de balance mecánico corresponden al
cálculo de fuerzas expresado por la ecuación de Newton para medios continuos:

∇ ·T = ρ
∂2u
∂t2

(2-33)

Donde T es el tensor de esfuerzos, ρ es la densidad de masa, u es el vector de des-
plazamientos, y ∇ es el operador de gradiente. Por otra parte, las ecuaciones de balance
eléctrico están descritas por la ley de Gauss de las ecuaciones de Maxwell, asumiendo que
el material es aislante (Lerch, 1990):

∇ ·D = 0 (2-34)

Donde D es la densidad de flujo eléctrico y está directamente relacionada al campo
eléctrico E por la permitividad ε, definida en la ecuación (2-18). Adicionalmente, el ten-
sor de deformación S está relacionado al vector desplazamiento mecánico u por:

S = ∇u (2-35)

De forma análoga, el campo eléctrico E está relacionado al potencial eléctrico φ por:

E = −∇φ (2-36)

Las ecuaciones (2-33) a (2-36) son la formulación fuerte para problemas piezoeléctri-
cos, que en complemento con las ecuaciones constitutivas (2-24) y las condiciones de
frontera, forman el modelo matemático completo del sistema.
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2.5.3. Elemento Finito Piezoeléctrico

Las ecuaciones que describen cualquier sistema dinámico piezoeléctrico pueden ser
escritas en términos de los desplazamientos u y los potenciales eléctricos φ. A estas dos
magnitudes se les llamará las incógnitas del problema de elementos finitos, que a su
vez representarán los grados de libertad del sistema. Las incógnitas en el nodo de un
elemento finito vi , en la relación al valor de la incógnita en cualquier punto del espacio v,
están relacionadas por la funciones de interpolación polinomiales ax (Cook et al., 2007),
tal que:

v = xa (2-37)

En donde:
x =

[
1 x x2 x3 . . . xn

]
(2-38)

a =
[
a0 a1 a2 a3 . . . an

]T
(2-39)

Al aplicar las condiciones de frontera, el vector de valores nodales vi se relaciona con
el vector de coeficientes a por la matriz de coordenadas globales A, tal que:

vi = Aa (2-40)

Despejando a y reemplazando en (2-37):

v = xA−1vi (2-41)

A la expresión xA−1 =N se le conoce como funciones de forma. Se define entonces que
el desplazamiento u y el potencial eléctrico φ de un elemento finito están relacionados
con sus respectivos valores nodales ui y φi por las funciones de formaN u,φ, tales que:

u = N uui
φ = N φφi

(2-42)

Además, de (2-35) y (2-36) se sabe que la deformación S y el campo eléctrico E están
relacionados por la derivada del desplazamiento u y el potencial eléctrico φ, Esto es:

S = DN uui = Buui
E = −∇N φφi = −Bφφi

(2-43)

Donde Bu y Bφ son las matrices gradiente mecánica y eléctrica, las cuales se refieren a
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la derivada de las funciones de forma a través de los operadores diferenciales D y ∇:

Bu =



∂
∂x

0 0

0
∂
∂y

0

0 0
∂
∂z

0
∂
∂z

∂
∂y

∂
∂z

0
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂x

0



N u (2-44)

Bφ =



∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z


N φ (2-45)

Las matrices gradiente cumplen la función de relacionar, respectivamente, los despla-
zamientos ui y potenciales φi nodales con las deformaciones S y campos eléctricos E.
Luego, a través de las propiedades mecánicas, eléctricas y piezoeléctricas es posible re-
lacionar los esfuerzos T y densidades de flujos eléctricos D, como es presentado en la
ecuación (2-24).

Reemplazando las ecuaciones del principio variacional desarrolladas en la sección 2.5.1,
se obtiene la expresión general de movimiento en sistemas dinámicos, expandida para
incluir el efecto piezoeléctrico en las matrices de elementos finitos de masa M , amorti-
guamiento D y rigidez K. Escrita en forma matricial:[

Muu 0
0 0

]{
ü
φ̈

}
+
[
Duu 0

0 Dφφ

]{
u̇
φ̇

}
+
[
Kuu Kuφ
Kφu Kφφ

]{
u
φ

}
=

{
f
q

}
(2-46)

Donde, las matrices de masa Muu, rigidez Kuu, acople piezoeléctrico Kuφ, capacitancia
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Kφφ, amortiguamiento mecánico Duu y eléctrico Dφφ, son (Piefort, 2001):

Muu = ρ
∫
V
N T

uN udV (2-47)

Kuu =
∫
V
BTucEBudV (2-48)

Kuφ =
∫
V
BTueTBφdV (2-49)

Kφφ = −
∫
V
BTφεBφdV (2-50)

Kφu =KTuφ (2-51)

Duu = αMuu + βKuu (2-52)

Dφφ = −h
d

ω
Kφφ (2-53)

Donde α y β son las constantes del amortiguamiento de Rayleigh, hd es el factor de pér-
dida dieléctrico, y ω es la frecuencia angular (Nader, 2002). Además, las fuerzas externas
(de cuerpo y superficie) y las cargas eléctricas aplicadas al sistema son (Piefort, 2001):

f =
∫
V
N T

uFBdV +
∫
S
N T

uFSdS +N T
uFC (2-54)

q = −
∫
S
N T

φqSdS −N
T
φQ (2-55)

Donde FB son las fuerza de cuerpo, FS las fuerzas de superficie, FC las fuerzas de con-
tacto, qS las cargas eléctricas de superficie, y Q las cargas eléctricas en el dieléctrico.

De la ecuación 2-46 se derivan las diferentes formulaciones para el análisis estático,
modal y armónico. En el caso de un problema estático, tan solo se consideran los términos
de rigidez y las cargas, por tanto, la ecuación que describe el sistema será:[

Kuu Kuφ
Kφu Kφφ

]{
u
φ

}
=

{
f
q

}
(2-56)

En el caso de un análisis modal, adicionalmente se consideran los efectos de inercia en
las matrices de masa, de forma que la ecuación que describe el sistema será:[

Muu 0
0 0

]{
ü
φ̈

}
+
[
Kuu Kuφ
Kφu Kφφ

]{
u
φ

}
=

{
f
q

}
(2-57)

Finalmente, en el caso de análisis armónicos se consideran todos los términos, es de-
cir, la ecuación que describe el sistema será la ecuación completa, tal como se presenta
la ecuación 2-46. En el Capítulo 3 se describe de forma más detallada las consideracio-
nes para los análisis modales y armónicos de sistemas dinámicos usando el método de
elementos finitos.
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2.5.4. Elemento Finito Mecánico

La ecuación que describe un sistema dinámico mecánico se escribe en términos de los
desplazamientos u, que a su vez serán los grados de libertad del sistema y cumplen la
ecuación general de movimiento:

Mü+Du̇+Ku = f (2-58)

Es notable que la ecuación 2-58 es muy similar a la ecuación 2-46, la única diferencia es
la consideración de los grados de libertad eléctricos φ. Esto se debe a que la formulación
del elemento finito mecánico es exactamente igual a la formulación presentada para el
elemento finito piezoeléctrico, basta con eliminar los grados de libertad eléctricos o hacer
las propiedades dieléctricas (ε) y piezoeléctricas (e) iguales a cero en la formulación de
las matrices locales de los elementos finitos (ecuaciones 2-47 a 2-53).

2.6. Implementación de Elementos Finitos

En este trabajo se implementaron dos tipos de elementos finitos hexahédricos; de 8 y 20
nodos, con cuatro grados de libertad por nodo, tres de ellos para desplazamientos ux, uy y
uz, y otro para voltajes φ. La matrices de los elementos presentadas en la Sección 2.5, son
implementadas realizando un cambio de coordenadas para construir una formulación
de elementos finitos isoparamétricos, la cual es un formulación versátil que le permite a
los elementos tener formas no rectangulares (Cook et al., 2007). Las funciones de forma
isoparamétricas de ambos tipos de elementos finitos son presentadas a continuación.

2.6.1. Elemento Hexaédrico de 8 nodos

Este elemento finito es el más popular, también llamado elemento lineal Brick, ya
que sus funciones de interpolación son lineales. Aunque este elemento es muy usado
por su fácil implementación, tiene problemas de shear-locking, volume-locking y hourglass
(Dhondt, 2004). En la Figura 2-6 se muestra un diagrama del elemento de 8 nodos y se
establece el sistema de coordenadas locales del mismo.

Las funciones de forma de este tipo de elementos surgen del polinomio de ocho varia-
bles con más bajo orden posible. Este polinomio es:

ϕi(ξ,η,ζ) = ai + biξ + ciη + diζ + eiξη + fiξζ + giηζ + hiξηζ (2-59)

Donde ϕi puede tomar valores entre 0 y 1, de forma que:

ϕi
(
ξj ,ηj ,ζj

)
= δij (2-60)
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Fig. 2-6.: Elemento finito hexaédrico de 8 nodos. Figura adaptada de Dhondt (2004).

Así, las funciones de forma del elemento finito isoparamétrico son la combinación de
las ecuaciones anteriores (Dhondt, 2004):

ϕ1 = (1− ξ)(1− η)(1− ζ)/8 (2-61)

ϕ2 = (1 + ξ)(1− η)(1− ζ)/8 (2-62)

ϕ3 = (1 + ξ)(1 + η)(1− ζ)/8 (2-63)

ϕ4 = (1− ξ)(1 + η)(1− ζ)/8 (2-64)

ϕ5 = (1− ξ)(1− η)(1 + ζ)/8 (2-65)

ϕ6 = (1 + ξ)(1− η)(1 + ζ)/8 (2-66)

ϕ7 = (1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ)/8 (2-67)

ϕ8 = (1− ξ)(1 + η)(1 + ζ)/8 (2-68)

2.6.2. Elemento Hexaédrico de 20 nodos

Este elemento contiene 20 nodos repartidos en las mismas posiciones del elemento de
8 nodos (vértices) y adicionalmente en los bordes de cada cara del elemento. En la Figura
2-7 se muestra el diagrama con la disposición de los nodos en el elemento en el sistema de
coordenadas local. Este elemento, también llamado Brick cuadrático por sus funciones de
interpolación, puede simular fronteras curvas con buena aproximación, puede solucionar
problemas comunes del elemento Brick lineal, y puede soportar grandes deformaciones
(Dhondt, 2004). Las funciones de forma de este tipo de elementos surgen de un polinomio
cuadrático con 20 variables. Este polinomio evaluado en las posiciones locales de cada
nodo, dan como funciones de forma:
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Fig. 2-7.: Elemento finito hexaédrico de 20 nodos. Figura adaptada de Dhondt (2004).

ϕ1 = −(1− ξ)(1− η)(1− ζ)(2 + ξ + η + ζ)/8 (2-69)

ϕ2 = −(1 + ξ)(1− η)(1− ζ)(2− ξ + η + ζ)/8 (2-70)

ϕ3 = −(1 + ξ)(1 + η)(1− ζ)(2− ξ − η + ζ)/8 (2-71)

ϕ4 = −(1− ξ)(1 + η)(1− ζ)(2 + ξ − η + ζ)/8 (2-72)

ϕ5 = −(1− ξ)(1− η)(1 + ζ)(2 + ξ + η − ζ)/8 (2-73)

ϕ6 = −(1 + ξ)(1− η)(1 + ζ)(2− ξ + η − ζ)/8 (2-74)

ϕ7 = −(1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ)(2− ξ − η − ζ)/8 (2-75)

ϕ8 = −(1− ξ)(1 + η)(1 + ζ)(2 + ξ − η − ζ)/8 (2-76)

ϕ9 = (1− ξ)(1 + ξ)(1− η)(1− ζ)/4 (2-77)

ϕ10 = (1 + ξ)(1− η)(1 + η)(1− ζ)/4 (2-78)

ϕ11 = (1− ξ)(1 + ξ)(1 + η)(1− ζ)/4 (2-79)

ϕ12 = (1− ξ)(1− η)(1 + η)(1− ζ)/4 (2-80)

ϕ13 = (1− ξ)(1 + ξ)(1− η)(1 + ζ)/4 (2-81)

ϕ14 = (1 + ξ)(1− η)(1 + η)(1 + ζ)/4 (2-82)

ϕ15 = (1− ξ)(1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ)/4 (2-83)

ϕ16 = (1− ξ)(1− η)(1 + η)(1 + ζ)/4 (2-84)

ϕ17 = (1− ξ)(1− η)(1− ζ)(1 + ζ)/4 (2-85)

ϕ18 = (1 + ξ)(1− η)(1− ζ)(1 + ζ)/4 (2-86)

ϕ19 = (1 + ξ)(1 + η)(1− ζ)(1 + ζ)/4 (2-87)

ϕ20 = (1− ξ)(1 + η)(1− ζ)(1 + ζ)/4 (2-88)
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2.7. Problemas de Implementación

Esta sección trata algunos problemas comunes de implementación del método de los
elementos finitos para problemas de piezoelectricidad. Este método fue implementado en
MATLAB usando programación orientada a objetos y fue verificado analíticamente con
reportes teóricos y experimentales en la literatura y numéricamente usando el software
ANSYS. Los resultados de la implementación son presentados en el Capítulo 5.

2.7.1. Condicionamiento Numérico

La simulación de transductores piezoeléctricos aplicando el método de los elementos
finitos es en sí mismo un problema mal condicionado numéricamente ya que se trabaja
con unidades mecánicas y eléctricas que poseen valores de ordenes de magnitud física
muy diferentes. Las propiedades elásticas de un material generalmente se expresan en
Gigapascales y pueden estar en un orden de grandeza de 109, mientras las propiedades
eléctricas del mismo material pueden oscilar alrededor de 10−12. Esto representa una di-
ferencia de grandezas en un orden de 1020 en la matriz de rigidez del sistema (Nakasone,
2011). Para atenuar este problema de condicionamiento numérico se trabaja con un siste-
ma de unidades alternativo, en el cual se reduce la gran diferencia entre los valores de las
propiedades del material. En la Tabla 2-1 se presenta el sistema de unidades alternativo
utilizado en este trabajo.

En la implementación del sistema de unidades alternativo realizada en MATLAB, se
utilizaron las constantes de la Tabla 2-1 que escalan cada propiedad del material, sea
elástico o piezoeléctrico, de la siguiente forma:

1. 10−6 para la elasticidad.

2. 1012 para la permitividad.

3. 103 para la piezoelectricidad.

4. 10−6 para la densidad.

Luego de aplicar esta conversión de unidades, el orden de grandeza resultante entre
los los valores más grandes y los más pequeños, oscila alrededor de 103, mientras en el
sistema de unidades original el orden de grandeza era de 1020.

2.7.2. Electrodos Piezoeléctricos

Un problema común de la implementación de elementos finitos involucra una serie
de condiciones de frontera que se pueden expresar matemáticamente como funciones de
los grados de libertad individuales. Estas son llamadas "restricciones simples de grados de
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Magnitud Sistema Internacional Sistema Alternativo
Masa kg g
Longitud m mm
Tiempo s ms
Corriente eléctrica A µA
Frecuencia Hz kHz

Tensión eléctrica V 10−6 g ·mm2

µA ·ms3

Carga eléctrica C 109µA ·ms

Densidad
kg

m3
10−6 g

mm3

Elasticidad
N

m2
10−6 g

mm ·ms2

Piezoelectricidad
C

m2 103µA ·ms
mm2

Permitividad
F
m

1012µA
2 ·ms4

g ·mm3

Tabla 2-1.: Conversión de magnitudes para un sistema de unidades alternativo.

libertad". Sin embargo, algunas situaciones como el modelado de electrodos piezoeléctri-
cos hace necesario el acople de dos o más grados de libertad. Este proceso de acoplar se
conoce como restricciones de múltiples grados de libertad y consiste en generar ecua-
ciones que conectan dos o más grados de libertad. Existen varios métodos para imponer
ecuaciones de restricción, el más sencillo de entender e implementar se conoce como "La
eliminación Maestro-Esclavo". Este método consiste elegir un grado de libertad “Maestro”
y a partir de este escribir las ecuaciones de restricción de los grados de libertad “Esclavos”
(Felippa, 2014).

Para entender el funcionamiento del método, se ejemplificará un problema simple:
Suponga que tiene un sistemaKu = f con 6 grados de libertad. Se desea acoplar los grados
de libertad 2, 5 y 6. Para este caso, se escoge el grado de libertad 2 como el maestro y los
demás como esclavos. Las ecuaciones de restricción se pueden escribir como:

u5 = u2 u6 = u2 (2-89)

Ahora es necesario incluir las ecuaciones de restricción en el sistema. Para esto, se mo-
dificará el vector u a través de una matriz de acople T , tal que:

u = T û (2-90)
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Esto se puede escribir para nuestro ejemplo como:

u1

u2

u3

u4

u5

u6


=



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 1 0 0




u1

u2

u3

u4

 (2-91)

Es importante notar que la matriz de acople T siempre tendrá un tamaño n× q, donde n
es el número de total de grados de libertad y q el número de grados de libertad no res-
tringidos, incluyendo al grado de libertad maestro.

Ahora que ya se tienen incluidas las ecuaciones de restricción en el sistema a través de
la ecuación 2-90, se puede reescribir como:

K̂û = f̂ (2-92)

Donde:
K̂ = T TKT f̂ = T T f (2-93)

Formas más complejas en el uso de las ecuaciones de restricción son usadas en problemas
comunes simple y complejos, sin embargo, estos temas son abordados por Felippa (2014).
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3.1. Introducción

Las vibraciones son oscilaciones mecánicas a partir de un punto de equilibrio que ex-
perimentan partículas o cuerpos. En general, las actividades humanas y la naturaleza
involucran vibraciones de una forma u otra, algunas veces su amplitud es tan baja que no
las podemos percibir, y otras veces las vibraciones tienen tal amplitud que pueden oca-
sionar desastres naturales como terremotos o tormentas. Por una parte, las vibraciones
pueden ser de gran utilidad (e.g. mezcladores y separadores, explotación minera, fabrica-
ción de instrumentos, entre otros), pero por otra parte, el exceso de vibración en muchos
sistemas puede causar daños graves y de allí la importancia de estudiar los fenómenos
vibratorios y cómo mitigarlos de formas apropiadas (Chakraverty, 2008).

Las vibraciones están presentes en sistemas biológicos, sistemas de comunicación, ins-
trumentos musicales, entre otros; sin embargo, los sistemas mecánicos y las estructuras
sufren de vibraciones indeseadas que pueden ser destructivas (Inman, 2013). Algunos
efectos dañinos causados por las vibraciones se presentan en estructuras de aviones, heli-
cópteros, puentes, edificios, máquinas, sistemas de suspensión, telescopios, mecanismos
de alta precisión, sistemas ópticos, entre otros (Preumont and Seto, 2008). La teoría de
control aplicada a la supresión de vibraciones es un tema que se suele llamar Control
Estructural y se ha convertido en un tema importante en el diseño de mecanismos más
precisos y menos tolerantes a las vibraciones (Inman, 2006). Adicionalmente, el estudio
de estructuras delgadas se torna importante debido a que ellas constituyen una parte
fundamental de numerosas estructuras en aeronaves, rotores, vehículos, sensores o em-
barcaciones, lo cual hace del estudio de vibraciones en este tipo de estructuras de extrema
importancia en una amplio rango de aplicaciones de ingeniería aeronáutica, civil o mecá-
nica (Chakraverty, 2008).

En esencia, existen tres acercamientos a un problema de control de vibraciones:

Control Pasivo.

Control Activo.

Control Semi-activo o Semi-pasivo.
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El abordaje de control pasivo se enfoca en la disipación de energía del sistema, mas no
posee información del comportamiento dinámico del sistema en tiempo real ya que no
usa sensores y su rendimiento depende del diseño de control pasivo propuesto. El con-
trol semi-activo o semi-pasivo sí puede conocer información del sistema por medio de
sensores, pero sus actuadores se encargan de disipar la energía vibratoria en otro tipo de
energía. Este abordaje de control puede ser entendido como un amortiguamiento activo
o inteligente. Finalmente, el control activo además de observar el sistema a través de sus
sensores, tiene la capacidad de introducir energía de control al sistema a través de sus
actuadores de acuerdo a una estructura de control (Preumont, 2011).

En este capítulo se abordará el control activo de vibraciones aplicado en problemas
de estructuras delgadas utilizando materiales piezoeléctricos como transductores en con-
figuración de actuadores y sensores. Inicialmente, se presenta una reseña histórica del
desarrollo de control de vibraciones en un contexto general y concluye presentando el
desarrollo histórico específico al interés de esta tesis. Luego, se aborda el análisis dinámi-
co de estructuras utilizando el método de los elementos finitos. Posteriormente, se pre-
senta el desarrollo teórico de los conceptos de controlabilidad y observabilidad usado en
la formulación de la optimización topológica. Finalmente, se aborda el tema de control
óptimo aplicado en esta tesis.

3.2. Reseña Histórica

La palabra vibraciones, que viene del latín vibrationem, ya existía alrededor del siglo VI
A.C; pero era usado en el contexto de la música, aún cuando existe evidencia de instru-
mentos musicales en China cerca de 13,000 años A.C. Sin embargo, uno de los primeros
laboratorios de vibraciones, de los que se tiene conocimiento, fue fundado por el matemá-
tico y filósofo griego Pitágoras de Samos (570-497 A.C.), inspirado por el sonido emitido
por los martillos al golpear el metal (Archambault, 2003). Fue Pitágoras quien inició la
teoría de las vibraciones en el siglo quinto A.C; en asociación con la teoría de la música y
la teoría de la acústica; además, unificó de manera rigurosa la teoría musical de la época
con la teoría de los números (Dimarogonas, 1990).

Pitágoras observó acertadamente que el tono del sonido emitido por los martillos gol-
peando el metal no dependía de la fuerza golpe, mas sí del peso propio de cada martillo,
de forma que una variación de una octava en el sonido correspondía a la relación de peso
2:1, lo que estableció uno de los primeros axiomas de la teoría de la vibraciones (Archam-
bault, 2003). Además, determinó que la frecuencia natural de los sistemas vibratorios es
una propiedad de cada sistema y no depende de la excitación, y estableció un método
racional para medir la frecuencia de los sonidos basado en intervalos sonoros básicos de
los instrumentos musicales (Dimarogonas, 1990).
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Cuando parecía que todo el conocimiento de la música y la acústica provenía de los
griegos, el famoso arquitecto romano Marcus Vitruvius Pollio (80-15 A.C.) escribió, al-
rededor del año 20 A.C., un tratado titulado De Architectura Libri Decem acerca de los
fenómenos acústicos en los teatros. Este texto estuvo perdido hasta el siglo quince, y no
existe registro de avances teóricos en acústica o vibraciones durante los 16 siglos poste-
riores al trabajo de Vitruvius (Rao, 2011).

Solo hasta el siglo XVII, se registran nuevamente avances teóricos y experimentales
sobre la oscilación del péndulo y la vibración en cuerdas. Galileo Galilei (1564-1642)
publica en 1638 un escrito llamado Discorsi e Dimostrazioni Matematiche Intorno a Due
Nuove Scienze, en el cual se discute la vibración en los péndulos, sus dependencias de las
frecuencias de resonancia y la relación entre frecuencia, longitud, tensión y densidad de
una cuerda vibrante. Sin embargo, el primer trabajo formal de vibración de cuerdas es
publicado por el matemático francés Marin Mersenne (1588-1648) en su libro Harmoni-
corum Liber, publicado en 1636 (Rao, 2011).

Todos los esfuerzos hasta esa época se concentraron en entender el fenómeno de las vi-
braciones y en desarrollar modelos matemáticos para describir el comportamiento físico
de estos sistemas; pero, en tiempos más recientes, las aplicaciones de la teoría de vibracio-
nes comenzaron a cobrar sentido en las aplicaciones de ingeniería debido a la cantidad de
fallas reportadas en máquinas y estructuras debido al exceso de vibraciones (Rao, 2011).

Un famoso suceso histórico del efecto de las vibraciones ocurrió en 1940 con el primer
puente suspendido de Estados Unidos, llamado Tacoma Narrows Bridge (ver Figura 3-1).
El puente de Tacoma colapsó tan solo cuatro meses después de su inauguración debido
a un exceso de vibraciones verticales inducidas por resonancia mecánica con las fuertes
condiciones de vientos debido a un fenómeno aerodinámico de resonancia conocido como
auto-excitación o amortiguamiento negativo en un modo de vibración torcional del puente
(Billah and Scanlan, 1991). Luego del desastre, muchos textos de física presentan este
suceso como un ejemplo de resonancias mecánicas forzadas.

Tal vez una de las primeras aplicaciones en control de vibraciones aparece en 1904 con
la patente presentada por Vittorio Arcioni titulada Damping Device for Measuring Instru-
ments. En esta invención se especifica un dispositivo que reduce al mínimo las oscilacio-
nes y vibraciones de las partes móviles en instrumentos de medición eléctrica (Arcioni,
1904). Luego, en 1909, Hermann Frahm (1867-1939) propone el primer absortor dinámi-
co de vibraciones (Den Hartog, 1985). Desde entonces, el análisis y control de vibraciones
se ha convertido en un disciplina formal de la ingeniería, y aunque la teoría de interfe-
rencia de ondas, la cual es un concepto básico en el control activo de ruido y vibraciones,
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Fig. 3-1.: Puente de Tacoma durante la vibración inducida por el viento. Noviembre 7 de 1940.
Imagen de Historical Photography Collection, Universidad de Washington (Rao, 2011).

fue desarrollada en el siglo XVII, solo hasta principios de 1930 empiezan a ser reportados
aplicaciones de control activo de vibraciones (Tokhi et al., 2002).

Desde la ingeniería naval se realizaron importantes contribuciones al control de vi-
braciones (Guicking, 2007). En 1905, el ingeniero británico Arnulph Mallock publica un
trabajo para reducir las vibraciones de una embarcación a vapor mediante la sincroniza-
ción de dos motores con fase opuesta. Luego en 1934, H. Hort publica el control activo
de vibraciones de rotación en grandes embarcaciones usando tanques anti-volcamiento
(Tanques de Frahm). Atacando un problema similar de embarcaciones, J. F. Allan pro-
pone en 1945 un control de estabilización usando “Aletas Activas”. De forma similar, se
han propuesto controles de vibración para estructuras de aeronaves (Alfred, 1944), en
ambientes especiales como vacío extremo (Anon, 1959), y aplicaciones aero espaciales de
control de estructuras flexibles (Leatherwood et al., 1971).

Algunas aplicaciones modernas en ingeniería, específicamente relacionadas al control
activo de vibraciones en estructuras serán presentadas en la siguiente sección.
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3.3. Aplicaciones en Control de Estructuras

En muchas aplicaciones espaciales y terrestres se requiere asegurar estabilidad de ope-
ración en lugar de precisión. Esta especificación sobre la estabilidad estructural para mi-
siones espaciales, combinada con el requisito de estructuras livianas, ha generado inves-
tigaciones exhaustivas en el área del control activo de estructuras. En la Figura 3-2 se
muestra una plataforma para control vibraciones de seis ejes, usando dos plataformas
triangulares paralelas, conectadas por seis actuadores ortogonales entre sí. Esta plata-
forma es usada como sistema de control de vibraciones en instrumentos muy sensibles,
específicamente en aplicaciones de interferómetros en exploraciones espaciales con el
propósito de usar varios telescopios pequeños como interferómetros en lugar de un gran
telescopio monolítico (Hanieh, 2003).

Fig. 3-2.: Plataforma de Stewart construida en el Active Structures Laboratory.

El control activo de estructuras puede entenderse como un proceso de amortiguamien-
to activo, un enfoque es especialmente interesante en aplicaciones de control con fluidos
electro/magneto-reológicos. Una aplicación implementada en un montacargas para re-
ducir el impacto de las vibraciones de baja frecuencias en las personas que operan este
tipo de maquinas es mostrada en la Figura 3-3. El dispositivo consiste en cuatro amorti-
guadores magnetoreológicos Lord 1005 que sustituyen un parte de la estructura original
del montacargas, permitiendo los movimientos verticales y de rotación con mayor flexi-
bilidad, mientras previene movimientos horizontales.

http://scmero.ulb.ac.be
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Este proyecto en control de vibraciones fue realizado por el Active Structures Labora-
tory, la compañía belga MicroMega-Dynamics, y el Instituto Nacional de Investigación y
Seguridad (INRS) de Francia.

Fig. 3-3.: (Izquierda) Montacargas Komatsu FD20 usando en el proyecto. (Derecha) Esquema del
sistema control semi-activo de vibraciones implementado en el montacargas.

Por otra parte, la nanotecnología ha desarrollado nuevas herramientas para aumentar
el rendimiento de sensores y actuadores en control de nanoestructuras. Uno de los ma-
yores desafíos de esta tecnología es la manipulación de componentes sometidos a fuerzas
de nivel molecular con dimensiones inferiores a 100 nanómetros. Se pueden encontrar
muchas aplicaciones en varios campos, como las biotecnologías (estudio de ADN y pro-
teínas), el almacenamiento de datos o la ciencia de materiales (nanotubos o caracteri-
zación de películas en superficies) (Letier et al., 2003). En la Figura 3-4 se muestra un
mecanismo de control de nanoestructuras usando materiales piezoeléctricos para crear
un interfaz háptica en un microscopio de fuerza atómica (AFM).

Fig. 3-4.: (Izquierda) Dispositivo háptico para microscopio AFM. (Derecha) Detalle de la estruc-
tura principal del nanomanipulador. Imágenes adaptadas de Letier et al. (2003).

http://scmero.ulb.ac.be
http://scmero.ulb.ac.be
https://micromega-dynamics.com/
https://micromega-dynamics.com/
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Algunas aplicaciones de ingeniería civil como puentes suspendidos o puentes colgan-
tes, torres estructurales, grandes superficies como techos de estadios, son generalmente
estructuras atadas con cables para soportar las cargas. Estas estructuras son muy flexibles
y sensibles a vientos y vibraciones inducidas. En estos casos se usan los llamados “Tendo-
nes Activos”, los cuales se presentan en la Figura 3-5, que ejemplifica una sección de un
puente en construcción, donde se tienen dos plataformas y una columna central.

Fig. 3-5.: Configuración de un experimento de vibración de puentes a excitaciones armónicas.
Imagen tomada de Preumont (2011).

Otra aplicación en ingeniería civil muy común en control de vibraciones de grandes
estructurase delgadas, como los edificios, es la lucha contra las perturbaciones por viento
o los movimientos sísmicos. Una solución práctica es la inclusión de amortiguadores di-
námicos llamados Mass Dampers (Amortiguadores de masa). En la Figura 3-6 se muestra
la edificación Yokohama Landmark Tower, la cual fue construida en 1993 y tiene un arreglo
de estos actuadores en paralelo como sistema de control antisismos, también mostrados
en la figura.
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Fig. 3-6.: (Izquierda) Yokohama Landmark Tower, (Derecha) Amortiguador usado en la construc-
ción del edificio como parte del control de vibraciones. Imagen adaptada de Preumont
and Seto (2008).

El control de vibraciones en estructuras flexibles, como las hélices de un helicóptero
o las alas de una aeronave, ha sido estudiados por la NASA en el Transonic Dynamics
Tunnel (TDT), instituto dedicado a resolver problemas aeroelásticos como las vibraciones
inducidas por viento en diferentes estructuras. En la Figura 3-7 se muestra un modelo de
investigación llamado HSR-RSM (High-Speed Research - Rigid Semispan Model) usado para
obtener información estática y dinámica de una aeronave (Cole et al., 2003) sometida a
pruebas aerodinámicas que generan vibración en la estructura de la misma.

3.4. Análisis Dinámico de Estructuras

Los procesos dinámicos en la naturaleza se pueden describir con modelos matemáticos
que incluyen dependencias en los efectos acumulados (integración) de las variables del
proceso, y dependencia en las tasa de cambio (diferenciación) de esas variables. Esas dos
características determinan la dinámica de un sistema y generalmente pueden ser reduci-
das a una forma de ecuaciones diferenciales (Goodwin et al., 2001).

Estos modelos matemáticos se pueden usar para resolver problemas dinámicos estruc-
turales, y se dividen en dos grandes tipologías (Chakraverty, 2008):



3.4 Análisis Dinámico de Estructuras 43

Fig. 3-7.: Modelo HSR-RSM montado en el laboratorio TDT. Imagen tomada de la galería de
Transonic Dynamics Tunnel

Sistemas discretos o lumped, con grados de libertad finitos.

Sistemas continuos o distribuidos, con infinitos grados de libertad.

Los modelos matemáticos de los sistemas dinámicos discretos se describen con varia-
bles que solo dependen del tiempo, mientras los sistemas continuos son descritos con
variables que dependen del tiempo y del espacio. De esta forma, las ecuaciones de movi-
miento de sistemas discretos son escritas con ecuaciones diferenciales ordinarias, mien-
tras las ecuaciones de los sistemas continuos son gobernadas por ecuaciones diferenciales
parciales (Chakraverty, 2008).

Normalmente, la representación de sistemas continuos infinito-dimensionales requiere
un desarrollo matemático que resulta tan complejo, si no imposible, que simplemente no
puede ser formulado ni resuelto de forma analítica o carece de una solución exacta (Pie-
fort, 2001). En estos casos, es necesario utilizar métodos de aproximación numérica como
diferencias finitas, residuos ponderados, funciones de aproximación o el más conocido en
la ingeniería moderna: el método de los elementos finitos (Zienkiewicz et al., 2013).

El primer paso en el diseño de sistemas de control es construir un modelo matemático



44 3 Control de Vibraciones

que describa la dinámica del sistema físico y sus perturbaciones (Alkhatib and Golnarag-
hi, 2003). Una respuesta estructural es dependiente del tiempo si sus perturbaciones son
dependientes del tiempo, y se requiere un análisis dinámico si estas cargas son aplicadas
a una frecuencia no menor a la frecuencia natural de vibración más baja del sistema o
si son aplicadas de forma repentina (e.g. cargas impulsivas) (Cook et al., 2007). En esta
sección se presentan dos técnicas de análisis dinámico de estructuras usando el método
de los elementos finitos (MEF): análisis modal y análisis armónico.

3.4.1. Análisis Modal

Las frecuencias naturales de vibración de una estructura y las formas de vibrar de la
misma deben ser datos conocidos en el análisis dinámico de estructuras. Este tipo de
análisis se conoce como vibraciones libres no amortiguadas, en la cuales se analiza el
comportamiento de una estructura que se ha desplazado desde su punto de equilibrio y
se le deja vibrar libremente sin aplicar ninguna fuerza externa (Harris, 1996). Para calcu-
lar esas frecuencias, y las formas modales de vibración, se debe resolver un problema de
valor y vector propio (Cook et al., 2007).

El desarrollo de un análisis modal con el MEF requiere el conocimiento de la matriz de
rigidez y la matriz de masa. De la ecuación 2-46 presentada en la Sección 2.5, se extraen
estas dos matrices para obtener la formulación de un problema modal, tal que:[

Muu 0
0 0

]{
ü
φ̈

}
+
[
Kuu Kuφ
Kφu Kφφ

]{
u
φ

}
=

{
0
0

}
(3-1)

Donde u y φ son respectivamente los grados de libertad de desplazamiento y voltaje,
Muu y Kuu son, respectivamente, las matrices de masa y de rigidez asociadas a la estruc-
tura elástica, mientras Kuφ y Kφu son las matrices de acople piezoeléctrico, y Kφφ es la
matriz de permitividad eléctrica.

Existen dos configuraciones posibles para resolver la ecuación 3-1, dependiendo de la
configuración que adopte el material piezoeléctrico; circuito abierto o corto circuito. En
la configuración de circuito abierto los electrodos del material están desconectados para
permitir que se genere una diferencia de potencial entre ellos dependiendo de la defor-
mación de estructura, así, las cargas eléctricas en el material se consideran nulas (q = 0).
La otra configuración posible es disponer el material piezoeléctrico en corto circuito. En
esta configuración, los dos electrodos del material están aterrizados a tierra, por tanto el
voltaje entre ellos es nulo (φ = 0) (Silveira, 2012).

Por simplicidad, la ecuación 3-1 se puede reescribir como:

Mv̈ +Kv = 0 (3-2)
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Donde K y M son respectivamente las matrices de masa y de rigidez; considerando
grados de libertad tanto mecánicos como eléctricos, y v es el vector de grados de libertad.
Considerando que la respuesta de los grados de libertad es oscilatoria; es decir, que se
puede escribir como una solución particular de la ecuación diferencial tal que:

v = pi · ejωit (3-3)

Donde pi es el vector de amplitud modal del modo i, ωi es la frecuencia natural de
vibración, y t es el tiempo. Reemplazando la ecuación 3-3 en 3-1, se obtiene una expresión
que resulta ser un problema generalizado de vectores y valores propios de la forma:(

K −ω2
iM

)
pie

jωit = 0 (3-4)

En su expresión matricial:
KΦ =MΦΛ (3-5)

Donde Φ y Λ son las matrices de vectores y valores propios, tales que (Bathe, 1996):

Φ =
[
p1 p2 . . . pi

]
(3-6)

Λ = diag
[
ω2

1, ω2
2, . . . ω2

i

]
(3-7)

ΦTKΦ = Λ (3-8)

ΦTMΦ = I (3-9)

3.4.2. Análisis Armónico

Las excitaciones armónicas pueden ser ocasionadas por máquinas rotativas adheridas
a la estructura, y es necesario conocer la respuesta armónica de la misma ante esa ex-
citación armónica. En este tipo de análisis, la respuesta transiente a la inicialización de
aplicación de cargas es ignorada y tan solo se busca obtener la respuesta en estado esta-
ble; es decir, la respuesta que se repite en intervalos de tiempo iguales (Cook et al., 2007).

En el análisis armónico desarrollado con el MEF se requieren las matrices de masa,
amortiguamiento y rigidez, además de las cargas armónicas a las que se someterá la es-
tructura durante el análisis. Por tanto, la ecuación que describe un problema de análisis
armónico expresada en términos de las matrices del MEF es:[

Muu 0
0 0

]{
ü
φ̈

}
+
[
Duu 0

0 0

]{
u̇
φ̇

}
+
[
Kuu Kuφ
Kφu Kφφ

]{
u
φ

}
=

{
f
q

}
(3-10)

En su forma simplificada:
Mv̈ +Dv̇ +Kv = F (3-11)



46 3 Control de Vibraciones

Al igual que en el análisis modal, nuevamente se considera como solución de la ecua-
ción diferencial la forma armónica v = pi ·ejωit. Adicionalmente, se considerarán las fuer-
zas sobre la estructura también como cargas armónicas, de la forma F = fh · ejωit, siendo
fh la amplitud de carga armónica. Así, la solución armónica de la ecuación es:

v = (−ω2
iM + jωiD +K)−1fh (3-12)

3.5. Modelos en Espacios de Estado

La ingeniería moderna afronta cada vez problemas más exigentes debido a la necesi-
dad de ejecutar múltiples tareas complejas con alta precisión, lo cual demanda métodos
de control eficientes. Los métodos de control de puede dividir en dos grandes categorías:
Control clásico y Control moderno (Inman, 2006).

El control clásico se enfoca en analizar sistemas lineales e invariantes en el tiempo tipo
SISO (Single-Input Single-Output) en el dominio de la frecuencia, mientras el control mo-
derno puede ser aplicado a sistemas más complejos tipo MIMO (Multiple-Input Multiple-
Output), no lineales y variantes en el tiempo, con un enfoque tanto en el dominio en el
tiempo como en la frecuencia (Ogata, 2010).

En los problemas de control SISO, una representación del sistema es tan buena co-
mo cualquier otra. Sin embargo, cuando se tratan problemas complejos, especialmente
los MIMO, es necesario usar modelos de representación con formatos especiales. Uno de
los formatos más flexibles y útiles es llamado Modelos de Espacios de Estado (Goodwin
et al., 2001). Los modelos de espacios de estado toman la forma de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden, lo cual facilita frecuentemente la solución numérica de varios
problemas de control. Adicionalmente, la estructura de los modelos en espacios de es-
tado usa teoría de matrices y vectores compatible con las descripciones comunes de los
problemas de vibración en estructuras (Inman, 2006).

El análisis de sistemas dinámicos usando este modelo, involucra tres variables:

Variables de entrada h(t)

Variables de salida y(t)

Variables de estado x(t)

Los modelos de espacios de estado usados en el control moderno están basados en el
concepto de estado. Un estado es el conjunto más pequeño posible de variables x(t), llama-
das variables de estado, que si son conocidas en un tiempo t = t0 y, además, son conocidas
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las entradas h(t) en un tiempo t ≥ t0, es posible determinar completamente el comporta-
miento dinámico del sistema para cualquier tiempo t ≥ t0, y cualquier salida del sistema
y(t) puede ser calculada en función de las variables de estado x(t), y de los valores presen-
tes y futuros de las entradas h(t). Un espacio de estados es un espacio n-dimensional en
el cual cada uno de sus ejes coordenados es una variable de estado (Ogata, 2010; Goodwin
et al., 2001).

La forma general de un modelo de espacios de estado relaciona el cambio en las varia-
bles de estado en función de los valores pasados de esas variables y de las entradas del
sistema. Por otra parte, también relaciona la salida del sistema con las variables de estado
y las entradas del sistema. Para sistemas continuos, un modelo de espacios de estado tiene
la forma (Goodwin et al., 2001):

dx(t)
dt

= f (x(t),h(t), t) (3-13)

y(t) = g(x(t),h(t), t) (3-14)

Donde f y g son funcionales que definen la dinámica del sistema en términos de las
variables de estado (modelo del sistema) y los efectos de la entrada en el mismo (actua-
dores). En el caso de sistemas lineales e invariantes en el tiempo, el modelo de espacios
de estado tiene la forma (Goodwin et al., 2001):

dx(t)
dt

= Ax(t) +Bh(t) (3-15)

y(t) = Cx(t) +Dh(t) (3-16)

Donde A es llamada matriz de estado, B matriz de entradas, C matriz de salidas, y D
matriz de transmisión directa. En la Figura 3-8 se muestra una representación en diagra-
ma de bloques de las ecuaciones 3-15 y 3-16.

3.5.1. Representación de Estructuras Piezoeléctricas

En esta sección se presenta la formulación desarrollada en esta tesis de un modelo en
espacios de estado para un problema de control activo de vibraciones que incluye estruc-
turas elásticas y estructuras piezoeléctricas en configuración de sensores y actuadores
como estructura de control. En el desarrollo se parte de un modelo físico obtenido a tra-
vés del método de los elementos finitos y su representación es convertida a un modelo de
espacios de estado. Finalmente, se presenta un procedimiento de reducción del modelo
usando una transformación modal para posibilitar la implementación del modelo sobre
una estrategia de control.
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Fig. 3-8.: Diagrama de bloques de un sistema de control lineal continuo representado en espacios
de estado. Figura tomada de Ogata (2010).

La expresión general que rige el comportamiento de los de sistemas dinámicos en su
forma matricial modificada para el caso de estructuras activas usando sensores y actua-
dores piezoeléctricos fue presentada en la ecuación 2-46. Esa ecuación es:[

Muu 0
0 0

]{
ü
φ̈

}
+
[
Duu 0

0 0

]{
u̇
φ̇

}
+
[
Kuu Kuφ
Kφu Kφφ

]{
u
φ

}
=

{
f
q

}
(3-17)

Donde u es el vector desplazamientos, φ el vector de voltajes, f el vector de fuerzas
mecánicas, q el vector de cargas eléctricas,Muu la matriz de masa,Duu la matriz de amor-
tiguamiento mecánico, Kuu la matriz de rigidez mecánica, Kuφ y Kφu las matrices de
acople piezoeléctrico, y Kφφ la matriz de capacitancia eléctrica.

Es necesario reconocer que algunos voltajes del sistema serán la referencia de tierra; es
decir, algunos grados de libertad eléctricos tendrán valores de cero voltios (φg = 0). Tam-
bién existirán voltajes internos dentro del material piezoeléctrico cuyo valor depende del
voltaje en los electrodos y de la deformación mecánica; por tanto, es posible escribir es-
tos voltajes internos en términos de sus variables dependientes y a esta modificación de
variables se le denomina condensación estática (Menuzzi et al., 2017).

Para realizar el proceso de eliminación de los voltajes en cero y el proceso de condensa-
ción estática, es necesario expandir la matriz de rigidez del sistema dinámico en términos
de los voltajes de los electrodos tanto de sensores y actuadores como de los voltajes en los
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electrodos de referencia y los voltajes internos. Expandiendo la ecuación 3-17:

[
Muu 0

0 0

]{
ü
φ̈

}
+
[
Duu 0

0 0

]{
u̇
φ̇

}
+


Kuu Kus Kua Kug Kui
Ksu Kss Ksa Ksg Ksi
Kau Kas Kaa Kag Kai
Kgu Kgs Kga Kgg Kgi
Kiu Kis Kia Kig Kii





u
φs
φa
φg
φi


=



f
qs
qa
qg
qi


(3-18)

En esta expansión, los subíndices u, s, a, g, i se refieren respectivamente a los despla-
zamientos, voltajes del electrodo del sensor, voltajes del electrodo del actuador, voltajes
de los electrodos a tierra (grounded) y voltajes internos de los materiales piezoeléctricos.

Ahora, todos los voltajes a tierra φg se eliminarán de la ecuación de balance dinámico.
Esto implica que todas las filas y columnas relacionadas con los voltajes de los electrodos
de referencia se eliminarán de las matrices en la ecuación 3-18, y los voltajes internos se
escribirán en términos de los demás grados de libertad. Del sistema de ecuaciones 3-18
se puede expandir la última ecuación como:

Kiuu+Kisφs +Kiaφa +Kiiφi = qi (3-19)

Teniendo en cuenta que las cargas eléctricas internas del piezoeléctrico deben estar en
equilibro; es decir, se deben cancelar las cargas positivas con las negativas, se dice que las
cargas eléctricas internas son nulas (qi = 0) (Silveira, 2012). Despejando el voltaje interno
φi de la ecuación anterior:

φi =K−1
ii (−Kiuu−Kisφs −Kiaφa) (3-20)

Reemplazando la ecuación 3-20 en 3-18 y eliminando los voltajes de tierra:
Muu 0 0

0 0 0
0 0 0



ü
φ̈s
φ̈a

+


Duu 0 0

0 0 0
0 0 0



u̇
φ̇s
φ̇a

+


Guu Gus Gua
Gsu Gss Gsa
Gau Gas Gaa



u
φs
φa

 =


f
qs
qa

 (3-21)

Donde las matrices G son:

Guu =Kuu −KuiK−1
ii Kiu Gus =Kus −KuiK−1

ii Kis Gua =Kua −KuiK−1
ii Kia

Gsu =Ksu −KsiK−1
ii Kiu Gss =Kss −KsiK−1

ii Kis Gsa =Ksa −KsiK−1
ii Kia

Gau =Kau −KaiK−1
ii Kiu Gas =Kas −KaiK−1

ii Kis Gaa =Kaa −KaiK−1
ii Kia

(3-22)

Una parte importante en el desarrollo de las ecuaciones de espacios de estado está en
la simplificación de los términos para facilitar la implementación del controlador. Por
esto, es importante notar que los vectores de voltaje φs y φa ∈ Rq×1, donde q es el número
de nodos en los electrodos del sensor o del actuador. Sin embargo, todos estos voltajes
nodales tendrán el mismo valor ya que representan electrodos completos y eso permite
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la reducción del sistema utilizando la técnica de acople de grados de libertad presentada
en la sección 2.7.2. Para esto, los vectores de voltajes en los electrodos del sensor y del
actuador se acoplarán de forma que:

φs = Tsφes qes = T Ts qs
φa = Taφea qea = T Ta qa

(3-23)

Donde φes y qes son el voltaje y la carga eléctrica en los electrodos del sensor, φea y qea
son el voltaje y la carga eléctrica en los electrodos del actuador, Ts y Ta son los vectores
de acople de grados de libertad tales que:

T =


I 0 0
0 Ts 0
0 0 Ta

 (3-24)

Donde T ∈ Zn×(m+s+a) siendo n el número de grados de libertad totales del sistema,
m el número de grados de libertad mecánicos, s y a el número de grados de libertad
asociados respectivamente al electrodo del sensor y actuador. El término T es la matriz de
acople construida de forma que se puede insertar la expresión general de movimiento de
sistemas dinámicos para reducir el número de grados de libertad y mantener la simetría
de las matrices:

T TMT v̈ +T TDT v̇ +T TKT v = T T F (3-25)

Siendo v el vector de grados de libertad mecánicos y eléctricos. Así, la ecuación 3-21 se
puede reescribir acoplando los voltajes en cada electrodo como:

Muu 0 0
0 0 0
0 0 0



ü
φ̈es
φ̈ea

+


Duu 0 0

0 0 0
0 0 0



u̇
φ̇es
φ̇ea

+


Huu Hus Hua
Hsu Hss Hsa
Hau Has Haa



u
φes
φea

 =


f
qes
qea

 (3-26)

Donde las sub-matrices H son:

Huu =Guu Hus =GusTs Hua =GuaTa
Hsu = T Ts Gsu Hss = T Ts GssTs Hsa = T Ts GsaTa
Hau = T Ta Gau Has = T Ta GasTs Haa = T Ta GaaTa

(3-27)

El siguiente paso en la formulación de las matrices de espacios de estado es la escritura
de la ecuación 3-26 en términos de las variables de estado x(t), la acción de control h(t),
y la salida del sistema y(t). Para esto, se despejará el voltaje en el sensor φes. De 3-26:

Hsuu+Hssφes +Hsaφea = qes (3-28)

En la configuración de sensores, los materiales piezoeléctricos no son excitados con
cargar eléctricas en el electrodo, es decir qes = 0, lo cual permite que se generen cargas
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en la superficie del materiales debido a la deformación mecánica del material y se pueda
medir el voltaje generado. Asumiendo esta configuración, el voltaje en el sensor es:

φes = −H−1
ss (Hsuu+Hsaφea) (3-29)

Al reemplazar la ecuación 3-29 en la primera línea de 3-26 se obtiene:

Muuü+Duuu̇+Kvu+Kwφea = f (3-30)

Donde:

Kv =Huu −HusH−1
ss Hsu (3-31)

Kw =Hua −HusH−1
ss Hsa (3-32)

Ya que en este trabajo no se considera la presencia de actuadores mecánicos ni se con-
sidera que la estructura esté pre-estresada o con deformaciones mecánicas impuestas por
fuerzas externas, es normal asumir que f = 0, ya que la excitación de la estructura se
realiza en los grados de libertad de aceleración, velocidad y desplzamiento a traves del
actuador piezoeléctrico. Despejando ü de 3-30 y organizando los términos en forma de
matrices de espacios de estado, se obtiene:

ü = −M−1
uu (Duuu̇+Kvu+Kwφea) (3-33)

{
u̇
ü

}
=

[
0 I

−M−1
uuKv −M−1

uuDuu

]{
u
u̇

}
+
[

0
−M−1

uuKw

]
φea (3-34)

Donde los desplazamientos u y las velocidades u̇ serán las variables de estado, I la
matriz identidad, y 0 la matriz cero. El voltaje en el electrodo del sensor φes será la salida
del sistema y, y la ecuación 3-29 se puede escribir en forma de matrices de espacio de
estado como:

φes =
[
−H−1

ss Hsu 0
]{u
u̇

}
+
[
−H−1

ss Hsa
]
φea (3-35)

Las ecuaciones 3-34 y 3-35 son las ecuaciones de espacios de estado equivalentes a:

ẋ = Ax+Bh
y = Cx+Dh

(3-36)

Donde las variables de estado x, la salida del sistema y, la entrada del sistema o acción
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de control h y las matrices de estado son respectivamente:

x =
{
u
u̇

}
(3-37)

y = φes (3-38)

h = φea (3-39)

A =
[

0 I
−M−1

uuKv −M−1
uuDuu

]
(3-40)

B =
[

0
−M−1

uuKw

]
(3-41)

C =
[
−H−1

ss Hsu 0
]

(3-42)

D =
[
−H−1

ss Hsa
]

(3-43)

3.5.2. Modelos de Orden Reducido

De las ecuaciones 3-37 a 3-43 es posible ver que x ∈ R2n×1, A ∈ R2n×2n, B ∈ R2n×a,
C ∈ Rs×2n yD ∈ Rs×a donde n es el número de grados de libertad del modelo de elementos
finitos, a es el número de actuadores y s es el número de sensores. Esto significa que
para los modelos comunes de elementos finitos, en los cuales se modelan las estructuras
con miles o millones de grados de libertad, el ensamble de las ecuaciones en espacios
de estado quedarán hasta del doble de tamaño. Una matriz de dimensión 2n × 2n puede
representar un costo computacional que inhabilite el proceso de control, además que
puede hacer irrealizable el control activo de estructuras en tiempo real. Es por esto que
se hace necesaria la reducción de orden del modelo usando un cambio del sistema de
coordenadas nodales para pasar a un sistema de coordenadas modales truncado. En esta
transformación se define el desplazamiento modal η como (Menuzzi et al., 2017):

u = Φη (3-44)

Donde Φ ∈ Rn×p es la matriz de vectores propios y η ∈ Rp×1 es el desplazamiento modal
con n el número de grados de libertad totales y p el número de vectores propios. Este
desplazamiento modal, siendo un vector ubicado en un espacio coordenado donde cada
eje es la amplitud modal, representa el comportamiento de los p modos de vibración
escogidos para modelar el sistema. El valor de p es escogido por el diseñador del sistema
de control para reducir el costo computacional, aunque esta reducción pueda implicar
problemas de sobre excitación en modos superiores al valor de p y contaminación en la
señal del sensor por modos residuales (Alkhatib and Golnaraghi, 2003). Este problema
se conoce como spillover y es trabajado ampliamente en la literatura (Preumont, 2011).
Reemplazando la ecuación 3-44 en 3-30 y pre-multiplicando por ΦT , se obtiene:

ΦTMuuΦ η̈ +ΦTDuuΦ η̇ +ΦTKvΦη +ΦTKwφea = ΦT f (3-45)
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Mmη̈ +Dmη̇ +Kvmη +Kwmφea = fm (3-46)

Donde:
Mm = ΦTMuuΦ

Dm = ΦTDuuΦ
Kvm = ΦTKvΦ
Kwm = ΦTKw
fm = ΦT f

(3-47)

Despejando η̈ y reescribiendo los términos en forma de matrices de espacios de estado:

η̈ = −M−1
m (Dmη̇ +Kvmη +Kwmφea) (3-48)

{
η̇
η̈

}
=

[
0 I

−M−1
m Kvm −M−1

m Dm

]{
η
η̇

}
+
[

0
−M−1

m Kwm

]
φea (3-49)

De forma similar se puede reemplazar 3-44 en 3-35 para obtener:

φes =
[
−H−1

ss HsuΦ 0
]{η
η̇

}
+
[
−H−1

ss Hsa
]
φea (3-50)

Las ecuaciones 3-48 y 3-50 son las nuevas ecuaciones en espacios de estado con la re-
ducción modal en función del tamaño de la matriz de vectores propios Φ . Esta reducción
modal genera un nuevo sistema de espacios de estado en el cual η ∈ Rp×1, A ∈ R2p×2p,
B ∈ R2p×a, C ∈ Rs×2p y D ∈ Rs×a, donde p es el número de modos normales de vibra-
ción calculados en el análisis modal, a es el número de actuadores, y s es el número de
sensores. Este nuevo sistema de ecuaciones se puede escribir como:

ẋm = Amxm +Bmhm
ym = Cmxm +Dmhm

(3-51)

Donde las variables de estado xm, la salida del sistema ym, la entrada del sistema o
acción de control qm y las matrices de estado son:

xm =
{
η
η̇

}
(3-52)

ym = φes (3-53)

hm = φea (3-54)

Am =
[

0 I
−M−1

m Kvm −M−1
m Dm

]
(3-55)

Bm =
[

0
−M−1

m Kwm

]
(3-56)

Cm =
[
−H−1

ss HsuΦ 0
]

(3-57)

Dm =
[
−H−1

ss Hsa
]

(3-58)
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3.6. Controlabilidad y Observabilidad

En el diseño de sistemas de control activo no siempre es posible encontrar una ley de
control que cause los efectos deseados. Esa inhabilidad de encontrar las leyes de control
correctas plantea el concepto de Controlabilidad y Observabilidad (Inman, 2006). La con-
trolabilidad mide la habilidad de una configuración particular de actuadores de controlar
todos los estados de un sistema. De forma similar, la observabilidad mide la habilidad de
una configuración particular de sensores de suministrar la información necesaria para
estimar todos los estados del sistema (Preumont, 2011).

Se dice que un sistema es completamente controlable, si y solo si, todas las variables de
estado pueden ser afectadas de alguna forma que puedan alcanzar un valor particular en
un tiempo finito por una acción de control h(t) sin restricciones. De igual forma, se dice
que un sistema es completamente observable, si y solo si, todas las variables de estado
pueden ser determinadas a partir de la salida del sistema y(t) (Inman, 2006). La Figura
3-9 ejemplifica el concepto de controlabilidad, donde una fuerza de control u actuando
sobre dos masas m1 y m2 puede tener o no tener control sobre todos los movimientos del
sistemas.

Fig. 3-9.: Ejemplo de un sistema mecánico incontrolable (izquierda) y de un sistema mecánico
controlable (derecha). Figura tomada de Inman (2006).

La definición formal de controlabilidad y observabilidad para sistemas lineales e inva-
riantes en el tiempo se hace sobre los modelos de representación en espacios de estado
(Inman, 2013). Por tanto, dado el sistema presentado en las ecuaciones 3-15 y 3-16, se
define una matriz de controlabilidad R ∈ R2n×2nr con 2n siendo el número de variables de
estado, y r el número de actuadores, tal que:

R =
[
B AB A2B . . . A2n−1B

]
(3-59)

Si esta matriz es de rango completo, es decir de rango 2n, se dice que el sistema es
completamente controlable (Gawronski, 2004). Por otra parte, se define una matriz de
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observabilidad O ∈ R2np×2n:

O =
[
C CA CA2 . . . CA2n−1

]T
(3-60)

Donde p es el número de sensores. Si esta matriz es de rango completo, se dice que el
sistema es completamente observable (Gawronski, 2004).

En problemas prácticos de ingeniería, esta información generalmente no es suficien-
te, ya que se necesita información más cuantitativa que simplemente afirmar o negar la
existencia de controlabilidad y observabilidad. Determinar el rango de una matriz con-
siste en verificar si su determinante es cero, pero surge la pregunta de ¿cómo interpretar
valores del determinante con valores demasiado pequeños, por ejemplo, en el orden de
10−6?. Esta situación lleva al concepto de “Grado de Controlabilidad y Grado de Obser-
vabilidad"(Preumont, 2011). Una opción es calcular una norma matricial; sin embargo,
una forma más apropiada usada en sistemas asintóticamente estables es la definición de
Gramiano de Controlabilidad y Gramiano de Observabilidad (Inman, 2006).

3.6.1. Gramianos de Controlabilidad y Observabilidad

El concepto de generar un grado de controlabilidad y observabilidad de un sistema,
que exprese esta información cuantitativamente y evite dificultades numéricas, nace de la
idea de que los actuadores deberían tener la capacidad de afectar tanto como sea posible
los estados del sistema; es decir, la energía transmitida o disipada de los actuadores a
la estructura debe ser tan grande como sea posible. Para evaluar estas contribuciones
de energía, se usa un análisis de covarianza (Hać and Liu, 1993). Así, considerando la
respuesta de un sistema a un conjunto de actuadores individuales generando ruido blanco
de intensidad unitaria, la matriz de covarianza es:

E[h(t)hT (t)] = U δ(t − τ) (3-61)

Donde U es la matriz de intensidad del ruido, que puede ser considerada una matriz
identidad (U = I ) si todos los actuadores tienen los mismos requerimientos de potencia.
Si el sistema es asintóticamente estable; es decir, que es un sistema disipativo y converge a
un punto de equilibrio (Bang and Kwon, 2000), la respuesta estará limitada y la matriz de
covarianza en estado estable es finita (Preumont, 2011), i.e., la energía del sistema puede
ser expresada como una suma de las contribuciones de cada estado. Así, para un sistema
en estado estable, bajo excitación de ruido blanco, su comportamiento está descrito por
la matriz de covarianza (Hać and Liu, 1993):

E[x(t)xT (t)] =Wc (3-62)
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Donde Wc es definido como el Gramiano de Controlabilidad, y x(t) son las variables de
estado. Con una filosofía similar, la relación señal a ruido de los sensores; en presencia
de una señal de medición, debería ser tan grande como sea posible, y deberían garantizar
que bajo cualquier condición de operación, la salida del sistema y el aporte de cada estado
a la misma, sean tan grandes como sea posible. De acuerdo a esto, si el sistema es liberado
con las condiciones iniciales x(0) = x0, con la acción de control u(t) = 0, para un tiempo
t ≥ 0, la energía de salida es (Hać and Liu, 1993):∫ ∞

0
yT (t)y(t)dt = xT0Wox0 (3-63)

Donde Wo es definido como el Gramiano de Observabilidad, y y(t) es la salida del siste-
ma. Los gramianos de controlabilidad y de observabilidad para sistemas en estado estable
están definidos como (Preumont, 2011):

Wc =
∫ ∞

0
eAtBBT eA

T tdt (3-64)

Wo =
∫ ∞

0
eA

T tCTCeAtdt (3-65)

Para sistemas asintóticamente estables, estos gramianos son una solución de la ecuación
de Lyapunov (Hać and Liu, 1993):

AWc +WcA
T +BBT = 0 (3-66)

ATWo +WoA+CTC = 0 (3-67)

Así, los gramianos de controlabilidad y observabilidad describen la relación de los es-
tados con la acción de control y la salida del sistema. Es por esto que si el gramiano de
controlabilidad es“grande”, los estados pueden ser excitados con una cantidad mínima
de energía. De forma análoga, si el gramiano de observabilidad es “grande”, los estados
reflejarán a la salida del sistema mayor energía (Hać and Liu, 1993). Este concepto de
“grandeza” de los gramianos puede ser traducido matemáticamente como el aporte (su-
ma) de cada estado desde la diagonal de la matriz del gramiano de controlabilidad y
observabilidad; es decir, la traza de la matriz. En la sección 4.7 es presentada de manera
formal la formulación de la optimización desarrollada en esta tesis a partir del concepto
de los gramianos de controlabilidad y observabilidad.

3.7. Control Óptimo

En el problema de ubicar actuadores para el control activo de vibraciones se desea
minimizar la energía de control requerida para llevar el sistema a un estado deseado
x(t) = xd , en cierto tiempo t (Hać and Liu, 1993). Esto se puede lograr considerando un
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problema de optimización, aunque involucra la correcta elección de una función de cos-
to o índice de rendimiento (Inman, 2006). Uno de los métodos de control moderno más
usados, que calcula la ganancia de realimentación a través de la minimización de una
función de costo, es llamado Control Óptimo (Alkhatib and Golnaraghi, 2003).

El objetivo de la teoría de control óptimo es determinar las señales de control que cau-
sen que un proceso cumpla con sus restricciones físicas y al mismo tiempo minimice o
maximice un criterio de rendimiento (Kirk, 2012). En otras palabras, un problema de con-
trol óptimo calcula la acción de control h(t), tal que minimice un índice de rendimiento
J(u, u̇, t,h) sujeto a las ecuaciones 3-15 y 3-16. Este índice puede ser definido como un
problema de mínima energía o como un problema de mínimos tiempos, en cualquier ca-
so, la función J debe escribirse de forma que refleje el rendimiento deseado del sistema
y que para cualquier elección de h, la acción de control óptima h∗ cumpla la propiedad
(Inman, 2006):

J(h∗) < J(h) (3-68)

En la evaluación de ese índice de rendimiento, el diseñador del sistema de control de-
be seleccionar de forma apropiada la función que mida el rendimiento. Sin embargo, la
selección de esta función no siempre se puede definir claramente, dadas las condiciones
del problema. En estos casos, el diseñador deberá probar varias funciones de rendimien-
to (Kirk, 2012). Una función de rendimiento que tiene aplicación específica en el control
activo de vibraciones es llamado un Problema de Regulador Lineal, en el cual, el problema
de optimización consiste en llevar todos los estados a su posición de equilibrio (normal-
mente x = 0), eliminando o minimizando las vibraciones en una estructura. El índice de
rendimiento o función objetivo de este problema es (Inman, 2006):

J =
1
2

∫ tf

t0

xTQx+hTRhdt (3-69)

Donde Q y R son matrices simétricas positivas definidas, llamadas matrices de pesos.
Mientras más grandes sean los coeficientes de la matriz Q, más énfasis estará puesto en
llevar todos los estados x a cero, ya que la forma cuadrática xTQx es mínima cuando
x = 0. Mientras más grandes sean los coeficientes de la matriz R, más énfasis estará pues-
to en reducir la cantidad de energía o magnitud del esfuerzo de control (Inman, 2006).
Las matrices Q y R debe ser escogidas de forma que un pequeño cambio en la salida del
sistema no sea obtenido a costa de niveles físicamente irrazonables en la entrada (Alkha-
tib and Golnaraghi, 2003).

La solución analítica para este problema de optimización es (Kirk, 2012):

h∗(t) = −G(t)x∗(t) (3-70)
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Donde G(t) es la matriz de ganancia de realimentación, definida como:

G(t) = R−1BT S(t) (3-71)

y S(t) es una solución de la ecuación de Riccati, dada por:

Q − S(t)BR−1BT S(t) +AT S(t) + S(t)A+
dS(t)
dt

= 0 (3-72)

La solución para S(t) de la ecuación de Riccati resuelve el problema del Regulador
Lineal, ya que hace que J(h) sea mínimo (Inman, 2006). La ecuación se puede simplificar
cuando solo es de interés las vibraciones en estado estable, ya que el término dS(t)/dt se
hace cero al no existir una dependencia del tiempo. Así, la nueva ecuación de Riccati será
la ecuación algebraica no lineal:

Q − SBR−1BT S +AT S + SA = 0 (3-73)

Es interesante notar que la ecuación anterior es un caso especial de la ecuación de
Lyapunov cuando A = A − BK con K = R−1BT S. Además, siendo el gramiano de con-
trolabilidad (Wc) una solución de la ecuación de Lyapunov, es a su vez la solución a un
problema de control óptimo que consiste en la minimización de la energía de control,
definido como (Hać and Liu, 1993):

min
∫ τ

0
hT (t)h(t)dt (3-74)

Sujeto a las condiciones iniciales x(0) = x0 y x(τ) = xτ , para un tiempo τ . Este es un
problema lineal cuadrático de control óptimo, y su solución es (Hać and Liu, 1993):

h∗(t) = −BT eA(τ−t)W −1
c (eAτx0 − xτ ) (3-75)

Esto implica que la localización óptima de actuadores en el sistema, que minimiza el
consumo de energía mientras cumple una ley de control, se da en cuanto la norma del
gramiano de controlabilidad sea maximizada (Hać and Liu, 1993). De allí, que como pro-
blema de optimización para el control activo de vibraciones se pueda tomar este criterio
para formular una función objetivo en términos de los gramianos de controlabilidad y
observabilidad. El desarrollo del problema de optimización tratado en esta tesis es pre-
sentado en detalle en la sección 4.7.

3.8. Implementación de un Controlador Óptimo

En la sección 3.7 se presentó el desarrollo teórico de control óptimo necesario en este
trabajo para verificar el rendimiento de la estructura luego de encontrar una topología
óptima del actuador y del sensor piezoeléctrico. En la figura 3-10 se presenta el diagrama
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de bloques del controlador implementado en la plataforma Simulink. Este controlador
está compuesto esencialmente por tres partes: una planta (modelo del sistema), un regu-
lador (LQR) y un estimador de estados (LQE).

Fig. 3-10.: Regulador lineal cuadrático Gaussiano (LQG) implementado en este trabajo.

Fig. 3-11.: Representación del modelo en espacio de estados implementado en Simulink.

Internamente, las partes principales del controlador tienen una estructura que define
el funcionamiento de cada bloque. En el caso del bloque llamado System, se modela el
sistema a partir de las matrices de estado derivadas del modelo original de elementos
finitos, usando las ecuaciones 3-52 a 3-58. El diagrama interno de este bloque se presenta
en la Figura 3-11, donde se muestra un modelo de acuerdo al diagrama de un sistema de
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control representado en espacios de estado, presentado en la Figura 3-8.

El siguiente bloque en el lazo de realimentación es el estimador de estados LQE. Este
bloque es particularmente importante ya que no es posible medir directamente el des-
plazamiento modal y la velocidad modal, que son los dos parámetros que conforman el
vector de estados x(t). Así, las mediciones que capten los sensores serán interpretadas y
convertidas a un vector de estados estimado x̂(t) que provee una aproximación de las me-
diciones que no se pueden realizar (Inman, 2006). El estimador de estados implementado
en este trabajo es presentado en la Figura 3-12.

Fig. 3-12.: Diagrama de estimador de estados implementado en este trabajo.

Por último, el bloque final en el lazo de control es el regulador lineal-cuadrático LQR.
En este bloque tan solo se aplica la matriz de ganancia al vector de estados para obtener la
función de control que se debe aplicar al sistema. La matriz de ganancia es calculada de
acuerdo de la ecuación 3-71 usando la librería de control que posee el software MATLAB
y se multiplica por el vector de estados estimado proveniente del bloque del estimador
de estados.



4. Optimización Topológica

4.1. Introducción

Los humanos buscamos constantemente formas más económicas y más eficientes para
resolver problemas de diseño, modelado, fabricación, ensamble o mantenimiento de cual-
quier sistema. Esta búsqueda ha logrado en las últimas décadas popularizar y madurar
los métodos de optimización, los cuales consisten en resolver el cómo hacer las cosas de
la mejor manera posible y constituyen una herramienta crucial en la toma de decisiones
en ingeniería (Boom and Schutter, 2007). Tan solo algunos ejemplos de aplicación de los
métodos de optimización en ingeniería son:

Estimación de parámetros de un sistema.

Diseño de aeronaves y estructuras aeroespaciales.

Trayectorias óptimas para vehículos espaciales o robots.

Selección de condiciones de manufactura.

Diseño de materiales compuestos.

Diseño de redes eléctricas.

Planificación de procesos industriales.

Diseño de estructuras mecánicas y civiles.

Diseño de sistemas de control.

En el campo de la optimización estructural, una técnica de diseño que se ha vuelto muy
popular y se ha expandido rápidamente es llamada Optimización Topológica (OT), y ha
obtenido especial atención por los significantes resultados que se pueden lograr en gran
variedad aplicaciones, además que este método puede ser aplicado en problemas mate-
máticos, multi-físicos o de ciencias de la computación (Rozvany and Lewiński, 2014).

En este capítulo se presentará el Método de Optimización Topológica (MOT) como he-
rramienta de diseño conceptual en la solución de problemas en ingeniería, enfocado a
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la configuración óptima de transductores piezoeléctricos para el control de vibraciones.
Inicialmente, se presenta una reseña histórica del surgimiento del método y las apliacio-
nes en la ingeniería moderna. Seguido de esto, se introduce formalmente en el contexto
teórico del método y se exponen algunos problemas comunes del mismo. Finalmente, se
presenta la implementación del método en el presente trabajo.

4.2. Reseña Histórica

La existencia de métodos de optimización se puede rastrear hasta los días de Newton,
Lagrange, Cauchy, Leibnitz, Bernoulli, Euler y Weirstrass, quienes realizaron importantes
contribuciones al cálculo variacional y aportaron herramientas importantes en la solu-
ción de problemas de minimización de funcionales. Sin embargo, solo hasta la aparición
de computadoras de alto procesamiento fue posible implementar algoritmos de optimi-
zación a gran escala, como se conocen en la actualidad (Rao, 2009). El primer trabajo
que trata las formas óptimas de elementos estructurales fue publicado por Galileo Ga-
lilei (1564 - 1642) en su libro Discorsi e Dimostrazioni Matematiche Intorno a Due Nuove
Scienze, en el cual se realizan investigaciones sistemáticas en la fractura de cuerpos y se
describe la influencia de su forma en su resistencia (Eschenauer and Olhoff, 2001).

Fig. 4-1.: Estructura óptima para cargas simples. Imagen tomada de Michell (1904).

En 1904, el ingeniero australiano Anthony Michell, basado en los estudios realizados
por Maxwell en 1872, publicó lo que hoy es considerado el trabajo fundamental de la op-
timización estructural y la base teórica detrás de la optimización topológica. En la Figura
4-1 se muestra una estructura optimizada en el trabajo de Michell, donde una fuerza sim-
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ple F es aplicada en un punto A, mientras un momento F ×AB es generado en el punto B.
Esta estructura está formada por espirales igualmente extendidos que mantienen defor-
maciones iguales y opuestas en todas las direcciones principales de deformación en todos
los puntos de la estructura (Michell, 1904).

Michell definió las condiciones de optimalidad para estructuras sometidas a cargas y a
partir de su trabajo muchos ingenieros y matemáticos trabajaron en el desarrollo teórico
del método (Sigmund, 2000). Hasta finales del siglo, todos los esfuerzos en el desarrollo
de la optimización estructural se enfocaban en métodos de optimización de tamaño y de
forma. Sin embargo, estos métodos restringían el espacio de solución desde la propia de-
finición de las formas o las funciones para optimizar, así que con base en estos trabajos,
Bendsøe and Kikuchi (1988) desarrollaron un método de distribución microestructural
de material entre material y vacío, que se estableció como un procedimiento computacio-
nal conocido hoy como el Método de Optimización Topológica (MOT). En 1990, Martin
P. Bendsøe propone una estrategia de solución al problema de optimización bajo los tér-
minos de “Densidades artificiales”, que luego en 1992 se introduce como el modelo de
densidades SIMP, por sus siglas en inglés Solid Isotropic Microstructure with Penalization
(Rozvany, 2001).

La optimización topológica es una técnica relativamente nueva que está en continuo
crecimiento y las aplicaciones del método han empezado a aparecen en diferentes cam-
pos de la ingeniería. La optimización topológica nace como un técnica de optimización
estructural; sin embargo, debido a la maduración del método en el siglo XX se han in-
cluido aplicaciones de combinación de estructuras, transferencia de calor, acústica, flui-
dos, aeroelasticidad, diseño de materiales, entre otros problemas multifísicos (Deaton and
Grandhi, 2014).

La inclusión del método de optimización topológica a problemas con materiales piezo-
eléctricos llega a finales de los 90 con la publicación de los trabajos desarrollados por Silva
et al. (1997) y Sigmund et al. (1998). A partir de ese punto, se han desarrollado de manera
exponencial trabajos relacionados con el diseño de transductores piezoeléctricos usando
el MOT para maximizar su rendimiento en diferentes aplicaciones, por ejemplo, diseño
de motores (Silva, 2003), diseño de miro-herramientas (Carbonari et al., 2005), diseño
de actuadores de placa y membrana (Kögl and Silva, 2005), actuadores con geometría
no lineal (Cardoso and Fonseca, 2006), entre otros. En la actualidad, diferentes trabajos
han aplicado el método de optimización topológica en el control activo de estructuras.
Algunos de estos trabajos serán presentados en la siguiente sección.
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4.3. Aplicaciones en Control de Estructuras

El primer trabajo del último siglo que específicamente se refiere al control de vibra-
ciones utilizando materiales piezoeléctricos usando el MOT fue publicado por Zhu et al.
(2002), en el cual se realiza una optimización estructural de una placa empotrada, mien-
tras considera la ubicación de actuadores piezoeléctricos unidos a la superficie de la es-
tructura como se muestra en la Figura 4-2. Luego, Kang and Tong (2008) encuentra una
topología óptima para actuadores piezoeléctricos en el control de forma de una placa so-
metida a deformación estática, realizando un acercamiento al problema de optimización
topológica de control estructural dinámico.

Fig. 4-2.: (Izquierda) Placa dispuesta con transductores piezoeléctricos. (Derecha) Resultados de
optimización topológica estructural de la placa. Imagen adaptada de Zhu et al. (2002).

Sun et al. (2009) determina la topología óptima de un actuador dispuesto en el brazo
de lectura en una unidad de disco duro (ver Figura 4-3), y los resultados de optimización
fueron probados experimentalmente en un brazo de lectura real. Posteriormente, Silveira
(2012) presenta la optimización topológica simultánea de una estructura y su distribución
de actuadores piezoeléctricos para minimizar la vibración. Algunos meses más tarde, Xu
et al. (2013) presenta un trabajo similar de optimización integrada de la topología estruc-
tural y el control óptimo a través de una técnica de reducción de las variables de diseño.

Fig. 4-3.: Optimización para dos casos de modos de vibración del cabezal actuador. (a) El obje-
tivo es el segundo modo. (b) El objetivo es el tercer modo. El color verde representa la
estructura, el color rojo es el material PZT. Imagen tomada de Sun et al. (2009).

Otros trabajos relacionados al control estructural usando materiales piezoeléctricos y
el MOT incluyen la minimización de la radiación sonora en estructuras tipo shell usando
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capas de material para amortiguamiento (Zhang and Kang, 2013), u optimizando el per-
fil de polarización de un transductores piezoeléctricos simétricamente colocados (Zhang
et al., 2014) y la consideración de respuestas dinámicas transientes en la solución del pro-
blema de optimización (Zhang and Kang, 2014b). En la Figura 4-4 se muestran algunos
de los resultados de optimización de este trabajo.

Fig. 4-4.: Distribución óptima del electrodo piezoeléctrico con objetivo: (a) minimización de ra-
diación sonora, (b) minimización de rigidez estructural dinámica. Imagen adaptada de
Zhang and Kang (2014a).

De forma similar, Kim et al. (2013) comparan el amortiguamiento modal obtenido con
tres métodos de diseño usando materiales visco-elásticos distribuidos sobre una placa.
Los métodos usados son: formas modales, distribución de energía de deformación, y op-
timización topológica. De estos tres métodos, el método de optimización topológica fue
quien mostró rendimiento de control superior en todos los casos estudiados. Algunos de
los resultados de distribución de material con optimización topológica encontrados en
este trabajo son presentados en la Figura 4-5.

Fig. 4-5.: Topologías óptimas de distribución de material visco-elástico para los primeros cuatro
modos de vibración, presentados en orden ascendente de izquierda a derecha. Imagen
adaptada de Kim et al. (2013).



66 4 Optimización Topológica

También se han considerado los efectos de modos residuales (spillover) en el modelo de
control (Gonçalves et al., 2017), utilizando el gramiano de controlabilidad en la función
objetivo del problema de optimización de distribución de actuadores piezoeléctricos em-
bebidos a la estructura (Gonçalves, 2015), y usando el gramiano de observabilidad en la
función objetivo para el caso de la optimización topológica de sensores piezoeléctricos
(Menuzzi et al., 2017). Finalmente, se considera en la formulación del problema de op-
timización un esquema de control óptimo de forma que se tiene en cuenta el consumo
de energía y el rendimiento del sistema de control (Hu et al., 2018). El resultado de este
último trabajo se muestra en la Figura 4-6.

Fig. 4-6.: Distribución óptima de la capa del sensor y del actuador para una placa en cantilever.
(a) Contorno de densidad de material y (b) distribución de material piezoeléctrico con
elementos de baja densidad ocultos. Imagen tomada de Hu et al. (2018).

4.4. Introducción a la Optimización Estructural

La optimización estructural reconoce la importancia de la minimización del peso en
las estructuras mientras se pueda maximizar su rendimiento o reducir su costo. Esto fue
reconocido inicialmente por la industria aeroespacial y transitoriamente reconocido en
otras industrias como la automotriz, mecánica o civil (Haftka and Gürdal, 2012).

Inicialmente, la optimización topológica fue concebida como un técnica de diseño pa-
ra resolver problemas de optimización estructural (Bendsøe and Kikuchi, 1988), pero
recientemente ha sido aplicada a muchos otros problemas de diseño que pueden involu-
crar campos eléctricos, térmicos o mecánicos, llamados problemas multifísicos (Sigmund
and Bendsøe, 2004). Algunos de estos problemas incluyen el trabajo con materiales con-
tra intuitivos con coeficientes de Poisson negativos o con coeficientes de expansión tér-
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mica negativos (Sigmund, 2000), optimización de estructuras compuestas de fibras la-
minadas (Ferreira et al., 2014), optimización de esfuerzo estructuras sometidas a cargar
térmicas (Deaton and Grandhi, 2013), optimización en problemas de fluido-estructuras
(Kreissl and Maute, 2012), materiales piezoeléctrico gradados para fabricación de micro-
herramientas (Carbonari et al., 2009), optimización micro-estructural de materiales para
maximizar compliancia acústica (Takezawa et al., 2018), diseño de micro-mecanismos
de actuación electro-térmica (Ramírez Gil, 2013), optimización de instrumentos musica-
les (Berrío, 2017). Un ejemplo claro de un problema multi-físico es el modelamiento y
optimización de estructuras piezoeléctricas como las tratadas en esta tesis, ya que estas
involucran fenómenos mecánicos y eléctricos acoplados.

La optimización estructural puede ser dividida en cuatro categorías (Sigmund, 2000):

Optimización paramétrica.

Optimización de material.

Optimización de forma.

Optimización topológica.

Como ejemplo, en la Figura 4-7 se presenta una serie de estructuras simples que son
optimizadas desde la perspectiva de las cuatro categorías previamente mencionadas. La
diferencia principal de cómo se resuelve el problema de cada estructura está en cómo se
definen los parámetros que pueden ser alterados durante la optimización. Estos paráme-
tros son llamados variables de diseño o de decisión (Rao, 2009). En el caso de la optimización
topológica realizada en esta tesis, las variables de diseño serán las pseudo-densidades de
cada elemento finito que representa una facción del material en un dominio de dise-
ño, considerando que las propiedades del material serán modificadas por esta pseudo-
densidad de acuerdo a un modelo de interpolación de propiedades, el cual se explicará
en detalle en las secciones siguientes.

En la optimización paramétrica (Figura 4-7a) el diseño de la estructura es predefinido
y las variables de diseño serán los parámetros de esa estructura. La optimización de ma-
teriales (Figura 4-7b) se enfoca en encontrar la composición u orientación de materiales
que optimice la estructura. La optimización de forma (Figura 4-7c) busca mejorar la es-
tructura a partir de la variación de funciones de contorno que definen la estructura. Por
último, la optimización topológica (Figura 4-7d) combina todos los métodos anteriores
ya que involucra determinar características como número, ubicación y forma de agujeros
o contornos, así como la conectividad del dominio (Bendsøe and Sigmund, 2004).
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Fig. 4-7.: Categorías de la optimización estructural: (a) optimización paramétrica, (b) optimiza-
ción de material, (c) optimización de forma, (d) Optimización topológica. A la izquierda
se presentan las estructuras iniciales, a la derechas las estructuras optimizadas.
Figura tomada de Sigmund (2000).

4.5. Método de Optimización Topológica (MOT)

El MOT es un algoritmo de computación para diseñar topologías óptimas de estructu-
ras y es comúnmente referido como optimización generalizada de forma (Eschenauer and
Olhoff, 2001). El algoritmo tiene en esencia dos módulos: análisis y optimización. En el
módulo de análisis se calcula la respuesta estructural y su sensibilidad al cambio de las
variables de diseño. Generalmente se usa el Método de Elementos Finitos (MEF) para
analizar las estructuras. En el módulo de optimización se realizan la actualización de las
variables de diseño con base en la información obtenida del módulo de análisis, también
se define la función objetivo y las restricciones impuestas al optimizador (Montealegre,
2005).

En la Figura 4-8 se presenta el algoritmo simplificado de optimización topológica desa-
rrollado en esta tesis. Este algoritmo presenta los dos módulos de principales y los sub-
procesos que hacen parte del programa implementado en este trabajo. Inicialmente, el
módulo de análisis recibe todos los datos de entrada, los cuales incluyen la malla de ele-
mentos finitos, el tipo de elemento finito, las restricciones del modelo, las condiciones
iniciales y cargas, el sistema de unidades, las propiedades de los materiales, el número
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de modos a calcular, los valores iniciales de las variables de diseño, los valores de las res-
tricción de volumen del problema de optimización, los parámetros de configuración del
filtro, los parámetros de convergencia de la optimización, los pesos de la función objetivo,
los parámetros de los límites móviles y la configuración del cálculo de sensibilidad.

Fig. 4-8.: Algoritmo de Optimización Topológica Aplicado.

Una vez establecida la definición de parámetros, se genera el modelo de elementos fini-
tos del sistema mecánico acoplado a los actuadores y sensores piezoeléctricos, para luego
ser convertidos a un modelo de espacio de estados. Detalles de la conversión del modelo
son presentado en la Sección 3.5.1. Finalmente, el análisis de sensibilidades determina
la dirección de búsqueda para el optimizador a través del gradiente de la función obje-
tivo y toda la información del módulo de análisis es entregada al módulo de optimización.

El módulo de optimización tiene una estructura común para problemas de Programa-
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ción Lineal Secuencial, en el cual se determinan los límites móviles para cada variables
de diseño, se soluciona el problema de optimización con todos los datos que provienen
del módulo de análisis y se evalúa el rendimiento de la función objetivo con las nuevas
variables de diseño obtenidas del optimizador. Cuando los criterios de convergencia se
cumplen; ya sea por número de iteración máximo alcanzado o por variaciones pequeñas
en los valores de la función objetivo, el programa se detiene un presenta los resultados de
la topología final.

Para entender cómo es formulado correctamente el problema de optimización topoló-
gica, es necesario definir dos conceptos fundamentales del MOT:

Dominio de diseño fijo.

Modelo de interpolación de material.

4.5.1. Dominio de Diseño Fijo

El primero paso del MOT es la definición del espacio que la estructura tendrá permitido
ocupar; es decir, la definición del Dominio de Diseño y las restricciones o cargas que pue-
da tener el problema de optimización (Sigmund, 2000). Al igual que en la optimización
paramétrica y a diferencia de la optimización de forma, en la optimización topológica el
espacio destinado para encontrar una estructura óptima se define a priori y se mantiene
fijo durante toda la optimización (Bendsøe and Sigmund, 2004).

En la Figura 4-7 se presenta un ejemplo sencillo para las categorías de optimización
a partir de dominios de diseño iniciales diferentes, definidos de acuerdo al tipo de opti-
mización. En la optimización de paramétrica el dominio de diseño se prescribe con los
elementos a los cuales se les puede modificar sus parámetros; que serán las variables de
diseño, y se define la cantidad de estos elementos y su conectividad. En la optimización
de material se define el dominio de diseño como una composición predefinida de mate-
riales, y las variables de diseño se refieren a la orientación o espesor de los materiales.
En la optimización de forma se definen perfiles de forma o curvas paramétricas que de-
terminan la forma inicial del dominio de diseño; en este caso, las variables de diseño se
refieren a los parámetros que modifican esas curvas o formas originales. Por último, en la
optimización topológica el dominio de diseño no está predefinido, tan solo se considera
un estado inicial de densidades para cada elementos finito y se aplican las restricciones
de carga y condiciones de frontera (Sigmund, 2000).

A lo largo de este trabajo se resuelve de forma simultánea dos problemas de optimi-
zación; por tanto, se definen dos dominios de diseño. El primer dominio será el espacio
que puede ocupar el material piezoeléctrico en configuración de actuador, mientras el
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segundo dominio será el espacio que ocupe el material piezoeléctrico en configuración
de sensor. El dominio de diseño del actuador se ubicará como una capa de material en la
parte superior del material no piezoeléctrico, mientras el dominio de diseño del sensor
se define en la parte inferior. Así, la estructura completa estará compuesta por tres capas
de material, como se muestra en la Figura 4-9. El espacio que ocupa el material elástico
no se define como dominio de diseño, ya que representa la estructura a controlar. De esta
forma, el problema de optimización global será la concatenación de ambos problemas de
optimización.

Fig. 4-9.: Dominios de diseño fijos para las optimizaciones realizadas en esta tesis sobre un ac-
tuador y un sensor piezoeléctrico. (Izquierda) proyección isométrica de la estructura
multicapa. (Derecha) vista lateral de la misma estructura detallando la composición de
cada capa.

En la figura se presentan las tres capas de material que constituyen el problema de con-
trol de vibraciones estudiado en esta tesis. La capa del actuador y del sensor se escogen
a modo de ejemplo como un material piezocerámico PZT-5A, ya que es un material co-
mún en aplicaciones de actuación y sensado con transductores piezoeléctricos, mientras
la capa de material elástico se escoge como aluminio, ya que es un material ampliamente
usando en la manufactura de estructuras en un amplio rango de aplicaciones.

4.5.2. Modelos de Interpolación de Material

De acuerdo al tipo de estructura que se desee optimizar, existen dos clasificaciones de
optimización topológica (Eschenauer and Olhoff, 2001):

Optimización de estructuras discretas.

Optimización de estructuras continuas.
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La optimización de estructuras discretas consiste en determinar la mejor combinación
de número, posición y conectividad de miembros estructurales. Un ejemplo de optimi-
zación de estructuras discretas es mostrado en la Figura 4-10, donde un estructura tipo
pórtico tridimensional es optimizada dadas una condiciones de carga para la maximiza-
ción de la rigidez estructural.

Fig. 4-10.: Optimización de estructuras discretas. (izquierda) Estructura tipo pórtico inicial. (De-
recha) Estructura optimizada. Imágenes adaptadas de Alzate Acevedo (2016).

Por otra parte, la optimización de estructuras continuas puede abordarse como:

Abordaje geométrico o macro-estructural.

Abordaje de material o micro-estructural.

El abordaje geométrico o macro-estructural considera el material del dominio de diseño
completamente sólido, cada iteración retira o adhiere material y puede insertar agujeros
que son modificados secuencialmente con optimización de forma; por lo tanto, la malla
debe cambiar a cada iteración (Eschenauer and Olhoff, 2001).

El abordaje de material o micro-estructural usa una discretización del dominio de dise-
ño fija, ya que se asume que la cantidad de material cambia de acuerdo a un distribución
micro-estructural en ese dominio. En este caso, la optimización topológica consiste en
determinar cuáles micro-estructuras del medio continuo deben contener material o no, y
típicamente esta distribución de material está determinada por variables de diseño que
toman valores constantes por cada elemento finito de acuerdo a su micro-estructura. Este
tipo de problemas de optimización son conocidos como problemas de variables discretas
binarias y generalmente sufren de mal condicionamiento; es decir, carecen de solución y
la topología obtenida es dependiente de la malla (Eschenauer and Olhoff, 2001).

En la Figura 4-11 se presenta de manera simplificada un diagrama de la optimización
de estructuras continuas con el abordaje macro-estructural y micro-estructural.
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Fig. 4-11.: Optimización topológica de estructuras continuas con un a) abordaje geométrico o
macro-estructural y un b) abordaje de material o micro-estructural. Imagen tomada
de Berrío (2017).

Tres formas comunes de resolver este tipo de problemas de optimización son:

Utilizar un abordaje geométrico, como el método Level-Set.

Utilizar métodos heurísticos o probabilísticos, como los algoritmos genéticos.

Relajando el problema a través de modelos de interpolación de material.

Los abordajes geométricos y los métodos heurísticos o probabilísticos han sido amplia-
mente utilizados en la solución de problemas de optimización. Sin embargo, en la opti-
mización topológica, la solución de problemas desde un abordaje de material o micro-
estructural han sido resueltos comúnmente a través de la relajación del problema (Sig-
mund and Maute, 2013).

Se definen entonces los modelos de interpolación de material como una regularización
que incluye restricciones a la formulación del problema e introducen las variables de
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diseño como variables continuas (Eschenauer and Olhoff, 2001). Existen varios modelos
de material en la literatura, sin embargo los dos modelos principales son:

Modelos de material basados en Homogenización.

Modelos de material basados en Densidades.

Bendsøe and Kikuchi (1988) introdujeron el método de homogenización y un año más
tarde Bendsøe (1989) presenta uno de los métodos de densidad más comunes, llama-
do SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization). Luego, es introducida por Stolpe and
Svanberg (2001) una propuesta alternativa del modelo de densidades llamada RAMP (Ra-
tional Approximation of Material Properties). El modelo de material basado en densidades
es de más fácil implementación computacional que el modelo basado en homogenización
ya que existe una variable de diseño por cada punto de discretización en el dominio y los
valores de las propiedades se obtienen de forma directa (Silveira, 2012). Este trabajo se
desarrolla con el modelo de interpolación de material basado en densidades SIMP.

4.5.3. Modelo de Material SIMP

El modelo SIMP es una ley matemática, también llamada Ley de Potencias, que define
el material en cada punto del dominio de diseño fijo (Silveira, 2012). En este método, una
arreglo de variables continuas ρ(x) tal que 0 < ρi(x) < 1 representa la pseudo-densidad
del material asignada a cada elemento finito i, a la cual se le aplica un factor de interpo-
lación p en las propiedades del material. Las relaciones entre esa densidad de material, el
tensor de propiedades E en equilibrio, y el volumen V de la estructura, se definen como
(Bendsøe and Sigmund, 1999):

Ei(x) = ρi(x)pE0 (4-1)

V =
∫
Ω

ρ(x)dx (4-2)

Donde E0 es una propiedad de material dada, p es el factor de penalización tal que
p > 1, x es un punto en el dominio de diseño fijo Ω. La Figura 4-12 muestra la relación
de las propiedades del material E/E0 en función de la pseudo-densidad ρi(x) para dife-
rentes valores de penalización p. Cada curva de la gráfica representan el comportamiento
de las variables de diseño y su influencia sobre los valores que toman las propiedades
micro-estructurales del material de acuerdo a un factor de penalización p. Claramente se
ilustra que entre más grande se escoja el valor del factor de penalización, más se forzará
el problema de optimización a encontrar soluciones de densidad ρi = 0 (material vacío) y
ρi = 1 (material sólido).
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Fig. 4-12.: Relación de propiedad del material E/E0 vs. densidad en el modelo de material SIMP
ρ. Figura tomada de Eschenauer and Olhoff (2001).

Ya que es necesario interpolar las propiedades de los materiales como funciones de
densidad y en los últimos años se ha hecho popular el método SIMP (Rozvany and Le-
wiński, 2014), en los problemas que involucren materiales piezoeléctricos, es necesario
aplicar el modelo de material SIMP a cuatro propiedades: Elasticidad, Piezoelectricidad,
Permitividad, y Densidad. Debido a que los materiales piezoeléctricos poseen estas cua-
tro propiedades, se designan cuatro diferentes factores de penalización (p1, p2, p3, y p4),
uno para cada propiedad del material.

En las ecuaciones 4-3 a 4-6 se muestra la implementación del modelo de material apli-
cado al problema de optimización de estructuras piezoeléctricas tratado en esta tesis.

c = ρp1
i c

E (4-3)

e = ρp2
i e (4-4)

ε = ρp3
i ε

S (4-5)

ρ = ρp4
i ρmat (4-6)

Donde ρi es la pseudo-densidad del elemento finito i penalizada por un factor de in-
terpolación p1, p2, p3, o p4 respectivamente para las propiedades de elasticidad a campo
eléctrico constante cE , piezoelectricidad e, permitividad a deformación constante εS , y
densidad de volumen del material ρmat. Las propiedades interpoladas con el modelo de
material se representan con barra superior (e.g. elasticidad interpolada c).
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4.6. Problemas del MOT

La implementación del MOT involucra una serie de problemas derivados de la natura-
leza del problema, la formulación matemática o el condicionamiento numérico. Entre los
problemas más comunes se pueden encontrar (Alzate Acevedo, 2016; Berrío, 2017):

Escalas de grises

Tableros de ajedrez

Dependencia de malla

Múltiples soluciones

La escala de grises es un problema que tiene sus raíces en el modelo de interpolación de
material, ya que la relajación del problema de optimización permite a la pseudo-densidad
tomar valores continuos entre 0 y 1, lo que inmediatamente permite la aparición de ma-
teriales con propiedades intermedias, que representan una solución matemática al pro-
blema, pero no tienen interpretación física o su manufactura es demasiado compleja.

Fig. 4-13.: Ejemplo de estructura con problemas de escala de grises. Imagen obtenida del código
de 99 líneas de Sigmund (2001).

En la Figura 4-13 se presenta un ejemplo de una estructura que no está completamente
definida, ya que algunas zonas del dominio de diseño tiene material sólido (color negro,
ρ ≈ 1), otras zonas tienen material vacío (color blanco, ρ ≈ 0), y algunas zonas tienen ma-
terial de propiedad intermedia (color gris, 0 < ρ < 1). Este problema generalmente ocurre
por la falta de restricciones o definición de condiciones del modelo y para afrontarlo se
pueden incrementar los factores de penalización del modelo de interpolación, aunque
esto generaría nuevamente inestabilidad numérica al ser un problema cada vez más bi-
nario. También es posible utilizar filtros en las variables de diseño o en las sensibilidades
(Bendsøe and Sigmund, 2004), los cuales se describirán en detalle en secciones siguientes.

El problema de tablero de ajedrez describe una estructura que posee elementos sólidos
y elementos vacíos distribuidos alternadamente, lo que se asemeja a un tablero de aje-
drez. Este tipo de problemas se deben a modelados numéricos deficientes, presentan una
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Fig. 4-14.: Estructura con problema de tablero de ajedrez. Imagen tomada de Sigmund and Pe-
tersson (1998).

rigidez estructural mayor aunque artificial (Sigmund and Petersson, 1998). Un ejemplo
de este tipo de problemas se presenta en la Figura 4-14 en la cual una estructura simple
optimizada con MOT evidencia zonas de distribución de material en forma de tablero de
ajedrez en los costados izquierdo y derecho del dominio de diseño. Nuevamente, este tipo
de problemas puede ser eliminar con el uso filtros de densidades o sensibilidades.

Fig. 4-15.: Ejemplificación de la dependencia de malla para cuatro casos sin uso de filtro: 300
elementos, 1200 elementos, 4800 elementos y 19200 elementos. Imagen obtenida del
código de 99 líneas de Sigmund (2001).

La dependencia de malla es ejemplificada en la Figura 4-15. Como su nombre lo indica,
de acuerdo a la discretización de la malla la solución del problema de optimización pue-
de cambiar. Dado que los problemas de optimización topológica no están completamente
definidos por el fenómeno de no tener un espacio solución completamente cerrado; es
decir, carecen de solución o no tienen convergencia, es común encontrar dependencia de
la solución en la discretización de la malla. Una solución a este problema es regularizar el
problema, relajando el espacio solución a variables de diseño continuas (Eschenauer and
Olhoff, 2001).

Esto también sugiere la aparición de otro de los problemas comunes; la posibilidad de
encontrar múltiples soluciones, algo que además de la dependencia de la malla pueden
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tener relación con la no convexidad de los problemas de optimización; es decir, la existen-
cia de mínimos locales. Para solucionar estos problemas es necesaria la correcta definición
del problema de optimización, incluyendo las restricciones suficientes, además del uso de
filtros (Osanov and Guest, 2016).

En cualquiera de los casos presentados como problemas comunes, es posible solucio-
narlos incluyendo filtros de sensibilidad (Lazarov and Sigmund, 2011), controles de gra-
diente (Borrvall, 2001), filtros de densidad (Bruns and Tortorelli, 2001), penalizaciones
regularizadas (Borrvall and Petersson, 2001), control de perímetros (Ambrosio and But-
tazzo, 1993), optimización robusta (Schevenels et al., 2011), o filtros de proyección (Xu
et al., 2010; Guest et al., 2004). En la siguiente sección se hará una breve introducción al
uso de filtros en problemas de optimización topológica.

4.6.1. Filtros en el MOT

Afrontar los problemas de optimización topológica, introduciendo restricciones implí-
citas en la formulación del problema, limita la solución del diseño óptimo. Una alter-
nativa es limitar directamente las variables de diseño o las sensibilidades con funciones
que ponderan el espacio de solución (Bendsøe and Sigmund, 2004). Los filtros pueden
ser entendidos como operadores matemáticos que modifican un parámetro deseado para
suavizar su comportamiento con funciones de regularización (Bourdin, 2001).

Dependiendo de la definición espacial o la variable de regularización, los filtro se pue-
den clasificar en (Bendsøe and Sigmund, 2004; Cardoso and Fonseca, 2003):

Filtros de vecindad fija

Filtros espaciales

Filtros de sensibilidades

Filtros de densidades

Los filtros de vecindad fija consisten en generar funciones de conectividad entre el
elemento filtrado y sus vecinos próximos. Aunque es el filtro más simple, su definición de
vecindad implica dependencia a la discretización de la malla, ya que el área de influencia
está determinada por el tamaño de la malla (Cardoso and Fonseca, 2003). Debido a este
problema, surgen los filtros espaciales. En la Figura 4-16 se presenta una comparación
entre dos discretizaciones de malla usada para resolver el mismo problema, mientras se
usan filtros de vecindad fija. En esta figura se ilustra cómo el área de influencia del filtro
cambia en función del tamaño de los elementos finitos ya que el filtro solo considera una
cantidad específica de elementos alrededor del elemento que está siendo filtrado.
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Fig. 4-16.: Concepto de filtro de vecindad fija (A) con malla gruesa y (B) con malla fina.
Imagen tomada de Berrío (2017).

Los filtros espaciales controlan el área de influencia a partir de un radio definido. Esto
ayuda también a controlar la complejidad del problema y reduce la dependencia de la
malla; sin embargo, estos filtros no tienen en cuenta el tamaño de los elementos vecinos,
haciendo su aplicación adecuada para mallas estructuradas (Cardoso and Fonseca, 2003).
La Figura 4-17 ilustra el concepto de un filtro espacial para una donde los elementos
vecinos son aquellos que tiene tienen la distancia entre centroides menos al radio del
filtro, tomando como referencia el centroide del elementos finito que está siendo filtrado.

Fig. 4-17.: Concepto de filtro espacial en una malla bidimensional.
Imagen tomada de Ramírez Gil (2013).

La ventaja del uso de este tipo de filtros radica en que se pueden aplicar a cualquier
variable; como la pseudodensidad o la sensibilidad, pero modificando dichos valores se
afecta directamente los resultados del MOT. En contraste, si se filtran los límites móviles
de la programación lineal secuencial (PLS), se asegura que el valor de las variables de di-
seño estén relacionadas con los elementos del alrededor, evitando el problema del tablero
de ajedrez (Cardoso and Fonseca, 2003).
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Por otra parte, los filtros de sensibilidades consisten en alterar la sensibilidad de un ele-
mento específico, en función de la sensibilidad de los elementos en un radio especificado,
lo que asegura independencia de malla (Bendsøe and Sigmund, 2004). Aunque inicial-
mente fue definido como un método heurístico, Sigmund and Maute (2012) demostraron
que la formulación de los filtros de sensibilidades pueden ser derivados del concepto de
mecánica del medio continuo y elasticidad no local.

Los filtro de densidades son en esencia filtros espaciales en los cuales se modifican las
variables de diseño (i.e. pseudo-densidades) y se ajustan las sensibilidades para que sean
consistentes con la formulación del modelo. En la evaluación del modelo matemático de
la optimización solo se permiten las variables filtradas, de forma que las propiedades de
un elemento dependen de la densidad en todos los elementos vecinos en un radio deter-
minado (Bendsøe and Sigmund, 2004).

Uno de los filtros de densidad que ha mostrado buenos resultados en los últimos años;
introducido por Guest et al. (2004), es llamado filtro de proyección. En este tipo de filtro,
se usan variables de diseño “auxiliares” que se proyectan a un espacio solución diferente
para evaluar el modelo físico del problema usando funciones no lineales, como la función
de Heaviside; logrando así, eliminar la escala de grises y la independencia de la malla
(Berrío, 2017). La función de Heaviside debe ser regularizada, de forma que el gradiente
de la variable de diseño auxiliar (ρ̃e) con respecto a la variable de diseño original (ρ) sea
continuo. Esto se puede lograr con la función exponencial (Xu et al., 2010):

ρ̃e = 1− e−βρ̃e + ρ̃ee
−β (4-7)

Donde ρ̃e es la pseudo-densidad filtrada y penalizada por β, que es un factor de pena-
lización del filtro. En la Figura 4-18 se muestra la regularización de la función Heaviside
usada en el filtro de proyección.

4.7. Implementación del MOT

Los métodos de optimización topológica han sido desarrollados y aplicados a proble-
mas dominados por fenómenos físicos específicos de una disciplina, como deformacio-
nes elásticas en mecánica estructural, o flujo de fluidos y gases en mecánica de fluidos
(Bendsøe and Sigmund, 2004). Sin embargo, el comportamiento de muchos sistemas in-
volucra múltiples fenómenos físicos que pertenecen a diferentes disciplinas de la ingenie-
ría. Estos problemas son llamados multi-físicos (Rozvany and Lewiński, 2014). Ejemplos
de estos problemas involucran interacciones termo-eléctricas, termo-mecánicas, electro-
mecánicas, electro-térmicas, fluido-estructuras, entre otras.
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Fig. 4-18.: Función Heaviside suavizada en función de la penalización β. Imagen tomada de Xu
et al. (2010).

Los materiales piezoeléctricos pertenecen a la familia de fenómenos electro-mecánicos
y la relación entre sus propiedades es ilustrada en el diagrama de Heckmann presentado
en la Figura 2-5. En esta sección se desarrollará la formulación e implementación de un
problema de optimización para encontrar la topología óptima de actuadores y sensores
que maximicen la controlabilidad y observabilidad de un sistema de control activo de
vibraciones usando transductores piezoeléctricos.

4.7.1. Problema de Optimización

El problema de optimización consiste en encontrar la distribución óptima de material
piezoeléctrico sobre una estructura elástica para maximizar el control a las vibraciones
que experimente dicha estructura. Para resolver este problema se proponen dos funciones
objetivo que son optimizadas de forma paralela y luego sus resultados son concatenados
como solución a un problema global de optimización.

La primera función objetivo busca maximizar el gramiano de controlabilidad, mientras
la segunda función objetivo busca maximizar el gramiano de observabilidad del sistema.
Sin embargo, ambos gramianos son expresiones matriciales cuya dimensión depende de
la cantidad de variables de estado definidos en el modelo de control es representación
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de espacios de estado (tema abordado detalladamente en el Capítulo 3). Ya que los gra-
mianos son matrices predominantemente diagonales (Silveira, 2012), el criterio de opti-
mización se define como la traza de la matriz del gramiano de controlabilidad y la traza
de la matriz del gramiano de observabilidad. En las ecuaciones 4-8 y 4-9 se presentan las
definiciones de los problemas de optimización en su forma canónica.

max
ρc

trace(Wc)

s.t.
∫
Ωc

ρcdΩc −Vr ≤ 0; 0 ≤ ρc ≤ 1
(4-8)

max
ρo

trace(Wo)

s.t.
∫
Ωo

ρodΩo −Vr ≤ 0; 0 ≤ ρo ≤ 1
(4-9)

Donde Wc y Wo son; respectivamente, las matrices del gramiano de controlabilidad y
el gramiano de observabilidad, ρc es la variable de diseño para el dominio de diseño del
actuador Ωc, ρo es la variable de diseño para el dominio de diseño del sensor Ωo, y Vr es
la restricción de volumen. Los dominios de diseño son ejemplificados en la Figura 4-9 y
los gramianos de controlabilidad y observabilidad son definidos en la Sección 3.6.1.

Ya que las funciones objetivo se definen como la traza de una matriz y esta operación
es la suma de los términos en la diagonal, se puede modificar esta definición a una suma
ponderada de esos términos. Ya que cada término de la diagonal del gramiano está asocia-
do directamente a un modo de vibración, la función objetivo puede ser entendida como la
suma ponderada de los modos de vibración, donde la traza es una caso particular de una
función de suma de términos sin pesos. En otras palabras, el programa de optimización
favorecerá la controlabilidad o la observabilidad del sistema específicamente en ciertos
modos de vibración usando pesos en la formulación de la función objetivo al realizar la
suma de los términos de la diagonal de las matrices de controlabilidad y observabilidad.

4.7.2. Solución al Problema de Optimización

El problema de optimización presentado en las ecuaciones 4-8 y 4-9, es un problema no
lineal con restricciones lineales. Para resolver este tipo de problemas existen diferentes
métodos, e.g. métodos analíticos o métodos numéricos, que pueden ser probabilísticos o
determinísticos. y a su vez existe una amplia serie de algoritmos de optimización (Boom
and Schutter, 2007; Haftka and Gürdal, 2012). En la Figura 4-19 se muestra un diagrama
de algunos posibles caminos de solución para un problemas de optimización no lineal.

Cuando se usan modelos de elementos finitos con miles o millones de grados de liber-
tad, en los cuales el costo computacional asociado a la evaluación de la función objeti-
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Fig. 4-19.: Métodos de solución para problemas no lineanles. Figura adaptada de Berrío (2017).

vo, las restricciones, y sus derivadas es demasiado grande en comparación con el costo
computacional asociado a las operación de optimización, es particularmente útil usar
métodos de aproximación (Haftka and Gürdal, 2012). De los métodos basados en apro-
ximaciones presentados en la Figura 4-19, el método de Programación Lineal Secuencial
(SLP por sus siglas en inglés) es el más popular y el más simple de implementar (Ramí-
rez Gil, 2013).

En este trabajo se ha escogido el SLP como método de solución ya que se ha aplica-
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do satisfactoriamente en problemas de optimización topológica considerando materiales
piezoeléctricos (Sigmund et al., 1998; Silva and Kikuchi, 1999) y control de vibraciones
(Zhang and Kang, 2014b; Silveira, 2012).

4.7.3. Programación Lineal Secuencial (SLP)

La solución de problemas no lineales de optimización a través de una técnica de solu-
ción como la SLP, consiste en generar series de aproximaciones lineales del problema de
optimización, usando series de Taylor de primer orden alrededor de las variables de di-
seño actuales (Rao, 2009). Así, basta con solucionar un problema de optimización lineal
usando algoritmos eficientes para ese tipo de problemas (e.g. Método Simplex) (Berrío,
2017).

El problema de optimización linealizado se puede escribir como (Rao, 2009):

max
x

f (xi) +∇f (xi)
T (x − xi)

s.t. gj(xi) +∇gj(xi)T (x − xi) ≤ 0

(4-10)

Donde f (xi) y gj(xi) son, respectivamente, la función objetivo y las restricciones eva-
luadas en el punto xi , los términos ∇fi(xi)T y ∇gj(xi)T son los gradientes de la función
objetivo y las restricciones, respectivamente, evaluadas en el mismo punto. El término x
es la variable de diseño.

Aplicando este concepto al problema de optimización presentado en la ecuación 4-8,
el nuevo problema de optimización linealizado alrededor del punto ρi es:

max
ρc

∇(trace(Wc)|ρi )
T (ρc − ρi)

s.t.
∫
Ωc

ρidΩc −Vr ≤ 0, 0 ≤ ρi ≤ 1
(4-11)

De forma similar, se puede definir la linealización de la segunda optimización presen-
tada en la ecuación 4-9, la cual corresponde al problema de maximización de la observa-
bilidad; como:

max
ρo

∇(trace(Wo)|ρi )
T (ρo − ρi)

s.t.
∫
Ωo

ρidΩo −Vr ≤ 0, 0 ≤ ρi ≤ 1
(4-12)

Es importante resaltar que las restricciones definidas en el problema de optimización
topológica no se ven afectadas con la linealización ya que el gradiente de estas es cero por
ser funciones lineales. Adicionalmente, los términos trace(Wc)|ρi y trace(Wo)|ρi se omiten
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de la formulación de las funciones objetivo linealizadas al ser valores constante y por tan-
to no influyen sobre la solución del problema de optimización (Boom and Schutter, 2007).

El problema de optimización presentado en la ecuación 4-10 algunas veces podría te-
ner soluciones ilimitadas (Rao, 2009). Debido a esto, es necesario introducir límites para
asegurar la solución al problema agregando las siguientes restricciones:

li ≤ xi ≤ ui , i = 1,2, . . . ,n (4-13)

Donde li y ui representan los límites inferior y superior respectivamente, y n es el nú-
mero de variables de diseño. En el método SLP, estos límites reciben el nombre de límites
móviles y son particularmente importantes para lograr aproximar correctamente la so-
lución óptima del problema. Si la selección de los límites móviles en suficientemente
pequeña, se puede asegurar una buena aproximación lineal en ese rango, lo cual aseguro
una solución más cercana al óptimo del problema no lineal (Haftka and Gürdal, 2012).

En esta tesis, la implementación de los límites móviles se realizar sobre las variables de
diseño ρc y ρo, respectivamente; para el problema de controlabilidad y de observabilidad.
Al ser un problema no lineal, el rango de límites se selecciona suficientemente pequeño
para asegurar buenos resultados de la aproximación, sin comprometer el costo compu-
tacional que implica escoger límites demasiado pequeños.

Cada iteración del proceso de optimización resuelto a través del método SLP analiza la
evolución de la función objetivo es sus últimas iteraciones para determinar su variación y
define nuevos límites móviles basados en esta información. De acuerdo a qué tan no lineal
se esté comportando la función objetivo, los límites móviles pueden tomar dos rango; uno
amplio y uno corto, los cuales se definen con un paso del 10% o del 5% del valor de las
variables de diseño en la iteración inmediatamente anterior.

4.7.4. Problema de Optimización Discretizado

El problema de optimización como está presentado en esta sección debe ser discreti-
zado para ser resuelto por métodos numéricos computacionales. Para esto, es necesario
discretizar el dominio de diseño del problema de optimización, así como su formulación,
incluyendo la función objetivo y sus restricciones. En este trabajo, se utiliza el método de
los elementos finitos (MEF) como método numérico de solución al problema física y por
tanto funciona como canal de discretización del problema. Adicionalmente, se utiliza el
modelo de interpolación de material SIMP donde se le asigna una variable de diseño a
cada elemento del dominio discretizado con el MEF, y las propiedades del material son
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penalizadas de acuerdo al modelo, de forma que:

c(ρi) = ρp1
i c

E

e(ρi) = ρp2
i e

ε(ρi) = ρp3
i ε

S

ρmat(ρi) = ρp4
i ρmat

(4-14)

Donde cE , e, εS , y ρmat son; respectivamente, la elasticidad, la piezoelectricidad, la per-
mitividad, y la densidad del material. Los términos con una línea superior (c, e, ε, y ρmat)
son las propiedades del material interpoladas por el modelo SIMP y los factores p son las
penalizaciones para cada propiedad.

Así, la representación del problema dinámico de estructuras piezoeléctricas discretiza-
do a través del MEF y del modelo SIMP se puede escribir como:[

Muu(ρ) 0
0 0

]{
ü
φ̈

}
+
[
Duu(ρ) 0

0 0

]{
u̇
φ̇

}
+
[
Kuu(ρ) Kuφ(ρ)
Kφu(ρ) Kφφ(ρ)

]{
u
φ

}
=

{
f
q

}
(4-15)

Donde los términos Muu(ρ), Duu(ρ), Kuu(ρ), Kuφ(ρ), Kφu(ρ), y Kφφ(ρ) son todos depen-
dientes de la pseudo-densidad ρ de los elementos finitos en el dominio discretizado. Ya
que los valores de ρ pueden ser cualquiera en el intervalo [0,1], las matrices dependien-
tes de esta variables pueden volverse singulares cuando la pseudo-densidad tome valores
igual a cero. Para prevenir este problema, se define un valor mínimo para este intervalo
ρmin, tal que:

0 < ρmin ≤ ρi ≤ 1 (4-16)

Finalmente, las funciones objetivo se pueden expresar en términos de las matrices dis-
cretas y la restricción de volumen que involucra una integral se convierte a una sumatoria
de términos discretos y la formulación de los problemas de optimización en sus formas
discretas se pueden expresar como:

max
ρc

trace(Wc(ρc))

s.t.
ne∑
c=1

ρcVc −Vr ≤ 0; 0 < ρmin ≤ ρc ≤ 1
(4-17)

max
ρo

trace(Wo(ρo))

s.t.
ne∑
o=1

ρoVo −Vr ≤ 0; 0 < ρmin ≤ ρo ≤ 1
(4-18)

DondeWc(ρc) yWo(ρo) son; respectivamente, las matrices del gramiano de controlabili-
dad y el gramiano de observabilidad discretizadas, ρc es la pseudo-densidad del elemento
c cuyo volumen es vc, ρo es la pseudo-densidad del elemento o cuyo volumen es vo, y Vr
es la restricción de volumen.
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4.7.5. Análisis de Sensibilidad

La linealización de problemas de optimización requiere, en el caso de la SLP, la pri-
mera derivada de la función objetivo y sus restricciones con respecto a las variables de
diseño a través de su expansión en series de Taylor. Este proceso de obtener la derivada
del problema se le llama Análisis de Sensibilidad (Berrío, 2017).

Las sensibilidades pueden calcularse con tres métodos (Nocedal and Wright, 2006):

Método analítico.

Método semi-analítico.

Método numérico.

El método analítico es el más complejo ya que requiere que se deriven analíticamente
las funciones objetivo, pero genera menor costo computacional. Por otra parte, los méto-
dos numéricos son más fáciles de implementar y se pueden aplicar a cualquier función
objetivo, pero representan un mayor costo computacional. Finalmente, los métodos semi-
analíticos combinan los métodos anteriores al permitir que algunas partes de la función
sean derivadas analíticamente mientras otras partes, generalmente más complejas, se de-
riven con los método numéricos (Haftka and Gürdal, 2012; Nocedal and Wright, 2006).

En este trabajo se desarrolló el análisis de sensibilidad a través de dos métodos: analí-
tico y numérico. El método analítico fue desarrollado e implementado y posteriormente
verificado a través del método numérico, sin embargo, el método numérico resultó ser
más eficiente en costo computacional, ya que la complejidad del método analítico re-
quiere de inversión de matrices cercanas a la singularidad. A continuación se presenta el
desarrollo de la sensibilidad del problema de optimización de este trabajo utilizando el
método analítico y posteriormente se presenta la implementación de las sensibilidades a
través del método numérico.

Análisis de Sensibilidad Numérico En este método la variación de la función objetivo
se calcula mediante una aproximación de diferencias finitas. El método de diferencias fi-
nitas es un procedimiento general para solucionar problemas de ecuaciones diferenciales.
Cada derivada que aparece en la ecuación diferencial parcial debe reemplazarse por una
diferencia dividida con valores de la función evaluada en los puntos elegidos (Grossmann
et al., 2007). En esencia, el método de diferencias finitas permite calcular derivadas para
los análisis de sensibilidad. Específicamente, el método de las diferencias finitas centra-
les se eligió como el método para calcular la sensibilidad numérica en esta tesis, definido
como (Haftka and Gürdal, 2012):

∆f

∆ρi
=
f (ρi +∆ρi)− f (ρi −∆ρi)

2∆ρi
(4-19)
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Donde ρi es la pseudo-densidad del elemento finito i, y f corresponde a una de las
funciones objetivo presentadas en las ecuaciones (4-8) y (4-9).

Análisis de Sensibilidad Analítico Dada la función objetivo como la traza de los gra-
mianos de controlabilidad y de observabilidad, la sensibilidad de esta función se reducirá
al cálculo de la derivada de cada gramiano. La idea general en el desarrollo de la sensi-
bilidad del los gramianos es derivar la ecuación de Lyapunov; usada inicialmente para
calcular los gramianos, y resolver nuevamente la ecuación de Lyapunov que en su expan-
sión entregue como la derivada del gramiano de controlabilidad o de observabilidad.

Inicialmente, se definen las sensibilidades del modelo de material con respecto a las
variables de diseño ρi :

∂c
∂ρi

= p1ρ
p1−1
i cE

∂e
∂ρi

= p2ρ
p2−1
i e

∂ε
∂ρi

= p3ρ
p3−1
i εS

∂ρmat
∂ρi

= p4ρ
p4−1
i ρmat

(4-20)

Donde cE , e, εS , y ρmat son los las propiedades del material dadas por sus característi-
cas físicas (elasticidad, piezoelectricidad, permitividad, densidad) y c, e, ε, y ρmat son las
propiedades del material interpoladas con el modelo de material SIMP usando los facto-
res de penalización p1, p2, p3, y p3 respectivamente para cada propiedad.

Partiendo de las ecuaciones generales de Lyapunov para los gramianos:

AWc +WcA
T +BBT = 0 (4-21)

ATWo +WoA+CTC = 0 (4-22)

Donde Wc es el gramiano de controlabilidad y Wo es el gramiano observabilidad, con
A, B y C definidos en las ecuaciones 3-52 a 3-58. Derivando la ecuación 4-21 con respecto
a la variable de diseño ρ:

∂
∂ρ

(
AWc +WcA

T +BBT
)

= A
∂Wc

∂ρ
+
∂Wc

∂ρ
AT +

∂A
∂ρ
Wc +Wc

∂AT

∂ρ
+
∂B
∂ρ
BT +B

∂BT

∂ρ
(4-23)

La ecuación 4-23 tiene la misma estructura que la ecuación 4-21 y se puede organizar
como un nueva ecuación de Lyapunov de la forma:

AX +XAT +Q = 0 (4-24)

Donde X será la derivada del gramiano de controlabilidad y Q son los últimos cua-
tro términos de la ecuación 4-23. De forma similar se puede escribir el problema de las
sensibilidades del gramiano de observabilidad. Derivando la ecuación 4-22:

∂
∂ρ

(
ATWo +WoA+CTC

)
= AT

∂Wo

∂ρ
+
∂Wo

∂ρ
A+

∂AT

∂ρ
Wo +Wo

∂A
∂ρ

+
∂CT

∂ρ
C +CT

∂C
∂ρ

(4-25)
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De nuevo, la ecuación 4-25 tiene la misma estructura que la ecuación 4-22, y se puede
organizar como una nueva ecuación de Lyapunov de la forma:

AT Y +YA+R = 0 (4-26)

Donde Y es la derivada del gramiano de observabilidad y R son los últimos cuatro
términos de la ecuación 4-25. De las ecuaciones 4-23 y 4-25 se pueden identificar tres
derivadas que se deben obtener previamente para resolver esas nuevas ecuaciones de
Lyapunov:

∂A
∂ρ

=
∂
∂ρ

[
0 I

−M−1
m Kvm −M−1

m Dm

]
(4-27)

∂B
∂ρ

=
∂
∂ρ

[
0

−M−1
m Kwm

]
(4-28)

∂C
∂ρ

=
∂
∂ρ

[
−H−1

ss HsuΦ 0
]

(4-29)

De las ecuaciones 4-27 a 4-29:

∂A
∂ρ

=


0 0

−∂M
−1
m

∂ρ
Kvm −M−1

m
∂Kvm
∂ρ

−∂M
−1
m

∂ρ
Dm −M−1

m
∂Dm
∂ρ

 (4-30)

∂B
∂ρ

=


0

−∂M
−1
m

∂ρ
Kwm −M−1

m
∂Kwm
∂ρ

 (4-31)

∂C
∂ρ

=
[
−∂H

−1
ss

∂ρ
HsuΦ −H−1

ss
∂Hsu
∂ρ

Φ −H−1
ss Hsu

∂Φ
∂ρ

0
]

(4-32)

Donde:

∂M−1
m

∂ρ
= −M−1

m
∂Mm

∂ρ
M−1
m (4-33)

∂Mm

∂ρ
=
∂
∂ρ

(ΦTMuuΦ) (4-34)

∂Kvm
∂ρ

=
∂
∂ρ

(ΦTKvΦ) (4-35)

∂Dm
∂ρ

=
∂
∂ρ

(ΦTDuuΦ) (4-36)

∂Kwm
∂ρ

=
∂
∂ρ

(ΦTKw) (4-37)
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De las ecuaciones 4-34 a 4-36:

∂
∂ρ

(ΦTMuuΦ) =
∂ΦT

∂ρ
MuuΦ +ΦT ∂Muu

∂ρ
Φ +ΦTMuu

∂Φ
∂ρ

(4-38)

∂
∂ρ

(ΦTKvΦ) =
∂ΦT

∂ρ
KvΦ +ΦT ∂Kv

∂ρ
Φ +ΦTKv

∂Φ
∂ρ

(4-39)

∂
∂ρ

(ΦTDuuΦ) =
∂ΦT

∂ρ
DuuΦ +ΦT ∂Duu

∂ρ
Φ +ΦTDuu

∂Φ
∂ρ

(4-40)

∂
∂ρ

(ΦTKw) =
∂ΦT

∂ρ
Kw +ΦT ∂Kw

∂ρ
(4-41)

De la ecuación 4-38 es necesario obtener las derivadas de los vectores propios, las cuales
serán desarrolladas en la sección 4.7.5. Adicionalmente, la derivada de la matriz de masa,
teniendo en cuenta su formulación de matriz diagonal, se puede escribir:

∂Muu

∂ρ
=
∂
∂ρ

Veρ

20
(4-42)

Donde Ve es el volumen del elemento finito y ρ es la densidad del elemento finito
en el proceso de optimización. Esta densidad está determinada por el modelo material
expuesto en la sección 4.5.3. Ahora derivando la ecuación 4-6 y reemplazándola en 4-42:

∂Muu

∂ρ
=
Ve
20

(
p4ρ

p4−1ρmat
)

(4-43)

∂Muu

∂ρ
= p4ρ

−1Muu (4-44)

De la ecuación 4-39 además de las derivadas de los vectores propios, es necesario el
cálculo de la derivada de la matriz Kv . Esta se puede escribir usando la ecuación 3-31:

∂Kv
∂ρ

=
∂
∂ρ

(
Huu −HusH−1

ss Hsu
)

(4-45)

∂Kv
∂ρ

=
∂Huu
∂ρ
− ∂Hus

∂ρ
H−1
ss Hsu −Hus

(
∂H−1

ss

∂ρ
Hsu +H−1

ss
∂Hsu
∂ρ

)
(4-46)

En la ecuación 4-46 se pueden identificar nuevas derivadas necesarias de resolver.
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Usando las ecuaciones 3-22 y 3-27 se obtiene:

∂Huu
∂ρ

=
∂
∂ρ

(
Kuu −KuiK−1

ii Kiu
)

(4-47)

∂Hus
∂ρ

=
∂
∂ρ

(
Kus −KuiK−1

ii Kis
)
Ts (4-48)

∂Hsu
∂ρ

=
(
∂Hus
∂ρ

)T
(4-49)

∂H−1
ss

∂ρ
= −H−1

ss
∂Hss
∂ρ

H−1
ss (4-50)

∂Hss
∂ρ

= T Ts
∂
∂ρ

(
Kss −KsiK−1

ii Kis
)
Ts (4-51)

Desarrollando las ecuaciones 4-47 a 4-51:

∂Huu
∂ρ

=
∂Kuu
∂ρ
− ∂Kui
∂ρ

K−1
ii Kiu −Kui

(
∂K−1

ii

∂ρ
Kiu +K−1

ii
∂Kiu
∂ρ

)
(4-52)

∂Hus
∂ρ

=
[
∂Kus
∂ρ
− ∂Kui
∂ρ

K−1
ii Kis −Kui

(
∂K−1

ii

∂ρ
Kis +K−1

ii
∂Kis
∂ρ

)]
Ts (4-53)

∂Hss
∂ρ

= T Ts

[
∂Kss
∂ρ
− ∂Ksi
∂ρ

K−1
ii Kis −Ksi

(
∂K−1

ii

∂ρ
Kis +K−1

ii
∂Kis
∂ρ

)]
Ts (4-54)

Donde:
∂K−1

ii

∂ρ
= −K−1

ii
∂Kii
∂ρ

K−1
ii (4-55)

Usando la ecuación 2-48 para obtener la derivada de Kuu de la ecuación 4-52:

∂Kuu
∂ρ

=
∫
V
BTu

∂c
∂ρ
BudV (4-56)

Usando la ecuación 4-3:

∂Kuu
∂ρ

=
∫
V
BTu (p1ρ

p1−1cE)BudV (4-57)

∂Kuu
∂ρ

= p1ρ
−1Kuu (4-58)

Algunas derivadas que no poseen expresión analítica de las ecuaciones 4-52 a 4-54
se deben calcular usando las derivadas internas de las matrices piezoeléctricas Kuφ y
dieléctricas Kφφ, es decir, la derivada de las matrices Kui , Kiu, Kii , Kus, Ksi , Kis y Kss se
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obtienen de las siguientes expresiones:

∂Kuφ
∂ρ

=
∂
∂ρ

[
Kus Kua Kug Kui

]
(4-59)

∂Kφφ
∂ρ

=
∂
∂ρ


Kss Ksa Ksg Ksi
Kas Kaa Kag Kai
Kgs Kga Kgg Kgi
Kis Kia Kig Kii

 (4-60)

∂Kφu
∂ρ

=
∂
∂ρ

[
Ksu Kau Kgu Kiu

]T
(4-61)

Cada una de estas matrices se puede definir usando las ecuaciones 2-49 y 2-50:

∂Kuφ
∂ρ

=
∫
V
BTu

∂eT

∂ρ
BφdV (4-62)

∂Kφφ
∂ρ

= −
∫
V
BTφ

∂ε
∂ρ
BφdV (4-63)

Donde:

∂e
∂ρ

= p2ρ
p2−1e (4-64)

∂ε
∂ρ

= p3ρ
p3−1εS (4-65)

Reemplazando estas expresiones en las ecuaciones 4-62 y 4-63:

∂Kuφ
∂ρ

= p2ρ
−1Kuφ (4-66)

∂Kφφ
∂ρ

= p3ρ
−1Kφφ (4-67)

Volviendo a la ecuación 4-40 aún es necesario el cálculo de la derivada de la matriz
Duu. Para desarrollar esta derivada se usa la ecuación 2-52 de forma que:

∂Duu
∂ρ

= α
∂Muu

∂ρ
+ β

∂Kuu
∂ρ

(4-68)

El desarrollo de las derivadas que aparecen en la ecuación 4-68 ya fueron presentados
en las ecuaciones 4-44 y 4-56 respectivamente.

Aún es necesario calcular las derivadas propuestas en la ecuación 4-41. La derivada de
los vectores propios se desarrollará en la sección 4.7.5. Para la derivada de Kw, se usa la
expresión de la ecuación 3-32, de forma que:

∂Kw
∂ρ

=
∂Hua
∂ρ
− ∂Hus

∂ρ
H−1
ss Hsa −Hus

(
∂H−1

ss

∂ρ
Hsa +H−1

ss
∂Hsa
∂ρ

)
(4-69)



4.7 Implementación del MOT 93

En la ecuación 4-69 aparecen dos derivadas nuevas:

∂Hua
∂ρ

=
∂Gua
∂ρ

Ta (4-70)

∂Hsa
∂ρ

= T Ts
∂Gsa
∂ρ

Ta (4-71)

Usando las ecuaciones en 3-22:

∂Hua
∂ρ

=
[
∂Kua
∂ρ
− ∂Kui
∂ρ

K−1
ii Kia −Kui

(
∂K−1

ii

∂ρ
Kia +K−1

ii
∂Kia
∂ρ

)]
Ta (4-72)

∂Hsa
∂ρ

= T Ts

[
∂Ksa
∂ρ
− ∂Ksi
∂ρ

K−1
ii Kia −Ksi

(
∂K−1

ii

∂ρ
Kia +K−1

ii
∂Kia
∂ρ

)]
Ta (4-73)

Las derivadas que aparecen en estas ecuaciones no tienen expresión analítica y también
se derivan del análisis de las ecuaciones 4-59 a 4-61.

Sensibilidad de Valores y Vectores Propios El proceso de calcular las sensibilidades
de los valores y vectores propios se desarrolla siguiendo el procedimiento presentado por
Rao (2009). El problema de vectores y valores propios se define como:

KΦ = λMΦ (4-74)

Donde K es la matriz de rigidez, Φ es el vector propio, λ es el valor propio, y M es la
matriz de masa. La solución a este problema está dada por la expresión:

PiΦ i = 0 (4-75)

Donde Pi es una matriz simétrica dada por:

Pi =K −λiM (4-76)

Adicionalmente, si los vectores propios están normalizados con respecto a la matriz de
masa, se cumple la condición:

Φ iMΦ i = 1 (4-77)

Derivando las ecuaciones 4-75 y 4-77 con respecto a ρj :

Pi
∂Φ i

∂ρj
= − ∂Pi

∂ρj
Φ i (4-78)

2ΦT
i M

∂Φ i

∂ρj
= −ΦT

i
∂M
∂ρj

(4-79)
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Donde el término ∂Pi/∂ρj está dado por:

∂Pi
∂ρj

=
∂K
∂ρj
−λi

∂M
∂ρj
− ∂λi
∂ρj

(4-80)

Las ecuaciones 4-78 y 4-79 son linealmente independientes y se pueden escribir como:

[
Pi

2ΦT
i M

]
∂Φ i

∂ρj
= −


∂Pi
∂ρj

ΦT
i
∂M
∂ρj

Φ i (4-81)

Premultiplicando esta ecuación por: [
Pi

ΦT
i M

]T
Se obtiene un expresión para la derivada del vector propio:

∂Φ i

∂ρj
= −

(
PiPi + 2MΦ iΦ

T
i M

)−1
(
Pi
∂Pi
∂ρj

+MΦ iΦ
T
i
∂M
∂ρj

)
(4-82)

4.7.6. Algoritmo del MOT

En la Figura 4-8 se presentó una versión simplificada del algoritmo de optimización
usando en esta tesis, explicando los aspectos básicos del funcionamiento del algoritmo
del MOT. En esta sección, se presentará en detalle la implementación de método de opti-
mización topológica aplicado en problemas de control activo de vibraciones consideran-
do transductores piezoeléctricos. El MOT fue implementado en el software MATLAB ya
que es un entorno de programación amigable con el usuario, al tener un balance entre
complejidad del lenguaje de programación y eficiencia computacional que permite desa-
rrollar programas complejos, estables y robustos.

El algoritmo implementado en este trabajo inicia con la definición de parámetros tan-
to para el modelo de elementos finitos, el modelo de espacios de estado, como para el
problema de optimización. En esta inicialización de parámetros de define el sistema de
unidades, el enmallador utilizado, las restricciones de volumen, el número de iteraciones,
el criterio de convergencia, la configuración de los límites móviles y su filtro, el número
de modos para la conversión de modelos, y los materiales que se usan. Luego, se define
la malla y las condiciones de frontera del modelo de elementos finitos, incluyendo el tipo
de elementos finito, el tamaño de elementos, sus grados de libertad activos, y la defini-
ción de condiciones de frontera especiales como el acople de grados de libertad en los
electrodos de los materiales piezoeléctricos. Seguidamente, se realiza el ensamble de las
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Fig. 4-20.: Algoritmo de optimización topológica implementado en este trabajo.

matrices de elementos finitos de masa, rigidez y amortiguamiento y se resuelve el sistema
de ecuaciones para el modelo. Posteriormente, con estas matrices se realiza la conversión
de un modelo de espacios de estado, seguido de una reducción modal del sistema para
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llevarlo a un orden de magnitud adecuado para sistemas de control.

Con las matrices de espacios de estado se calculan las funciones objetivo de contro-
labilidad y de observabilidad. En este punto se puede evaluar convergencia del modelo
a cada iteración de la optimización, sin embargo, en la primera iteración es necesario
también calcular los límites móviles, filtrarlos y realizar un análisis de sensibilidad para
soluciones el problema de optimización. En la Figura 4-20 se presenta el algoritmo de
optimización, detallando cada subrutina y una representación gráfica de su influencia en
el desarrollo del programa (las imágenes en esta figura son ilustrativas).



5. Resultados

En este capítulo, se presentarán los resultados del diseño de estructuras inteligentes
dispuestas con sensores y actuadores piezoeléctricos distribuidos con el Método de Op-
timización Topológica (MOT), acoplados a la estructura como un mecanismo de control
activo de vibraciones. Inicialmente, se presenta la implementación de un programa de
simulación y análisis de estructuras usando el Método de los Elementos Finitos (MEF)
y la verificación de sus resultados. Posteriormente, se presentan los resultados de opti-
mización obtenidos con el MOT para maximizar el grado de controlabilidad y el grado
de observabilidad del sistema, realizando variaciones en los parámetros de modelado y
de optimización. Finalmente, el sistema completo (estructura-transductores); en la confi-
guración óptima encontrada, se somete a un esquema de control LQG para verificar los
resultados obtenidos. De esa forma, este capítulo se puede dividir en tres partes funda-
mentales:

Simulación de estructuras con el MEF.

Distribución óptima de transductores piezoeléctricos con el MOT.

Verificación de resultados en sistemas de control activo de vibraciones.

5.1. Caso de estudio

A lo largo de este capítulo se presentarán diferentes tipos de resultados, la mayoría de
ellos usando el mismo caso de estudio con la intención de comparar y analizar los resulta-
dos. El caso de estudio es una estructura tipo sandwich de 800×120×9 mm, empotrada en
un extremo, compuesta por tres capas de 3 mm cada una. En la Figura 5-1 se muestra el
diagrama del caso. La estructura tendrá varias configuraciones en las restricciones y con-
diciones de frontera, y en todos los casos, la estructura estará compuesta por tres capas
de material: la capa inferior será un sensor piezoeléctrico, la capa central será un material
elástico, y la capa superior será un actuador piezoeléctrico. Las propiedades mecánicas
y eléctricas de los materiales usados se presentan en la Tabla 5-1 (Piefort, 2001; Hwang
and Park, 1993; Toolbox, 2008).



98 5 Resultados

Fig. 5-1.: Estructura de 800 × 120 × 9 mm compuesta por una barra elástica cubierta con un ac-
tuador piezoeléctrico en parte superior y un sensor en la parte inferior.

5.2. Simulación de Estructuras Piezoeléctricas

En este trabajo, el MEF es usado para simular estructuras expuestas a perturbaciones
dinámicas que involucran dominios elásticos y piezoeléctricos acoplados. Un software de
simulación fue desarrollado en este trabajo, en la plataforma MATLAB®, y se le dio por
nombre FEMPS, por sus siglas en inglés Finite Element Modeling of Piezo-Coupled Structu-
res. FEMPS es un programa que tiene la capacidad de realizar análisis estáticos, modales
y armónicos. Esencialmente, el programa se divide en cinco partes: i) Inicialización de
parámetros, ii) Construcción de malla, iii) Construcción de condiciones de frontera, iv)
Ensamble de matrices, y v) Solución del sistema de ecuaciones. En la Figura 5-2 se mues-
tra un diagrama simplificado del algoritmo desarrollado para el programa de simulación.

Fig. 5-2.: Algoritmo simplificado del programa FEMPS
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Material Elasticidad Piezoelectricidad Permitividad Absoluta Densidad
(P a) (Cb/N ) (F/m) (kg/m3)

PZT-5A c11 = 121× 109 e31 = −5,4 ε11 = 8,11× 10−9 7500
c12 = 75,4× 109 e33 = 15,8 ε22 = ε11

c13 = 75,2× 109 e15 = 12,3 ε33 = 7,35× 10−9

c22 = c11

c23 = c13

c33 = 111× 109

c44 = 21,1× 109

c55 = c44

c66 = 22,8× 109

PVDF E = 2,0× 109 d31 = 2,2× 10−11 ε11 = 1,062× 10−10 1800
ν = 0,29 ε11 = ε22 = ε33

Aluminio E = 70× 109 2700
ν = 0,33

Tabla 5-1.: Propiedades de materiales (Piefort, 2001; Hwang and Park, 1993; Toolbox, 2008).

En esta sección se presentarán los resultados de simulación de modelos para análisis
estáticos, modales y armónicos, obtenidos con el software implementado y la respectiva
verificación de resultados usando el software ANSYS como referencia de comparación.

5.2.1. Tipo de elemento finito

FEMPS permite el uso de dos tipos de elementos finitos hexaédricos: Brick de 8 nodos
y Brick de 20 nodos, con cuatro grados de libertad por cada nodo, siendo tres de estos
para desplazamientos (ux, uy, uz) y uno para voltaje (φ). Se implementan dos elementos
finitos diferentes debido a un fenómeno llamado Shear-Locking que fue encontrado en la
simulación con los elementos de 8 nodos, donde el elemento presenta un exceso de rigi-
dez cuando es sometidos a deformaciones de flexión (Cook et al., 2007). Entre una de las
formas de solucionar este problema, se decide usar elementos de orden superior (Brick
de 20 nodos) por su relativa fácil implementación numérica y fácil acople al código del
programa ya desarrollado para el elemento finito Brick de 8 nodos.

Para comparar y verificar los resultados obtenidos con los diferentes elementos finitos,
se modeló una estructura piezoeléctrica tipo bimorph de 100× 5× 1mm, como se muestra
en la Figura 5-3, que consiste en dos capas de actuadores piezopolímeros PVDF con po-
laridades opuestas, aplicando 1 voltio entre los electrodos. Esta estructura se escoge para
comparación ya que fue probada experimentalmente por Tzou and Tseng (1991) y ve-
rificada numéricamente por Piefort (2001); Hwang and Park (1993). Adicionalmente, se
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presenta como referencia de comparación los resultados teóricos reportados por Lašová
and Zemčík (2012) de acuerdo a la teoría de placas de Euler-Bernoulli, considerando va-
riaciones lineales del potencial eléctrico a través del espesor de la placa. Las propiedades
del material PVDF se presentan en la Tabla 5-1.

Fig. 5-3.: Actuador bimorph. Figura adaptada
de Hwang and Park (1993)

Los resultados de comparación se presen-
tan en la Tabla 5-2. En esta tabla es posible
ver cómo la diferencia relativa a los valo-
res teóricos están por debajo del 2% cuando
se usan elementos de 20 nodos. En contras-
te, cuando se usan elementos de 8 nodos,
el error relativo se ubica alrededor de 85%,
poniendo en evidencia el efecto de Shear-
Locking mencionado previamente. En la Fi-
gura 5-4 se presentan las gráficas de despla-
zamiento en la dirección z en función del eje
x correspondientes al mismo experimento.
Allí, es de notar las similitudes entre los re-
sultados de nuestro programa (FEMPS), los
resultados obtenidos en el programa comer-
cial ANSYS, y los resultados reportados en la literatura.

Software Tipo de Elemento Número de Elementos Diferencia Relativa
FEMPS Brick 8 nodos 40 85.541%
ANSYS Brick 8 nodos 40 85.540%
ANSYS Brick 8 nodos (ESF) 40 0.2138%
FEMPS Brick 20 nodos 40 1.7014%
ANSYS Brick 20 nodos 40 0.5124%

Tabla 5-2.: Errores relativos a valores teóricos obtenidos en los programas FEMPS y ANSYS.

Debido a la diferencia relativa que induce el elemento finito de 8 nodos en comparación
a su equivalente de 20 nodos, todos los resultados presentados en este capítulo se simulan
usando el elemento finito de orden superior tipo Birck de 20 nodos.

En las siguientes secciones se presentan los análisis de estructuras acopladas con sen-
sores y actuadores piezoeléctricos, utilizando el caso de estudio propuesto en la Sección
5.1. Simultáneamente, los resultados obtenidos con nuestro programa FEMPS son veri-
ficados en el programa comercial ANSYS. Para realizar esta validación se usa en ambos
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(a) Resultados usando elementos de 8 nodos
en MATLAB y ANSYS

(b) Resultados usando elementos de 20 nodos
en MATLAB y ANSYS

(c) Resultados de Hwang and Park (1993) (d) Resultados de Tzou and Tseng (1991)

Fig. 5-4.: Comparación de resultados experimentales reportados en la literatura, ejemplos numé-
ricos, y simulaciones realizadas en los software FEMPS y ANSYS.

programas la misma malla, las mismas condiciones de frontera, las mismas propiedades
de los materiales, y el mismo tipo de elemento finito. De esta forma, tan solo difieren las
técnicas de ensamblar las matrices locales y globales de los elementos finitos, el solver
usado para resolver del sistema de ecuaciones, y el post-procesamiento de datos.

5.2.2. Análisis Estático

En la Sección 5.2.1 ya se han presentado y verificado resultados de análisis estáticos
donde se comparan los diferentes tipos de elementos finitos, aunque tan solo se contem-
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pla el uso de elementos finitos piezoeléctricos en configuración de actuadores. A conti-
nuación, se presenta el análisis estático de la estructura presentada en la Figura 5-1; una
estructura acoplada que contempla tanto materiales elásticos como materiales piezoeléc-
tricos, dispuestos simultáneamente en configuración de actuadores y sensores.

Parámetros de simulación:

Elemento finito: Brick de 20 nodos, 4 grados de libertad por nodo.

Malla: 180 elementos finitos, 4556 grados de libertad.

Materiales: Aluminio y PZT-5A (ver Tabla 5-1).

Condiciones de frontera: Placa empotrada en un extremo (Cantilever), 10V apli-
cados en el electrodo del actuador, 0V aplicados en los electrodos internos de los
piezoeléctricos en contacto con la estructura elástica.

La Figura 5-5 presenta una comparación del desplazamiento equivalente. En esta fi-
gura, el color azul representan desplazamiento cero, mientras el color rojo representa
los puntos con mayor desplazamiento equivalente. Aunque visualmente las dos gráficas
presentan resultados similares y es posible determinar que ambos casos tienen la mis-
ma distribución de desplazamiento y están en el mismo orden de magnitud, es necesario
clarificar en detalle los resultados.

(a) Análisis estático FEMPS (b) Análisis estático ANSYS

Fig. 5-5.: Comparación de análisis estático. Distribución del desplazamiento equivalente obteni-
do con FEMPS (izquierda) y con ANSYS (derecha).

En la Figura 5-6 se presenta el desplazamiento de los nodos en la dirección vertical
(eje z) en función de la longitud de la barra (eje x). La comparación se realiza de esta
forma para que sea equivalente a los resultados de verificación mostrados en la Figura
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Fig. 5-6.: Comparación de deflexión estática entre los programas FEMPS y ANSYS.

5-4, además que la flexión en la dirección vertical es de importancia en el análisis de
vibración estructural, dada la disposición del actuador piezoeléctrico y su polarización en
el eje z. En la Figura 5-6 se identifica una tendencia de flexión que sufre la estructura en
ambas simulaciones, reforzando los resultados presentados en la Figura 5-5. La diferencia
relativa entre las curvas es de 3,47%, lo que demuestra correlación en todos los resultados
presentado y confirma la validez de los datos de simulación obtenidos con el software
FEMPS.

5.2.3. Análisis Modal

En esta sección se presenta el análisis dinámico de estructuras considerando los modos
normales de vibración para el caso de estudio presentado en la sección 5.1. También se
presentarán los resultados de verificación comparándolos con el software comercial.

Inicialmente se presentan las formas modales (vectores propios) para los primeros tres
modos normales de vibración, obtenidas tanto en el software FEMPS como en ANSYS.
Luego, una comparación de las frecuencias de vibración (valores propios) es presentada
para cuantificar la diferencia relativa de simulación entre ambos programas. En la Figura
5-7 se presentan la gráficas de desplazamiento modal, junto con las frecuencias de reso-
nancia respectivas para cada modo normal de vibración.

Visualmente, los resultados presentados en la Figura 5-7 demuestran forma modales
similares en los modos presentados. Adicionalmente, las frecuencias de vibración difieren
tan solo en un 0,7%. De nuevo, para detallar la relación entre los resultados expuestos, se
presenta en la Figura 5-8 una curva comparativa de los valores de frecuencia obtenidos
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en cada programa y el error relativo asociado a las simulaciones.

(a) Modo 1. Frecuencia: 7.7689 Hz (b) Modo 1. Frecuencia: 7.8062 Hz

(c) Modo 2. Frecuencia: 48.457 Hz (d) Modo 2. Frecuencia: 48.714 Hz

(e) Modo 3. Frecuencia: 84.802 Hz (f) Modo 3. Frecuencia: 85.793 Hz

Fig. 5-7.: Análisis modal del caso de estudio usando FEMPS (ziquierda) y ANSYS (derecha).
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Fig. 5-8.: Comparación de frecuencias modales entre los programas FEMPS y ANSYS.

5.2.4. Análisis Armónico

El análisis armónico aplicado al caso de estudio propuesto en este capítulo también es
implementado en el programa de simulación de estructuras FEMPS con el fin de conocer
la respuesta en frecuencia del sistema a diferentes tipos de perturbaciones (eléctricas
y/o mecánicas). En este caso, la fuerza de excitación armónica se aplica como un voltaje
distribuido sobre el electrodo del actuador piezoeléctrico equivalente a 10 Voltios, y se
analiza la respuesta armónica de 0 Hz a 1 kHz en un nodo ubicado en el extremo de la
viga, identificado en el análisis modal como un punto crítico de vibración.

(a) Análisis armónico FEMPS (b) Análisis armónico ANSYS

Fig. 5-9.: Comparación de análisis armónico obtenido con (a) FEMPS y (b) ANSYS .

En la Figura 5-9 se presenta la comparación de los resultados para un análisis amónico.
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En estas gráficas se presenta la magnitud de la respuesta armónica para un grado de
libertad en la dirección del eje z (vertical) y en un punto de la viga. En esta comparación
es posible ver que la respuesta del sistema en ambos programas es similar, los picos de
resonancia están en las mismas frecuencias con tan solo un 3,42% de diferencia.

5.3. Topologías Óptimas Preliminares

En esta sección se presentan los resultados de las topologías preliminares encontradas
con el programa de optimización desarrollado en esta tesis para dos dominios de dise-
ño; uno para el sensor y otro para el actuador. Las topologías mostradas en esta sección
corresponden al resultado obtenido a partir de un conjunto de parámetros escogidos con
base en la experiencia de configuración del programa de optimización adquirida durante
su desarrollo en esta tesis. A partir de estos resultados, se realizarán variaciones de pará-
metros y análisis de rendimiento en sistemas de control activo en las siguientes secciones.
En la Tabla 5-3 se presentan los parámetros iniciales escogidos.

Parámetro Valor
Sistema de unidades Estándar (m,kg,s,V ,Hz)
Factores de penalización p1 = 5 (Elasticidad)

p2 = 4 (Piezoelectricidad)
p3 = 4 (Permitividad)
p4 = 5 (Densidad)

Discretización de malla 180 elementos (60 elementos por capa)
4556 Grados de libertad

Número de modos para reducción 10 Modos
del modelo de control
Restricciones de volumen Máximo volumen: 50%

Mínimo volumen: 20%
Radio del filtro espacial 80 mm

Tabla 5-3.: Conjunto de parámetros iniciales para topologías preliminares.

En la Figura 5-10 se presentan las topologías del actuador y sensor piezoeléctrico, como
a una vista de sección desde la parte superior de la estructura del caso de estudio (Figura
5-1). Allí se muestra la información de la pseudo-densidad de cada elemento finito de
acuerdo con una escala de color, donde los tonos más oscuros representan existencia de
material, mientras los tono más claros representan ausencia de material. Sin embargo, las
imágenes contienen tonos intermedios (grises) que no definen claramente la presencia o
ausencia de material; por tanto, es necesario interpretar el resultado obtenido para definir
claramente una topología que se verá representada como zonas con material (elementos
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en color negro) y zonas de la estructura vacías (elementos en color blanco).

(a) Topología del actuador sin interpretación. (b) Topología del sensor sin interpretación.

(c) Topología del actuador interpretada. (d) Topología del sensor interpretada.

Fig. 5-10.: Topologías óptimas para la capa del actuador y del sensor piezoeléctrico

En la Figura 5-10 se presenta el mismo resultado de las topologías antes y después de
interpretar los valores de pseudo-densidad obtenidos en el programa de optimización
desarrollado. En la figura es claro que la topología interpretada del actuador no difiere
significativamente de la topología original; además, es claro que la cobertura de un trans-
ductor piezoeléctrico en configuración de actuador debe cubrir el costado izquierda de la
placa, donde se ubica la restricción de desplazamiento de la estructura (viga en Cantile-
ver). De forma similar, se presenta la imagen procesada de la topología del sensor, donde
se definen las zonas que tendrán material y las que no. En la imagen se observa que la
distribución de material para el sensor se enfoca en la base de la placa empotrada, usando
un mínimo de material para sensar la vibración.

Fig. 5-11.: Evolución de funciones objetivo de controlabilidad y observabilidad.

En la Figura 5-11 se muestra la evolución de las funciones objetivo obtenidas para las
topologías no interpretadas presentadas en la Figura 5-10, correspondientes a la maxi-
mización de la traza del gramiano de controlabilildad y la traza del gramiano de obser-
vabilidad. En estas gráficas es posible ver el comportamiento de las funciones objetivo y
la relación entre ellas, ya que el resultado de optimización de una función en una deter-
minada iteración, afecta el resultado de la otra función en la siguiente iteración. Esto se
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debe a que el problema de ubicar sensores y actuadores se resuelve simultáneamente en
cada iteración, mientras el problema de elementos finitos se resuelve con la estructura
completa, tomando en cuenta el resultado de ambos problemas de optimización.

La evolución de las funciones objetivo varia durante el proceso de optimización, y a
pesar de que ambas funciones logran llegar a convergencia después de 40 iteraciones; en
términos generales, la función de controlabilidad es más estable que la función de ob-
servabilidad. Esto se debe a la dependencia que hay entre ambas funciones, donde un
máximo valor de controlabilidad no necesariamente refleja un valor óptimo de observa-
bilidad; en consecuencia, el programa debe balancear los valores óptimos de cada función
objetivo para que sean compatibles entre ellas, además de cumplir todas las restricciones
físicas y de optimización. Se puede observar que la evolución de la función objetivo del
gramiano de observabilidad tiene un pico en las primeras iteraciones, pero después des-
ciende y toma un valor estable. Esto se debe a las variaciones que presenta una función
objetivo con respecto a las variaciones de la otra, ya que solo hasta que una función se
estabiliza, la otra función también lo hace. También es importante resaltar que a partir
de la iteración 70 se decide desconectar el filtro espacial de los límites móviles para re-
cuperar el espacio solución completo y permitir que la topología se termine de definir de
acuerdo al proceso de optimización. Esta es la razón de que el valor de convergencia se
modifica en las última iteraciones para ambas funciones objetivo.

Fig. 5-12.: Distribución óptima interpretada de transductores piezoeléctricos.

Para comprender mejor el efecto de la interpretación de las topologías de la Figura 5-10,
se presenta en la Figura 5-12 la representación isométrica de las topologías interpretadas
de los transductores sobre la estructura, originalmente mostrada en la Figura 5-1. En
esta imagen es posible entender cómo la topología óptima procesada puede lograr una
disposición de actuador y sensor manufacturable, aunque esto no fue considerado como
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una restricción de manufactura en la formulación del problema optimización.

Fig. 5-13.: Comparación de gramianos de controlabilidad. Valores de desplazamiento modal en
la mitad izquierda, y de velocidad modal en la mitad derecha de la gráfica.

Fig. 5-14.: Comparación de gramianos de observabilidad. Valores de desplazamiento modal en
la mitad izquierda, y de velocidad modal en la mitad derecha de la gráfica.

Para verificar el efecto que tienen las topologías obtenidas sobre la controlabilidad y la
observabilidad del sistema, en las figuras 5-13 y 5-14 se presenta en detalle la compara-
ción del gramiano de controlabilidad y del gramiano de observabilidad antes y después
de interpretar las topologías de la Figura 5-10. Las figuras se presentan como diagramas
de barras, correspondientes a los valores de la diagonal de la matriz del gramiano de con-
trolabilidad y del gramiano de observabilidad.
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En estos diagramas de barras, la mitad izquierda de la gráfica corresponde a los estados
asociados al desplazamiento modal, mientras la segunda mitad, la derecha, corresponde
a los estados asociados a la velocidad modal. En el caso de las figuras 5-13 y 5-14, los
primeros 10 valores corresponden al valor de controlabilidad u observabilidad sobre los
desplazamientos modales, y los siguientes 10 valores corresponden al valor controlabili-
dad u observabilidad sobre las velocidades modales. Los desplazamientos modales y las
velocidades modales, en conjunto, forman las variables de estado del sistema de control.

Por parte del gramiano de controlabilidad (Figura 5-13), los cambios no son signifi-
cativos ya que la controlabilidad de cada modo de vibración se mantiene en el mismo
rango, aunque se percibe que la topología interpretada tiene más controlabilidad en al-
gunos modos, en especial en el primer modo. Este efecto se debe a que el procesamiento
de la pseudo-densidad de cada elemento finito se realiza aproximando cada valor mayor
a 0.45 hasta 1, por tanto, la cantidad de material en el actuador aumenta ligeramente y
por tanto aumenta la capacidad de control.

Por parte del gramiano de observabilidad (Figura 5-14), es notable la disminución en
los valores de observabilidad de cada modo, con diferencias de hasta 10 veces. Este fenó-
meno se debe a que muchos elementos finitos que tienen pseudo-densidades intermedias
(en escala de grises) contribuyen a aumentar los niveles de observabilidad, pero al proce-
sar la topología estos elementos desaparecen y la observabilidad disminuye, aunque este
proceso de interpretación es conservador en las posiciones óptimas de los transductores.

5.4. Variación de Parámetros

En esta sección, se presenta una exploración de parámetros realizando variaciones en el
programa de optimización con el fin de entender la influencia sobre las topologías obteni-
das en la sección anterior. Finalmente, se escoge un conjunto de las topologías obtenidas
como referencia para realizar los análisis de control de vibraciones.

La lista de parámetros que se pueden modificar para resolver el problema de optimiza-
ción es amplia, aunque algunos parámetros tienen más influencia que otros en la solución
del problema de optimización topológica. Así, en la presente sección se realiza un estu-
dio sobre los parámetros más relevantes, y los demás se mantienen fijos para todos los
casos presentados. En el mismo orden que se presenta la siguiente lista de variaciones, se
presentarán los resultados:

Sistema de Unidades

Factores de penalización en el modelo de interpolación de material
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Discretización de malla en el modelo de elementos finitos

Número de modos usados en la reducción del modelo

Restricciones de volumen

Pesos en la función objetivo

Los resultados presentados a continuación corresponden a las diferentes topologías
obtenidas al variar diferentes parámetros y configuración del programa de optimización.

5.4.1. Sistema de Unidades

Debido a las diferencias en los ordenes de magnitud de los unidades físicas utilizadas,
fue necesario explorar un cambio en el sistema de unidades para afrontar problemas de
condicionamiento numérico, tal como fue explicado en la sección 2.7.1. Para evaluar el
efecto del cambio en el sistema de unidades sobre las topologías obtenidas, se presenta
una comparación de resultados obtenidos variando ese parámetro de configuración del
programa de optimización. En la Figura 5-15 se presenta una comparación de la topolo-
gía del actuador y del sensor piezoeléctrico al cambiar el sistema de unidades estándar
internacional MKS (Metros-Kilogramos-Segundos) a un sistema de unidades alterno de
acuerdo a la conversión presentada en la Tabla 2-1.

(a) Topología del actuador con el sistema de
unidades estándar.

(b) Topología del sensor con el sistema de uni-
dades estándar.

(c) Topología del actuador con el sistema de uni-
dades alterno.

(d) Topología del sensor con el sistema de uni-
dades alterno.

Fig. 5-15.: Topologías óptimas para la capa del actuador y del sensor piezoeléctrico obtenidas al
variar el sistema de unidades.

A pesar de que los resultados presentados son similares, las topologías obtenidas no
siempre mantienen esta similitud ante el cambio del sistema de unidades. En la Figura
5-16 se presenta otra comparación de dos resultados obtenidos usando el sistema de uni-
dades estándar y el alterno, pero en esta ocasión se modifican los factores de penalización
en el modelo de interpolación de material, los cuales son presentados la Tabla 5-4.
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Parámetro Valor
Factores de penalización p1 = 4 (Elasticidad)

p2 = 3 (Piezoelectricidad)
p3 = 3 (Permitividad)
p4 = 4 (Densidad)

Tabla 5-4.: Factores de penalización modificados para comparación de sistemas de unidades.

(a) Topología del actuador con el sistema de
unidades estándar.

(b) Topología del sensor con el sistema de uni-
dades estándar.

(c) Topología del actuador con el sistema de uni-
dades alterno.

(d) Topología del sensor con el sistema de uni-
dades alterno.

Fig. 5-16.: Topologías óptimas para la capa del actuador y del sensor piezoeléctrico obtenidas al
variar el sistema de unidades y factores de penalización diferentes.

En esta figura es posible ver que el sistema de unidades estándar no presenta modifica-
ciones significativas en la distribución del material con respecto a los resultados presen-
tados en la Figura 5-15 a pesar del cambio realizado en los factores de penalización del
modelo SIMP. Por el contrario, los resultados con el sistema de unidades alterno presen-
tan variaciones entre topologías obtenidos al modificar estos factores de interpolación.
Para analizar este fenómeno en los resultados, en la siguiente se sección se realiza un
análisis de resultados variando los factores de penalización y el sistema de unidades.

5.4.2. Factores de Penalización

La forma como se interpolan las propiedades de los materiales durante el proceso de
optimización juega un papel fundamental en la topología obtenida; es decir, los coeficien-
tes que se utilizan en el modelo de interpolación de material SIMP afectan la solución del
problema de optimización. En la Figura 5-17 se presentan las variaciones de las topolo-
gías de la capa de actuador y sensor piezoeléctrico usando el sistema de unidades alterno
para cuatro diferentes configuraciones de factores de penalización del modelo de inter-
polación de material SIMP, descritas en la Tabla 5-5.
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Parámetro Valor de factores de penalización
Configuración SIMP 1 p1 = 3, p2 = 2, p3 = 2, p4 = 3
Configuración SIMP 2 p1 = 4, p2 = 3, p3 = 3, p4 = 4
Configuración SIMP 3 p1 = 5, p2 = 4, p3 = 4, p4 = 5
Configuración SIMP 4 p1 = 6, p2 = 5, p3 = 5, p4 = 6

Tabla 5-5.: Diferentes configuraciones de los factores de penalización p1 (Elasticidad), p2 (Piezo-
electricidad), p3 (Permitividad), y p4 (Densidad).

(a) Topología del actuador con los factores de
penalización en la configuración SIMP 1.

(b) Topología del sensor con los factores de pe-
nalización en la configuración SIMP 1.

(c) Topología del actuador con los factores de
penalización en la configuración SIMP 2.

(d) Topología del sensor con los factores de pe-
nalización en la configuración SIMP 2.

(e) Topología del actuador con los factores de
penalización en la configuración SIMP 3.

(f) Topología del sensor con los factores de pe-
nalización en la configuración SIMP 3.

(g) Topología del actuador con los factores de
penalización en la configuración SIMP 4.

(h) Topología del sensor con los factores de pe-
nalización en la configuración SIMP 4.

Fig. 5-17.: Topologías obtenidas para la capa del actuador y del sensor usando el sistema de uni-
dades alterno al variar los factores de penalización del modelo SIMP.

En la Figura 5-17, se observa que al usar el sistema de unidades alterno y variar los fac-
tores de penalización, se obtienen topologías diferentes en cada caso y no se identifican
tendencias claras en las topologías obtenidas. Para la capa del actuador, las topologías
obtenidas difieren entre ellas para caso de configuración SIMP estudiado, mientras en la
capa del sensor los primeros dos resultados tiene una similitud y los dos últimos resulta-
dos también son similares, pero entre ellos hay un diferencia significativa en la topología
obtenida. Debido a esta variación de topologías en los resultados que presenta el sistema
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de unidades alternativo al variar parámetros del programa de optimización, en la Figura
5-18 se presenta el mismo análisis realizado en la Figura 5-17 pero utilizando el sistema
de unidades estándar, de acuerdo con la Tabla 2-1.

(a) Topología del actuador con los factores de
penalización en la configuración SIMP 1.

(b) Topología del sensor con los factores de pe-
nalización en la configuración SIMP 1.

(c) Topología del actuador con los factores de
penalización en la configuración SIMP 2.

(d) Topología del sensor con los factores de pe-
nalización en la configuración SIMP 2.

(e) Topología del actuador con los factores de
penalización en la configuración SIMP 3.

(f) Topología del sensor con los factores de pe-
nalización en la configuración SIMP 3.

(g) Topología del actuador con los factores de
penalización en la configuración SIMP 4.

(h) Topología del sensor con los factores de pe-
nalización en la configuración SIMP 4.

Fig. 5-18.: Topologías obtenidas para la capa del actuador y del sensor usando el sistema de uni-
dades estándar al variar los factores de penalización del modelo SIMP.

En las imágenes de la Figura 5-18, se observa que las topologías obtenidas con el sis-
tema de unidades estándar, usando diferentes factores de penalización, muestran una
tendencia en la distribución del piezoeléctrico; tanto actuador como sensor, a disponer
material en las zonas cercanas a la restricción de desplazamiento (costado izquierdo de la
estructura), independiente de la configuración de factores de penalización usada.

Al aumentar los valores de los factores de penalización, la escala de grises en la capa
del actuador se disminuye logrando una definición de la topología más clara, mientras en
la capa del sensor se reduce la cantidad de material definido y la escala de grises no se
reduce significativamente. Sin embargo, la topología del actuador con factores de penali-
zación muy altos se ha separado en dos partes, aun cuando sigue siendo una misma señal
de control, un mismo actuador. En ambos casos; actuador y sensor, existe una similitud
entre las topologías obtenidas con cada configuración de factores de penalización. Esto
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demuestra estabilidad en los resultados obtenidos con el sistema de unidades estándar
que con el sistema de unidades alterno.

5.4.3. Discretización de Malla

Un parámetro importante en un problema de optimización topológica es la discretiza-
ción de la malla de elementos finitos. La malla utilizada en los resultados ya presentados;
incluidos aquellos resultados de referencia de la Figura 5-10, tienen una discretización
de malla que ya se ubica en zona de convergencia para el modelo numérico.

Para explorar esta convergencia de malla, la estructura del caso de estudio (Figura 5-1)
es sometida a una carga estática de 1N en dirección vertical en el nodo superior del ex-
tremo libre de la placa y se estudia su deflexión debido a la carga, como se ilustra en la
Figura 5-19, donde además se presenta la curva de convergencia del valor de desplaza-
miento para el grado de libertad vertical donde se aplicó la fuerza estática.

(a) Deflexión vertical de la placa en el nodo
superior del extremo libre usando diferen-
tes discretizaciones de malla.

(b) Curva de convergencia de malla para el
desplazamiento vertical de la placa en el
extremo libre.

Fig. 5-19.: Gráficos de convergencia de malla en discretización de elementos finitos.

Aunque la malla usada se encuentra en convergencia, incluso usando muy pocos ele-
mentos finitos, se realiza una exploración de diferentes mallas para evaluar los efectos
en la modificación de este parámetro sobre las topologías obtenidas. En la Figura 5-20 se
muestran las topologías óptimas encontradas con diferentes discretizaciones de malla. En
estos casos, las mallas van desde una simple con 84 elementos y 2367 grados de libertad,
hasta una malla fina con 480 elementos y 11058 grados de libertad.

En las imágenes de la Figura 5-20 se observa que las topologías del actuador y del sen-
sor mantienen una tendencia de igual distribución de material con las diferentes discre-
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(a) 84 elementos, 2367 grados de libertad. (b) 84 elementos, 2367 grados de libertad.

(c) 180 elementos, 4556 grados de libertad. (d) 180 elementos, 4556 grados de libertad.

(e) 324 elementos, 7732 grados de libertad. (f) 324 elementos, 7732 grados de libertad.

(g) 480 elementos, 11058 grados de libertad. (h) 480 elementos, 11058 grados de libertad.

Fig. 5-20.: Topologías obtenidas para el actuador (columna izquierda) y para el sensor (columna
derecha) usando diferentes discretizaciones de la malla.

tizaciones de malla usadas en la comparación. Esta tendencia constante en los resultados
indica una buena independencia de la malla, la cual es lograda en conjunto por los ele-
mentos de segundo orden usados en el modelo numérico y por el filtro espacial aplicado
en el problema de optimización. Esto le permite al programa el uso de mallas con di-
ferentes discretizaciones, dependiendo de la necesidad del diseñador en términos de la
resolución de la topología, y de la disponibilidad en capacidad de procesamiento.

5.4.4. Reducción Modal del Sistema

Luego de modificar los parámetros del modelo de elementos finitos, el siguiente aná-
lisis consiste en modificar la cantidad de modos de vibración (vectores propios) que se
usan en la reducción modal durante la conversión del modelo de elementos finitos al mo-
delo en espacios de estado, tal como fue explicado en la sección 3.5.2. En la Figura 5-21
se presentan; respectivamente, las topologías óptimas para el actuador y el sensor pie-
zoeléctrico usando 3, 5, 10 y 20 modos de vibración en la reducción modal que se debe
realizar durante la conversión del modelo de elementos finitos a espacios de estado.

En la Figura 5-21, se puede observar que la topología del sensor es similar para los cua-
tros casos de estudio, ya que en todos los resultados obtenidos existe concentración de
material en el extremo izquierdo de la placa. Por parte del actuador, solo se logra identifi-
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(a) Reducción modal con 3 modos. (b) Reducción modal con 3 modos.

(c) Reducción modal con 5 modos. (d) Reducción modal con 5 modos.

(e) Reducción modal con 10 modos. (f) Reducción modal con 10 modos.

(g) Reducción modal con 20 modos. (h) Reducción modal con 20 modos.

Fig. 5-21.: Topologías obtenidas para el actuador (izquierda) y el sensor (derecha) usando dife-
rente cantidad de modos de vibración en la reducción del modelo de la estructura.

car una tendencia de acumulación de material en los primeros tres resultados, en los que
usan 3, 5 y 10 modos para reducir el modelo. Este fenómeno de similitud en los resultados
está asociado al incremento de controlabilidad u observabilidad en los primeros modos
de vibración parar todos los casos de estudio; es decir, el programa de optimización en-
cuentra mejoras en la función objetivo al controlar u observar los primeros tres modos
de vibración, independiente de la cantidad de modos usados para reducir el modelo del
sistema.

Sin embargo, al reducir el modelo con 20 modos; es decir, considerando más formas de
vibrar de la estructura, el algoritmo encuentra un aumento de controlabilidad en esos mo-
dos superiores que los demás modelos no pueden detectan ni influir debido a su propia
formulación matemática y, debido a esto, la topología obtenida no mantiene la tendencia
como las demás, e incluso se divide el actuador en dos partes.

Para verificar las causas de este resultado, es necesario analizar en detalle la distribu-
ción de controlabilidad en la diagonal de la matriz del gramiano de controlabilidad para
el caso de la reducción con 20 modos en comparación a su predecesor, el caso de reduc-
ción con 10 modos. En las figuras 5-22 y 5-23 se presentan diagramas de barras con los
valores de la diagonal de la matriz del gramiano de controlabilidad para los dos casos
en comparación, donde la primera mitad de los valores corresponde a la controlabili-
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dad sobre los desplazamientos modales, y la siguiente mitad de valores corresponde a la
controlabilidad sobre las velocidades modales.

Fig. 5-22.: Valores de la diagonal en la matriz del gramiano de controlabilidad para el caso de
reducción del modelo con 10 modos de vibración. Valores de desplazamiento modal
en la mitad izquierda, y de velocidad modal en la mitad derecha de la gráfica.

Fig. 5-23.: Valores de la diagonal en la matriz del gramiano de controlabilidad para el caso de
reducción del modelo con 20 modos de vibración. Valores de desplazamiento modal
en la mitad izquierda, y de velocidad modal en la mitad derecha de la gráfica.

En las figuras de nuevo se evidencia que la controlabilidad solo está presente para
las variables de estado que corresponden a las velocidades modales (mitad derecha de
cada figura), fenómeno que tiene explicación desde la formulación matemática, como se
explicó anteriormente. Además, es fácil ver que para el caso de la reducción con 10 modos
(Figura 5-22) la controlabilidad se concentra sobre el primer modo de vibración (primer
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estado de velocidad modal), lo cual tiene sentido al observar las topologías de reducción
modal con 3 y 5 modos que presentan el mismo comportamiento de controlabilidad y
por tanto resultan en una topología similar. Por el contrario, la controlabilidad en el caso
de reducción con 20 modos (Figura 5-23) se concentra en los modos de vibración 2, 8 y
19; correspondientes a las variables de estado 21, 28 y 39 de la figura, lo cual explica las
diferencias entre las topologías obtenidas al reducir con 3, 5 y 10 modos de vibración, en
comparación a la reducción hecha con 20 modos.

5.4.5. Restricciones de Volumen

Otro parámetro importante de un problema de optimización topológica es la restric-
ción de volumen. En esta sección se modificarán esos valores para identificar su influencia
en la solución del problema de optimización. En la Figura 5-24 se presentan las topologías
encontradas cuando las restricciones de volumen máximo y mínimo son modificadas en
ambos problemas de optimización, tanto en la maximización de controlabilidad como en
la maximización de observabilidad. En estas topologías se puede ver que la cantidad de
material en el actuador cambia en función del aumento de la restricción de volumen má-
ximo. Este fenómeno es coherente con la física del problema, ya que una mayor cantidad
de material del actuador en una distribución óptima, podría aumentar la controlabilidad
del sistema al tener más superficie de la estructura cubierta con materiales en configura-
ción de actuadores realizando fuerzas de control sobre la vibración.

(a) Volumen mínimo: 20%.
Volumen máximo: 50%.

(b) Volumen mínimo: 10%.
Volumen máximo: 60%.

(c) Volumen mínimo: 10%.
Volumen máximo: 60%.

(d) Volumen mínimo: 20%.
Volumen máximo: 50%.

(e) Volumen mínimo: 40%.
Volumen máximo: 80%.

(f) Volumen mínimo: 40%.
Volumen máximo: 80%.

Fig. 5-24.: Topologías obtenidos para el actuador (izquierda) y el sensor (derecha) con variaciones
en las restricciones de volumen.
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Por otra parte, en la segunda columna de la Figura 5-24 se presentan las topologías
encontradas para el dominio de diseño del sensor piezoeléctrico cuando las restriccio-
nes de volumen máximo y mínimo son modificadas. En estas topologías se puede ver
que la cantidad de material del sensor disminuye cuando la restricción de volumen tam-
bién es disminuida. Esto evidencia que esa restricción está activa constantemente para
el sensor, de forma similar que en el dominio de diseño del actuador.. Este fenómeno
demuestra que la cantidad de material necesario para sensar vibraciones puede ser muy
poco, aunque se ve aún en las topologías encontradas un escala de grises que puede apor-
tar aumentos de observabilidad, ya que las propiedades del material piezoeléctrico, con
pseudo-densidades intermedias, favorece la capacidad de sensado.

5.4.6. Pesos en las Funciones Objetivo

Por último, se realiza una modificación a la formulación del problema de optimiza-
ción presentado en la Sección 4.7. A las funciones objetivo del problema, definidas como
la traza de la matriz del gramiano de controlabilidad y de observabilidad, se ponderan
mediante pesos para formar una suma ponderada de términos de la matriz de cada gra-
miano. Esta modificación obedece al hecho de que la traza de una matriz es la suma de
los términos de su diagonal, y en el caso de las matrices de los gramianos, cada término
de la diagonal corresponde a un estado del sistema que está asociado a un modo de vi-
bración; es decir, al agregar coeficientes en la sumatoria de los términos de la diagonal se
modificará la topología óptima de acuerdo al peso agregado en los estados del sistema,
favoreciendo la controlabilidad o la observabilidad de modos de vibración específicos.

Así, el nuevo problema de optimización con pesos se escribe como:

max
ρc

trace(CcWc)

s.t.
∫
Ωc

ρcdΩc −Vr ≤ 0; 0 ≤ ρc ≤ 1
(5-1)

max
ρo

trace(CoWo)

s.t.
∫
Ωo

ρodΩo −Vr ≤ 0; 0 ≤ ρo ≤ 1
(5-2)

Donde las matrices Cc y Co, son matrices diagonales con los coeficientes de cada peso
que se desee aplicar sobre el problema de optimización. Cada coeficiente de estas matri-
ces estará asociado a un modo de vibración específico de acuerdo a la definición de las
variables de estado del sistema. Los demás términos en la formulación de este nuevo pro-
blema de optimización permanecen iguales a los presentados en la sección 4.7.1.
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En la Figura 5-25 se presenta la comparación de las topologías obtenidas para el ac-
tuador y el sensor utilizando pesos con valores p = 1000 en las funciones objetivo, en
contraste con la topología obtenida sin usar pesos en la formulación. En esta figura se
puede observar la influencia de ponderar algún modo de vibración específico en la topo-
logía resultante. Para el caso de la topología con pesos en el primer modo de vibración, se
puede ver que el material piezoeléctrico en el actuador se distribuye en el perímetro de
la placa, manteniendo una tendencia de distribución similar a la topología obtenida sin
pesos en la formulación, lo cual indica que la controlabilidad es fuertemente determina-
da por el primer modo de vibrar cuando no usan pesos. En el caso del sensor, también se
observan topologías similares cuando se pondera el primer modo de vibrar, lo cual refleja
que la observabilidad también es influenciada en su mayoría por el primer modo cuando
no se usan pesos en la formulación del problema.

(a) Sin pesos en la función objetivo. (b) Sin pesos en la función objetivo.

(c) Peso p = 1000 en el 1er modo de vibración. (d) Peso p = 1000 en el 1er modo de vibración.

(e) Peso p = 1000 en el 2do modo de vibración. (f) Peso p = 1000 en el 2do modo de vibración.

(g) Peso p = 1000 en el 3er modo de vibración. (h) Peso p = 1000 en el 3er modo de vibración.

Fig. 5-25.: Topologías obtenidas para el actuador (izquierda) y el sensor (derecha) aplicando pe-
sos en la función objetivo.

Por otra parte, las topologías obtenidas al agregarle pesos al segundo modo de vibra-
ción distribuye la mayoría del material hacia el centro de la placa, mientras las topologías
con los pesos en el tercer modo divide en tres partes el actuador, repartiendo la gran ma-
yoría del material en el centro y algo en los extremos de la estructura, mientras el sensor
distribuye el material en una esquina de la placa.

Este fenómeno de la variación de las topologías cuando se agregan pesos tiene una re-
lación directa a la forma de los modos de vibración de la estructura. En la Figura 5-7, se
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presentaron las formas de vibración obtenidas al realizar el análisis modal de la estruc-
tura del caso de estudio (Figura 5-1) para los primeros tres modos, en donde se puede ver
que el segundo modo; como modo de flexión, tiene mayores valores de deformación en
la parte central de la placa, mientras el tercer modo de vibración es de carácter torcional.
Al analizar de nuevo las topologías de la Figura 5-25 se puede ver que la distribución de
material de los modos es acorde a la forma de vibración, y el material se distribuye de
acuerdo a los puntos de mayor deformación de la estructura.

Fig. 5-26.: Influencia de los pesos en los gramianos de controlabilidad. Valores de desplazamien-
to modal en la mitad izquierda, y de velocidad modal en la mitad derecha de la gráfica.

Para explorar el efecto de los pesos sobre el desarrollo de la función objetivo y cómo
influye finalmente en la controlabilidad del sistema, se presenta en la Figura 5-26 la grá-
fica comparativa de los valores de la matriz de controlabilidad asociados a los modos de
vibrar para cada una de las topologías previamente presentadas. En esta figura es intere-
sante notar cómo los valores de controlabilidad para cada modo cambian de acuerdo al
peso que se le agregó en la formulación de la función objetivo. Para el caso que no tiene
ningún peso agregado, el modo de mayor controlabilidad es el primero, como también lo
es para el caso del peso agregado en el primer modo, tal como se esperaba. A pesar de
que la topología con pesos en el primer modo logra un valor de controlabilidad mayor en
ese modo, pierde controlabilidad en los demás modos con respecto a la topología que no
tiene pesos agregados.

Para el caso de los pesos agregados en el segundo modo, es evidente que la mayor
distribución de controlabilidad de concentró en ese modo y perdió en su mayoría con-
trolabilidad sobre los demás modos. Sin embargo, el caso en el que se agregó pesos en el
tercer modo resultó tener un distribución de controlabilidad más equitativa en los cuatro
primeros modos, con más relevancia en el primer modo, a pesar de que obtuvo valores
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de controlabilidad muy bajos en relación a los otros casos. No obstante, esta última to-
pología es la única que tiene controlabilidad sobre ese tercer modo, ya que ninguna de
las demás topologías logró tener impacto sobre este modo con la distribución de material
que obtuvieron.

Por otra parte, cuando se agregan pesos en la formulación del problema de optimiza-
ción también se ve afectada la topología resultante del sensor, ya que la distribución de
material puede variar de acuerdo al modo en que se requiere aumentar la observabili-
dad. En la Figura 5-25 es posible ver la variación en la topología del sensor de acuerdo
al modo de vibración escogido al aplicar los pesos en la formulación del problema de
optimización. En el caso que se aplican pesos en el primer modo de vibración; de forma
similar al caso del actuador, la tendencia de distribuir material es semejante a la obtenida
en el caso en que no se le agregaron pesos a la formulación del problema; sin embargo,
la cantidad de material concentrada en el lado izquierdo de la placa es mayor en este caso.

Para los otros dos casos, cuando se le agregan pesos al segundo y tercer modo se ob-
tienen distribuciones de material que tiene una tendencia similar a las topologías en-
contradas para el actuador, de forma que el material se ubica en lugares similares a la
distribución en el actuador. Aunque esto no es completamente claro para la topología
cuando se agrega peso en tercer modo, ya que el sensor se ubica en la esquina opuesta
al actuador, la tendencia en la topología es a ubicar material en las esquinas para ambos
casos y en cantidades similares. De hecho, este fenómeno se evidencia en todos los resul-
tados presentados hasta el momento, pero solo hasta este punto se hace evidente que el
actuador y el sensor tienden distribuciones topológicas similares en la estructura.

Fig. 5-27.: Influencia de los pesos en los gramianos de controlabilidad. Valores de desplazamien-
to modal en la mitad izquierda, y de velocidad modal en la mitad derecha de la gráfica.
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Nuevamente, para estudiar en detalle los pesos en las topologías presentadas para el
sensor y sus efectos en la observabilidad del sistema, en la Figura 5-27 se muestra una
gráfica comparativa de los valores de la diagonal de la matriz de gramiano de observabi-
lidad, respectivamente asociados a los modos de vibración de la estructura. En esta figura,
es interesante notar que la topología que tiene más observabilidad sobre el primer modo
de vibración es a la que tiene pesos en el tercer modo de vibrar. Además de eso, esa topo-
logía es la única que tiene observabilidad sobre el tercer modo, tal como se esperaba. Las
demás topologías tienen una distribución de observabilidad mejor balanceada sobre los
primeros modos, siendo la topología que no tiene pesos agregados en la formulación la
que tiene mayor observabilidad en los modos superiores (modo del 5 a 10) con respecto
a las demás topologías. Así, para el caso del sensor; los pesos aplicados no tienen efectos
significativos con respecto a las topologías obtenidas.

5.5. Respuesta del Sistema de Control

El modelo de elementos finitos y la topología óptima de los transductores piezoeléc-
tricos son dos insumos fundamentales en la construcción de un sistema de control. Los
resultados de estos dos insumos fueron presentados en las secciones previas y se usarán
en esta sección para verificar el rendimiento de los resultados a través de un esquema de
control activo de vibraciones utilizando una topología óptima de referencia.

Al tener que convertir el modelo de elementos finitos al modelo de espacios de esta-
do, y luego ser reducido a un espacio en coordenadas modales, el esquema de control
se convierte en un esquema de control modal. Esto implica que las variables de estado
disponibles por el controlador serán el desplazamiento modal y la velocidad modal. En
esta sección se presentarán los resultados obtenidos con el modelado del sistema, la op-
timización topológica de los transductores piezoeléctricos y el esquema de control modal.

En la sección 3.7 fue presentado el desarrollo teórico de los sistemas de control óptimo
utilizados en esta tesis. Adicionalmente, fue presentada la implementación de un contro-
lador LQG en el software Simulink de acuerdo al esquema presentado en la figura 3-10.
En esta sección se analizan cuatro características fundamentales del sistema de control:

Acción de control (voltaje del actuador).

Salida del sistema (voltaje del sensor).

Variables de estado (desplazamiento modal y velocidad modal).

Vibración estructural (desplazamiento nodal).
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5.5.1. Efectos de Control al Interpretar Topologías

Ya que las topologías obtenidas del algoritmo de optimización siempre tendrán algunas
pseudo-densidades en valores intermedios, lo cual se puede entender en las imágenes
como escala de grises, siempre será necesario un post-procesamiento de los datos para
obtener topologías completamente definidas que puedan ser fabricadas en la realidad. En
la sección 5.3 se presentaron los resultados del caso de estudio para una configuración de
parámetros de optimización definidos y se realizó una interpretación de esos resultados
(ver Figura 5-10). En esta sección, se compararán los resultados del rendimiento en el
control de vibraciones de esas topologías obtenidas sin procesar y luego de ser procesadas.

Fig. 5-28.: Comparación de la acción de control para las topologías interpretada y sin interpretar.

Fig. 5-29.: Comparación de la salida del sensor para las topologías interpretada y sin interpretar.
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En la Figura 5-28 se presentan las señales de la acción de control para los dos casos de
comparación, mientras en la Figura 5-29 se presentan las señales para la salida del sensor.
De acuerdo con los resultados presentados en las figuras 5-13 y 5-14, donde se muestran
los coeficientes del gramiano de controlabilidad y del gramiano de observabilidad para
las topologías sin procesar en comparación con las topologías procesadas, es un resultado
esperado que la respuesta de control de la topología interpretada para el actuador piezo-
eléctrico no difiera significativamente de los resultados de control para la topología sin
interpretar. Por otra parte, en el caso del sensor, era esperado que la respuesta en la salida
del sensor fuera menos eficiente para la topología interpretada ya que la observabilidad
se vio disminuida al eliminar muchas zonas de material que se encontraban en escala de
grises antes del procesamiento de la topología.

Fig. 5-30.: Comparación del desplazamiento modal para las topologías interpretada y sin inter-
pretar.

En las figuras 5-30 y 5-31 se presentan las señales correspondientes a los estados del
sistema; siendo respectivamente, una figura para los estados del desplazamiento modal y
la otra para los estados de la velocidad modal. En las figuras es posible ver las similitu-
des en la respuesta del sistema desde sus estados para las dos topologías comparadas. Si
bien en las topologías interpretadas la cantidad de material puede aumentar o disminuir
de acuerdo a la interpretación que se le aplique, la variación en magnitud de los des-
plazamiento y velocidades modales se mantiene en un mismo rango de valores. Si bien
existen algunas inversiones de fase entre las señales analizadas, este fenómeno responde
a la definición de los estados como variables modales que pueden tomar valores positivos
o negativos de desplazamiento modal y velocidad modal.

Finalmente, en la Figura 5-32 se presenta la señal correspondiente a un grado de liber-
tad de desplazamiento en un nodo de la estructura. En esta figura es claro que la variación
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Fig. 5-31.: Comparación de la veocidad modal para las topologías interpretada y sin interpretar.

sobre la respuesta de la vibración estructural de la placa cuando se interpreta la topolo-
gía del sensor y actuador, no es considerable en términos de magnitud y fase, tan solo es
apreciable un efecto de cambio ligero en la frecuencia de resonancia de la estructura, ya
que la señal de vibración para la topología interpretada tiene una frecuencia más alta que
en el caso de la topología no interpretada. Esta variación en la frecuencia de resonancia
del sistema responde a la distribución y cantidad de material en la estructura antes y
después de interpretar la topología obtenida.

Fig. 5-32.: Comparación de la vibración estructural (desplazamiento nodal) para las topologías
interpretada y sin interpretar.

Un análisis energético es realizado para la comparación de las topologías intuitiva,
aleatoria y óptima. En la Tabla 5-6 se presenta el análisis energético de esa comparación
de acuerdo a la ecuación 5-3.
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Característica Topología óptima Topología óptima
analizada interpretada (curva azul) sin interpretar (curva roja)

Energía de control 2104.2 1937.4
(Figura 5-28)
Energía del sensor 743.63 4388.1
(Figura 5-29)
Energía del 3.95e-07 3.82e-07
desplazamiento modal
(Figura 5-30)
Energía de la 2.49e-3 2.1904e-3
velocidad modal
(Figura 5-31)
Energía de vibración 2.34e-06 2.29e-06
(Figura 5-32)

Tabla 5-6.: Comparación energética de las señales analizadas.

La información en esta tabla refleja varios efectos de interpretar las topologías que ya
fueron mencionados previamente. Sin embargo, es importante resaltar que se demuestra
que la energía que consume el actuador se incrementa al aumentar la cantidad de mate-
rial cuando se realiza la interpretación de la topología del actuador. En el caso del sensor,
es evidente que la interpretación de la topología reduce significativamente el grado de ob-
servabilidad del sistema y se ve reflejado en la cantidad de energía que entrega el sensor.
Las variables de estado; desplazamiento y velocidad modal, no tienen diferencias signi-
ficativas entre las topología interpretadas y la original, aunque los valores son menores
en el caso de la topología sin interpretación. Por último, la energía de vibración confirma
que la interpretación de las topologías reduce también el grado de controlabilidad del
sistema, ya que aún con un incremento en la cantidad de material para actuar y su incre-
mento en la energía de control utilizada, la vibración de la estructura sigue siendo menor
cuando se simula con la estructura sin interpretación.

5.5.2. Rendimiento de Diferentes Topologías

Como ejercicio de comparación, se proponen dos configuraciones de los transducto-
res piezoeléctricos distribuidos en la estructura que fueran generadas intuitivamente y
aleatoriamente, conservando la misma cantidad de material que en la topología óptima
encontradas para el caso de estudio (ver Figura 5-10). La topología intuitiva se genera a
partir del criterio de cubrir la mayor cantidad de superficie posible, procurando concen-
trar material en el centro de la placa. Este criterio intuye que desde el centro de la placa
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se puede lograr un mayor efecto de control en la estructura completa. Para la topología
aleatoria, el criterio tan solo es mantener la conectividad de los elementos finitos para
formar un solo actuador y un solo sensor piezoeléctrico. Estas dos topologías de compa-
ración (la intuitiva y la aleatoria) se muestran en la Figura 5-33, donde además se muestra
la topología óptima de referencia encontrada con el método de optimización topológica
con la cual se realizará la comparación de la respuesta del sistema de control.

(a) Topología óptima del actuador. (b) Topología óptima del sensor.

(c) Topología intuitiva del actuador. (d) Topología intuitiva del sensor.

(e) Topología aleatoria del actuador. (f) Topología aleatoria del sensor.

Fig. 5-33.: Topologías de comparación del actuador (izquierda) y del sensor (derecha).

Para iniciar la comparación del rendimiento de estas tres topologías, es necesario ana-
lizar los gramianos de controlabilidad y de observabilidad del sistema. Los términos en
la diagonal de estos gramianos están directamente relacionados con el grado de control
y observación del sistema hacia un estado específico del sistema. En las figuras 5-34 y
5-35 se presentan los valores de controlabilidad y observabilidad de la topología óptima
de referencia y de las dos topologías de comparación, la topología intuitiva y la topología
aleatoria.

En estas figuras se presenta información relevante sobre la influencia que tiene cada to-
pología sobre el rendimiento del control modal. En las figuras se observa que la topología
óptima (barras en color azul) tiene un mayor grado de controlabilidad y observabilidad
en algunos modos de vibración, es especial en el primer modo de vibración, el cual es,
normalmente, quien tiene más energía de vibración. Sin embargo, la valores de observa-
bilidad para todos los modos es mayor en el caso de la topología óptima.

En las siguientes secciones se presentará la comparación de rendimiento de las tres
topología en estudio, para los cuatro parámetros de análisis de control descritos previa-
mente: acción de control, salida del sensor, variables de estado y vibración estructural.
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Fig. 5-34.: Comparación de gramianos de controlabilidad para diferentes topologías. Valores de
desplazamiento modal en la mitad izquierda, y de velocidad modal en la mitad dere-
cha de la gráfica.

Fig. 5-35.: Comparación de gramianos de observabilidad para diferentes topologías. Valores de
desplazamiento modal en la mitad izquierda, y de velocidad modal en la mitad dere-
cha de la gráfica.

5.5.3. Acción de Control

La acción de control es registrada antes de ingresar como señal de entrada a los ac-
tuadores de la planta. El comportamiento del voltaje de control se obtiene simulando el
sistema de control con la topología óptima mostrada en la figura 5-10 y con las dos to-
pologías de referencia previamente presentadas. Las comparaciones de las respuestas del
voltaje en el actuador son presentadas en la Figura 5-36.
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Fig. 5-36.: Comparación de la acción de control de una topología intuitiva (rojo), de una topología
aleatoria (naranja) y de la topología óptima (azul).

Estas gráficas representan la señal de voltaje que se debe aplicar en el actuador para
llevar la estructura al reposo y controlar la vibración inducida por un impulso para tres
casos diferentes. En la Figura 5-36 se muestra que la topología intuitiva tiene picos de
voltaje de control mayores a los de la topología óptima, lo que implica más consumo de
energía y mayores esfuerzos en el transductor, lo que podría ser físicamente inviable. Por
otra parte, entre la topología aleatoria y la topología óptima de referencia, se observa un
comportamiento similar entre ambas curvas, siendo la topología óptima la que menos
energía de control necesita para llevar el sistema al reposo. En ambas comparaciones, la
señal de control de la topología óptima (curva azul) llega a valores menores que las otras
topologías después de un segundo de simulación. Esto significa que, además de ser la
configuración que menos energía requiere, también lo hace en menor tiempo que otras
topologías escogidas de forma intuitiva o de forma aleatoria.

5.5.4. Salida del Sistema

La salida del sistema se registra como la señal que entregan los sensores piezoeléctricos
antes de entrar al lazo de realimentación. En la Figura 5-37 se muestra la comparación de
las respuestas temporales de la salida del sistema entre la topología óptima de referencia
y las topologías de comparación presentadas al inicio de la sección. En la figura, es posible
ver que la salida del sensor de la topología óptima tiene valores de voltaje pico mayores
en relación a las otras topologías para diferentes instantes de tiempo, en el rango de 0.2
a 1.2 segundos. Esto indica que el sensor en esta configuración óptima es más sensible a
las vibraciones de la estructura mientras las demás topologías de comparación reducen
su sensibilidad a los modos de vibración luego de los primeros instantes de tiempo.
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Fig. 5-37.: Comparación de la salida del sistema de una topología intuitiva (rojo), de una topolo-
gía aleatoria (naranja) y de la topología óptima (azul).

5.5.5. Variables de Estado

Ya que las señales del sensor y del actuador solo brindan información relacionada a
cómo el sistema de control afecta el sistema (actuar) y a cómo la puede observar (sensar),
es necesario analizar el comportamiento interno del sistema través de las variables de
estado; en este caso, siendo el desplazamiento modal y la velocidad modal. En la Figura
5-38 se presenta la respuesta modal del sistema, usando una superposición de modos
(estados) para evaluar la respuesta dinámica completa.

Fig. 5-38.: Desplazamiento modal de una topología intuitiva (rojo), de una topología aleatoria
(naranja) y de la topología óptima (azul).
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El desplazamiento modal muestra una amplitud similar en los primeros instantes de
tiempo para los tres casos de las topologías evaluadas. Sin embargo, en las topologías
de comparación (curvas roja y naranja) luego de 0,5 segundos se observa una vibración
dominada por una sola frecuencia de resonancia, correspondiente al primer modo, mien-
tras en la configuración óptima (curva azul) mantiene presente la superposición de varios
modos en diferentes amplitudes. Esto indica que la topología óptima realiza un esfuerzo
de control distribuido en el espectro de operación, ya que finalmente controla de mane-
ra más eficiente la energía de vibración del sistema completo, sin enfocarse en controlar
modos que podrían no aportar significativamente a la dinámica estructural y no son una
prioridad de control al momento de reducir una vibración. Esto es evidente al final de
las curvas, donde las topologías de comparación (curvas roja y naranja) no logran llevar
el desplazamiento modal del sistema a cero, mientras la topología óptima lo estabiliza a
partir de 1 segundo, donde la vibración se empieza a reducir significativamente en com-
paración a la amplitud de vibración inicial.

Fig. 5-39.: Velocidad modal de una topología intuitiva (rojo), de una topología aleatoria (naranja)
y de la topología óptima (azul).

Por otra parte, en la Figura 5-39 se presenta la respuesta del sistema en su estado de ve-
locidad modal, correspondiente a las topologías analizadas previamente. A diferencia del
desplazamiento modal, la velocidad modal para la topología óptima no resulta ser cla-
ramente mejor que las demás respuestas temporales para las topologías de comparación,
exceptuando el hecho de que al final de las curvas; luego de 1 segundo, las variaciones
de velocidad para la topología óptima (curva azul) tiene menores valores que las demás
respuestas. Esto significa que la vibración de la estructura, entendida desde la velocidad
de vibración se logra controlar en menor tiempo con la topología óptima que con las de-
más topologías de comparación, a su vez que el esfuerzo de control requerido en esta
topología es menor, como se mostró en la Figura 5-36.
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5.5.6. Vibración Estructural

Finalmente, se presenta un análisis de la vibración estructural de acuerdo a la configu-
ración de transductores en las topologías comparadas. En esta sección, el desplazamiento
vertical de un nodo de la estructura en la esquina superior del extremo libre de la placa
mostrada en la Figura 5-1 es analizado y se compara su comportamiento con las diferen-
tes topologías. Este nodo de análisis se escoge al ser identificado como un punto crítico
de vibración en la estructura con base en el análisis modal del sistema presentado en la
figura 5-7, donde se puede ver que las zonas con mayor deformación son en los extremos
libres de la placa, especialmente en las esquinas. Al ser un punto en el cual se espera ma-
yor desplazamiento, también se espera que sea un punto crítico de vibración estructural.

Fig. 5-40.: Desplazamiento nodal en la esquina superior del extremo libre de la placa para una
topología intuitiva (rojo), de una topología aleatoria (naranja) y de la topología óptima
(azul).

En la Figura 5-40 se presenta la respuesta del sistema en coordenadas nodales; es de-
cir, se ejecuta una regresión del cambio a coordenadas modales realizado en la reducción
modal del sistema durante el proceso de conversión al modelo a espacios de estado. Este
cambio de coordenadas implica transformar los desplazamientos modales y las velocida-
des modales (estados del sistema) en información de desplazamientos nodales que pue-
den ser plenamente interpretados físicamente en los tres grados de libertad.

El desplazamiento de ese punto de la estructura presentado en la Figura 5-40, mues-
tra que la topología óptima (curva azul) es más sensible a la vibración en los primeros
instantes de tiempo, ya que registró desplazamientos mayores en los primeros ciclos vi-
bratorios. Esto es evidente al comparar los valores de desplazamiento pico entre la curva
óptima y la intuitiva, y entre la curva óptima y la aleatoria. La diferencia porcentual en-
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tre los valores pico máximo de las curvas óptima e intuitiva es de 42,67%, mientras la
misma diferencia porcentual entre las curvas óptima y aleatoria es de 78,28%. Sin em-
bargo, el control de vibraciones sobre la estructura con esa misma topología (curva azul)
decae rápidamente hasta el reposo, cuando las otras dos topologías no logran controlar
por completo la vibración de la estructura.

Para un tiempo t = 1 segundo, la diferencia porcentual entre las curvas óptima e intui-
tiva ya es de 77,72% y entre las curvas óptima y aleatoria es de 75,116% lo cual indica
que la vibración en la configuración óptima ya se ha reducido significativamente en com-
paración a las otras dos configuraciones de transductores piezoeléctricos.

Al analizar en detalle la Figura 5-40 desde los 0,5 segundos, es claro que la vibración
que registra la estructura cuando está dispuesta con el arreglo de transductores piezo-
eléctrico en la topología óptima, es menor a la vibración de la misma estructura con un
arreglo de transductores diferente. Es interesante notar que en los casos de comparación
(curvas roja y naranja) es predominante un efecto residual de vibración de un modo pu-
ro, expresado como una forma de onda senoidal en el movimiento de la estructura. La
frecuencia de vibración de esta onda corresponde; en ambos casos, a la vibración predo-
minante del primer modo de vibración.

5.5.7. Energía de Señales

Para analizar desde un punto de vista energético las gráficas presentadas en esta sec-
ción, se decide calcular la energía de las señales de acuerdo a la definición (Mathuranat-
han and Viswanathan, 2017):

E =
∫ t

0
|x(t)|2dt (5-3)

Donde E es la energía de la señal x(t), evaluada entre cero y un tiempo t. En la Tabla
5-7 se presenta el análisis del valor energético de cada señal de las gráficas presentadas
en esta sección. En esta tabla es posible ver que la energía de control utilizada por el
sistema es mínima en la configuración de la topología óptima, superando en un 60,97%
a la energía utilizada por la topología intuitiva, y superando en un 5,95% a la topología
aleatoria. Estas diferencias en la energía utilizada en el control se deben a la cantidad y
magnitud de sobre-impulsos de voltaje que debe enviar el sistema a los actuadores para
realizar el control de la vibración.

Por parte de la energía que entregan los sensores (salida del sistema), se puede afirmar
que la topología intuitiva tiene una configuración de piezoeléctricos que entrega más vol-
taje que las demás topologías. De forma similar, este gran valor de energía se debe a los
picos de voltaje que registra el sensor en los primeros instantes de tiempo, donde la dis-
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Característica analizada Topología óptima Topología intuitiva Topología aleatoria
(curva azul) (curva roja) (curva naranja)

Energía de control 2104.2 3949.8 2233.3
(Figura 5-36)
Energía del sensor 743.63 1081.7 115.86
(Figura 5-37)
Energía del 3.95e-07 6.78e-07 3.83e-07
desplazamiento modal
(Figura 5-38)
Energía de la 2.49e-3 3.92e-3 3.25e-3
velocidad modal
(Figura 5-39)
Energía de vibración 2.34e-06 1.56e-06 6.73e-07
(Figura 5-40)

Tabla 5-7.: Comparación energética de las señales analizadas.

tribución de material tiene más sensibilidad a la vibración. Sin embargo, la cantidad de
voltaje disminuye rápidamente y, como ya fue mencionado, la información contenida en
la señal evidencia pérdida de sensibilidad en varios modos de vibración del sistema. Este
efecto de aumento en la sensibilidad de sensado en esa topología es una consecuencia no
controlada de la topología generada para comparación, y no corresponde a un resultado
esperado como el obtenido con un método sistemático de diseño por optimización topo-
lógica. Este fenómeno también se evidencia en la señal de los sensores de la topología
aleatoria, donde la señal tiene ligeramente menor cantidad de energía de sensado, y ade-
más pierde información de sensado. Una forma de reafirmar este análisis se encuentra
al estudiar la Figura 5-35, donde se evidencia el efecto de la pérdida de información en
algunos modos en la topología intuitiva y aleatoria, además de las diferencias de sensibi-
lidad hacia ellos.

La energía de los estados del sistema, descritas como la energía del desplazamiento
modal y la velocidad modal, deja claro que la topología intuitiva (curvas rojas) tiene la
mayor cantidad de energía y, por tanto, el peor rendimiento en cuanto a control de modos
de vibración se refiere. Sin embargo, la energía de desplazamiento modal de la topología
aleatoria (curva naranja) resulta ser menor que la de la topología óptima. Esto se debe
a los picos de desplazamiento que tiene la respuesta con la topología óptima que apor-
tan significativamente a la energía de la señal. Aún así, en la Figura 5-38 es claro que el
desplazamiento modal con la topología óptima decae significativamente más rápido que
usando la topología aleatoria. Por otra parte, desde las curvas de velocidad modal no es
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claro qué topología posee mejor rendimiento, aunque la energía de las señales presenta-
da en la Tabla 5-7 demuestra que la topología óptima es quién tiene menor energía de
vibración desde el punto de vista de esa variable de estado.

Por último, la energía de vibración en las topologías comparadas demuestra que la to-
pología óptima es quien más energía de vibración posee, mientras la topología intuitiva
y aleatoria presentan energías de vibración menores. Este efecto, nuevamente se debe a
los picos de desplazamiento que experimenta la estructura en los primeros instantes de
tiempo, y tiene un aporte significativo al cálculo de la energía de la señal. No obstante, el
control de la vibración estructural resulta ser más eficiente en la topología óptima como
fue mencionado anteriormente, al llevar la estructura al reposo en menor tiempo usando
menor cantidad de energía en los actuadores,además que esta configuración de actua-
dores y sensores tiene la capacidad de controlar un rango más amplio de frecuencias al
actuar sobre diferentes modos de vibrar, lo cual convierte a esta distribución óptima en
un control de vibraciones más robusto y sistemático.

5.5.8. Amortiguamiento de Señales

Adicionalmente a los resultados ya presentados, se decide calcular la relación de amor-
tiguamiento (ζ) del desplazamiento modal (Figura 5-38) para analizar el fenómeno del
decaimiento de la amplitud de vibración desde un punto de vista del amortiguamiento
activo del sistema planta-controlador. Esta medida del amortiguamiento describe la rela-
ción amplitud entre las oscilaciones del sistema cuando disminuyen en el tiempo después
de una perturbación, y está definida como (Steidel et al., 1979):

ζ =
1√

1 + (2π/δ)2
(5-4)

Donde δ es el decremento logarítmico, definido como:

δ =
1
n

ln
A0

An
(5-5)

Donde n es el número de picos de la oscilación, A0 es la amplitud de la señal en el
primer pico de la onda, y An en la amplitud de la onda en el pico n. Para realizar este
análisis, es necesario presentar la descomposición de las señales en sus modos de vibrar
fundamentales. En este caso, se escogen los tres primeros modos de vibrar de cada señal
de desplazamiento modal para realizar el análisis de amortiguamiento. En la Figura 5-
41 se presenta la comparación de los modos de vibrar para los tres casos de comparación:
topología intuitiva, aleatoria, y óptima. De igual forma, en la Tabla 5-8 se presenta el aná-
lisis de estas relaciones de amortiguamiento de las gráficas presentadas en esta sección.
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Fig. 5-41.: Descomposición de modos de vibración de una topología intuitiva (rojo), de una topo-
logía aleatoria (naranja) y de la topología óptima (azul).

Como se muestra en la Figura 5-41, los modos 1 y 2 del sistema aportan significa-
tivamente a la vibración de la estructura, mientras el modo 3 no posee una amplitud
comparable, además que las formas de onda del modo 3 para los casos presentados no
evidencian decaimiento de la señal, y por tanto, no es relevante aplicar la ecuación 5-4.
Por este motivo, en la Tabla 5-8 no se presentará coeficientes de amortiguamiento para
ese modo.

Característica analizada Topología óptima Topología intuitiva Topología aleatoria
(curva azul) (curva roja) (curva naranja)

Amortiguamiento del 0.047426 0.038566 0.018917
modo 1 (ζ1)
Amortiguamiento del 0.018594 0.030771 0.032357
modo 2 (ζ2)

Tabla 5-8.: Comparación energética de las señales analizadas y sus factores de amortiguamiento.

Las relaciones de amortiguamiento calculadas muestran a la topología óptima con
un amortiguamiento superior a la topología intuitiva con una diferencia porcentual de
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20,61% y superior a la topología aleatoria en un 85,94%, aunque en el segundo modo en
rendimiento fue inferior en un 49,33% con respecto a la topología intuitiva, y un 54,02%
con respecto a la topología aleatoria. Sin embargo, la amplitud del segundo modo es
menor en topología óptima aún cuando su relación de amortiguamiento es menor. Este
fenómeno indica que, la distribución de transductores óptimos se enfoca en los modos
que más impacto tienen sobre la controlabilidad y la observabilidad, siendo en este ca-
so el primer modo, lo que finalmente tiene un impacto positivo sobre el control de una
vibración inducida al sistema de forma externa.





6. Conclusiones

En este trabajo se presenta una metodología de diseño conceptual para control activo
de vibraciones en placas delgadas, distribuyendo sobre ella transductores piezoeléctricos;
tanto sensores como actuadores, de forma que se maximiza el grado de controlabilidad y
de observabilidad del sistema, usando el Método de Optimización Topológica (MOT), el
Método de los Elementos Finitos (MEF) y un esquema de Control Óptimo.

El modelado de los materiales piezoeléctricos y los materiales elásticos se realizó usan-
do el MEF con elementos finitos hexaédricos de 20 nodos con hasta cuatro grados de liber-
tad por nodo, tres de ellos para desplazamientos en x, y y z, y uno para voltaje. El modelo
construido con el MEF de una estructura Actuador-Placa-Sensor fue convertido a un mo-
delo de espacios de estado y reducido a un espacio modal para realizar simulaciones en
un esquema de control activo sobre un controlador LQG (Linear-Quadratic-Gaussian Re-
gulator). El MOT fue implementado usando el modelo de interpolación de propiedades
del material SIMP (Solid Isotropic Material with Interpolation) y resuelto con método de
Programación Lineal Secuencial (PLS).

De forma concluyente, esta tesis demuestra que es posible modelar una estructura me-
cánica a través del MEF y agregar sobre ella una serie de transductores piezoeléctricos
distribuidos de forma óptima con el MOT para maximizar el control de vibraciones in-
ducidas a la estructura por perturbaciones externas o internas.

Adicionalmente, es importante resaltar que:

El método de los elementos finitos es una herramienta computacional de modelado
de sistemas físicos que permite solucionar problemas que requieren la solución de
expresiones matemáticas que no poseen solución analítica o su solución no es reali-
zable por los métodos convencionales, además de permitir el modelado de sistemas
multifísicos; como el caso de esta tesis, con el cual es posible modelar transducto-
res piezoeléctricos que se acoplan a una estructura mecánica en configuración de
actuadores o de sensores.

A pesar de que los modelos de elementos finitos, generalmente, se crean utilizan-
do miles o millones de variables (grados de libertad), es posible convertir y reducir
estos modelos a una configuración apropiada para diseñar sistemas de control con
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modelos de pocas variables (estados) a partir de un modelo numérico de este tipo,
como se muestra en la Sección 3.5.2. En el caso de esta tesis, se destaca la posibili-
dad de asociar los grados de libertad de los materiales piezoeléctricos al modelo de
control como actuadores y sensores durante la conversión del modelo, mientras los
grados de libertad asociados a la estructura mecánica se pudieron asociar a la planta
del controlador. Adicionalmente, se destaca la necesidad de realizar una reducción
del modelo utilizando los modos de vibración del sistema, ya que brinda la posibi-
lidad al diseñador de decidir sobre que rangos de frecuencia realizar el control de
vibraciones a partir de la frecuencia de los modos de vibración.

El análisis de estructuras sometidas a cargas dinámicas puede ser modelado a través
de las herramientas computacionales de análisis modal, y las vibraciones pueden ser
controladas a partir del entendimiento de los modos de vibración de la estructura
para generar modelos numéricos y de control eficientes. En ese sentido, la cantidad
de modos o el rango de frecuencia de operación se convierte en un factor determi-
nante en el rendimiento del sistema de control y de los resultados mismos de las
topologías obtenidas para los transductores. Sin embargo, la complejidad del mo-
delo de control también puede limitar la implementación de un controlador que
funcione apropiadamente en situaciones reales.

En la búsqueda de un parámetro que represente una optimización en el control
de vibración estructural, los gramianos de controlabilidad y de observabilidad se
presentan como una de las mejores opciones propuestas en la literatura (Silveira,
2012; Menuzzi et al., 2017; Padoin et al., 2015); ya que relacionan directamente
el grado de control en relación a los estados del modelo de control. Sin embargo,
existen diferentes interpretaciones de un valor de que represente el rendimiento
global de un controlador a partir de la definición de los gramianos (Gonçalves et al.,
2017). En ese sentido, la traza de la matriz de cada gramiano es un técnica simple y
coherente de medir el rendimiento del sistema en un solo valor de optimización.

El diseño de estructuras piezoeléctricas en configuración de sensores y actuadores
para control activo de vibraciones, distribuidos con el método de optimización to-
pológica, demostró ser una técnica de diseño conceptual con resultados favorables
en todos los análisis de resultados presentados en el Capítulo 5. Esto demuestra la
fortaleza del método de optimización como herramienta de diseño computacional,
donde la búsqueda sistemática de topologías permite proponer soluciones a pro-
blemas complejos en ingeniería, donde la topología de estructuras juega un papel
importante en el rendimiento del sistema, y a problemas donde no siempre será
intuitiva la solución para el diseñador. Además, la incursión del método de optimi-
zación a problemas multifísicos y de control automático, demuestra su flexibilidad
para ser implementado en diferentes campos de la ingeniería y la ciencia.
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Las topologías obtenidas para el actuador y el sensor en todos los resultados obte-
nidos demuestran que el programa de optimización funciona de acuerdo a la na-
turaleza física de los materiales elásticos y piezoeléctricos sometidos a excitaciones
dinámicas vibratorias. En el caso del actuador, la tendencia en la distribución de
material hacia el máximo volumen responde a un fenómeno de maximización de
la capacidad de control en función de la cobertura de actuadores disponibles en el
sistema. Por otra parte, en el caso del sensor, la tendencia de distribución de mate-
rial usa el mínimo volumen posible. En este caso, las topologías obtenidas poseen
zonas de material con pseudo-densidades intermedias que no terminan de definir
los contornos de la estructura, pero responden a la naturaleza de los sensores pie-
zoeléctricos que aumentan la sensibilidad a la deformación con las propiedades de
material modificadas.

Los problemas de condicionamiento numérico que surgen en los problemas de opti-
mización y modelado de materiales piezoeléctricos representan retos de programa-
ción en eficiencia computacional. En principio, las diferencias del orden de mag-
nitud entre las propiedades mecánicas y eléctricas se abordan con un cambio en
el sistema de unidades, aunque este cambio demostró tener efectos negativos en
la optimización topológica y la simulación del controlador. Luego, los tiempos de
procesamiento que requiere el cálculo de sensibilidades por el método analítico re-
sultaron ser mayores que los tiempos con el método numérico, incluso cuando se
usa procesamiento paralelo. Esto es consecuencia de la complejidad matemática de
la formulación de las sensibilidades analíticas; en especial, la complejidad de cal-
cular la sensibilidad de los vectores propios del problema, en donde es necesario
invertir matrices por definición singulares. Adicionalmente, la capacidad compu-
tacional en uso de memoria y procesamiento que implica operar con estas matrices
que tienen mal condicionamiento numérico, establece un limitante del tamaño de
malla del modelo de elementos finitos.

El programa de optimización desarrollado sobre la plataforma Matlab se compo-
ne de tres partes fundamentales que demuestran la complejidad y robustez de su
programación. La primera parte comprende el modelado de sistemas multifísicos
usando el método de elementos finitos, importando la malla y las condiciones de
frontera del software Ansys, mientras el ensamble de matrices y la solución del pro-
blema numérico se realizó de forma independiente en el programa desarrollado. La
segunda parte se refiere al programa de optimización como tal, donde se definen
todos los parámetros y configuraciones de las librerías de optimización de Matlab.
Por último, se encuentra la sección de control, desarrollado en Simulink, en la cual
se interpretan los resultados obtenidos del módulo de optimización, se llevan a una
formulación de control modal y se simula el comportamiento del sistema en la con-
figuración topológica óptima.
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Por último, se resalta la contribución de este proyecto de tesis con la participación
en el 6to Simposio Nacional en Mecánica de Materiales y Estructuras Continuas,
realizado en agosto de 2018 en la ciudad de Cartagena, en el cual se publica un
artículo relacionado a la simulación de estructura piezoeléctricas usando el MEF.
También se destaca la participación en el XIV Simposio Internacional de Energías
Expotecnológica 2018 en el cual se publica un artículo relacionado al control de
vibraciones usando el MOT. Adicionalmente, se espera registrar el código del pro-
grama desarrollado cono un software de simulación de estructuras piezoeléctricas y
optimización topológica para control activo de vibraciones. Finalmente, se mencio-
na que actualmente los resultados del trabajo de investigación están sometidos para
publicación en una revista nacional y un congreso internacional.



7. Trabajo Futuro

Durante la realización de este trabajo, se utilizaron dos métodos en la solución del
problema de optimización: el método de elementos finitos y el método de optimización
topológica. En el desarrollo de la tesis algunas opciones de solución quedaron inexplo-
radas, porque su implementación era demasiado compleja o desconocida, o simplemente
superaban el alcance de los objetivos planteados. Debido a esto, se presenta una lista de
los trabajos que pueden contribuir a la mejora y continuación de la presente tesis:

Implementar los elementos finitos ESF (Extra Shape Functions) ya que podrían per-
mitir la reducción del costo computacional sin sacrificar la convergencia de malla
en los resultados para el modelo numérico. De forma complementaria, otro tipo de
elemento finito; llamados shell, pueden ser implementados ya que el problema de
placas delgadas se adaptaría muy bien a este tipo de elementos, que podrían reducir
el costo computacional aún más. En ese mismo sentido, la exploración del procesa-
miento en GPU puede aliviar algunos problemas de capacidad computacional que
se tuvieron en el desarrollo del trabajo.

Ya que los materiales usados en este trabajo se limitaron a una estructura elástica de
aluminio y un conjunto de transductores piezoeléctricos cerámicos, se propone rea-
lizar una exploración de diferentes materiales en el modelo para analizar el efecto
que tiene sobre las topologías obtenidas, en especial con los materiales piezoeléc-
tricos, donde se podría explorar, incluso, una combinación de materiales diferentes
para el sensor y el actuador.

Adicionalmente, al cambiar el tipo de elemento finito o las propiedades de materia-
les, es recomendable incrementar la cantidad de sensores y actuadores del modelo.
En esta tesis se restringió el uso a un solo sensor y un solo actuador, sin embar-
go, al incrementar la cantidad de transductores se podrían mejorar los coeficientes
de controlabilidad y observabilidad en términos generales, además que se podría
abarcar una rango de frecuencia más amplio en el control de vibraciones.

Incluir en el modelo de espacios de estado un actuador mecánico que pueda simu-
lar perturbaciones externas al sistema. Esto podría permitir que las perturbaciones
del modelo no necesariamente se vean reflejadas desde el actuador piezoeléctrico,
sino desde un componente totalmente externo. Además, la perturbación mecánica
se puede modelar en diferentes puntos espaciales de la estructura, lo que permitiría
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análisis más complejos para problemas de control de vibraciones reales o experi-
mentales.

Incluir en el modelo del controlador algunas restricciones que puedan tener en
cuenta parámetros físicos de los transductores, como sus valores de saturación, la
sensibilidad del sensor o actuador, la velocidad de respuesta y el rango de opera-
ción en frecuencia. Estas restricciones además de hacer más ajustado el modelo a
la realidad, permitirán obtener topologías más eficientes en las implementaciones
experimentales.

Explorar la modificación de los diferentes coeficientes de las matrices de peso del
controlador LQG. En estas matrices se encuentra la relación directa entre las varia-
bles de estado (modos de vibrar) y la optimización de los parámetros del controla-
dor. Al modificar estos coeficientes en las matrices, se podría ajustar la controlabi-
lidad o la observabilidad hacia un rango de frecuencias específico o hacia un modo
de vibrar puntual. Estas modificaciones afectarán el rendimiento del controlador
más no la topología obtenida como tal, a menos que se incluyan estos coeficientes
en la formulación del problema de optimización. Para realizar esta exploración, se
podría usar técnicas de Deep Learning en combinación con el MOT.

De forma similar, es recomendable explorar modificaciones al problema de optimi-
zación, donde se agreguen pesos a la función objetivo para favorecer la respuesta
de algunos modos, de forma que cada peso esté asociado a un modo de vibrar du-
rante todo el proceso de optimización por su forma modal de vibrar mas no por
el número de modos calculados en la primera iteración, como actualmente suce-
de. Esta recomendación se hace necesaria cuando las topologías obtenidas, por su
forma de distribución de material, cambian la forma de vibrar de los modos y los
pesos se desenlazan de su modo original. Una estrategia sugerida para lograr esto,
es implementar el MAC (Modal Assurance Criterion) (Allemang, 2003).

Algunas otras modificaciones sugeridas sobre el problema de optimización se enfo-
can en la formulación de la función objetivo. Actualmente se usa la traza del gra-
miano de controlabilidad y de observabilidad como índices de optimización. Sin
embargo, este índice de rendimiento puede ser escrito en función de parámetros
del controlador, como el tiempo de establecimiento, los valores pico máximo, o la
energía que requiere el actuador y la energía que entrega el sensor. Dependiendo del
enfoque que se le desee dar a la optimización se podría escribir la función objetivo
de acuerdo a las necesidades del diseñador.

El cálculo de la sensibilidad de las funciones objetivo es uno de los procesos del opti-
mizador que más recursos computacionales consume, y actualmente, es la secuencia
que más tiempo toma en cada iteración de la optimización. Como se discutió en este
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documento, la sensibilidad analítica presentó problemas numéricos por su formu-
lación, de forma que la sensibilidad numérica fue la herramienta finalmente usada.
Es posible combinar estos dos método de cálculo para hacer, de forma analítica, to-
das las operaciones matemáticas que no presentan singularidades por definición y
usar el método de las sensibilidades numéricas en las operaciones específicas que
no pueden ser resultas por el método analítico.

En los resultados obtenidos para sensores y actuadores, siempre fue clara la defini-
ción de las topologías de los actuadores, mientras las topologías de los sensores no
estuvieron completamente definidas y se requería de una interpretación posterior,
sujeta al criterio del usuario del programa. Es posible incluir restricciones en el mo-
delo numérico o en el optimizador que puedan mejorar esta falta de definición en
las topologías. Una primera idea consiste en implementar un filtro de proyección en
el optimizador que permita estar en un espacio solución donde se puedan definir
claramente las densidades del material. Otra idea, es explorar técnicas de optimiza-
ción, como el level-set, que permite definir desde otros abordajes la definición de las
topologías.

Por último, una parte de la investigación fundamental es la experimentación y la
validación de resultados con pruebas de laboratorio. Toda la teoría y programación
desarrollada en esta tesis está pensada para ser realizable en un montaje experimen-
tal que incluyan piezoeléctricos comerciales y estructuras mecánicas reales. Adicio-
nalmente, se podrían incluir restricciones de manufactura en la formulación del
problema de optimización para tener en cuenta en el diseño de experimentos que
se desee construir.





A. Ecuaciones Constitutivas

Piezoeléctricas Expandidas

En los modelos de simulación de materiales piezoeléctricos se puede polarizar el mate-
rial en diferentes direcciones de acuerdo al sistema de coordenadas establecido. Para un
material piezoeléctrico con polarización en la dirección z, las ecuaciones constitutivas en
forma matricial se escriben (Nader, 2002):

Txx
Tyy
Tzz
Tyz
Txz
Txy
Dx
Dy
Dz



=



cE11 cE12 cE13 0 0 0 0 0 −e31

cE12 cE11 cE13 0 0 0 0 0 −e31

cE13 cE13 cE33 0 0 0 0 0 −e33

0 0 0 cE44 0 0 0 −e15 0
0 0 0 0 cE44 0 −e15 0 0
0 0 0 0 0 cE66 0 0 0
0 0 0 0 eE15 0 εS11 0 0
0 0 0 eE15 0 0 0 εS11 0
e31 e31 e33 0 0 0 0 0 εS33





Sxx
Syy
Szz
Syz
Sxz
Sxy
Ex
Ey
Ez



(A-1)

Para un material piezoeléctrico con polarización en la dirección y, es necesario reali-
zar un cambio de bases con respecto al sistema coordenado, y la matriz de tensores se
escriben: 

T ′xx
T ′yy
T ′zz
T ′xy
T ′yz
T ′xz
D ′x
D ′y
D ′z



=



cE11 cE13 cE12 0 0 0 0 −e31 0
cE13 cE33 cE13 0 0 0 0 −e33 0
cE12 cE13 cE11 0 0 0 0 −e31 0
0 0 0 cE44 0 0 −e15 0 0
0 0 0 0 cE44 0 0 0 −e15

0 0 0 0 0 cE66 0 0 0
0 0 0 eE15 0 0 εS11 0 0
e31 e33 e31 0 0 0 0 εS33 0
0 0 0 0 eE15 0 0 0 εS11





S ′xx
S ′yy
S ′zz
S ′xy
S ′yz
S ′xz
E′x
E′y
E′z



(A-2)

Cuando sea necesario polarizar el piezoeléctrico en la dirección x, el tensor de propie-
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dades se escribirá:

T ′′xx
T ′′yy
T ′′zz
T ′′yz
T ′′xz
T ′′xy
D ′′x
D ′′y
D ′′z



=



cE33 cE13 cE13 0 0 0 −e33 0 0
cE13 cE11 cE12 0 0 0 −e31 0 0
cE13 cE12 cE11 0 0 0 −e31 0 0
0 0 0 cE44 0 0 0 −e15 0
0 0 0 0 cE66 0 0 0 0
0 0 0 0 0 cE44 0 0 −e15

e33 e31 e31 0 0 0 εS33 0 0
0 0 0 eE15 0 0 0 εS11 0
0 0 0 0 0 eE15 0 0 εS11





S ′′xx
S ′′yy
S ′′zz
S ′′yz
S ′′xz
S ′′xy
Ex
Ey
Ez



(A-3)
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