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Resumen

En este trabajo demostraremos que una condicién simple en la funcién ¢ : Rt — R =
[0, +00) permite establecer resultados de puntos fijos y de puntos de coincidencias para
aplicaciones contractivas (¢(t) < t para todo t > 0) o expansivas (¢(t) > ¢ para todo
t > 0) con respecto a las w-distancias en espacios uniformes. Estos generaliza recientes
resultados de muchos autores. También mostraremos un intento de lograr la unificacién

del punto de vista de las contracciones y las expansiones.

Palabras Claves: Métricas, w-distancias, aplicaciones contractivas y expansivas, pun-

tos fijos y putos de coincidencia, espacios uniformes.

v



Abstract

FIXED POINT FOR W-CONTRACTIVE AND W-EXPANSIVE MAPS IN UNIFORMA
SPACES WHIT W-DISTANCE.

In this work we prove that a simple condition on the function ¢ : R* — R* = [0, +00)
allows to establish results fixed and coincidence points for contractive ( ¢(t) < ¢ for all
t > 0) or expansive (¢(t) > t for all t > 0) maps with respect to a w-distance on uniform
spaces. These generalize recent results different authors. We also show, an attempt in

made toward a unification of the point of view in contractions and expansions.

Keywords: Metric (distance), w-distance, contractive and expansive maps, fixed point

and coincidence point of maps, uniform spaces complete.
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Introduccion

Una herramienta fundamental del Analisis es el Principio de Contraccién de Banach.
Problemas que involucran inyectividad o sobreyectividad de aplicaciones, existencia y
unicidad de soluciones de operadores diferenciales, ceros de funciones, etc., se pueden
reducir, mediante modificaciones apropiadas; a demostrar la existencia y unicidad de
puntos fijos o puntos de coincidencia de aplicaciones contractivas o expansivas defini-
das en espacios métricos, en espacios ordenados o méas generalmente, en los espacios
uniformes.

El principio de contraccién asegura que si f es una aplicacién de un espacio métrico
completo (X, d) en si mismo tal que d(f(z), f(y)) < ¢(d(z,y)) para cada par x,y en
X, donde ¢(t) = at para cada t > 0y 0 < a < 1; entonces existe un tinico z en X tal
que f(z) = x.

Este principio ha sido generalizado en muchas direcciones, en unas ampliando el nime-
ro de funciones involucradas, en otras flexibilizando las condiciones de la aplicacién
contractiva, como por ejemplo, teniendo presente que la funcién ¢(t) = at es no decre-
ciente y ademds ), ¢"(t) < oo para cada t > 0, una condicién natural mas débil que
la anterior fue dada por Matkowsky en 1975 [7], donde ¢ es no decreciente y ademas
¢™(t) — 0. Otro avance significativo sobre la generalizacién de este principio fue dado
en el 2001, por J. Rodriguez [9] quien extendi6 los resultados anteriores a funciones
contractivas que satisfacen las condiciones (A) o (B) y a funciones expansivas que satis-
facen (A) o la condicién (C), logrando de esta forma, unificar el problema contractivo

y expansivo para las aplicaciones que satisfacen la condicién (A). Por otro lado, en



6], O. Kada, T. Suzuki y W. Takahashi introdujeron la nocién de métrica débil en un
espacio métrico y mediante ella obtuvieron generalizaciones de teoremas importantes
en la teoria de punto fijo; mocién ésta que fue extendida en [9] a los espacios uniformes,
lograndose asi extender a estos espacios varios resultados clasicos del tipo contractivo
0 expansivo.

Por dltimo, el Teorema 2.1 y el Ejemplo 2.1 de [10] permiten ver que la hipdtesis
de contractividad estricta de la funciéon ¢ puede ser relajada y la Proposicién 3.1 del
mismo establece condiciones suficientes para que ciertos problemas de punto fijo se
puedan reducir a alguno de los ya demostrados.

Los objetivos fundamentales de este trabajo son: Obtener algunos resultados anélogos
a los demostrados en [9] bajo condiciones mas débiles sobre la funcién contractiva ¢.
En segundo lugar: extenderemos a espacios uniformes con métricas débiles y a pares de
aplicaciones, un teorema contractivo de Bianchini [1] establecido en espacios métricos
completos, abordando también el caso expansivo y, por tiltimo, exploraremos la utilidad
de la Proposicién 1.6 en la reduccion y extension de algunos teoremas contractivos
establecidos en espacios métricos, a otros ya demostrados en espacios uniformes con
métricas débiles.

El trabajo esta dividido en tres capitulos. El primero esta dedicado al repaso de algunos
conceptos topolégicos conocidos y otros no tanto, los cuales proveen de los elementos
suficientes para la comprensién de los temas tratados y que ayudan a seguir mas facil-
mente la mecanica de las demostraciones de los resultados obtenidos. En el segundo
capitulo se demuestran los resultados del trabajo de tesis. Estos resultados son teore-
mas de existencia, y estd dividido en cuatro secciones. En la primera se demuestra un
principio uniforme contractivo el cual es usado en la obtencién de puntos fijos y de
coincidencia de pares de aplicaciones. En la segunda seccion se establece otro principio
uniforme contractivo - expansivo, también valido en cualquier espacio uniforme, el cual
extiende a espacios uniformes con métricas débiles, dos teoremas demostrados en [3]
y [10]; el ultimo de los cuales se utiliza en la extensién de un teorema contractivo de

Bianchini. En la tercera seccién , usamos el principio anterior en la obtencién de puntos



fijos de pares de aplicaciones, pero de tipo expansivo; y en la tltima seccion se ve la
utilidad de la Proposicién 1.6 y el Teorema 2.1. El tercer capitulo, hace referencia a las

conclusiones y recomendaciones para este trabajo desde el punto de vista del autor.



Capitulo 1

CONCEPTOS Y RESULATADOS
BASICOS

A lo largo de este trabajo apareceran algunos conceptos y propiedades relacionadas con
los espacios topoldgicos, los espacios uniformes y las funciones contractivas y expansivas
que seran necesarias para obtener nuestros resultados. Las referencias béasicas para este

capitulo son [2], [4], [9].

1.1. Espacios Topoldégicos

Definicién 1.1. Sea X un espacio no vacio. Una topologia sobre X es una coleccién 7

de subconjuntos de X, que satisfacen las siguiente propiedades:
1. ,Xer

2. La unién arbitraria de elementos de 7 esta en 7; es decir, si {A4;};cr, es una familia

de elementos de 7, entonces |J,.; A; € 7.

3. La interseccién finita de elementos de 7 estd en 7; es decir, si Ay, Ay, ..., A, €T,

n
entonces (| A; € T.
i=1



Definicién 1.2. (Espacio Topolégico). Un espacio topolégico es una par (X, 7),

donde X # () y 7 es una toologfa sobre X.

Observacién 1.1. Se dice que U C X es un conjunto abierto de X si, y s6losi U € 7.

Por definicién 0, X, | J,.; Ai, [ Ai son conjuntos abiertos de X.
i=1

iel
Definicién 1.3. (Base de una Topologia). Sea X un conjunto no vacio. Una base

para una topologia sobre X es una coleccién S de subconjuntos de X llamados elementos

bésicos, que satisfacen:
1. Vx € X,dB € g tal que =z € B.
2. Si By,By € fyx e BN By, entonces dB3 € ( tal que x € B3 C B1 N Bo.
3. Si 8 satisface las condiciones (1) y (2), la topologia generada por ( se define como:

Uer < VexeU,dBef talquex e BCU

Ejemplo 1.1. (Topologia métrica).

Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada ¢ > 0 y # € X, la bola abierta con centro
en = y radio € es el conjunto B(z,e) = {y € X : d(z,y) < €}. Entonces la colecciéon
C .= {B(z,e) : x € X,e > 0} es una base para la topologia sobre X, denominada
topologia métrica generada por d.

A partir de este ejemplo podemos reformular la definicién de topologia métrica como
sigue:

Uer(d) < YyeU,36>0: B(y,0) CcU

Definicién 1.4. (Espacios Topolégicos de Hausdorff).
Un espacio topoldgico (X, 7), es un espacio de Hausdorff si para cada par de puntos

distintos =,y € X, existen abiertos U,V talquex €e U,y € VyUNV = 0.

Teorema 1.1. Si (X, 7) es un espacio de Hausdorff, entonces una sucesion de puntos

de X converge a lo sumo a un punto.

Demostracion. Véase [2],[4]. O



1.2. Espacios Uniformes

Definicién 1.5. Una estructura uniforme sobre un conjunto X es un conjunto U de

subconjuntos de X x X que satisfacen :
1. SiUelUyV CX x X estal que U CV, entonces V € U.
2. SiV; €U parai=1,2,...,n, entonces (|, Vi € U.
3. La diagonal A = {(x,z)/x € X} estd contenida en V, para todo V' € U.
4. SiVeUentonces Vel (siVCXxX, V= {(yz)(lz,y) eV}).

5. Para todo V' € U, existe W € U tal que W oW C V (si UV C X x X,
UoV ={(z,y)/(x,2) € Uy (z,y) € V para algiun z € X })

Si V €U, se dice que V' es un entorno de Y. La pareja (X,U) se denomina un espacio
uniforme. Si V€ U y (z,y) € V, se dice que z,y son vecinos de orde V. Un entorno
V € U es simétrico si V = VL. Es claro que si V € U, entonces V NV ~! es un entorno

simétrico contenido en V.

Nota 1.1. Si X es no vacio, la propiedad (1) de la Definicién 1.5 implica que ningin

entorno en U es vacio. Sobre el conjunto () existe una tinica estructura uniforme: & =

Definicién 1.6. Un sistema fundamental de entornos de una estructura uniforme U es

cualquier subconjunto 8 de U tal que todo U € U contiene un V € .

Por ejemplo, & mismo es un sistema fundamental de entornos de . De la propiedad
(4) de la Definicién 1.5 se deduce que si 5 es un sistema fundamental de entornos de
Uy n >0 es un entero, el conjunto {V"/V € B}, donde V' =V o V» 1 =V loV,
también es un conjunto fundamental de entornos de U. A su vez, de (5) se tiene que
el conjunto de los entornos simétricos de una estructura uniforme I/ forma un sistema
fundamental de entornos de U (si V € U entonces W = VN V=1 C V es un entorno

simétrico).



Proposicién 1.1. Las propiedades (4) y (5) de la Definicion 1.5 son equivalentes a la
propiedad siguiente:

(4-5) Para cada V€ U existe W € U tal que W o WL CV

Demostracion. Si (4) y (5) se cumplen y V € U, existe U € U tal que Uo U C V. Sea
W=UNU " entonces W =W-1ecldyW CU y claramente WoW L CUoU CV.
Supongamos, reciprocamente, que (4-5) es valida, y sean V, W tales que WoW ! C V.
Entonces Wl =AoWlCWoWCV,delocual WCV-typor(1),V3ieUy
(4) se cumple. Para demostrar (5) sea W' =W NW~!; entonces W e U y W o W' C
WoW-1CV, O

Proposicién 1.2. Un conjunto 5 de subconjuntos de X x X es un sistema fundamental
de entornos de una estructura uniforme U sobre X si y solo si B tiene las siguientes

propiedades:

1. Si Wy, Wy € B existe Wy € B tal que W3 C Wi N Ws.
2. Para todo Ve p, ACV.
3. Para todo V € B existe W € 3 tal que W C V1.

4. Para todo V € 8 existe W € 8 tal que W o W C V.

Demostracion. Claramente la condicidn es necesaria. Reciprocamente, si 5 satisface las
propiedades, entonces U = {U C X x X/W C U para algin W € [} es una estructura

uniforme sobre X y 3 es un sistema fundamental de entornos de . O]

Ejemplo 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico y para todo € > 0 sea B, = {(z,y) €
X x X :d(z,y) < €}. Si 6 = min{¢, €'} entonces Bs C B.N Bs, A C B, B-! = B,
Y Beja o Beja C Be. La Proposicién 1.2 garantiza que 3 = {B, : € > 0} es un sistema
fundamental de entornos de una estructura uniforme U(d) sobre X denominada la
estructura uniforme inducida por d. El conjunto B, se denomina la banda abierta de
amplitud e para d. A su vez, B, = {(x,y) € X x X : d(z,y) < €} sera la banda cerrada
de amplitud €, y 3 = {B, : € > 0} es también un sistema fundamental de entornos para

U(d).



1.3. Topologia de un Espacio Uniforme

Definicién 1.7. Si U es una estructura uniforme sobre X, V € U y x € X, se define

la seccion V(z) de V con z por V(z) ={y € X : (x,y) € V}.
Es claro que y € V(z) siy solo si (z,y) € V.

Proposicién 1.3. Sea (X,U) un espacio uniforme y para cada x € X sea U(z) =
{V(x) : V €eU}. Entonces eziste una unica topologia sobre X tal que para cada x € X,

U(x) es el conjunto de vecindades de x en esta topologia.

Demostracion. Por la Proposicién 1.2, es suficiente demostrar que U(x) satisface las

propiedades de (1) a (4), es decir :
1. SSAC X y V(x) C A para algiin V € U, entonces A € U(x).
2. Cualquier interseccién finita de subconjuntos de U(x) pertenece a U(x).
3. z estd en todo conjunto en U(x).
4. SiV elU, existe W € U tal que V() € U(y) para todo y € W(x).
En efecto:
1. SiV(x) CAC X conV €U, entonces A =W(x),donde W =VU({x}xA) eU.

2. Si WV, Vo €U, entonces Vi(x) N Vo(z) = (ViNVa)(x), por lo tanto, Vi (z) NVa(x) €
U(z).

3. Claramente {z} = A(z) C V(x) para todo V € U.

4. Dado V € U existe W € U tal que W oW C V:; entonces siy € W(zx)y z € W(y)

se tiene que (z, z) € V, es decir z € V(z) y por lo tanto W (y) C V (z). Se concluye
que V(x) € U(y) para cada y € W (zx).



Definicién 1.8. La topologia definida en la Proposicion 1.3 se denomina la topologia

inducida por U sobre X y se denota por 7(U).

Ejemplo 1.3. Espacio métrico.

Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada ¢ > 0 y = € X, la “bola abierta”con centro
en x y radio € es el conjunto B(z,¢) = {y € X : d(z,y) < €}. Entonces la coleccién
V(z) = {A C X : B(xz,e) C A para algin € > 0} satisface las propiedades de la
Proposicién 1.2. En efecto, para cadax € X,z € B(x,¢),si B(x,e) C AC B, B € V(z),
B(z,e) N B(x,€') = B(z,d) donde 6 = min{e, €'} y por dltimo, si y € B(x,e) C A,
entonces B(y, e — d(z,y)) C A, por lo tanto, A es vecindad de cada y € B(x,¢€). Existe

sobre X una tnica topologia 7(d) con V(x) como sistema de vecindades de z.

Asi, si (X, d) es un espacio métrico, la topologia inducida por U(d) es 7(d), la topologia
definida por d de la manera usual. Nétese al respecto que B(z), el corte de B, con z,

es simplemente la bola abierta de centro x y radio e.
Ejemplo 1.4. Espacio vectorial topologico.

Definicién 1.9. Si 7 es una topologia sobre un espacio vectorial X tal que las opera-
ciones del espacio vectorial son continuas, se dice que 7 es una topologia vectorial sobre

X y que X es un espacio vectorial topoldgico.

La anterior definicion significa que las aplicaciones s : X x X — X yp: K x X —
X (K es el campo de escalares del espacio vectorial X) definidas sobre los espacios
productos X x X y K x X por s(x,y) =2+ yy p(a,z) = ax son continuas.

Para cada a € X y cada escalar o # 0 las aplicaciones de X en X tal que x — a + «,
y, ¥ — o son continuas con inversas * — —a + x, y £ — a 'z, por lo tanto, son
homeomorfismos. Se deduce de lo anterior que un subconjunto V' C X es una vecindad
de 0 (cero) en X siysolosi x+V = {x +v/v € V} es una vecindad de x para cada z
en X; por lo tanto, el conjunto de vecindades de z es V(x) = {x+V/V € V(0)}, donde

V(0) es el conjunto de vecindades de 0.
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Para cada V € V(0) sea V; = {(z,y) € X x X/y —x € V},; entonces el conjunto
S =4{V,,V €V(0)} es un sistema fundamental de entornos. En efecto, si U y V' € V(0)
entonces W =UNV € V(0) y W, = U, NV,; A CV, para todo V € V(0); (V;)™! =
(=V), vy, finalmente, la continuidad de s garantiza que para todo V € V(0) existe
W e V(0) tal que W + W C V. de lo cual se deduce que W, o W, C V,. Por la
Proposicién 1.2 existe una estructura uniforme U sobre X con f como un sistema
fundamental de entornos y desde que V. (z) = {y € X/(z,y) e V;} ={ye X/y —x €
Vi={ye X/yca+V}=ux+V,sededuce que la topologia 7(U) inducida por U

sobre X coincide con 7.

Proposiciéon 1.4. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces el espacio topoldgico
(X,7(U)) es de Hausdorff si y solo si la interseccion de todos los entornos de su es-

tructura uniforme es la diagonal A de X x X.

Demostracion. Supongamos primero que (y,o,V = Ay sean 2,y en X con x # .
Entonces existe V € U tal que (z,y) ¢ V; y desde que los entornos simétricos forman
un sistema fundamental de entornos, existe un W € U simétrico tal que W oW C V|
de lo cual W(z) N W(y) =0y (X, 7(U)) es un espacio de Hausdorff.

Reciprocamente, si (X, 7(U)) es un espacio de Hausdorff y x # y, existe V € U tal
que y ¢ V(x), de lo cual (x,y) ¢ V. Se deduce que [, € A y por lo tanto, A =

ﬂVeu V. O

Nota 1.2. De la anterior proposicién se deduce que si X es un espacio de Hausdorff

con la topologia 7(U), y si (x,y) pertenecen a todo entorno V en U necesariamente
x=71.
Definicién 1.10. Una sucesién (z,) de un espacio uniforme X es una sucesién de

Cauchy si para cada entorno V' de X existe un entero N > 0 tal quesim > Nyn > N

entonces (T, ,) € V.

Definicién 1.11. Un espacio uniforme es secuencialmente completo si toda sucesién
de Cauchy es convergente, es decir, existe x € X tal que para todo entorno V de X

existe un entero N > 0 tal que si n > N, entonces (z,,z) € V.

11



La Definicién 1.11 afirma que toda sucesién de Cauchy en (X,U) es convergente en el

espacio topoldgico (X, 7(U)).

Nota 1.3. Cuando se mencionan conceptos topologicos en el contexto de un espacio
uniforme (X,U) (continuidad o semicontinuidad de aplicaciones definidas en X, por

ejemplo), estos se refieren siempre al espacio topolégico (X, 7(U)).

1.4. Funciones Contractivas y Expansivas

Definicién 1.12. Una funcién ¢ : R™ = [0,00) — R es contractiva si ¢(t) < ¢ para

todo t > 0, y es expansiva si ¢(t) > t para todo t > 0.
Definicién 1.13. Sea ¢ : Rt — R una funcién. Diremos que:

1. ¢ satisface la condicién (A), si para toda sucesién decreciente (¢,) en RT ( es

decir, t,1 < t, para todo n > 1) tal que

limt¢,, = lim ¢(t,) = t, (1.1)
se tiene que t = 0.

2. ¢ satisface la condicién (B), si para toda sucesién decreciente (t,) en R tal que

tot1 < @(t,) para todo n > 1,y para la cual (1.1) se satisface, se tiene que ¢t = 0.

3. ¢ satisface la condicién (C), si para toda sucesién decreciente (,,) en R tal que

©(tns1) < t, para todo n > 1, si (1.1) se satisface, se tiene que t =0

Denotaremos por:
® el conjunto de las aplicaciones contractivas ¢ : Rt — R que satisfacen la condicién

(A), es decir

O :={¢p: ¢(t) <t, Vt € (0,+00) y que satisfacen (A)} (1.2)

12



®q el conjunto de aplicaciones contractivas ¢ : RT — RT que satisfacen la condicién

(B) y ¢(0) =0, es decir
Dy :={p: o(t) <t, ¢p(0) =0Vt e (0,+00) y que satisfacen (B)} (1.3)

U el conjunto de las aplicaciones expansivas ¢ : Rt — R que satisfacen la condicion

(A) tanto para sucesiones crecientes como decrecientes es decir
U= {¢ () >t, Vte (0,+00)y que satisfacen (A)} (1.4)

U, el conjunto de las funciones expansivas ¢ : Rt — R™ que satisfacen la condicién

(C) v ¥(04) =0, es decir

Uy :={¢Y :9(t) > ¢, ¥(04) =0Vt € (0,400) y que satisfacen (A) y (C)}  (1.5)

Si ¢ es contractiva, claramente ¢(0,) = 0. Sea ¢ : RT —s R+ definida por:

3 sup{o(z) : 0 <z <t}, sit>0,
t
0, sit=0.

Entonces ¢ es no decreciente (¢(t) < ¢(t') sit < t'), ¢(t) = ¢(t) <t 6 (t) < o(t) <t
para todo t > 0.
Proposicién 1.5. [10] Si ¢ € @y, la funcion 5 satisface las siguientes condiciones.

1. ¢ es una funcién no decreciente tal que ¢(0) = 0 y () < ¢(t) < t 6 B(t) =

o(t) <t para todo t > 0.
2. Para todo intervalo (v, B] con o > 0, existe € € (a, ] tal que (e) < e.
3. ¢ satisface la condicién (B).

Demostracion. La condicién (1) es consecuencia inmediata de la definicién de ¢.

13



Supéngase que (2) no se cumple. Entonces existen 0 < a < f tal que 5(15) =t pa-
ra todo t € («, §]. Puesto que 5(5) = [ existirfa t; en R tal que o < ¢(t1) < t; < 5.
De nuevo, como ¢(d(t1)) = ¢(ty), existirfa a < ¢(t2) < to < ¢(t,). La iteracion de este
argumento define una sucesién decreciente (t,,) tal que o < @(t,11) < toe1 < ¢(t,) para
todon > 1, asi que lim ¢, = lim¢(t,) =t > a > 0. Como ¢ € Py, esto es contradictorio.
Para demostrar (3), sea (f,) una sucesién decreciente en R tal que t,.1 < ¢(t,) para
todo n > 1, y que verifique(1.1) para 5 De la definicion de 5 se obtiene una sucesién
(sn) en Ry tal que t,41 < ¢(sp) < $p <t ¥y que ¢(s,) < g(tn),n > 1, asi que (s,) es

una sucesion decreciente y lim s,, = lim ¢(s,,) = t. Como ¢ € @y, entonces ¢t = 0. ]

Denotaremos por:
®* el conjunto de las aplicaciones ¢ : Rt — R™ no decrecientes que satisfacen las

propiedades (2) y (3) de la Proposicién 1.5 y, ademés, ¢(t) < t para todo t > 0, es decir
O = {¢: ¢(t) <t, YVt > 0y que satisfacen (2) y (3) de la Proposicién 1.5}  (1.6)

En algunos teoremas de punto fijo, no asoma de manera explicita su cardcter contrac-

tivo. La siguiente definicién y proposicién son muy ttil para clarificar esta condicién.

Definicién 1.14. Sea f y g aplicaciones de un conjunto no vacio X con valores en
el conjunto R*. Diremos que f y g satisfacen la “condicién (C.E)”si para cada par de
sucesiones decrecientes (f(x,)) v (g(x,)) con z, en X, si lim f(x,) = limg(z,) = t,

necesariamente ¢ = 0.

Proposicién 1.6. [10] Sea X un conjunto no vacio y f,g : X — R aplicaciones
tales que f(x) < g(x) para cada x € X si g(x) > 0. Supdngase ademds que f y g
satisfacen la condicion (C.E). Entonces existe una funcion no decreciente ¢ € ®* tal

que f(z) < ¢(g(x)) para todo x en X.

Demostracion. Para cada t > 0 sea

sup{f(z) : g(x) < t}, si{f(z):g(z) <t} #0,

0, en caso contrario.

o(t) =
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Se deduce facilmente de la definicién que ¢ es no decreciente y que f(x) < ¢(g(x))
para cada © € X. Falta demostrar que se satisfacen las propiedades (2) y (3) de la
Proposicién 1.5.

Si (2) no se verificara, existirfan av y 8,0 < a < 3 tal que ¢(t) =t para todo t € («, f].
Puesto tal que ¢(5) = (3, para algiin x; en X deberia tenerse que a < f(x1) < g(z1) <
B, y habiendo elegido x,, en X tal que o < f(x,) < g(z,), también puede elegirse x, 1
en X tal que a < f(z,11) < g(xpy1) < f(zn), de lo cual se deduce que para algin
t>a>0,t=1lmf(z,) = limg(z,). Como las funciones f y g satisfacen la condicién
(C.E), t =0, lo cual es contradictorio. Para demostrar (3), supongamos, sin pérdida de
generalidad, que (t,) es una sucesién decreciente en R* tal que t,,1 < ¢(t,),n > 1,y
que limt,, = lim ¢(t,) = t para algun ¢ > 0. De la definicién de ¢ se deduce que para
cada n > 1, existe x,, en X tal que t,,1 < f(z,) < o(t,) v f(zn) < g(x,) < t,. Como
la sucesion (f(x,)) es decreciente, g(z,41) < f(x,) y ademés lim f(x,) = lim g(z,) =,

necesariamente ¢ = 0, lo cual significa que ¢ satisface la condicién (B). O
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Capitulo 2

TEOREMAS DE EXISTENCIA

En este segundo capitulo se demuestran los resultados del trabajo de tesis. Estos resul-
tados son teoremas relacionados con la de existencia de puntos fijos, tipo contractivo
y expansivo los cuales son usados para obtener puntos fijos y puntos de coincidencia
de pares de aplicaciones. Se establece otro principio uniforme contractivo - expansivo,
también valido en cualquier espacio uniforme, el cual extiende a espacios uniformes
con métricas débiles, dos teoremas demostrados en [3] y [10]; el dltimo de los cuales
se utiliza en la extensién de un teorema contractivo de Bianchini. Para obtener estos

resultados se extiende el concepto de métrica débil dado en [6], a espacios uniformes.

2.1. Meétricas débiles sobre Espacios Uniformes

Definicién 2.1. Sea(X,U) un espacio uniforme. Una aplicacién p : X x X — R7 es
una métrica débil sobre X, si p satisface las siguientes propiedades, cualesquiera que

sean x,y,z en X:
L p(z,2) <ple,y) +py, 2)
2. p(z,-) : X — RT es semicontinua inferiormente.

3. Para todo V' € U existe § > 0 tal que si p(z,2) < d y p(z,y) < 0, entonces
(x,y) € V.
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El siguiente lema resume algunas de las propiedades de las métricas débiles, y fue

demostrado en [9)].

Lema 2.1. [9] Sean (X,U) un espacio uniforme y p una métrica débil sobre X. Sean
(xn), (yn) sucesiones arbitrarias de X y (a,), (Bn) sucesiones en RT convergentes a 0.

Entonces, para x,y,z € X, se tiene que:

1. Sip(zn,y) < ap y p(Ta, 2) < By para todo n € N, entonces y = z. En particular,

sip(x,y) =0y p(z,z) =0, entonces y = z.
2. St p(Tn,yn) < an y p(xn, 2) < By para todo n € N, entonces (y,) converge a z.

3. Si p(y, Tm) < ap para m,n € N con m > n, entonces (x,) es una sucesion de

Cauchy en (X,U).

4. Siply,z,) < ay para todo n € N, entonces (x,) es una sucesion de Cauchy en

(X, U).

En lo que sigue, supondremos que todos los espacios son de Hausdorff y el término
“subespacio completo”’de un espacio uniforme (X,H) alude a la completez secuencial

dada en la Definicién 1.11.

2.1.1. Un Principio Uniforme Contractivo

Lema 2.2. Sean (Y,U) un espacio uniforme, X C Y un subconjunto de Y y f una

aplicacion de X en Y. Supongase que:

1. Eziste una sucesion (x,) en X tal que x,41 = f(z,) para todo n > 1.

2. Para todo W € U, existe N > 1 tal que (xy, f(zn)) € W.

3. Para todo entorno V- € U existe un entorno W C V' tal que si (z, f(z)) € Wy
(x,2) € V, entonces (x, f(z)) € V. Entonces la sucesion (x,,) es de Cauchy. Si,

ademds, X es un subespacio completo de 'Y, existe xy en X tal que f(xo) = o ¥y
lim z,, = lim f(z,) = xo, (2.1)
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Demostracion. Sea V un entorno en U y V' un entorno simétrico tal que Vo V' C V.
Para V', sea W C V' un entorno como en (3). Por (2), existe un entero N > 1
tal que (zy, f(zn)) € W; pero (zn, f(zy)) = (xn,2n11) € V', de lo cual, por (3),
(xn, f(xns1)) = (zn, xNn12) € V. Procediendo inductivamente tenemos que (zx, Tn1r) €}
V' para todo n > 1, y por la simetria de V', (zn4p, Tnim) € V para m,p > 1,y (z,)

es una sucesion e Cauchy en X, el cual es completo, por lo tanto, existe zo € X tal que
lim z,, = lim f(z,) = xo.

Ahora, para V, V' y W como anteriormente, existe N > 1 tal que (zn,z9) € V' y
(xn, f(zn)) € W (por (2)). La condicién (3) garantiza que (xy, f(x¢)) € V'. Desde
que (zo,zn) € V' y (xn, f(xg)) € V', se deduce que (zg, f(z9)) € V y por ser V e U

arbitrario se concluye que f(xg) = xg, y o es un punto fijo de f. O

2.1.2. Teoremas de Existencia Débilmente Contractivos

El siguiente resultado, del tipo contractivo, extiende el Teorema 2.1 de [9] a las aplica-

ciones ¢ € ®* y nos permite ver la utilidad del Lema 2.2.

Teorema 2.1. Sea f una aplicacion de un espacio uniforme (X,U) en si mismo y
supongase que uno al menos de X 6 f(X) es un subespacio completo de X. Sea p una

métrica débil sobre X tal que para ¢ € ®*, fija,
1 p(f(x), f(y) < p(z,y),2,y € X, sip(z,y) > 0.

2. p(f(@), f(y) < ¢(p(z,y)), 2,y € X.

Entonces existe un unico punto fijo xo de f, para el cual se verifica 2.1 cualquiera que

sea la sucesion (x,) en X que satisfaga x,+1 = f(x,),n > 1.

Demostracion. Sea U(d) la estructura uniforme sobre X inducida por la métrica d :

X x X — R definida por:

day) = | PEPE DY)} sy,

p(z,y) =0, siz=y.
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Por la Proposicién 1.5 (2), sea ¢ > 0 tal que ¢(e) < ey § = (6_‘5(6)); entonces, si

(z, f(z)) € Bs y (x,z) € B, se deduce de (2) y de que ¢ es no decreciente, que

d(z, f(z)) +d(f(z), f(2))
< 0+ max{p(f(z), f(2)),p(f(2), [(2))}
I+ o¢(e) <e.

d(z, f(x))

IA

IN

Por lo tanto, (z, f(z)) € B.. Dado x; € X, sean (z,) la sucesién en X definida por
Tpi1 = f(xn),n > 1,t, = p(Tpi1,20) ¥ Sn = p(xp, xye1),n > 1. Si para todo n €

N,t, >0y s, > 0, se deduce de (2) que

o1 = P(Tny2, Tn1) = P(f(Tng1), f(@0)) < O(p(Tns1, 20)) = (t) < Ly

y similarmente para la sucesién (s,), por lo tanto, limt, = lim¢(¢,) =t y lims, =
lim ¢(s,) = s para algin par s > 0y ¢t > 0, y desde que ambas sucesiones son decre-
cientes y ¢ € ®*, necesariamente t = s = 0. Se deduce que para todo § > 0, existe un
entero N > 1 tal que (zn, f(zx)) € Bs. El Lema 2.2 garantiza que la sucesion (z,,) es
de Cauchy en (X,U(d)) y desde que p(x,y) < d(z,y) para todo =,y en X, el Lema 2.1
(3) garantiza que también es de Cauchy en (X,U) y existe zp en X tal que

lim f(x,) = limz, = x.

Dado V € U sea § como en la Definicién 2.1 (3) y N > 1 tal que p(x,, z,,) < 0/2 para
todo n,m > N. La semicontinuidad inferior p(z,-) garantiza que p(z,,z¢) < §/2 para

todo n > N. Se deduce de (2) que,

P(xn1, f(20)) = p(f (2n), f(20)) < $(6/2) <6/2

y por la Definicién 2.1 (3) (zo, f(z9)) € V y desde que V es arbitrario, f(zo) = =,
y Zo es un punto fijo de f. Supéngase ahora que para algin N > 1,p(xy,zn41) = 0;
entonces, de (2), también p(zyi1, zn42) = 0, de lo cual,

p(rn, Tni2) < p(on, Tnga) + (TN, Trge) = 0
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y porel Lema 2.1 (1), zx11 = ty42 = f(@n11) ¥ y41 s un punto fijo de f. Finalmente,
si Ty es otro punto fijo de f, se deduce de (1) que p(zo, xo) = p(zo, To) = 0, y nuevamente

el Lema 2.1 (1) garantiza que zq = Zo y el punto fijo es unico. O
El siguiente resultado generaliza el Lema 2.2 al caso de una pareja de aplicaciones.

Lema 2.3. Sean f y g aplicaciones de un conjunto X en un espacio uniforme (Y,U).

Supongase ademds que:
1. Eziste una sucesion (x,) en X tal que g(x,) = f(xp41),n > 1.
2. Para todo W € U, existe un entero N > 1 tal que (f(zn),g(xn)) € W.

3. Para todo V € U, existe un entorno W C 'V tal que (f(x),g(z)) € V siempre que
(f(z),9(x)) e Wy (f(z), f(2)) € V.

Entonces la sucesion (f(x,)) es de Cauchy en f(X). Si, ademds, f(X) es un subespacio

completo de Y, existe xq en X tal que

lim f(z,) = lim g(z,) = f(20) = g(z0). (2.2)

Demostracion. Dado V' € U, existe un entorno simétrico V' tal que V' oV’ C V; para

V' sea W C V' como en (3). Por (2), existe un entero N > 1 tal que

(f(zn),9(xn)) = (f(zn), flanq)) €W CV,

de lo cual, por (3),

(f(xN>7g(mN+1)) = (f(IN)af(xN+2)) eV’

y por un proceso inductivo, (f(zy), f(xnm)) € V' para todo m > 1, y por la simetria
de V', (f(znyp), f(zn)) € V' para todo p > 1, por lo tanto, (f(znip), [(Nim)) €V
para todo n,m > N y (f(x,)) es una sucesién de Cauchy en f(X), el cual es completo,
por lo cual, existe zy en X tal que lim f(z,) = lim g(z,) = f(xo).

Ahora, para V, V' y W como anteriormente, sea N € N tal que (f(zn),g9(zn)) €
Wy (f(zn), f(zg)) € V'. De (3) se deduce que (f(zn),g(zo)) € V' y desde que
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(f(xo), f(zn)) € V'y (f(xn), g(x0)) € V', se deduce que (f(x0),9(x0)) € V' y por ser
V' € U arbitrario, f(zg) = g(x). O

El siguiente resultado extiende el Teorema 2.1 anterior a una pareja de aplicaciones .

Teorema 2.2. Sean f y g aplicaciones de un espacio uniforme (X,U) en si mismo tal
que g(X) C f(X). Supdngase que f(X) ¢ g(X) es un subespacio completo de X y sea
p una métrica débil sobre X tal que para ¢ € ®*, fija,

1. p(g(x),9(y)) < p(f(x), f(y),z,y € X sip(f(x), f(y)) > 0.

2. p(g(x),9(y)) < op(f(z), f(y), v,y € X

Entonces existe vg en X tal que (2.2) se verifica para cualquier sucesion (x,) en X tal
que g(x,) = f(xpi1),n > 1. 8i, ademds, f y g conmutan en sus puntos de coincidencia,

f(zo) es un unico punto fijo comin de f y g.

Demostracion. Puesto que g(X) C f(X), existe una sucesién (x,,) en X tal que g(x,) =
f(znt1),n > 1. Sea U(d) la estructura uniforme inducida sobre X por la métrica d del
Teorema 2.1 y B, Bs como en el mismo. Si (f(x),g(x)) € Bs y (f(2), f(2)) € Be, se
deduce de (2) que

d(f(x),9(2))

IN

d(f(x), g(x)) + d(g(x), 9(2))

6 + max{p(g(x), 9(2)),p(9(2), 9(x))}

6 +méax{@(p(f(x), f(2))), ¢(p(f(2), f(x)))}
0+ (e) <,

IN A

IA

de lo cual, (f(z),9(z)) € B..

Sean Yn = g(l‘n> = f(l‘n—‘rl)»tn = p(yn-‘rhyn) Y Sn = p(ynayn+1>7n >1 Sit, >0 y
sp > 0 para todo n > 1, se deduce de (2) que

tnir = P(9(nt2), 9(¥n11)) < O(P(f(Zny2), f(2ni1))) = G(tn) < tn,
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y similarmente, s,+1 < ¢(s,) < s, para todo n > 1. Desde que las sucesiones (t,) y

(s,) son decrecientes (por (1)) y ¢ € ®*, se tiene que
lfmt, = lim ¢(t,) = 0

y lim s, = lim ¢(s,,) = 0.
Se deduce que para todo § > 0, existe un entero N > 1 tal que (f(zn),9(zn)) € Bs.
El Lema 2.2 garantiza que la sucesion (f(x,)) es de Cauchy en (f(X),U(d)) y como en

el Teorema 2.1, si f(X) es completo, existe 25 en X tal que

lim f(2,) = lim g(z,) = f(zo).

Dado V € U, sea § > 0 como en la Definicién 2.1 (3) y N > 1 tal que p(yn, Ym) < /2,
para todo n,m > N. Desde que p(x, -) es semicontinua inferiormente, haciendo m — oo

obtenemos que p(yn, f(x)) < /2 para todo n > N. Se deduce de (2) que

P(Ynt1,9(x0)) = P(9(2nt1), 9(20))
O(P(Yn f(20))
¢(6/2)

< 0/2,

IN

IN

y por la Definicién 2.1 (3), (f(zo),g(zo)) € V; y desde que V es arbitrario, f(xy) =

g(x0). Supdéngase que para algin N > 1 p(yn, yn+1) = 0; entonces, de (2),p(yn+1,ynvs2) =i

0, de lo cual,
P(Yn, Yn+2) < PYN, Yn+1) + P(Yn+1, Yn+2) = 0,
y por el Lema 2.1 (1), yn11 = yn2, s decir, g(xny1) = f(zns1). Sig(X) es completo,

la demostracién es similar pues g(X) C f(X). Si f y g conmutan en xg, entonces

9*(x0) = g o f(xo) = fog(xo) = f*(x0).

Ahora, desde que
p(g(w0), 9(x0)) = p(f (o), f(20))
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v p(g(z0), g*(x0)) = p(f(z0), f o g(x0)), se deduce de (1) que

p(g(x0), 9(w0)) = p(g(x0), g (w0)) = 0,

y por el Lema 2.1 (1),
g(wo) = g*(z0) = f(x0) = f*(x0)
y f(xo) es un punto fijo de fy g. La unicidad resulta de un argumento similar al del

Teorema 2.1. O

Ejemplo 2.1. [10] Sea X = {2, n > 1}U{0} con la métrica d(z, y) = |z —y|. Para cada
T, = %,n > 1,sean fyg: X — X tales que g(x,) = f(Tny1) = 5=,n > 1, f(0) =

2n?

g(0)=0,f(1)=1.Sea E={5-,n>1}U{ZL n>1}U{Z2 m>1,n>1m>n}

2n 2mn’

y ¢ : Rt — R tal que ¢(t) = sup{y € E/y < t}. Entonces, es facil verificar que
¢ € ®* y se satisfacen las condiciones del Teorema 2.2 para las funciones f y ¢, por
lo tanto, existe un tnico punto fijo para f y g. Es claro que ¢ no es contractiva pues
o(y) = y para cada y € E, asi que los Teoremas 3.1 y 2.2 de los capitulos II y I1I de [9]

no son aplicables.

2.2. Un Principio Uniforme Contractivo-Expansivo

Teorema 2.3. Sea v una aplicacion de un conjunto no vacio X en un espacio uniforme
(Y,U) tal que Y ¢ v(X) es completo, ¢ : X — RT una aplicaciéon tal que para todo
Veld,

inf{p(x) +o(y) - (v(x),0(y)) ¢ V} = pu(V) >0 (2.3)

Entonces para cualquier sucesion (x,) en X tal que p(x,) converge a cero, v(z,) con-

verge a un unico y a un mismo elemento r en 'Y .

Demostracion. Sea (z,) una sucesién en X tal que ¢(z,) — 0. Dado V' € U, existe

un entero N > 0 tal que ¢(z,) < @ para todo n > N, de lo cual se deduce que
o(xy) + o(zy) < w(V) si myn > N,y por (2.3) se tiene que (v(x,),v(zy)) € V

para todo m,n > N, es decir, la sucesién (v(x,)) es de Cauchy en v(X). La completez
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secuencial de Y 6 v(X) asegura la existencia de x en Y tal que v(x,,) — 2. Si (y,) es otra
sucesion en X tal que ¢(y,) converge a cero, dado V' € U, existen W € U y un entero
N > 0 tal que WoW CV, p(x,) < @,gp(yn) < @ y (z,v(z,)) € W para todo
n > N, de lo cual p(z,) + ¢(y,) < w(W) y por (2.3) se tiene que (v(x,),v(y,)) € W
para todo n > N y por lo tanto, si n > N, (z,v(y,)) € V, es decir, v(y,) € V(x) para

todo n > N, lo que significa que la sucesién (v(y,)) converge a x. O

Corolario 2.1. Sea v una aplicacion de un conjunto no vacio X en un espacio uniforme
(Y U) tal que Y ¢ v(X) es completo, p una métrica débil sobre Y y ¢ : X — R una

aplicacion tal que para todo a > 0,

inf{p(x) +¢(y) : plo(x),v(y)) = a} = pla) >0 (2.4)

Entonces para cualquier sucesion (x,) en X tal que p(x,) converge a cero, v(z,) con-

verge a un unico y a un mismo elemento x en 'Y .

Demostracion. Es suficiente verificar que para cada V' € U, la propiedad (2.3) del

Teorema 2.3 se satisface. Si ésta no se cumple, existe V' € U y sucesiones (z,,), (y,) en

X tales que (v(z,),v(y,)) ¢ V y limp(z,) + ¢(y,) = 0.

Sea § > 0 como en la Definicién 2.1 (3) para V' y u(d) como en (2.4); entonces existe
(%)

un entero N > 1 tal que ¢(z,) < 57 y ¢(yn) < @ para todo n > N, de lo cual,

p(en) + @(yn) < p(d) sin = Ny por (2.4), p(v(wn), v(yn)) < 0y p(o(zn), v(zm)) <
para n,m > N. La Definicién 2.1 (1) asegura que (v(z,),v(y,)) € V para todon > N,
lo cual es contradictorio. Lo anterior demuestra que (2.3) se verifica y la conclusién se

deduce del Teorema 2.3. O

Corolario 2.2. [10] Sea v una aplicacion de un espacio uniforme (X,U) en si mismo
tal que X 6 v(X) es completo, p una métrica débil sobre X y ¢ : X — RT una funcion

no negativa tal que

inf{p(z) + ¢(y) : plv(z),v(y)) > a} = pla) > 0 para todoa > 0.
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Entonces para cualquier sucesion (x,) en X tal que p(z,) converge a cero, la sucesion

(v(xy,)) converge a un unico y a un mismo elemento x en X.

Corolario 2.3. [3] Sea (X, d) un espacio métrico completo y p : X — R una funcidn

no negativa tal que para todo a > 0,

inf{e(z) + ¢(y) : d(z,y) = a} = p(a) > 0.

Entonces cada sucesion (x,) en X para la cual p(x,) — 0 converge a un inico y a un

mismo x € X.

Demostracion. Basta tomar v = Ix, la identidad de X y d = p en el Corolario 2.2. [

2.2.1. Teoremas Débilmente Contractivos Tipo Bianchini

Teorema 2.4. Sean [ y g aplicaciones de un conjunto X en un espacio uniforme (Y,U)
tal que g(X) C f(X). Supongase ademds que g(X) ¢ f(X) es completo y sea p una

métrica débil sobre Y tal que

pg(x), 9(y)) < p(max{p(g(x), f(x)),p(9(y), f(y))}) z,y € X (2.5)
donde ¢ € @ es fija. Entonces existe o € X tal que
f(zo) = Mm f(zy) = lim g(z) = g(o) (2.6)
para cada sucesion (z,) en X con g(xn) = f(zns1),n > 1.

Demostracion. Afirmamos que la funcién ¢(x) = p(g(z), f(z)),z € X satisface la pro-

piedad (2.4) del Corolario 2.1, pues en caso contrario existe a > 0 tal que
if{p(x) + ¢(y) : p(9(), 9(y)) = a} =0,
de lo cual se deduce que existen sucesiones (x,), (y,) en X tales que
p(@n) +¢(yn) = 0
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y p(9(xy), g(yn)) > a para todo n > 1. De ésto y de (2.5) se tiene que

O<a

IN

p(9(%n), 9(Yn))
P(max{p(g(wn), f(wn)), P(9(Yn), f(Yn))})
max{p(g(zn), f(2n)), P(9(Yn), f(Yn))}

max{p(zn), ©(Yn)}

AN VAN

IN

o(x,) +o(ys) =0, si n— oo

lo cual es absurdo, pues a > 0.
Desde que g(X) C f(X), dado z; € X, existe una sucesién (z,,) en X tal que g(z,) =
f(zni1),m > 1. Sea vy, = g(n) ¥ tn = P(Yn+1,Yn),n > 1. Se deduce de (2.5) que si

t, > 0 para todo n > 1, entonces

tar1 = P(Ynt2, Yn+1)
= p(9(Tn+2), 9(Tnt1))
< p(max{p(Yn+2, Ynt1), P(Yn+1,Yn) })
= (P(Yn+1,Yn))

< P(Ynt1,Yn)

= tna

por lo tanto, lim¢,, = lim ¢(¢,,) = ¢t para algin ¢ > 0 y desde que ¢ € @y, necesariamente
t =0. Sig(X) es completo, el Corolario 2.1 asegura la existencia de un tnico z €
9(X) C f(X) tal que x = lim f(x,) = limg(z,). Sea zo € X tal que x = f(xy). Si
p(g(z0), f(x)) > 0 se deduce de (2.5) que

p(g(xo), g(xn)) < Gp(max{p(g(zo), f(x0)), P(g(xn), f(xn))}) = ¢(p(g(20), f(20)))

para n grande; y desde que p(zx,-) es semicontinua inferiormente, al hacer n tender a

infinito, se obtiene que

p(g(0), f(x0)) < d(p(g(x0), f(20))) < p(g(20), f(0)),
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lo cual es absurdo, por lo tanto, p(g(xo), f(zo)) = 0. Nuevamente, de (2.5)

p(9(x0), 9(x0)) < d(p(g(x0), f(20))) = $(0) =0,

de lo cual p(g(zo), g(zo)) = 0. El Lema 2.1 (1) garantiza que g(xo) = f(xo) y entonces

f(ag) = lim f () = lm g(z,) = g(ao).

Si para algtn entero N > 1, tx = p(yni1,yn) = 0, entonces de (2.5), ty41 = 0, de lo

cual,

P(yN+2>yN) < p<yN+27 Z/N+1> +p(3/N+1ayN) =0

y por el Lema 2.1 (1) se tiene que yn = yn41, es decir, g(zn11) = f(xn41). Por tltimo,
si f(X) es completo, la demostracién es similar pues g(X) C f(X). Esto termina la

demostracién. O

Corolario 2.4. Sean f y g aplicaciones de un espacio uniforme (X,U) en si mismo
tal que g(X) C f(X). Supdngase ademds que g(X) ¢ f(X) es completo y sea p una
métrica débil sobre X tal que se satisface la condicion (2.5) del Teorema 2.4 para alguna

¢ € ®y. Si f y g conmutan en sus puntos de coincidencia, existe un unico x € X tal

que f(r) = g(z) = x.

Demostracion. El Teorema 2.4 asegura la existencia de zp en X tal que f(xg) = g(zo)

y p(g(x0), g(x0)) = 0. De la conmutatividad de f y g en xy se deduce que

9*(z0) = g o f(w) = fog(wo) = f*(x0).

Si p(g*(xg), g o f(xg)) > 0 se deduce de (2.5) que

p(g*(x0).g o f(w0)) < (mix{p(g*(z0), f o g(z0)), (g 0 f(x0), f*(z0))})
< p(g*(w0), g o f(0)),
lo cual es absurdo; por lo tanto, p(g*(zg), g o f(zo)) = 0. Nuevamente, de (2.5),

p(g(x0), g% (20)) < ({méx p(g(xo), f (o)), p(g*(20), f © g(x0))}) = ¢(0) =0
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es decir, p(g(zo), ¢*(z0)) = 0. El Lema 2.1 (1) asegura que g(zo) = ¢*(zo) = f(z0) =
f?(x), de lo cual & = f(x0) es un punto fijo comtin de f y g.

Si T es otro punto fijo de las aplicaciones f y g, se deduce de (2.5) que p(z,x) =
p(z, ) = 0y también que

p(z, ) = p(g(2), 9(7)) < p(méax{p(z,z),p(z,2)}) = 0
y por Lema 2.1 (1), x = Z y el punto fijo es tnico. ]

Corolario 2.5. [10] Sean [ y g aplicaciones de un espacio uniforme (X,U) en si mismo
tales que g(X) C f(X). Supdngase ademds que f(X) ¢ g(X) es un subespacio completo

de X y sea p una métrica débil sobre X tal que

(9(z), f(z)) +p(g(y),f(y))> |

plala). o) < o !

x,y € X, donde ¢ € q es fija.
Entonces eziste xg en X tal que f(xo) = lim f(z,) = lim g(x,) = g(x¢) para cualquier
sucesion (xy,) en X tal que g(x,) = f(xpi1),n > 1. Si, ademds, f y g conmutan en

sus puntos de coincidencia, f(xo) es el inico punto fijo comin de f y g.

Demostracion. Desde que (ath) < méx{a, b} para cada par a,b en R, la conclusién se

2
deduce del Corolario 2.4. O

Ejemplo 2.2. Sean X = [0,1] y d(z,y) = |z — y|. Sea f(z) = % cuando x € X es

irracional y f(z) = 0 cuando x es racional. No es dificil convencerse de que no existe
¢ € ®p tal que
1
d(f(2), f(y)) = ¢(5(d(f(2), 2) + d(f(y),)))

para z,y € X. Por otra parte, si ¢(t) = t> para 0 < t < 1y ¢(t) = 0 para t > 1,
entonces ¢ € ®y. Sea p(x,y) =y para x,y € X. Entonces p es una métrica débil sobre
(X,04) tal que

1

p(f(@), f(y)) < o(5(p(f (@), 2) + p(f(y). 9)))-

El Teorema 2.4 asegura entonces la existencia de un tnico punto fijo de f.
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4

Ejemplo 2.3. Sean X, d,p y ¢ como en el ejemplo 2.2 , f(z) =2?siz € X; g(x) = &,

r€ X —Q,g(x) =0,z XNQ. Entonces, no existe ¢ € P tal que

1

d(g(r),g(y)) < cb(g(d(g(%‘), f(@)) +d(g(y), f(y))))

para x,y € X, pero si es cierto que

1

p(9(x),9(y)) < ¢(§(p(9(l’),f(x)) +p(9(y), f(¥)), z,y € X.

El Teorema 2.6 asegura entonces la existencia de un tnico punto fijo comun. Los resul-

tados de estos ejemplos no podrian haberse obtenido a partir de una métrica.

2.3. Puntos Fijos de Aplicaciones Expansivas

El Corolario 2.1, 1til en el tratamiento de problemas de tipo contractivo, también lo es

en el problema expansivo.

Teorema 2.5. Sea X un subconjunto de un espacio uniforme (Y,9) y f una aplicacion
de X en'Y tal que X C f(X). Supongase ademds que X 6 f(X) es un subespacio

completo ¢ secuencialmente . Sea p una métrica débil sobre 'Y tal que para algin i € WUy

p(z, f(z)) +ply, f(y))
2

$(p(o.) < x| binyex (27)

Entonces existe un inico xy en X tal que f(xo) = xo y limz, = lim f(x,) = z¢ para

cualquier sucesion (x,) en X tal que x, = f(x,11),n > 1.

Demostracion. Sea p(x) = (p (z, f(z))) +p (f(z),z), x € X, y supongamos que existe

a > 0 tal que

if {o(z) +¢(y)/p (f(2), f(y)) = a} = 0.

existe entonces una sucesiéon (x,,y,) en X x X tal que 0 < a < p (f(z,), f(y,)) para
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todon > 1,y o(x,) + ©(y,) — 0. Se deduce de (2.7) que

0<a < p(f(@n), fWn) <0 (f(@n);Tn) + 0 (Tn,Yn) + D Yns [(Yn))
<vp (f(xn)vxn) + ¢(p (xna yﬂ)) +p (ym f(yn))
< P (o) +p e o)+ i { 2 L) 0D o )]
< p (f(l'n)717n) Tp (yn;f(yn)) + p (xmf(xn» + P (ynaf(yn)) n>1

2 )
Haciendo n — o0, obtenemos que a = 0, lo cual es absurdo. Dado que X C f(X)
existe una sucesiéon (z,) tal que =, = f(z,41), n > 1. Se deduce de (2.7) siempre y

cuando t, = p (41, 2,) > 0 para todo n > 1 que

P (Tni1, f(Tng1)) +p (T, f(xn))}

= b () < 000 (orer,) < i )

C mix {p (Tnt1, Tn) ;r P (Tn, Tn1)

} =D (xnawn—l) = tn—l; Yy

p (xn7 f(l‘n)) +p (xn-f—l? f(xn-i-l))}
2

Sp = P (xn,xn—&-l) < 1/}<p (xmxn—i-l)) S méx{

S tnfl

Desde que la sucesion (t,) es decreciente y lim¢,, = lim(t,) = t entonces t = 0, por
lo tanto lim s,, = 0 asegurando con lo anterior que lim ¢(z,) = 0. Si f(X) es completo,
existe z € X tal que limz,, = lim f(z,) = z = f(xo).

Desde que p es semicontinua inferiormente tenemos que

e {p (o, Se0) 2 <xn,f<xn>>}

SRUICEILEICH C)

p (20, 7n) < Y(p (w0, 2n))

S p (‘TOVZ)
para n > 1 grande tenemos una sucesion creciente y dado que ¢ € ¥, entonces satisface
la condicién (A).
Nota: Si v es expansiva e inferiormente semicontinua entonces para t,, creciente o de-

creciente, v satisface la condicion A.
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Esto explica que lim p (zg, z,) = lim ¢ (p (o, 2,)) = p (29, 2) = 0.

Si p (xg,x0) > 0, entonces

p (20,2) +p (w0,2) | _
2 }_O

0 < p (zo,x0) < V(p (T0,70)) < méx{

lo cual es absurdo.
por lo tanto p (xg,z9) = 0. Se deduce del lema 2.1 que o = z = f(x¢) de donde z; es
un punto fijo de f.
Si a{y es otro punto fijo de f, es decir, (z;) = f(zf), entonces p (z(,z;) = 0, pues en

caso contrario,

P (e < v o ) < e {2 TED 40 (),

lo cual es absurdo. Y similarmente

p (zg,x0) = 0 de lo cual de (2.7)

p (w0, f(z0)) +p <xa,f<xa>} .

p (auet) < ¥lp (z0.2p) < e :

y asi p (zo, () = 0. El lema 2.1 garantiza que xo = z(, y asi el punto fijo es tnico.

Si X es secuencialmente completo, existe z € X C f(X) tal que limz, = z y como
anteriormente existe xg € X tal que z = f(xg) y por un procedimiento andlogo obte-
nemos que f(zg) = xg, es decir, xg es un punto fijo de f.

Supongamos ahora que ty = p (xy41,2x) = 0 para algin N > 1 entonces tenemos que

P (Tny1,2N)) +D ($N,$N—1)}

p(awensan) < 00 (oxon,on) < mix ] :

< p(zn,7N1)
de donde p (zy,zn_1) de lo cual
p (@ny1,2N-1) <p (Tng1,2N) +p (TN, 2n-1) =0
y por el lema 2.1, tenemos xy = zy_1 = f(xy) y zx es un punto fijo de f. O

Nota 2.1. El Teorema 2.5 es véalido si la condicién 2.7 se sustituye por:
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L. p(x,y) < méx{p(z’f(z));p(y’f(y))}; para todo x,y € X, si méx{p(x’f(m));p(y’f(y))} >0,

y

2. Y(p(z,y)) < méx{p(x’f(x));p(y’f(y)) }; para todo x,y € X, donde ¢ (t) > t para todo

t > 0 satisface la condicién (A) tanto para sucesiones crecientes como decrecientes,

pues (1) garantiza que las sucesiones (t,,) y (s,) son decrecientes y (2), que lim¢,, =

1fm 4 (t,,) = 0.

El siguiente resultado extiende el Teorema 2.5, es posible extenderlo al caso de un par

de aplicaciones.

Teorema 2.6. Sea X un subespacio de un espacio uniforme (Y,9) y f una aplicacion
de X en'Y tal que X C f(X). Sea ademds p una métrica débil sobre Y tal que para
algin ¥ € U,

U(p(z,y)) < méx{p(z, f(z)),ply, f(y))}; 7,y € X (2.8)

Entonces f tiene un unico punto fijo xg, para toda sucesion (x,) en X tal que x, =

f(zny1) para todo n > 1.

Demostracion. Sea p(x) = (p (z, f(x))) +p (f(z),z), z € X, y supongamos que existe

a > 0 tal que

mf {o(z) +o(y)/p (f(z), fy)) > a} = 0.

existe entonces una sucesion (z,,y,) en X x X tal que 0 < a < p (f(z,), f(y,)) para

todon > 1,y ¢(x,) + ¢(y,) —> 0. Se deduce de (2.8) que

O0<a

IN

p (f(:En), f(yn>> <p (f(xn>v xn) +p (xna yn) +p (yna f(yn))
p (f(n), 2n) + (@ (Tn;Yn)) + P (Un, f(Yn))

p (f(@n), 20) + P Wn, f(Yn)) + maxXA{p (T, f(20),0 WUn, [(Yn)}, n>1

IN

IN

Haciendo n — 00, obtenemos que a = 0, lo cual es absurdo, por lo tanto inf {¢(x) + ¢(y)/p (f(x), f(y))

p(a) > 0 para todo a > 0. Dado que X C f(X) existe una sucesién (z,) tal que
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zp, = f(xpy1), paran > 1. Se deduce de (2.8) siempre y cuando t, = p (41, 2,) > 0

para todo n > 1 que

t, = p (anrl; :Cn) < 1/1(29 (anrl? xn)) < méx {p (xn+17 f(anrl)vp (Inv f(xn)}

= max {p (-Tn—i-laxn)ap (xnaxn—l)} =p (xnaxn—l) =tp_1, Yy

Sn = D (xmxn-i-l) < ¢(p (Inuxn-i-l)) < max {p (xmf(xn))ap (xn—I—h f(xn-I—l)}
= max{p (Tnt1,2n), P (Tn, Tn-1)} =P (Tn, Tpo1) = lu
Desde que la sucesién (t,) es decreciente y limt, = lim(t,) = t entonces t = 0, por
lo tanto lim s,, = 0 asegurando con lo anterior que lim ¢(x,) = 0. Si f(X) es completo,
existe z € X tal que limx,, = lim f(x,) = 2z = f(xg).

Desde que p es semicontinua inferiormente tenemos que

P (w0, 2n) < U(p (T0, 7)) < max{p (70,2),p (T, f(zn))} = p (20, 2)

para n > 1 grande; lo cual lim p (g, z,) = im Y (p (zo, xn)) = p (20, 2) = 0y desde que
1 satisface la condicién A, entonces p (xg, z) = 0.

Si p (xo,x0) > 0, entonces
0 < p (w0, 70) < Y(p (z0,20)) < p (20,2) =0

lo cual es absurdo, asi p (xg,z9) = 0. Se deduce del lema 2.1 que z = g = f(x) y xo
es un punto fijo de f.

Si xf, es otro punto fijo de f, es decir, f(xf) = z{, entonces p (xp, z;) = 0, pues en caso
contrario,

p (x,z0) < U(p (w,20)) < p (20, 5)

lo cual es absurdo y de forma similar p (xq, o) = 0 de lo cual por (2.8)

p (w0, 75) < P(p (w0, 7)) < max{p (wo, f(20)),p (g, f(20)} = mdx{p (zo,z0), p (20, 20)} = Ol

El lema 2.1 permite asegurar que xo = x, asi el punto fijo es tnico.

Si X es secuencialmente completo, existe z € X C f(X) tal que z = limz,, y como
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anteriormente existe xy € X tal que z = f(z¢) y por tanto f tiene un unico punto fijo .

Sity = (zny1,2y) = 0 para algin N > 1 entonces

p (N1, 28)) +p (TN, TN-1) }

p(ens,on) < Y (v, 2n)) < méx{ 5

< p(zn,TN-1)

de donde p (zn,zn_1) = 0 de lo cual

p (N1, 78-1) <p (ng,28) +p (Fy,2v1) =0
y por el lema 2.1, tenemos xy = zy_1 = f(xy) y zx es un punto fijo de f O

Nota 2.2. Si f(zg) = g(xo) pertenecen a X y las aplicaciones f y ¢g conmutan en sus
puntos de coincidencia, entonces g*(xg) = g o f(zo) = f o g(xg) = f?(xg) y de (2.8) se
deduce facilmente que p(f(zo),9(x0)) = 0y p(f(xo), f o g(z9)) = 0 y por el Lema 2.1
(1), fog(xg) = g(zo) v f(xo) es un punto fijo de f y g. La unicidad de x se deduce,

como anteriormente, de (2.8).

Nota 2.3. De forma similar al Teorema 2.5, el Teorema 2.6 es valido si la condicion

(2.8) es sustituida por las siguientes:

L p(f(x), f(y)) < max{p(f(z),9()),p(f(y),9(y))}, para todo z,y € X, si
max{p(f(z), g(z)),p(f(y).9(y))} >0y

2. d(p(f(2), f(y)) < méx{p(f(x),9(x)), p(f(y), 9(y))}, para todo z,y € X, donde
Y(t) > t para todo t > 0 satisface la condicién (A) tanto para sucesiones crecientes

como decrecientes.
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2.4. Aplicaciones de una Proposiciéon de Reduccién

Teorema 2.7. Sea f una aplicacion de un espacio uniforme (X,U) en si mismo tal

que X ¢ f(X) es completo y sea p una métrica débil sobre X tal que

p(f(z), f(y)) < alx,y)p(x,y), para todo v,y € X (2.9)

donde o : X x X — RT tiene la siguiente propiedad: Para todo intervalo cerrado

[a,b] € RT — {0},
sup{a(z,y)/a < p(z,y) < b} = A(a,b) < 1. (2.10)
Entonces f tiene un unico punto fijo xo y lim f™(x) = z¢ para todo x en X.

Demostracion. Supongamos que existe x,y en X tal que p(z,y) > 0. Entonces, si
a = p(z,y) , se tiene que a(x,y) < sup{a(z,y)/a < p(x,y) < a} = AMa,a) < 1, de
lo cual, por (2.9), p(f(z), f(y)) < p(x,y) si p(x,y) > 0. Ahora, sea (,,y,) en X x X
tal que las sucesiones (t,) y (sn) con t, = p(f(n), f(Un)) ¥ Sn = D(Tn, Yn) ¥ tn < Sn
son decrecientes y limt¢, = lims, = t, entonces ¢ = 0 pues en caso contrario, para
todo € > 0, existe un entero N > 1 tal que t < p(z,,y,) < t + € para todo n > N,
de lo cual, a(zy,y,) < sup{a(z,y)/a < alz,y) < t+e} = ANt,t+¢€) =k <1,y
de (2.9), limp(f(zn), f(yn)) < klimp(z,,yn), es decir, t < kt, con k < 1 lo cual es
absurdo. La Proposicién 1.6 garantiza la existencia de ¢ € ®* tal que p(f(z), f(y)) <

o(p(z,y)),z,y en X,y el Teorema 2.1 permite concluir que existe un unico zo en X tal

que lim f™(z) = zy para cada r € X. ]

En forma completamente similar a la anterior, con ayuda de la Proposicion 1.6 y el

Teorema 2.2, se demuestra el siguiente teorema:

Teorema 2.8. Sean f y g aplicaciones de un espacio uniforme (X,U) en si mismo tal
que g(X) C f(X) y, al menos uno de los dos, f(X) ¢ g(X) es completo; sea p una

métrica débil sobre X tal que

p(9(x),9(y)) < a(z,y)p(f(x), f(y)), para todo z,y € X (2.11)
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donde o : X x X — R* satisface la propiedad (2.10). Entonces existe o en X tal que
f(zo) = g(xo). Si, ademds, f y g conmutan en sus puntos de coincidencia, f(zo) es un
inico punto fijo de f y g tal que f(xo) = lim f(z,) = lim g(x,) = g(zo) para cualquier

sucesion (x,) en X tal que g(x,) = f(xpy1),n > 1.

Corolario 2.6. [1] Sea f una aplicacion de un espacio métrico completo (X,d) en si

mismo tal que para algin 0 < a <1,

d(f(z), f(y)) < amax{d(f(z),),d(f(y),y)}, para todo z,y € X (2.12)

Entonces existe un tinico o en X tal que f(xo) = xo.

Corolario 2.7. [3] Sea f una aplicacion de un espacio métrico completo (X,d) en si

mismo tal que

d(f(x), fy) < alz,y)d(x,y), para todo x,y € X (2.13)

donde o : X x X — R™ tiene la propiedad 2.10. Entonces existe un tinico punto fijo

zo en X y f™(z) converge a ¢ para todo v € X.

Corolario 2.8. [5] Una aplicacion continua f de un espacio métrico compacto (X, d)
en st mismo tiene un punto fijo si existe una funcion g de X en f(X) que conmuta con

f v satisface

d(g(x),9(y)) <d(f(z), f(y)) para todo x,y € X con f(z) # f(y). (2.14)

Demostracion. Sean F,G : Z = X x X — R* las funciones definidas por G(z,y) =
d(g(x),9(y)) y F(z,y) = d(f(x), f(y)) para cada (z,y) € Z. Entonces, G(z) < F(z) si
F(z) > 0y las aplicaciones F' y G satisfacen la condicién (C.E). En efecto si (F(z,))
v (G(2n)), 2n € Z, son sucesiones decrecientes en RT tales que G(z,) < F(z,),n > 1y
lim G(z,) = lim F(z,) = t, necesariamente ¢ = 0, pues en caso contrario, la compacidad
de Z asegura la existencia de zp € Z y de una subsucesién (z,,) de (z,) tal que
lim z,, = 2. La continuidad de F, y por lo tanto la de G, permiten concluir que

t =1m G(zp,) = G(z20) < F(20) = lim F(z,,) = t, lo cual es absurdo.
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La Proposicién 1.6 y el Teorema 2.2 aseguran la existencia de un tnico punto fijo de f

y g. O
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Capitulo 3

CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

En este capitulo, puntualizamos los aportes que ofrece este trabajo, donde se introduce
una condicién simple en la funcién ¢ : Rt — Rt = [0, +00) permitiendo establecer y
extender algunos resultados de puntos fijos y de puntos de coincidencias para aplica-
ciones contractivas (¢(t) < t para todo t > 0) o expansivas (¢(t) > t para todo ¢ > 0)
dentro del marco de las w-distancias en espacios uniformes, y se presentaran algunas

conclusiones desde el punto de vista del autor.

3.1. Contractividad Débil

El Ejemplo 2.1 de [10] permite ver que la hipétesis de contractividad estricta de la
funcién ¢, (¢(t) < t) puede ser relajadas a ¢(t) < t y por lo tanto algunos teoremas
de puntos fijos no muestran de manera explicita su cardcter contractivo. Esto ha sido
la motivacién de un esfuerzo para obtener condiciones para clarificar la condicién de
contractividad y la existencia de funciones ®* bajo condicione mas débiles, por tal
razon la Proposicion 1.6 y el Teorema 2.1 son dos resultados importantes en esta tesis,
el primero nos garantiza, cuando un problema es del tipo contractivo para funciones

®*, v el segundo nos muestra la existencia y unicidad de un punto fijo para esta clase
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de funciones en espacios mas generales como los son los espacios uniformes. Ademas
la combinacion de estos dos resultados se convierten en una herramienta fuerte para
extender otros resultados de punto fijo, como se demuestra en la seccion 2.4 del Capitulo

2.

3.2. Principio Contractivo-Expansivo

Existe una literatura extensa sobre la teoria de puntos fijos, pero sin duda alguna una
herramienta de interés es el principio contractivo-expansivo, que garantiza puntos fijos
para funciones contractivas en espacios métricos completos. En este trabajo se generaliza
este principio a espacios uniformes completos, esta extensién permite obtener puntos
fijos inicos tanto para problemas del tipo contractivo, como expansivo logrando unificar

los dos tipos de problema en espacios uniformes.

3.3. Nuevas Posibilidades de Investigacion

Uno de los objetivos de la teoria de puntos, es extender los resultados ya existen sobre
espacios métricos a espacios topologicos mas genérales con el fin de extender su espectro
de aplicabilidad, permitiendo asi abrir nuevas lineas de investigacion, de acuerdo al area
en que se quiera aplicar.

En este trabajo se generalizaron algunos resultados obtenidos sobre espacios métricos a
espacios uniformes, con la propiedad de simetria de la estructura uniforme, de aqui sur-
gen preguntas como ;Qué pasa si la estructura uniforme no es simétrica?, ; Es posible
definir otras distancias con propiedades mas débiles que las w-distancias?. Actualmente
el autor se encuentra trabajando con respecto a esta pregunta sobre espacios cuasiuni-
formes, con distancias con propiedades mas débiles que las w-distancias.

Por otro lado el autor investiga la aplicabilidad de estos teoremas de puntos fijos en
el area de la ecuaciones diferenciales, y la teoria de espacios modulares con el fin de

obtener soluciones tinicas para estos problemas.
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