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IX

Resumen

Se modela la medicion de una componente de espin de un sistema de interés, empleando un
modelo microscopico sencillo: una interacciéon con otro sistema (auxiliar) que sufre decohe-
rencia. En la aproximaciéon de interacciéon impulsiva, la mediciéon puede caracterizarse por
un Unico parametro. Usualmente se tiene una mediciéon borrosa, en la que los elementos de
la POVM asociada conmutan mutuamente y no todos son proyectores. La generalizacion a
dos aparatos, cada uno de los cuales mediria una componente ortogonal de espin (en au-
sencia del otro), se escoge de manera que se puede caracterizar con dos parametros. Una
exploracion sistemética del espacio de parametros muestra como cada aparato afecta al otro.
Se caracteriza geométricamente la medicion generalizada correspondiente usando un vector
tridimensional, dos de cuyas componentes corresponden a los observables efectivamente me-
didos por los aparatos y una tercera componente que depende de las coincidencias entre los
resultados de los mismos. En general, se puede hacer estimacion del estado inicial del sistema
de interés. Sin embargo, existe un conjunto de parametros en los cuales solamente se pueden
medir dos (uno o ninguno) observables independientes, el cual se caracteriza analiticamente.

Palabras clave: Mediciones simultaneas, aparato, mediciones borrosas y proyectivas, esti-
macioén cuantica, vector de Bloch.

Abstract

We model the measurement of a spin component of a certain interest system, we employ
a microscopic simplified model: a interaction with other (auxiliary) system, which suffers
decoherence. In the approximation of implusive interaction, the measurement can be cha-
racaterized by a unique parameter. Usually , we have an unsharp measurement, in which
the asociated POVM elements mutually commute and not all of them are projectors.The
generalization to two apparatus, each one would measure a spin orthogonal component (in
absence of the other one), is chosen in a way that we can characaterize with two parame-
ters. A systematic exploration of the parameter space shows how each apparatus affects the
other one. We geometrically represent the correspondent generalized measurement using a
tree-dimensional vector, two of whose components correspond to the effectively measured
observables by the apparatus and the third component which depends on the coincidences
between the results of the meters. In general, we can estimate the initial state of the interest
system. However, it exists a set of parameters in which we can measure two (one or none)
independent observable, which we can describe analytically.



Key words: simultaneous measurement, apparatus, unsharp and projective measurement,
quantum state estimation, Bloch vector.
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Introduccidén

“An experiment is a question which science poses to Na-
ture, and a measurement is the recording of Nature’s

answer."
Max Planck

La teoria cuantica es una rama de la fisica que surgi6é a partir de una serie de renombrados
experimentos, en los cuales el proceso de medicion ha desempenado un papel fundamental.
Tan importante es este papel que desde los primeros postulados de esta teoria, se predicen los
posibles resultados de una medicién. Desde entonces, la teoria ha evolucionado para tratar
de abarcar todas las posibles mediciones que se puedan realizar.

Los primeros autores en hablar sobre la medicién en mecénica cuéntica, fueron los mismos
precursores de esta teoria, entre ellos Dirac y Heisenberg [Dirac, 1932, Heisenberg, 1927|.
Ellos postularon que a cada observable, o variable dindmica, le corresponde un operador
hermitico. Asimismo, al realizar la medicion, los tinicos valores posibles que puede tomar la
variable dindmica son los autovalores del operador. Adicionalmente, el estado del sistema
colapsa después de la medicion en alguno de los autovectores del operador: este proceso es
conocido comiinmente como el colapso o reduccion de la funcién de onda.

Max Born muestra los primeros aspectos estadisticos, o probabilistas, de la teoria cuantica, al
ofrecer una interpretacion del comportamiento ondulatorio de las particulas. En 1926 [Born,
1926|, Born plantea una regla segin la cual la probabilidad de obtener cada uno de los posibles
resultados después de una medicion se calcula como el modulo cuadrado del producto interno
entre el estado anterior a la medicién y el autovector asociado al autovalor del resultado
obtenido en la medicién.

En 1932, von Neumann |[von Neumann, 1932a| planteé un esquema mas completo que la
teoria de la medicion desarrollada por Heisenberg y Dirac (mejorada por Born), al incorporar
un sistema auxiliar como el aparato de medida, o metro. Von Neumann mostré una forma
de la evolucién del estado del sistema a medir después de la medicion: esta evolucion es
no-unitaria y, generalmente, aumenta la incertidumbre estadistica del estado cuantico. En
1951, Luders |Liiders, 1951] muestra los posibles estados del sistema después de la medicion
a partir de una relacion de similaridad con operadores de proyeccion, conocida como la regla
de Liiders. La evolucién no-unitaria que plantea von Neumann, al igual que la formulada por
Liiders, se calcula a partir de operadores de proyeccion, mediciones conocidas como PVM
(por sus siglas en inglés projection-valued measure).
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Aunque el esquema de medicién de operadores de proyeccion sirvié por muchos anos y
atn se usa en algunos textos modernos de mecanica cuantica |Greiner, 2000, Claude Cohen-
Tannoudji, 1991, Griffiths, 1995], se demostréd que no es posible hacer una correspondencia en-
tre las mediciones factibles en procesos cuanticos y este conjunto de operadores [de Muynck,
2004]. Por ejemplo, experimentos que involucran detectores ineficientes [de Muynck, 2004] y
mediciones con interaccion débil (o valores débiles) [Aharonov et al., 1988 no se pueden for-
mular mediante la evolucion planteada por Liiders y von Neumann. Como una generalizacion
de las mediciones PVM, surgen los POVM (por sus siglas en inglés positive operator-valued
measure) |Nielsen, 2000, Peres, 2002, los cuales son resoluciones ortogonales y no-ortogonales
de la identidad [Holevo, 2011]|, es decir, {M;} tales que ). M; = I. Para intentar salvar el
formalismo estandar de medicion (mediciones de von Neumann-Liiders) se uso el teorema
de Naimark, el cual expresa los operadores del POVM como operadores de proyeccion de un
espacio de Hilbert més grande que el espacio al que pertenece el estado del sistema a medir.
Sin embargo, la extension del espacio de Hilbert no obedece a ningtn tratamiento fisico.

A pesar de la facilidad de la representacion por medio de operadores de mediciéon, este con-
junto de operadores no permite discernir la dindmica envuelta en la evolucion fisica, ni tiene
en cuanta los sistemas auxiliares que se acoplan al sistema (que incluso pueden ser reservo-
rios). Por ejemplo, si se quisiera modificar el tiempo de interaccion entre el sistema a medir y
el aparato de medida, no serfa claro qué parametro cambiaria en los operadores semidefinidos
positivos. Aunque las mediciones generalizadas escritas como operadores POVM enriquecen
el tratamiento matematico de las mediciones, muchas veces no es facil asociar un operador
con la evoluciéon temporal de un sistema y el aparato de medicion.

Por otro lado, la medicién simultanea de observables incompatibles, operadores no-conmutantes,
es una idea que ha causado interés en la mecéanica cuantica desde los gedankenexperiment
propuestos por Heisenberg en 1927 [Heisenberg, 1927|. Posteriormente, Arthurs y Kelly pro-
veen una despripciéon mas rigurosa de la medicién conjunta usando dos sistemas auxiliares
(aparatos de medicion) [Arthurs y Kelly, 1965]. Ellos proponen que cada uno de los metros
mide una variable dindmica diferente para asi obtener una distribucion de probabilidad con-
junta de los resultados de la medicion. Por otra parte, la generalizacion de los esquemas de
medicion ha mostrado que son viables mediciones simultdneas de observables no conmutantes
incluso a nivel experimental [Hacohen-Gourgy et al., 2016].

La propuesta en este trabajo es usar dos metros para medir dos observables incompatibles y
acoplarlos de manera independiente a sus respectivos ambientes. Esto implica que la medicion
puede hacerse de manera simultanea gracias a la interacciéon paralela con los dos metros.
Particularmente, para encontrar de manera explicita los posibles resultados de la medicién,



se plantea como sistema a medir una particula de espin 1/2 y cada aparato, en ausencia del
otro, puede determinar la primera y tercera componente de espin, respectivamente. Ademas,
los dos sistemas de prueba se asumen particulas de espin 1/2 o sistemas de dos estados, por
simplicidad.

El acople simultédneo del sistema con los dos metros permite estimar no sélo las dos com-
ponentes de espin que se deseaban medir, sino también, la segunda componente de espin.
El anterior resultado conlleva directamente a la estimacion del estado cuantico del sistema,
incluso si el sistema se encontraba inicialmente en una mezcla estadistica.

Para llevar a cabo la estimacion es necesario plantear una ecuacién maestra que de cuenta
de la evolucion del sistema completo (sistema-+aparatos) y hallar la evolucion para cual-
quier tiempo. La evolucion Hamiltionana se propone tipo Peres [Peres, 1986|, similar a una
interaccion entre espines tipo Ising. A su vez, se asumen dos aproximaciones: la primera es
que el tiempo de interaccion de cada uno de los metros con el sistema es corto comparado
con la interaccion propia de cada reservorio con el ambiente; la segunda, que la escala de
energia de la interaccion Hamiltoniana es mucho més grande que cualquier otra acciéon sobre
el sistema. Con el estado completo (Sistema+ Aparatos) en un largo tiempo, comparados con
el tiempo de decoherencia, se hallan los operadores de Kraus, los elementos del POVM vy
las probabilidades de los posibles resultados. Los célculos necesarios para encontrar la evo-
lucion del sistema son completamente analiticos y no es necesario el uso de herramientas
computacionales, salvo para elaborar las graficas que se muestran en este documento.

Partir desde la dindmica del sistema completo (sistema y aparatos) permite hacer una explo-
racion sistematica del espacio de parametros, que en este caso son los parametros de acople
entre el sistema y cada uno de los metros. Esta descripcion no seria posible si se postularan
los elementos de la medicion POVM desde un comienzo. Ademas, el modelamiento dinami-
co hace posible obtener explicitamente la perturbaciéon que cada aparato le hace al sistema
medido y la perturbacién mutua entre aparatos [Perarnau-Llobet y Nieuwenhuizen, 2017].

La organizacion de este escrito se muestra a continuaciéon. Primero se brinda un marco teérico
de los temas necesarios para entender las deducciones y tipificaciones que se realizan a lo largo
de este documento. Ademas, se presenta una revision de la literatura para tratar el estado
del arte referente a la dindmica de las mediciones cuanticas y la mediciéon de observables
incompatibles. En el segundo capitulo, se plantea un esquema para la mediciéon de una
componente de espin a partir de un sistema ancilla o auxiliar acoplado al sistema que se
quiere medir. Donde el aparato tiene un proceso de decoherencia. En el capitulo siguiente dos
aparatos de medicion son acoplados simultdneamente a este sistema como una generalizacion
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del capitulo anterior. Cada metro en ausencia del otro mide una componente independiente,
y ortogonal, de espin. La caracterizacion de las mediciones se logra completamente con los
dos parametros de acoples involucrados en la evolucion del sistema completo. Dentro de la
caracterizacion se observan casos en los cuales es posible medir tres componentes de espin,
es decir, hacer estimacion del estado, como también obtener menor nimero de observables
o inclusive no medir ningtin observable. Se ofrece una interpretacion fisica y geométrica a la
estimacion que hace mas claro e ilustrativo los parametros que hacen parte de la medicion.

Adicionalmente, se observan los casos en los cuales no es posible la estimacién completa
del estado y se describen cudles son las tinicas componentes del vector de Bloch que se po-
drian estimar. Se mencionan brevemente las situaciones en donde los parametros de acople
son pequenos, es decir, mediciones débiles. Ademés, se muestra que ocurre cuando se rea-
lizan medidas simultaneas proyectivas, en el sentido en que cada aparato en ausencia del
otro aparato realizaria una medicién proyectiva. Por tltimo, se muestran las conclusiones y
perspectivas al trabajo mostrado en este documento.



1. Marco Tedrico

“The concept of 'measurement’ becomes so fuzzy on re-
flection that it is quite surprising to have it appearing
in physical theory at the most fundamental level ... does
not any analysis of measurement require concepts mo-
re fundamental than measurement? And should not the
fundamental theory be about these more fundamental
concepts?"

John Stewart Bell

En este capitulo se hace una revision de los temas necesarios para el entendimiento de los
capitulos posteriores, los cuales corresponden a los resultados del actual trabajo de investi-
gacion; también, los conceptos més recientes de mediciones generalizadas, su relacion con los
POVM vy la caracterizacion de las mediciones a partir de estos operadores. Adicionalmente,
se hace una introduccién a los sistemas cuanticos abiertos, en donde se muestra una de-
duccion de la ecuacion de Lindblad y algunas de sus propiedades. Finalmente, se comentan
brevemente algunas publicaciones concernientes al estudio aqui realizado.

1.1. POVM

El postulado de las mediciones generalizadas es una ampliacion de las definiciones estandar
e incompletas de la medicion |[Nielsen, 2000] [Konrad, 2003]. Este postulado enuncia que a
cada posible resultado n de la medicion, le corresponde un operador F, (que acttia sobre los
elementos del espacio de Hilbert) y la probabilidad de obtener cada uno de estos posibles
resultados es

D = TT[Ean);], (1.1)
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donde p es el estado del sistema justo antes de realizar la medicion. Ademas, los operadores
permiten calcular el estado del sistema posterior a la mediciéon por medio de la relacion

E.pE!

o TrEpEL

(1.2)

La anterior ecuacion es conocida como la regla de Liiders [Liiders, 1951]. Sin embargo, cuan-
do Liiders propuso esta relaciéon en 1951 hizo referencia a los operadores de medicion E,
simplemente como operadores de proyeccion, una version menos genérica de las mediciones
puesto que se limita a usar operadores idempotentes. El postulado de las mediciones gene-
ralizadas restringe tinicamente estos operadores a cumplir la relacion de completitud, ésta

es,

Y ElE, =1, (1.3)

donde [ es el operador identidad de la dimensién del espacio de operadores al que pertenece
el estado p. La relacion (1.3) surge como consecuencia de la ligadura de las probabilidades
>, Pn = 1. Por otro lado, la regla de Liiders (1.2) se puede ver como un caso especifico de los
mapeos u operaciones sobre la matriz densidad [Nielsen, 2000], estos incluyen la interaccion
con un sistema auxiliar, o inclusive con un reservorio. Cualquier operacion £ sobre una matriz
densidad puede ser representada como

E(p) = K.pK], (1.4)

donde los operadores K; son conocidos como operadores de Kraus. Como consecuencia, en
este texto los operadores E, se nombran como operadores de Kraus. La relacion (1.4) es
conocida como la representacion de Kraus o representacion de suma de operadores [Konrad,
2003].

Ademas, las probabilidades de obtener cada uno de los posibles resultados después de una
medicién se pueden calcular a partir de los operadores M,, = El E,, como p, = Tr[E,pE!] =
Tr[M,p]. El conjunto completo de operadores {M,} es una resolucion de la identidad
(>°, M, = I) y hace parte de medida con operadores de valor positivo, conocido por sus
siglas en inglés POVM (Positive Operator-Valued Measure) |Peres, 2002|. Se podria pensar
que cualquier conjunto de operadores { M, } que sea una resolucion de la identidad formaria
un POVM, pero también se hace necesario que los operadores sean semidefinidos positivos
(| My, [1) > 0, V|b)) v ademds hermiticos, en virtud de la definicion M,, = ElE,,. Los
operadores M,, son conocidos como los elementos del POVM. Muchas veces se usan estos
operadores sin tener en cuenta los operadores de Kraus, puesto a la gran riqueza matemaética
que presentan estos conjuntos y a que los operadores de Kraus no son tnicos. Un ejemplo que
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puede ilustrar la anterior afirmacion es multiplicar cualquier operador de Kraus con una fase
¢ lo cual no altera la regla de Liiders (1.2) ni las probabilidades de obtener cada posible
resultado (1.1).

1.1.1. Tipos de Medicién

Ahora, cualquier medicion estd completamente descrita por el conjunto de operadores de
Kraus {E,}. Con las propiedades especificas que tengan estos operadores (o los elementos del
POVM) es posbile una clasificacion de las mediciones. Konrad, en su tesis doctoral [Konrad,
2003, realiza una clasificacion de las mediciones en mecénica cuantica asi:

Mediciones Proyectivas (Fuertes)

Estas mediciones fueron las primeras en postularse, y son las que von Neumann enuncia en
(1.31). Por otra parte, cuando Liiders muestra la evolucion de un sistema después de una
medicion lo hace para este tipo especifico de medidas. Por lo anterior, estas mediciones
son conocidas como mediciones de von Neumann-Liiders o mediciones ideales. En estas
mediciones los operadores de Kraus E, son proyectores, es decir, E, = E? = EI. Por
tanto, los elementos de POVM son también operadores de proyeccion (E,, = M,,).

Las mediciones proyectivas justifican, en algunos libros |Greiner, 2000,Claude Cohen-Tannoudji,
1991, Griffiths, 1995], el colapso o reduccion de funcion de onda. En estas publicaciones, los
proyectores provenientes de la descomposicion espectral del operador hermitico —correspondiante
a la variable dindmica que se mide— forman el conjunto POVM {M,,}, o el conjunto de los
operadores de Kraus { F, }. Asimismo, algunos textos [Claude Cohen-Tannoudji, 1991] justifi-
can la “imposibilidad” de medir conjuntamente observables incompatibles usando mediciones
proyectivas.

Mediciones Nitidas (Sharp Measurement)

Las mediciones generalizadas son nitidas (sharp) si todos los elementos del POVM son proyec-
tores, esto es, M,, = M?. Las mediciones proyectivas son un caso particular de las mediciones
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nitidas. Por ejemplo, si los operadores de Kraus tienen la forma E; = U;P;, donde U; es un
operador unitario y P; es un proyector, los elementos del POVM satisfacen M; = P;, pero los
operadores de Kraus no son proyectores. La diferencia entre estos dos tipos de mediciéon radi-
ca en los estados después de la medicion. En mediciones consecutivas, si se realiza la misma
medicion proyectiva sobre un sistema, el estado del sistema queda inalterado P;(Pj)) = Pii.
Mientras que en una medida nitida el estado puede cambiar al realizar la misma medicién.

Mediciones Borrosas (Unsharp Measurement)

Una medida generalizada es borrosa (unsharp) si los elementos del POVM, también llamados
efectos, no son todos proyectores y ademés, conmutan mutuamente, es decir,

(M, M,] =0 V los posibles resultados m y n.

Respecto a las mediciones borrosas (aunque la proposicion también aplica a los dos tipos de
mediciones anteriores), Konrad enuncia la siguiente proposicion:

Proposicion 1. Si los efectos M,,, m € ) el conjunto de todos los posibles resultados, de
una medida generalizada no trivial 1 conmutan mutuamente, entonces existe un observable
no trivial > A, que conmuta con todos los efectos. Ademds, las probabilidades de los resultados
m € Q de las medidas generalizadas determinan el valor esperado (A) como también todos
los momentos mds altos (A™) de un observable ordinario A.

La demostracion de esta proposiciéon permite obtener, de manera esquemética, los valores
esperados de un observable en términos de las probabilidades de los posibles resultados de
la medicion.

Demostracion. Si dos operadores autoadjuntos sobre un espacio de Hilbert conmutan, se

sabe que existe una base comun de autovectores |i). Luego si todos los efectos conmutan con
A =3".a;F;, donde P; = [i) (i|, entonces

!Una medida no trivial en el sentido en que las propabilidades de los resultados dependan del estado inicial
2Observable no trivial significa que no es proporcional a la identidad A # ol
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para algunos valores no negativos p,,; € R. Si la matriz p,,; es invertible, entonces las
ecuaciones acopladas

(M) = pmi (P) (1.6)
pueden ser resueltas para (P;) = Tr[pF;] = (i| p|i) e insertadas dentro de la ecuacion

(A™) = Za? (P;) paran = 1,2, 3... (1.7)

Coniciendo las probabilidades p,, = Tr[pM,,] = (M,,) entonces se pueden calcular los mo-
mentos (A"). O

La figura 1.1 muestra un diagrama de Venn de las medidas generalizadas y los tipos de
mediciones que se pueden encontrar. En el conjunto més grande estan las mediciones gene-
ralizadas o POVM, los cuales son todos los operadores hermiticos semidefinidos positivos que
son resoluciones ortogonales y no ortogonales de la identidad. Contenido dentro de este gran
conjunto estan las resoluciones ortogonales de la identidad, es decir, las cuales satisfacen

Este conjunto contiene dos tipos excluyentes de medicion: las mediciones borrosas (unsharp
measurement) y las mediciones nitidas (sharp measurement) las cuales se distinguen sola-
mente porque en las primeras no todos los operadores pueden ser operadores de proyeccion,
mientras que en las tltimas todos los operadores deben serlo. Por ultimo, estan las medi-
das proyectivas, las cuales se caracaterizan porque los operadores de medida E; (tales que
EJ E; = M;) son todos proyectores.

1.2. Ecuacién de Lindblad

El siguiente tratamiento de los sistemas cuanticos abiertos es realizado por Breuer [Heinz-
Peter Breuer, 2002|, las limitaciones de este desarrollo y otras deducciones microscopicas de
la ecuacion de Lindblad pueden verse en el mismo libro de texto.

Los sistemas cuanticos abiertos consisten de un sistema S y el ambiente R, el ambiente
es tratado como un reservorio. Para ver la dinamica del sistema S, conocido como sistema
reducido, se hace la evoluciéon del sistema completo S + R por medio de la ecuacion de
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POVM

Operadores
Conmutantes

Mediciones
Nitidas

Mediciones
Proyectivas

Mediciones
Borrosas

Figura 1.1.: Diagrama de los diferentes tipos de mediciéon que pueden existir en las medi-
ciones generalizadas, o POVM

Schrodinger para un tiempo arbitrario y luego se hace la traza sobre los grados de libertad
del reservorio. Esto es,

p(t)s = Trp[U(t)pr(0)U' (1)), (1.8)

donde pr(0) = ps(0) @ pr es el estado inicial del sistema completo y se considera separable,
es decir, que no hay una interacciéon entre el sistema y el entorno para t < 0. Los operadores
unitarios surgen de la evolucién Hamiltoniana del sistema completo (S+R), que puede ser
considerado aislado. Si la evolucién Hamiltoniana es independiente del tiempo, los operadores

unitarios toman la forma U(t) = e—iHt/h

, donde h es la constante de Planck y el operador H
es el operador Hamiltoniano de interaccién del sistema completo. Basicamente el operador
Hamiltoniano es

H=Hg+ Hp + Hy, (1.9)

donde Hg es el operador del sistema libre S, Hg es el Hamiltoniano del reservorio y Hy es
el término de interaccion entre el sistema y el ambiente. Escribiendo el operador pr en su
descomposicion espectral como pp = > Aq [@a) (¢a]| se observa que el estado del sistema
para un tiempo ¢t > 0 se puede ver como

ps(t) =Y Waaps(OW] . (1.10)
o,

donde los operadores W, 5(t) = VAo (05| U(t) |po) representan los operadores de Kraus de
la operacion de evolucion de un sistema en contacto con un reservorio (1.4). El mapeo que
brinda la evolucion del estado del sistema se va a notar por V (t), es decir, pg(t) = V (t)ps(0).
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El mapeo en un tiempo inicial equivale al operador identidad V' (0) = I. Los operadores de
Kraus W, s se pueden escribir en términos de una base {F;} de dimension N? de matrices
de tamano N x N. Esta base de matrices se puede escoger de tal forma que la matriz Fiy-
sea la matriz identidad. Los operadores de Kraus son

Wap = Z(Fz, Wa6) i, (1.11)

1

donde (F;, W, 5) = T'r’[FZ-T,Wa,B] es el producto interno en el espacio de operadores que
actian sobre el espacio de Hilbert. Teniendo en cuenta que el operador adjunto es Wi 5=

> Wavﬁ)*F;, se puede escribir la evoluciéon del sistema como

V(t)os = 3 e, (1) FipFl, (1.12)
,J

donde
Cij = Y (Fyy Ways) (Fj, Wap)".
a,B
El mapeo que representa la evolucion temporal del sistema se considera markoviano cuando
cumple la relacion

VDV (L) = V(i + 1) ity >0 (1.13)

Los semigrupos continuos de un solo parametro satisfacen la relacion (1.13), luego el semi-
grupo tiene un generador que cumple

V(t) = e, (1.14)

Viendo la ecuacion anterior se observa que el mapeo representado por V(t) satisface la
ecuacion diferencial

d
2V (B)ps = LV (t)ps (1.15)
0, en otros términos, el operador densidad satisface la ecuacion
d
%Ps(t) = Lps(t) (1.16)

La definicion de generador se puede dar en términos de la derivada del mapeo con respecto
al parametro ¢ en el tiempo ¢t = 0

Lps = lim 1[V(e) — I]ps. (1.17)

e—0 €

Reemplazando la ecuacion (1.12) en (1.17) se encuentra que

N2-1 N2-1
1 1 *
Lps = —an2n2ps + —= Z a;n2Fips + az’N%OSFiT + Z aijFipsFj, (1.18)
N VN 3 =1
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donde )
an2N2 — 11;1}% E(CN2N2<€> - N),

a;n2 = lim —c;n2 (€
iN' €50 ¢ iN ( )7
a;; = lim —¢;;(€).
w e—0 € Z]( )
Ademas, se tuvo en cuenta que la matriz ¢;; es hermitica y se recalca que Fy2 = I. A

. ., . N2—1 .
continuacion, redefiniendo F' = \/Lﬁ doini  ain2F; se tiene

NZ-1
aAnN2N2
Lps = NNN p+ Fps+pF'+ ) a;FipsF]. (1.19)
ij=1
Ahora se definen el operador
G =t apenel + 1 (F'+ F) (1.20)
2N 2
y el operador hermitico
h
H=_—(F'—F) (1.21)
21
la relacion (1.19) se puede escribir como
1 N2-1
_ o t
Lps = z'_h[H’ ps| +1{G, ps} + Z; aijFipsF . (1.22)

Como el semigrupo continuo preserva la traza, se satisface que

N2-1
TT[,Cps] =Tr <2G + Z CLijFJTFi> ps| = 0, (123)
i,j=1
por tanto
1 N2-1
_ T
G= _51;1 ai; 15 Fy. (1.24)

Reemplazando G en (1.22) se encuentra la primera forma estandar del generador del semi-
grupo continuo de un solo pardmetro

N2-1
1 1
. T T
Lps=[H.ps| + Y ay (Epst - {7 E,ps}) : (1.25)

4,j=1



1.2 Ecuacién de Lindblad 13

Con una adecuada transformacion unitaria de la matriz a = (a;;), ésta se puede diagonalizar y
los elementos de la diagonal serfan los autovalores v1, Yo...vn2—1 (vau’ = diag{yi,y2... Yn2_1}).
Introduciendo los operadores A;, que satisfacen

E = Z ukiAk7
k

se encuentra la forma diagonal del generador

N2-1

1 1
_ T t
Lps = %[H, ps] + kE:I Vi (AszAk - §{AkAkaPS}> : (1.26)

Para encontrar la ecuacion de Lindblad se reemplaza el generador en su forma diagonal
(1.26) en la ecuacion (1.16),

dpS 1 Rl i 1 i
DT %[}L ps] + Vi | ArpsAy — é{AkAk’pS} ’ (1.27)
k=1

los operadores Ay son conocidos como operadores de Lindblad, los factores ; tienen unidades
del inverso del tiempo, suponiendo que A, son adimensionales, y son conocidos como las tasas
de relajacion o decoherencia. El operador hermitico H se asocia al Hamiltoniano debido a que
esta relacionado con la evolucion unitaria en la ecuaciéon de von Neumann para la evolucion
de operadores en el tiempo. El término que no corresponde a la evolucién unitaria es conocido

como el disipador
NZ-1

1
D(ps) = ) (Ak:pSAL - §{ALAI@>0S}) :

k=1
Se debe notar que el operador H no siempre esta identificado con el Hamiltoniano libre del
sistema, algunas veces se modifica por el acople con el reservorio. De hecho, el generador
L no esté definido tinicamente por el operador H y los operadores de Lindblad Ay, esto se
debe a la invarianza del generador frente a las transformaciones

» Transformaciones unitarias de los operadores de Lindblad
VAR = VAL =D uy/ AL (1.28)

donde uy; es una transformacién unitaria.

= Las transformaciones inhomogéneas
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1 *
H—>H’:H+Z;% (alAl —alAlT> +b, (1.30)
donde a; son nimeros complejos y b es un ntmero real.

La ecuacion de Lindblad (1.27) permite encontrar la evolucion temporal de un sistema cuan-
tico abierto, es decir, en contacto con un sistema cuantico conocido como el ambiente, donde
se asume que el mapeo V (t) que evoluciona la matriz densidad reducida es markoviano, es
decir que la evolucion del proceso depende tinicamente del estado presente y no, del estado
anterior.

1.3. Revisién de Literatura

En esta seccion se muestran algunos escritos que han tratado el problema de la medicion,
y mas enfaticamente los articulos relacionados con la mediciéon simultanea de observables
no conmutantes. Si el lector desea hacer una revision més completa de los temas tratados,
puede remitirse a las citas aqui memcionadas.

Como se mencioné en secciones anteriores, los primeros autores en hablar sobre la medicion
en mecéanica cuantica, fueron los mismos precursores de esta teoria [Dirac, 1932, Heisenberg,
1927] quienes postularon que las variables dinamicas que se quieren medir tienen correspon-
dencia con operadores hermiticos que acttian sobre elementos de un espacio de Hilbert. Los
dnicos valores que pueden tomar estas variables son los valores propios del operador. Ellos
también precisaron que después de medir una variable dinamica, el estado del sistema que
se quiere medir colapsa en el vector propio asociado al autovalor que tomo el observable.

Mediciones en Mecanica Cuantica

Para el estudio del proceso de mediciéon en mecénica cuéntica es necesario comprender el
modelo de John von Neumann [von Neumann, 1932b]. El evidencia la necesidad de usar un
aparato de medida que interacciona con el sistema que se quiere medir y a partir de alguna
propiedad del aparato conocer cierta informaciéon del sistema. Textualmente von Neumann

menciono:
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...In the measurement we cannot investigate the system S by itself, but must
rather investigate the system S-+M, in order to obtain (numerically) its inter-
action with the measurement apparatus M. The theory of the measurement is a
statement concerning S+M, and should describe how the state of S is related to
certain properties of the state of M (namely, the positions of a certain pointer,
since the observer reads these)...

Donde el observable que von Neumann asocia al aparato (puntero), para saber la propiedad
del sistema, es la posicion. Aunque es posible usar cualquier observable en el sistema de
prueba, mientras brinde la informacion suficiente sobre la medicion, incluso usar observables
de espectro discreto.

Neumann muestra dos tipos de intervenciones que pueden ocurrir en el sistema S. El primero,
cambios asociados a mediciones dados por la féormula

o0

p—p = (nlplon) Pu (1.31)
n=1
(¢1, G2, ... es un conjunto ortogonal completo, y Py, Ps, ... los correspondientes operadores
proyeccion). El segundo, asociado a cambios autométicos los cuales ocurren con el paso del
tiempo, es decir, la evoluciéon Hamiltoniana del sistema. Dados por la formula

p N Pt — e—th/hpoeth/ﬁ (132)

(H es el operador de enegia, t el tiempo; H es independiente del tiempo). Si H depende
del tiempo, se divide el intervalo a consideracion en pequenos intervalos, en los cuales H no
cambia significativamente.

La ecuacion (1.31) muestra, generalmente, el paso de estados puros a estados mezclados, es
decir, incrementa la incertidumbre estadistica, sin mostrar claramente de dénde viene esta
evolucion. El segundo tipo de evoluciéon (1.32) surge de la ecuacion de Schrodinger y mapea
estados puros en estados puros.

Se debe notar que la medicién dada por la ecuacion (1.31) debe ser instanténea, o sea,
relativamente corta de tal modo que la evolucion dada por el proceso (1.32) sea imperceptible.
Ademés, debe ser lo suficientemente corto con la restriccion del principio de incertidumbre
de energia y tiempo 3.

3También se deben considerar los problemas de causalidad espacio-temporales, pero que en una teorfa
cuantica no relativista no son tenidos en cuenta. Para una discusiéon més rigurosa ver el texto de von
Neumann [von Neumann, 1932b]
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Por otro lado, los dos tipos de intervencion difieren en propiedades estadisticas de mezclas.
Es importante ver que la intervencion del segundo tipo (1.32) no incrementa la incertidum-
bre estadistica en p, pero la intervencion de primer tipo (1.31), usualmente, si lo hace. En
otras palabras, el cambio en el estado en (1.31) es estadistico, mientras que en (1.32) es
causal. Se puede observar que para un tiempo fijo (1.32) es sélo una transformacion unitaria,
pe = UpU~1. Por lo tanto, esta intervencion es reversible, basta aplicar la transformacion de
similaridad inversa. Mientras que la intervencién del primer tipo es por lo general? irrever-
sible. Existen algunos otros casos especiales en los que las mediciones son reversibles [Peres,

1974].

1.3.1. Decoherencia en las Mediciones

Una vision méas completa de los procesos de medicion fue dada por Asher Peres [Peres, 1986|
y por Wojciech Zurek |Zurek, 1991| asociando la mediciéon de un sistema con los posibles
estados que tenga un apuntador o metro que interacciona con el sistema. Para entender este
proceso ellos toman como objeto a medir un sistema de dos estados (o una particula de espin
1/2) |¢) = a|+) + f|—) y ademaés, consideran como detector, aparato, metro o puntero otro
sistema de dos estados, preparado en cierto estado conocido |1g)* = [+)™.

Después de la interaccion entre el sistema objeto y el aparato, el aparato estara en el estado
|+) 4, si el sistema esta en |+) y el aparato estara en el estado |—) ,, si el sistema estd en
|—). Esta evolucion se puede escribir como

(@) + 8N IHa=alH) [ Ha+81=) )4 (1.33)
la cual se puede generar a partir de la evoluciéon temporal del Hamiltoniano
H = g(t)(1 — 0)TI,, (1.34)

donde o, es la matriz de Pauli que actia en el espacio de Hilbert del sistema. Por otro lado,
el proyector I1{, esta definido como II¢, = O 2 = (1) + =) ((+] + (=), es decir,
el proyector de la componente positiva de o, del estado del aparato, y g(t) es una funciéon
suave angosta que da cuenta del tiempo y la intensidad de la interaccion entre el sistema y el
aparato, y satisface [ g(t)dt = wh/2. Por tanto, la evolucion temporal del sistema se calcula
con el operdor

U= JTHOWN _ 1 (1 — g )4, (1.35)

4yon Neumann muestra que la entropia para este proceso siempre aumenta, a menos que ¢y, ¢, ... sean

autoestados de p, es decir, p = p’ [von Neumann, 1932b]



1.3 Revisién de Literatura 17

el cual reproduce el resultado de la ecuacion (1.33).

Esta evolucion es reversible, basta con aplicar el inverso (o adjunto) del operador evolucion
temporal y se encuentra el estado inicial.

A partir del estado final se pueden encontrar los valores esperados tanto de la primera como
de la segunda componente de espin °,

(02) = {0u07) = = (oy0) = af" + "B (1.36)
(o) = (axazf} = — (@af} =i(af” — a*p). (1.37)

Aunque este sistema en conjunto después de la interaccion brinda informacién completa sobre
el estado inicial, éste no representa el proceso de mediciéon macroscopico en el cual para cada
ensamble se tienen diferentes entornos y por lo tanto produce una pérdida de informacion que
tiene como consecuencia la irreversibilidad del proceso. Segiin Peres, la maxima informaciéon
que se puede obtener después del proceso viene dada por el estado mezclado

p=lal |+) (+H @ [+) I+ 18P =) (= @ =) (=1 (1.38)

De igual forma que en (1.33) se tiene que cuando el sistema esté en |+), el aparato esta
[+
de obtener un estado final de la forma (1.38), es decir, sin los términos por fuera de la

y de la misma forma con el estado |—). Asimismo, Zurek menciona la misma necesidad

diagonal, mostrando que las propabilidades que acompanan cada uno de los términos son
probabilidades clasicas y resuelven el problema de ambibalencia [Peres, 2002] por medio de la
decoherencia. Pero a diferencia de la evolucion (1.33), los unicos valores esperados distintos
de cero son

(02) = (o) = laf* — |8 (1.39)

(0.00) =1. (1.40)

Estas valores corresponden a las cantidades calculadas usualmente por la teoria cuantica
para el estado a|+) + B |—). Después de la mediciéon no hubo “colapso", pero si se borro
informacion, como los valores esperados de o, y o, es decir, las fases relativas entre o y f.
Como consecuencia de la inseparabilidad del aparato con el ambiente, se logra un proceso
irreversible, un factor importante para la medicion.

°En este trabajo no se tiene en cuenta el factor /2, el cual da unidades de momento angular al espin y
hace que se cumplan algunas otras propiedades [Fock, 1978], puesto que no tiene mucha relevancia en la
disucién sobre la medicién
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1.3.2. Primeras Nociones de Medicién Conjunta de Observables
Incompatibles

En cuanto a la medicion simultanea de observables no conmutantes, Arthurs y Kelly plan-
tearon en 1964 una forma de hacer esta medicion acoplando dos sistemas unidimensionales,
como metros, al sistema a medir . Los sistemas que ellos consideran son meramente cuanticos
y los metros son las variables de posicion de dos punteros independientes. El Hamiltonaniano
de interaccién que proponen es

donde ¢ y p son la posicién y el momento del sistema a medir; mientras, P, y P, son los
momentos de los respectivos apuntadores y K es la intesidad del acople. La constante de
acople K es considerada grande con respecto a otras escalas de energia, en otras palabras,
los demas tipos de interacciéon pueden ser ignorados. Los estados iniciales de los metros son
las Gaussianas

M(z) oc e~/ (1.42)
N(y) oc e, (1.43)

donde x y y son las posiciones de los metros y b es un parametro que llaman “balance”. Con
estas condiciones iniciales y el Hamiltoniano propuesto logran obtener los valores esperados
de g y p por medio de los valores esperados de x y y después de la medicién. Ademas, en-
cuentran los posibles estados del sistema, posteriores a la medicion (interaccion). Por tltimo,
computan las desviaciones estandar de cada uno de los observables para las mediciones con-
juntas. Lo anterior es posible s6lo para ciertos valores de intensidad de acoplamiento entre
el sistema y los metros.

Esta primera propuesta de mediciones conjuntas muestra una forma de encontrar los valores
esperados de ciertos observables de un sistema acoplando éste con dos metros independientes.

1.3.3. Medicién Simultanea con Reservorios Independientes

En 2017 Perarnau-Llobet plantea un sistema de mediciéon de dos componentes ortogonales
de espin [Perarnau-Llobet y Nieuwenhuizen, 2017|, acoplando el sistema de espin 1/2 a dos
imanes. En este caso, los aparatos de mediciéon son los iménes; que a su vez, se acoplan a
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reservorios o banos térmicos de manera independiente. Su trabajo es basado en un proyec-
to anterior propuesto por Allardyan y Nieuwenhuizen [Allahverdyan et al., 2013|, quienes
acoplan un iman a un espin para medir una de sus componentes, teniendo como posibles
lecturas del aparato los estados ferromagnéticos del iméan. Estos posibles estados estables
después de la interaccion con el espin se obtienen al usar el modelo de Curie-Weiss para un

acople de un nimero muy grande de espines. El Hamiltoniano libre de los imanes es
2 4
Hy = JQNm7 - J4Nm7, (1.44)

donde m es el operador de magnetizacion y N el ntimero total de espines. Los estados estables
se obtienen para los valores de magnetizacion +mp, para los cuales las energias libres tienen
minimos globales, aunque estos casos se obtienen para valores especificos de temperatura
1/6 y de las constantes Jo y Jy. La magnetizacion caracteriza las transiciones de fase del
iman. Por tanto, esta variable dindmica se asocia al observable del metro o apuntador.

El Hamiltoniano de interacciéon entre el sistema y los dos imanes es
Hsynr = —Ngs. @m® Iy — N'g's, @ Iy @ m/, (1.45)

onde N, N’ es el ntimero de espines que posee cada imén, g, ¢’ son las respectivas constantes
donde N, N’ es el ni de espines que p da iman, g, ¢’ 1 pecti tant
de acople y m, m’ son las magnetizaciones de los imanes M y M’, definidas como m =
<> .0z . El estado completo (S+M-+ para un tiempo posterior a la medicién es

LS ol Bl estad leto (S+M+M’ t] terior a la medicic

Dsnnr(tr) = pir [Tat) (T4t @ By @ Ry +po— [T42) (T4 [ @ Ry @ R}y
TP [Top) Pt [ @Ry @ Ry +p_ [T-) ([ @ Ry ® R, (1.46)

donde Ry y Ry son los estados de los imanes correspondientes a =mp y |T) son autovectores
del vector de Pauli u*) - o, esto es

/ / 1
(ug“ )Sz + Uiﬁ )Sx) H\ee’> = 5 |Tee’>
con €, = =+ y el vector unitario u definido como
(ee') _ (EIN/glu 07 ENg)
V(Ng)?+ (N'g)2

Los términos de la expresion (1.46) corresponden a cada uno de los posibles resultados

de la medicion, representados en los posibles estados de los imanes, multiplicados con las
respectivas probabilidades de obtener cada uno de estos resultados. Explicitamente, estas
probabilidades son

Dot — }1(1 b A (5.(0)) + €N (5:(0))). (1.47)
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La ecuacion (1.47) muestra que a partir de las probabilidades de cada posible resultado se
pueden obtener los valores esperados de la primera y tercera componente de espin. Luego
este sistema no permite hacer una reconstruccion completa del estado inicial del sistema
de espin 1/2, puesto que no se tiene el valor esperado de la segunda componente de espin,
necesaria para hacer la estimacion del estado, inlcusive para estados puros.

Perarnau-Llobet también muestra de forma explicita los operadores de medicion y los ele-
mentos del POVM para su sistema en términos de proyectores de los vectores |[Tee).

Cabe resaltar que en nuestro trabajo no se tuvo en cuenta el articulo de Perarnau-Llobet,
puesto que esta disertacion comenzé a hacerse desde el 2015 y el articulo fue publicado a
mediados del 2017.



2. Modelo de Mediciéon de la Tercera

Componente de Espin

“I often say that when you can measure what you are
speaking about, and express it in numbers, you know

something about it;... ”
Jhon Thompson (Lord Kelvin)

Para estudiar la teoria de la mediciéon no se puede pensar tinicamente en el sistema que se
quiere medir (el cual se notara con la letra S). A su vez, es necesario considerar un aparato
de medida (notado con la letra A) que interaccione con el sistema a medir y describir el
estado de S a partir de alguna propiedad o variable del aparato A [von Neumann, 1932b].
La medida debe ser instantanea en el sentido que el tiempo de interacciéon debe ser corto,
comparado con la evolucion propia del sistema. Las propiedades del sistema que evidencian
la medida usualemente son las coordenadas de un apuntador, este apuntador o aparato debe
ser macroscopico con el fin que el experimentador le haga una adecuada lectura e interprete
el resultado de la medicion.

Ahora bien, se quiere medir la tercera componente de espin, para una particula de espin
1/2. Para medir este observable, el sistema se acopla a un sistema auxiliar (el aparato A).
El aparato de medida se considera una particula de espin 1/2 (o un sistema de dos niveles)
acoplado fuertemente al sistema S durante un intervalo muy corto de tiempo, segin las
caracteristicas mencionadas anteriormente. El aparato debe ser macroscopico y, para nuestro
modelo, debe estar en contacto con un reservorio que causa decoherencia, con el fin de dejar
un registro indeleble y objetivo. Atender a las causas de la mediciéon permite describir este
proceso por medio de un sélo parametro, lo cual es posible gracias a la aproximacion de
interaccién impulsiva.

En la primera seccién, se propone un modelo de interaccién microscopico que permite es-
timar una componente de espin y se encuentra la evolucion del sistema completo (S+A).
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En la segunda seccion, se plantea el mismo modelo cuando el sistema S se encuentra en un
estado inicial mezclado con el fin de mostrar que es posible una generalizacién en cuanto al
estado inicial. Posteriormente, se muestra como se encuentran los operadores semidefinidos
positivos de medicion (POVM) para el modelo propuesto en cada uno de los posibles resul-
tados y finalmente se muestra que estos procesos generalmente corresponden a mediciones
borrosas (unsharp measurements) y a mediciones nitidas (sharp measurements) para casos
particulares.

2.1. Dinadmica del sistema de medicion (Estado Inicial
Puro)

En la figura 2.1 se observa un esquema del modelo de medicion.

Reservorio

7

Sistema Aparato

Figura 2.1.: Esquema del modelo de medicioén, el cual consta de un sistema S y un aparato
de medicion A. El aparato A esta en contacto con el reservorio R

Publicaciones anteriores muestran la utilidad de usar el sistema auxiliar como un sistema de
dos niveles [Aquino y Mehmani, 2007, Zurek, 1991]. Para definir el modelo completamente
es necesario definir la interaccion, en el trabajo de Asher Peres [Peres, 1986] se muestra un
operador Hamiltoniano que ilustra una posible forma de interaccion para dos sistemas de
espin 1/2.

Usando el modelo de Peres se plantea un Hamiltoniano de interaccion de la forma

H(t) = g @ T4 = g(t) |[+5+4) (+54+4], (2.1)
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donde IT, = |+) (4] es el proyector asociado al autovector |+) de o, con autovalor +1. Los
superindices S y A designan el sistema y el aparato, respectivamente. La funcion g(t) refleja la
intensidad y el tiempo de interaccion entre el sistema y el aparato de medida. Esta funciéon
es diferente de cero sblo en un intervalo muy pequeno de tiempo (tiempo de interaccion
entre S y A). Asimismo, esta funcion predomina frente a cualquier otra interaccion (ya sea
decoherencia o la acciéon de otro sistema cuéantico) durante el intervalo de interaccion.

En el experimento se desconoce el estado inicial del sistema y, por simplicidad, se asume puro,
de manera explicita |¢%) = o |[+) + 3 |—), es decir, en principio o y 3 son desconocidos. En
cuanto al aparato, se tiene control sobre su estado inicial, luego se puede preparar en estados
muy especificos. Por conveniencia, el estado inicial del aparato es [1)4) = \% (1+)+1=)) =
|+71), en otras palabras, el autovector de o, asociado al autovalor +1.

Ademas, se tiene un manejo a voluntad de la interaccion, lo que permite encenderla o apagarla
en un instante de tiempo adecuado. Por esta razon, inicialmente el estado global (sistema +
aparato) es separable, puesto que los dos sistemas (S y A) no han interaccionado.

A causa de la necesidad de decoherencia en el modelo, con el objetivo dejar un registro
macroscopico de los resultados de la medicién, se plantea una ecuacién maestra para obtener
la evolucion de la matriz densidad del sistema global. En este modelo la evolucion del sistema
y el aparato se calcula a partir de la ecuaciéon

dp

%zﬁp:—%[H,p]—7[(1S®0f),0(1—5®0§:4)_P]7 (2:2)

donde L corresponde al operador Liouvilliano, H es el operador Hamiltoniano dado por (2.1)
y 7 es la constante asociada al reservorio que brinda informacion sobre el acople entre el
reservorio y el aparato, conocida como tasa de decoherencia (o relajacion). Esta igualdad
muestra que el reservorio esta acoplado con el sistema auxiliar mediante el observable de espin
en su primera componente 0. Para los propositos de la medicion sélo es necesaria la pérdida
de coherencia (la pérdida de energia o la termalizacion no son imprescindibles [Berrédo et al.,
1998]). Este Liouvilliano surge de manera fenomenologica a partir de la ecuacion de Lindblad,
deducida en el capitulo 1 a partir de la interaccion de un sistema con el entorno [Heinz-
Peter Breuer, 2002|, cuyo efecto es hacer que los términos de la matriz densidad global
(S+A) por fuera de la diagonal, en la base en donde o es diagonal, se hagan muy pequefios
para largos tiempos.

Para hallar la evolucion de la matriz densidad por medio de la ecuacion diferencial (2.2) se
realizan los siguientes pasos: primero, se considera tnicamanete la evolucion Hamiltoniana
en el intervalo de tiempo [0, T]; y posteriormente, se hace el proceso de decoherencia teniendo
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en cuenta solo el segundo término del miembro derecho de (2.2), es decir, el disipador. De
otro modo, inicialmente se considera la parte asociada a la ecuacion de von Neumann y para
t > T se tiene en cuenta solamente el término dependiente de la tasa de decoherencia. La
anterior aproximacion es valida gracias a que g(t) es diferente de cero solo para el intervalo
de tiempo muy pequeno [0,7] y es mucho méas grande que cualquier otra escala de energia
(incluyendo la disipasion debida al reservorio). Asimismo, este intervalo de tiempo es mucho
menor que el inverso de la tasa de decoherencia T' < 1/7.

La evolucion Hamiltoniana se obtiene mediante el operador unitario U(T,0). El estado para
cualquier tiempo es

[¥(T)) = U(T,0) [¢(t = 0)) (2.3)

y para estados mezclados la evolucion se calcula con la relacion de similaridad
p(T) = U(D)p(O)U(T)', (2.4)

donde U(T)" denota el traspuesto conjugado del operador U(T), el cual satisface U(T)" =
U~ Debido a que el operador evolucién temporal satisface la ecuacion de Schrodinger, éste se
puede escribir como U(T) = e 5T donde h es la constante de Planck, para Hamiltonianos
independientes del tiempo. Mientras que, para Hamiltonianos dependientes del tiempo el
operador

U(T) = e%i foT H(t/)dt,’ (25)
siendo valida esta relaciéon cuando los Hamiltonianos conmutan en diferentes tiempos, o sea,

[H(t1), H(t2)] =0, con t; y ty en el intervalo [0, 7.

Para este modelo se define § = % fOT g(t)dt como un parametro de acople adimensional
que brinda informaciéon acerca de la intensidad de interaccién. Reemplazando el operador
Hamiltoniano (2.1) en la relacion (2.5), se obtiene el operador unitario de evolucién temporal

Ut =T) = e 2N (2.6)

donde @ es el parametro que generaliza el modelo propuesto por Peres en 1986. En el modelo
de Asher Peres, 6 = .

Después de esta corta intervencion se encuentra que el estado conjunto (S+A) es

[t =T)) = U(t

T)[(0) =U(t =T) (Iv*) ® [+1))

i A 1 A
(e Pal+) + B|-)) ® [+ )+ 5 (el + 8= @ =Y. (2.7)

Sl
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O, de manera més abreviada,
(Wt =T)) = |s4) [+4) +|s-) =), (2.8)

donde ls,) = 5 (%) +81-)) ¥ s) = & (al+)+ §1-)). Bl estado [u(t = T) es,
generalmente, entrelazado. Para verificar la previa afirmacion es necesario el uso de una
medida de entrelazamiento y mostrar que ésta toma valores mayores a cero. Una medida de
entrelazamiento es la concurrencia, la cual para un sistema de dos qubits en un estado puro
se reduce a [Wootters, 1998|

Cw) = [wl)] (29)

donde [¢) = o, |[1*) v |1*) es el complejo conjugado de 1), cuando este estado es expresado
en una base fija tal como {|+),|—)} y 0, expresado en la misma base es la matriz

Para el estado (2.8) la concurrencia es

C(t = T)) = \/2[aPIBR(1 - cosb). (2.10)

Este resultado muestra que se obtiene un estado separable cuando «, 8 0 1—cos 6 son cero. El
caso en que 1 —cos 6 = 0 satisface ciertas propiedades sobre la medicién y el estado posterior
a la interaccion las cuales se estudiaran posteriormente. Por otro lado, sin tener en cuenta
el estado inicial del sistema S, los estados més entrelazados se obtienen para 6 = (2n — 1)7
(con n € I). Para estos valores de la constante de acople se encuentra que las mediciones son
proyectivas. La anterior proposicion se estudiard mas adelante con rigurosidad.

Como se mencioné inicialmente, el aparato esta en contacto con un reservorio, el cual cau-
sa decoherencia. La decoherencia ayuda a escribir los posibles resultados de la mediciéon en
términos de probabilidades cldsicas [Zurek, 1991]. A consecuencia de la brevedad de la in-
teraccion entre el sistema y el aparato (' << 7p = 1/7), la relacion (2.2) se aproxima, para
t > T, ala ecuacion maestra

dp
dt

donde p(t =T) = |(t =T)) (¢(t = T)| es la matriz densidad obtenida después de la inter-
accion Hamiltoniana. La solucion a la ecuacion diferencial (2.11) es

v[(IP @) pt=T)I°®0)) —p(t="T)], (2.11)

A

p(t) = eI p(t = T)
= ¢ (cosh(v8)p(T) + sinh(vt) (I © o)p(T)(I @ o)),
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el simbolo e denota que en esta posicion se opera la matriz densidad, por ejemplo, (Ae B)p =
ApB. Para tiempos muy grandes, en comparacion con 1/, el estado conjunto sistema S y
aparato A es

Poe = % (I+(I®od)e(I®a))p(T). (2.12)

Para calcular de una manera mas sencilla la solucion, se hace el cambio de base de los estados
del aparato en (2.7) a la base en la cual o2 es diagonal, esto es

Wt =T)) = U ltho) = |dy) |+5) + d-) =3, (2.13)
donde 1
|dy) = 7 (Is+) +1s+))
y

1
d-) = E (Is+) —Is4)) -

Finalmente, se reemplaza el estado (2.13) en (2.12) encontrando que
poo = ldi) (di| @ |+2) (42| + |ds) (e[ @ [+7) (+21, (2.14)

en donde se han perdido las coherencias en la base de los autovectores de o2, Este resultado
muestra que el aparato puede estar en dos posibles estados, o lecturas, [+2) y |-2). Cuando
el aparato se encuentra en el primero, el sistema esta en el estado |d,) y cuando el aparato
se encuentra en el estado |—,), el sistema se encuentra en |d_) (cabe aclarar que tanto los
estados |d;) y |d_) como los estados |s;) y |s_) no estan normalizados). Cuando el sistema
completo queda en el estado py, si la particula de espin 1/2 denominada aparato de medida
A atraviesa un experimento Stern-Gerlach, cuyo gradiente de campo magnético va dirgido
en la direccion X, la particula tiene las probabilidades P, = (d,|dy) de dirigirse al sentido
positivo y P_ = (d_|d_) de moverse hacia el sentido negativo. A su vez, se sabe con certeza
que si la particula auxiliar se dirigie en sentido positivo, el estado del sistema S se encuentra
en el estado |dy) y ocurre de la misma manera si se dirgie en sentido negativo.

Para medir el entrelazamiento en el estado (2.14), de nuevo, se usa la concurrencia para
estados de dos qubits. Wootters define la concurrencia como

C(p) = méX{O, )\1 — )\2 — )\3 — )\4}, (215)

donde \; son los autovalores de R = ,/,/pp,/p ordenados de mayor a menor, p = (0, ®
oy)p (0, ®0y,) y p* es el complejo conjugado de p. Para el estado (2.14) los autovalores de la

matriz R correspondiente son \/]a|2|5|2 sin” 2, \/|a|2\6|2 sin® £, 0y 0. Luego la concurrencia

para el estado conjunto (S+A) para grandes tiempos es cero. Este hecho muestra que el



2.1 Dinamica del sistema de medicion (Estado Inicial Puro) 27

estado no presenta entrelazamiento, esto es, el sistema y el aparato pierden entrelazamiento
durante el proceso de pérdida de coherencia.

Las probabilidades de obtener cada uno de los posibles resultados se encuentran al normalizar
cada uno de los estados, es decir, Py = (d,|d;) y P- = (d_|d_). Calculando las probabilidas
a partir de (2.7) se encuentra que

Py == (14 |af cosd + | ) (2.16)

DO | —

P - % (1— Jaf*cosd — |5]?). (2.17)

El caso particular en el que § = 7 produce el estado p., posterior a la medicién
A A
poo = |af? [+5) (+51 @ | o) (=al® + B2 [=°) (=] @ |+a) (o] *. (2.18)

En este caso, la probabilidad de encontrar al aparato en el estado |[+4) es P, = |3|? y la de
obtener |—4) es P_ = |a]? asociados a los autoestados |—°) y |[+°) del observable 0. Este
resultado muestra el paso a una mezcla estadistica del estado del sistema en alguno de los
autoestados del observable a medir, en este caso, la tercera componente de espin; este tipo
de medida es la usualmente mencionada en los textos de teoria cuéntica [Heisenberg, 1927].

Una vez encontrado el estado después de la medicién se procede a estimar el valor espe-
rado de o,; para esto se postula que (o,) es una combinacion lineal de las probabilidades
correspondientes a obtener cada uno de los resultados posibles, es decir,

<O'Z> = Clp+ -+ CQP,, (219)

donde P, y P_ estan dados por (2.16) y (2.17), respectivamente. Se calcula el valor esperado
de o, con el estado (2.12) de la siguiente manera

(02) = Tr((o: @ I)poc] = laf* — B[, (2.20)

este resultado es el mismo encontrado de forma habitual en mecanica cuéntica, esto es,
(0,) = (Y| 0, |1). Para encontrar los coeficientes ¢; y ¢y en (2.19) se usa el valor hallado en
(2.20) y las probabilidades calculadas por medio de (2.16) y (2.17). Los coeficientes son

o =—1 (2.21)

B 3+ cosf

=" 2.22
1—cosét ( )
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Figura 2.2.: Coeficiente de la probabilidad de obtener |+%) en el aparato en funcion del
parametro de acople 6

Mientras que el valor del primer coeficiente es independiente de 6, el segundo toma valores
entre 1 e infinito. También se observa que, a partir de los valores de probabilidad (2.16) y
(2.17), no se pueden obtener los valores esperados de otras componentes de espin de la misma
manera, puesto que (o,) y (0,) dependen de af* y su conjugado. El comportamiento de este
coeficiente y su relacion con los diferentes tipos de medicion se muestran en la gréafica 2.2, se
exhalta que la medicion es proyectiva cuando ¢ = 7. De hecho, para cualquier § = (2n — 1)7
(con n € II) puesto que la funcion ¢y = ¢5(#) tiene periodo 27 como se muestra en la figura
2.2. Para estos valores del parametro de acople, los estados |d;) y |d_) toman la forma de
los autovectores 3 |—) y a|+7), respectivamente. Esto es, los posibles estados finales del
sistema-objeto son los autoestados del observable asociado a la tercera componente de espin

o9, como ocurre en los postulados de la mecanica cuéntica.

Este modelo no permite estimar (o,) para ciertos valores del pardmetro de acople 6, esto se
debe a las divergencias presentadas por ¢y para valores 6 = 2nm, donde n es cualquier niimero
entero. En este caso los estados finales se expresan como |dy) = o |+°) + B|=°) = [v§) v
|d_) = 0. Luego el aparato solo tiene una posible lectura , |[+7), para cualquiera que sea
el estado inicial |15), lo cual harfa que en cada experimento se obtenga siempre el mismo
resultado, impidiendo asi estimar alguna variable dinamica del sistema.
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2.2. Dinamica del sistema de mediciéon (Estado Inicial
Mezclado)

En la seccién anterior, se consider6 todo el proceso a partir de un estado inicial puro desco-
nocido. De este modo, se restringe a estados del sistema en la frontera de la esfera de Bloch.
Ahora, en esta seccion, se realiza el mismo procedimiento pero para un estado inicial mezcla-
do genérico y el estado inicial del aparato, de nuevo, se va a considerar como un autovector
de o,, esto es,

po = 8 @ |42 (+4], (2.23)

donde la matriz densidad inicial del sistema pj se expresa en la forma
Py = Pt [+7) (514 oo [H5) (=51 4 i |=5) (5] 4 - |=5) (1. (2.24)

o en forma abreviada

=3 oyl G, (2.25)
=+~
donde p, +p__ =1y py_ = p- . Tanto el operador evolucion temporal como el operador
Liouvilliano seran los mismos de la seccion anterior (2.1) y (2.2). El estado después de la
interaccion Hamiltoniana es

Ppre = U (Pbg ® |+;:4> <+;4|) UT

1 A\ -
=3 Z UinUJT ® i) (54, (2.26)

/ij:j:

en donde U, = e ¥+ y U_ = 1.

Debido a que la decoherencia solo acttia sobre el aparato y ademas acttia en el grado de
libertad de o, es mas simple resolver cuando se cambia de base los estados del aparato, es
decir, expresar (2.26) como

1
Pore =75 (Z aéUmgU}) ® |k {21 (2.27)

k.l ij

donde k,l = 4, —. De manera méas compacta se escribe como
1
e = 3 3005 @ k) (1] (229)
k,l

Los valores de p;, son obtenidos a partir del cambio de base de los autovectores de o, a
los de o,. Después del proceso de decoherencia los términos |+,) (—.| v |—2) (+z| tienden a
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cero, para tiempos mucho mas grandes que el inverso de la tasa de decoherencia 1/~. Asi el
estado final es

1
P =5 > ok @ K2 (k. (2:29)
k=%

El estado del sistema completo (S+A) al final de la interaccion es
0 , 0 o .0
pro = | P s 5 |15 (4] pre ™% cos o [45) (=] + el sin g | =) (] +

50
p—— 1= (=TI @ [42) (2] + oy sin® 5 [+5) (#F] @ [=2) (=21, (2.30)

es decir, el estado del sistema cuando el aparato esta en |+,) es un estado mezclado (en
general), mientras que el estado para el resultado del aparato |—,) es un estado puro, cuya
probabilidad sé6lo depende del valor de la primera componente de la matriz densidad inicial
(p+s) v de la intensidad de la interaccion inicial (0). Los dos posibles estados del aparato
son las lecturas admisibles que estiman el estado del sistema.

Las probabilidades de encontrar el resultado + y — son
1 0 1+ cosé

Py = TT[§P§F+] = Py COS” B TP =Pyt 7 +p—— (2.31)
y
P = TT[%P;Z—] = py sin’ g = p++1—Tcos@, (2.32)
estos verifican que Py + P- = 1 y ademads coinciden con los valores (2.16) y (2.17) para
estados puros cuando p, = |a|* y p__ = |B8]*.

2.3. POVM

Puesto que las mediciones generalizadas se expresan en términos de matrices semidefinidas
positivas (POVM), este modelo también se puede reescribir en términos de estos operadores.
Viendo el estado final, se quiere saber si existen matrices que satisfacen la regla de Liiders
[Liiders, 1951], a saber,

pPi = EiPOE;r> (2.33)

donde p; es el estado obtenido posteriormente a la medicién, asociado al resultado i (salvo
la normalizacion). Para normalizar el estado es necesario dividir éste entre la traza de pM;,
donde M; = EZT E;. Las matrices que satisfacen esta relacion, no solo son ttiles para encontrar
el estado ps posterior a la medicién, sino también para encontrar las probabilidades de
encontrar cada posible resultado y caracterizar adecuadamente la medicion realizada.
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2.3.1. Resultado |+,)

En esta subseccion se trata el resultado cuando el aparato queda en el estado |+,) después
de la interaccion. De acuerdo con la seccién anterior se puede mostrar que el estado final del
aparato es simplemente

p:o =iy = (+el UPOTUJr |[+2) - (2.34)

A partir de la ecuacion (2.26) se tiene

1
(el UpoU [+2) = 7 D UipoU] (2.35)
0,J

donde U, = e I+ y U_ = ]. Para encontrar los operadores de Kraus (E,) se hace un
cambio de base de las matrices U, y U_ a la base de las matrices de Pauli y la identidad, o
sea, {I,0,,0,,0,} y se expresa el estado posterior a la medicion pi 4+ como un producto de
matrices

(+o| UpoUT |[4+2) = > db,0upoos = 5T po ()", (2.36)

ab

donde df, = }inj: 1 UigWy; el superindice + indica la matriz F* corresponde al resultado
|+2) ¥ uiq son las componentes de las matrices U; en la base de las matrices de Pauli. Ahora
se diagonaliza la matriz F* y el resultado se expresa como

(2l UpoU' |4,) = GSApo(35)'. (2.37)

Hallando los autovalores de F*, se observa que sélo uno es diferente de cero: A3 = % (0052 g + 1),
lo que implica que (2.37) se puede escribir como

(+o| UpoU' [42) = (v/ 2385 po (/2355 (2.38)

donde S’ es la matriz que solo tiene al autovector ¥ en la tltima componente. Por tanto,
para obtener el efecto M, basta con calcular el autovector asociado al autovalor s, ¥° y se
escribe como

3
B =) o (2.39)
=0

El resultado final asociado al operador de la regla de Liiders (matriz de Kraus) es
. 0 %
1COS 3 0 cos; O
E, = 2 — 1 2 . 2.40
- ( 0 —sin%—i—icosg) Z( 0 e’g> (240)
y el elemento del POVM asociado al resultado + es
2

]
<m:ﬂ@26ﬁ23. (2.41)
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2.3.2. Resultado |—,)

Para encontrar el operador de valor positivo que produce el estado posterior a la medicién del
resultado |—,), es decir, la matriz densidad que acompana el proyector |—,) (—,| en (2.14)
se precede de manera anédloga al camino tomado en la seccién anterior, o sea, es expresa el
estado como

pc:o = pi— = <_CC| UpOTUT |_x> : (242)

Se hace el cambio de base a la base de las matrices de Pauli y se encuentra la matriz D~.
De nuevo, s6lo un autovalor de D~ es diferente de cero, lo que conlleva a que

(| UpoU" [ =) = (/255 )puly/ 35 351, (2.43)

donde S’ es la matriz que solo tiene al autovector 13 en la tltima componente y demés
elementos de la matriz cuadrada son cero. El operador de Kraus se escribe como

3
E_ = \/AT; > o (2.44)
=0

Finalmente se obiene que

E = (Smg O) : (2.45)

y el respectivo efecto M _ es

M = (Sng 0) . (2.46)

Los efectos encontrados, los cuales claramente satisfacen M, + M_ = I, no son operadores
de medicion simétricos [Choudhary Sujit y Konrad, 2014]. Esto es, no tienen la forma

Eo = v/po|+) (+]+ V1 =po|=) (-] (2.47)

By = /1 =po|+) (+[ + Vo =) (=] (2.48)

Se les llama simétricos porque el operador E; se obtiene cambiando el coeficiente de |4) (+|
con el coeficiente de |—) (—| de Ep.
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2.4. Maediciones Borrosas (Unsharp Measurements)

La coleccion de operadores de medida (POVM) que acttan en el espacio del sistema a medir
calculados en la seccidon anterior partir de la regla de Liiders también permiten calcular las
probabilidades de obtener cada uno de los posibles resultados de la mediciéon. El célculo
de estas probabilidades se obtiene con la traza de los operadores de medida y el estado
p [Nielsen, 2000]. A partir de los operadores (2.46) y (2.41), se encuentra que

6
P, = Tr[pM.] = psy cos? 3 tr— (2.49)
' 0
P_=Tr[pM_] = py, sin® 2 (2.50)

las cuales coinciden con las soluciones (2.31) y (2.32) encontradas sin usar los operadores de
medicion.

Ademas, estos operadores caracterizan las mediciones de manera precisa como se muestré en
el capitulo 1. A partir de los efectos (2.41) y (2.46), se puede inferir que la medicion es borrosa
(Unsharp measurement), puesto que no todos los elemento del POVM son proyectores y
ademas estos operadores conmutan entre si ([My, M_] = 0).

Las mediciones borrosas tienen caracteristicas muy particulares; una de ellas es la existencia
de un observable no trivial (es decir, el operador no es proporcional a la identidad) que
conmuta con todos los efectos [Konrad, 2003], lo que permite calcular las probabilidades
que estiman el valor esperado del observable en cuestion, y no sélo de éste, sino de cualquier
potencia de este observable. Segiin la proposicion 1, se observa que el observable que conmuta
con todos los efectos es o, y se procede a estimar el valor esperado de esta variable dinamica.

Ahora, se estima el valor esperado de la tercera componente de espin a partir de la demos-
tracion de la proposicion 1. Como consecuencia de la conmutatividad entre los efectos y el
operador asociado a la tercera componente de espin, existe una base comun de autovectores
de estos operadores. Gracias al teorema espectral los efectos M y el observable o, se pueden
escribir como combinaciones lineales de proyectores sobre dichos autovectores, esto es,

M=) ayi) (il (2.51)

i=t,—

0y = ZA i) il = [+) (+H = =) (=1, (2.52)
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es decir, Ay =1y A_ = —1. Los valores esperados de los elementos del POVM, o en otras
palabras las probabilidades de obtener de cada resultado, son

(M) = ay; (L), (2.53)

i

donde IT; = |4) (i| y (IL;) = (il p |2).

Se escribe la ecuacion (2.53) matricialmente

(6= (et o) () -

y se invierte la matriz para obtener los valores esperados de los proyectores 11, y II_,

(0N e (g Z) (). e

Si se tiene en cuenta que Py = (My) = Tr[Myip] y que de la ecuacion (2.52) se tiene
(0.) = >, \i (I;), se halla el valor esperado de o,

(02) = (Il}) — (I1-)
3 + cos QP

=P — P
++1—cos€

Este resultado coincide con los resultados encontrados en (2.21) y (2.22), lo cual muestra
que los dos procedimientos diferentes permiten obtener la misma estimacion de (o).

En el caso en el que § = (2n — 1)m, para n entero, estas mediciones se convierten en medidas
nitidas (sharp measurements), puesto que los efectos M; toman la forma de proyectores
(M; = M? = M]). Explicitamente,

0 0
_ _ 7‘{2
M <o 1) *

M_ = L0 = M?.
00

Para estos valores del pardmetro de acople las medidas también son proyectivas, esto en
razén a que los operadores de Kraus FE; también son proyectores, se observa que E; =
— |=5) (9|, mientras que E_ = |—°) (—°|. Aunque el primer operador de Kraus E, parece
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no ser idempotente, se puede abolir la fase global (—1) sin alterar los principales resultados
de las mediciones generalizadas (la regla de Liiders y las probabilidades de los posibles
resultados). De hecho, cualquier fase global e’ mantiene inalteradas estas relaciones. Salvo
esta fase, se puede considerar £y = E7.

Este ultimo hecho verifica la definicién asociada intutitivamente a la reduccion de la funcion
de onda en uno de los autoestados del observable a medir. A causa de la regla de Liiders, el
estado p§ se proyecta en alguno de los subespacios generado por cada uno de los autovec-
tores de o7 después de la medicion. Ademés, ya se habia mostrado en secciones anteriores
que los estados |d,) y |d_) pertencen a los subespacios generados por |—°) y por |+%), res-
pectivamente. Para estos mismos valores del parametro de acople también se mostré que el
entrelazamiento en el estado posterior a la evolucion unitaria |¢(t = T')) es maximo.






3. Modelo para Medicién Simultanea
con Dos Aparatos

“... but when you cannot measure it, when you cannot
express it in numbers, your knowledge is of a meagre and
unsatisfactory kind; it may be the beginning of know-
ledge, but you have scarcely, in your thoughts, advanced
to the stage of science, whatever the matter may be.”
Jhon Thompson (Lord Kelvin)

El capitulo anterior mostré6 un modelo microscopico efectivo para medir la tercera compo-
nente de espin por medio de un sistema auxiliar (aparato) que interacciona con el sistema a
medir. El apéndice A muestra que cambiando la interaccién con el aparato se puede medir
la primera componente y que de hecho, se puede generalizar para cualquier componente de
espin individualmente. Estos sucesos permiten inferir que se podrian medir dos componentes
de espin simultaneamente usando dos sistemas auxiliares, cada uno midiendo, en ausencia
del otro, una componente ortogonal de espin. Asimismo, en los sistemas del capitulo 2 se
usa un reservorio que produce pérdida de coherencia en el estado del aparato. Esto con el
objetivo de tener un registro macroscopico de los resultados o lecturas del aparato. Esta ge-
neralizacion permite medir simultaneamente tres componentes linealemente independientes
de espin, es decir, posibilitan, en la mayoria de los casos, la estimacion del estado cuéntico
del sistema de dos niveles. La dinamica modelada de manera simplificada permite una des-
cripciéon completa a partir de dos parametros. Una exploracion sistemética del espacio de
parametros de acople hace posible detallar la influencia de un aparato sobre el otro.

La primera seccion de este capitulo muestra una generalizacion al modelo usado en el capitulo
anterior, tanto en el Hamiltoniano como en la ecuacién maestra en donde cada uno de los
sistemas auxiliares (en ausencia del otro) mide una componente perpendicular de espin. En
la segunda seccién se muestra que la dindmica de la primera seccidon corresponde a una
medida generalizada, luego se encuentran los operadores de Kraus y los elementos de la
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POVM de una forma méas abreviada a la usada en el capitulo 2. En la siguiente secciéon se
muestra como es posible la estimacion de los parametros de Stokes, también conocidos como
las componentes del vector de Bloch, a partir de las probabilidades de encontrar cada posible
resultado o lectura de los sistemas auxiliares. Posteriormente se observa como cada aparato
es afectado por el otro, gracias a la interaccion mutua con el sistema a medir y ademés, se
hace una interpretacion fisica y geométrica a los resultados obtenidos en la secciéon anterior.
Consecuentemente, se observan los casos en el espacio de pardmetros de acople en los cuales
no se pueden estimar todas las componentes de espin, y se estudian cuales componentes se
podrian estimar en estos casos. Posteriormente, se caracterizan los tipos de mediciéon en el
espacio de los parametros relacionados con las situaciones en los cuales no se puede estimar
completamente el vector de Bloch. Ademas, se observa si es posible hacer la estimacion del
vector de Bloch en el caso en que los dos parametros de acople son pequenos, es decir, con
mediciones débiles. En tltimo lugar, se esclarece qué ocurre en el caso en que dos mediciones
simultéaneas se hagan cuédndo individualmente son mediciones proyectivas.

3.1. Dindmica del Sistema de Medicién

El modelo propuesto consta de un sistema a medir, dos aparatos de medida (A y B), cada
uno en contacto con un reservorio independiente como se observa en la figura 3.1. El sistema,
al igual que los aparatos, se considera un sistema de dos estados (o niveles) o una particula
de espin 1/2.

La interaccion Hamiltoniana es similar a la propuesta en (2.1),
H(t) = g(t) (A 1) (+1° @ |4) (+1 @ 1% + 2 42) (17 @ T4 @ |4+ (+7)
= g(t) (Ml @ II! @ 1P + \pllf, ® I* @ 1Y) , (3.1)

donde se observa independencia entre las constantes de acople adimensionales asociadas
a la interaccion del sistema con cada aparato Ay y Ag. En este caso, el segundo aparato,
superindice B, esta relacionado con la medicién de la primera componente de espin, mientras
que el aparato A esté asociado, como se vio en la seccion anterior, con la tercera componente.
El superindice S esté asociado al sistema que se va a medir, mietras los superindices A y
B corresponden a los metros A y B. El estado inicial del sistema se asume puro y genérico
[95) = a|+) + B]=). Por otro lado, el estado inicial de los aparatos, por conveniencia, es
el autovector de o, asociado al autovalor positivo. La evolucion Hamiltoniana se calcula por

medio del Operador
—1 S A B_; S A B
U(t)=¢e BAIT QUL —i0 11T, @1 oI (3.2)
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Reservorio

Sistema .
Reservorio

Aparato

Figura 3.1.: Esquema del modelo de medicién con dos aparatos de medida que interaccionan
simultaneamente con el sistema a medir, y a su vez, éstos estan dentro de
reservorios independientes.

donde se definen 64 = 24 [ g(t)dt y 05 = 2E [ g(t)dt. Gracias a la definicién del Hamilto-
niano (3.1), este operador conmuta consigo mismo para tiempos diferentes ([H (t1), H(t2)] =
0, t, # t5), luego es posible usar la relacion U(t) = ¢ # Jo H(t)d para encontrar (3.2). La rela-
cion (3.2) necesitaria un operador ordenamiento temporal si la interaccion relativa cambiara
para diferentes tiempos (ga(t) # gp(t)). Después de la interaccion Hamiltoniana el sistema
completo (S+A+B) queda en el estado entrelazado

Ut =7)) = U5) ® [+2)" @ |+)” (3.3)
= 5 S U 45 (3.4
ij==+

donde los operadores U;; son

Uy, = ¢ #aU%+02)/2-i6p(I%+07) /2

1 /0
— e_i(0A+6'B)/2 COSl 92 —|— 02 _[S — iSln 5 9124 _I_ 92B (0 US + 9 US)
\/ Va4t Up A¥z TUBY) |
2 V03 + 0%

_—i0a(IS+05)/2 _ _—if TS
U_=e A )2 — ¢ Ally

U_, = e 08U H0D/2 — o=08/2 (co5(05 /2) 1% — isin(0p/2)07)

yU__ =15,

Como se mencion6 anteriormente, cada aparato esta en contacto con reservorios que causan
decoherencia. El operador Liouvilliano que representa la evolucion temporal de este proceso
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es
dp 1

= = 7 [H pl +7a(02poy = p) + vs(07 ol = p), (3.5)

donde v4 y vp son las respectivas tasas de decoherencia de los reservorios. Suponiendo que
el tiempo de interaccién entre el sistema a medir y los aparatos es mucho més pequeno
que el tiempo de disipacion, en otras palabras, 7 < 1/7v4, 1/7vp, la ecuacion (3.5) se puede
aproximar a

dp

= ®alofpol = p) +yp(0rpo) = p). (3.6)

Al solucionar la ecuacion (3.6) se encuentra el estado del sistema conjunto (S+A-+B) para
cualquier tiempo posterior a la interaccion unitaria (¢t > 7),

p(t) — e*(’YAJr’YB)te'YAUf'“fte’YBUf'Uftp(T)’ (3.7)

donde p(1) = |¥(t = 7)) (¥(t = 7)| se calcula a partir de la ecuacion (3.4) y la notacion
e muestra que en esta posicion de la expansién debe ir el operador que se encuentra a la
derecha, es decir, (A e B)p = ApB. Escrito de otra manera,

p(t) = e~ atye)t [cosh(ypt) cosh(yat) + cosh(yat) sinh(ypt)ol e o
cosh(vpt) sinh(yat)o, o2 + sinh(yat) sinh(yst)os ol e o] p(7). (3.8)

Cuando el tiempo tiende a infinito, algunos términos decaen exponencialmente, asociados a
las coherencias en la base de autovectores de 02! y 02 en los estados de los aparatos, es decir,

pt > o00)==(1+clecl +0lect +olol eclal) p(r). (3.9)

|

Para escribir el resultado mas claramente se cambia de base el estado posterior a la interac-
cion Hamiltoniana (3.4), a saber,

0 ( ZUw 5) > kMDY (k12 1i457)

1]:|: kl==+

=25 Z kL 1i457) Ui 165) kL)

kl=+ z]:i:

=" |du) [EXE), (3.10)

kl==+

donde los estados del sistema sin normalizar |dy;) son

) = 5 3 (2Z10457) Uy 15). (3.11)

ij=+
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Cuando se reemplaza el estado (3.10) en (3.9), se encuentra el estado del sistema completo
(S+A+B) después del proceso de decoherencia

poo = D ldu) (dia| @ [K21Z) (k217 (3.12)
kl=-+

El estado anterior muestra la mezcla estdistica entre los posibles resultados o lecturas de los
aparatos A y B, estos son [+2+75), |+24=8), |=245) y |-2-5) asociados a los respectivos
estados del sistema |d;;), con 4, j = . La correlacion entre el sistema-objeto y los aparatos
es clasica. Las probabilidades de obtener cada posible resultado de la medicién son py; =
(di|dgr). Al igual que en el sistema tratado en el capitulo 2, para tiempos mayores al tiempo
de decoherencia, cada uno de los metros puede ser enviado por un aparato Stern-Gerlach
con gradiente en direccion x y la probabilidad de que tomen el sentido k y 1 respectivamente
es pri, con k,l = £. Adicionalmente, dependiendo del sentido que tome cada apuntador, el
estado del sistema S estara determinado completamente y corresponderé al estado |d;).

3.2. POVM

Otra manera de encontrar los operadores de Kraus es a partir de los estados finales del
sistema

dia) = (% PORCAHIAS Uz‘j) [68) = Bu [05) (3.13)
ij=+

Los productos internos (k,|i) toman tnicamente los valores 1/v/2 y —1/4/2, en el caso
(ko|+) = 1/v/2 y (ky]—) = k/v/2. Expandiendo la sumacién sobre los indices i y j, se
tiene que

1
Ekl = Z(U+++ZU+7 +kU7++klU,,) (314)

Los elementos de la POVM se encuentran con los operadores de Kraus y sus conjugadas
traspuestas M, = E,ilEkl. Estos se reducen a

1
My = 1 [Ul.iji,j UL U+ RULU  + kUf U, (3.15)
ij

Si se tiene en cuenta que los operadores U;; son unitarios, se obtienen los efectos
1
My, = 71[ + kA4 1B+ kIC, (3.16)

donde 1
_ T o
A= 5 2. Ui
ij
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1
— t
B~ — Eij UlUi-

1
_ T
C=16 Z UL Ui ;.
ij
Las probabilidades de obtener cada uno de los cuatro posibles resultados son
i = Tr(Bups B = Tr[Mypg), (3.17)

donde pj es el estado inicial del sistema, sin importar si es puro o mezclado. En el caso del
estado puro que se trataba en la seccion anterior p5 = |15) (V5.

3.3. Estimacidén del estado

Cualquier estado de un sistema de dos niveles se puede escribir en términos de las compo-
nentes del vector de Bloch, esto es,

3
1 o1
po=5I+55)=5 5u0u (3.18)

pu=0

donde las componentes del vector § = (s1, 2, 53) son los pardmetros de Stokes, sy = 1, las
componentes del vector ¢ = (0,,0,,0,) son las matrices de Pauli [Blume-Kohout, 2010] y
oo = 1. Los parametros de Stokes satisfacen |s] < 1, donde la igualdad se satisface cuando el
estado py es puro. La representacion en la esfera de Bloch con estos parametros se observa
en la figura 3.2. Los polos de la esfera corresponden a los autoestados de la matriz de Pauli
asociada al respectivo eje.

Las probabilidades de adquirir cada posible lectura del aparato, obtenidas a partir de los
operadores de Kraus, en términos de las componentes ortogonales de espin son

3
+ ) (auk + byl + ¢ukl) s, (3.19)

pu=0

A

Pkl =

donde los coeficientes a,,, b, y ¢, estan dados por

1

CL“ = éTT[AJH]a
1

b, = =Tr[Bo,]

2
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|7y>

=)

Figura 3.2.: Representacion en la esfera de Bloch del estado inicial pj.

1
cy = §TT[CO'M].

Las expresiones explicitas de estos coeficientes dependientes de 04 y 0 se muestran en el
apéndice B. La relacion (3.19) escrita en forma matricial

D++ %‘FCLQ‘l‘bO—FCo a1+b1—|—61 a2+b2+02 &3+bg+03 1

P+— | _ i*’ao—bo—co ar—br — ¢ az — by — ¢z az — bz —c3 S1

p—+| |i-atbo—co —ar+bi—c1 —azt+br—c2 —az+by—cs So

p__ %—ag—bo‘i‘Cg —a1 — b+ —as —by+co —as3—bs+c3 S3
(3.20)

o en una forma mas abreviada

7 =T§5, (3.21)

donde p'= (p14,p+—, -1, p—_) v §= (1,51, 52,53)T. La estimacion de las componentes del
vector de Bloch se obtiene como

§="T"'p, (3.22)

donde T~! es la inversa de la matriz T. Generalmente, el determinante de la matriz T es
diferente de cero, salvo en algunas curvas (04()\),05(\)) en donde la matriz es singular.
Luego en la mayoria de los casos la matriz tiene inversa. La ecuacion (3.22) permite hacer
la estimacion de los valores esperados de las tres componentes de espin, a partir de las
probabilidades de obtener [+2+5), |+2-5) |—245) y |—-4_5B) en los aparatos A y B. La
primera linea de la igualdad (3.22) muestra que Zij: L+ Dij = 1, el resto de las ecuaciones
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pueden ser escritas como

$p=——= Y (Cpldag — k) + Cpa(4bo — 1) + Cps(4co — kl)) i (3.23)

donde A es el determinante de la matriz D,

ay bl C1
Do by ). (3:24)
as by c3
y Cpr son los cofactores de la misma matriz. Se debe remarcar que det T = —4A. La ecuacién

(3.23) muestra que haciendo mediciones sobre los aparatos, es decir, a partir de las lecturas
de los aparatos se puede reconstruir completamente el estado inicial de la particula de espin
1/2, esto en virtud de que p;; se puede obtener como el ntmero de veces que los apuntadores
toman las direcciones ¢ y j (IV;;), respectivamente, en un aparato Stern-Gerlach dividido
entre el namero total de ejecuciones del experimento (N), cuando el nimero de mediciones
tiende a infinito. Ademas, esta combinacion lineal se da de manera tinica, debido a la unicidad
de la inversa de la matriz T.

=)

Figura 3.3.: Reconstruccion del estado cuantico a partir de la medicion de las tres compo-
nentes de espin
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En el capitulo 2 se muestra como obtener s6lo uno de los parametros de Stokes. En este capi-
tulo, se muestra que se pueden obtener los tres pardmetros acoplando un aparato adicional.
El proceso de la recontruccion del estado cuantico se muestra en la figura 3.3. Cuando se
estima una componente de espin, el estado se encuentra en algin punto de la region dada
por esta mediciéon, cuando se obtiene una segunda componente ortogonal, se reduce a un
segmento dado por la interseccion entre los dos circulos en planos ortogonales y finalmen-
te, cuando se mide una componente ortogonal a las dos anteriores, se reduce a un punto.
Cuando el estado que se quiere conocer es puro, se podria pensar que basta con estimar dos
componentes del vector de Bloch para reconstruir el estado cuantico, pero el estado no esta
completamente determinado puesto que el signo de la tercera componente ortogonal no se
podria encontrar. Esta es una de las diferencias méas notables con otros trabajos que acoplan
sistemas auxiliares [Perarnau-Llobet y Nieuwenhuizen, 2017|, en los cuales sélo pueden me-
dir dos componentes del vector de Bloch, sin poder realizar la reconstrucciéon completa del
sistema.

3.4. Interpretacién Fisica

Existen muchas formas de ver explicitamente como cada aparato perturba al otro. Una de
ellas es observar que mide cada aparato sin tener en cuenta la informaciéon adquirida por el
otro durante el proceso de mediciéon. Para describir la informacion obtenida por cada aparato
separadamente basta definir los nuevos elementos de la medicion POVM:

M = My + M;_ (3.25)

MP =M+ M_, (3.26)

donde My, con k,l = =+, son los efectos encontrados en la relacion (3.16). En el caso del apa-
rato A se muestra que los operadores M# pierden la informacién que suministraba el metro
B y de una forma analoga con los elementos MP. Es claro que los elementos satisfacen las
relaciones de completitud >, M@ = Iy >, MP = I, luego por separado forman conjuntos
POVM ({M{} y {MPB}). A partir de la ecuacion (3.16) los operadores toman la forma

1
M = 1 +2kA (3.27)

MP = _I+28B, (3.28)



46 Modelo para Mediciéon Simultanea con Dos Aparatos

donde A = Z# a,0,, B = z” b,o, v los coeficientes a, y b, (1 = 0,1,2,3) estan escritos
explicitamente en el apéndice B.

Para mostrar como afecta la presencia del aparato B en el aparato A se compara la compo-
nente que estima un solo aparato que interacciona con el sistema con el observable que mide
el aparato A. Como se mostro en el capitulo 2, el acople del sistema con un sélo aparato
permite medir inicamente el observable k - o. Mientras que el aparato A permite medir el
observable a - o, donde las componentes de a estan escritas explicitamente en el apéndice
B y corresponde a la primera columna de la matriz D. Para mostrar que la componente que
se puede estimar estd dirigida en la direccion a se encuentran las probabilidades de obtener
|+2) v |—=2) en el aparato A,

1
pi = TrlpM{] = o1

(I+s-0) (%I—i—?kZa#a#)]

1
p = 5 + 2kag + s - a, (3.29)

con k = . En términos de los operadores de medicién semidefinidos positivos se observa la
diferencia entre los conjuntos de operadores { M } del capitulo 2 y el conjunto { M}, con k =
+ de la relacion (3.27). El vector a toma casi cualquier direccion escogiendo adecuadamente
los parametros de acople 64 y 0p, luego es claro que se puede estimar casi que cualquier
componente de espin con la informacién del metro A. Por otro lado, sin importar el valor de
la constante de acople 6 de un solo aparato, s6lo es posible medir una componente de espin

(02).

Lo mismo ocurre cuando se compara lo que se puede medir teniendo en cuenta solo el
aparato B . El tratamiento con un solo aparato que mide la primera componente de espin es
mostrado en el anexo A. Mientras que en presencia de los dos aparatos, pero solo teniendo
la informacion del metro B, se puede estimar una componete de espin en la direccion del
vector gg = b, con solo un aparato se puede medir unicamente la primera componente de
espin (o).

Estos resultados dan interpretacion fisica a los términos de la ecuacion (3.23) que permite
hacer la estimacion de las tres componentes de espin. La primera y segunda columna de
la matriz D (a y b) corresponden a los respectivos vectores que dan las direcciones de las
componenentes que miden el aparato A y el aparato B por separado. Pero todavia hace
falta informacion que estaria representada por la tercera columna de la matriz D y por el
coeficiente del término £l en los elementos de la POVM (3.16).
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3.4.1. Coincidencias

En la secciéon anterior se mostré cual es la componente del vector de Bloch que se puede
estimar tomando tnicamente la informacién de cada aparato por separado. Pero se tiene
que incluso si se toma la informacion de los dos aparatos por separado no se tiene la misma
informaciéon que con los cuatro operadores My;. Una forma de probar esto es viendo la
transformacion lineal entre los conjuntos de operadores a partir de las relaciones (3.25) y
(3.26), esto es,

M 1 10 0\ (M,

MAL {001 1| M- (3.30)
MB]l |1 01 0| |My '
M5 010 1) \M_

La matriz de transformacion no es invertible, por tanto no es posible pasar de las matrices
M y MP a las matrices My,. Por otro lado, se mostré que con la informacion del aparato
A se puede estimar una componente en la direccién del vector a y con el aparato B, en
direccion b (cuyas componentes estan dadas en el apéndice B). Luego a lo sumo se pueden
medir 2 componentes de espin (a-o y b- o).

La informaciéon que hace falta se puede observar en la forma de los operadores My, de la
ecuacion (3.16),

1
My = 71+ kA+1B + KO,

y de los operadores M y MP de las relaciones (3.27) y (3.28), respectivamente. Es claro
que hace falta la informacion del vector ¢ el cual proviene del operador C' = > . CuOp, este
operador surge cuando se suman los operadores asociados a las coincidencias, es decir,

ME =M+ M, (3.31)
donde m = 4, o explicitamente, el operador asociado a las coincidencias
M =M, +M__

y a las anticoincidencias
M =M, +M_,.

En términos de la matriz C

1
M€ = 51 +2mC. (3.32)

Mientras los aparatos A y B miden por separado los observables a-o y b-o, respecitvamente;
las coincidencias miden el observable ¢ - o.
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Figura 3.4.: Vectores que determinan las componentes de espin que se pueden medir. a - o
asociado al observable que mide el aparato A, b- o asociado al observable que
mide el aparato B y ¢ - o el observable que se mide gracias a las coincidencias
de los conteos de los dos aparatos

Geométricamente la informacion de las componentes que se pueden medir esta representada
por los tres vectores a, b y ¢, los cuales ya fueron interpretados fisicamente en el proce-
so de la mediciéon, a causa de la modelacion microscopico del proceso de medicion. Estos
vectores corresponden a las columnas de la matriz D, la cuédl describe completamente las
componentes de espin que se pueden medir (ecuacion (3.23)). Luego es claro que si los tres
vectores son linealmente independientes, se puede hacer la estimaciéon completa del estado
del sistema cuantico. La grafica 3.4 muestra una posible configuracion de los tres vectores,
ademés se muestra el paralelepipedo que éstos forman. Ademés, el determinante de la matriz
D corresponde al volumen del paralelepipedo, luego si le volumen del sélido es cero, entonces
no es posible estimar completamente el estado del sistema (medicion informacionalmente
incompleta). Pero esto no quiere decir que no se puede estimar ninguna componente, puesto
que mientras haya un vector linealmente independiente, es posible medir una componente
de espin.
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3.5. Casos Singulares

Anteriormente se mostré como estimar el estado de un sistema de dos niveles. Aunque se
podria pensar que se pueden lograr la estimacién para valores arbitrarios de 64 y 5. La
ecuacion (3.19) muestra que existen valores de 4 y 0 en los cuales A se anula haciendo que
los parametros s, no se puedan estimar. Esto hace pensar que no se puede estimar ninguna
componente asociada a alguna direccion de espin para esos valores. Un contraejemplo para
la anterior afirmacion es tomar #g = 0, en el cual A = 0. Sin embargo, este caso se ve
detalladamente en el capitulo 2, donde se observa que se puede medir la componente k-o.

La informacién sobre los parametros que se pueden estimar esta contenida en la matriz T.
Una posible manera de saber cuantos son los pardmetros que se pueden estimar es usando
el rango de esta matriz, y para saber cuales son, se hace con los vectores ortogonales a los
vectores base del espacio nulidad.

-47T 27T

Figura 3.5.: Numero de componentes de espin que se pueden estimar a partir del rango de
la matriz T para las curvas en las cuales A =0

El determinante de D se puede expresar como A = f5f& = fS(f2f + f5 f5') donde las
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funciones f° y f# son, respectivamente, simétricas y antisimétricas bajo la permutacioén de
0 AY 0 B-

Mas explicitamente, se tiene f§ = —sin® (%) sin® (%) sinc (%) /2048, donde sinc(z) =

sin(z)/z y 0c = /0% + 0%. Las funciones antisimétricas son

[ = —(0% + 040 — 0%)sin 04 + (0% — 0405 + 0%)sin(04 — Op) + (—0% + 0405 + 0%) sinfp

y fit = 4sin (GA_GB ) Las dos funciones simétricas son

2
ff = sinc (970) /2,

5 = cos %C (05 sin (%) cos (%) + 0.4 cos (%) sin (%)) .

Es fécil ver que el determinante A es antisimétrico ante la reflexion con respecto a la recta
0, = 0 y simétrico bajo la reflexiéon con respecto a la recta 04 = —0p.

La grafica 3.5 muestra las curvas sobre las cuales el rango de la matriz es menor a 4, es
decir, donde la matriz es singular. La simetrias del determinante hacen que sea suficiente
estudiar el cuadrante sombreado en la grafica 3.5. Para cualquier valor de 84 y 65 el rango
de la matriz es mayor o igual a 1, esto se debe a que la primera componente del vector § es
uno. En los puntos rojos que forman una red el rango de la matriz T es 1, esto significa que
no se puede estimar ninguna componente de espin. En el caso en que g = 0, es decir, la
recta horizontal correspondiente al eje 64, se mostro en el capitulo 2 que no se puede estimar
ninguna componente para los valores de 6,4 = 2nm con n entero. Debido a que uno de los
dos operadores de Kraus toma el valor de la matriz nula haciendo que sélo haya un posible
resultado para el metro. Luego, se sabe con certeza que el aparato siempre va a tener la
misma lectura, esto es, P =1y P_ = 0. El caso de g = 0 es completamente analogo.

En los puntos de la red representados por el color rojo en la figura 3.5, 04 = 2mrm y g = 27n
(m y n enteros), el operador unitario U, = U_, = U__ = I. Esto se observa claramente
cuando se expresan los operadores unitarios como

U, =e 0alls — [ 4 (e74 — )11, (3.33)

U, =e e = [ 4 (75 — 1)1, (3.34)
Por consiguiente, los operadores de Kraus son
1

Ekl:4

Uy + (k+1+ KD, (3.35)
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y los correspondientes efectos toma la forma

My — % (@4 (k14 KD+ (kL4 k) (U + UL (3.36)

Sin embargo, U, + Ujr + es proporcional a la identidad, por tanto todos los operadores
de medida son proporcionales a la identidad. Como consecuencia, las probabilidades py =
Tr[Myp] son independientes del estado inicial |1§). La dependencia del estado inicial es
necesaria para la estimacion de los pardmetros, como lo muestra la ecuacion (3.19), o como
se mostré en el capitulo 2 era necesario que p; = p;(Jal?), con i = 4, para estimar s,. A
continuacién se muestran cuales son las componentes de espin que se pueden estimar en las
otras curvas de la grafica 3.5.

Aunque las componentes del vector se pueden calcular con la nulidad de la matriz T, el
procedimiento se hace tedioso y poco claro. Una forma mas evidente de hallar las operadores
que se pueden medir es a partir de la descomposicion de los elementos del POVM My, en la
base de las matrices de Pauli, esto es,

My =epl +qu - o. (3.37)
Se observa que las probabilidades py; = Tr[My;p] de obtener cada posible resultado son

Pri = €kt + Qi - S, (3.38)

donde s corresponde al vector de Bloch cuando se escribe la matriz densidad como p =
%(I +8:0) Y G = qr/qr es un vector unitario. Las componentes de espin que se pueden
estimar son aquellas direcciones pertenecientes al espacio generado por los vectores qy;. Los
vectores qy; pueden ser todos el vector cero, haciendo imposible la estimacion de alguna de
las componentes de espin. Aunque el espacio generado también puede ser R?, lo cual significa
que se pueden estimar tres componentes de espin en direcciones linealmente independientes,
y asu vez es posible la estimacion completa del estado de la particula. La ligadura ) ", g = 0
surge de la relacién de completitud ), My = 1.

En el caso de los puntos de la red (mostrados de color rojo en la grafica 3.5), los vectores gy
son todos cero, puesto que cada elemento del conjunto POVM es proporcional a la identidad.
Luego no se puede medir ninguna componente de espin de la particula. A continuaciéon se
muestran los casos de las curvas analiticas en las que el determinante es cero y se estudian
las componentes del vector de Bloch que se pueden estimar.



52 Modelo para Mediciéon Simultanea con Dos Aparatos

Rectas Horizontales (0 = 27n, n € 1)

En el caso de las rectas horizontales que se muestran en el grafica 3.5 de color negro, los
vectores qy; de la expansion en la base de las matrices de Pauli son

k(1+l)sin%‘ . (1 > | 2
qu = T ((—1) — sin (5 (2mn)? + QA) ,0,

1 0 1
3 < (27n)2 4 6% sin 7A + (—1)"f4 sin (5 (27n)? + 6%))) ,
(3.39)
esto es, los vectores g _; son cero y los dos vectores gy 41 son linealmente dependientes.

Los anteriores resultados muestran que es posible medir s6lo una componente de espin en la
direccién del vector G +1.

En el caso de n = 0 se verifica que la componente que se puede estimar esta en la direccion
(0,0,1), en concordancia con los resultados del capitulo 2. Cabe notar que la componente
del vector de Bloch que se puede estimar siempre esta en el plano XZ para cualquier valor
del parametro 6 4.

Rectas Verticales (04 = 2mn, n € 1)

Los vectores que acompanan al vector de Pauli en la ecuacion (3.37) para este caso son

(14 k)sin % (
qr =

1 Op 1
— 2mn)2 4 0% sin — + (—1)"0 sin(— 27Tn2+92>),
o (5 (Ve s ghin S  apgsin (/-

0, (—1)”“%” sin (% (2mn)? + 9%)) (3.40)

Ocurre un caso muy parecido a las rectas horizontales, en donde sblo se puede estimar una
componente del vector de Bloch. Las componentes en cualquier otra direcciéon sobre el plano
ortogonal asociado a este vector g, ; no pueden ser estimadas. De la misma manera, para
n = 0 se puede estimar la componente (1,0, 0) correspondiente a la componente de espin s,.
Al igual que en el caso anterior la componente que se puede estimar no se sale del plano XZ.
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Circunferencia de Radio 27n, n € Z*

Para este caso los vectores toman una forma extensa y poco esclarecida,

1./(2nm)? — 9124>

2

sin (04 — 24/(2nm)2 — 62
+ ki (0~ )

sin (%A) sin (%“‘) ’

— 2kl sin (% (0,4 —1/(2nm)? — 93)) ,
(l sin (%‘ —/(2nm)? — 9124) + (I 4 2) sin (%‘))
&
sin (% (2nm)? — 9%)

Aunque los cuatro vectores son linealmente independientes, los vectores estan sobre el mismo

sin(
gu = | (=1)"2k — (k4 2)I

+ (=12 | . (3.41)

plano. Esto implica que s6lo se pueden estimar dos componentes del vector de Bloch sobre
el plano que forman los vectores qy;. La figura 3.6 esquematiza el comportamiento de los
cuatro vectores Gy;.

Figura 3.6.: Configuracion de los vectores Gi; para el conjunto de parametros que satisfacen
en una cicunferencia de radio 27

La grafica 3.7 muestra los planos en los cuales se pueden estimar las componentes de espin
y su correspondiente vector normal para diferentes puntos sobre la circunferencia de radio
2m. Se observa que para puntos cercanos al eje 64 el vector normal se acerca al eje Z luego el
plano de estimacion se acerca al plano XY. Es interesante notar que cuando 64 tiende a 27
el vector normal tiende a (0,0, 1), pero cuando el limite se hace sobre el eje 5 = 0 so6lo se
puede estimar una componente, la cual esta en la direccion Z. Ademas, para el punto (2, 0)
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Figura 3.7.: Variacion del plano en el cual se pueden estimar las componentes del espin para
una cicunferencia de radio 27
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sobre el plano de parametros, no se puede medir ninguna componente de espin. Ocurre de
una manera similar cuando 65 es cercano a 27 o a —27.

Recta Diagonal 64 = 03

Los cuatro vectores unitarios para el caso de la diagonal son

1 0 0 0 0
qr = Esin (7A> (2/{; Ccos (\/—Aﬁ> —V/2sin (%) cot (7’4) (2Kl +k+1) — 21,

V2sin (%) (1 —k),

—V/2sin (%) cot (%‘) (2kl + k 4 1) — 2k + 2l cos (%)) . (3.42)

donde k,l = +. Los vectores (3.42) son iguales cuando k = [, luego g+ = ¢__ o en

q,, +4q__

Figura 3.8.: Configuracion de los vectores qi; para el conjunto de parametros que satisfacen
04 = 0. Donde se muestra que los cuatro vectores pertenecen al mismo plano

términos de los vectores sin normalizar g, = gq__. Como una consecuencia de > ,, qi = 0,
2q__ +q._ +q_+ = 0y siempre que tres vectores sumen cero, los tres perteneceran al
mismo plano, luego los cuatro vectores caen sobre el mismo plano. La figura 3.8 ilustra més
claramente el porqué solo es posible estimar dos parametros de Stokes sobre un plano. Como
en el caso de la cicunferencia, sélo se pueden estimar dos pardmetros de Stokes en direcciones
sobre el plano formado por los cuatro vectores de la ecuacion (3.42).

La figura 3.9 muestra el plano sobre el cual estan los cuatro vectores (3.42) para algunos
valores del parametro 64 y su respectivo vector normal.
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+—2m

Figura 3.9.: Variacion del plano en el cual se pueden estimar las componentes del espin para
la recta diagonal 04 = 0
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Tabla 3.1.: Sobre cada curva en el espacio de parametros (64, 0p), direcciones en las cuales
el vector de Bloch puede ser estimado, escrito como combinacion lineal de los
vectores de la base.

Curva Vectores Base

O =2mn  ug = Np <2n7r,0, (—1)"- ( e =) "’014)
sinc A

.0
04 =2mn  uy =Ny ((—1)” : 2ein 3 > + 93,0,2n7r)

Circunferencias uc1 = Nea Esm <% (2mn)? — 9,24 0, <_1)n+1 sin (%))

g) — V2 cot <\%) » 1, cot (g +V2esc (%))
) + V2 csc (\%) —1, cot (g) — V2cot <%)>

Diagonal up1 = Np1 (cot (
QZHAZHB IU’DQZNDQ <C0t (g

Los anteriores resultados se pueden condensar en la tabla 3.1. Es necesario aclarar que los vec-
tores ucy y ucs, respectivamente wp; and wpo, no son ortogonales; Ng, Na, Nov, Noo, Np1,
y Npo, son constantes de normalizacién que también dependen de 6, y 0. Asimismo, las
curvas donde solo hay un vector muestran que es posible estimar Gnicamente un parametro.
Mientras que, en las curvas con dos vectores en la base se pueden medir dos componentes en
el espacio generado por los vectores de la base.

Estos resultados pueden ser vistos mas claramente si se tienen en cuenta soélo los tres vectores
a, by cyno los cuatro vectores qy;. Ademas, estos vectores tienen sentido fisico en cuanto al
proceso de interaccion de los sistemas con los aparatos. Luego basta calcular los tres vectores
en cada una de las curvas mencionadas anteriormente para caracterizar completamente el
espacio de pardmetros. Si los tres vectores son linealmente independientes como en la figura
3.4, se puede hacer la estimacion del estado inicial del sistema. Pero si alguno de los vectores
es cero, o dos de los vectores van en la misma direccion, la medicién es informacionalmente
incompleta. La tabla 3.2 muestra explicitamente cada uno de los vectores para las respectivas
curvas en donde A = 0, es decir, el volumen del paralelepipedo es nulo.
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Tabla 3.2.: En cada curva del espacio de parametros (64,6p), vectores de Bloch los cuales
son combinaciones lienales de las bases de vectores que pueden ser estimados.
Los subindices dan informacién acerca de los tipos de curva: recta horizontal
(H), recta vertical (V), circunferencia (C) y recta diagonal (D). Los vectores ap,
bp y cp estan sobre el mismo plano.

Curva Base de Vectores No-ortogonal
Horizontales .
ay =cy = %sm (2n7rs1nc ,0,2(=1)" Sln——i-HAsmc 90)
O0p = 2mn
Verticales
_ _1unfB 913 c (26}
0, — 2mn by =cy = £sin %2 (2(—1)"sin 2 + Oy sinc %¢, 0, 2n7 sinc %)
: : ac  _ be _ 1 _ 0a
Circunferencias | 3575 = Triemags — & ((—1)"sin (%2),0, —sin (%))
Oc = 2mn cc = —% sin (M) ( coS 95‘ sin 95” ,sin ‘QZA sin ‘959 ,sin 95‘ coS 95”)
Diagonal _ 1 0 (1 0 / / / 0 /
6,0 ap = —gsing ﬁcosisme —81n20089 51n§sm9 sin Z +\fcos§sm6’
O =0 by = —%s' ¢ (sm + fcos—sme’ —sin 3 sm9’, fcos fsin@ — sin & cosH’)
_ 1 /
9':\% cp = —g58infsin (¢') (1,0,1)

3.6. Tipos de Medicién

En esta seccion se muestran los tipos de medicidon en el espacio de parametros y se observa
su relacion con las curvas en las cuales A = 0. La gréfica 3.10 muestra los posibles tipos de
medicién, e inclusive los casos donde no se puede obtener informaciéon sobre algtin observable.
De nuevo se ratifica que en los puntos de la red, representados como puntos de color rojo, no es
posible la medicion. Las rectas verticales y horizontales corresponden a mediciones borrosas,
puesto que dos de los elementos M; del POVM se hacen proporcionales a la identidad (ver
(3.39) v (3.40)), lo que implica que los otros dos elementos tienen vectores gy, de la ecuacion
(3.37) v (3.38), opuestos. Lo anterior se debe a que ) . M; = I, luego > ., qu = 0. Las
medidas proyectivas s6lo se encuentran en los casos estuadiados en el capitulo 2 y en el
apéndice A, es decir, 04 =0y g = (2m+1)1 605 =0y 04 = (2n+1)m, con n y m enteros.

Existen puntos aislados de la grafica 3.10 en donde hay medidas borrosas. Los puntos co-
rresponden a la interseccion entre la circunferencia y la forma de “huevo” de la figura 3.5
y también a la intersecciéon entre las circunferencias y la diagonal. En la grafica 3.5 estas
intersecciones se muestran de color negro, lo que implica que s6lo se puede estimar una
componente de espin. En otros términos, s6lo hay un vector linealmente independiente gy,
que dicta la direccion del parametro de Stokes que se puede estimar. Por tanto, todos los
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Figura 3.10.: Tipos de medicién en el espacio de parametros 04 y 0p

elementos del POVM conmutan. La grafica 3.10 muestra que una medicién conjunta hecha
por dos mediciones individuales borrosas deja de ser borrosa, y solo se tienen este tipo de
mediciones para los casos donde sé6lo se puede estimar una componente del vector de Bloch.

Para lograr la estimacion completa fue necesario realizar dos mediciones borrosas (en au-
sencia del otro aparato) simultédneas. Cabe aclarar que la medicion teniendo en cuenta los
dos metros deja de ser borrosa, puesto que efectos My, dados por (3.16) no conmutan. En el
trabajo realizado por Llobet [Perarnau-Llobet y Nieuwenhuizen, 2017], los autores realizan
mediciones proyectivas simultdneas (en el mismo sentido), y ellos so6lo logran estimar dos
componentes ortogonales de espin. Al considerar mediciones borrosas se abre el espectro a
un conjunto mas grande de operadores.

Tendiendo en cuenta el trabajo de Llobet, surge la pregunta ; Redurcirse a medidas proyec-
tivas simultdneas imperidiria hacer la estimacién completa?. En el espacio de parametros y
viendo la grafica 3.10 se encuentra que estas mediciones corresponderian a los puntos en los
cuales los dos parametros de acople son multiplos impares de 7, esto es, 4 = (2n+ )7 y
0p = (2m + 1)m, con m y n numeros enteros. La respuesta a la pregunta es afirmativa y
esto se observa gracias al determinante A = f5 fs', el cual se hace cero porque la funcién
antisimétrica f3' = f2f{* + f5 f3' toma valor nulo. La tltima afirmacion manifiesta que estos
puntos de medicién proyectiva simultanea pertencen a las curvas cerradas de forma extrana
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Figura 3.11.: Puntos en el espacio de parametros de medidas “proyectivas” simultaneas
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de la figura 3.5 identificadas con el color azul y también a la diagonal como se muestra en
la figura 3.11. En consecuencia, solo es posible estimar dos componentes del vector de Bloch
del sistema.

3.7. Mediciones Débiles

En esta seccién se trata el caso de las mediciones débiles, entendidas como las mediciones
cuyo parametro de acople entre el sistema a medir y el metro es pequeno. Esta definiciéon
es mas cercana al significado que le da Konrad [Konrad, 2003|, en lugar del significado que
le dan muchos textos que lo relacionan con los valores débiles, en donde es necesaria la
pos-seleccion para medir cierto observable [Aharonov et al., 1988].

Las mediciones débiles corresponden a pequenos valores en el pardmetro de acople entre el
sistema y el aparato, en este caso, los pardmetros 04 y 0. Para ver la situacién cuando
los dos parametros de acople son pequenos en el mismo orden, se cambia los parametros de
acople 04 y Op por ¢ y r, esto es, coordenadas polares. La matriz T de la ecuacion (3.21)
brinda informacion acerca de las propabilidades p;; en términos de los parametros de acople.
Cuando se expande la matriz en series de potencias en r alrededor de cero a primer orden
se obtiene

+0(r?) = Ty + O(r?).

_— o O O
o O O O
o O O O

o O O

0

Esta aproximacion muestra que la probabilidad p, ., es cercana a 1, luego las demas proba-
bilidades son cercanas a cero. A segundo orden, se obtiene

0 0 0 0
_ 1 cos?(¢) 0 0 cos*(¢)
T~ Ty + §r2 sin?(6)  sin’(6) O 0 +O(r?). (3.43)
—1  —sin*(¢) 0 —cos?(e)

En este orden, dos de las tres componentes de espin pueden ser estimadas (s, y s,) cuando
¢ es diferente de un multiplo de /2, inclusive en la recta diagonal, es decir, ¢ = 7/4. En
este caso, los observables o, y o, son estimados como

8

S, =
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8
Sp = —————P,_ — 1. 3.45
72 sin?(¢) N ( )
La estimacién no puede ser hecha para observables por fuera del plano XZ porque las pro-
babilidades no dependen de s,. Cabe notar que la ligadura Zij pij = 1 se satisface para

cualquier orden. A tercer orden en la expansion

0 0 0 0

_ 1 1 00 cos? (@) sin(¢) 0
T~ Ty + gqﬂTQ + §r3 00 — cos() sin®(6) o |t O(r").  (3.46)

0 0 cos(¢)sin(¢)(sin(¢) — cos(¢)) 0

A pesar de la dependencia de s, en las probabilidades, los tres componentes del vector de
BLoch no pueden ser estimadas porque p__ es atn cero y se necesitan al menos tres proba-
bilidades linealmente independientes. Solo las componentes en las direcciones (0, %L'r sin ¢, 1)
y (1, —%r cos ¢, 0) pueden ser estimadas como

1, 8P
S, + ZT Sin ¢Sy = m —1 (347)
' 8P
. +—
Sg — Z?" sin ¢Sy = m — 1, (348)

la componente en la direccién del vector (%LT cos ¢, 1, —%r sin ¢) no puede ser estimada. A
cuarto orden, la reconstruccién del estado puede ser realizada completamente. En otras
palabras, para estimar el estado inicial del sistema completo con mediciones débiles, es
necesario desarrollar muchos mas ejecuciones del experimento que las necesarias para estimar

las tres componentes del vector de Bloch cuando se toman pardmetros de acople arbitrarios.
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Conclusiones

Acoplar un sistema auxiliar, en contacto con el ambiente, al sistema que se quiere medir
permite estimar cualquier componente de espin ajustando de manera adecuada la interaccion
entre los dos sistemas como se muestra en el capitulo 2 y apéndice A. El estado inicial del
sistema, del cual se tiene control (aparato), debe ser escogido por conveniencia para obtener
informacion sobre el observable. Ademas, las mediciones pueden ser proyectivas o borrosas
obteniendo en cualquiera de las dos el valor esperado del observable.

La generalizacion a dos aparatos de medida, que miden componentes ortogonales de espin,
permite, en la mayoria de los casos, medir las tres componentes de espin simultaneamente.
Como consecuencia se puede hacer estimacion del estado inicial del sistema. La medicién es
también decrita en términos de POVM como una medida generalizada.

En este modelo se muestra como cada aparato afecta al otro, puesto que, efectivamente, el
observable que mide cada aparato es diferente al que mediria en ausencia del otro aparato.
Ademas, la informacién mutua, correspondiente a las coincidencias mide otro observable que,
generalmente, es diferente a los observables que miden los aparatos por separado.

Una interpretacion geométrica de la estimacion es posible, debido a la representacién por
medio de vectores asociados a los observables que se pueden medir. Asimismo, el volumen
del paralelepipedo da cuenta de la posibilidad de medicién de tres componentes linealmente
independientes.

Existe un conjunto infinito de puntos en el espacio de parametros de acople donde no se
puede hacer la estimacion completa, en estos valores de los parametros las mediciones son
informacionalmente incompletas y corresponden a los valores en los cuales el volumen del
paralelepipedo es cero.

Las mediciones débiles permiten medir dos, o incluso, tres componentes de espin bajo la
salvedad de que necesitan un nimero mas grande de corridas del experimento para lograr la
convergencia.

La reduccién a mediciones "proyectivas"simultaneas permite medir solamente dos componen-
tes de espin. El hecho de abordar mediciones "borrosas"simultaneas hace posible la medicién
de las tres componentes de espin.
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Perspectivas

= Con este tipo de modelos, si se cambian aleatoriamente los ingredientes (el Hamilto-
niano de interaccion, el estado incial de los sistemas auxiliares y los grados de libertad
de interaccion con el ambiente) ;Qué probabilidad habria de lograr hacer estimacion
de estado?

= Identificar los aspectos necesarios para lograr la estimacion de un sistema de 3 niveles
o més, es decir, el nimero de sistemas auxiliares o el niimero de niveles de cada sistema
auxiliar.

» Caracterizar adecuadamente el error dependiente del ntimero de corridas del expe-
rimento para analizar cuantitativamente convergencia. Esto es, abordar el tema de
estimacion con rigurosidad.

= Generalizar a casos en los cuales la dinamica unitaria y no-unitaria no es separable para
analizar que sucede con el sistema y las posibles lecturas del aparato. Ya que nuestro
moldelo se hizo la aproximaciéon de interaccion corta entre el sistema y el aparato para
hacer una evolucion separable.



A. Anexo: Modelo de Medicién de la
primera Componente de Espin

Una construccion similar a la mostrada en el capitulo 2 se puede hacer para estimar el valor
esperado de la primera componente de espin para una particula de espin 1/2. En este caso
el acoplamiento con el sistema-objeto es mediante el observable asociado a la componente
x de espin, ésto es, la matriz de Pauli 0,. La evolucién unitaria esta dada por el operador
Hamiltoniano en forma de proyectores

H(t) = g1, @ 117 = g(t) [+5+7) (+5+7] (A1)

donde ¢(t) es la funcion de acople de sistema-objeto con el sistema auxiliar, [T, = |[+,) (+4]
es el proyector asocicado al autovector |4,) de autovalor +1 del operador o, los subindices
S yv B representan a estados u operadores del sistema y del aparato, respectivamente. La
funcion ¢ se hara g(t) = h#d(t), donde € serd una constante de acople adimensional que
brinda informacién a cerca de la intensidad de interaccion, A es la constante de Planck y d(t)
es la funcion delta de Dirac. Todo esto en funciéon de que una medicién ocurre en un muy
pequeno intervalo de tiempo y ademas, la interaccion es mucho mas fuerte que cualquier otra
interaccion (ya sea decoherencia o la accién de otro sistema cuéantico).

El sistema-aparato es una particula de espin 1/2, éste estd sumergido en un reservorio.
Debido a la interaccion sistema auxiliar con el sistema macroscopico se produce un proceso
de decoherencia, y la evolucion del sistma-objeto y sistema-aparato esta dado por la ecuacion
maestra

dp 7

a h[Hap]_’YB(([S®Uf)p(IS®Uf)—p), (A.2)

donde v denota la tasa de decoherencia asociada al bano. El estado inicial global (S+A) es
separable, esto es,

p(0) = p*(0) @ |+7) (+7]. (A.3)
Sin pérdida de generalidad se consdira el estado inicial del sistema-objeto como un estado
puro

p°(0) = [W3) (w5 | = (a[+) + B|=)) (@™ (+] + 57 (=) (A.4)
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El estado completo, despties de que la interaccion entre el sistema-objeto y sistema-aparato
es encendida y apagada, es

p(0%)) = % 8 ® (145) + |-2))

1
==

donde U, = e~i0Y, y U_ = I. Para expresar los resultados de una manera abreviada se
cambia de base el estado del sistema-objeto, a la base de autoestados de la matriz de Pauli
o, esto es,

[¥5) = a|+%) + B1=") = C|+3) +nl|-3),

donde n = i\/iﬁ y ( = 0‘—\;55 El estado completo posterior a la interaccidon entre objeto y
aparato es

[$(0%)) = [s4) [+7) +15-) [=7) (A.5)

donde |s;) = \/LE (e7n|+3) + C1=5)) y [s=) = \/Li (n]+5) + ¢ |-2)). A causa de que el espin
del aparato esta sumergido en un reservorio, el estado pierde coherencia. Esto se refleja en
la evolucion dada por el operador Liouvilliano (A.2). El cual tiene la misma forma que en el
caso en que se media la tercera componente de espin (2.2). La interaccion con el reservorio
funciona como medida fuerte (strong measurement) haciendo que solo los términos de la

diagonal, en la base de autovectores de o,, sean apreciables en tiempos mayores que 1/7p.

Se cambia de base el estado (A.5) a la base de vectores que hacen que o sea diagonal para
la parte asociada a el aparato B. Se encuentra que

6(04) = 1) [+8) + 1) [-2), (A6)
donde oy
0 = By (S5 gy g (A7)
y

=) () (A5)

Luego el estado final para tiempos muy grandes, comparados con el tiempo de decoherencia
p = 1/73, s

poo = |di) (d] @ |[+7) (47| +1d-) (d-| @ [=7) (=], (A.9)
de nuevo, este resultado muestra que hay una mezcla estadistica entre el estado del sistema-
objeto y el sistema-aparato, mas no una correlaciéon cuéntica. Para probar la tltima afirma-
cion se calcula la concurrencia para el estado [¢(01)) y para el estado ps. Los valores de
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concurrencia se obtienen de la ecuacion dada por Wootters (2.9). Los valores obtenidos son

C(19(07))) = v/2[n2I¢[2(1 — cos ) (A.10)

C(pso) = 0, (A.11)

estos valores son los mismos valores obtenidos en el capitulo 1 para el caso de la medicion
de la tercera componente de espin, salvo que se cambian los valores de a 'y 3 por n y (.

Las probabilidades de obtener cada posible resultado son obtenidas a partir de la normali-
zacion de los estados |dy) y |d_). Las correspondientes probabilidades son

0
Py = {dy|dy) = [nl? cos? 5T [n? (A.12)
Y 7
P_ = {d_|d_) = |n|*sin® 7 (A.13)

A partir de estas probabilidades se puede estimar el valor esperado de o, de la siguiente
manera

nl* = I¢1* = af* + "B = (o)
Despejando |n|?> y [¢|? en término de P, y P_ se tiene

2
2 _

u  1—-cosf
Y 1+ 0

9 CoS

=P —————P .

<l t 1 —cosH

Luego

9 9 3+ cost
™ — <] i

Esto es, los coeficientes ¢; y ¢ que multiplican a las probabilidades para estimar (o,) son
los mismos que los obtenidos en el primer capitulo. De hecho, esto se puede observar desde
el calculo de las probabilidades, puesto que son las mismas que en el modelo de mediciéon de
la tercera componente intercambiando a« =y 8 — (.

POVM

En este caso los operadores se van a encontrar por inspeccion, siendo una forma mucho mas
sencilla pero menos metodica. Observemos que

e~ +1
By 6 = |dy) = n (—
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por tanto
e 41
o en forma matricial
1 e—i9+3 e—i@_l
E, = 3 (e’%—l ei%+3> (A.16)
2 2
y .
s 6719 -1
By =1d) =n (S ) 1), (A17)
luego
e 1
E- = ———|+o) (+al - (A.18)
En forma matricial ]
e —-1/11
E_ = ) A.19
) (A10
A partir de los operadores de Kraus se encuentran los operadores de medicion (POVM) o
efectos 0
M,y = ET&—EJr = cos” 5 [+a) (+al + [—2) (=] (A.20)
1 [(cos®’?+1 —sin??
M.=FEF == 2 2 A.21
- H 2(—sin2§ cosQ§+1) ( )
' 0
M_=E'FE_ =sin’ 5 [+e) (4] (A.22)
1 (1 1
M_ = -sin® = A2
231112(1 1), (A.23)
los cuales satisfacen M, + M_ = I. Para este caso las mediciones también son borrosas

(unshap measurements) como consecuencia de la relacion de conmutacion entre los efectos
(M., M_]=0.

Al igual que en en el caso comentado en el capitulo 1, la mediciones son proyectivas para los
valores de § = (2n+1)m, para n entero. Las matrices de Kraus toman la forma F, = |—,) (—,|
y E_ = |+.) (+.]. En razon a que la medicién es proyectiva también es una medicion nitida
(sharp measurement).



B. Anexo: Componentes de la Matriz
D

Las componentes del vector @ encontradas por medio de a, = Tr[Ac,]/2 son

a0(04,05) = 5 cos (Q_A> (COS (%) + eBsm(TZ)Sin(TC> + cos (%2) cos (%C)) :

8 2 ¢

(B sin el
a1(04,05) = ésin (%) (sin (%B) cos (%) — 05 cos( 290) ( 2C)> :

>

0 4 sin (QA) sin (03) sin (GC)

a2(6A7 GB) = — 2 8607 2
y
as(0a,0p) = —%sin (%‘) (QACOS(iz sin(°¢) 1 sin (%;)) ‘

Las componentes del vector b se encuentran teniendo en cuenta que
bo(04,05) = ao(0p,04),

b1(04,0p) = a3(0p,04),
ba(04,0p) = —as(0p,04),
b3(04,08) = a1(0p,04).
Para el dltimo vector, es decir, el coeficiente del término kl se satisface

c3(04,0p) = c1(05,04),

y las componentes de la tercera columna son

co = 3—12 (4cos (%) cos (% + %) + cos(0a — 0p) + cos(04) + cos(0p) + 1) ,
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Anexo: Componentes de la Matriz D

& (8A7 QB) -

0| =

e

Oa
2

)=

i
2

) N (9,4 - 93) _ Opsin (%) sin (%)) B

()

2

0

Oc

B\ . (0a—0p
sin ,
2 2
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