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Resumen

Los modelos jerarquicos Bayesianos son utilizados en la modelacién de datos en diferen-
tes areas en las cuales las estructuras jerarquicas se reflejan a través de efectos aleatorios.
La distribuciéon de probabilidad considerada como eleccién natural para el modelamiento
de los efectos aleatorios es la Normal. Como distribucién a priori para el parametro de es-
cala regularmente se utiliza Gamma-inversa (¢, €) con valores de € muy pequefios y esta
seleccién ha tenido criticas. Algunos autores comentan que se pueden obtener distribuciones
posteriores inestables, lo cual ocasiona que la inferencia no sea robusta. Distribuciones como
half-Cauchy, SBeta2 y Uniforme son consideradas como alternativas por diversos autores
para modelar el parametro de escala. En el presente trabajo de investigacién se examino el
comportamiento de las estimaciones de un modelo jerarquico para el cual se asumié efectos
aleatorios distribuidos t-Student y parametro de escala distribuidos half-Cauchy, SBeta2 y
Uniforme. Se llevé a cabo un estudio de simulacion para evaluar el comportamiento del error
de estimacién de los efectos del modelo. Con base a los resultados obtenidos, y bajo los dife-
rentes escenarios en consideracion, fue posible examinar el encogimiento de los pardametros
a posteriori del modelo y se pudo establecer que en presencia de valores atipicos, esta me-
dida es menor cuando los efectos se modelan con una distribucién ¢ de Student comparados
con los obtenidos cuando se le asocia a los efectos una distribuciéon Normal bajo las misma
distribuciones a priori para el parametro de escala.

Palabras clave: Inferencia Bayesiana, Parametro de escala, Modelos Jerarquicos, Dis-
tribuciéon t de Student.



Abstract

Bayesian hierarchical models are used in data modeling in different areas in which hierarchi-
cal structures are reflected through random effects. The probability distribution considered
as a natural choice for random effects modeling is Normal. As a priori distribution for the
scale parameter Inverse-gamma (¢, €) is regularly used with very small values of € and this
selection has been criticized. Some authors comment that unstable later distributions can
be obtained, which causes the inference not to be robust. Distributions such as half-Cauchy,
SBeta2 and Uniform are considered as alternatives some authors to model the scale parame-
ter. In the present research work we examined the behavior of the estimates of a hierarchical
model for which we assumed random effects distributed Student’s t and scale parameter
distributed half-Cauchy, SBeta2 and Uniform. A simulation study was conducted to eva-
luate the behavior of the estimation error of the effects of the model. Based on the results
obtained, and under the different scenarios under consideration, it was possible to examine
the shrinkage of the parameters a posteriori of the model and it could be established that
in the presence of atypical values, this measure is lower when the effects are modeled with a
Student’s t-distribution compared with those obtained when a Normal distribution is asso-
ciated to the effects under the same a priori distributions for the scale parameter.

Keywords: Bayesian Inference, Scale Parameter, Hierarchical Models, Student’s t-

distribution
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1. Introduccion

Los modelos jerarquicos se utilizan ampliamente para modelar los datos de respuesta ob-
tenidos a partir de disefios de medidas repetidas, estudios longitudinales y experimentos
aleatorios multinivel disenados en cuadrado latino, parcelas divididas, bloques balanceados
o desbalanceados con efectos aleatorios. Estos modelos presentan dos niveles, el nivel supe-
rior (nivel 1) consiste en el modelo de la variable de respuesta, mientras que en el siguiente
nivel (nivel 2) consiste en modelos para los coeficientes aleatorios (efectos aleatorios). Se de-
be tener en cuenta que para las respuestas obtenidas de un diseno de medidas repetidas, un
estudio longitudinal o parcelas divididas, los coeficientes aleatorios explican la heterogenei-
dad entre los sujetos, asi como la correlacién entre las observaciones recopiladas del mismo
sujeto en diferentes momentos, pero para los datos obtenidos de un experimento aleatorio
en el que los grupos se ven como una seleccion aleatoria de una poblacién de grupos, los
efectos aleatorios abarcan efectos especificos del grupo, asi como entre la variacion del grupo
(Demirhan y Kalaylioglu, 2015). En Gelman (2006a) y Browne y Draper (2006) mediante
un ejemplo de prediccion se ilustran las fortalezas y limitaciones cuando se utilizan modelos
jerarquicos.

Desde el enfoque Bayesiano se puede definir un modelo de probabilidad directo para los
parametros de interés, el teorema de Bayes permite combinar el conocimiento acerca del
parametro y la verosimilitud de los datos (Bolstad, 2004). En Zellner (1976) se presentan
diferentes aproximaciones del analisis Bayesiano, entre la cuales encontramos andlisis Baye-
siano objetivo, subjetivo, robusto, Bayesiano-frecuentista y cuasi-Bayesiano. En los trabajos
de Berger y Strawderman (1996) y Berger (2000) se presentan los principales aspectos que
se deben tener en cuenta para realizar la eleccién de la familia de las distribuciones que se
tomaran como distribuciones a priori, la cual incorpora la creencia acerca del parametro de
interés.

En el enfoque Bayesiano de modelos jerarquicos, la estructura jerarquica se amplia para in-
cluir otra etapa en la que se dan distribuciones a priori a los componentes de varianza de los
efectos aleatorios. Generalmente no hay suficiente conocimiento a priori sobre cual podria ser
la varianza del coeficiente aleatorio, y por lo tanto se consideran distribuciones a priori no
informativas dejando que la verosimilitud domine la inferencia sobre las varianzas del nivel
2 en el modelo jerarquico. De todas las distribuciones a priori para modelar componentes
de varianza consideradas en la literatura, la distribucion gamma con pardmetros de forma
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y escala pequenios denotada por Gamma(e, €) ha sido comimente usada como distribucién
a priori para la precisiéon. La precision corresponde al inverso del pardmetro de varianza, lo
cual es equivalente a modelar el parametro de varianza con una distribuciéon Gamma-inversa
(€,€) con € — 0, puesto que es una distribucién conjugada a la distribucién normal. Autores
como Natarajan y McCulloch (1998), Gelman (2006b) y Berger (2006) exponen e ilustran los
principales inconvenientes de utilizarla como distribucién a priori porque pueden dar lugar
a distribuciones posteriori propias pero con valores incorrectos o distribuciones posteriori
impropias.

En la literatura encontramos autores como Lambert, Sutton, Burton, Abrams, y Jones (2005)
los cuales comparan los efectos de 13 configuraciones de distribuciones a priori para com-
ponentes de varianzas en un modelo jerarquico de efectos aleatorios a través de un estudio
de simulacién utilizando WinBUGS. Gelman (2006b), Fuaquene, Pérez, y Pericchi (2014) y
Pérez, Pericchi, y Ramirez (2017) han propuesto nuevas clases de familia de distribuciones
con propicdades mds atractivas con las cuales se logra un mejor desempeno en el andlisis
a posteriori, contribuyendo a corregir los inconvenientes presentados cuando se modela el
parametro de escala con una distribucion Gamma-Inversa. En el enfoque Bayesiano, Da-
niels (1999) estudié6 la distribucién a priori denominada “uniform shrinkage” o encogimiento
uniforme para el parametro de escala en modelos jerarquicos, la cual se puede utilizar en
modelos conjugados asignando una distribucion a priori uniforme al pardmetro de encogi-
miento (shrinkage). La estimacion del pardmetro de encogimiento introduce deliberadamente
sesgos en el modelo para mejorar el rendimiento general, a menudo a costa de estimacio-
nes individuales (Efron y Hastie, 2016). Esta distribucién a priori fue sugerida por primera
vez por Strawderman (1971) y posteriormente generalizada por Christiansen y Morris (1997).

Posteriormente, Gelman (2006b) presenta la familia de distribuciones a priori folded noncen-
tral-t para los parametros de desviacién estdndar en modelos jerarquicos. Ademds, propone
utilizar la distribucién Uniforme en el intervalo (0, A) como distribucién a priori no informa-
tiva, puesto que, para A — oo se tiene una distribucién posterior adecuada y recomienda la
distribucién half-Cauchy la cual estd incluida en la familia folded noncentral-t como distri-
bucién a priori débilmente informativa para la desviacion estandar en el nivel 2 del modelo
jerdrquico. Este autor aconseja no utilizar la distribucién Gamma-inversa (e, €) porque la
inferencia posterior es sensible a la eleccién de €. Los autores Gustafson, Hossain, y Macnab
(2006) sugieren distribuciones a priori “conservadoras” para los componentes de varianza,
las cuales deliberadamente dan mayor peso a valores mas pequenos y resultan apropiadas
para aquellos investigadores escépticos a la presencia de variabilidad en los pardametros del
segundo nivel en modelos jerarquicos, es decir, en los efectos aleatorios, evitando inferir mas
estructura de la que realmente esta presente.

Faquene, Cook, y Pericchi (2009) ilustran el andlisis Bayesiano para datos binomiales de



ensayos clinicos a partir de una alternativa practica y robusta la cual denominan el mode-
lo Cauchy/Binomial en la escala del Log-Odds. En los trabajos de Fréuhwirth-Schnatter y
Wagner (2010), Fréuhwirth-Schnatter y Wagner (2012) utilizan como distribucién a priori
una normal centrada en cero para la raiz cuadrada del pardmetro de escala en un modelo de
espacio de estado. Por medio de un estudio de simulacién y una aplicacién real, muestran que
esta distribucién a priori es menos influenciable en la inferencia posterior cuando la varianza
real del proceso es cercana a cero, comparada con el ajuste cuando se utiliza Gamma-inversa
como distribucién a priori. Autores como Polson y Scott (2012) argumentan que la distri-
bucién half-Cauchy debe utilizarse como a priori en vez de la distribucién Gamma-inversa
para un parametro de escala de nivel superior en los modelos jerarquicos Bayesianos cuando
se requiera una distribucion a priori propia. A su vez, estos autores incorporan la distribu-
cién a priori half-Cauchy en la clase de las distribuciones a priori beta-inversa (p, q) para
el pardmetro de escala tal con valores p = ¢ = 0,5 para y derivan las expresiones para los
momentos posteriores, las densidades marginales y el riesgo clasico de los estimadores de
Bayes que surgen a partir de esta distribucién a priori. Ademads, proporcionan informacién
sobre el uso de esta distribucion a priori en situaciones en las que se espera que los valores
del vector de parametro de interés estén muy dispersos.

Fuaquene et al. (2014) proponen una nueva clase de distribuciones a priori hipergeométricas
de colas pesadas que se dan como la convolucion de una densidad condicional t-Student
para el parametro de localizacién y una distribucién a priori SBeta2 para el cuadrado del
parametro de escala, con la cual obtienen una distribucién marginal para el pardmetro de
localizacién en términos de funciones beta e hiperpardmetros, con resultados analiticos sim-
ples. Sugieren las distribuciones a priori como un analisis objetivo robusto adecuado para
los modelos lineales dinamicos.

Pérez et al. (2017) presentan la distribucién SBeta2 como una familia flexible y manejable
para modelar los parametros de escala. Esta familia de distribuciones puede obtenerse en
forma cerrada como una mezcla de distribuciéon Gamma. La familia SBeta2 unifica y gene-
raliza diferentes propuestas en la literatura Bayesiana y tiene numerosas ventajas tedricas y
practicas.

Sin embargo en la mayoria de las investigaciones anteriores asumen como distribucién para
los efectos aleatorios una distribucion normal como eleccién natural, por lo cual, en el pre-
sente trabajo se examinara, via simulacion, el comportamiento del error en la estimacion de
los efectos aleatorios a nivel de grupo cuando se utiliza una distribucién ¢ de Student para los
efectos aleatorios y diferentes alternativas para la distribucion a priori asociada al parametro
de escala como la half-Cauchy, SBeta2 y Uniforme en un modelo jerarquico Normal.

Este documento se encuentra organizado asi: en el capitulo 2 estdn los principales aspectos
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teodricos asociados a los modelos jerarquicos Bayesianos, distribuciones a priori para los com-
ponentes de varianza en un modelo jerarquico y propuestas para los grados de libertad en
la distribucion ¢-Student. En el capitulo 3 se presenta un extenso estudio de simulacién en
el que examinamos y comparamos en cada escenario en consideracién la sensibilidad de la
estimacion del error global e individual para los estimadores posteriores asociado a los efectos
aleatorios. Ademads, se realiza el chequeo de la convergencia de las cadenas asociadas a las
distribuciones posteriori. En el capitulo 4 se presenta una aplicacién de datos. Finalmente,
en el capitulo 5 se presentan las principales conclusiones.



2. Marco Teorico

A continuacion se presentan algunos conceptos importantes para el desarrollo de este trabajo
relacionados con modelos jerarquicos lineales y las principales distribuciones a priori para el
modelamiento del parametro de escala.

2.1. Modelos jerarquicos

Los modelos jerarquicos pueden ser usados para una variedad de metas inferenciales inclu-
yendo inferencia causal, prediccion y modelado descriptivo. Los modelos jerarquicos también
son conocidos en la literatura bajo una gran variedad de nombres como modelos multinivel
(Goldstein, 1986, 1987), modelos de coeficientes aleatorios (Longford, 1995), o como mo-
delos de efectos mixto (Laird y Ware, 1982). La aplicacién de estos modelos se puede dar
en areas, tales como: educacién, biologia, psicologia, medicina, entre otras (Goldstein, 1987,
1995; Raudenbush y Bryk, 2002). Los modelos multinivel también se denominan jerarquicos,
por dos razones diferentes: primero, por la estructura de los datos y segundo, por el modelo
mismo, que tiene su propia jerarquia. Para ilustrar lo anteriormente expuesto, consideremos
la siguiente situacién: se requiere investigar las relaciones existentes entre alumnos y el grupo
de clase al cual pertenece en una institucion educativa. De acuerdo con el contexto se tiene
que un alumno interactia con el grupo de clase al cual pertenece. Asi, los alumnos y los
grupos de clase son definidos en niveles separados de la estructura jerarquica. De manera
mas general, consideramos que un modelo jerdrquico es una regresion (un modelo lineal o
un modelo lineal generalizado) en el que los pardmetros (los coeficientes de regresion) reci-
ben un modelo de probabilidad. Este modelo de segundo nivel tiene pardametros propios, los
hiperparametros del modelo, que también se estiman a partir de los datos. Las dos partes
clave de un modelo jerdrquico son coeficientes variables y un modelo para esos coeficien-
tes variables (que pueden incluir predictores a nivel de grupo). La regresién clésica a veces
puede acomodar coeficientes variables utilizando variables indicadoras. La caracteristica que
distingue los modelos jerarquicos de la regresion clasica estd en el modelado de la variacion
entre grupos (Gelman y Hill, 2006).

2.1.1. Modelo lineal jerarquico

Los modelos lineales jerarquicos constituyen una clase general de modelos que permiten
modelar situaciones en las cuales se tiene datos que presentan una estructura jerarquica.
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Asi, en el andlisis de datos que presenten estructuras jerarquicas, las técnicas estadisticas
empleadas deben tomar en cuenta la estructura de tal manera que permitan simultdneamente
examinar cada uno de los niveles de la estructura jerarquica, el cual puede ser representando
a partir de un submodelo propio.

Modelo jerarquico normal

En Gelman (2006b); Gelman et al. (2013) presentan un modelo de dos niveles en el cual
las observaciones y;; provienen de una distribucién normal y se presentan efectos a nivel de
grupo o, en el cual y;; representa las mediciones de los individuos i, (i = 1,2,...,n;), de
J.(7=1,2,...,J) poblaciones diferentes:

yiij(Gj,a]?), j=1,...,J
a; ~ N(0, 03)

con ¢ = 1,...,n; las unidades o el nimero de elementos asociados al j-ésimo grupo, o;
denota la desviacion estandar para las observaciones en el j-ésimo grupo y o, denota las
desviaciones a nivel de grupo. Asi el modelo lineal puede expresarse como sigue:

~— ~—
~N(0,03)  ~N(0,0%)
En el modelo (2-1) si se supone la varianza dentro de los grupos conocida, entonces podemos
modelar de la siguiente manera:

’yjNN(ej,O'j?), ]:1,,J
(9]' = ,u—l—aj, (2'2)
Qy ~ N(O, O'Z).

Con base al modelo (2-2) se realizé el estudio de simulacién del presente trabajo.

En Gelman y Hill (2006, ver seccién 19.6) presentan los principales aspectos que se tienen
que tener en cuenta para realizar la eleccion de la distribucion a priori para los parametros
de varianza a nivel de grupo en modelos jerdrquicos, en particular presentan los principa-
les aspectos del modelo basico de datos de dos niveles y;; con coeficientes a nivel de grupo
a; del modelo (2-1). A los hiperpardmetros presentes en (2-1): p, 0]2, 0o S¢ pueden asignar
distribuciones a priori no informativas, por ejemplo p(u, 0;) < 1 o p(p,log(c;)) o< 1, con res-
pecto a o, se pueden usar distribuciones a priori sugeridas en la literatura Bayesiana como
02 ~ Gamma-inversa(e, €), p(02) o< 0,2 0 p(04) o o, ' entre otras. Para el desarrollo del pre-
sente trabajo se consideraron diferentes alternativas de distribuciones a priori para modelar
el pardmetro de escala o2, tales como: la distribucién Gamma-inversa (¢, €), la distribucién
half-Cauchy a partir de la distribucion Beta 2 escalada y la distribucién Uniforme.
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2.2. Familia de distribuciones a priori para parametros de
escala

A continuacién se presentan las distribuciones a priori més utilizadas para modelar parame-
tros de escala.

Distribucidon a priori encogimiento - uniforme.

En Daniels (1999) comentan sobre lo importante y dificil que puede ser la eleccién de distri-
buciones a priori para las desviaciones en modelos jerdrquicos bayesianos y de componentes
de varianza. Sugiere la eleccion de distribuciones a priori no informativas en situaciones en
las que se dispone de poca informacién a priori, sin embargo, se debe tener cuidado al usar
estas distribuciones a priori, ya que muchas de ellas son inadecuadas y, por lo tanto, pueden
llevar a distribuciones posteriores inadecuadas. Por lo anterior, el autor investigé la distribu-
cion a priori denominada “uniform shrinkage” o encogimiento uniforme para el parametro de
escala en modelos jerarquicos, la cual se puede utilizar en modelos conjugados asignando una
distribucién a priori uniforme al parametro de encogimiento (shrinkage). Esta distribucién a
priori fue sugerida por primera vez por Strawderman (1971) y posteriormente generalizada
por Christiansen y Morris (1997).

Distribuciones folded-noncentral-t¢

Corresponden a distribuciones de mediciones absolutas y se obtienen a partir de la distri-
bucién t de Student tomando los valores absolutos de las variables (Psarakis y Panaretoes,
1990). De acuerdo a la funcién de densidad de la distribucién ¢ de Student dada posterior-
mente en la seccion 2.3 para p = 0, la distribucién folded-t se reduce al caso especial de
una distribucién half-t con funcién de densidad de probabilidad dada por:

v+1

or (V_H) 22\ 2
n=0,0v) = ———2Lt— 1+—‘) 2-3
p(x; 1 o,v) [ (2) Vrvo? ( o (2-3)

Distribucién a priori half-Cauchy.

Gelman (2006b) sugirié la half-Cauchy con moda tendiendo a 0 y valores para la escala
establecida a un valor grande, o con la escala estimada a partir de datos en un entorno
jerdrquico aplicando una reparametrizacién multiplicativa de las expresiones en (2-1) y esta
dado por:

yij ~ N(p+8&nj,o3), i=1,...n;,j=1...,J

9 . (2_4)
nj ~ N(0,0,), j=12,...,J
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con la reparametrizacién el pardmetro «; en (2-1) es equivalente al producto £n; en (2-4) y
la desviacién estandar de los efectos o, en (2-1) es equivalente a | £ | o, en (2-4), el cual fue
propuesto para mejorar la convergencia del método Monte Carlo por cadenas de Markov. Se
consideran los modelos half-Cauchy para los parametros de escala que se calculan a partir de
un pequeno numero de grupos en los cuales las inferencias resultan ser sensibles a la eleccién
de la distribucién a priori débilmente informativa. La distribucion half-t la cual corresponde
a una distribucion ¢ de Student centrada en cero, para un efecto aleatorio asociado al mo-
delo jerarquico que se estd estudiando es una buena candidata para ser considerada como
distribucién a priori. Si el interés recaé en restringir los posibles valores del parametro de
varianza para que no tome valores grandes, Gelman (2006b) recomienda emplear la distribu-
cién half-Cauchy (A) como distribucién a priori para la desviacién esténdar o,cuya funcién
de densidad de probabilidad esta dada por:

1 o\ —(v+1)/2
Oq
p(ga) X (1 + = (_a> )
v\ S,

donde s, corresponde a la escala y v los grados de libertad en una distribucion ¢ de Student
realizando una parametrizacién. Como caso especial tenemos la densidad uniforme impropia
cuando v = —1 y la half-Cauchy propia, p(a,) < (02 + s2)~! para v = 1.

Distribuciones a priori beta-inversa y sus generalizaciones

En teoria de probabilidad la distribucién beta-inversa también se conoce como distribucion
beta de segunda forma, distribucién beta-prime o Pearson Tipo VI. Dubey (1970) la presenta
como una distribucién de probabilidad absolutamente continua. Una variable aleatoria beta-
inversa es igual en distribucion a la proporcion de dos variables aleatorias con distribucion
gamma que tienen parametros de forma p y ¢, respectivamente, junto con un parametro
de escala comun. Consideremos la familia de distribuciones a priori beta-inversa para el
cuadrado del pardmetro de escala o2 :

(02)171(1 + ¢2)~#H0)
Beta(p, q) ’

plog) = (2-5)
donde Beta(p, q) denota la funcién beta, y p, g € (0, +00). La funcién beta también llamada
integral de Euler de primera forma, esta definida en términos de funciones Gamma como
sigue:

I'(p)C'(q)

Ip+aq)

La familia beta-inversa es en si misma un caso especial de una nueva clase mas amplia

B(p,q) =

de distribuciones hipergeométricas beta-inversa. Considerando la familia de distribuciones a
priori beta-inversa para el cuadrado del pardmetro de escala, o2, la funcién de densidad de
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probabilidad estd dada por:

p(o?) = C~Y(o2)" (02 + 1)P T exp {_ s } {T2 L1- Tz}_l

1+ 02 1402

parap > 0,q > 0,72 > 0,y s € R. En el Apéndice 1 de Polson y Scott (2012) muestran los
detalles asociados a el valor de C, el cual corresponde a

C =e *Beta(p,q)®i(q.1,p+q,5,1 —1/77),

con ®; como la funcién hipergeométrica degenerada de dos variables (Gradshteyn y Ryzhik,
1965). Ademsés en Polson y Scott (2012) incorporan la distribucién half-Cauchy aplicando la
formula de cambio de variable en la densidad de una distribucién a priori beta-inversa (p, q).
Por lo cual, una distribucién a priori half-Cauchy para la desviacion estandar corresponde
a una distribucién beta-inversa(p = 0.5,¢ = 0.5) para la varianza.

Distribucion Beta 2 Escalada (SBeta2)

La distribucién SBeta2 es una version escalada de la distribuciéon beta-inversa con funcién
de densidad dada en (2-5). Para la variable ¢ = %, es conocida como el odd ratio y es
tal que w ~ Beta(w|p, ¢). La distribucién beta-inversa para la variable ¢ estd definida como

sigue:
Ilp+q) v
I'(p)l(q) (1 + )rra)

La distribucién SBeta2 para v se define como sigue:

Fp+q)  (5)""
P@IT@)b (1 4 2y’

Beta2(v|p, q) = para ¢ > 0,p > 0,q > 0. (2-6)

SBeta2(v|p, q,b) = para ¢ >0,p>0,¢9>0,b> 0. (2-7)

El valor esperado y la varianza para la variable ¢ estan dado por las siguientes expresiones:
p
E]=——=b q>1

—1
p(p+q )b27 0> 1

En una distribucién SBeta2(p, ¢, b) el pardmetro p controla el comportamiento en el origen,
el parametro g rige el comportamiento en la cola a derecha de la distribucién de tal manera
que mientras mas pequeno sea mas pesada es la cola y b controla la escala de la distribucion.
En Pérez et al. (2017), establecen que para realizar una inferencia robusta para el parametro
de varianza y precisién se puede utilizar la distribucién SBeta2(p, ¢, b) con valores de ¢ entre
0 y 1 dado que entre mas pequeno sea dicho valor hace que la distribucién sea de colas mas
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pesadas. Para evitar que la distribucion del pardametro de escala se concentre alrededor de
cero y asi se presente un encogimiento hacia la media, sugieren seleccionar p entre 0.5 y 1.
Adicional, sugieren valores de b en funcion de la varianza de los datos que se esten analizando
de tal manera que P(0? > a) = P(0 > -45) para 6 ~ Beta(p, q) y se evalua tal propuesta a
partir de una de las propiedades de la distribucién SBeta2(p, ¢, b) la cual establece que para
p = q la mediana de la distribuciéon SBeta2 es el parametro de escala b. Una de las razones
por la que se considera la distribucion SBeta2 para el ajuste del parametro de interés es por
ser una distribucion de colas mds pesadas y por tanto se espera que la distribucién posterior

de la varianza no este con un pico alto cercano a cero.

Distribuciéon a priori Uniforme.

En los trabajos de Gelman (2006b) y Gelman y Hill (2006) establecen que para seleccionar la
distribucién Uniforme como distribuciéon a priori para modelar los parametros de varianza se
debe ser explicito sobre la escala en la que se define la distribucién, puesto que, para modelar
datos de forma jerarquica no se puede puede descartar una varianza a nivel de grupo de cero.
Entre otros aspectos comentan:

= Si se utiliza una distribucién a priori Uniforme para log(o,), la distribucién posterior
resultante tendrd una masa infinita, esto es, log(c,) — —o0 y por tanto se tiene una
distribucién impropia.

= Si se define la distribucién a priori en un conjunto compacto, por ejemplo en el inter-
valo cerrado [—A, A] para algin valor grande de A, entonces la distribucién posterior
dependeria en gran medida del limite inferior del intervalo, es decir, de -A.

2
«a

puesto que, presenta sobreestimacion para valores altos de o, y también requiere J > 4

» Para o7 no recomiendan utilizar una distribucién a priori no informativa uniforme,

grupos para una distribucién posterior adecuada.

» Una distribucion a priori uniforme para log(c,) es equivalente a la distribucién a priori
p(02) x 031 0 p(02) o 0.

Distribucién a priori Gamma-inversa (¢, ¢).

La familia de distribuciones Gamma-inversa es condicionalmente conjugada dado los otros
pardmetros en el modelo, es decir, si el pardmetro o2 sigue una distribucién a priori Gamma-
inversa, entonces la distribucién a posteriori condicional p(c2|0, i, y) es también Gamma-
inversa Gelman (2006b, ver seccién 3.1). El modelo Gamma-inversa (e, €) para o2 también
puede expresarse en funcién de la distribucién inverse-x? con escala s?2 = /a y grados de
libertad v, = 2a (Gelman, 2003). La funcién de densidad de probabilidad Gamma-inversa
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(€, €) estd dada por:

66

2\ _ 2\ —(e+1) —¢€
o°) = o exp | —
p(o”) 11(6)( ) p<02>
para ¢ > 0,e¢ > 0. Esta distribuciéon a priori para valores pequenos de sus parametros
como 1 0 0.01 0 0.001 refleja la falta de informacion dentro de una familia condicionalmente

conjugada (Spiegelhalter, Thomas, Best, Gilks, y Lunn, 1994-2003). Una dificultad de esta
distribucién a priori cuando ¢ — 0 es que la distribucion posteriori produce una densidad

posterior impropia, puesto que, para valores e muy pequenos, la distribucion a posterior
tiene un pico muy alto en cero, lo cual conlleva a que la estimacion de los efectos del modelo
jerarquico se van hacia la media y por tanto en presencia de un efecto que difiera mucho
de la media entonces su estimacién va a ser muy mala. Asi, para valores bajos de o, la
inferencia resulta ser sensible a la eleccién del valor € y la distribucion a priori se refleja
como no informativa. Por lo cual, no se recomienda el uso de la distribucion Gamma-inversa
(€,€) como distribucién a priori no informativa para el pardmetro de varianza (Gelman,
2006b)[ver seccion 4.3].

2.3. Distribuciones de probabilidad para modelar los
efectos aleatorios en un modelo jerarquico

Entre las distribuciones de probabilidad utilizadas para los efectos aleatorios en modelos
jerarquicos encontramos la distribuciéon normal, pero esta no es la tnica, por ejemplo, la
distribucion ¢ de Student propuesta por Student (1908), proporciona una extension util de
la normal para el modelado estadistico de conjuntos de datos que implican errores con colas
més largas de lo normal. La familia ¢ de distribuciones t, (i, o) estd caracterizada por tres
parametros: localizacion u, escala o y los grados de libertad v, el cual determina la forma de
la distribucién. Las densidades ¢ son simétricas y v debe pertenecer al intervalo (0, 00). La
distribucién ¢ de Student puede ser interpretada como una mezcla de la distribucién normal
con una media comun y varianza distribuida Scale-inv-x?(v, 72). La funcién de densidad de
probabilidad para una variable aleatoria X con distribuciéon ¢ de Student estd dada como

p(x;p,o,v) = P(FZ();TW)VO' (1 + % (%) > , (2-8)

2

sigue:

donde o establece la escala general de la distribucién. Equivalentemente, la distribucién
puede ser expresada en términos de o2, el cuadrado del pardmetro de escala como sigue:

NI o G B AR (U s _
p(x;p, 07, )_P(%)W(l—’_l/ o2 ) : (2-9)

|
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En términos del pardmetro de precisién, 7 = 1/02, la funcién de densidad estd definida por:

v+1

plo;p,m,v) = Ff(g) (%)1/2 (1 - M>_ - (2-10)

Jackman (2009) presentan otras propiedades para la distribucién ¢ de Student las cuales se
mencionan a continuacion:

» Convencionalmente se escribe X ~ t,(u, o), donde p es un pardmetro de localizacién,
o > 0 es un parametro de escala, y v > 0 es el parametro de grados de libertad.

s La versién estandarizada de la desidad para la distribucion ¢t de Student se obtiene
cuando p =0y o = 1.

s Cuando v — oo, la funcién de densidad tiende a la densidad de una distribucién
normal.

» Cuando v = 1, la funcién de densidad corresponde a la de una variable con distribucién
Cauchy.

» E[X]=p, parav > 1.

» Var[X] = o2 Y parav > 2.
v—2

Villa y Walker (2014) presentan una distribucién a priori objetiva para los grados de liber-
tad de una distribucion ¢ de Student condicionada en los pardmetros de localizacion y escala
la cual esta basada en funciones de pérdida, puesto que, distribuciones a priori incorrectas
conducen a posteriores incorrectas, mientras que distribuciones a priori adecuadas pueden
dominar la verosimilitud. Para el parametro grados de libertad se pueden considerar distri-
buciones a priori discretas presentes en los trabajos de Jacquier, Polson, y Rossi (2004) los
cuales propusieron una distribucién uniforme discreta truncada dada por

m(v) x1, para 3<wv <40,

lo cual es considerado por Fonseca, Ferreira, y Migon (2008) inapropiado, puesto que, la
estimacion de los grados de libertad resulta sensible al intervalo de truncamiento que se
proponga. En el caso de distribuciones continuas Geweke (1993) propone una distribucion a
priori exponencial tal que el parametro grados de libertad es considerado continuo y depende
de un valor g estrictamente positivo, esto es,

m(v) < exp(—gv),

con v > 0y Judrez y Steel (2010) propone utilizar una distribucién Gamma con pardmetros
2y 1/100, esto es:

m(v) = ﬁ exp(—v/100).
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2.4. Metodologia Monte Carlo por cadenas de Markov

En esta seccion se presentan los principales aspectos de los métodos Monte Carlo por cadenas
de Markov (Markov chain Monte Carlo Methods), los cuales denotaremos con la siguiente
sigla MCMC, se utilizan ampliamente en la inferencia bayesiana y cooresponden a métodos
de simulacion para generar muestras de distribuciones a posteriori y estimar cantidades de

interés a posteriori.

2.4.1. Aspectos generales sobre los métodos MCMC

Los métodos MCMC fueron introducidos en la fisica a partir de una version simplificada por
Metropolis y Ulam (1949) y permiten a los investigadores modelos complejos y estimar con
precision las distribuciones posteriores correspondientes. En los métodos MCMC se simulan
valores sucecivamente mediante un proceso iterativo, en el cual cada valor generado depende
solo del valor anterior simulado, por tanto se basan en la construccion de una cadena Markov
que eventualmente converge hacia la distribucién objetivo, la cual es denominada estacionaria
o de equilibrio y corresponde a la distribucién posterior (Gamerman y Lopes, 2006).

La idea bésica de los métodos MCMC consiste en simular una cadena de Markov 8,63 .
cuya distribucién estacionaria sea 7(6|x) la cual corresponde a la distribucién posterior. Si el
algoritmo es implementado de forma correcta, la convergencia de la cadena de Markov esta
garantizada independiente de cudles sean los valores iniciales. Se requiere simular la cadena
de Markov un ntimero elevado de iteraciones para aproximarse a la distribucién estacionaria
y eliminar los primeros valores simulados (iteraciones de burn-in) porque no estan en estado
estacionario.

Cadena de Markov

Una cadena de Markov 8,63 .. 8" es una secuencia de variables aleatorias que cumplen
la siguiente propiedad:

f(e(t+1)|9(t)7 o= gt=2) 9(1)) = f(c9(t+1) |¢9(t))7

es decir, la distribucién de 8%+ dado los valores previos 8, (=1 91 solo depende del
estado inmediatamente anterior ).

Algoritmo MCMC

En Ntzoufras (2009) exponen los principales aspectos del algoritmo que se sigue para simular
una cadena de Markov cuya distribucion estacionaria es 7(6|x).

» Seleccionar un valor inicial #(©).
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s Generar 7' valores hasta alcanzar la distribuciéon de equilibrio. Puesto que, una vez
que la distribucién alcanza su equilibrio, un esquema de MCMC genera valores aleato-
rios dependientes de la distribucién estacionaria correspondiente (Christian y Casella,
2004).

» FExaminar la convergencia del algoritmo utilizando diagndsticos de convergencia, los
cuales corresponden a pruebas estadisticas que intentan identificar los casos en los que
no se logra la convergencia.

» Eliminar las primeras B observaciones.
» Considerar {#P+D) 9(B+2) 9T} como la muestra para el analisis posterior.
= Trazar la distribucién posterior.

» Finalmente, obtener medidas de resimen de la distribucién posterior (media, mediana,
desviacién estandar, cuantiles, correlaciones).

Los dos métodos de MCMC mas populares son: el algoritmo Metropolis-Hastings Hastings
(1970); Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller, y Teller (1953) y el muestreador de Gibbs
Geman y Geman (1984).

2.4.2. Chequeo de convergencia

Dado que en esta tesis se utiliza la metodologia Monte Carlo por cadenas de Markov para
obtener las distribuciones posteriores de los parametros, es importante examinar si los valores
han convergido aproximadamente a la distribucién estacionaria. Para ello es recomendable:

= Examinar a partir de graficos como el algoritmo MCMC esta explorado el espacio de
estados. Para esto, se pueden graficar los valores simulados del pardmetro de interés )
versus t y analizar si se producen desviaciones de la estacionaridad. Se puede utilizar
la traza de @ para realizar la exploraciéon de los estados.

= Verificar la convergencia de las medias de los valores simulados en el MCMC.

= Analizar si los valores simulados son aproximadamente una muestra de valores inde-
pendientes e idénticamente distribuidos.

Cowles y Carlin (1996) presentan una revisiéon de algunos procedimientos propuestos en la
literatura para estudiar la convergencia de la cadena. Una posibilidad es ejecutar el algoritmo
varias veces comenzando en distintos valores iniciales y comprobar si el comportamiento de
la distribucién estacionaria es la misma. Para examinar si la cadena esta explorando bien el
espacio de estados, se grafican los valores simulados del pardmetro de interés y se analizan
si se presentan desviaciones de la estacionariedad.
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El procedimiento utilizado para examinar la convengencia de las cadenas corresponde al
planteado por Barrera y Correa (2008) en la seccién de chequeo de convergencia, para el
cual se utiliza el estadistico LM desarrollado por Kwiatkowski, Phillips, y Schmidt (1992)
asociado a la prueba KPSS (Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin), el cual estd implementado
e incorporado en el paquete tseries (Trapletti y Hornik, 2018) del lenguaje R (Team, 2018).
La prueba KPSS se usa para contrastar la hipotesis asociada a la estacionariedad alrededor
de una tendencia determinista de una serie de tiempo observable. Este test contrasta las
siguentes hipotesis:

Hy: La cadena de Markov ha alcanzado la distribucién estacionaria
H,: La cadena de Markov no ha alcanzado la distribucién estacionaria

Para el chequeo de convergencia de la cadena de Markov generada de la distribucién condi-
cional del parametro de interés se procede como sigue:

= Dada la distribucién condicional del parametro de interés, se generan 10000 muestras
a partir de esta distribucién y los primeros 2000 valores simulados, (iteraciones de
burn-in), se eliminan porque no estén en el estado estacionario.

= Se calcula el valor del nivel del test KPSS y se observa el valor del pardmetro de
truncamiento y el p-valor asociado. Con base a estos aspectos se examina si se rechaza
o no la hipotesis nula Hy de que la cadena de Markov haya alcanzado la distribucion

estacionaria.

= Si Hy no se rechaza, se verifica la correlacion existente entre los valores generados para
el parametro de interés con distintos rezagos. Ademads, se realizan diagndsticos graficos
a partir del grafico de promedios méviles y de densidad para la cadena de valores
generados de la distribuciéon condicional del pardmetro de interés.



3. Estudio de simulacion

En este capitulo se realizo el andlisis de las estimaciones de los efectos aleatorios de un
modelo jerarquico lineal en términos del impacto de diferentes distribuciones a priori para
el parametro de escala via simulacion.

3.1. Diseno del estudio de simulacién
Se inici6 generando datos a partir de la siguiente expresion:
?/jNN(M‘i‘Oéj:UJQ'); j:1727"'7<]7

donde J corresponde al niimero de grupos, el parametro de varianza cr]z- se asume conocido
con valores en el j-ésimo grupo dados en la Tabla 3-1, u ~ N(0,1+06) y a; denota el efecto
aleatorio en el j-ésimo grupo. Los valores de los 032- dados en la Tabla 3-1 se tomaron iguales
a los trabajados en Ramirez (2016)[ver seccion 4.1].

Tabla 3-1.: Valores para o7

Numero de grupos J

Jj 3 4 ) 6 7 8 9 10
1 10 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
2 11 11 1.1 1.1 11 1.1 1.1 1.1
3 20 20 20 20 20 20 20 20
4 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 18 138
) 1.3 1.3 13 13 13 1.3
6 14 14 14 14 14
7 1.7 17 1.7 1.7
3 1.5 15 1.5
9 1.2 1.2
10 1.6

Los valores de los efectos aleatorios c; se consideraron fijos de acuerdo a los siguientes
escenarios:
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(a) Escenario 1: todos los efectos con una magnitud similar. En este escenario, los valores

de los o se consideran fijos en el siguiente intervalo [—0.5,0.5].

(b) Escenario 2: algunos valores atipicos moderados. En este escenario, los valores de los

a; se establecen en tres intervalos de valores diferentes entre los cuales encontramos:
(—0.5,0.5), (—=2,2) y (—3,3). El nimero de valores atipicos asignados por grupos .J
varia. Para J = 3,4,5 grupos, se asigna un solo valor atipico moderado. Cuando
J = 6,7 se asignan dos valores atipicos moderados y para J > 8 se asignan tres vaores

atipicos moderados.

(¢) Escenario 3: un efecto con un gran valor atipico. En este escenario, se considera solo
un efecto tal que su valor absoluto supere 5 unidades, el resto de los valores de los «;

se establecen en un intervalo de valores (—0.5,0.5).

Los valores de los efectos o por cada escenario de interés corresponden a los trabajados
en Pérez et al. (2017) y estan dados en las tablas 3-2, 3-3 y 3-4 respectivamente con
sus varianzas asociadas. Ademas, los valores de los 0]2- dados en la Tabla 3-1 no varian

en los escenarios considerados. Posteriormente, teniendo en cuenta el ntimero de grupos
experimentales J = 3,4,5,6,7,8,9, 10 se simulan m = 1000 datos u observaciones para cada

valor fijo de aj,U? y J por cada uno de los escenarios en consideracion a partir de una

distribucién normal.

Tabla 3-2.: Valores para los efectos a; para el escenario 1

Numero de grupos J

J 3 4 ) 6 7 8 9 10
1 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3
2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
4 -0.1 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 -0.4
) -0.5 -0.3 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
6 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3
7 -0.4 -0.4 -0.4 -0.4
8 0.5 0.5 0.5
9 -0.1 -0.1
10 0.2

o2 0.0933 0.0667 0.1500 0.1350 0.1300 0.1564 0.1375 0.1782
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Tabla 3-3.: Valores para los efectos a; para el escenario 2

Numero de grupos J

J 3 4 5 6 7 8 9 10
1 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3
2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
3 2.2 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
4 -2.1 -0.2 -0.2 -0.2 -0.2 -0.2 -0.2
5 2.5 2.5 0.5 0.5 0.5 0.5
6 -2.6 2.5 2.5 0.2 0.2
7 -2.6 -2.6 2.5 -0.4
8 2.8 -2.6 2.5
9 2.8 -2.6
10 2.8
aij 1.8033 1.2000 1.3320 2.6466 2.2461 2.8755 2.5200 2.2987
Tabla 3-4.: Valores para los efectos a; para el escenario 3
Numero de grupos J
J 3 4 5) 6 7 8 9 10
1 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3
2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
3 5.2 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
4 -5.1 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4
) -5.5 -0.4 -0.4 -0.4 -0.4 -0.4
6 -5.5 0.2 0.2 0.2 0.2
7 5.2 -0.1 -0.1 -0.1
8 -5.6 -0.2 -0.2
9 5.5 0.5
10 -5.6
aij 9.4033 6.6500 6.4000 5.1800 3.8780 4.0392 3.4361 3.2898

Con las muestras muestras obtenidas en cada uno de los escenarios de interés se realizd el
siguiente ajuste, a partir del modelo dado por:

yi~Np+aj,03), j=1,2,...,J (3-1)
aj NtV(:uOuo-i)
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Note que en este caso para los efectos o se utiliza como distribucién a priori la distribucién ¢
de Student con pardmetro de localizacién fi,, parametro de escala o2 y v grados de libertad.
Las distribuciones a priori candidatas utilizadas para modelar el pardmetro de escala, o2 se
asocian a las diferentes propuestas realizadas por Berger (2006), Gelman (2006b) y Pérez et
al. (2017) las cuales estdn detalladas en la seccién 2.2 y corresponden a las distribuciones
Gamma-inversa(e, €) con ¢ = 0.001, Uniforme(0,1/¢) con ¢ = 0.01, y SBeta2(p,q,b) con
valores de hiperparametros dados por p = ¢ = 0.5,p = ¢ = 1. El pardmetro de escala
b, se asigna estableciendo la probabilidad p(c? > a) = ¢, donde los valores de a y c se
determinan de acuerdo a la varianza de los datos que se estan modelando, de tal manera
que la inferencia sea robusta Pérez et al. (2017)[ver seccién 2.3]. Gelman (2006b) propone
utilizar como distribucién a priori para o, en el modelo jerarquico normal la distribucién
half-Cauchy de pardmetro 25, lo cual es equivalente a modelar o2 con una distribucién
SBeta2(p = 0.5,¢ = 0.5,b = 25%) Pérez et al. (2017)[ver seccién 2.2].

El modelo jerdrquico lineal estudiado esta dado por:

yi~Np+aj,03), j=12,....J
aj ~ ty (. 03), (3-2)
as ~ f(),

con fio, ~ N(0,1+06) y f(-) denota la distribucién a priori para el pardmetro de escala o2
utilizadas y corresponden a:

» Gamma-inversa(0.001,0.001).

SBeta2(0.5, 0.5, 25?).

SBeta2(1, 1, 25%).

SBeta2(0.5,0.5, 0*(cv;)).

SBeta2(1, 1, 0%(c;)).
= Uniforme(0, 100).

Con respecto a los grados de libertad se trataron bajo dos puntos de vistas diferentes, inicial-
mente se consideran grados de libertad discretos v =1, 2,3, 4,5, 10, 30 utilizados en Gelman
et al. (2013) y el segundo punto de vista es considerarlos como un pardmetro desconocido
y utilizar las distribuciones a priori propuestas por Juarez y Steel (2010) y Geweke (1993),
en las cuales proponen modelar los grados de libertad v en una distribucion ¢-Student a
partir de una distribucién Gamma, v ~ Gamma(2,0.1) y de una distribucién Exponencial,
v ~ exp(0.001) respectivamente. Por cada escenario de interés se obtiene como resultado
por cada numero de grupo J en consideracion 10000 simulaciones de las cadenas a poste-
riori de los parametros del modelo jerarquico lineal a partir del método MCMC, utilizando
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el software jags (Plummer, 2003) y la libreria R2jags (Su y Yajima, 2015) del software
estadistico Team (2018), estableciendo un quemado inicial de 2000. Para estudiar el efecto
de las diferentes distribuciones a priori candidatas para el pardmetro de escala, o2 se utilizé
como medida el error global de estimacion, el cual esta dado por la siguiente expresion:

J 1000

> > (g —ay)?

=1 k=1

G == )
1000

(3-3)

donde ay; denota la mediana de la distribucion posterior de a; para la k-ésima muestra.

3.2. Resultados obtenidos del estudio de simulacion

Por cada escenario de interés se presenta el comportamiento de la medida de error global
de estimacién, GG, asociado a los efectos aleatorios estimados. Adicionalmente se compararon
los valores de G obtenidos con los presentados en Pérez et al. (2017). Para el escenario 1 el
cual denotaremos por Sy, se puede observar en las figuras 3-1, 3-2 y 3-3 respectivamente
el comportamiento de los valores de G, los cuales varian de acuerdo a la eleccion de la
distribucién a priori candidata, asumiendo grados de libertad discretos para realizar el ajuste
del componente de varianza asociado al efecto aleatorio, o2. Note que, para J = 3 en S; el
comportamiento del error global de estimacion ilustrado en la Figura 3-1 se puede clasificar
en dos grupos: valores de G mayores o altos y valores de G menores o bajos. En el primer
grupo encontramos las distribuciones a priori SBeta2(1,1,625) y Uniforme(0, 100).

24 *
T N
22 A ¥ *
*
20 + % + *
3 + + A priori
g 18 *
£ @ 1G(0.001,0.001)
3 A 5Beta2(0505,625)
816 M SBeta2(0.5,0.5,var)
% —+ SBeta2(1,1,625)
?: 14 X sBeta2(1,1,var)
ugJ > Uniforme(0,100)
12
A A A A 7y A
1.0 L]
= (] L4 ° .
|
n u n [ | u

4
Grados de libertad

Figura 3-1.: Error global de estimacion para J = 3 en Sy

En el caso de J = 6 en Sy ilustrado en la Figura 3-2, el comportamiento de G de acuer-
do con los ajustes de las distribuciones a priori candidatas para el parametro de escala
se puede clasificar en tres grupos: valores de G mayores o altos, valores de G promedios
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y valores de GG menores o bajos. En el primer grupo encontramos la distribucién a priori
SBeta2(1,1,625), en el segundo grupos con valores muy parecidos encontramos las distri-
buciones SBeta2(1/2,1/2,625), y Uniforme(0,100). Para el tercer grupo encontramos las
distribuciones SBeta2(1/2,1/2, 02 ), SBeta2(1,1,07 ) y IG(0.001,0.001).

v + + + + + +
+
16
15
.é A priori
E @ 1G(0.001,0.001)
3 “ A sBeta2(05,05,625)
8 W SBeta2(0.5,0.5,var)
T
s * * * * * * * —+ sBeta2(1,1,625)
> X sBeta2(1,1,var)
g 3 Uniforme(0,100)
12
1.1 ﬁ
° . . . ° b
|}
10 x ] B " 5

4
Grados de libertad

Figura 3-2.: Error global de estimacién para J = 6 en Sy

Para J = 10 grupos en S;, se puede observar en la Figura 3-3 el comportamiento de G. Al
igual que en el caso de J = 6, se enmarca en tres grupos, con la diferencia que los valores més
bajos de G se obtienen cuando se realiza el ajuste o2 ~ IG(0.001,0.001), pero la eleccién
de esta distribuciéon a priori no informativa pese a que conduce a una distribucion posterior
propia, es muy sensible para realizar inferencias y es comentado por Gelman (2006b).
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Figura 3-3.: Error global de estimacién para J = 10 en S

Los valores mds altos de G se presentan bajo el ajuste 02 ~ SBeta2(1,1,25%) seguido de
02 ~ SBeta2(1/2,1/2,25%), lo cual se puede presentar debido a que bajo las condiciones
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como fue construido este escenario de simulacién el valor de la varianza muestral de los es
efectos es muy pequena comparada con el parametro de escala de la distribucién SBeta2
el cual corresponde a 625. Con respecto a los valores de G cuando se asumen para los
grados de libertad las propuestas presentadas por Judrez y Steel (2010) y Geweke (1993) las
figuras 3-4 y 3-5 ilustran el comportamiento para J = 3y J = 10 grupos experimentales
respectivamente, donde se puede apreciar dos grupos, los valores de G mayores y menores
respectivamente. En el primer grupo encontramos el ajuste con las distribuciones a priori
SBeta2(1, 1,625) y Uniforme(0, 100) para J = 3 grupos, pero cuando J = 10 el grupo con
los valores de G més altos queda definido por los valores del ajuste 02 ~ SBeta2(1, 1,625).

20
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£ @ 1G(0.001,0.001)
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Figura 3-4.: Error global de estimacién para J = 3 en S; con grados de libertad continuos
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Figura 3-5.: Error global de estimacion para J = 10 en St con grados de libertad continuos

Se realizo el chequeo de convergencia para verificar el supuesto asociado a que las cadenas
alcanzan la distribucion estacionaria evaluando la autocorrelacién existente entre los valores
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generados del parametro en distintos rezagos los cuales estan dados en la Tabla 3-5 y con
ellos realizar el test KPSS (ver seccién 2.3). Tomando las cadenas obtenidas para J = 3
grupos el nivel KPSS es de 0.12345 con pardmetro de truncamiento 11 y un p-valor de 0.1 de
donde se sigue que, no existe suficiente eveidencia muestral para rechazar la hipétesis nula
la cual establece Hj : la cadena de Markov ha alcanzado la distribucién estacionaria.

Tabla 3-5.: Autocorrelaciones por rezagos para J = 3 con o2 ~ SBeta2(1, 1, oij)

J Rezago Autocorrelacién de 02 con j rezagos
1 1 Rezago 0.0068795549
5 5 Rezagos 0.0007616035
10 10 Rezagos -0.0132159653
50 50 Rezagos 0.0011158273

Como parte del diagnoéstico asociado a la prueba de hipdtesis anterior tenemos los valores
de las autocorrelaciones a diferentes rezagos reportados en la Tabla 3-5 en donde se puede
apreciar que la asociacién entre los valores del parametro generado con los diferentes rezagos
es muy baja. En las figuras 3-6 y 3-7 se muestran la traza, la densidad y los promedios
moviles para la cadena de valores generados con los diferentes rezagos de la distribucién a
posteriori con J = 3 grupos para Sy, en las cuales se puede apreciar que después de realizar
el burn-in de las primeras 2000 cadenas se eliminan las autocorrelaciones no estables en
la cadena y la distribucién a posterior del parametro de interés sigue un comportamiento
estacionario, muestreandose de la distribucién limite.

T T T T
o 2000 4000 6000 s000 —10 -5 o s 10 1s

Iterations N = 8000 Bandwidth = o.23s

Figura 3-6.: Traza y densidad para una de las cadenas simuladas del efecto aleatorio a: con
J = 3 grupos en S
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Figura 3-7.: Promedio moévil para una de las cadenas simuladas del efecto aleatorio a

En sintesis para S;, se sigue que, con base a los resultados obtenidos via simulacién para
todos los grupos desde J = 3 hasta 10 en S}, los valores mas altos de la medida de error
global de estimacion se presentan cuando se realiza el ajuste del componente de varianza
02 ~ SBeta2(1,1,25%) seguido del ajuste o2 ~ Uniforme(0,100), con un comportamiento
muy caracteristico para J = 3 grupos experimentales porque no se tiene un patrén de
tendencia a incrementar o decrecer con respecto a los valores de los grados de libertad, lo
cual puede asociarse a que al tener un niimero de grupos pequenio la estimacion de la variacién
entre grupos puede resultar dificil de estimar conduciendo a que el modelado jerarquico no
impacte mucho en la estimacion de la medida de interés. Los menores valores del error
global de estimacién se obtienen cuando se realizan los ajustes o, ~ SBeta2(1/2,1/2,04,)
y 02 ~ SBeta2(1, 1, aa].). Para evaluar el comportamiento conjunto del modelamiento de los
efectos aleatorios a partir de la distribucion ¢ de Student asociandole al parametro de escala
diferentes distribuciones a priori, comparamos los resultados del error en la estimacion de los
efectos del modelo obtenidos via simulacién para v = 1,2, 3 con los resultados presentados
en Pérez et al. (2017), los cuales modelan los efectos aleatorios en un modelo jerarquico
con una distribucién normal. Los valores de G de interés para realizar la comparacion se
presentan en Tabla 3-6. Notemos que, cuando se tienen J = 3 grupos, solo para el ajuste
02 ~ SBeta2(1/2,1/2,25%) se obtienen valores de la medida de error de estimacién global
menores a los reportados bajo el ajuste de los efectos con una distribucién Normal, en
cambio para J = 4, 5,6 grupos corresponden al ajuste de 02 ~ SBeta2(1/2,1/2,25%) y 02 ~
SBeta2(1, 1, 25%), los cuales consisten en la propuesta para o, de Gelman (2006b) a partir
de la distribucién SBeta2 estudiada en Pérez et al. (2017) como alternativa para garantizar
una inferencia robusta. En el caso de J = 7,8,9, 10 grupos se obtienen valores de G menores
a los reportados bajo el ajuste de los efectos con una distribucién Normal cuando se realizé

el ajuste con 02 ~ IG(0.001,0.001), 02 ~ SBeta2(1/2,1/2,25%) y 02 ~ SBeta2(1, 1, 25%).
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Tabla 3-6.: Comparacion de errores de estimacion global, G en S

1G SBeta2 SBeta2 SBeta2 SBeta2

J (0.001,0.001) (1/2.1/2,25%) (1.1,25%) (1/2.1/2.02) (L.1,02)
3 t-Student(v = 1) 0.9206 1.1088 2.3714 0.8523 0.8568
t-Student (v = 2) 0.9084 1.1090 1.9800 0.7952 0.7782
t-Student (v = 3) 0.9146 1.1257 1.9399 0.7765 0.7526
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 0.9133 1.1110 1.9365 0.7559 0.7248
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 0.9275 1.1137 1.8602 0.7513 0.7176
Normal 0.6521 1.1304 1.4502 0.5060 0.4574
4 t-Student(v = 1) 0.8433 1.1580 1.5832 0.7913 0.7988
t-Student (v = 2) 0.8391 1.1666 1.5903 0.7602 0.7479
t-Student(v = 3) 0.8347 1.1696 1.5910 0.7514 0.7359
t-Student(v ~ Gamma(2,0.1)) 0.8365 1.1758 1.5965 0.7453 0.7247
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 0.8273 1.1759 1.5977 0.7392 0.7231
Normal 0.6947 1.2017 1.6316 0.5266 0.4741
5 t-Student(v = 1) 1.0320 1.2618 1.6479 1.0244 1.1275
t-Student (v = 2) 1.0211 1.2715 1.6544 0.9891 1.0546
t-Student(v = 3) 1.0251 1.2723 1.6594 0.9790 1.0327
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 1.0334 1.2814 1.6680 0.9675 1.0053
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 1.0281 1.2814 1.6696 0.9652 0.9999
Normal 0.8856 1.2833 1.6934 0.8156 0.7855
6 t-Student(v = 1) 1.0819 1.2959 1.6723 1.0745 1.0994
t-Student (v = 2) 1.0646 1.3054 1.6851 1.0306 1.0331
t-Student (v = 3) 1.0689 1.3082 1.6915 1.0230 1.0137
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 1.0789 1.3187 1.7049 1.0129 0.9978
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 1.0816 1.3246 1.7096 1.0117 0.9926
Normal 0.9519 1.3288 1.7373 0.8818 0.8514
7 t-Student (v = 1) 1.1461 1.3411 1.7095 1.1429 1.1747
t-Student (v = 2) 1.1245 1.3500 1.7272 1.1027 1.1031
t-Student (v = 3) 1.1296 1.3551 1.7333 1.0892 1.0814
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 1.1399 1.3704 1.7532 1.0790 1.0613
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 1.1434 1.3760 1.7598 10777 1.0583
Normal 2.8659 3.4144 3.8001 0.9765 0.9453
8 t-Student(v = 1) 1.2734 1.4350 1.7640 1.2777 1.3098
t-Student(v = 2) 1.2553 1.4412 1.7812 1.2383 1.2370
t-Student (v = 3) 1.2654 1.4459 1.7919 1.2239 1.2152
t-Student(r ~ Gamna(2,0.1)) 1.2629 1.4627 1.8142 1.2118 1.1960
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 1.2686 1.4642 1.8197 1.2106 1.1895
Normal 3.4815 3.9480 4.2805 1.0964 1.0640
9 t-Student(v = 1) 1.2807 1.4402 1.7581 1.2853 1.3216
t-Student(v = 2) 1.2619 1.4457 1.7772 1.2402 1.2433
t-Student (v = 3) 1.2623 1.4520 1.7867 1.2272 1.2180
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 1.2668 1.4692 1.8121 1.2120 1.1954
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 1.2717 1.4752 1.8194 1.2121 1.1883
Normal 3.9462 4.4790 4.8496 1.1066 1.0797
10 t-Student(v = 1) 1.3105 1.5871 1.8548 1.4790 1.5094
t-Student (v = 2) 1.2865 1.5873 1.8738 1.4375 1.4397
t-Student(v = 3) 1.2893 1.5941 1.8871 1.4263 1.4188
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 1.2939 1.6117 1.9121 1.4144 1.3984
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 1.3001 1.6166 1.9221 1.4119 1.3937

Normal 3.1022 3.6381 4.0216 1.1333 1.1025
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Para los otros ajustes se presentan las variaciones porcentuales en la Tabla 3-7, estos es, se
toman los registros del ajuste de o ~ SBeta2(1/2,1/2,02 ) y 05 ~ SBeta2(1, 1,07 ) con un
grado de libertad y como referencia el valor de error de estimacion global reportado en Pérez
et al. (2017), arrojando resultados que muestran una tendencia creciente para la variacién
porcentual a medida de que aumenta el niimero de grupos.

Tabla 3-7.: Variacién porcentual del error de estimacién global en S;

Distribucién para o2

2 2
Grupos SBeta2(1/2,1/2,0; ) SBeta2(1,1,0;,)

J=T7 17.04% 24.26 %
J =28 16.53 % 23.10%
J=9 16.14 % 22.40 %
J =10 30.50 % 36.90 %

Para el escenario en el cual se presentan algunos efectos con valores atipicos moderados,
denotado por Sy, los resultados principales del estudio de simulacién se comentan a conti-
nuacién de acuerdo con las asignaciones del ntimero de valores atipicos. Para J = 3 grupos
en la Figura 3-8 se puede apreciar que cuando se utiliza como distribucion a priori para
la varianza SBeta2(1,1,25%) y Uniforme(0, 100), los valores de G son mayores comparados
con las otras distribuciones a priori. Adicionalmente se observa que los valores de GG bajo el
ajuste de una IG(0.001,0.001) es mayor que las otras tres distribuciones para o2 estudiadas:
SBeta2(1/2,1/2,25%), SBeta2(1/2,1/2, O'ij) y SBeta2(1, 1, aij).
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Figura 3-8.: Error global de estimacion para J = 3 en Syy

En cambio, para J = 4,5 las figuras 3-9 y 3-10 respectivamente, ilustran un comportamiento
en el cual se puede establecer como el valor del ajuste 02 ~ IG(0.001,0.001) incrementa.
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215 *
* )
% [ ]
* F +
* + + T
- * T
2410 i
- )
§ ° A priori
g @ 1G(0.001,0.001)
2205 A sBeta2(05,05,625)
2 A A W SBeta2(0.5.0.5.var)
§ A A A —+ sBeta2(1,1,625)
s A - | | X SBeta2(1,1,var)
8 A S Uniforme(0,100)
[in} [ n
200 ]
|}
u
X X X 1
® = &

2
Grados de libertad

Figura 3-10.: Error global de estimacién para J =5 en Sy

Por lo anterior, podemos establecer que para J = 3,4, 5 grupos los cuales tienen solo un valor
atipico moderado se presenta que el mayor valor de G con el ajuste o2 ~ Uniforme(0, 100)
seguido del ajuste o2 ~ SBeta2(1, 1, aij). La tendencia de los valores de G es creciente en
términos del aumento de los valores de los grados de libertad que se estan analizando. Desde
el punto de vista de grados de libertad con la propuesta de Judrez y Steel (2010) y Geweke
(1993) para J = 3 grupos, la Figura 3-11 presenta el comportamiento de los valores de G,
los cuales presentan mayores valores bajo el ajuste 02 ~ Uniforme(0, 100)
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Figura 3-11.: Error global de estimacion para J = 3 en el Si; con grados de libertad
continuos

Para J = 6,7 grupos se les asigna dos valores atipicos moderado y se puede apreciar en
la Figura 3-12 que el mayor valor de G se presenta con el ajuste o2 ~ IG(0.001,0.001)
seguido de 02 ~ Uniforme(0, 100). Ademds se observa que los valores con los ajustes o2 ~

SBeta2(1/2,1/2,07 ) y o ~ SBeta2(1, 1,07 ) son muy parecidos.

3.00 s ° L]
[ ] [ ]
Y [ ]
295+
290+
s .
% A priori
£ 255+ @ 1G(0.001,0.001)
g A sBeta2(05,05,625)
8 * B SBeta2(0.5,0.5,var)
=
3 280 f * % * * 95 ] —~+ sBeta2(1,1,625)
2 ™ ] X SBeta2(1,1var)
5 [ ] [ ]
= S Uniforme(0,100)
Wors A
A A A A A A
270+
= X
265+ X <
+ L 2 z ¥ + +

2
Grados de libertad

Figura 3-12.: Error global de estimacién para J = 7 en Sy

Con respecto a J = 8 la Figura 3-13 presenta la tendencia de los valores de G, los cuales
disminuyen a medida que aumentan los grados de libertad discretos para todas las distri-
buciones a priori candidatas y registrando los mayores valores cuando se realiza el ajuste
o2 ~ IG(0.001,0.001).
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Figura 3-13.: Error global de estimacién J = 8 en S
En el caso de J = 10 grupos, en la Figura 3-14 se observa que los valores mayores de G

se observan para o, ~ SBeta2(1/2,1/2, 07 ) seguido del ajuste o;, ~ [G(0.001,0.001) y los
valores menores bajo o2 ~ SBeta2(1,1,25%), 02 ~ SBeta2(1, 1, Jij).
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Figura 3-14.: Error global de estimacién J = 10 en Sy,

Ademas, el comportamiento del error de estimacién individual, el cual corresponde a los
1000

ket (% — Qkj)
1000
SBetaQ(l/Q,l/Q,aij) para J = 10 grupos, v = 1 en S;; es presentado en la Tabla 3-

8. Comparando los errores de estimacién individual registrados con los valores de G para
J = 10 en Sj; se puede establecer que en los efectos que representan el valor atipico y los
cuales corresponden a ag, ag v vy (ver Tabla 3-3, seccién 3.1) presentan valores menores a

valores obtenidos a partir de la expresiéon , cuando se realiza el ajuste o2 ~

G bajo las misma consideraciones en Sy;.
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Tabla 3-8.: Error de estimacién individual para J = 10 en Sy

J
v 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10
0.2597 0.2441 0.2915 0.3262 0.3110 0.2458 0.4049 2.7872 2.5042 3.3010

1

2 0.2899 0.2987 0.3471 0.3768 0.3585 0.3012 0.4258 2.5474 2.3234 3.0568
3 0.3093 0.3302 0.3820 0.4075 0.3859 0.3318 0.4401 2.4393 2.2497 2.9576
4
S

0.3235 0.3488 0.4014 0.4271 0.4037 0.3515 0.4501 2.3828 2.2080 2.9052
0.3298 0.3598 0.4152 0.4369 0.4151 0.3614 0.4588 2.3551 2.1882 2.8783
10 0.3466 0.3824 0.4404 0.4625 0.4361 0.3860 0.4767 2.3004 2.1608 2.8233
30 0.3587 0.4005 0.4599 0.4775 0.4532 0.4047 0.4876 2.2693 2.1431 2.7993

El chequeo de convergencia para verificar el supuesto asociado a que las cadenas alcanzan
la distribucion estacionaria en Sy, se ilustra para J = 10 grupos a partir de los valores de
la autocorrelacion existente entre los valores generados del parametro de interés en distintos
rezagos, los cuales estan dados en la Tabla 3-9 y el test KPSS con el cual se obtiene un nivel
KPSS de 0.32543, con parametro de truncamiento 12 y un p-valor de 0.1 de donde se sigue
que, no existe suficiente evidencia muestral para rechazar la hipotesis nula la cual establece
Hj : la cadena de Markov ha alcanzado la distribucion estacionaria.

Tabla 3-9.: Autocorrelaciones por rezagos para J = 10 con o2 ~ SBeta2(1, 1, agj)

J Rezago Autocorrelacién de o2 con j rezagos
1 1 Rezago 0.0051922584
5 5 Rezagos 0.0007036689
10 10 Rezagos -0.0069672322
50 50 Rezagos -0.0038706726

En la Tabla 3-9 se puede apreciar que la asociacién entre los valores del pardmetro generado
con los diferentes rezagos es muy baja. En las figuras 3-15 y 3-16 se ilustra la traza, densidad
y los promedios méviles respectivamente para una de las cadenas de valores generados con los
diferentes rezagos con J = 10 grupos para Syy, en las cuales se puede apreciar que después de
realizar el burn-in de las primeras 2000 cadenas se eliminan las autocorrelaciones no estables
en la cadena y la distribucién a posterior del pardmetro de interés sigue un comportamiento
estacionario, muestreandose de la distribucién limite.
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Anélogo a lo realizado con el primer escenario, se comparan los resultados del error en
la estimacién de los efectos del modelo obtenidos via simulacién para v = 1,2,3 con los
resultados presentados en Pérez et al. (2017). Los resultados se comentaran en funcién de
la asignaciéon de valores atipicos por .J grupos y se presentan en Tabla 3-12. Para J = 3,4
grupos en los cuales existe un solo valor atipico, los valores para G son mayores cuando la
apriori para los efectos aleatorios sigue una distribucion Normal, excepto cuando se realiza el
ajuste 02 ~ SBeta2(1,1,25%) y cuando la a priori corresponde a 1G(0.001,0.001) con grados
de libertad continuos. Para J = 5 grupos todos los valores son menores a los reportados en
Pérez et al. (2017), en opuesto a lo anterior tenemos los registros de J = 6, 7 grupos en el cual
el ajuste de los efectos aleatorios bajo la normal son menores a los obtenidos en el estudio
de simulacion, por lo cual, se observé el comportamiento del error de estimacion individual
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para J = 6 cuando se realiza el ajuste con una distribucién a priori S Beta2(1, 1, O'ij) y estan
reportados en la Tabla 3-10, la cual se evidencia que el mayor valor se presenta en el valor
atipico moderado de los dos asignados para el grupo.

Tabla 3-10.: Error de estimacién individual para J = 6 en Sy

J
v 1 2 3 4 ) 6
0.3048 0.3201 0.4559 0.3550 2.3284 2.6114
0.3319 0.3507 0.4831 0.3948 2.2236 2.5022
0.3501 0.3682 0.5003 0.4231 2.1750 2.4461
0.3581 0.3796 0.5109 0.4364 2.1588 2.4297
0.3668 0.3860 0.5176 0.4484 2.1509 2.4230

10 0.3812 0.4025 0.5349 0.4724 2.1383 2.4040
30 0.3933 0.4150 0.5456 0.4852 2.1299 2.3959

Tt W N =

Para J = 8 grupos los valores del ajuste 02 ~ IG(0.001,0.001) para grados de libertad
discretos son mayores que los obtenidos bajo el ajuste de los efectos con una distribucion
normal seguido de los obtenidos bajo el ajuste 02 ~ SBeta2(1/2,1/ QO'ZJ,), para los demaés
ajustes los valores del error global de estimacion presentan poca variacion porcentual para
grados de libertad discretos y continuos excepto cuando se tiene un grado de libertad, las
variaciones porcentuales se presentan en la Tabla 3-11

Tabla 3-11.: Variacion porcentual del error de estimacion global de J = 8 en Sy

Distribucién para o2

v SBeta2(1/2,1/2,25%) SBeta2(1,1,25%) SBeta2(1,1,07,)
v=1 4.56 % 0.37% 2.99 %
v=2 2.66 % -0.49% 1.66 %
v=3 1.83% -0.89% 1.24%

(v ~ Exp(0.001)) 1.09% 1.24% 0.93%
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 1,0101 % -1.24% 1.07%

2

Con J = 9 grupos el ajuste o2 ~ IG(0.001,0.001) presenta mayor error de estimacion

global cuando los efectos aleatorios se ajustan con una distribuciéon ¢-Student excepto cuando
los grados de libertad son continuos con un porcentaje de variacién en ambas propuestas
de 0.3078 %. Para grados de libertad discretos con valor de la unidad el error global de
de estimacién para los ajustes o} ~ SBeta2(1/2,1/2,25%) y o} ~ SBeta2(1/2,1/2,07 ),
son mayores que los obtenidos bajo los efectos con distribucién normal con una variacién
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porcentual de 0,2089 % vy 0,5292 % respectivamente. En el caso de J = 10 grupos el valor més
alto se obtiene con el ajuste de 02 ~ SBeta2(1/2,1/2,25%) seguidos de 0% ~ IG(0.001,0.001).



34

3 Estudio de simulacion

Tabla 3-12.: Comparacién de errores de estimacion global para Sy

1G SBeta2 SBeta2 SBeta2 SBeta2

J (0.001,0.001) (1/2,1/2,25%) (1,1,25%) (1/2.1/2.02) (L.1,02)
3 t-Student(v = 1) 1.7834 1.7247 2.1779 1.7491 1.6725
t-Student (v = 2) 1.8055 1.7285 2.2990 1.7034 1.6673
t-Student(v = 3) 1.8010 1.7333 2.8813 1.7069 1.6689
(-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 1.9367 1.7376 2.2803 1.7155 1.6755
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 2.1317 1.7479 2.2525 1.7204 1.6794
Normal 1.9008 1.8538 1.9158 1.8347 1.7986

4 t-Student(v = 1) 1.9022 1.8651 1.9572 1.8425 1.8092
t-Student (v = 2) 1.9124 1.8646 1.9591 1.8375 1.7933
t-Student(v = 3) 1.9184 1.8613 1.9629 1.8356 1.7885
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 1.9202 1.8653 1.9635 1.8383 1.7858
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 1.9202 1.8675 1.9708 1.8397 1.7872
Normal 1.8966 1.9197 2.0588 1.8489 1.8202

5 t-Student(v = 1) 2.0682 2.0114 2.0930 1.9873 1.9374
t-Student (v = 2) 2.1020 2.0215 2.1037 1.9928 1.9321
t-Student(v = 3) 2.1134 2.0260 2.1090 1.9990 1.9327
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 2.1363 2.0397 2.1220 2.0145 1.9448
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 2.1449 2.0453 2.1260 2.0229 1.9495
Normal 2.1835 2.1581 2.2710 2.1134 2.0755
6 t-Student(v = 1) 2.7145 2.4905 2.4174 2.5250 2.4127
t-Student(v = 2) 2.7255 2.4709 2.4174 2.5073 2.3979
t-Student (v = 3) 2.7185 2.4691 2.4194 2.5026 2.3942
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 2.7274 2.4698 2.4250 2.5151 2.4048
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 2.7319 2.4729 2.4315 2.5241 2.4151
Noral 2.5672 2.3760 2.3671 2.4033 2.3188
7 t-Student (v = 1) 2.9684 2.7497 2.6348 2.7859 2.6497
t-Student(v = 2) 2.9839 2.7276 2.6314 2.7725 2.6423
t-Student(v = 3) 2.9746 2.7236 2.6336 2.7727 2.6448
t-Student(v ~ Gamma(2,0.1)) 2.9960 2.7272 2.6412 2.7873 2.6633
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 2.9920 2.7987 2.6458 2.7989 2.6740
Normal 2.6535 2.4811 2.4775 2.4979 2.4238
8 {-Student(v = 1) 3.4303 3.1365 2.9874 3.1904 3.0407
t-Student (v = 2) 3.3687 3.0795 2.9614 3.1348 3.0014
t-Student (v = 3) 3.3497 3.0546 2.9496 3.1122 2.9892
t-Student(v ~ Gamna(2,0.1)) 3.3166 3.0322 2.9390 3.1012 2.9800
¢-Student (v ~ Exp(0.001)) 3.3110 3.0208 2.9389 3.1010 2.9840
Normal 3.1622 2.9995 2.9761 3.0213 2.9523
9 t-Student(v = 1) 3.4324 3.1656 3.0292 3.2099 3.0654
t-Student(v = 2) 3.3812 3.1129 3.0134 3.1606 3.0370
t-Student (v = 3) 3.3656 3.0985 3.0097 3.1462 3.0283
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 3.3359 3.0907 3.0091 3.1446 3.0341
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 3.3359 3.0902 3.0157 3.1477 3.0407
Normal 3.3462 3.1590 3.1204 3.1930 3.1186

10 t-Student(v = 1) 3.5456 3.2310 3.1009 3.2670 3.1282
t-Student (v = 2) 3.4723 3.1739 3.0838 3.2113 3.0978
t-Student (v = 3) 3.4521 3.1577 3.0790 3.1986 3.0904
(-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 3.4267 3.1518 3.0874 4.9229 3.0949
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 3.4222 3.1568 3.0923 4.9220 3.1043
Normal 3.4352 3.2333 3.1895 3.2758 3.1949
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Para el tercer escenario el cual considera un efecto con un gran valor atipico y el cual deno-
taremos por S, la Figura 3-17 ilustra el comportamiento de G, los cuales evidencian que
los valores més altos se presentan con el ajuste o2 ~ Uniforme(0, 100), los menores valores
se presentan con los ajustes SBeta2(1/2,1/2,25%), SBeta2(1, 1,07 ) v SBeta2(1/2,1/2,03 )
respectivamente.
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Figura 3-17.: Error global de estimacién para J = 3 en el escenario 3

Para J = 4,5 grupos, las figuras 3-18 y 3-19, ilustran el comportamiento de G y de las
cuales se aprecia que, los mayores valores de G se presentan cuando se realiza el ajuste
o5 ~ 1G(0.001,0.001) seguido del ajuste o ~ SBeta2(1/2,1/2,) y ademds loso  valores de
G para los ajustes de 2 con las distribucién SBeta2(1,1,25?) y Uniforme(0, 100) son muy
parecidos.
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Figura 3-18.: Error global de estimacion para J =4 en Sy
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Figura 3-19.: Error global de estimacién para J = 5 en Sy

En el caso de J = 3 grupos y grados de libertad continuos para la distribucion ¢ de Student
a partir de la propuesta de Judrez y Steel (2010), el ajuste 02 ~ Uniforme(0, 100) presentan
los mayores de G con respecto a las otras distribuciones a priori y se puede evidenciar en la
Figura 3-20.
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Figura 3-20.: Error global de estimacion para J = 3 en Sy

Para J > 4 grupos con grados de libertad continuos, se presentan los mayores de GG para
el ajuste 02 ~ IG(0.001,0.001), lo cual se puede apreciar en las figuras 3-21 y 3-22 para
J =3y J = 8 grupos respectivamente.
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Figura 3-21.: Error global de estimacién para J = 4 en Syy con grados de libertad continuos
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Figura 3-22.: Error global de estimacién para J = 8 en Sy; con grados de libertad continuos

La revisién del supuesto de convergencia para verificar el supuesto asociado a que las cadenas
alcanzan la distribucién estacionaria en Sy;; presenta a continuacion para J = 3 grupos, a
partir de los valores de la autocorrelacion existente entre los valores genarados del parametro
de interés en distintos rezagos, los cuales estdn dados en la Tabla 3-13 y el test KPSS con el
cual se obtiene un nivel KPSS de 0.14446, con parametro de truncamiento 20 y un p-valor de
0.1 de donde se sigue que, no existe suficiente eveidencia muestral para rechazar la hipétesis
nula la cual establece Hy : la cadena de Markov ha alcanzado la distribucién estacionaria.
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Tabla 3-13.: Autocorrelaciones por rezagos para J = 3 con 02 ~ SBeta2(1, 1,25?)

J Rezago Autocorrelacién de o2 con
1 1 Rezago 0.002590061
2 5 Rezagos -0.002876783
3 10 Rezagos 0.021183279
4 50 Rezagos -0.004754381

En la Tabla 3-13 se puede apreciar que la asociacion entre los valores del parametro generado
con los diferentes rezagos es muy baja. En las figuras 3-23 y 3-24 muestran la traza, densidad
y promedios moéviles respectivamente para una de las cadenas de valores generados con los
diferentes rezagos de la distribucién a posteriori del efecto aleatorio con J = 3 grupos para
Srrr, en la cual se evidencia el comportamiento estacional de la cadena luego de realizar
el burn-in y la distribucion a posterior del pardmetro de interés sigue un comportamiento
estacionario. Los resultados obtenidos para todos los escenario de interés estan presentes en

el Anexo A.
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Figura 3-23.: Traza y densidad para una de las cadenas simuladas para a con J = 3 grupos
CIl S[[]
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Figura 3-24.: Promedio movil para una de las cadenas simuladas para o con J = 3 grupos
en S IIT

Comparando los resultados via simulacién bajo las condiciones de S;;; con los reportados en
Pérez et al. (2017) los cuales se pueden apreciar en la Tabla 3-14, se sigue, para todos los
grupos los valores de G son menores cuando los efectos aleatorios siguen una distribucion ¢
de Student. La distribucién a priori para o2 con los valores mas altos es IG(0.001,0.001).
Asi, podemos establecer que bajo las condiciones de S;;; se presentan los menores valores
de G, los cuales incrementan a medida que aumenta el valor de los grados de libertad, en
cambio que, en S7 y S; se presentan valores mas altos para GG y una tendencia a disminuir

a medida que aumentaban los grados de libertad.
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3 Estudio de simulacion

Tabla 3-14.: Comparacién de errores de estimacion global, G en Sy

1G SBeta2 SBeta2 SBeta2 SBeta2
J (0.001,0.001) (1/2,1/2,25%) (1,1,25%) (1/2.1/2.02) (L.1,02)
3 t-Student(v = 1) 2.5341 2.2945 3.1920 2.3195 2.2461
t-Student (v = 2) 2.7142 2.8051 2.9083 2.4139 2.3022
t-Student(v = 3) 2.6659 2.3979 3.2199 2.4264 2.3405
(-Student (v ~ Gamma(2,0,1)) 2.8672 3.1445 2.9635 2.5108 2.4161
t-Student (v ~ Exp(0,001)) 2.8263 3.3680 2.8585 2.5415 2.4456
Normal 3.6400 3.3783 3.3187 3.4457 3.3858
4 t-Student(v = 1) 2.6692 2.4229 2.3787 2.4482 2.3574
t-Student (v = 2) 2.8288 2.5050 2.4261 2.5461 2.4346
t-Student(v = 3) 2.8752 2.5436 2.4499 2.6028 2.4810
t-Student (v ~ Gamma(2,0,1)) 2.9673 2.6250 2.5075 2.7160 2.5945
t-Student (v ~ Exp(0,001)) 3.0365 2.6530 2.5369 2.7616 2.6425
Normal 3.5496 3.3040 3.2371 3.3694 3.2948
5 t-Student(v = 1) 2.2107 2.2284 2.3339 2.1806 2.1945
t-Student (v = 2) 2.4418 2.3671 2.4170 2.3303 2.3063
t-Student(v = 3) 2.5537 2.4426 2.4634 2.4193 2.3769
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 2.7405 2.5916 2.5728 2.6012 2.5473
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 2.8167 2.6506 2.6060 2.6781 2.6187
Normal 3.3458 3.2175 3.1934 3.2409 3.1962
6 t-Student(v = 1) 2.3431 2.3519 2.4571 2.3097 2.3199
t-Student(v = 2) 2.5987 2.5232 2.5684 2.4876 2.4566
t-Student (v = 3) 2.7445 2.6172 2.6318 2.5952 2.5434
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 2.9680 2.7964 2.7634 2.8172 2.7508
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 3.0839 2.8677 2.8141 2.9116 2.8394
Noral 3.5963 3.4181 3.3693 3.4566 3.3953
7 t-Student (v = 1) 2.6662 2.5606 2.5910 2.5458 2.4957
t-Student(v = 2) 2.9432 2.7306 2.7142 2.7282 2.6441
t-Student(v = 3) 3.0735 2.8265 2.7821 2.8402 2.7411
t-Student(v ~ Gamma(2,0.1)) 3.3007 3.0128 2.9310 3.0705 2.9670
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 3.3970 3.0824 2.9802 3.1643 3.0588
Normal 3.4577 3.3549 3.3463 3.3593 3.3154
8 {-Student(v = 1) 2.3465 2.3814 2.5242 2.3352 2.3771
t-Student (v = 2) 2.6964 2.6196 2.7013 2.5766 2.5661
t-Student (v = 3) 2.8693 2.7642 2.8055 2.7360 2.6928
t-Student(v ~ Gamna(2,0.1)) 3.2140 3.0439 3.0235 3.0587 2.9991
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 3.3708 3.1529 3.1004 3.1992 3.1312
Normal 3.8349 3.6049 3.5295 3.6620 3.5857
9 t-Student(v = 1) 2.0600 2.1978 2.4147 2.1378 2.2328
t-Student(v = 2) 2.3796 2.4602 2.6179 2.3813 2.4203
t-Student (v = 3) 2.6007 2.6241 2.7397 2.5498 2.5579
t-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 2.9885 2.9560 3.0049 2.9116 2.8914
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 3.1780 3.0961 3.1039 3.0902 3.0532
Normal 3.6869 3.5509 3.5244 3.5707 3.5177
10 t-Student(v = 1) 2.5227 2.5223 2.6282 2.4934 2.5153
t-Student (v = 2) 2.8793 2.7790 2.8406 2.7481 2.7239
t-Student (v = 3) 3.1173 2.9516 2.9702 2.9287 2.8761
(-Student (v ~ Gamma(2,0.1)) 3.4846 3.2965 3.2572 3.3218 3.2516
t-Student (v ~ Exp(0.001)) 3.7063 3.4409 3.3642 3.5086 3.4224
Normal 3.9907 3.7542 3.6676 3.8117 3.7275




4. Aplicacion

4.1. Aplicacion de un modelo jerarquico normal

Consideramos el modelo jerdrquico lineal dado en (3-2) el cual se aplicé al ejemplo de los
colegios analizado en Gelman (2006b), asociado al efecto relativo de un programa de en-
trenamiento sobre una prueba de actitud escolar en ocho colegios los cuales se presentan
en la Tabla 4-1. En el modelo, los pardmetros «; para j = 1,2,...,8 representan el efecto
relativo del programa de entrenamiento en el j-ésimo colegio y o, la desviacion estandar
de dichos efectos entre los colegios. Los efectos son medidos como puntaje en la prueba y
estan entre 200 y 800 con un promedio aproximado de 500, por lo cual, el mayor efecto esta
alrededor de los 300 puntos y para la desviacion estandar entre estos efectos, o, se define
como limite superior de 100. Gelman (2006b) expone e ilustra las principales dificultades que
se presentan cuando se realiza el ajuste de los efectos aleatorios con una distribucién normal
y la distribucién a priori para o, corresponde a 1G(0.001,0.001). Entre los cuales resalta,
los inconvenientes cuando se tiene un nimero pequenio de grupos (J < 5) y las alternati-
vas para restringir el pardmetro o, como lo son distribuciones pertenecientes a la familia
folded-noncentral-t como la half-t y la half-Cauchy presentes en Gelman y Hill (2006) (ver
seccién 1.2.1) .

Tabla 4-1.: Datos colegios Gelman (2006b)

Colegio Estimacion Desviacion estandar

1 A 28.39 14.90
2 B 7.94 10.20
3 C -2.75 16.30
4 D 6.82 11.00
) E -0.64 9.40
6 F 0.63 11.40
7 G 18.01 10.40
8 H 12.16 17.60
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4.1.1. Aplicacién con todos los J = 8 colegios

Ajustando el modelo (3-2) en el nivel 1 con los datos dados en la Tabla 4-1 y utilizando como
distribuciones a priori para o2 para el nivel 2 las listadas en la seccién 2.2. En las figuras
4-1 hasta 4-4 se presentan los histogramas de frecuencias para la distribucién posterior del
parametro o, ajustado por cuatro diferentes alternativas para la distribuciones a priori a
partir de métodos Monte Carlo por cadenas de Markov basado en 10000 simulaciones del
modelo ajustado en jags bajo el paquete R2jags con un quemado inicial de 2000 iteraciones.
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Figura 4-1.: Histograma de la distribucion posterior de o, con distribuciéon a priori para
02 ~ SBeta2(1/2,1/2,25%)

En la Figura 4-1 donde la distribucién a priori utilizada en el ajuste para o2 corresponde
a SBeta2(1/2,1/2,25%) y la cual es equivalente a realizar el ajuste con una half-Cauchy de
parametro 25 para o, se evidencia que, a partir de valores de o, superiores a 15 se empieza
a extender una pequena cola, por lo cual, los valores para o, son admisibles en términos
de la cota superior, esto es, g, < 100. Las estimaciones a posteriori obtenidas del ajuste
del modelo (3-2) con los datos asociados a la Tabla 4-1 y 2 ~ SBeta2(1/2,1/2,25%) se
presentan a continuacion:
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Tabla 4-2.: Resultados del ajuste para J = 8 y 02 ~ SBeta2(1/2,1/2,25?)

Pardmetro Estimacién Desviacion 2.5% 97.5%

" 3.774 2.435 -0.560  8.980
Oq 13.487 23.414 0.000 86.308
o 10.956 9.118 -1.212  35.551
Qo 7.657 5.922 -3.131  20.778
Q3 6.149 7.145 -9.747 19.706
Uy 7.456 6.135 -3.998 21.138
Qs 5.671 6.031 -7.726  17.238
g 6.356 6.210 -6.995 18.728
ar 9.576 6.703 -0.832 25.781
asg 7.657 6.613 -5.025  21.863
deviance 60.474 2.095 57.177 65.688

En el caso del ajuste 02 ~ SBeta2(1,1,25%) presentado en la Figura 4-2 una pequena
cola a derecha se empieza a extender a partir de valores de o, menores de 20 considerados
como admisibles y comparando con los resultados del ajuste 02 ~ SBeta2(1/2,1/2,25%) se
presenta una media con mayor cuantia.

1000

Figura 4-2.: Histograma de la distribucién posterior de o, con distribucién a priori para
02 ~ SBeta2(1,1,25?)

Las estimaciones a posteriori obtenidas del ajuste del modelo (3-2) con los datos asociados
a la Tabla 4-1 y 02 ~ SBeta2(1, 1, 25?) se presentan a continuacion:
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Tabla 4-3.: Resultados del ajuste para J = 8 y 02 ~ SBeta2(1, 1, 25?)

Pardametro Estimaciéon Desviacion 2.5% 97.5%

I 3.774 2.435 -0.560  8.980
Ou 3.959 2.801 -1.482  9.524
o 64.189 131.522 0.471  361.290
a%) 13.986 10.510 -2.946  39.847
o % 8.013 7.046 -5.963  22.532
oy 4.942 9.627 -17.256  22.079
Qs 7.464 7.337 -7.948  22.337
o 5.432 7.852 -11.867  19.909
oy 11.798 7.855 -1.778  29.186
as 9.116 9.542 -8.782  30.402
deviance 60.611 2.568 56.847  66.888

Continuando, tenemos que cuando se realizé el ajuste con una distribuciéon a priori Uniforme
presentado en la Figura 4-8, la cual Gelman (2006b) recomienda para J > 5 grupos, tenemos
que la cola a derecha se empieza a extender a partir de valores de o, superiores a cuatro y
se presenta una gran concentracién en el intervalo (0,4) pero no con picos altos alrededor de
cero, es decir, esta distribucién a priori captura desviaciones pequenas para los J = 8 grupos
que se estan comparando con valores de o, en un rango admisible.
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Figura 4-3.: Histograma de la distribuciéon posterior de o, con distribucién a priori para
02 ~ Uniforme(0, 100)

Las estimaciones a posteriori obtenidas del ajuste del modelo (3-2) con los datos asociados
a la Tabla 4-1 y 02 ~ Uniforme(0, 100) se presentan a continuacién:
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Tabla 4-4.: Resultados del ajuste para J = 8 y 02 ~ Uniforme(0, 100)

Pardmetro Estimaciéon Desviacion  2.5%  97.5%

I 7.815 5.584 -3.434  18.412
Ou 6.597 5.871 0.159  22.032
o 11.665 8.754 -2.338 32972
o 7.804 6.474 -0.338  20.383
o 6.068 8.143 -12.361  20.386
oy 7.637 6.834 -6.378  20.988
o % 5.305 6.691 -9.383  17.124
o 6.030 7.163 -10.091 18.613
oy 10.576 7.076 -1.859  26.384
os 8.345 8.138 -8.321  25.020
deviance 60.599 2.274 27.055  66.203

En contraposicién a lo presentado con el ajuste 02 ~ Uniforme(0, 100) tenemos el comporta-
miento del ajuste o2 ~ IG(0.001,0.001) el cual se puede apreciar en 4-4 en la cual el rango
de valores se encuentra concentrado en un intervalo pequeno, con un pico muy alto alrededor
de cero y una pequena cola a derecha extendiéndose a partir de valores de o, superiores a 5,
con lo cual podemos establecer que la inferencia se va a ver afectada debido al encogimiento
de los efectos en cada grupo, o;. Por tanto, podemos establecer con el andlisis grafico de las
distribuciones posteriori que, se obtienen valores de ¢, admisibles, menores que los repor-
tados en Gelman (2006b), Gelman et al. (2013) y Pérez et al. (2017) ajustando los efectos
aleatorios a una distribucién ¢ de Student y adicional tiene en cuenta presencia de valores
de desviaciones cercanos a cero.

3000

Figura 4-4.: Histograma de la distribucién posterior de o, con distribucién a priori para
o2 ~ IG(0.001,0.001)
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Tabla 4-5.: Resultados del ajuste para J =8y 2 ~ IG(0.001,0.001)
Las estimaciones a posteriori obtenidas del ajuste del modelo (3-2) con los datos asociados

a la Tabla 4-1 y 02 ~ IG(0.001,0.001) estdn dadas por:

Pardmetro Estimaciéon Desviacion 2.5% 97.5%
7 3.614 2.240 -0.583  8.054

Ou 4.876 24.457 0.001  39.254
o 8.748 7.055 -1.828  28.959

Q9 7.131 5.525 -2.563 17.161

Q3 6.431 5.663 -6.494 16.395
oy 7.223 4.792 -1.830 16.403

Qg 6.975 4.798 -2.254  16.336

ar 8.230 5.518 -1.286 21.118

oy 8.011 6.285 -1.582 23.665
deviance 60.507 1.810 57.603 65.210

4.1.2. Aplicacién con los tres primeros colegios

Siguiendo lo realizado en Gelman (2006b) y andlogamente a lo realizado en la seccién anterior,

se ajusta el modelo (3-2) en el nivel 1 con los datos dados en la Tabla 4-1 y utilizando como

distribuciones a priori para o2 para el nivel 2 las listadas en la seccién 2.3 para los tres

primeros grupos A, B y C. En las figuras 4-5 hasta 4-6 sc presentan los histogramas de

frecuencias para la distribucion posterior del parametro o, ajustado por cuatro diferentes
alternativas para la distribuciones a priori a partir de métodos MCMC basado en 10000

simulaciones del modelo ajustado en jags bajo el paquete R2jags con un quemado inicial

de 2000 iteraciones.
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Figura 4-5.: Histograma de la distribucién posterior de o, con distribucién a priori para
o2 ~ SBeta2(1/2,1/2,25%) para J = 3

En la Figura 4-5 donde la distribucién a priori utilizada en el ajuste para o2 es equivalente
a realizar el ajuste con una half-Cauchy de parametro 25 para o, evidencia que, a partir
de valores de o, superiores a 50 se empieza a extender una pequena cola, por lo cual, los
valores para o, son admisibles en términos de la cota superior, esto es, o, < 100. En el
caso del ajuste o2 ~ SBeta2(1, 1, 25%) presentado en la Figura 4-6 , se observa una pequena
cola a derecha se empieza a extender a partir de valores de o, menores de 50 considerados
como admisibles y comparando con los resultados del ajuste o2 ~ SBeta2(1/2,1/2,25%) no
se presenta tanta concentracién en el intervalo pequeno (0,5) aproximadamente.

1000

Figura 4-6.: Histograma de la distribucién posterior de o, con distribucién a priori para
02 ~ SBeta2(1,1,25%) para J = 3
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Figura 4-7.: Histograma de la distribucion posterior de o, con distribucién a priori para
02 ~ Uniforme(0, 100) para J = 3

Continuando, tenemos que cuando se realiza el ajuste con una distribucién a priori Uniforme
presentado en la Figura 4-7, la cual Gelman (2006b) recomienda para J > 5 grupos porque
cuando el nimero de grupos es pequeno los datos proporcionan poca informacién acerca de la
varianza entre grupos, observamos que se presenta una alta concentracion en el intervalo de
valores para o, de (0,10) y sin presencia de cola a derecha extendiéndose a partir de valores
mayores a 10, lo cual nos da indicio que ajustando los efectos a partir de una distribucién
t de Student se permite tener presente en el modelamiento jerarquico poca variaciéon en un
nimero pequeno de grupos y asi o, posse valores en un rango admisible.
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Figura 4-8.: Histograma de la distribuciéon posterior de o, con distribucién a priori para
0% ~ 1G(0.001,0.001) para J =3

El ajuste 02 ~ IG(0.001,0.001) para J = 3 presenta alta concentracién en intervalo pequefio
y una cola extensa a derecha a partir de valores de o, > 20.



5. Conclusiones y Perspectivas futuras

5.1. Conclusiones

El presente trabajo propone e implementa el analisis conjunto de modelar los efectos aleato-
rios en un modelo jerarquico normal a partir de una distribucién ¢-Student desde un enfoque
bayesiano utilizando diferentes distribuciones a priori candidatas asociadas al parametro
de escala. Los resultados obtenidos via simulacién estadistica nos permitieron examinar el
comportamiento de las estimaciones de las medidas de error global de estimacion y la raiz
del error cuadrético medio para los efectos aleatorios del modelo jerarquico lineal teniendo
en cuenta diferentes variaciones para el parametro grados de libertad de la distribucién t-
Student.

A partir de los resultados obtenidos del estudio de simulacién se evidencia la tendencia
de incremento del error cuadratico de estimacion a partir del incremento de los grados de
libertad asociados a la distribuciéon ¢-Student para todas las distribuciones a priori candidatas
analizadas. De acuerdo con las situaciones de interés planteadas con respecto a la presencia
de valores atipicos moderados y un gran valor atipico, los valores mas altos para las medidas
de error global de estimacién y raiz de error cuadratico medio en la mayoria de las veces se
presentaban en el ajuste cuando se utilizaba una distribucién Gamma-Inversa (0.001, 0.001)
como distribucion a priori para el parametro de varianza.

Con el estudio de simulacién se muestra que el error cuadratico de estimacién de los efectos
que representa un gran valor atipico es mucho menor cuando se ajustan los efectos aleatorios
a partir de una distribucion t-Student para todas las alternativas de distribuciones a priori
para el parametro de escala en consideracion que los reportados cuando los efectos siguen
una distribucion normal y en general el ajuste con la eleccion natural para los parametros de
escala, como lo es la distribucién Gamma-inversa (¢, €) con € pequeno presenta el mayor de la
medida de error cuadratico medio presente a nivel global e individual. Adicionalmente, en el
escenario con valores atipicos moderados en funcion del nimero de grupos, dependiendo de
los grados de libertad en la distribucion ¢-Student, la variaciéon porcentual con los resultados
reportados en Pérez et al. (2017) cuando los efectos siguen una distribucién normal es baja
en funcién del ntimero de grupos que se esté contrastando.

Los resultados obtenidos con la aplicacion de los datos de los colegios ilustran que para
valores pequenios de desviaciones para los efectos en términos de asociar la distribucién t-
Student para los efectos y las diferentes alternativas de distribuciones a priori al parametro
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de escala se obtienen valores de o, admisibles tanto para un nimero pequeno de grupos
(J = 3) como para un numero de grupos considerable (J = 8).

5.2. Perspectivas futuras

Algunas propuestas de extensién que se pueden considerar viables a partir del presente
trabajo de investigacién corresponden a:

» En Villa y Walker (2014) encontramos diferentes propuestas de distribuciones a prio-
ri para los grados de libertad de una distribucién ¢-Student, por lo cual, se pueden
considerar y realizar un andlisis similar en términos del comportamiento conjunto de
modelar los efectos aleatorios en el modelo jerarquico a partir de una distribucion
t-Student con diferentes alternativas a priori para modelar el parametro de escala.

» Realizar una analisis similar pero con distribuciones ¢-Student sesgadas y se puede
trabajar con los valores analizados en Judrez y Steel (2010) para el pardmetro de
sesgo.



A. Anexo: Error global de estimacién por
escenario

A.1. Error global de estimacion para el escenario con
efectos de magnitud similar

Tabla A-1.: Error de estimacién global para todas la situacion Sy con J = 3 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%)  SBeta2(1,1,25%) SBeta2(1/2,1/2,0%) SBeta2(1,1,07%) U(0,100)
1 0.9206 1.1088 2.3714 0.8523 0.8568 1.7749
2 0.9084 1.1090 1.9800 0.7952 0.7782 2.1054
3 0.9146 1.1257 1.9399 0.7765 0.7526 1.9092
4 0.8918 2.2158 2.3213 0.7681 0.7405 2.4443
5 1.0160 1.1145 1.8448 0.7668 0.7332 2.1702
10 1.0884 1.1080 2.0089 0.7584 0.7233 2.2513
30 0.8860 1.1120 1.8844 0.7531 0.7179 2.0243
v ~ exp(0.001) 0.9275 1.1137 1.8602 0.7513 0.7176 2.0461
v ~ gamma(2,0.1) 0.9133 1.1110 1.9365 0.7559 0.7248 2.0750

Tabla A-2.: Error de estimacion global para todas la situaciéon Sy con J = 4 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBela2(1,1,25%)  SBela2(1/2,1/2,07) SBela2(1,1,03) U(0,100)
1 0.8433 1.1580 1.5832 0.7913 0.7988 1.1603
2 0.8391 1.1666 1.5903 0.7602 0.7479 1.1699
3 0.8347 1.1696 1.5910 0.7514 0.7359 1.1868
4 0.8459 1.1728 1.5920 0.7479 0.7308 1.1748
5 0.8329 1.1730 1.5992 0.7439 0.7281 1.1793
10 0.8402 1.1738 1.5939 0.7403 0.7238 1.1776
30 0.8336 1.1760 1.5977 0.7373 0.7226 1.1837
v ~ exp(0.001) 0.8273 1.1759 1.5977 0.7392 0.7231 1.1859

v ~ gamma(2,0.1) 0.8365 1.1758 1.5965 0.7453 0.7247 1.1798
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Tabla A-3.: Error de estimacion global para todas la situacién Sy con J = 5 grupos

v 1G(0,001,0001)  SBeta2(1/2,1/2,25%)  SBela2(1,1,25%)  SBela2(1/2,1/2,02)  SBeta2(1.1,02)) U(0.100)
1 1.0320 1.2618 1.6479 1.0244 1.1275 1.2628
2 1.0211 1.2715 1.6544 0.9891 1.0546 1.2707
3 1.0251 1.2723 1.6594 0.9790 1.0327 1.2759
4 1.0233 1.2767 1.6602 0.9764 1.0218 1.2755
5 1.0265 1.2845 1.6625 0.9735 1.0151 1.2798
10 1.0287 1.2812 1.6678 0.9695 1.0084 1.2831
30 1.0312 1.2819 1.6697 0.9688 1.0005 1.2857
v ~ exp(0.001) 1.0281 1.2814 1.6696 0.9652 0.9999 1.2851
v ~ gamma(2,0.1) 1.0334 1.2814 1.6680 0.9675 1.0053 1.2825

Tabla A-4.: Error de estimacion global para todas la situacién S; con J = 6 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%)  SBeta2(1,1,25%) SBeta2(1/2,1/2,0%) SBeta2(1.1,0%)) U(0.100)
1 1.0819 1.2959 1.6723 1.0745 1.0994 1.2961
2 1.0646 1.3054 1.6851 1.0306 1.0331 1.3022
3 1.0689 1.3082 1.6915 1.0230 1.0137 1.3088
4 1.0688 1.3140 1.6953 1.0189 1.0069 1.3151
5 1.0723 1.3159 1.6972 1.0185 1.0041 1.3164
10 1.0781 1.3186 1.7025 1.0134 0.9974 1.3225
30 1.0823 1.3220 1.7081 1.0133 0.9935 1.3254
v ~ cxp(0.001) 1.0816 1.3246 1.7096 10117 0.9926 1.3227
v ~ gamma(2,0.1) 1.0789 1.3187 1.7049 1.0129 0.9978 1.3221

Tabla A-5.: Error de estimacién global para todas la situacién S; con J = 7 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBeta2(1,1,25%) SBeta2(1/2,1/2,07%) SBeta2(1,1,07,) U(0.100)
1 1.1461 1.3411 1.7095 1.1429 1.1747 1.3421
2 1.1245 1.3500 1.7272 1.1027 1.1031 1.3514
3 1.1296 1.3551 1.7333 1.0892 1.0814 1.3595
4 1.1290 1.3616 1.7388 1.0879 1.0743 1.3618
5 1.1414 1.3640 1.7435 1.0825 1.0694 1.3666
10 1.1387 1.3706 1.7519 1.0769 1.0619 1.3744
30 1.1383 1.3763 1.7585 1.0753 1.0601 1.3761
v ~ exp(0.001) 1.1434 1.3760 1.7598 1.0777 1.0583 1.3778
v ~ gamma(2,0.1) 1.1399 1.3704 1.7532 1.0790 1.0613 1.3696

Tabla A-6.: Error de estimacién global para todas la situacién S; con J = 8 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBela2(1,1,25") SBela2(1/2,1/2,0%) SBela2(1,1,05) U(0.100)
1 1.2734 1.4350 1.7640 1.2777 1.3008 1.4351
2 1.2553 1.4412 1.7812 1.2383 1.2370 1.4406
3 1.2654 1.4459 1.7919 1.2239 1.2152 1.4466
4 1.2609 1.4514 1.7984 1.2225 1.2073 1.4518
5 1.2675 1.4551 1.8022 1.2194 1.2030 1.4550
10 1.2604 1.4584 1.8126 1.2150 1.1929 1.4617
30 1.2688 1.4638 1.8180 1.2121 1.1889 1.4653
v ~ exp(0.001) 1.2686 1.4642 1.8197 1.2106 1.1895 1.4677

v ~ gamma(2,0.1) 1.2629 1.4627 1.8142 1.2118 1.1960 1.4603
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Tabla A-7.: Error de estimacion global para todas la situacién S; con J = 9 grupos

1G(0.001.0,001)  SBela2(1/2.1/2,25%)  SBela2(1,1,25%)  SBela2(1/2.1/2,02) SBeta2(1,1.02)) U(0,100)

1 1.2807 1.4402 1.7581 1.2853 1.3216 1.4398

2 1.2619 1.4457 L7772 1.2402 1.2433 14452

3 1.2623 1.4520 1.7867 1.2272 1.2180 1.4513

4 1.2688 1.4559 1.7966 1.2221 1.2087 1.4581

5 1.2612 1.4572 1.7942 1.2209 1.2093 1.4606

10 1.2725 1.4645 1.8142 1.2149 1.1966 1.4693

30 1.2646 14686 1.8174 1.2152 1.1923 14739

v ~ exp(0.001) 1.2717 1.4752 1.8194 1.2121 1.1883 1.4734
v ~ gamma(2.0.1) 1.2668 1.4692 1.8121 1.2120 1.1954 1.4703
Tabla A-8.: Error de estimacién global para todas la situacién S; con J = 10 grupos
v 1G(0.001.0,001)  SBeta2(1/2.1/2.25%) SBeta2(1.1.25%) SBeta2(1/2.1/2.02)) SBeta2(1.1.0%,) [/(0,100)

1 1.3105 1.5871 1.8548 1.4790 1.5094 1.4537

2 1.2865 1.5873 1.8738 1.4375 1.4397 1.4624

3 1.2803 1.5941 1.8871 1.4263 1.4188 14732

4 1.2905 1.5972 1.8925 1.4216 1.4092 1.4803

5 1.2045 1.6045 1.8087 1.4174 1.4068 14804

10 1.3003 1.6111 1.9086 1.4158 1.3973 1.4909

30 1.3019 1.6111 1.9188 1.4145 1.3931 1.4934

v ~ exp(0.001) 1.3001 1.6166 1.9221 1.4119 1.3937 1.4954
v ~ gamma(2,0.1) 1.2939 1.6117 1.9121 1.4144 1.3984 1.4885

A.2.

algunos valores atipicos moderados

Error global de estimacion para el escenario con

Tabla A-9.: Error de estimacion global para todas la situacion Sy con J = 3 grupos

1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBela2(1,1,25%)  SBela2(1/2,1/2,07) SBela2(1,1,03) U(0,100)

=W o =

ct

10
30
v ~ exp(0.001)
v~ gamma(2.0.1)

1.7834
1.8055
1.8010
1.8261
1.8060
1.8241
1.8317
2.1317
1.9367

1.7247
1.7285
1.7333
1.7462
1.7825
1.7353
1.7323
1.7479
1.7376

2.1779
2.2990
2.8813
2.2056
2.1735
2.8006
2.4595
2.2525
2.2803

1.7491
1.7034
1.7069
1.7097
1.7115
1.7172
1.7199
1.7204
1.7155

1.6725
1.6673
1.6689
1.6701
1.6714
1.6741
1.6754
1.6794
1.6755

2.7414
3.2290
3.0687
2.4188
3.2171
2.6410
3.2800
2.5119
3.3751
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Tabla A-10.: Error de estimacion global para todas la situacién S;; con J = 4 grupos

v 1G(0,001,0001)  SBeta2(1/2,1/2,25%)  SBela2(1,1,25%)  SBela2(1/2,1/2,02)  SBeta2(1.1,02)) U(0.100)
1 1.9022 1.8651 1.9572 1.8425 1.8092 1.9667
2 1.9124 1.8646 1.9591 1.8375 1.7933 1.9694
3 1.9184 1.8613 1.9629 1.8356 1.7885 1.9708
4 1.9204 1.8632 1.9647 1.8358 1.7880 1.9735
5 1.9188 1.8612 1.9623 1.8353 1.7854 1.9755
10 1.9208 1.8646 1.9662 1.8360 1.7860 1.9758
30 1.9198 1.8661 1.9625 1.8394 1.7857 1.9806
v ~ exp(0.001) 1.9202 1.8675 1.9708 1.8397 1.7872 1.9788
v ~ gamma(2,0.1) 1.9202 1.8653 1.9635 1.8383 1.7858 1.9777

Tabla A-11.: Error de estimacion global para todas la situacién Sy; con J = 5 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBeta2(1,1,25%) SBeta2(1/2,1/2, (7,2,]) SBeta2(1, 1, ﬂi]) U(0.100)
1 2.0682 2.0114 2.0930 1.9873 1.9374 2.0973
2 2.1020 2.0215 2.1037 1.9928 1.9321 2.1134
3 2.1134 2.0260 2.1090 1.9990 1.9327 2.1233
4 2.1205 2.0315 2.1122 2.0039 1.9358 2.1278
5 2.1275 2.0330 2.1155 2.0054 1.9372 2.1326
10 2.1343 2.0419 2.1180 2.0147 1.9433 2.1415
30 2.1398 2.0430 2.1239 2.0203 1.9480 2.1475
v ~ exp(0.001) 2.1449 2.0453 2.1260 2.0229 1.9495 2.1486
v~ gamma(2,0.1) 2.1363 2.0397 2.1220 2.0145 1.9448 2.1415

Tabla A-12.: Error de estimacién global para todas la situacién S;; con J = 6 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBeta2(1,1,25%) SBeta2(1/2,1/2,07%) SBeta2(1,1,07,) U(0.100)
1 2.7145 2.4905 2.4174 2.5250 2.4127 2.5661
2 2.7255 2.4709 2.4174 2.5073 2.3979 2.5601
3 2.7185 2.4691 2.4194 2.5026 2.3942 2.5604
4 2.7128 2.4673 2.4196 2.5047 2.3968 2.5617
5 2.7159 2.4698 2.4212 2.5085 2.3970 2.5655
10 2.7286 2.4693 2.4253 2.5166 2.4037 2.5719
30 2.7234 2.4736 2.4303 2.5229 2.4092 2.5783
v ~ exp(0.001) 2.7319 2.4729 2.4315 2.5241 2.4151 2.5802
v ~ gamma(2,0.1) 2.7274 2.4698 2.4250 2.5151 2.4048 2.5706

Tabla A-13.: Error de estimacién global para todas la situacién Sy; con J = 7 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBela2(1,1,25") SBela2(1/2,1/2,0%) SBela2(1,1,05) U(0.100)
1 2.9684 2.7497 2.6348 2.7859 2.6497 2.8030
2 2.9839 2.7276 2.6314 2.7725 2.6423 2.7914
3 2.9746 2.7236 2.6336 2.7727 2.6448 2.7910
4 2.9804 2.7255 2.6359 2.7752 2.6478 2.7938
5 2.9813 2.7256 2.6369 2.7779 2.6496 2.7950
10 2.9950 2.7270 2.6415 2.7882 2.6614 2.8024
30 2.9991 2.7311 2.6439 2.7942 2.6693 2.8073
v ~ exp(0.001) 2.9920 2.7287 2.6458 2.7989 2.6740 2.8092

v~ gamma(2,0.1) 2.9960 2.7272 2.6412 2.7873 2.6633 2.8023




A.2 FError global de estimacion para el escenario con algunos valores
atipicos moderados 55

Tabla A-14.: Error de estimacion global para todas la situacién S;; con J = 8 grupos

v 1G(0.001.0,001)  SBela2(1/2.1/2,25%)  SBela2(1,1,25%)  SBela2(1/2.1/2,02) SBeta2(1,1.02)) U(0,100)
1 3.4303 3.1365 2.9874 3.1904 3.0407 3.1394
2 3.3687 3.0795 2.9614 3.1348 3.0014 3.0745
3 3.3497 3.0546 2.9496 3.1122 2.9892 3.0523
1 3.3319 3.0475 2.9457 3.1053 2.9823 3.0446
5 3.3171 3.0421 2.9440 3.1022 2.9808 3.0399
10 3.3233 3.0339 2.9406 3.0986 2.9787 3.0337
30 3.3113 3.0295 2.9375 3.1008 2.9800 3.0320
v ~ exp(0.001) 3.3110 3.0298 2.9389 3.1010 2.9840 3.0302
v ~ gamma(2.0.1) 3.3166 3.0322 2.9390 3.1012 2.9800 3.0324

Tabla A-15.: Error de estimacion global para todas la situacion S;; con J = 9 grupos

v I1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBeta2(1,1,25%) SBeta2(1/2,1/2,0%) SBeta2(1,1,02) U(0,100)
1 3.4324 3.1656 3.0292 3.2099 3.0654 3.1661
2 3.3812 3.1129 3.0134 3.1606 3.0370 3.1123
3 3.3656 3.0985 3.0097 3.1462 3.0283 3.0987
4 3.3555 3.0899 3.0078 3.1415 3.0279 3.0939
5 3.3468 3.0937 3.0087 3.1405 3.0275 3.0908
10 3.3368 3.0920 3.0098 3.1402 3.0308 3.0879
30 3.3333 3.0895 3.0132 3.1494 3.0360 3.0892
v ~ exp(0.001) 3.3359 3.0902 3.0157 3.1477 3.0407 3.0905
v ~ gamma(2,0.1) 3.3359 3.0007 3.0091 3.1446 3.0341 3.0902

Tabla A-16.: Error de estimacién global para todas la situacién Sy; con J = 10 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBela2(1,1,25%)  SBela2(1/2,1/2,07) SBela2(1,1,03) U(0,100)
1 3.5456 3.2310 3.1009 3.2670 3.1282 3.2916
2 3.4723 3.1739 3.0838 3.2113 3.0978 3.2243
3 3.4521 3.1577 3.0790 3.1986 3.0904 3.2022
4 3.4452 3.1504 3.0797 4.9292 3.0879 3.1941
5 3.4310 3.1509 3.0824 4.9274 3.0886 3.1896
10 3.4215 3.1531 3.0868 4.9207 3.0046 3.1852
30 3.4210 3.1537 3.0914 4.9215 3.1015 3.1866
v ~ exp(0.001) 3.4222 3.1568 3.0923 4.9220 3.1043 3.1878

v ~ gamma(2,0.1) 3.4267 3.1518 3.0874 4.9229 3.0949 3.1888
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A.3. Error global de estimacion para el escenario de un
gran valor atipico

Tabla A-17.: Error de estimacion global para todas la situacién Sy;; con J = 3 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBeta2(1,1,25%) SBeta2(1/2,1/2,07,) SBeta2(1,1,03,) U(0,100)
1 2.5341 2.2945 3.1920 2.3195 2.2461 3.6158
2 2.7142 2.8051 2.9083 2.4139 2.3022 3.7760
3 2.6659 2.3979 3.2199 2.4264 2.3405 4.6377
4 2.6988 2.4100 2.8630 2.9772 2.3578 3.8666
5 2.7397 2.4255 2.7334 2.4764 2.3697 3.9734
10 2.9288 2.4459 2.7016 2.5153 2.4056 4.0252
30 2.8379 2.4767 2.9607 2.5361 24373 4.6165
v ~ exp(0.001) 2.8263 3.3680 2.8585 2.5415 2.4456 4.1091
v~ gamma(2,0.1) 2.8672 3.1445 2.9635 2.5108 2.4161 3.7395

Tabla A-18.: Error de estimacion global para todas la situaciéon Sy;; con J = 4 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBeta2(1,1,25%) SBeta2(1/2,1/2,07%) SBeta2(1,1,07,) U(0.100)
1 2.6666 2.4545 2.3862 2.4791 2.3975 2.4553
2 2.7778 2.4848 2.3956 2.5332 2.4278 2.4844
3 2.8252 2.4931 2.3979 2.5564 2.4488 2.4952
4 2.8248 2.5025 2.4015 2.5717 2.4611 2.5027
5 2.8363 2.5053 2.4028 2.5832 2.4704 2.5057
10 2.8556 2.5120 2.4039 2.6006 2.4853 2.5079
30 2.8661 2.5144 2.4059 2.6114 2.4970 2.5168
v ~ exp(0.001) 2.8537 2.5189 2.4075 2.6171 2.5018 2.5157
v ~ gamma(2,0.1) 2.8465 2.5115 2.4049 2.6016 2.4878 2.5122

Tabla A-19.: Error de estimacion global para todas la situacion Sy;; con J =5 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBela2(1,1,25") SBela2(1/2,1/2,0%) SBela2(1,1,05) U(0.100)
1 2.4161 2.4362 2.5059 2.3901 2.3992 2.4380
2 2.5917 2.5216 2.5444 2.4954 2.4664 2.5239
3 2.6683 2.5621 2.5611 2.5474 2.5053 2.5626
4 2.7135 2.5823 2.5710 2.5802 2.5290 2.5846
5 2.7329 2.5938 2.5758 2.5991 2.5476 2.5979
10 2.7683 2.6191 2.5888 2.6382 2.5794 2.6182
30 2.7901 2.6315 2.5952 2.6617 2.6012 2.6321
v ~ exp(0.001) 2.8108 2.6360 2.5987 2.6684 2.6094 2.6370

v~ gamma(2,0.1) 2.7710 2.6189 2.5904 2.6399 2.5823 2.6191
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Tabla A-20.: Error de estimacion global para todas la situacién Sy;; con J = 6 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%)  SBela2(1,1,25%)  SBela2(1/2, 1/2.03]) SBela2(1,1, 0'37) U(0,100)
1 2.4955 2.5267 2.6154 2.4812 2.4930 2.5266
2 2.7212 2.6523 2.6817 2.6172 2.5873 2.6513
3 2.8427 2.7110 2.7141 2.6972 2.6452 2.7128
4 2.8865 2.7471 2.7333 2.7409 2.6816 2.7483
5 2.9208 2.7683 2.7446 2.7717 2.7066 2.7693
10 2.9842 2.8096 2.7680 2.8290 2.7598 2.8099
30 3.0229 2.8316 2.7833 2.8685 2.7965 2.8318
v ~ exp(0.001) 3.0443 2.8409 2.7876 2.8823 2.8091 2.8422
v ~ gamma(2.0.1) 2.9768 2.8124 2.7709 2.8314 2.7657 2.8112

Tabla A-21.: Error de estimacion global para todas la situacién Sy;; con J = 7 grupos

v 1G(0.001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBeta2(1,1,25%) SBeta2(1/2.1/2,0%) SBeta2(1,1,02)) U(0,100)
1 2.7774 2.7049 2.7499 2.6853 2.6537 2.7079
2 3.0108 2.8377 2.8322 2.8305 2.7616 2.8388
3 3.1451 2.9085 2.876% 2.9204 2.8304 2.9094
4 3.1955 2.9522 2.9028 2.9715 2.8783 2.9515
5 3.2358 2.9777 2.9180 3.0048 2.9082 2.9780
10 3.3031 3.0311 2.9518 3.0793 2.9769 3.0288
30 3.3525 3.0593 2.9734 3.1283 3.0267 3.0592
v ~ exp(0.001) 3.3407 3.0702 2.9797 3.1442 3.0393 3.0691
v~ gamma(2.0.1) 3.2849 3.0313 2.9566 3.0829 2.9851 3.0332

Tabla A-22.: Error de estimacion global para todas la situacion Sy;; con J = 8 grupos

v 1G(0.001.0,001)  SBeta2(1/2.1/2.25%)  SBeta2(1.1.25%) SBeta2(1/2.1/2.02)) SBeta2(1.1.0%) [/(0,100)
1 2.3465 2.3814 2.5242 2.3352 2.3771 2.3818
2 2.6964 2.6196 27013 2.5766 2.5661 2.6220
3 2.8693 2.7642 2.8055 2.7360 2.6928 2.7657
4 3.0129 2.8524 2.8701 2.8357 2.7839 2.8515
5 3.0810 2.9140 2.9111 2.9065 2.8443 29115
10 3.2406 3.0384 3.0080 3.0608 2.9881 3.0388
30 3.3184 3.1212 3.0730 3.1623 3.0909 3.1238
v ~ eap(0.001) 3.3708 3.1529 3.1004 3.1992 3.1312 3.1538
v ~ gamma(2.0.1) 3.2140 3.0439 3.0235 3.0587 2.9991 3.0460

Tabla A-23.: Error de estimacion global para todas la situacion Sy;; con J =9 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%) SBela2(1,1,25%)  SBela2(1/2,1/2,07) SBela2(1,1,03) U(0,100)
1 2.0600 2.1978 2.4147 2.1378 2.2328 2.1990
2 2.3796 2.4602 2.6179 2.3813 2.4203 2.4611
3 2.6007 2.6241 2.7397 2.5498 2.5579 2.6259
4 2.7322 2.7292 2.8170 2.6658 2.6530 2.7305
5 2.8299 2.7308 2.8174 2.6649 2.6532 2.8031
10 3.0169 2.9540 2.9876 2.9216 2.8879 2.9549
30 3.1512 3.0558 3.0696 3.0479 3.0077 3.0576
v ~ exp(0.001) 3.1780 3.0961 3.1039 3.0902 3.0532 3.0954

v ~ gamma(2,0.1) 2.9885 2.9560 3.0049 2.9116 2.8914 2.9569
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Tabla A-24.: Error de estimacion global para todas la situacién Sy;; con J = 10 grupos

v 1G(0,001,0,001)  SBeta2(1/2,1/2,25%)  SBela2(1,1,25%)  SBela2(1/2,1/2, (7(211) SBela2(1. 1, niJ) U(0.100)
1 2.5227 2.5223 2.6282 2.4934 2.5153 2.5211
2 2.8793 2.7790 2.8406 2.7481 2.7239 2.7786
3 3.1173 2.9516 2.9702 2.9287 2.8761 2.9508
4 3.2488 3.0621 3.0535 3.0547 2.9844 3.0580
5 3.3669 3.1338 3.1120 3.1416 3.0607 3.1352
10 3.5379 3.2959 3.2398 3.3321 3.2463 3.2932
30 3.6708 3.4022 3.3298 3.4658 3.3769 3.3999
v ~ exp(0.001) 3.7063 3.4409 3.3642 3.5086 3.4224 3.4429
v ~ gamma(2,0.1) 3.4846 3.2965 3.2572 3.3218 3.2516 3.2941

A.4. Error de estimacidn individual para el escenario con
algunos valores atipicos moderados

Tabla A-25.: Error de estimacion individual para todas la situacion Sy con J = 6 grupos

v a; 1G(0,001,0,001) SBeta2(1/2,1/2,25%) SBeta2(1,1,25%) SBeta2(1/2,1/2,03,) SBeta2(1,1,07,)

1 s 2.9722 2.0745 1.4885 2.3284 1.9124
o6 3.2690 2.3534 1.7619 2.6114 2.1914

2 e 2.9192 1.9260 1.4063 2.2236 1.8434
6 3.1921 2.1931 1.6642 2.5022 2.1173

3 s 2.8439 1.8624 1.3655 2.1750 1.8131
o6 3.1097 2.1294 1.6241 2.4461 2.0801

4 o 2.7994 1.8249 1.3472 2.1588 1.7996
6 3.0747 2.0878 1.5987 2.4297 2.0680

5 s 2.7679 1.8121 1.3272 2.1509 1.7900
o6 3.0563 2.0682 1.5807 2.4230 2.0556

10 e 2.7810 1.7659 1.3002 2.1383 1.7795
[T 3.0513 2.0249 1.5484 2.4040 2.0447

30 s 1.7446 1.2814 2.7287 2.1299 1.7747
6 1.9991 1.56316 2.9808 2.3959 2.0372
Normal a5 2.3916 1.5632 1.2267 1.8852 1.6382

6 2.7024 1.7900 1.4080 2.1606 1.8993
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Tabla A-26.: Error de estimacion individual para todas la situacion Sy con J = 7 grupos

v aj 1G(0,001,0,001) SBeta2(1/2.1/2,25%) SBela2(1,1,25%) SBeta2(1/2,1/2,0;) SBeta2(1,1,07)

1 g 3.5142 2.6266 1.9144 2.8776 2.3718
a7 4.0573 3.0662 2.2779 3.3387 2.7788

2 ar 3.4427 24517 1.8055 2.7658 2.3073
o 4.0404 2.8821 2.1625 3.2399 2.7298

3 o 3.3659 2.3775 1.7557 2.7201 2.2850
ar 3.9520 2.8095 2.1091 3.2046 2.7136

4 o 3.3385 2.3399 1.7264 2.6970 2.2712
or 3.9328 2.7798 2.0807 3.1925 2.7048

5 e 3.3261 2.3230 1.7116 2.6910 2.2618
a7 3.9227 2.7586 2.0600 3.1900 2.7031

10 o 3.3096 2.2753 1.6815 2.6818 2.2640
o 3.9192 2.7082 2.0227 3.1941 2.7179

30 o6 3.2978 2.2614 1.6517 2.6715 2.2598
ar 3.9055 2.6926 1.9961 3.1923 2.7283
Normal as 2.6794 1.8598 1.4855 1.1902 1.9608
or 2.5897 1.6631 1.2576 2.0209 1.7535

A.5. Error de estimacidn individual para todos los
escenario cuando v = 5 y se tienen J = 8 grupos

Tabla A-27.: Error de estimacion con J = 8 para todos los escenarios y v = 5

J
Distribucion Escenario 1 2 3 4 5 6 7 8

1G(0.001,0.001) St 0.1487 0.1021 0.1697 0.2322 0.2626 0.1479 0.2087 0.3345
Si 0.4012 0.3384 0.3816 0.4904 0.4052 2.4814 3.3432 3.1617
St 0.3792 0.4539 0.6300 0.5794 0.4834 0.4953 0.5293 5.9422

SBeta2(1/2,1/2,25?) Si 0.2174 0.1874 0.2385 0.2817 0.3080 0.2345 0.2819 0.3681
Srr 0.4814 0.4682 0.5496 0.6682 0.5426 1.8772 2.3598 2.3076
St 0.4880 0.5631 0.7774 0.6954 0.5426 1.8772 2.3598 2.3076

SBeta2(1,1,25?) St 0.3390 0.3317 0.4016 0.4301 0.4300 0.3924 0.4409 0.4823
St 0.5721 0.5910 0.7421 0.8558 0.6766 1.5523 1.8442 1.8332
St 0.5832 0.6705 0.9420 0.8282 0.7487 0.7344 0.8639 3.1034

SBeta2(1/2, 1/2,(7(2”) Sy 0.1347 0.0887 0.1587 0.2197 0.2464 0.1337 0.1905 0.3145
Sii 0.4212 0.3860 0.4321 0.5443 0.4572 2.0806 2.6907 2.6114
St 0.4236  0.4882 0.6606 0.6000 0.5349 0.5269 0.5828 4.6306

SBeta2(1,1, ai}) Sy 0.1324 0.0879 0.1537 0.2142 0.2399 0.1330 0.1864 0.2997
St 0.4430 0.4276 0.4860 0.5849 0.5012 1.8477 2.3090 2.2861

St 0.4558 0.5189 0.6967 0.6250 0.5739 0.5565 0.6265 4.0367

U(0,100) Sp 0.2191 0.1855 0.2417 0.2805 0.3088 0.2341 0.2799 0.3675

S 0.4841 0.4701 0.5535 0.6706 0.5445 1.8692 2.3510 2.2977
Srir 0.4884 0.5629 0.7827 0.6906 0.6200 0.6138 0.6998 4.0184
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Tabla A-28.: Error de estimaciéon con J = & para todos los escenarios y v ~
Exponencial(0,001)
J
Distribucion Escenario 1 2 3 4 5 6 7 8
1G(0.001,0.001) S 01526 01057 0.1723 02322 02600 0.1503 0.2052 0.3309

Srr 0.4375 0.3920 0.4385 0.5578 0.4616 2.3641 3.2721 3.0395
Srrr 0.4900 0.5668 0.7665 0.7013 0.6167 0.6142 0.6775 6.9289

SBeta2(1/2,1/2,25%) Sy 0.2246 0.1962 0.2419 0.2857 0.3101 0.2383 0.2824 0.3648
Srr 0.5171 0.5209 0.6120 0.7231 0.5940 1.7788 2.2438 2.1901
St 0.5994 0.6710 09132 0.8115 0.5940 1.7788 2.2438 2.1901

SBeta2(1,1,25%) Sy 0.3526  0.3469 0.4093 0.4370 0.4315 0.4006 0.4475 0.4858
Sir 0.6050 0.6388 0.8041 0.9105 0.7317 1.4739 1.7333 1.7401
Srrr 0.6846 0.7712 1.0634 0.9339 0.8670 0.8423 0.9911 3.4593

SBeta2(1/2, 1/2.0?!]) Sr 0.1326  0.0869 0.1553 0.2182 0.2449 0.1298 0.1875 0.3104
Srr 0.4463 0.4302 0.4799 0.5847 0.5022 2.0058 2.6345 2.5327
St 0.5293 0.5901 0.7834 0.7086 0.6577 0.6374 0.7182 5.6103

S Beta2(1, 1.0’2],) Sy 0.1267 0.0828 0.15618 0.2137 0.2373 0.1252 0.1814 0.2960
Srr 0.4649 0.4666 0.5248 0.6187 0.5393 1.7871 2.2699 2.2328
Srir 0.5551 0.6125 0.8020 0.7202 0.6867 0.6568 0.7467 5.0247

U(0,100) Sy 0.2271 0.1968 0.2440 0.2903 0.3094 0.2385 0.2840 0.3641
Sh 0.5163 0.5212 0.6169 0.7306 0.6015 1.7737 2.2365 2.1857
St 0.5996 0.6746 0.9124 0.8134 0.7510 0.7321 0.8465 4.6166

A.6. Error de estimacion individual en S;, S;;, S;;; para
J =10 grupos

Tabla A-29.: Error de estimacion individual para J = 10 en todos los escenarios con v = 1

J

Distribucién a priori 02 Escenario 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1G(0.001,0.001) St 0.1321 0.0743 0.1503 0.2140 0.2620 0.1556 0.2062 0.3216 0.0944 0.1068
St 0.2189 0.1840 0.2359 0.8494 0.2780 0.1941 0.3453 3.2825 3.0435 3.9396
Srir 0.1965 0.1521 0.2679 0.3076 0.2196 0.1746 0.1370 0.1652 0.3317 4.4117

SBeta2(1/2,1/2,25%) Sy 0.1530  0.1325 0.2222 0.6239 0.2609 0.1810 0.2254 0.3947 0.1503 0.1748
Sii 0.2864 0.2886 0.3471 0.3829 0.3496 0.2923 0.4417 2.6229 2.3418 3.0860

Srir 0.2729  0.2340  0.3903  0.4080 0.2992 0.2748 0.2552 0.2881 0.3709 3.5687

SBeta2(1,1,25%) Si 0.2441 0.2393 0.3278 0.6264 0.3505 0.2948 0.3392 0.4569 0.2692 0.2922
St 0.3622 0.4191 0.5284 0.5513 0.4740 0.4324 0.5543 2.1066 1.7932 2.3942

St 0.3685 0.3434 0.5594 0.5453 0.4099 0.4121 0.4203 0.4476 0.4450 2.9559

SBeta2(1/2, l/Zﬁil) Si 0.1196 0.0918 0.1861 0.6404 0.2284 0.1410 0.1820 0.3658 0.1010 0.1314

St 0.2590 0.2436 0.2901 0.3284 0.3107 0.2468 0.4058 2.7854 2.5024 3.3010
Srir 0.2482  0.2090 0.3505 0.3743 0.2758 0.2426 0.2172 0.2527 0.3523 3.6941

SBeta2(1, 1,a§7) Sy 0.1319 0.1065 0.1954 0.6150 0.2376 0.1586 0.1982 0.3662 0.1222 0.1467
St 0.2905 0.3069 0.3664 0.4013 0.3677 0.3092 0.4476 2.4147 2.0803 2.8013
St 0.3043  0.2690 0.4369 0.4411 0.3341 0.3139 0.3063 0.3369 0.3859 3.1985

U(0,100) S 0.1661 0.1196 0.1930 0.2427 0.2908 0.1998 0.2473 0.3494 0.1489 0.1558
Si 0.2820 0.2937 0.3631 0.8433 0.3662 0.3022 0.4297 2.5959 2.3236 3.0349
St 0.2728 0.2353 0.3890 0.4064 0.2983 0.2740 0.2540 0.2880 0.3715 3.5667
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