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Proemio. Peirce y Benjamin

La visién rica, compleja y sobre todo objetiva de la realidad, parece
més una ilusion metodoldgica que una eventualidad del arte, puesto
que este siempre responde a una concepcién (una cosmovisién, diria
Goldman) donde el emisor del mensaje estd incluido, y con él su
clase, su cultura, su tiempo y circunstancia. Los dictadores Lati-
noamericanos, Angel Rama (p. 12).

En la cita anterior, podemos cambiar la palabra arte perfectamente por ciencia
o cualquier otra forma de conocimiento: aun para las matematicas, considerada
por muchos como un cumulo de verdades necesarias, nos basta un repaso de
su historia para darnos cuenta que sus construcciones han respondido mas a
circunstancias socioculturales en las que han estado inmersos los matematicos
como creadores, que a descubrimientos objetivos llevados a cabo en una ciencia
positiva. Utilizando una de las metaforas mdas antiguas, pero desde nuestro
punto de vista mas vigentes para describir la situacién del ser humano con res-
pecto al conocimiento, estamos encerrados en una suerte de caverna platonica,
sin la posibilidad de ser sacados completamente de ella para ver el mundo tal
cual es, pero a lo largo del tiempo hemos desarrollado herramientas que nos
permiten desde nuestra posicién interpretar con mayor precisién las sombras
que vemos. La historia de la ciencia nos habla de las victorias relativas a las
que nos han llevado el uso constante de estas herramientas, como son, por
ejemplo, el método cientifico y la matematizacion de ciencias tan dispares como
el electromagnetismo, la economia y la biologia. En esta tesis discutiremos otra
de ellas: el pragmatismo peirceano.

Para entender la obra filoséfica de Charles Sanders Peirce (1839-1914) hay
que observar que él, en primer lugar, es por formacién y vocaciéon un cientifico:
graduado en quimica en Harvard, trabajé durante décadas en astronomia, geode-
sia y medidas pendulares en la United States Coast Survey, para finalmente ser
profesor de logica en la Universidad Johns Hopkins. Su pragmatismo es el
producto de las reflexiones a que le condujo toda una vida dedicada a la inves-
tigacién. La siguiente anécdota recogida en [74] es la mejor introduccién que se
puede hacer a su pensamiento:

En mayo de 1883, [Peirce] se apresta a realizar “una nueva aplicacién
del péndulo a la metrologia”. Con un meticuloso experimento, in-
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tenta calcular la razén entre la yarda y el metro con la “méxima exac-
titud posible” en ese entonces. Poniendo a oscilar simultaneamente
dos péndulos en Massachusetts -el uno, con graduaciones en yardas,
oscilando a 62 °F, la temperatura estandar de la yarda, y el otro,
con graduaciones en metros, oscilando a 0 °C, temperatura estandar
del metro- detecta en primera instancia dos patrones de medida;
luego, intercambia las varillas afiladas de los péndulos y repite el ex-
perimento, obteniendo otros dos patrones suplementarios; compara
después los resultados con barras oficiales de un metro y de una
yarda disponibles en Estados Unidos; finalmente, envia el péndulo-
yarda a Inglaterra y el péndulo-metro a Francia, para que se repitan
los experimentos y se comparen con los patrones estandar guarda-
dos en cada pais. El conjunto de las correlaciones obtenidas permite
eliminar asi sesgos indeseados y asegurar la correccién de las medi-
ciones.

El pragmatismo peirceano puede verse como una ampliaciéon de este expe-
rimento: una busqueda de la verdad objetiva mediante la eliminacién progresiva
de errores por medio de la contrastaciéon de estas verdades parciales. Pero va-
mos por partes. Segun Peirce, el conocimiento sélo puede producirse a través de
signos. Estos signos, en su forma mds general, “pueden verse como variante de
un principio general de substituciéon: un ‘signo’ es ‘algo que substituye algo para
algo””[72]. Asi, por su misma definicién, los signos son triddicos. Distingamos
sus partes: “-1- substituye -2- para -3-. El término ‘2’ es el ‘objeto’ del signo;
el término ‘1’, que le substituye, es el ‘representamen’ del signo; el término ‘3’
es el medio, el contexto de interpretacién, la ‘cuasi-mente’ donde se realiza la
substitucion; dentro de esa ‘cuasi-mente’, el representamen adquiere una nueva
forma, llamada por Peirce el ‘interpretante’”[72]. Centrémonos en este inter-
pretante del signo, el efecto causado por el signo en su capacidad significativa.
Al estudiar en detalle estos efectos en su teoria del phaneron, “el contenido to-
tal de cualquier conciencia”!, Peirce distingue tres clases de interpretantes en

correspondencia a sus tres categorias cenopitagéricas?:

1. Sentimiento. Peirce pone el siguiente ejemplo: “el aire para una guitarra,
si se considera como lo que ha de transmitir las emociones musicales ge-
nuinas o simuladas de su compositor, sélo puede completar su funcién

excitando sentimientos de respuesta en el oyente”3.

L La base del pragmaticismo en la Faneroscopia (1905)[57].
2Siguiendo [72], las categorias peirceanas pueden describirse con palabras clave y conceptos
fundamentales de la manera siguiente:
1. PRIMERIDAD (Firstness): inmediatez, impresién primera, frescura, sensacién, predi-
cado unario, azar, posibilidad.
2. SEGUNDIDAD (Secondness): accién-reaccién, efecto, otredad, resistencia, relacién
binaria, hecho, actualidad.

3. TERCERIDAD (Thirdness): mediacién, continuidad, orden, conocimiento, relacién
ternaria, ley, generalidad, necesidad.

3 Pragmatismo (1907)[57].
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2. Esfuerzo. “De ese modo, cuando un oficial de instruccién da a la compania
de infanteria la orden “jpongan armas!”, si eso ha de actuar realmente
como un signo y no de una forma puramente “fisiolégica” (uso esta dis-
tincién inexacta, méds que perder tiempo en explicaciones), debe haber
primero, como en toda accién de los signos, un interpretante-sentimiento
-una sensacién de comprender el significado- que a su vez estimula inmedia-
tamente en los soldados el ligero esfuerzo requerido para llevar a cabo el
movimiento. Ese efecto causado por el signo en su capacidad significativa
es, por definicién, un interpretante suyo” 4.

3. Interpretante triddico. Es el “interpretante par excellence]...], la com-
95

prensién intelectual del significado de un signo”°.

La determinacién de este interpretante triddico constituye la clave del prag-
matismo. Recurriendo a la abstracciéon hipostética, “ese proceso por el que
consideramos un pensamiento como una cosa, hacemos a un signo interpretante
del objeto de un signo”%, vemos que este es en primer lugar un signo, el cual
a su vez tiene un interpretante triddico que es de nuevo un signo, dando lu-
gar a un nuevo interpretante, en un proceso ad infinitum. Ahora bien, Peirce
pensaba que este proceso siempre convergia, tendia siempre a un interpretante
intelectual dltimo, que eran los hdbitos (autocontrolados). Esta equiparacién
de creencia con accion es la base de la formulacién de la maxima pragmaética:

El sentido entero de cualquier simbolo consiste en el total de todos los
modos generales de conducta racional que, condicionalmente sobre
todas las diferentes circunstancias posibles, se seguiria al aceptar el
sfmbolo”.

Un ejemplo nos ayudara a explicar la utilidad de esta maxima en la investigacion
cientifica. Haremos una lectura peirceana de una de las obras mas ambiciosas
del siglo XX: el Libro de los Pasajes de Walter Benjamin. En 1927 este critico
alemdn se propuso estudiar los pasajes que florecieron en Paris a mediados
del siglo XIX; pero él estaba inmerso en un gran movimiento de refundacién
metodologica de la historia que le impedia utilizar métodos tradicionales en su
trabajo: “Leer en el futuro es dificil, pero ver puramente en el pasado es mas
dificil todavia: digo puramente, es decir, sin mezclar en esta mirada retrospectiva
todo lo que ha tenido lugar en el intervalo” (Grillparzer citado en [11, p. 472]).
Aunque Benjamin pensaba que esta pureza de la mirada no es que fuera dificil
de alcanzar, sino que era mas bien imposible, su objetivo era comprobar “en
la practica lo concreto que se puede ser en contextos histérico-filoséficos” [11, p.
897]. En sus notas, y sobre todo en su correspondencia, nos dejé sélo anotaciones
escuetas del que seria su método: “determinar la figura especifica del mundo
objetual del siglo XIX (quizd a partir de su cara oculta, de sus desechos, restos,

41bid.

5Tbid.

6 La base del pragmaticismo en las ciencias normativas (1906)[57].
" Temas del pragmaticismo (1905)[57].
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ruinas)” (carta de Adorno a Benjamin 1935 [11, p. 932]); “el intento de retener
la imagen de la historia en las mds insignificantes fijaciones de la existencia, en
sus desechos, por asi decirlo” [11, p. 935]. Mas, jcémo pasar de una imagen
construida a partir de ruinas a una que represente lo mas fielmente posible la
realidad? ;Cuél es el sustento filoséfico en que se basa el método?

Tratemos de esbozar una respuesta pragmaticista. Segin la maxima, el
significado total de los pasajes, vistos como un signo, consiste en todos los modos
de conducta racional que él produce, al recorrer todas las circunstancias posibles.
Esto es precisamente lo que hace Benjamin a lo largo de su obra: estudiar
el efecto que produjeron los pasajes en el total de la sociedad de su tiempo,
desde caricaturistas como Grandville y grabadores como Meryon, pasando por
poetas como Baudelaire hasta novelistas como Hugo y Moilin, desde traperos
y prostitutas hasta los més poderosos politicos como Haussmann y Napoleén
III, revolucionarios como Blanqui, utopistas como Saint-Simon y Fourier hasta
asesinos como Louvel, desde los habitantes de Paris hasta los que sélo iban de
paso, etcétera. De hecho, como discutiremos en el capitulo 4, Benjamin utiliza
técnicas muy precisas para abarcar el todo lo posible que exigiria la méaxima.
Asi, cuando este critico habla de buscar ruinas o restos, detecta en realidad
muy sutiles formas de conducta ocasionadas por los pasajes. Veamos un ejemplo
concreto. Una de las figuras sobre la que Benjamin pone el foco es la del Flaneur,
aquella persona que se dedica a vagar por las calles, sin objetivo ni rumbo fijo,
por el mero placer de hacerlo. En cierto momento [11, p. 422] se sorprende que
esta haya surgido en Paris y no en Roma: “;Acaso los suenios no discurren en
Roma por calles bien dispuestas? ;Acaso la ciudad no estd demasiado llena de
templos, plazas recoletas y santuarios nacionales como para que, indivisa, pueda
ingresar en el sueno del paseante con cada adoquin, cada letrero comercial, cada
escalén y cada portal?” En cambio, a mediados del siglo XIX, Paris estaba en un
gran proyecto de renovacién urbana, por lo que se habian demolido muchas calles
y edificios, los carruajes eran peligrosos para los transeuntes y muy ruidosos y
se formaban lodazales cada vez que llovia. En este panorama veamos el efecto
de los pasajes [11, p. 71]:

Hasta 1870, los carruajes fueron los duenios de la calle. Apenas se
podia caminar por las estrechas aceras, y por eso la flanerie se reali-
zaba con preferencia en los pasajes, que ofrecian proteccién contra el
tiempo y el trafico. “Nuestras calles mds amplias y nuestras aceras
maés espaciosas han vuelto facil la dulce flanerie, imposible para
nuestros padres en otro sito que no fueran los pasajes.” Edmond
Beaurepaire, Paris d’hier et d’aujourd’hui. La chronique des rues,
Paris, 1900, p. 67.

El estudio de la flanerie en cuanto hébito es, en un sentido benjaminiano (le
dedica decenas de péginas) y pragmaticista, el estudio de los pasajes.

Nos gustaria centrarnos en el proceso por el cual los signos se van transfor-
mando en la mente hasta llegar al interpretante intelectual tltimo. Sigamos con
el ejemplo del Libro de los Pasajes. Esta obra, por razones que no vale la pena
mencionar ahora, estd conformada casi en su totalidad por citas de libros, datos
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sueltos y reflexiones del mismo Benjamin, de la extensién de aproximadamente
un parrafo. Supongamos por un momento que no conocemos absolutamente
nada de los pasajes parisinos. Leamos el primero de los textos que forman el
libro:

“Al hablar de los bulevares del interior”, dice la Guia ilustrada de
Paris-todo un retrato de la ciudad del Sena y de sus alrededores por
el ano 1852-“mencionamos varias veces los pasajes, que desembocan
en ellos. Estos pasajes, una nueva invencién del lujo industrial, son
galerfas cubiertas del cristal y revestidas de marmol que atraviesan
edificios enteros, cuyos propietarios se han unido para tales especu-
laciones. A ambos lados de estas galerias, que reciben la luz desde
arriba, se alinean las tiendas mas elegantes, de modo que un pasaje
semejante es una ciudad, e incluso un mundo pequeno, en que el
comprador avido encontrard todo lo que necesita. Ante un chubasco
repentino, se convierten en el refugio de todos los que se han visto
sorprendidos, ofreciendo un paseo seguro, aunque angosto, del que
también los vendedores sacan provecho”.

Ahora tenemos una imagen precisa en nuestra mente de lo que son los pasajes;
pero esta es necesariamente subjetiva, corresponde a la que tenia quien redacté
esta Guia. En cierto sentido, como discutiremos en detalle mas adelante, Peirce
pensaba que entramos en la mente de este escritor anénimo y percibimos cémo
él lo hace. Los otros textos que conforman el libro modifican este primer signo
segun los vamos contrastando entre si. Tomemos por ejemplo el siguiente:

“Desde que el Gobierno socialista se convirtié en propietario legitimo
de todas las casas de Paris, se las entregd a los arquitectos con la
orden... de establecer en ellas las calles-galeria... Los arquitectos lle-
varon a cabo del mejor modo posible la misién que les fue confiada.
En el primer piso de cada casa, tomaron todas las piezas que daban
a la calle y echaron abajo los tabiques intermedios, después abrieron
amplios vanos en los muros medianeros y obtuvieron de esta manera
calles-galeria que tenian la anchura y la altura de una habitacion
corriente y ocupaban toda la longitud de una manzana de constru-
cciones. En los barrios nuevos donde las casas contiguas tienen sus
pisos poco mas o menos a la misma altura, el suelo de las galerias
se pudo nivelar de una manera bastante regular... Pero en las casas
viejas hubo que elevar o rebajar muchos pisos, y frecuentemente
hubo que resignarse a dar al suelo una inclinacién un poco rapida
o a cortarlo con algunos escalones. Cuando todas las manzanas de
casas se encontraron atravesadas por galerias que ocupaban... su
primer piso, sélo hubo que reunir entre si esos tramos dispersos, de
manera que constituyeran una red... que abarcara toda la extension
de la ciudad. Es algo que se hizo con facilidad estableciendo en
cada calle puentes cubiertos... Puentes semejantes, pero mucho mas
largos, se tendieron igualmente sobre los diferentes bulevares, sobre
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las plazas y sobre los puentes que atraviesan el Sena, de manera
que... un paseante podia recorrer toda la ciudad sin ponerse nunca
al descubierto... Desde que los parisinos probaron las nuevas galerias,
ya no quisieron poner los pies en las antiguas calles que, decian, sélo
eran buenas para los perros.” Tony Mollin, Paris en ’an 2000 [Paris
en el afio 2000], Paris, 1869, pp. 9-11. [A 8 a, 2]

Este texto es muy diferente al primero en cuanto género, intencién, posicién
politica del autor e incluso en cuanto a valor histérico en el sentido tradicional.
Desde un punto de vista pragmaticista es muy interesante porque los pasajes en
cuanto signo tienen como efecto que un novelista se imagine que en el futuro las
ciudades estaran formadas exclusivamente por pasajes. Este parrafo afecta el
primer signo que ya habiamos construido: las dos imagenes en nuestra mente,
se funden en una sola que explica a las dos. Pero esto no acaba aqui: la obra
de Benjamin estd formada por miles de textos que transforman la imagen de los
pasajes en la mente del lector conforme avanza en la lectura. Este es un proceso
complejo que podemos explicar de diversas maneras. Benjamin utilizaria los
conceptos de shock y montaje; en palabras de Adorno, quizds su colaborador
mas cercano: “La intencion de Benjamin era renunciar a toda interpretacién
manifiesta, dejando aparecer los significados unicamente mediante el montaje
chocante del material. [...] Como culminacién de su antisubjetivismo, la obra
principal solamente debia consistir en citas” [3, p. 24]. En términos peirceanos
deberiamos recurrir a la abduccién: ante la sorpresa de interpretaciones di-
ferentes de un mismo signo, la mente realiza una conjetura que las explica a
todas, la cual se va confirmando o modificando ante cada nuevo hecho.

Esta tesis se basa en el empleo del limite categérico para describir estas
transformaciones. {Por qué teoria de categorias? Como el lector habra notado,
los conceptos claves del pragmatismo son las ideas de wvariacion de los inter-
pretantes, pero al mismo tiempo de una profunda cohesién entre ellos, que nos
permite construir el interpretante triddico. La reconstruccién se basa en captar
qué permanece y qué muta en cada una de las diversas variaciones, para a partir
de alli hacer la contrastacion. Con respecto a la idea de identidad y cambio,
Maddalena propuso definir tres tipos de juicio [43]: analitico aquel que pierde
identidad a través de un cambio, sintético como el que reconoce una identi-
dad a través de un cambio, y vago (en posteriores desarrollos [44] renombrado
hordtico) como el que es ciego a una identidad a través del cambio. Veamos
cémo la teoria de categorias posee estas tres miradas.

Como se ha notado en [75], la teoria de categorias es el campo natural para
el estudio de lo sintético: en ella se estudian los objetos a través de la relaciones
externas que tienen con su entorno. El concepto clave es el de “corona” (o para
emplear un nombre més benjaminiano, “aura”) de un objeto como todos los
morfismos que entran o salen de él (sintetizados en los funtores representables).
Como ha notado Zalamea, todos los axiomas categdricos se pueden derivar de
este concepto. El también jugard un papel importante en nuestra aproximacién:
los resultados de la seccién 2.2 (donde tratamos de entender el “todo lo posible”
que aparece dos veces en la méxima pragmadtica) se basan en una extensién pau-
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latina del aura via adecuados operadores modales. En el capitulo 4 reescribimos
nuestro modelo en términos de la teoria homotdpica de tipos. Aqui surge una
ligera obstruccién, ya que esta teoria es en esencia analitica, por lo que tende-
mos a perder la mirada sintética. Para resolverla, nos restringimos a trabajar
con aquellos objetos que tienen un sabor categdrico: familias sobre W-tipos a
las que hemos aplicado ciertos operadores modales, que como veremos (seccién
3.4) tienen un comportamiento similar a los haces.

A pesar de ser sintética, la teoria de categorias no es completamente ciega
a la mirada analitica. El punto conjuntista puede ser recuperado via morfis-
mos que parten de una familia de generadores. Este giro analitico es la base
de importantes resultados categéricos: la existencia de suficientes inyectivos en
categorfas abelianas [31, Lema 1], la seméntica de Kripke-Joyal [15, Tomo 3,
seccién 6.6], etc. Este giro de miradas también jugard un papel importantisimo
en este trabajo: en la seccién 1.1 mostramos cémo, bajo ciertas condiciones, los
principales conceptos categoricos definidos sintéticamente pueden ser caracteri-
zados en términos de generadores; en la subseccion 2.1.1, como la légica interna
de algunas categorias también es propensa a ser capturada analiticamente; y en
la proposicién 2.3.17, cémo los espacios de interpretaciones (a los cuales damos
el nombre de pragmdticos) son propensos a ser estudiados de las dos formas.

La horosis, “proveniente de horos (borde, frontera), puede definirse en prime-
ra instancia como el estudio de las transferencias alrededor de bordes naturales
del saber y yace, por tanto, en la frontera entre analisis y sintesis” [75]. Aunque
es un concepto relativamente poco conocido en categorias, desde el mismo origen
de la teoria de topos en el Séminaire de Géométrie Algébrique du Bois Marie
tenemos una nocién de frontera [6, Exposicién IV, Ejercicio 9.4.8]. Los princi-
pales divulgadores de este concepto han sido Lawvere y Reyes en una serie de
articulos [36], [38], [39], [40]. Siguiendo ideas de Zalamea [74], [75], utilizamos
esta nocién de frontera para definir un algoritmo (seccién 2.4) para mostrar que
la mejor forma de interpretar un signo es situarse en una frontera para encontrar
visiones que contrastan con la nuestra.

En resumen, aunque la teoria de categorias es marcadamente sintética, posee
herramientas analiticas y horéticas lo suficientemente fuertes para estudiar la
identidad en el cambio con el rigor que exige el pragmatismo.

De hecho, en esta idea de modelar procesos cognitivos mediante categorias
no somos pioneros; ya matematicos de la talla de Lawvere, Reyes y Makkai
han trabajado en esta direccién (ver por ejemplo [37], [41], [45]). En [41] Law-
vere escribié: “an explicit mathematical framework is required for progress in
the science of cognition, much as multidimensional diferential calculus has been
required for 300 years as a framework for progress in such sciences as ther-
momechanics and electromagnetics”. Si consideramos la matematica en gene-
ral, el mismo Peirce puede considerarse el padre de esta linea de pensamiento:
sus graficos existenciales son una estructura matematica que busca modelar el
surgimiento y la transformacién de las ideas. Utilizar un limite (categérico)
para modelar el interpretante intelectual 1iltimo es por tanto una consecuencia
directa del pragmatismo y de esta escuela de “matematizaciéon” de la cognicion.
En los diferentes capitulos de esta tesis trataremos de desarrollarla en detalle.
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0.1 Contenido de la tesis

En el capitulo 1 enunciaremos una versién categorica de la maxima pragmatica
y su dual, a la que le daremos un significado filoséfico. Desarrollaremos la
técnica de los generadores para probar propiedades universales, la cual jugara
un gran papel en capitulos posteriores, pues tiene un fuerte potencial de aplica-
bilidad en teoria de categorias. Por ltimo revisaremos las subdeterminaciones
de estas ideas en las categorias més importantes: topos, categorias abelianas y
topoldgicas.

En el capitulo 2 nos centraremos en una clase particular de categorias: las
de bi-Heyting. Sus buenas propiedades reticulares nos permitiran definir fron-
teras y operadores modales, esenciales para una adecuada comprensién del prag-
maticismo. Mediante el empleo de morfismos parciales, mostraremos cémo la
maxima conduce naturalmente a un continuo, donde se puede entender mejor
la formacién paulatina del interpretante intelectual ltimo.

En el capitulo 3 trasladamos este modelo a la teoria homotoépica de tipos en
aras de aprovechar las ventajas computacionales que esta ofrece. Tratamos de
mostrar la existencia de conceptos arquetipicos a partir de los cuales se pueden
construir los demés que conforman un interpretante. Por tltimo enriquecemos
nuestro algoritmo de interpretaciéon mediante el empleo de lineas de identidad
y de evolucién de las ideas.

En el capitulo 4 hacemos unas aplicaciones concretas de las ideas desarro-
lladas a obras literarias, artisticas y filoséficas: profundizamos en nuestra inter-
pretacién del Libro de los Pasajes, estudiamos la identidad en los Ensayos de
Montaigne desde un punto de vista semidtico, el Atlas Mnemosyne de Warburg
como espacio de interpretantes, las similitudes de la Divina Comedia con leyen-
das musulmanas a partir de caminos tipo-tedricos y la interpretacion figural de
la Biblia en términos de haces topoldgicos.

Todas las definiciones y proposiciones tomadas, o modificadas, de la lite-
ratura previa se encuentran marcadas con un indicador entre paréntesis cuadra-
dos [ ]. Las demds definiciones y proposiciones no marcadas son del autor.



1. MP y coMP en teoria de
categorias

Sea F': T — C un funtor. Consideraremos los F'i como los diferentes contex-
tos de interpretacion de un signo. Como por definicién los interpretantes se
encuentran en la conciencia de quien interpreta el signo, la categoria C estd
representando en cierto sentido el phaneron de este intérprete. Dado g : i — j
en Z, el morfismo Fg: Fi — F'j serd una contrastacién del contexto F'i con el
contexto F'j. Observemos que surge inmediatamente una disimetria dada por
el orden de la flecha, indicando que estamos viendo los elementos que consti-
tuyen F'i dentro del nuevo contexto F'j. Esta disimetria puede surgir de varias
maneras: elementos que en F'i aparecen separados pueden estar fusionados en
F'j; algunos elementos de F'j pueden no tener correspondencia en F'i, etc. La
ruptura de esta disimetria serd clave en el capitulo siguiente para formar los
espacios de interpretantes.

Un cono [15] es un objeto S en C con una familia de morfismos (s; : S —
Fi)icon(z) tal que para toda g : i — j, Flgs; = s;. Dentro de nuestro modelo
un cono serd una hipotesis del sentido del signo que concuerda con todos los
contextos interpretativos y sus contrastaciones.

Un limite L [15] junto a una familia de morfismos (I; : L — Fi);cop(z) serd
un cono con la siguiente propiedad universal: dado cualquier otro cono S existe
un tnico morfismo s : S — L tal que [;s = s;.

Sq /
S

ST L Fg

S
J Fj
Entenderemos el limite L como el verdadero sentido del signo. Surgen dos con-
secuencias inmediatas de esta idea: en primer lugar, surge un concepto “ock-
hamista” de la verdad, directamente de la propiedad universal, segin el cual
la explicacién completa del signo L, ademds de ser compatible con todos los

13
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F'i, debe ser la explicaciéon mas simple posible (principio de parsimonia), la més
cercana a los F'i en un sentido categoérico. Por otro lado, el sentido del signo es
“constructivista”, en el sentido de que puede ser obtenido a partir de los contex-
tos interpretativos mediante un proceso contrastivo. En efecto, recordemos que
si C es una categoria con productos e igualadores, el limite L puede ser obtenido
del siguiente modo (ver por ejemplo, [15, vol. 1, p. 60]): definimos en primer
lugar los productos (mx : [[;conz) £1 = Fk) y (Prg t [ enrorzy F't — Fi), ¥
los morfismos «, 8¢ [[;conz) 't = [l enron(z) £ del siguiente modo: « es el
tnico morfismo tal que ppy 0 a = 7; para cada g € Mor(Z), mientras 3 es el
unico morfismo tal que pry 0 8 = Fg o m;; entonces L es el igualador de o y .

/ ]m

Lr—— HZGOb (T) Fi—— T) HgG]\/Ior(I)

T PFg

Fi e Fj

Esto puede verse mds explicitamente cuando C es una categoria concreta (es
decir, donde los objetos pueden verse analiticamente como estructuras sobre
conjuntos de puntos, como por ejemplo en las categorias de conjuntos, grupos,
grupos abelianos, anillos, médulos, espacios topolégicos, etc.) donde

L = {(z)icob(p)|xi € Fi, Vg :i— j €T Fg(x;) = x5},

es decir, L es el conjunto formado precisamente por los invariantes relativos de
los Fi. De hecho, esta idea se puede extrapolar a cualquier categoria. Dado
cualquier objeto S, muchos autores definen un elemento de tipo S de L simple-
mente como un morfismo s : S — L, por lo que de nuevo podemos ver a L como
el objeto formado por los invariantes relativos de todos los tipos de los F'i. Sin
embargo, para explotar matemdaticamente esta idea en las categorias abstrac-
tas, exigiremos la presencia en la categoria de una familia de generadores, como
desarrollaremos en detalle en las secciones siguientes.

Ahora fijemos un cono S. Consideraremos S como el interpretante triddico
que estudiamos en la pagina 7. El pragmatismo exige que S sea equivalente al
limite L de los interpretantes F'i, afirmacién que denominaremos para futuras
referencias como MP:

MP: s es un isomorfismo.

La pregunta es jqué condiciones se le deben exigir al cono S y a la categoria
C para garantizar que s sea un isomorfismo? Trataremos de responderla en las
secciones siguientes. Por ahora sigamos desarrollando esta idea.

Una de las principales virtudes de la teoria de categorias es que nos permite
trabajar con enunciados duales, los cuales son obtenidos cambiando el orden
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de la flechas en las definiciones y proposiciones de la teoria, y asi, en sintonia
con el espiritu categorico, trabajamos unificadamente situaciones aparentemente
dispares. Podemos pensar en dualizar la situacién anterior del siguiente modo.
Sea F': T — C un funtor. Un objeto T' con una familia de morfismos (¢; : F'i —
T) es llamado un cocono si t;F'g = t; para cualquier g : ¢ — j. Un colimite es
un cocono C' con morfismos (¢; : Fi — C) tal que para cualquier otro cocono T'
existe un tunico morfismo c¢: C — T tal que cc; = t;.

Fi

Fj ’

De nuevo, el caso donde C es la categoria de conjuntos ayuda a comprender la
construccién de C: en primer lugar tomamos la unién disjunta de los F'i, [[ Fi =
{(j,x)|z € Fyj}, la cual resalta que estamos considerando los F'i como unidades
independientes, y después las “pegamos” mediante la relaciéon de equivalencia
més pequena, donde (j, ) esté relacionado con (k,y) si existe un g : j — k tal
que Fg(z) = y. En este caso, también quisiéramos que el morfismo ¢ fuera un
isomorfismo, por lo que enunciamos:

coMP: c es un isomorfismo.

coMP puede ser expresado en términos filoséficos diciendo que la interpretacion
de un signo arbitrario se obtiene al pegar (reintegrar) las interpretaciones de
todas las partes (subsignos) que componen el signo.

La diferencia entre las dos méaximas radica en la forma en que cada una de
ellas ve el signo: la méxima pragmatica lo ve sintéticamente mientras que la
maxima copragmatica lo hace analiticamente. Supongamos que queremos en-
tender, por ejemplo, el Guernica de Picasso. La aproximacién analitica seria
“romper” el cuadro para analizar sus elementos constituyentes separadamente
(la ldmpara, el caballo, el toro, la madre y el hijo, etc), interpretarlos y luego “pe-
gar” para entender el todo. En cambio la aproximacién sintética (pragmaética)
consistirfa en tratar de entender todo el cuadro y luego comparar las interpreta-
ciones totales. Desde un punto de vista estrictamente 1égico (el de las categorias
abstractas) ambos procesos son equivalentes (dualizacién), sin embargo en casos
concretos (categorias concretas) uno puede ser méas sencillo que otro o incluso
uno ser realizable mientras el otro no: por ejemplo, coMP funciona bien en la
categoria de grupos abelianos, mientras que MP no lo hace. Observemos por
ultimo, que coMP vive de forma precisa en la lucha local-global mientras que
MP lo hace en la lucha uno-muiltiple.

Como MP afirma que determinado objeto es un limite, empezamos desa-
rrollando un método que simplifique estas comprobaciones. Este se basa en la
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existencia de una familia de generadores, verdaderos entes arquetipicos que se
proyectan en el resto de objetos de la categoria. En realidad demostraremos un
poco mas: casi cualquier definicién categdrica puede ser verificada solamente en
familias de generadores.

1.1 Propiedades categéricas via generadores

La definicién de generador fue introducida por Grothendieck en [31] para sim-
plificar la verificacién de que un objeto sea inyectivo en una categoria abeliana y
poder demostrar su famoso teorema sobre la existencia de suficientes inyectivos.
Sin embargo, no existe un consenso general sobre la definicién de generador y sus
diferentes tipos, por lo que empezamos fijando la nomenclatura que utilizaremos
a lo largo de este trabajo.

Definicién 1.1.1. Sea G = {G;} una familia de objetos de una categoria C.
Decimos que G

1. es una familia de generadores cuando, dado dos morfismos a,b: A = B,
si a # b entonces existen G; € G, ¢ : G; — A tales que at # bt [15];

2. es una familia de generadores extrema si cumple 1. y, ademas, dado
cualquier subobjeto estricto s : A — B existen G; € G, t: G; — B que
no se factoriza a través de s [14];

3. es una familia de generadores fuerte si cumple 1. y, ademds, dados cua-
lesquiera subobjeto s : U — B y morfismo f : A — B, si para todo G; € G
yt:G; — A, ftse factoriza a través de s entonces f se factoriza a través
de s [14];

4. es una familia de generadores iterada si cumple 1. y, ademads, todo objeto
A es el colimite de una familia (¢; : N; — A,d;; : N; — N;), donde cada
N; es a su vez colimite de una familia (n! : G! — N;, Al : GL — GT) en
G [71].

n
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En realidad, la definicién 4. es un caso de colimite 2-iterado, porque hay dos
niveles de construcciéon. Podriamos hablar en general de colimites a-iterados,
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para algtin ordinal o, pero no parece haber muchos ejemplos del caso general y,
ademads, las pruebas en esencia son las mismas.

Proposicion 1.1.2. Tenemos las siguientes relaciones entre los diferentes tipos
de generadores:

1. toda familia de generadores iterada es fuerte;
2. toda familia de generadores fuerte es extrema.

Este resultado es conocido en la literatura, ver por ejemplo [71]. Cabe notar
que las implicaciones reciprocas no valen en general.

Observacion 1.1.3. Si G es una familia de generadores entonces para cualquier
a € ob(C),G U {a} también lo es. De hecho todos los objetos de la categoria
siempre constituyen una familia de generadores. Nuestro objetivo es trabajar
en la medida de lo posible con familias minimales, en el sentido de que todos
los integrantes de G aporten en el cumplimiento de la definicién 1.1.1.

Ejemplo 1.1.4. 1. En la categoria de conjuntos, cualquier singleton es un
generador iterado.

2. En la categoria de grupos abelianos, Z es un generador iterado. En general,
en cualquier categoria de médulos sobre un anillo A, A es un generador
iterado. Esto es consecuencia de que todo médulo admite una presentaciéon
libre.

3. En cualquier categoria de funtores, los funtores representables constituyen
una familia de generadores iterada [15, Teorema 2.15.6]. En particular,
todo topos de Grothendieck tiene una familia de generadores iterada.

4. El singleton es un generador iterado en la categoria de espacios Hausdorff
compactos. En efecto, esta categoria es monadica sobre conjuntos, por
lo que cada objeto es un coigualador [15, Volumen 2, Lema 4.3.3] entre
coproductos del singleton.

5. Elsingleton es un generador extremo en la categoria de espacios topolégicos,
que no es fuerte. De hecho en esta categoria no hay generadores fuertes
[15].
1.1.1 Limites

Pasemos ahora a restringir la nocién de cono y limite a una familia G de gene-
radores.

Definicién 1.1.5. Dado un funtor F : D — C, un G-cono sobre F' consiste de
1. un objeto G; € G,
2. para cada objeto D € D, un morfismo pp : G; — F'D en C,

tal que para cada morfismo d : D — D’ en D, pp, = Fdopp.
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Definicién 1.1.6. Dado un funtor F : D — C, un G-limite de F' es un cono
(Le, (pp)p) de F tal que, para cada G-cono (M, (qp)p) sobre F, existe un
unico morfismo m : M — L tal que para cada objeto D € D, qp = pp om.

En particular, podemos hablar de G-igualador, G-producto, etc. Asi, el G-
limite Lg es un objeto de C, el cual no tiene por qué estar en la familia G,
que satisface una propiedad “universal” en principio sélo para objetos de G;
las proposiciones siguientes mostraran que esta de hecho termina valiendo para
todos los objetos de la categoria. En otras palabras, para comprobar que un
objeto es un limite en una categoria con una buena familia de generadores, basta
comprobar que satisface la propiedad universal solo para los objetos de G.

Proposicion 1.1.7. Sea C una categoria con una familia de generadores ex-
trema G y (Lg, (pp)p) un G-limite de un funtor ' : D — C. Si el limite
(L, (gp)p) de F existe, entonces L es isomorfo a Lg.

Demostracion. La definicién de limite implica la existencia de un inico morfismo
l: Lg — L tal que gpl = pp para cada objeto D de D. Sean a,b : C — Lg
dos morfismos diferentes; entonces existe un G en G y un morfismo m : G — C
tal que am # bm. Como Lg es un G-limite, existe D tal que ppam # ppbm y
asi gplam # qplbm. En particular, la # b, lo cual prueba que el morfismo [ es

mono.
G p/ﬁ FD
4l il

C="=Lc L
b

Ahora bien, si Lg es un subobjeto estricto de L, como G es una familia de
generadores extrema, existen un G en G y un morfismo ¢ : G — L tales que ¢
no se factoriza a través de . Dados la familia de morfismos gpt : G — F(D), la
nocion de G-limite implica la existencia de e : G — L¢ tal que ppe = gqpt para
todo D. Como L es un limite, le = ¢, lo cual contradice que ¢ no se factoriza a
través de [.

e

e .

t
N

Lcl—uld
|

4D
PD

F(D)

O

En la proposicién anterior necesitamos asumir la existencia del limite del
funtor F'. Veamos ahora cémo, exigiéndole un poco mas a la familia G, podemos
prescindir de esa hipétesis.
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Proposicién 1.1.8. Sea C una categoria con una familia de generadores fuerte
G. Sii: I — B es el G-igualador de x, z : B = C entonces i es el igualador de
x, z.

Demostracion. Sea f : A — B tal que xf = zf. Asi, para cualquier ¢t : G —
A, xft = yfty la definicién de G-igualador implica la existencia de u : G — I
tal que iu = ft. Pero entonces la definiciéon de generador fuerte implica la
existencia de v : A — I tal que iv = f.

I s A—2 B

A'_F.'"U., Tf y
- C
“

O

Proposicion 1.1.9. Sea C una categoria con una familia de generadores iterada
G. Si (P, (pi)kek) es el G-producto de {Ay}rex entonces (P, (pi)rek) es el
producto de {Ax}rexk-

Demostracion. Sea R un objeto de la categoria C y consideremos una familia de
morfismos 1 : R — Aj. No puede haber dos morfismos diferentes u, v’ : R — P
tales que pru = pru’ = ri, pues entonces la definicién de generador fuerza la
existencia de un s : G — R tal que us # u's, lo cual contradice que (P, pg)rek
es un G-producto. Para ver la existencia de un tal u, consideremos una familia
(t; : Ny = A,0;; : N; = Nj) cuyo colimite es A, y familias (nt Gﬁ» — N, Alm .
G! — G™) cuyos colimites son cada N;. Para cada G, la nocién de G-producto
nos garantiza la existencia de un tnico ul : G! — P tal que prul = rptinl; a
partir de estos y del concepto de colimite podemos obtener uy : N; — P tal que
ufnﬁ» = ¢;. Se puede ver que pru; = rit;. De nuevo aplicando la definicién de
colimite obtenemos u : R — P tal que ut; = uy. Se puede verificar que este es
el morfismo cuya existencia buscabamos.

Groo.

E

AT® NZUI
a; .
G3 dij A
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Proposicién 1.1.10. Sean C una categoria con una familia de generadores
iterada G y (L, (pp)p) un G-limite de un funtor F : D — C. Entonces
(Le, (pp)p) es el limite del funtor F.

Demostracion. Consecuencia de las dos proposiciones anteriores, dado que todo
limite se puede obtener a partir de productos e igualadores. O

Otra forma de forma de expresar los resultados anteriores es mediante el buen
comportamiento de los funtores representables originados de G con respecto a
los limites. La siguiente definicién es bastante conocida en teoria de categorias.

Definicién 1.1.11. [1]

1. Decimos que una familia de funtores (G : C — D)gex refleja colectiva-
mente limites si dado un funtor ' : Z — C y un cono (S — Fi);cop(1)
sobre F' tal que para cada k, G(S) — GiF' es el limite de G F entonces
(S = Fi)icop(z) es el limite de F.

2. Si una familia con la propiedad anterior se reduce a un tnico funtor G :
C — D decimos que G refleja limites.

Proposicién 1.1.12. 1. Si G es una familia de generadores extrema en-
tonces los funtores representables C(G,__) : C — CON, con G € G, refle-
jan colectivamente todos los limites que ya existian en C;

2. Si G es una familia de generadores iterada entonces los funtores C(G, _) :
C — CON, con G € G, reflejan colectivamente limites.

Demostracion. Si (S — F'i);cop(z) €s un cono en C, entonces para cada G € G
tenemos en la categoria de conjuntos un diagrama de la forma

(G, Fi)

Fg_

‘ > L
- C(G, Fj)

J-

donde Le(g, yor es el limite de C(G,__) o F, p; son proyecciones en el sentido
conjuntista usual y (s;_)icobz €s el morfismo inducido, el cual toma la forma

(Sii)iEobI

C(G,S) ————— Le@._)or

grH———— (Sig)i60b1~

Nuestra hipdtesis, que (s;_)icopz €s un isomorfismo para cada G € G, significa
que (S — Fi)ieob(z) es un G-limite de F. Luego, la conclusién se sigue de las
proposiciones 1.1.7 y 1.1.10. O
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1.1.2 Funtores adjuntos

Existe una relacién muy estrecha entre funtores adjuntos derechos y generadores
explicitada en el teorema especial del funtor adjunto [15, p. 98]; en esta seccién,
resaltaremos esta relaciéon desde un punto de vista nuevo. Para esto empezamos
restringiendo la nocién de coreflexién (también conocida como objeto colibre) a
una familia de generadores G.

Definicién 1.1.13. Sean F' : A — B un funtor y B un objeto de 5. Una
G-coreflexién de B a lo largo de F' es una pareja (Rp,ep), donde

1. Rp es un objeto de Ay eg : F(Rp) — B es un morfismo de B.

2.siGeGyb: F(G)— B es un morfismo de B, entonces existe un tinico
morfismo a : G — Rp en A tal que egF(a) = b.

Proposicién 1.1.14. Considere una categoria A con una familia de generadores
iterada G y un funtor F': A — B. Las siguientes condiciones son equivalentes

1. F tiene un adjunto derecho.
2. Las siguientes condiciones valen:

(a) Cada objeto de B admite una G-coreflexién a lo largo de F;

(b) F preserva familias epimdérficas.

Demostracion. Si F' tiene un adjunto derecho claramente cumple la condicién
(a); que también debe cumplir la condicién (b) es conocido en la literatura
[42, Lema 2, p. 395]. Para la otra implicacién, considere un objeto arbitrario
A de A tal que existe un morfismo ¢ : F(A) — B. Debemos mostrar que
existe un unico morfismo d : A — Rp tal que epF(d) = ¢. Veamos primero
la unicidad: supongamos que existen dos morfismos diferentes d,d’ : A — Rp
tales que ep F(d) = egF(d’) = ¢; la definicién de generador implica la existencia
de G € G y de un morfismo ¢t : G — A tal que dt # d't, pero esto contradiria la
unicidad en la nocién de G-coreflexién para cF(t) : F(G) — B pues egF(dt) =
epF(d't) = cF(t).

A B

Rp F(Rp) —=— B
dl | & F(d)| | F(d)

A F(A)

tT F(b)

G F(G)

Para ver la existencia consideremos una familia (¢; : N; — A,d;; : N; = N;)
cuyo colimite es A, y familias (n! : Gt — N;, Al™ : G — G™) cuyos colimites
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son cada N;. Dado cada morfismo cF(t;)F(n!) la definicién de G-coreflexién im-
plica la existencia de un morfismo k! : Gt — Rp tal que egF(k!) = cF(t;)F(nl).
Luego, la definiciéon de colimite implica la existencia de un k; : N; — Rp tal
que krnl = kb como epF(kr)F(nl) = cF(t;)F(n!) y los n! conforman una
familia epimérfica, tenemos que epF'(ky) = cF(t;). Ademads, los morfismos
kr,kjoi; : N; = Rp son tales que egF(k;) = epF(kjd;j) = cF(t;), por lo que
deben ser iguales. Luego, para el cono formado por k; : N; — Rp, de nuevo
la nocién de colimite implica la existencia de un d : A — Rp tal que dt; = kj.
Como egF(d)F(t;) = ¢F(t;) y los t; conforman una familia epimdérfica, con-
cluimos que egF'(d) = c.

A il B
x o F(By) — B
ST -” TR
"kI ' K F(kz) F(kI) F(A) ~F(ky)

AN Y e N
F(N; F(N;)

N fp g

G’I‘ 5

G} F(GY) —— o F(GY)
A’I‘S‘ (A’FS)

O

Puede ser interesante comparar el resultado anterior con el teorema del fun-
tor adjunto. Ambos parten de debilitar el concepto “todo objeto de A tiene un
reflexién” (el uno debilitando el concepto de reflexién, el otro la clase de objetos
que poseen reflexién), para después restablecerlo mediante la conjugacién de
algin tipo de pegamiento (completitud, generadores iterados) y de continuidad
de F (preservacién de limites, de familias epimérficas) a través de un proceso de
back and forth. También vale la pena destacar que la proposicién 1.1.14 no es
una consecuencia del teorema del funtor adjunto: en efecto, existen categorias
como la de los conjuntos finitos que posee al singleton como generador iterado
y no es cocompleta.

1.1.3 Relaciones

Existen varias formas de definir relaciones en una categoria C, equivalentes entre
si siempre que C tenga algunas propiedades simples de exactitud (ver [15, Tomo
2, seccibén 2.5] para una discusion detallada). La que utilizaremos aqui es quizds
la mas general de todas ellas.

Definicién 1.1.15. [15, Tomo 2, pp. 101, 102] Una relacién (R, 71, r2) sobre un
objeto X es un objeto R junto con una pareja de morfismos 1,72 : R = X que
es monomdrfica (es decir, para cualesquiera a,b: A= R, a=bssi ria=rby
roa = r9b).
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Para cada A € Ob(C), definimos una relacién (en el sentido usual) generada
por (R,r1,r3) sobre C(A, X) como:

Ra = {(r1a,m20a)la € C(A,R)}.

Dado que las R 4 son relaciones conjuntistas usuales, podemos decir que (R, r1,72)
tiene una determinada propiedad si todos los R4 la tienen. Asi, diremos
que (R,71,72) es reflexiva (respectivamente, simétrica, antisimétrica, transitiva,

..) si para cada objeto A de C, la relacién Ry es reflexiva (respectivamente,
simétrica, antisimétrica, transitiva, ...). Como es de esperar, (R,71,72) serd
una relaciéon de equivalencia cuando sea reflexiva, simétrica y transitiva.

Vamos a mostrar que podemos restringir la verificacién de las propiedades de
una relacién de todos los objetos de la categoria, a trabajar sélo con una familia
de generadores. El siguiente lema nos facilitard la redaccion de la demostracion.

Lema 1.1.16. Sean C una categoria con una familia iterada de generadores de
Gy (R,r1,r2) una relacién sobre X. Dado cualquier objeto A, por la definicién
de generadores iterados, A es el colimite de una familia (¢; : N; — A,0;; : N; —
N;), donde cada N; es el colimite de (n! : G! — N;, Al™ : GL — G™) con
Gl € G. Si fi1, fo € C(A, X) son tales que para todo G! (fra;nt, faa;nt) € R
entonces (f1, f2) € Ra.

Demostracion.
1
Aim i B UI fl
AN
n" uJJ 1
G 8ij A > R (X

_‘.‘! ()

NJ . . u.gy f2

Por definicién de ch, (fraint, faaint) € RGQ si y sélo si exite ul : GL — R tal
que rlué = flamé, rgué = fgamé. Dado un morfismo Aﬁm : Gé — G por
medio de

rul A" = fran A" = fiang =

i
m Alm m Alm l l
rou; A" = faain] A" = faain; = rous;,
entonces ulAl™ =yl porque r1, 75 es una pareja epimérfica; luego la familia
(ul : GL — R); forma un cocono y como N; es el colimite existe un tnico

ur : N; — R tal que ujné = ulL Como

l l l
riurng; = riv; = fiain;

l l l
rourn; = rau; = f2ami’
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la unicidad en la propiedad universal del colimite implica que fia; = riyuy, foa; =
rour. Dado un d;; : N; — Nj, las ecuaciones

7“1UJ5ij = flaj(sij = fia; = mug

rouyli; = foa;di; = faa; = mouy,

junto al hecho que (R,71,72) es una relacién, implican que (u; : N; = R)r
forman un cocono y asi existe un unico v : A — R tal que ua; = uy. Las
ecuaciones

riua; = riur = fia; roua; = Tour = foa;

implican que f; = riu, fo =rouy asi (fi, f2) € Ra. O

Proposicién 1.1.17. Sean C una categoria con una familia iterada de genera-
dores de G y (R, 71,72) una relacién sobre X. Si para cada G € G, Rg es reflexi-
va (respectivamente, simétrica, antisimétrica, transitiva) entonces (R,r1,72) es
reflexiva (respectivamente, simétrica, antisimétrica, transitiva).

Demostracion. Sea A un objeto arbitrario y consideremos la relacién R 4. Por
la definicién de generadores iterados, A es el colimite de una familia (¢; : N; —
A,6;; : N; = Nj;), donde cada Nj es el colimite de (ni : Gé — Ni,Aém : Gé —
G™) con G! € G.
1. Reflexividad.
Sea f € C(A, X). Dado que cada Rg: es reflexiva, (fant, fant) € Raiy
por el lema anterior (f, f) € Ra.

2. Simetria.
Supongamos que (f1, f2) € Ra, entonces existe a : A — R tal que ra =
f1, roa = f2. Entonces para cada 4,1

l

riaant = franl,  reaainl = faam!
y asf (fra;nt, faainl) € Rgi. Como en este caso por hipétesis cada Rgi es
simétrica, (faa;nt, fra;nl) € Rgi y entonces (fa, f1) € Ra.

3. Transitividad.
Si (f1, f2), (fe, f3) € R4 entonces existen a,b € C(A, R) tales que

ria = fi, rea = fa, 11b = fa, r2b = f3.

Para cada i, tenemos que

l

i

l l l
riaa;n; = fia;n;, reaa;n; = faa;n
! l l !
ribain; = faa;n;, roba;n; = fza;n;

y asi (fraink, faainl), (foanl, fsainl) € Rgi. La transitividad de Rg
implica que (fia;n!, fsa;nl) € Rg y por tanto (fi, f3) € Ree.
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4. Antisimetria.
Este caso es més directo y no hace falta aplicar el lema 1.1.16 ni la hipétesis
que G sea iterada. Sean (fi, f2), (f2,f1) € Ra. Entonces existen a,b €
C(A, R) tales que

ria = fi, roa = fa, b= fa, r2b = fi.

Dado cualquier generador G y cualquier morfismo g : G — A, las ecua-
ciones

riag = f1g, r2ag = fag, r1bg = f2g, r2bg = fig

implican que (f19, f29), (f29,f19) € Ra y ast fig = fag. Como g era
arbitrario, la definicién de generador nos da f; = fs.

O

1.2 Pruebas de MP

En esta seccién discutiremos pruebas suficientes de M P y coM P que funcio-
nan en muchas categorias importantes. Trataremos de ilustrarlas con multiples
ejemplos y de hacer una discusion de su posible significado filoséfico. La base
de nuestra discusién seran las proposiciones 1.1.7 y 1.1.10 de la seccién ante-
rior. Como punto de partida serd conveniente separar la propiedad universal
del G-limite.

Definicién 1.2.1. Dado un funtor F' : D — Cy un G-cono (L¢, (pp)p) diremos
que (Lg, (pp)p) es:

1. G-separado si dados dos morfismos diferentes a,b: G = Lg con G € G
existe py : Lg — Fk tal que pra # pib;

2. G-pegable si dado G € G y una familia e; : G — Fijcqp(7) tal que Fge; =
ej, existe un morfismo e : G — Lg tal que p;e = e;.

La terminologia anterior, asi como muchas otras ideas, pueden ser clarifi-
cadas mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.2. Sean F : D°? — CON un prehaz y S C D(—, D) una criba.
Entonces {F(f) : F(D) — F(dom(f))}ses resulta ser un cono sobre la res-
triccién de F' a S, donde las contrastaciones seran cualquier morfismo {F(g) :
F(domf) — F(domg)}ses entre estos dominios, de modo que el siguiente dia-
grama conmute:

F(domf)
F(f

F(D) F(g)

%\)

F(domyg)
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El concepto de criba, que es fundamental para que la estructura anterior sea
un cono, también garantiza que el sistema es cerrado, en el lenguaje que es-
tamos usando, bajo dmbitos interpretativos: si existe un morfismo F(h) :
F(domg) — F(domh) que liga un interpretante F(domg) de F(D) con otro
cualquiera F(domh), como S es una criba, entonces podemos ver a F(domh)
también como una interpretacién de F(D):

F(domf)

)
=

F(D) sy F(g)
T~

v F(domg)

N

F(fgh) . J{F(h)
FE omh)

F serd un haz cuando cumpla MP para todo D € D, es decir, cuando

F(D) == [l jes F(domf) Zﬁ [}, ses F(domf)

sea un igualador, donde e es la funcién e(x) = {F(f)(x)}res v si x = {zs}ses
en [1cs F(dom ), entonces p1(x) = {w 7y} v pa(x) = {F(g)(xy)} [42, p. 122].
Recordando que en la categoria de conjuntos el singleton es un generador iterable
y que una funcién del singleton a un conjunto es un punto del conjunto, gracias
a 1.1.10 la anterior definicién puede ser reformulada de la siguiente forma:

1. el prehaz F es separado en D para S si dado dos elementos diferentes
a,b € F(D) existe f € S tal que F(f)(a) # F(f)(b);

2. una familia compatible de F en D es una familia {z |z € F(dom(f))}res,
tal que para toda f :domf — D € Sy g:domg — domf arbitraria, te-
nemos que 5, = F(g)(xs). Un pegamiento de tal familia compatible es
un elemento x € F(D) tal que zy = F'(f)(x) para cada f € S.

Un prehaz sera un haz si satisface las dos condiciones anteriores. Esta segunda
definicién explica la nomenclatura usada en 1.2.1. Cabe notar también que
las dos definiciones dadas de haz no son equivalentes cuando trabajamos con
prehaces F' : D°P — C sobre una categoria arbitraria C: la primera definicién
tendra sentido siempre que C sea completa (tenga productos e igualadores), la
segunda cuando C posea una familia de generadores; y serdn equivalentes entre
si, alaluz de 1.1.10, cuando dicha familia sea iterada, como es el caso cuando C es
la categoria de conjuntos, de grupos abelianos o médulos, que son las categorias
donde usualmente se trabaja el concepto de haz via familias compatibles.

En los haces, admitimos MP directamente y por tanto no se dan condiciones
necesarias y suficientes para que la reconstruccién sea posible. Sin embargo,
se dan algunas condiciones minimas que debe cumplir la clase de cribas J(D)
(topologia de Grothendieck) que reconstruyen D. Estas son:
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1. D(—,D) € J(D), lo cual significa que todas las interpretaciones posibles
deberian bastar para entender el objeto, lo cual coincide exactamente con
las ideas de Peirce;

2. 81 S € J(D), entonces h*(S) = {g| cod(g) = E, hg € S} € J(E) para
cualquier h : E — D en D: viendo F(FE) como una parte del signo F(D)
y h*(S) como una parte S, esto significa que cuando trabajamos con sélo
una parte de los contextos interpretativos obtenemos sélo una parte del
signo;

3. 81§ € J(D) y R es cualquier criba sobre D tal que h*(R) € J(E) para
todo h : E — D en S, entonces R € J(D), lo cual significa que si una
criba R reconstruye todos los interpretantes con los cuales reconstruimos
F (D), entonces R reconstruye F(D).

Pasemos ahora a hacer una discusién del posible significado, en términos
de la maxima pragmatica, de las partes de la definiciéon 1.2.1. La primera
parte, la G-separabilidad, estd ligada a la idea peirceana segun la cual “toda
diferencia tiene que ser posiblemente medida”[72] en un continuo (en el capitulo
siguiente veremos cémo ese continuo puede ser construido a partir de ella).
El G-pegamiento se refiere a cémo una nueva idea que explique interpretantes
diferentes es formada en la mente del intérprete (shock, abduccién).

Desde un punto de vista mas matematico, la G-separabilidad estd rela-
cionada con la parte monomérfica del isomorfismo s de M P, mientras que la
G-pegabilidad lo esta con su parte epimérfica. Dejaremos un poco de lado el
estudio de la primera de ellas, mucho menos interesante matematicamente, y
nos centraremos en obtener condiciones suficientes que nos garanticen que el
morfismo s es un epimorfismo (o dualmente, que el morfismo ¢ de coMP es un
monomorfismo).

Desde el origen del estudio de limites proyectivos e inductivos por la es-
cuela francesa (por ejemplo, en toda la obra de Bourbaki, en especial [17]),
pasando por su generalizacién en sentido categdrico (debida principalmente a
Grothendieck, ver [31], [6]) el trabajo con limites o colimites se ha enfatizado
en el caso en que ellos son dirigidos-filtrados. Esto se debe, esencialmente, a
que en este caso tenemos buenas propiedades de conmutatividad (colimites fil-
trados con limites) que ha permitido probar resultados tan importantes como la
existencia de suficientes inyectivos en categorias abelianas, teoremas de monadi-
cidad en teorias algebraicas, etc. Por tanto, no resulta extrano que este sea un
caso importante a tener en cuenta en el contexto de este trabajo. Empezamos
aclarando estos conceptos y la relacién entre ellos.

Definicién 1.2.3. [2]

1. Un conjunto parcialmente ordenado Z es llamado dirigido si cada par de
elementos tiene una cota superior. Un colimite es llamado dirigido si es el
colimite de un funtor F' : Z — C, con Z dirigido.

2. una categoria Z es llamada filtrada si
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(a) Z es no vacia;

(b) para cada i,j € ob(Z) existen k € 0ob(Z) y morfismos i — k,j — k €

mor(Z);
(c) para cada par f,g:i = j € mor(Z) existe h : j — k € mor(Z) tal
que hf = hg.

Un colimite es filtrado si es el colimite de un funtor /' : T — C con T
categoria filtrada.

Es bien conocido que los conceptos anteriores son basicamente equivalentes
[2, p. 13], sin embargo el concepto de colimite dirigido es més usual en pruebas,
mientras que el de colimite filtrado es més natural en construcciones y ejemplos
(dado que los diagramas candnicos usualmente son filtrados). Como el concepto
de colimite filtrado es mucho mas comuin que su dual, limite cofiltrado, cuando
lo utilicemos la discusion serd hecha en términos de coM P.

Definicién 1.2.4. Sean C una categoria, G una familia de generadores y € una
clase de colimites en C. Diremos que G es proyectiva con respecto a € en C si
siempre que un {¢; : Fi — C};ez € € sea el colimite de un funtor F': Z — C y
tengamos g : G — C, con G € G,

1. existen i € Z y  : G — Fi tales que ¢;xz = g;
2. si g = cjx = ¢;7’ existe h:i — j tal que Fha = Fha'.

Observacion 1.2.5. En el caso en que cada epimorfismo sea el coigualador de
alguna pareja de morfismos (como en topos, categorias abelianas, grupos, espa-
cios topoldgicos compactos, etc.) ser proyectivo con respecto a coigualadores es
equivalente a ser proyectivo en el sentido usual (dado f: A —- B,y g: G — B
existe ¢’ : G — A tal que f¢’' = g). Asf la definicién 1.2.4 puede verse como una
generalizacién de este caso, y de ahi su nombre. Cuando utilicemos la expresién
“generadores proyectivos” a secas nos referiremos a esta nocién estandar de ser
proyectivo con respecto a epimorfismos.

Ejemplo 1.2.6. 1. En la categoria de conjuntos y espacios topoldgicos el
singleton es un generador que es proyectivo con respecto a coproductos,
dado que estos toman la forma de una unién disyunta.

2. En la categoria de conjuntos el singleton es un generador proyectivo con
respecto a los colimites filtrados. En efecto, como vimos en la pagina
15, todo colimite en conjuntos es una unién disyunta partida por una
relacion de equivalencia, asi que el punto 1 de la definicién 1.2.4 siempre
vale; cuando el colimite es filtrado esta relacién toma la siguiente forma
precisa:

(2,0) ~ (2, j) ssi 3k, ik, g:j—k, Ff(x) = Fo(a)

de donde obtenemos el punto 2.
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3. En la categoria de prehaces, gracias al lema de Yoneda y a los incisos
anteriores, cada hom-funtor es un generador proyectivo con respecto a los
coproductos y los colimites filtrados.

4. En cualquier categoria de modelos de una teoria algebraica el generador
es proyectivo con respecto a colimites filtrados: en efecto, en estas cate-
gorias el funtor olvido en conjuntos preserva y refleja colimites filtrados
[15, Volumen 2, proposicién 3.4.2].

Lema 1.2.7. Si G es proyectiva con respecto a colimites filtrados, {c¢; : Fi —
Ct}ier es el colimite filtrado de un funtor F: Z - Cy ¢1,...,9n : G — C, con
G € G es un conjunto finito de morfismos, entonces existen 1 € Zy x1,..., Ty, :
G — F1i tales que c;xs = g5 para cada 1 < s <n.

Demostracion. Por induccién sobre n:
e El caso n =1 es la definicién 1.2.4.

e Supongamos que propiedad vale para n — 1. Por hipdtesis de induccién
existen ¢ € Z y funciones 2, : G — Fi tales que ¢;z, = g5 para cada
1 < s <n-—1. Por la definicién 1.2.4 existen 7 € Z y una funcién
x;, : G — Fj tales que ¢jz), = g,. Como la categoria Z es filtrada existen
k €Z y morfismos g : i — k, h:j — k. Definamos para cada 1 < s <n

Fgzl, sil<s<n-1,
Te =
° Fha!,, si s =n.

Entonces para cada 1 < s <n — 1 tenemos

/ A
chTs = cpFgry, = ¢;xy = gs

y de manera analoga para n tenemos
CkTyn = cpFhal, = c;xl, = gn.

O

Proposicion 1.2.8. Sean C una categoria con una familia de generadores G
que es proyectiva con respecto a colimites filtrados, {¢; : Fii — C},;cz el colimite
filtrado de un funtor F': Z — C y {t; : Fi — T};cz un cocono arbitrario sobre
F. Sic:C — T es el morfismo inducido, entonces ¢ es inyectivo si y sélo si
para todo par de morfismos z,y : G =2 F'i tales que t;x = t;y existe g : 4 — j
con Fgx = Fgy.

Demostracion. Sean c inyectivo y z,y : G = F'i tales que t;z = t;y. Como t; =
cc; tenemos que ¢;x = ¢;y, y el punto 2 de la definicién 1.2.4 nos da la existencia
del g buscado. Por otro lado, sean s, : U = C talesque cs =ctyr: G — U
cualquier morfismo con G € G. Por el lema 1.2.7 existen x,y : G = Fi tales
que c;x = sry ¢;y = tr. Tenemos que t;x = cc;x = csr = ctr = ce;y = t;y, asi
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que por hipétesis existe g : ¢ — j con Fgx = Fgy. Pero entonces sr = ¢;x =
cjFgr = cjFgy = c;y = tr y la definicién de generador implica ¢ = s.

e
X l
L Ly
; U
S

Fi

Fg C——T

C
/

Fj

A partir de esta proposicién podemos hacer una prueba de coMP.

Teorema 1.2.9. Sean C una categoria con una familia de generadores extrema
G, que ademds es proyectiva con respecto a colimites filtrados; {¢; : Fi — C}iez
el colimite filtrado de un funtor F : T — C; y {¢; : Fi — T},ez un cocono
arbitrario sobre F. Supongamos que

e para todo g: G — T, con G € G, existe x : G — F'i tal que t;x = g;

e para todo par de morfismos z,y : G = F'i tales que t;x = t;y existe
g:1—jcon Fgx = Fgy.

Entonces el morfismo inducido ¢ : C — T es un isomorfismo.

Demostracion. Por la proposicién anterior ¢ es un monomorfismo. Para cualquier
g: G — T existe x : G — Fi tal que t;x = g, tenemos que ¢(¢;z) = t;xz = g, la
definicién de generadores extremos implica que ¢ es un isomorfismo. O

Gracias a los ejemplos 1.1.4 y 1.2.6, la prueba de coMP anterior funciona bien
en las categorias de conjuntos, prehaces, grupos abelianos, médulos, espacios
topolégicos, entre otras.

Para obtener otra condicién suficiente para garantizar la epimorficidad de
s en la prueba de M P podemos asumir que todos los morfismos s; : S — Fi
son epimorfismos (observemos que esta condicién es superflua desde el punto
de vista de la proposiciéon 1.2.8: si los t; fueran monomorfismos por hipdtesis,
entonces x = y y la propiedad es trivialmente cierta tomando g = Id;). Esto
puede ser entendido, en términos de la maxima, como que sélo queremos con-
trastar “las reacciones necesarias entre las interpretaciones del signo” y que
todo F'i es la interpretacién de S (la idea de “reaccién” serd mejor modelada
cuando trabajemos con operadores modales en el capitulo 2). Esto tiene varias
consecuencias inmediatas: en primer lugar, las contrastaciones F'g son también
epimorfismos (pues Figs; = s; y s; es epimorfismo); del mismo modo, [; también
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son epimoérficas; y, por ultimo, las contrastaciones estan completamente carac-
terizadas por su dominio y codominio (en efecto, si h : 4 — j es otro morfismo
en Z entonces Fgs; = Fhs; y asi Fh = Fg). Sin embargo, esto no implica que
el morfismo s sea epimorfico.

Ejemplo 1.2.10. Sea el cono {j, : Z — Zan} donde j, es el homomorfismo
canénico (es decir, el que manda un ndmero al residuo de dividirlo entre 2")
con contrastaciones {0, : Zom — Zaon|m > n} escogidas de tal forma que el
diagrama siguiente conmute:

Lo
1

7 —— 7y

T
Zsg

!

La idea de este ejemplo seria entender los niimeros enteros via sus residuos por
potencias de 2. Observemos en primer lugar que para lograr Z-separabilidad
necesariamente tenemos que trabajar con un nimero infinito de interpretaciones.
Si L es el limite del diagrama vertical, entonces el morfismo inducido s : Z — L
es un monomorfismo, gracias a la Z-separabilidad. Sin embargo, s no es un
epimorfismo: en efecto, (1,3,7,...,1+2+...+2""1 ...) € L, pero no hay
ningin entero que posea estos residuos cuando lo dividimos entre potencias de
2.

Para entender qué esta sucediendo en el ejemplo anterior, presentamos la
siguiente proposicién.

Proposicion 1.2.11. Sean C una categoria con una familia de generadores
proyectivos G y F' : T — C un funtor con limite {l; : L — Fi};cz. Dado un
cono {s; : S — Fi};cr, consideremos las siguientes afirmaciones

1. el inico morfismo s : S — L es epimérfico;

2. para cualquier G € G y para toda eleccién de z; € C(G, Fi) si
s @) =0
I

entonces existe J C I finito tal que

(55 () =0,

J

donde s;_: C(G, M) — C(G, M;) es el morfismo inducido por s;.
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Entonces 1. siempre implica 2.; y 2. implica 1. en el caso en que Z sea cofiltrada
y los s; epimérficos.

Observemos que en el enunciado 1. los objetos viven en la categoria C
mientras que en 2. todos ellos viven en la categoria de conjuntos. En efecto,
tenemos que en el diagrama

C(G, Fi)
li-

c(G,S)---23¢(G, L) Fg.
l]‘,

C(G, Fj)

los objetos son conjuntos de morfismos y las flechas son funciones que envian
morfismos en morfismos.

Demostracién. 1.= 2. Supongamos que toda interseccién finita de {(s;-) 7! (x;)}1
no es vacfa. Dada cualquier Fg : Fj — Fk, como (s;-) "' (z;) N (sp-) k) #
0 existe y : G — S tal que s;y = z; y Sgy = Xy, y asi obtenemos que
Fgx; = Fgsjy = sy = x. Como los funtores representables preservan
limites y dada la forma que tienen los limites en la categoria de conjuntos,
(zi)iez € C(G, L). Por hipétesis s : S — L es epimoérfico y como G es proyec-
tivo entonces s_: C(G,S) — C(G, L) también lo es. Por tanto, existe z : G — S
tal que sz = (z;);ez y por construccién x € (;(s;-) "1 (x;).

2.= 1. Supongamos por contradiccion que s : S — L no es epimorfico. En-
tonces existe algin g : G — L que no se deja factorizar a través de s. Considere
l;g € C(G, Fi). Como G proyectivo y s; son epimérficos tenemos que los s;-
también lo son y asf (s;_)"*(pig) # 0. Sea J C I un subconjunto finito arbi-
trario. Por la hipdtesis de cofiltrado, existen F'k y morfismos g; : Fk — Fj
para cada j € J. Siy € (sk-) " (Ikg) entonces s;y = Fgy;spy = Fgrileg =1igy
asty € N ;(s;-) "1 (l;9). Por 2. existe z € (;(s;-) "' (x;). Entonces sz = (s_)z =
(lig)r = g, vistos como elementos de C(G, L), lo cual contradice que g no se
factoriza a través de s. O

En el ejemplo 1.2.10, el limite era cofiltrado, pero fallaba la propiedad de la
interseccién finita: en efecto, cualquier truncamiento finito de (1,3,7,...,1 +
2+4...4+2"71 . ..) tiene solucién en Z pero la sucesién total no.

Ejemplo 1.2.12. 1. En la categoria de espacios topolégicos Hausdorff com-
pactos, HComp, el singleton es un generador proyectivo. FEn este caso,
HComp({+},S) coincide con los elementos de z; € S y dado que {z;}
es cerrado (Hausdorff) tenemos que (s;_)~'(x;) es cerrado y compacto.
Dado que los cerrados de un espacio compacto satisfacen la propiedad de
la interseccién finita, la proposicién 1.2.11 se reduce al hecho:
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“Sea {s; : S — Fi} una familia de funciones continuas sobreyectivas
indexadas por un conjunto cofiltrado I, donde tanto .S como los F'i son
espacios topoldégicos Hausdorff compactos. Entonces la correspondiente
funcién inducida s : S — lim(F'i) es continua y sobreyectiva.”

Este resultado es conocido en la literatura [18, p. 89].

2. En la categoria de R-mddulos a derecha Mg, el anillo R es un generador
proyectivo. Dado que todo homomorfismo sobreyectivo de médulos es de
la forma M — M/M;, con M; C M, cualquier f € Mg(R, M/M;) esta
caracterizado por su imagen en 1 € Ry f(1) = z; + M;, para algin
x; € M;. La proposicién 1.2.11 toma en esta categoria la forma:

“Dado un R-médulo las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) para cada familia dirigida de submddulos, el homomorfismo M —
lim(M /M) es sobreyectivo;

(b) para cada familia de coconjuntos {x; + M;},cr, donde z;, € M y
M; C M, si la interseccién de una cantidad finita de coconjuntos no
es vacia, entonces (¢ (z; + M;) # 0.

Esta proposicién es conocida en la literatura [70, p. 243] y los médulos que
satisfacen estas condiciones son llamados linealmente compactos. Veremos
mas adelante que ellos coinciden con los que satisfacen el axioma AB5*
de [31].

Si pensamos la proposicién 1.2.11 desde el punto de vista de nuestro modelo,
el problema estd en que la maxima pragmatica asume la existencia de un inter-
pretante que es quien interpreta el signo via contrastaciones. Este interpretante
en el pensamiento de Peirce es un hombre, no un dios, en el sentido que posee
limitaciones cognitivas que no le permiten razonar con infinitas interpretaciones.
Las matemadticas, al ser puro razonamiento humano, captan estas limitaciones
de manera precisa (basta recordar este mismo problema en teoria de conjuntos
y la forma en que es superado por medio del axioma de eleccién). Luego, en
vistas de probar un enunciado tipo M P necesitamos una manera de controlar
el infinito: una es con la propiedad de la interseccion finita, otra gracias a la in-
troduccién de una adecuada légica. En teoria de categorias, la 16gica (interna)
se basa en las propiedades reticulares de Sub(A), la clase de monomorfismos
con codominio A ordenados con una adecuada relacién, en donde se definen
lo conectivos usuales A, V, =, —, los cuantificadores V, 3 e interpretaciones
adecuadas de simbolos de variables, constantes, relacién, etc. Sin embargo,
en nuestro caso, donde los morfismos involucrados son epimorfismos méas que
monomorfismos, resulta més natural trabajar con Coc(A), la clase ordenada de
epimorfismos con dominio A, que con Sub(A4). Quizd sea conveniente aclarar el
orden de Coc(A), para ver algunas de sus propiedades bésicas.

Definicién 1.2.13. [55, p. 170] Sea A un objeto de una categoria C. Dados
dos epimorfismos e; : A — E; y ea : A — Es, diremos que es < ey si hay un
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epimorfismo F, — Es, tal que el siguiente diagrama conmuta

Ey

Es

La relacién anterior es reflexiva y transitiva en la clase de todos los epimorfismos
con dominio A. Partiéndola con la relacién de equivalencia e; = eq ssi e; < es
y €2 < eq, obtenemos Coc(A).

La siguiente proposicién es una consecuencia del orden anterior, la propiedad
universal del limite y la definicién de unién.

Proposicién 1.2.14. Supongamos (I; : L — Fi) es el limite de un funtor
F:7 — C, donde cada [; es un epimorfismo. Entonces L = |J F; en Coc(L).

Definicién 1.2.15. Sea C una categoria. Diremos que

1. Coc(M) tiene uniones efectivas si para cada A, B € Coc(M) el cuadrado

M

™~

AUB —» B

! I

A——» ANB
es pullback y pushout;
2. C tiene pushouts efectivos si dado un pushout

X2,y

| |

Z——W

con b monomorfismo, es un pullback;

3. C tiene pullbacks efectivos si C°P tiene pushouts efectivos, es decir, si todo
pullback
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con d epimorfismo, también es un pushout.

Las propiedades 2. y 3. de la definicién anterior han sido estudiadas en forma
aislada en varios tipos de categorias, es decir, se han planteado enunciados como
“En una categoria abeliana el pushout de un monomorfismo es un monomorfismo
y el diagrama pushout es también un pullback” [15, Volumen 2, proposicién
1.7.6]. Sin embargo no se ha hecho un estudio sistemético de ellas, por lo que no
tienen que sepamos ningiin nombre especifico; los de la definicién 1.2.15 fueron
introducidos para referirnos a ellas en el contexto de este trabajo, inspirados en
el nombre “uniones efectivas” el cual si es estandar en teoria de categorias.

Proposicion 1.2.16. Sea C una categoria con uniones efectivas y pullbacks
efectivos. Sea Z una categoria con la siguiente propiedad: dados dos funtores
F,G : T — C tales que para cada i € ob(Z), si los Fi — Gi son epimdrficos
entonces lim(F) — lim(G) también es epimérfico. Entonces, para cada objeto
M de C, para toda familia {A;};copz) ¥ todo B con A;, B € Coc(M), tenemos
que
BOUAi = UBﬁAi-
iel il

Demostracion. Consideremos para cada ¢ el diagrama

M

A,UB—" B

&i ln

el cual es pullback y pushout por unién efectiva. Tomando el limite sobre i
tenemos el siguiente diagrama inducido

M

lim(A;UB) ——» B

si f

donde para garantizar que u, p, s, t, r continien siendo epimorfismos necesitamos
aplicar la hipétesis sobre Z. En principio, el cuadrado sélo es un pullback, dado
que tomar limite sobre ¢ conmuta con tomar el pullback, porque ambos son
limites. Sin embargo, como los pullbacks son efectivos por hipétesis, concluimos
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que el cuadrado también es un pushout. Gracias a que u es epimorfismo, tenemos
que el diagrama

M—" B

continda siendo un pushout. Por la definicién de interseccién en Coc(M) ten-
emos que (limA;)NB = lim(A; N B). Para finalizar basta aplicar la proposicién
1.2.14. O

Proposicion 1.2.17. Sea C una categoria con factorizaciones epi-mono, un
objeto terminal 1 y pushout efectivos. Supongamos que (I; : L — Fi) es el
limite de un funtor F': Z — C y sea (s; : S — F'i) un cono sobre F' tal que cada
s; es un epimorfismo. Sea a(im(s)) el pushout de im(s) — L a lo largo de la
imagen de !;,,,(5) : im(s) — 1. Si tenemos que

a(im(s)) Nt = Jetim(s)) N1,

entonces el morfismo inducido s : S — L es un epimorfismo.

Demostracion. 1. Para todo S, la imagen de !g : § — 1 es el minimo de

Coc(S).

En efecto, para cada S — N, tenemos

L

donde n existe por la definicién de factorizacién epi-mono.

2. Si f: 8 — N es epimérfico, entonces el pushout de im(lg) es im(In) y
ambos son isomorfos.

Consideremos el diagrama

IEscribimos I; en vez de Fi para resaltar el hecho de que estamos trabajando en Coc(L).
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donde P es el pushout de f,7 con morfismos inducidos f/,7’, los cuales
resultan ser epimorfismos. Luego, podemos ver ¢ f : S — P como un
elemento de Coc(S) y debe existir, gracias que im(lg) es minimo, un
t: P — im(lg) tal que ti'f = i. Inmediatamente tenemos que zm('g) y
P son isomorfos tanto en Coc(S) como en Coc(N). Ademds, mti’ es una
factorizacién epi-mono de !y : N — 1, por lo que im(!g) es isomorfo a
im(!y) (unicidad de la factorizacién).

3. a(im(s)) es el pushout de la imagen de g : S — 1 a lo largo de s.

e me

S - im(s) L

Lol

im(ls) —— im(lim(s)) — a(im(s))

En el diagrama anterior el cuadrado I es un pushout por el item anterior;
el cuadrado IT es un pushout por la definicién de «a(im(s)); por tanto el
cuadrado total también es un pushout.

4. El pushout de im(lg) a lo largo de s : S — L es im(!1).

Consideremos el diagrama

Sq

Iy

im(ls) —— a(im(s)) — a(im(s)) N Fi

mg“g\/

t;

donde $',i" son morfismos inducidos por ser a(im(s)) un pushout (sélo
podemos garantizar que i’ es epimérfica). El pushout de i’ y algin I;
es a(im(s)) N Fi en Coc(L). Dado que lis = s; y cada s; es epimdrfico
concluimos por 2. que a(im(s)) N Fi = im(!g). Si consideramos el iso-
morfismo t; : a(im(s)) N Fi — im(lg), el cual en partlcular es epimérfico,
obtenemos la factorizacién epi-mono mt;i”l; de !;, : L — 1, por lo que
im(!s) es isomorfo a im(!r). Asi, en Coc(L) tenemos que

a(im(s)) = n Ul” pues L = Ul

(im(s)) Nl;, hipotesis
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Ademds como s'i = i's = t;l}i's = t;i"l;s = t;i"s; concluimos que s’ es el
isomorfismo que iguala a a(im(s)) y im(!s) en Coc(S).

5. im(s) es isomorfo a L y asi s es epimdrfica.

Sea mses = s la factorizacién epi-mono de s. Sea I el pushout im(lg) a
lo largo de es y (I,II) el pushout de im(ls) a lo largo de s (los cuales
toman esa forma gracias a 2. y 4., respectivamente). Gracias al lema de
los pushout, I1 también es un pushout y como m, es un monomorfismo,
por hipdtesis, también es un pullback. Si tomamos cualquier cono (X, z;)
sobre Fi, existe un tnico x : X — L tal que l;z = z;. Tomando este = y
i’z : X = im(!g), la definicién de pullback nos garantiza unt¢ : X — im(s)
tal que mgt = z. Por tanto, {I;ms : im(s) — Fi} también es el limite de
los Fii.

O

Para aplicar la proposicién anterior necesitamos determinar ciertas propieda-
des reticulares del algebra de objetos cocientes. Dado que en la literatura lo
natural es trabajar con el dlgebra de subobjetos, es deseable tener una aplicacion
que relacione la estructura de la tltima con la de la primera.

Proposiciéon 1.2.18. Sea C una categoria con factorizaciones epi-mono, un
objeto terminal 1 y pushout. Para cada objeto A, existe una aplicacién « :
Sub(A) — Coc(A) que reversa el orden.

Demostracion. Dado S < A, a(S) serd el pushout a lo largo de la imagen de
lg: S —=1:
s

Gsi ia(es)

Sea S < T € Sub(A). Por la propiedad de diagonalizacién de las factorizaciones
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epi-mono tenemos

S ——» im(ls)
|
r ms

Haciendo un cuadrado para T andlogo al que utilizamos para definir a(S),
obtenemos

(a(et)t = t’et) = (a(et)to = t’eto)
= (a(et)s = t’des)

y por tanto tenemos el diagrama pushout

Ast, o(T) < a(S) en Coc(A). O

Ejemplo 1.2.19. 1. Como ya habiamos mencionado, toda categoria abeliana
tiene pushouts efectivos. Como la nocién dual a categoria abeliana es cate-
gorfa abeliana (autodualidad), en estas también los pullbacks son efectivos.
De nuevo por autodualidad, en estas categorias la funcién 1.2.18 tiene un
regreso: dado @ € Coc(A), como el tnico morfismo del inicial 0 en @ es
un monomorfismo, podemos definir 3(Q)) como el pullback

B(Q) —> 0

L

A—»Q

Puede mostrarse que o y 3 son inversas (de hecho, en categorias abelianas
a coincide con el cokernel y S con el kernel, asi que el hecho que sean
inversas es la afirmacién bien conocida que cada monomorfismo es el kernel
de su cokernel y cada epimorfismo es el cokernel de su kernel [15, Volumen
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2, proposicién 1.5.7]). Por tanto, Sub(A) y Coc(A) son anti-isomorfos y
la condicion de la proposicion 1.2.17 es equivalente a una de la forma

a\//\blz/\a\/bl

i€l i€l

Las proposiciones 1.2.16 y 1.2.17 implican por tanto que las siguientes
afirmaciones son equivalentes

e En el dlgebra de subobjetos vale la propiedad reticular anterior;

e El limite de una familia de epimorfismos es un epimorfismo.

En el caso que tanto I como los limites sean cofiltrados (que es el mds
comun entre las categorfas usuales) la propiedad reticular recibe el nombre
de axioma AB5*, el cual constituye la base para el desarrollo del algebra
homoldgica en categorias abelianas [31]. Esto también explica el ejemplo
1.2.10: en la categoria de grupos abelianos no vale el axioma AB5* (pero
sf vale su dual).

2. En los topos los pushouts son efectivos [15, Volumen 3, proposicién 5.9.10].
Sin embargo no hemos podido probar hasta el momento que el morfismo
a sea una equivalencia (como en un topos el objeto inicial es estricto, el
morfismo [ es constante a 0, por lo que no nos ayuda en esta tarea). No
obstante, podemos usar un subterfugio para aplicar la proposicién 1.2.17:
si en cada algebra de subobjetos vale

a\//\b1 = /\a\/b,;,
i€l i€l
en la im(«) vista como una subélgebra de los objetos cocientes valdra
CL/\\/bi = \/a/\bi,
icl icl

y asi para utilizar esta proposicién basta con considerar funtores F' donde
cada Fi € im(a).

En resumen, el estudio de MP y coMP conduce a categorias donde en cada
algebra de subobjetos valen identidades de la forma

a/\\/bi:\/a/\bi, a\//\blz/\a\/bz
i€l el i€l i€l

Ellas reciben el nombre de bi-Heyting y serdn el objeto de nuestro estudio en el
capitulo siguiente.



2. MP en categorias de bi-
Heyting

Como ha sido demostrado en diversos trabajos [72], [74], un estudio serio del
pensamiento de Peirce en general, y de la maxima pragmatica en particular, no
puede escapar de las nociones de continuidad, frontera, modalidad, medicién,
iteracién. Para insertarlas en nuestro modelo, trabajaremos en categorias donde
el dlgebra de subobjetos tiene propiedades reticulares especiales: las categorias
de bi-Heyting.

2.1 Categorias de bi-Heyting: sustraccién, fron-
tera y modalidad

Las algebras de Heyting son un tema clésico en légica, reticulos, categorias,
topologia. Sus duales, las dlgebras de co-Heyting, aunque han sido estudiadas
casi desde el mismo tiempo [65], son mucho menos conocidas. Un tratamiento
unificado de ellas, las dlgebras de bi-Heyting, tuvo que esperar hasta la década
del 70, en el marco de la escuela polaca de légicas no clésicas [60]. En la
actualidad han resurgido en una amplia gama de trabajos: como estructuras
algebraicas subyacentes a las légicas paraconsistentes [19], como dlgebras de
Heyting libres [30], como herramientas para caracterizar categorias de objetos
puntuados con cubrimientos iniciales normales [16].

Definicién 2.1.1. [36] Sea A un reticulo acotado. Diremos que A es

1. un édlgebra de Heyting si para cada elemento b € A, el funtor

A—20 u

ar———aAb

41
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tiene un adjunto derecho, llamado implicacion, el cual denotamos

b= _
A————

c——— b=c.

Esta adjuncién se puede expresar diciendo que para todos a, b, ¢ vale

aNb<c sii a<b=c

2. un algebra de co-Heyting, si su dual A°P es un algebra de Heyting, es
decir, si el funtor
bV
A——m—

c———bVe

tiene un adjunto izquierdo, llamado sustraccién, el cual denotamos

A _—b

ar———a—b.

La adjuncién se puede expresar diciendo que para todos a,b, ¢ vale que

a—b<c sit a<bVe

3. un algebra de bi-Heyting, si es Heyting y co-Heyting al tiempo.

En un 4lgebra de Heyting podemos definir una operacién de negacién (),
llamada negacién intuicionista o pseudocomplemento, haciendo ~z =z = 0, la
cual también puede ser caracterizada por

r<y st xANy=0.

Dualmente, en un &algebra de co-Heyting podemos definir otra operaciéon de
negacién (~), llamada negacién dual intuicionista o mas brevemente suplemento
[36], definida como ~ x =1 — z. En este caso tenemos

~z<y st l=aVy.

En un algebra de bi-Heyting podemos definir las dos negaciones y ellas son
iguales s6lo cuando ambas colapsan en la negacién boolena.

Estamos particularmente interesados en las algebras de bi-Heyting comple-
tas, las cuales admiten la siguiente caracterizacion.

Proposicién 2.1.2. [36] Sea A un reticulo acotado completo.
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1. A es un algebra de Heyting ssi

a/\\/biz\/a/\bi;

icl icl
2. A es un élgebra de co-Heyting ssi

aV /\ b; = /\ aVb;.

i€l i€l

Por tanto, en un algebra de bi-Heyting completa valen las dos propiedades
distributivas anteriores.

Las algebras de Heyting y co-Heyting aparecen en teoria de categorias al
considerar reticulos de subestructuras: el algebra de subobjetos de un objeto
fijo en un topos es un algebra de Heyting, mientras que el dlgebra de subtopos
de un topos dado es un §lgebra de co-Heyting [38]. Aunque algunos autores
prefieren agregar condiciones adicionales en el momento de definir categorias de
bi-Heyting [36], nosotros nos centraremos sélo en propiedades reticulares.

Definicién 2.1.3. Una categoria C es de bi-Heyting si para todo A € Ob(C),
Sub(A) es un algebra de bi-Heyting.

2.1.1 Propiedades reticulares de subobjetos y generadores

En la seccion 1.1 se esboz6 un procedimiento general: para demostrar que una
construccién tiene una propiedad con respecto a todos los objetos de una ca-
tegoria, basta demostrar que la tiene con respecto a una familia de generadores.
Aplicaremos la misma idea para las propiedades reticulares de los subobjetos:
para ver que para todo objeto A en una categoria C, Sub(A) pertenece a una de-
terminada clase de subdlgebras de las dlgebras de Heyting, basta ver que Sub(G)
lo estd, para todo G en una familia de generadores G. Este procedimiento es
una generalizacién de [16, Lema 6.3].

Todo morfismo f : ¥ — X, induce inmediatamente la funcién mondétona
imagen inversa, f* : Sub(X) — Sub(Y'). Lo minimo que le podemos pedir a las
nuevas operaciones en Sub(_) es que respeten esta funcién.

Definicién 2.1.4. [52] Sea Tx : [[; Sub(X) — Sub(X) una familia de opera-
ciones definidas para cada objeto X de una categoria C. La familia {Tx }xec

serd llamada natural si para cada morfismo f : Y — X y cada {S;}; C Sub(X),
la funcién f* : Sub(X) — Sub(Y) satisface que f*(Tx(S;)r) = Ty (f*S:)r.

Ejemplo 2.1.5. 1. Sea C una categoria bien potenciada (cada Sub(A) es un
conjunto) y localmente completa (cada Sub(A) es un reticulo completo).
Por el teorema del funtor adjunto la interseccién arbitraria de subobjetos
es natural si y sélo si para cada f : Y — X, el morfismo de reticulos f* :
Sub(X) = Sub(Y') posee un adjunto izquierdo 3y : Sub(Y) — Sub(X).
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2. En una categoria regular las operaciones =-, — son naturales siempre que
ellas existen. En efecto, en este tipo de categorias vale que dados A, B
objetos, con a € Sub(A), b € Sub(B) y f: A — B un morfismo, tenemos
que Jr(a A f*(b)) = 3r(a) Ab [34, p. 20]. Luego, si Sub(A), Sub(B) son
algebras de Heyting y ¢ € Sub(B) tenemos que

a< f*"b=c¢c) ssi Fyla)<b=c
ssi Jp(a) Ab<c
ssi Jg(an fr(b) <c
ssi A f(b) < F(C)
ssi a < fr(b) = f* (o).

Para la naturalidad de — necesitamos ademds que f*(0) = 0.

3. Un hecho fundamental es que las operaciones de sustraccién y suplemento
~, — sblo son naturales cuando colapsan en las operaciones booleanas. En
efecto dado i : A — X en Sub(X), como AN ~x A es el pullback de
~x A — X alo largo de i, tenemos que AN ~x A = i*(~x A) =~4
Z*(A) =~ A=04 =0x.

Proposicién 2.1.6. Sean C una categoria con factorizaciones epi-mono, con
coproductos disyuntos, y tal que pullbacks de epi son epi; A una subvariedad
de las dlgebras de Heyting; y G una familia de generadores en C. Supongamos

que todas las operaciones del lenguaje de A son interpretables y naturales en
C. Si Sub(G) € A para cada G € G entonces Sub(X) € A para cada X € C.

Demostracion. Dado cualquier X € C, existe un epimorfismo = : ]_[f Dom(f) —
X, donde f € UgegC(G, X). La funcién v* : Sub(X) — Sub([[; Dom(f)) es
inyectiva: en efecto, dados A, B € Sub(X) si v*(A) = v*(B) entonces tenemos
los pullbacks

(A —» A

| |

Hf Dom(f) - X

7(B) ——» B

| |

[I; Dom(f) —» X

y gracias a la unicidad de la factorizacién epi-mono, concluimos que A = B.
Por otro lado, tenemos que Sub([[; Dom(f)) = [[; Sub(Dom(f)). En efecto,
denotando iy : Dom(f) < [I; Dom(f) la inyecciones del coproducto, definimos

Sub(11; Dom(f)) ———— [1; Sub(Dom(f))
A (15A) s
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1, Sub(Dom(f)) ——-—— Sub(I1, Dom(f))

(Af)y ! Uy ir(Ay)

En primer lugar, dada cualquier g € (JgcgC(G,X) tenemos que Dom(g) N

Uf if(Af) = Uf Dom(g) Nif(Ay) = Dom(g) Nig(Ay) = i4(Ay), gracias a que
los coproductos son disyuntos. Asi, el diagrama

Ay — UfAf

I

Domlg) —— 11, Dom(/)

es un pullback y aB(Af); = (Af)y. Por el otro lado, dado cualquier A €
Sub(][; Dom(f)), tenemos que Dom(f) N A =i} A, por tanto

A=An]] Dom(f) = An|JDom(f) = JAN Dom(f) = JitA = Ba(A).
f f

Dada cualquier identidad de la forma 7 = 75 que haga parte de la definicién
de A, tenemos que cualesquiera realizaciones de 71,72 en Sub(X) son iguales
en Hf Sub(Dom(f)) y gracias a la inyectividad de v* también son iguales en
Sub(X). Asi, Sub(X)E 1 =1y Sub(X) € A. O

Corolario 2.1.7. Sea C una categoria regular; con coproductos, los cuales son
disyuntos; para cada morfismo f, f* posee adjuntos izquierdo 37 y derecho Vy;
bien potenciada; localmente completa; y con una familia de generadores G. Si
Sub(G) es un élgebra de bi-Heyting completa para cada G € G entonces Sub(X)
es un algebra de bi-Heyting completa para cada X € C.

Demostracion. Consecuencia de las proposiciones 2.1.2, 2.1.6 y el ejemplo 2.1.5.
O

Lema 2.1.8. Sean X un objeto de una categoria C tal que Sub(X) es un dlgebra
de Heyting y Tx : [[; Sub(X) — Sub(X) una operacién natural a lo largo de
monomorfismos. Entonces Tx es una operacién compatible de Sub(X).

Demostracion. Sean {S;}; C Sub(X) y i : A — X un subobjeto arbitrario
de X. Como i*(S;) = AAS;, tenemos que Tx(S;)r AN A = i*(Tx(S:)1) =
Tx(i*(Si)1) = Tx (S; A A)r y basta aplicar [22, Lema 2.1]. O

Proposicion 2.1.9. Sean A una subvariedad de las algebras de Heyting, £ un
local, Sh(L) el topos de haces sobre £, y supongamos que todas las operaciones
de A son naturales en Sh(L). Entonces para X € Sh(L), Sub(X) € A siy sélo
siLeA.

Demostracion.



CAPITULO 2. MP EN CATEGORIAS DE BI-HEYTING 46

= Inmediato pues Sub(1) = L.

< Como Sub(1l) = L, tenemos que Sub(1) es de A-Heyting. Luego si i :
U — 1 entonces i* : Sub(1) — Sub(U) es un homomorfismo sobreyectivo (una
preimagen de cualquier a : A — U viene dada simplemente por ia : U — 1)
y por el lema 2.1.8 Sub(U) también es de A-Heyting. Como estamos en un
topos locdlico, Sh(L) es generado por subobjetos de 1 y por la proposicién 2.1.6
Sh(L) es de A-Heyting. O

Corolario 2.1.10. Si £ es un local, el topos Sh(L) de haces sobre L es de
bi-Heyting ssi £ es un algebra de bi-Heyting completa.

Demostracion. Consecuencia de la proposicion 2.1.9.

Puede ser interesante escribir explicitamente operaciones de sustraccion y
suplemento para este caso. Sean F' € Sh(L) y B,C € Sub(F). Entonces para
cada u € L definimos

(B—=rC)(u) ={z € F(U) : Ju=Vu;,v; > u; e; € B(v;), €ilu, = z|u,
N u; LU — m(eiavivc)}

donde m(e,v,C) = \/{r <wv:e|, € C(r)}. Gracias al axioma de pegamiento de
los haces, tenemos €|, (c,v,cy € C(m(e,v,C)) y por definicién este es el elemento
mas grande menor que v con dicha propiedad.

Verificar que B — C' es un subhaz de F' es un ejercicio sencillo. Veamos
solamente que si D € Sub(F') es otro subhaz, tenemos

B-C<D sit BLCVD

=) Sea a € B(u). Si a € C(u) hemos acabado, asi que supongamos que a ¢
C(u). Sabemos que a|m(q,u,c) € C(m(a,u,C))y por construccion aly—m(q,u,c) €
(B — C)(u — m(a,u,C)) € D(u — m(a,u,C)). Asi por definicién tenemos
a € (CV D)(u).

<) Sia € (B—C)(u) entonces existen u = Vu;, v; = u; y €; € B(v;) con ey, =
alu, v u; < v; —mle;,v;, C). Por hipétesis e; € (C'V D)(v;) y por tanto existen
ki t; € Ltal que v; = k; Vg, €]k, € C(k;) veilt, € D(t;). Como k; < m(e;, v, C)
tenemos u; < v; —m(e;,v;,C) < v, —k; < t;. Asf aly, = eilu;, € D(u;) y por ser
D un haz a € D(u).

La operaciéon de suplemento en este caso toma la forma

(v C)u) ={z € F(U) : Ju=Vu;,v; Zu; AN e €F(v) ey, ==
A\ U; < Vi — m(ei,’l]i,C)}-

Us

Veamos algunos ejemplos adicionales.
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Ejemplo 2.1.11. 1. El reticulo de abiertos de un espacio topoldgico es un
algebra de Heyting completa. Andalogamente, el reticulo de conjuntos
cerrados es un algebra de co-Heyting completa. Por tanto, en cada espacio
topoldgico donde todo conjunto abierto es a la vez cerrado constituye un
ejemplo de un algebra de bi-Heyting completa. Por el corolario 2.1.10, las
categorias de haces sobre estas topologias son de bi-Heyting.

2. Para toda categoria pequeia Z, su categoria de prehaces asociada Pr(Z)
es de bi-Heyting [36]. En este caso, dado un prehaz F y X,V € Sub(F)
la operacién de sustraccién toma la forma

(X-Y)C)={z e F(O)|3h:C — C',3z' € F(C"), F(h)(z') =x,2" € X(C")A\x' ¢ Y(C")}.
Y asi,

(~Y)C)={x e F(O)|3h: C — C",32' € F(C"), F(h)(z') =z Az’ ¢ Y(C")}.

3. Dada una categoria Z, su reticulo de subcategorias constituye un algebra
de bi-Heyting. Dada una subcategoria J sus dos negaciones toman la
forman:

| ob(=T) = ob(Z) — ob(T);
(a) ~J = {ﬁj(%b) = Z(a,b), Ya,b € ob(~T).

(b) ~J = {Ob(N J) ={i € ob(T)|3f € mor(J)° A (i =domfVi=codomf)};
mor(~ J) = {id;|j € ob(~ T )} U{f|f € Mor(J)°}.

4. Toda categoria abeliana A con coproductos arbitrarios y de bi-Heyting es
trivial. En efecto, en estas categorias valen el axioma AB5 y su dual, lo
cual implica A = {0} [31].

2.1.2 Frontera

La definicién de frontera en dlgebras de co-Heyting fue realizada en [39] con el
interés de clasificar las posibles interacciones entre una pareja de cuerpos fisicos.

Definicién 2.1.12. Sea A un algebra de co-Heyting. Dado un z € A definimos
su frontera, denotada por 9(x), como 9(z) = A ~ x.

Las siguientes propiedades de la frontera son conocidas en la literatura.
Proposicién 2.1.13. [40], [36]
1. En cualquier algebra de bi-Heyting £ valen las siguientes identidades

daAb) = (a(a) A b) v (a A a(b)),
d(aAb)VI(aVb)=090(a)VIb).
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2. En un topos, si A < X, B <Y entonces
9(Ax B) = (8(A) X B) v (A X a(B))

donde las fronteras son tomadas respectivamente en X x Y, X, Y.

Ejemplo 2.1.14. 1. En el dlgebra de co-Heyting dada por los conjuntos ce-
rrados de un espacio topoldgico, la frontera en el sentido de 2.1.12 coincide
con la frontera topoldgica usual.

2. En el reticulo de subcategorias de una categoria Z, para cada subcategoria
J tenemos

07 — ob(0T) = {i € ob(J)|3f € mor(J)¢ A (i = domf Vi=codomf)};
mor(0J) = {id;|j € ob(0T)}.

2.1.3 Operadores Modales

En una serie de articulos en la década de los 90 [61], [62], [63], Reyes realizé
diferentes propuestas para definir operadores modales en légica categérica. En-
tre ellas, la siguiente se puede trabajar en dlgebras de bi-Heyting.

Definicién 2.1.15. [63] Sea A un &lgebra de bi-Heyting al menos o-completa
(es decir, con supremos e {nfimos contables). En ella podemos construir por
induccién los operadores:

1. Oy = 0g = Id.
2. Opi1 = = ~ Oy
3. OnJrl = _‘<>n~

Definimos los operadores modales como limites de los anteriores:
Oa = /\ O,a da = \/ Ona.
n n

En la siguiente proposicién se resumen las propiedades mas importantes de
los operadores anteriores.

Proposicién 2.1.16. [63]
1. Para todo v € w + 1 vale

e [,, O preservan el orden;
o O, 10,.

2.0<... <01 <0 <. SId <. <0, < Opp1 <10 <0,

3. Si A es un algebra de bi-Heyting al menos o-completa, entonces los ope-
radores [J, { admiten la siguiente caracterizacién
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e [a es el elemento complementado z mas grande tal que x < a;
e (a es el elemento complementado = méas pequeno tal que a < x.
Ejemplo 2.1.17. 1. [63] Sean Pr(C) la categoria de prehaces sobre una ca-

tegoria pequena C, E € Ob(Pr(C)), S € Sub(E) y e € E(C) para algin
C € 0b(C). Entonces

(a) e € 0,S5(C) ssi para cada cadena en C de la forma

O2n 2

\/\/\/

2n 1

y para cualesquiera elementos e; € E(C;) (0 < i < 2n) tales que
e = €, E(Copp1 — Cop)(e2r) = eant1, E(Copy1 — Copyo)(e2r42) =
€ar+1 entonces es, € S(Cay).

(b) e € 0,5(C) ssi existe una cadena en C

CQn 2

\/\/\/

y existen elementos e; € E(C;) (0 < i < 2n) tales que ¢y =
e, B(Cop — Cap—1)(e2x-1) = €2k, E(Cop — Capt1)(e2k+1) = €2,
Yy ean € S(Ogn)

Si denotamos con 7 @ E(C) — colimE la inyeccién candnica (en la cate-
gorfa de conjuntos) y con IIy(C) la componente conexa de C' € C, entonces

(a) e € OS(C) ssi para cada C' € IIj(C) y para cada e’ € E(C’) tal que
ne(e) = ne(e), e € S(C).
(b) e € OS(C) ssi existen C’ € IIH(C) y un elemento ¢ € E(C’) tales
que no(e) =nei(e) y e € S(C").
2. En el caso en que la categoria de prehaces sean los grafos, para cada G y
cada subobjeto X < G las caracterizaciones anteriores se reducen a

e [1X son los elementos de X que no estan conectados con el exterior,
manteniendo las flechas entre ellos;
e $X son los elementos de G que estan conectados por un camino con

los de X, con las flechas entre ellos.

3. En el reticulo de subcategorias de una categoria Z, para una subcategoria
J tenemos
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(a) O = ob(0T) = {i € ob(T)|~(3j € ob(T)¢ A conec(i,j))};
0J (a,b) = Z(a,b), Ya,b € ob(0T).

0b(0T) = {i € 0b(Z)|3j € 0b(T)¢ A conec(i, j)};

B )
(b) OJ = {Oj(a7b) :I(a’b), Ya,b € ob(<>-7),

donde conec(i, j) significa que existe algin morfismo conectando i y j.

Puede ser interesante estudiar las propiedades légicas de los operadores
modales anteriores antes de pasar al estudio del pragmatismo.

Definicién 2.1.18. El calculo modal BiMo es la extensién del bi-intuicionista
de primer orden (para una introduccién detallada de este, ver [5]) obtenida
agregando los conectivos [, ¢ y los siguientes axiomas modales

HMo-1 ¢ = 9 implica Oy = i
HMo-2 ¢ = 9 implica Q¢ = O
HMo-3 Oy = ¢;

HMo-4 ¢ = Qyp;

HMo-5 O V =Up;

HMo-6 OV =0p;

HMo-7 (¢ V =) implica (¢ = Op);
HMo-8 (¢ V —¢) implica (0o = ).

Proposicion 2.1.19. Los axiomas HMo—1 a HMo—8 definen implicitamente
O y ¢ sobre el intuicionismo.

Demostracidn. Suponga que extendemos la l6gica H Mo con los axiomas HMo—1/,
..., HMo—8’ obtenidos al reemplazar [’ por Oy ¢’ por ¢ en HMo—1,..., HMo—S8.
De HMo—5" y HMo—7 obtenemos F ' = OO'¢p, y de HMo—3" y HMo—1
obtenemos F O'p = Op. Asi F ¢ = Oy (la otra implicacién se obtiene por
simetria). De forma andloga se puede demostrar que F ¢’ < O¢p. O

Proposicion 2.1.20. Sea ¢ cualquier formula en el lenguaje de BiMo. En-
tonces ¢ es demostrable a partir de los axiomas de BiMo ssi ¢ es valida en
todas las algebras de bi-Heyting.

Demostracion. El algebra de Lindenbaum de esta légica es de bi-Heyting. Si
denotamos con 4, ¢4 los operadores modales vistos como operaciones al-
gebraicas en el sentido de 2.1.15 y con O¢, Q¢ vistos como conectivos que
satisfacen los axiomas de 2.1.18, entonces por la caracterizacion dada en 2.1.16
tenemos

[Bcel =0alel,  [Ocel = Calel.
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Corolario 2.1.21 (Validez). Si ¢ es una férmula que es demostrable a partir
de BiMo y C es una categoria de bi-Heyting entonces C = .

Revisemos la completitud de BiMo con respecto a sus modelos en categorias
y en topos de bi-Heyting.

Proposicion 2.1.22. Sea ¢ una férmula en el lenguaje de BiMo. Si ¢ es satis-
fecha en todos los modelos de esta teoria en categorias de bi-Heyting, entonces
ella es demostrable a partir de BiMo.

Demostracion. Esta proposicion es una simple generalizacion de los resultados
de [34, Seccién D1.4] a las categorias de bi-Heyting. La idea es construir, a partir
de las férmulas del lenguaje, una categoria Cp a la que los axiomas de la légica
proveeran de la estructura adecuada y que valide exactamente los teoremas de
BiMo. Asi, en cierto sentido, lo que haremos serd generalizar a la 16gica de tipos
de primer orden el dlgebra de Lindenbaum de una teoria en légica proposicional
(alli construfamos un reticulo al que los axiomas proposicionales proveian de
estructura y en donde valian exactamente los teoremas de la teorfa).

Para esto diremos que dos férmulas ¢, 1) son a-equivalentes si una es obtenida
de la otra por renombramiento de sus variables libres, manteniendo su tipo
(que las variables acotadas pueden ser renombradas es un supuesto estdndar).
Los objetos de Cp seran las clases de férmulas a-equivalentes. Emplearemos
la notacién {p(z)} para indicar la clase de ¢(z), donde = denotard todas las
variables libres de ¢ para facilitar la escritura.

Entre dos objetos {¢(x)}, {¢(y)} (donde podemos asumir que sus represen-
tantes (), (y) tienen todas sus variables libres distintas) habrd un morfismo
[0], si 6 es una férmula que tiene como variables libres las de ¢(z) y ¥(y), tal
que las férmulas

0(z,y) = o(x) NY(y),
Oz, y) NO(x,2) = y = z,

p(x) = Fyb(z,y)

son demostrables en la teorfa. Interpretando una férmula ¢(z) de tipo A como
el “subconjunto” de A que satisface p(z), vemos que las tres férmulas ante-
riores dicen exactamente que 6, vista como una relacién, es en realidad una
funcién. Diremos que dos morfismos [0],[7] : {¢(z)} — {¥(y)} son iguales
si la férmula 6 < 7 es demostrable. La composicién de dos morfismos [6] :
{e(@)} = {vW)}, [7] : {v(y)} = {x(2)} es definida como la clase de equivalen-
cia de Jy(0(x,y) A7(y, z)), mientras que la identidad viene dada por [p(z) Az =
ylA{e(@)} = {oy)}-

En [34] se demuestra que, con las anteriores definiciones, Cp resulta ser una
categoria de Heyting. Ademas tenemos que:

Afirmacién 2.1.23. [34, p. 844] Cualquier subobjeto de {p(z)} en Cp es
isomorfo a uno de la forma [p(x) A (z = y)] : {¢(y)} = {p(z)} donde 9 es una
férmula tal que la secuencia ¥(y) = ¢(x) es demostrable. Ademds, para dos de
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tales subobjetos, correspondientes a férmulas ¢ y x, tenemos {¢(z)} < {x(z)}
en Sub(p(z)) ssi Y(x) = x(z) es demostrable.

Asi, para mostrar que Cp es de bi-Heyting (es decir, que para todos subob-
jetos a, b, ¢ vale que a — b < ¢ sii a < bV ¢), basta mostrar que para toda tripla
p(z), d(x), x(z), la férmula

((p(@) = 6(@) = x(@)) & (e(@) = (6(x) v x()))

es demostrable. Esto es de hecho una consecuencia inmediata de los axiomas
del bi-intuicionismo (para una presentacién més explicita de estos axiomas, con-
sultar [5, Definicién 4.3.2]). Utilizando la notacién de la proposicién 2.1.20,
deberfamos mostrar también que [Ocp] = Qalel, [Oce] = Oale]. Pero
para esto sélo necesitamos volver a aplicar el argumento que empleamos para
demostrar dicha proposicion.

En Cp definimos la interpretacién Mp dada por la asignacion:

e a un tipo A, el objeto T(x), con x variable de tipo A;

e a un sfmbolo de funcién f : Ay... A, el morfismo [f(x1...,z,) = y] :
T(z1...,2,) = T(y), x; de tipo A;;

e a un simbolo de relacién R — A;...A,, el subobjeto R(z1,...,z,) —
T(z1,...,2y,), x; de tipo A;.
Con estas definiciones tenemos

Afirmacién 2.1.24. [34, p. 845]

i Para cualquier término 7(x1,...,x,) de tipo B con variables libre z; de tipo
Aj;, su interpretacién en Mg es el morfismo

[T(x1, . san) =yl AT (@1, mn) ) = {T(y)}
donde y es variable de tipo B.

ii La interpretacién de cualquier férmula p(z1, ..., z,) es el subobjeto {¢} —
T(z1,...,Ty).

De las dos afirmaciones anteriores concluimos que una férmula ¢(z) = (x)
es demostrable en BiMo ssi es valida en Cg. O

Proposicién 2.1.25. Sea A una categoria coherente pequena. Entonces existe
una subcategoria K de Mod(A), tal que el funtor evaluacién e : A — CON™ es
conservativo, coherente y preserva todos los =, — [0 y { existentes en A.

Demostracion. Siguiendo [46] definimos, para cualquier categoria coherente A,
la categoria Mod(.A) conformada por los funtores coherentes de A a la categoria
de conjuntos CON y las transformaciones naturales entre ellos. Sea L4 el
lenguaje cuyos tipos son los objetos de A y sus simbolos de funcién son los
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morfismos de A, y © 4 el conjunto de féormulas de L4 validas en A; entonces
un funtor A — CON no es més que un modelo de © 4 y una transformacién
natural entre funtores de esta forma es un homomorfismo de modelos. Si A es un
cardinal mayor que R y la cardinalidad de las flechas de A, definimos K como
la subcategoria de Mod(A) cuyos objetos son los modelos A-especiales (en el
sentido de [23, p. 295]) de A y sus morfismos son las transformaciones naturales
entre ellos. Definimos el funtor evaluacién e como

A CONK
Al K —2 5 con
M—— MA
I
N NA
A MA
fJ = JMf
B MB

Gracias a [46, Teorema 6.2] el funtor e es conservativo y respeta las operaciones
=, —. Resta mostrar que hace lo mismo con O, ¢.

Sea ® € Sub(E) en A, tal que O existe. Queremos ver que e(dP) = Cle(P).
Como e respeta la estructura de bi-Heyting, en particular respeta elementos
complementados, por lo que e(dJP) es un elemento complementado menor que
e(®). Gracias a la caracterizacién dada en 2.1.16 concluimos que e(O®) <
Oe(®) en Sub(e(E)). Para la otra desigualdad, basta con ver que para todo
C € Kycadaa:e(E)C), sia¢e(dP)(C) entonces a ¢ He(P)(C). Por la
caracterizaciéon dada de Oe(®) en 2.1.17, basta con darnos algin diagrama de
la forma

C:A—CON N:A— CON

T

D:A—CON

en K (observemos que aqui cambiamos el sentido de los morfismos dado en
2.1.17, porque en aquel ejemplo trabajamos con funtores contravariantes (pre-
haces) y aqui estamos trabajando con funtores covariantes; sin embargo, este
cambio de sentido terminard siendo irrelevante para nuestro argumento) y algin
d:e(E)(D) tal que e(E)(u)(d) = a, e(E)(v)(d) = b, pero b ¢ e(®)(N). Tomare-
mos D = N y v = idy. Consideremos el siguiente conjunto de sentencias en el
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lenguaje L 4U{x}, donde x es una nueva variable de tipo E'y para I’ € Sub(E), r
es una férmula tal que [I'] = I*:

5 =0,4U{l(z)l € Sub(E),T es complementado, a € e(T')(C)} U {~®(x)}

Si = fuera finitamente inconsistente, podriamos hallar un I' complementado
con a € e(I")(C) y I < ®; pero entonces I' < 0P y contradirfamos asi nuestra
hipétesis a ¢ e(d®P)(C). Luego = es consistente y podemos hallar un modelo
M-especial N : A — CON y un b € e(FE)(N), jugando el papel de z, que
lo satisfaga. La interpretacién de ﬁi)(a:) en N significa exactamente que b ¢
e(®)(N). Dado que para cualquier II € Sub(E), b € e(I)(N) implica a €
e(I1)(C), por [46, Lema 6.4], tenemos que existe u : N — C tal que e(E)(u)(b) =
a.

La prueba que e preserva los O® existentes en Sub(E) es completamente
analoga, y por tanto la omitiremos. O

Proposiciéon 2.1.26. Sea ¢ una férmula en el lenguaje de BiMo. Si ¢ es
satisfecha en todos los modelos de esta teoria en topos de bi-Heyting, entonces
ella es demostrable a partir de BiMo.

Demostracion. Por 2.1.22 existe una categoria Cp que valida exactamente los
teoremas de BiMo. Por la proposicién anterior existe un funtor e de Cg en un
topos de bi-Heyting £ que preserva y refleja la validez de las férmulas de esta
teoria. O

Proposicién 2.1.27. Sean ¢, férmulas en el lenguaje de BiMo. Entonces los
siguientes resultados son deducibles en esta teoria

1. Regla de Necesitacion : Si F ¢ entonces F O
2. OUp = ;¢ = L0y
3. FO(pAY) « Op Ay EO(p V) < OpV 01
4. EQeVv Oy =0(eVY); EO(eAY) = OpAdy;
5. Op e O0p < 00yp; Qv < OO0p < OOyp;
6. Qv < Oy
7. Op o~ O ~ y;
8. Ley de Frobenius : F O(o A ) < O AT,
En primer orden tenemos
1. OVzp = VzOey;
2. V2O = OV p;
3. Fz00¢ = O3z p;
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4. JzQp = O3xp;
5. Odzp = Jxyp;
6. OVzyp = Valp.

Demostracion. Basta mostrar que ellas valen en un algebra de bi-Heyting arbi-
traria A. Escribiremos [¢] para indicar el elemento de A obtenido al evaluar ¢
en una valuacion.

1. Si E ¢ entonces [p] = 1, el cual en particular es complementado. Luego
Oalel = [l = 1.

2. 04104 [63];
3. Dado que ¢4 14, entonces [14 preserva limites y {4 colimites.

4. Como ([e] A [#]) < [¢] entonces Oa([¢] A [¥]) < Cale]. Igualmente
Oa([p] A Y] < Oaft], ast que por definicién de infimo ¢4 ([¢] A [¢]) <
Qallp] A Oafy]. La otra desigualdad se demuestra de forma andloga.

Oale], Oale] son complementados;
[63];
[63];

®© N o o

Oale] AOAa[Y] es complementado (interseccién de dos complementados)
y ademads [¢] A Oa] < Oale] ADOafyp]. Six € A es complementado
tal que [¢] A OaYY] < x, entonces [p] < Davy] = « luego Qaf¢] <
QOa(Oa¥] = z) = 0a] = = (donde la ultima igualdad se tiene pues a, b
complementados implica a = b complementado), y asi Q4[] A Dal¢] <
x. Luego O] A Oal¢] es el menor complementado més grande que

[P) ADal] y ast Oalle] ADal¥]) = Calel ADal4]-

Resta mostrar las férmulas de primer orden. Recordemos la interpretacion al-
gebraica usual de los cuantificadores (por ejemplo en [59, p. 366])

Brel = \/ [e()] Vel = A\ [e()]

T€Term T€Term

A partir de ahi y del comportamiento de las negaciones =, ~ con los supremos e
infimos arbitrarios [60, Proposicién 7.2] las pruebas son relativamente sencillas.
Mostremos por ejemplo que Jxly = Odxp. Como para cualquier familia

{a}rer vale que

N\/atS/\NClt \/ﬁatS_‘/\@t

teT teT teT teT

\/ﬁNatSﬁ/\NatS_'N/\at-

teT teT teT

obtenemos que
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Como la familia {a;}er era arbitraria, tenemos en particular que para toda
férmula de primer orden ¢ y para todo n € N

V GDulel <0\ el

T€Term T€Term

de donde se obtenemos la ecuacién deseada. O

Las férmulas faltantes, O3z = J20p v Vo dp = OVze, no son validas en
la 16gica modal cldsica de primer orden [26, p. 246]. En este sistema tampoco:
aunque existen topos, por ejemplo los Booleanos, donde ellas son trivialmente
ciertas, hay otros donde fallan, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.28. Sea el grafo dado por G = {s — t}. Como los limites de
funtores son calculados puntualmente, tenemos que G x G es

(s,t) (t,t)

(s,9) (t,s)

Consideremos m1 : G X G — G la primera proyeccién. Si A = {(s,1), (t,t)} <
G x G, tenemos por el ejemplo 2.1.17

e A ={(s,t)} por lo que 3,004 = {s}. Por otro lado, 3, A = {s,t} y asi
0O3:, A = {s,t}. Por lo tanto 3,,0A < O3, 4;

o OA={(s,t),(t,t),(s,s), f} porlo que V¥, OA = {s}, mientras que V,, A =
OV, A=10. Asi OV, A <V, OA.

2.2 MP modalizada

En esta seccién emplearemos las herramientas existentes en las categorias de
bi-Heyting para mejorar el modelo de la maxima pragmatica propuesto en el
capitulo 1.

Empezamos tratando de formalizar la nocién de “effects”, “general modes
of rational conduct”, las reacciones a la interpretacién (subdeterminacién) del
signo. En el capitulo 1 tratamos de hacerlo via las imagenes de los morfismos
s; S — Fj, pero esto daba origen a un proceso estatico en vez del dindmico
que la idea sugiere. Para corregir esto, aplicaremos los operadores {,, a im(s;);
asi entenderemos im(s;) como un interpretante sin reaccién, ¢1im(s;) el inter-
pretante con sus efectos méas inmediatos, (oim(s;) el anterior con sus efectos
siguientes, y asi sucesivamente hasta llegar a {im(s;) que es un interpretante
del signo con todos sus efectos posibles. Por ahora el funtor F : D — C sélo
nos permite contrastar I; con F; via cada g : i — j en D, en donde se mezclan
todas las reacciones con aquellas que no lo son. Lo que quisiéramos es poder
contrastar solo las reacciones a la interpretaciéon del signo, o més realista aun,
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cada nivel de reaccién por separado. La oportunidad de hacer esto nos la dan
las siguientes proposiciones.

Proposicion 2.2.1. Sea C una categoria de bi-Heyting donde los conectivos
V, — son naturales. Supongamos que A, B son objetos de C y que tenemos
subobjetos S4 € Sub(A), Sp € Sub(B) con morfismos f : S4 — Sp, g: A — B
de tal forma que el siguiente diagrama conmuta

SA$>SB

AT>B

Entonces para cada o € w + 1 existe un tnico morfismo fo_ : 0054 = 0aSp
tal que el diagrama siguiente es conmutativo

Sq4— 0154 ¢ Lo C <>nSA( Lo C 0S4y ¢ A
f for fon fo g
Sp —— 15 © Lo C OnSB( Lo C OSp ¢ B

Demostracion. Es conveniente introducir una notacién para las inclusiones entre
los operadores modales presentes en la prueba. Asi, parai € {A, B} escribiremos

e m;(n): OnSi =i, mi(0): O5; — 4

e mi(n,n+1): 0,58 = Ont1Si, mi(n, Q) : 0,S; — O5; para las relaciones
OnSi < Ont1Si, OnSi < OS;, respectivamente.

Para mayor comodidad, en lo que sigue denotaremos ma = mg,, mp = mp.
Para n € w, definimos f,, por induccién:

e Para el caso n =0, como (¢ = id, basta con tomar fo, = f;

e Supongamos que hemos construido fe, tal que el siguiente diagrama con-

muta
mgq(0,1) mg(n —1,n) meq(n)
Spg 0154 ¢ S S On-154 ¢ OnSa ¢ A
f foq Jon-1 fon
Sp —— 0158 ¢ S S On-15B ¢ OnSB B

my(0,1) mp(n —1,n) my(n)
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Para construir fy, ., consideramos en primer lugar el siguiente diagrama pull-
back
mp(n,n+1)fo,

<>nSA
<

yn+1£ jmb(" +1)

A—— B
g

Asi, tenemos que ¢S4 < g1 (0ny158) en Sub(A). Como Oy, 1155 = ~ =0, Sp
tenemos que ¢n,+15p V 0, S = B. Luego, utilizando la naturalidad de —, V,
obtenemos

971(<>n+1SB) \ _‘gil(OHSB) = 971(<>n+1SB) \ 971(_‘<>HSB)
= gil(On-l-lSB \ _‘OnSB)
=g~ (B)
= A.

Gracias al diagrama

<>77,SA c

G (OnSp) —— OnSis

j \[”%(")

A—— B
g9

concluimos que ¢, S4 < g 1(0,S8) v ast 0,84 > —~¢g~1(0,Sp). Por tanto,
“0nSaV g (Ons158) = =g H(0nSB) V g7 (Onst1S8) = A. La definicién de
~ implica por tanto que ¢n1154 =~ 0,54 < 97 (0ny158). Si llamamos
int1 : Ont1S4 < g7 (Ony1S8) al monomorfismo que da esta desigualdad,
podemos definir f . = Tpi1ip41. Veamos que ademas el siguiente diagrama
es conmutativo

mq(n,n+ 1) mq(n + 1)
<>nSA ” <>n+ISA > A

fon Font1 g

nSp ———— On41S
<> B my(n,n + 1) <> +1°8 mp(n + 1)

Observando que 2,41 = in41mq(n,n + 1) obtenemos que fo, . ma(n,n+1) =
Tng1bnr1me(n,n+1) = mp(n,n—+1)fe, . Por otro lado, como my(n+1)x, 11 =
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JYn+1, componiendo con i, obtenemos que
mb(n + 1)f<>'n,+l - mb(n + 1)wn+1in+1 = gYn+1intl = gma(n + 1)

Para construir f, consideramos el diagrama

mb(n’ O)fOn

<>nSA .

0-1(0S5) —23 085

[ [eo

A49>B

Lo cual implica que (,,S4 < g~ 1(0Sp) para cadan € wy asi 0S4 < g~ 1(0SB).
Si llamamos ig : 0S4 < g~ 1(0Sp), podemos definir fo, = woic. Puede verse
que para todo n el siguiente diagrama es conmutativo

meq(n, Q) ma ()

<>nSA c <>SA S A
fon fo g
nSB ¢ Sp ¢
OnSB s 0SB o)

O

Proposicién 2.2.2. Sean C una categoria de bi-Heyting con factorizaciones epi-
mono y naturalidad de los conectivos =, V; F :Z — C un funtor y s; : S — F;
un cono sobre él. Entonces

1. para cada o € w + 1, existe un funtor Fg~ : Z — C tal que Fg~(i) =
Oatm(s;);

2. las inclusiones canénicas F3°(i) < F$'(i) < ... < F(i) < F(i) son
transformaciones naturales entre los funtores involucrados;

3. los funtores F'¢* son unicos con las propiedades anteriores.

Demostracion. Dado cualquier morfismo ¢ : ¢ — j en Z, podemos construir un
diagrama conmutativo de la forma

Fg

3 mi(O, 1) . mi(l, 2) R mi(2,3) . ml(O) R
im(s;) —— Orim(s;) —— Oaim(s;) © sl Oim(s;) — Fi
S F3%(g) F3'(g) F32(g) FS(9)
xﬂ
im(s;) m Orim(s;) m Oaim(s;) oy Oim(s;) m Fj
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donde
e ¢, : S —»im(s;), m;:im(s;) — Fi son la factorizacién epi-mono de s;;
e m;(n) : Onim(s;) — Fi, my(0) : Oim(s;) — F; son los elementos de

e mi(n,n+1): Onim(s;) = Ont1im(s;), mi(n, Q) : Onim(s;) — Qim(s;)
son las relaciones Qnim(s;) < Opy1im(s;), Onim(s;) < Oim(s;), respecti-
vamente.

La construcciéon de los F g “(g) se realiza de la siguiente manera:
o FQ(g) por la factorizacién epi-mono;

e cl resto, a partir de F¥°(g) por medio de la proposicién 2.2.1.

O

Denotaremos con Lg“ el limite de los funtores F' g > cuando ellos existan.

Proposicion 2.2.3. En las condiciones de la proposiciéon anterior, existe una
escala entre los limites de los funtores F g * a € w+ 1, del modo siguiente

§ I S 1) S S

siempre que ellos existan.

Demostracion. Sean o, € w+ 1 con o < . Denotemos m; : Qqim(s;) <
Opim(s;). Que existe un morfismo a : Lg“ — Lgﬁ lo da inmediatamente el
hecho que Lgﬁ es un limite. Para ver que este morfismo es un monomorfismo,
suponga z,y : Z — Lg" tal que ax = ay. Entonces lg,ax = lg,ay y asi
Mila, = M;la,y; como m; es mono, tenemos que o, & = lo,y y dado que Lg”
es un limite concluimos que x = y.

Oatim(s;) © Opim(si)
I, I,
xT Fag
Z—=3L e y LY° Fog
Oaim(s;) ]' Opiml(s;)

O

Asi, tenemos una escala de comprensién basada en los niveles de reacciéon
con los que trabajemos. En la practica, no podemos trabajar con todas las
reacciones posibles sino que podemos llegar hasta un cierto nivel n; este nivel
depende de la pericia del interpretante, de la cantidad de tiempo y trabajo, o
de lo que crea conveniente para lograr sus objetivos.

Pasemos ahora a una prueba de MP en categorias de bi-Heyting, que corres-
pondera al caso ideal en el que trabajemos con todas las reacciones del signo.
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Teorema 2.2.4. Sean C una categoria de bi-Heyting con factorizacion epi-
mono, una familia de generadores G, objeto terminal, colimites finitos y pushouts
efectivos; F' : Z — C un funtor y (s; : S — F;) un cono sobre él que satisface
G-separabilidad. Si el limite (I; : Lg — Oim(s;)) del funtor asociado F¢ existe,
entonces Lg =S

Demostracion. Utilizando la misma notacién y argumento de la proposicion
2.2.1, podemos construir un diagrama conmutativo de la forma

m; (0, O
im(s;) <(—2 Qim(s;) —— F;

Resaltemos un hecho que, aunque trivial, serd utilizado constantemente a lo
largo de la prueba: cualquier par de morfismos paralelos con codominio ¢im(!g)
son iguales. Denotemos por P el pushout de s : S — Lg a lo largo de
mi(0,0)erg : S — Oim(lg). Dado que los pushout son efectivos por hipétesis, el
cuadrado resulta también ser un pullback. Sea (z; : X — Qim(s;)) una familia
de morfismos tales que Fg (9)x; = x; para cada morfismo g : i — j en D. Como
Lg es el limite de los Qim(s;) existe un dnico = : X — Lg tal que Lz = x;
para cada ¢ € Ob(D). Ademds, como Qim(lg) < 1, tenemos que '%xl :!%jxj
para cada i,j € Ob(D). Por otro lado como !% l;s = mi(0,Q)ery, la definicién de
pushout nos garantiza que q!%li = r. Por tanto, q!%xi = q!%lim = rx, y dado
que el cuadrado es un pullback existe y : X — S el cual satisface que I;sy = x;
para cgda i. Por tanto, (I;s : S — Qim(s;)); es el limite de los (¢im(s;)); y
S=L9.

O

Pasemos ahora a estudiar la situaciéon “all the posible different circum-
stances” que exige la méaxima.

Sean 7 una categoria conectada y F' : Z — C un funtor. Supongamos que
para cada J subcategoria plena de Z, la restriccién de F' a J posee un limite
{fd : Ly — FA}scs. Definimos la relacién L; > Lg si y s6lo si existe tnico
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s: Ly — Ly tal que fs = f;Z para cada objeto A en K. La relacién resultante
es una relacién de orden.

Revisemos rdpidamente el objetivo que queremos lograr con las definiciones
anteriores. Como ya habiamos mencionado, cada F'i representard un inter-
pretante de un signo dado. Cuando J es una subcategoria plena estamos
considerando sélo una parte de dichos interpretantes manteniendo todas las
contrastaciones que se pueden hacer entre ellos. En este contexto L es la in-
terpretacién que logramos a partir de los interpretantes de F| 7. La relacién de
orden nos dice qué tan buena es esta con respecto al interpretante intelectual
ultimo L. Nuestro objetivo es optimizar este proceso interpretativo de tal forma
que consigamos estar lo més cerca de L. Una primera forma de lograrlo, emple-
ando una idea del analisis matematico, es que conforme nos vamos acercando al
limite, los L tienden a estabilizarse.

Asi, empezamos buscando condiciones para que el limite L7 se mantenga
constante cuando ampliamos J. Para este propdsito es conveniente introducir
la siguiente notacién: escribiremos J_,, para la subcategoria plena con objetos
ob(J)U{z} siempre y cuando exista por lo menos un a € ob(J) con un morfismo
a — z; escribiremos J,_, para la subcategoria plena con objetos ob(J) U {z} si
para cada a € ob(J) s6lo existen morfismos z — a. El argumento de la siguiente
proposicién es originario de [6] y juega un rol importante en la teoria de funtores
finales.

Proposicion 2.2.5. Sean C una categoria completa, F' : Z — C un funtor, J
una subcategoria de Z y z un objeto de Z tal que podemos formar J_,,. Si la
coma categoria con:

e objetos son morfismos a — z, donde a € 0b(J);

e morfismos de a — z a b — z son morfismos f : a — b en J tales que el
tridngulo es conmutativo

f
g —————b

N

z

es conectada, entonces Ly es isomorfo a Ly _.

Demostracion. Denotemos con (nl : Ly — Fi) el limite de F'|7 y con

i€ob(J)
(mj: Ly, — Fj)jeob(jﬁz) el limite de F|7 .. Dado que Ly es un limite y m;
forman un cono sobre F|s existe a: Ly, — Ly tal que nja = m; para cada
j € J. Por el otro lado, queremos formar a partir de L7 un cono sobre F| .
Dado cualquier d;, : ¢ — z, consideramos F'(d;.)n; : Ly — M,. El morfismo
anterior no depende de la eleccién de d;,: dado cualquier otro d;; : j — 2, dado

que la coma categoria es conectada, podemos formar un diagrama conmutativo
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de la forma

m/ t N‘

7 =

F(9) F(3) F(9) F(s) F(

Fi Fi, Fis Fin s Fi, 1 Fj

( F(6n_pc
)\F\ /(57z1.

822)
Fz

donde el sentido de las flechas horizontales es irrelevante. La parte superior
del diagrama conmuta dado que {Ls} es un cono y la parte de abajo por
definicién. 0

Un anélogo de la proposiciéon anterior para el caso J. . es mucho méas com-
plicado. Proponemos la siguiente:

Proposicién 2.2.6. Sea C una categoria con una familia de generadores ex-
trema y proyectiva. Sean F' : Z — C un funtor, J una subcategoria plena de
Z, en la que tenemos J, ,, (n; : Ly — F;) y (m; : L7__ — F;) los limites de
las respectivas restricciones de F'. Escribamos J , para la subcategoria plena
cuyos objetos son {i € ob(J)|3z — i}. Asumamos que:

1. Dados x,y : G = Ly,_, si m,x # m.y entonces existe i # z, m; : Ly__, —
F; tal que m;x # myy;

2. F. es G—pegable sobre F|7. (Definicion 1.2.1).
Bajo estas condiciones L es isomorfo a Ly__.

Demostracion. Sea | : Ly__ — Lz el morfismo inducido gracias a que Ly es
un limite. Tenemos que [ es un monomorfismo gracias a la hipétesis 1. Si Ly,
fuera un subobjeto propio de L s existiria g : G — L7 que no se deja factorizar
a través de [. Gracias a la hipotesis 2 existe g, : G — F, inducido por los
n;g : G — F; para los cuales existe un morfismo z — 4. Por definicién, la
familia {g,} U{n;g} forma un cono para F|z__, por tanto existe e : G — L,__
tal que, en particular, n;g = m;e = n;le para i € J. Por tanto g = le, lo cual
contradice que g no se deja factorizar a través de (. O

En la seccion 1.2 se estudiaron algunas maneras de garantizar la validez de
las condiciones 1 y 2 de la proposicién anterior. Nos gustaria observar solamente
que ellas se cumplen implicitamente en 2.2.5:

1. Sean z,y : G — Ly _ tales que m,z # m,y. Entonces para cualquier
1 € J tal que existe ¢« — z necesariamente debemos tener que m;x # m;y.

2. Si escribimos J%, para la subcategoria plena cuyos objetos son {i €
ob(J)|3Fi — z}, la extensién de un cono sobre F|7- hasta z se realiza
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componiendo con los ¢ — z; la coherencia de estas compuestas se tiene
por la conexidad de la coma categoria como se vio en la demostracion de
2.2.5.

Para toda subcategoria J, 017 es construida agregéndole a ob(J) los objetos
conectados con ellos por algin morfismo; (2.7 agregando los objetos conectados
a 01J; y asi sucesivamente hasta llegar a {7, formada por todos los objetos
conectados mediante una cadena finita de morfismos a 0b(J). Por la conexidad
de Z, tenemos que {7 = Z. Asi, las proposiciones 2.2.5, 2.2.6 son condiciones
para garantizar que el limite de F|7 se mantenga invariante en cada paso, hasta
ser finalmente igual al limite de F. Aunque estas condiciones son dificiles de
cumplir en cada paso en la practica, si nos guian en nuestro estudio de la maxima
pragmaética. Mas que centrarnos en “all the posible different circumstances”,
lo cual como hemos dicho es una imposibilidad, debemos centrarnos en traba-
jar con so6lo una parte J, pero cuidadosamente escogida, de tal forma que se
proyecte en gran parte de Z. Las proposiciones 2.2.5, 2.2.6 aunque tienen algu-
nas exigencias que podrian ayudarnos en nuestra busqueda de un J adecuado,
adolecen de una peticién de principio: en ella buscamos los mejores F, via el
conocimiento previo del limite que queremos construir con ellos. Por eso en
la seccién siguiente trataremos de hacer una aproximacién que trabaje directa-
mente con los interpretantes, que es lo 1inico que conocemos en la préctica, sin
hacer ninguna mencién de S ni de los limites.

2.3 Espacios pragmaticos

Los espacios pragmaticos seran un tipo de “mapa de interpretantes” que nos
ayudard en nuestra tarea de escoger las mejores interpretaciones para entender
el signo.

Para su construccién trabajaremos con morfismos parciales en vez de los
morfismos usuales que veniamos utilizando. Entendemos por un morfismo par-
cial de A en B un morfismo de un subobjeto de A (no necesariamente igual a

A) en B:
S
[ !
A

Las razones de este cambio son varias. En primer lugar, desde el punto de
vista de la veracidad de nuestro modelo, es mas razonable pensar que dadas
dos interpretaciones sélo una parte de la primera puede ser relacionada con la
segunda. De hecho este es el caso de las aplicaciones que trabajaremos en el
capitulo 4. Por ejemplo, en el proemio estudiamos dos interpretantes de los
pasajes: una Guia ilustrada de Paris y un fragmento de la novela Paris en l’an
2000. Existen algunos elementos de la primera que se pueden corresponder con
la segunda (por ejemplo, el confort que ofrecfan los pasajes en contraste con

B
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la calle) mientras que otros no (todo el cardcter econémico de los pasajes que
ocupa un primer plano en la Guia, se pierde en la novela). Dado que nuestro
objetivo es contrastar lo mejor posible dos interpretaciones F; y F;, asumiremos
que existe un Fj; que es la parte mayor de F; que se puede hacer corresponder
con Fj (es decir, cuando contrastamos estamos utilizando toda la informacién
posible). En breve expresaremos formalmente esta idea.

En segundo lugar, trabajar con morfismos parciales nos da la posibilidad
de contrastar cualquier par de interpretantes, ya que en el peor de los casos
podemos definir el morfismo desde un subobjeto lo suficientemente pequeno. En
particular, dadas dos interpretaciones Fj;, F; tenemos un subobjeto Fj; — F;
desde el cual definir un morfismo parcial d;; en Fj}, y un subobjeto Fj; — F}
desde el cual definir un morfismo parcial d;; en Fj.

ij Fj;

57;j
fij\[ ><
5j'i

F, Fj

<

En base a esto definimos:

Definicién 2.3.1. Sea I un conjunto, S = {S;};cs una familia de objetos en
una categoria C. Diremos que S esta equipada con una estructura de morfismos
parciales A = {d;;}; jer si

1. Para cada (i,7) € I x I tenemos un morfismo parcial

2. 85i = S8i y i = idg;

3. 81 4,5,k € I, y Piji es el pullback de S, a lo largo de d;;, entonces
Py < Sig.

En la estructura anterior, cada S; representa un interpretante del signo. 1
dice que todo par son contrastables. 2 dice que la parte més grande de S; que
se puede contrastar con S; es el mismo ;. Para entender 3 hacemos un gréfico
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detallado (asumimos factorizacién epi-mono):

Pji; ————— im(0;;) N Sjp —— Sji

J | [ ™

Sij zm(éw) > Sj Sk

|

Si

Asi, Pjj;; es una parte de S;; y por tanto de S;, que respetando la estructura
de A se puede proyectar en Si. Que S sea la parte més grande de S; que se
puede contrastar con Sy, significa que P;;, debe estar contenido en Sy.

Pensamos la estructura S como una especie de funtor de I en C donde
cualquier par de interpretantes pueden ser contrastados sin que la estructura
se trivialice. Esta manera de ver nos permite que mucha de la teoria de los
funtores se pueda reescribir en términos de familias de morfismos parciales. En
particular, este es el caso de conos y limites.

Definicién 2.3.2. Sea (J;; : Si; < S; — ;) una familia de morfismos parciales.
Por un cono parcial entendemos una familia de funciones ¢; : T — S; tal que:
e Factorizacién: Para todo s;; : Si; — 9; existe t;; : T — S;; tal que
sijti = tiz;
e Conmutatividad: Para todos i,j, 0;;ti; = t;.

Un limite parcial (I; : L — S;) es un cono parcial tal que para cualquier otro
cono parcial (¢; : T — S;) existe un tnico morfismo [ : T — L tal que ;1 = ¢;.

Mucha de la teoria de los capitulos también se puede generalizar. Sin em-
bargo, nuestro objetivo por el momento es construir un espacio de interpretantes.
Para esto asumiremos que la categoria C tiene las siguientes propiedades:

e Es de bi-Heyting.
e Posee coproductos disyuntos.
e Posee objeto inicial, el cual es estricto.

e Posee una familia de generadores, la cual es proyectiva en el sentido usual
y proyectiva con respecto a coproductos en el sentido de 1.2.4.

e Posee relaciones de equivalencia efectivas.

Por ejemplo, en cualquier categoria de prehaces valen todas las condiciones
anteriores.

Fijemos una estructura S. Nuestro primer paso serd tomar [[;.; ;. Dado
que utilizaremos este coproducto a lo largo de esta seccién, reservaremos la
notacién ¢ : S < Hiel S; para la inclusién canodnica. El siguiente lema,
aunque trivial, amerita una pequena discusion.
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Proposicién 2.3.3. Sea C una categoria con objeto inicial estricto, una familia
de generadores y coproductos disyuntos. Dados una familia {Sg}rer, G € G
y morfismos z : G — S, y : G — S tales que c;x = c;y en C(G,[[,c; Sk)
entonces 7 = j en I.

Demostracion. Sea i # j. Supongamos que la familia G ha sido expurgada de
elementos superfluos segiin mencionamos en la observacién 1.1.3. Aplicando la
definicién de coproductos disyuntos podemos formar un diagrama pullback de
la forma

e 35,

[ F

Sj cj HkEI Sk

Como 0 es estricto, w es un isomorfismo y asi G es un objeto inicial. Ahora
bien la informacion que le aporta un objeto inicial a una familia de generadores
es superflua: dadas f,g : X = Y, para el unico morfismo !x : 0 — X siempre
vamos a tener que f!x = glx, por lo que no nos ayuda en nada a determinar si
f y g son iguales. Asi, G es un elemento superfluo, lo cual contradice nuestra
asuncién acerca de la minimalidad de G. O

Nuestro objetivo es definir una relacién de equivalencia sobre [[;.; S;. Par-
timos de la siguiente definicién.

Definicién 2.3.4. & serd el conjunto de quintuplas (G,4,J,%;,%;), con G un
generador, ¢,7 € I y t; : G — Sy, t; : G — Sj;, de tal manera que el siguiente
diagrama conmute:

En realidad pudimos haber definido & como parejas de morfismos, de tal
forma que los tres primeros datos queden determinados implicitamente por e-
llos. Sin embargo, la definicién anterior tiene la ventaja de permitirnos obtener
a partir de una quintupla arbitraria toda la informacién que necesitaremos en
las construcciones via proyecciones.

Consideremos [ | gew P (¢q). Este constard de un coproducto de generadores,
de tal forma que un generador particular aparecerd tantas veces como haya una
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quintupla adecuada. Definimos una pareja de morfismos 1,75 : ques pri(q) =
[1;c; Si via la propiedad universal del coproducto del siguiente modo

Cpry (@) Spra (@)prs (@)PT4()

quqs pri (Q) ” HiEI Si,

pri(q)

Cprg(a)Sprs (a)pra (@)PT5(2)

pri(q)

%

qu@ pri(q) R Hie] Si.

No es dificil convencerse de que (]| qes P (q),r1,72) forma una relacién de equi-
valencia sobre [[,.; S; dado que & estd definida en esencia por un pentdgono
que es simétrico. Sin embargo, la prueba de este hecho es un tanto complicada.

Proposicién 2.3.5. (]_[qu5 pr1(q),r1,72) forma una relacién de equivalencia
sobre [, Si.

Demostracion. 1. (J[,ce Pr1(q);r1,72) es una relacion.
Sean X un objeto arbitrario y z,y : X = [[ . pri(q) una pareja de
morfismos tales que r1x = r1y, rox = roy; debemos mostrar que x = y.
Dado cualquier morfismo g : G — X, donde G es un generador, el hecho
de que en la categoria los generadores sean proyectivos con respecto a
coproductos, nos garantiza la existencia de q,q' € & y morfismos d : G —
pri1(q), d' : G — pri(q’) tales que inc(q) od = xg, inc(q’)od = yg. Luego

Cprg(q)sprg (q)prg(q)prél(q)d :rlinC(q)d =rxg =Triyg

= r1ine(q')d" = Cpry(q)Spra(a)prs(a)Prald’)d

Cprg(q)sprg(q)prg (q)pr5(Q)d :T2inC(Q)d =T2xg = T2Yg
= r9inc(q")d" = Cpry (1) Sprs(a)pra(a)PTs(d)d

Por la proposicién 2.3.3 obtenemos pra(q) = pra(q’), prs(q) = pra(¢), v
como

Cpra(q)r Cprs(q)» Spra(q)prs(q)> Sprs(q)pr2(q)

son todos monomorfismos tenemos pr4(q)d = pry(q')d’, prs(q)d = prs(q’)d’.
Asi, si definimos la quintupla (G, pra(q), prs(q), pra(q)d, prs(q)d) tanto xg
como yg funcionan como su inclusién candnica y por tanto son iguales.
Dado que g era arbitrario, la definicién de generador implica que z = y.

2. (,ee pri(q);r1,72) es reflexiva.
Por la proposicién 1.1.17 basta mostrar que para todo generador G, R es
reflexiva sobre C(G, [;c; Si). Si f € C(G,[1;c; Si), como los generadores
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devuelven coproductos existen i € I y d : G — 5; tales que ¢;d = f. Si
definimos la quintupla ¢ = (G, i,,d, d) tenemos que

rioincg =c¢ oidg,od=f

rooincg = c¢;oidg, od = f

yaSi(faf>€RG-

3. (Hyee pri(a),m1,7m2) es simétrica.
Basta mostrar que para cada G generador, la relaciéon Rg es simétrica so-
bre C(G, [1,c; Si)- Si(f1, f2) € Re entonces existe x € C(G, ][ ¢ pr1(q))
tal que rix = f1, rox = fo. Por la relacion de generadores y coproductos
existen g € &, d : G — pri(q) tales que inc(q) o d = x. Asi, obtenemos
las ecuaciones

fl =T = Tlinc(q)d = Cprg(q)sprg(q)prg(q)pr4(Q)d,
fa=rox = TQinC(q)d = Cpra(q)Sprs(q)pr2(q)PT5 (q)d
Entonces si definimos la quintupla ¢’ = (pr1(q), prs(q), pr2(q), prs(q), pra(q))

obtenemos inmediatamente que r1incyd = fa, roincyd = f1y asi (fa, f1) €
Rg.

4. (I ,ee pri(q);r1,72) es transitiva.
Mostremos que Rg es transitiva para cada generador G. Sean (f1, f2),
(f2, f3) € Rg, entonces existen z,y € C(G, [[,ce pri(q)) tales que

fi=mrx, fa=mrx, fo=ry, f3=raw.

Existen ¢,¢' € &, d: G — pri(q), d' : G — pri(q’) tales que inc(q) od =
x, inc(q’) od =vy. Asi, obtenemos las ecuaciones

fi=rix =riincd = Cpr2(q)Spr2(¢I)PT3(q)pT4(q)d’
fa = rax = roincyd = Cpry(g)Spra(q)pra(@)PT5 (1)
fo =1y =riincgd = cpry(q)Spra(aprata)Prald)d,
fa = ray = raincyd’ = Cpry(q)Spra(apra(a)P7s (€)'
Igualando las ecuaciones 2 y 3, tenemos que pr3(q) = pr2(q’) y como cpy, (q)

es monomorfismo, sy, (q)pra()P75(Q0)d = Spry(q/)prs(q)Pra(q’)d'.

El siguiente diagrama conmutativo nos ayudara a entender la situacion en
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que nos encontramos

By / \
: \

/

pri(q)
/ pra(g \%
Spra()prs(a) Sprs(@)pra(a) Spra(a')prs(a’) Sprs(a')pra(a')
z2(a)pr3(q)
Sp'r'z(q)p"‘s(Q)\[ Spr3(a)pra(a) sp'r'g(q/)p'r'g(q’)\[ \[Sp'r'g(q’)p'r'z(Q’)
pr3(a)pra(q) pr3(a’)pra(a’)
Spra(q) Spra(a) — S Spra(a)

A partir de aqui, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo,
donde el cuadrado es un pullback

pra(q’)d’

pr2(q’)pra(q’)

(a")pra(a’)
pro(q) Spro(a’)pra(a’)

—_—
Spra(a’) Spra(a’)
pr2(a)pr3(q)

S

pra(a)prs(q) 5

Spra(a)pr3(a)

S,

pr2(q)

La maximalidad de A implica que tenemos los siguientes diagramas

SP,pra(q)
C
P ’ Sprz(q)Prs(q/)
sprz(q)prs(wpmN Mq)pr3(q/)
Spra(q)

P

~

SP,prg(q)

~

Spra(q)pra(a’)

6p7"2(q)pr3(q/)

SpTz(Q) Sprs(q/)
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De manera anéloga tenemos los siguientes diagramas

G prs(q)d

. »
4>.
prs(q’)d’ T Spra(a)pra(g
(@)pra(q)
r3(q’) Spra(a)pra(q)

_
Spra(@)pr2(@) Spra(q)
p73(q ypra(a’)

S,

pra(q)

Spr3(a’)prald’)

S,

pr3(q’)
ST,pr3(q’)
c
T > Sprs(a)pra(a)
sp'r'3(q/>p"'2(q’)tp"'3N /“pT/'s(;/)P"'z(Q)
Spra(a’)
T
A
ST,pr3(q’)

'
7‘ ro(q)t
SpT:;(q Npralq 3(a)pra(a)
prg(q )pra(a)
Spra(a) Spra(q)

Consideremos la quintupla ¢” = (G, pra(q), pr3(q'), $ppra(q) k15 ST,prs () k2)-
Mostremos que ella esta en &, es decir, que el diagrama siguiente conmuta:

SPPrV $T,pry(a")k

pr2 q)pr3 prs(q )pr2(q)
ro(q)pr3(a’)

Spro(a)pra(a’ ) prg(q )pra(q)

r3(a")pra(q)
:DT2(Q) prs(q
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En efecto, tenemos que

Opra(a)prs(a') S P.pra(a)K1 = Opra(a')prs(a) PR
= Opra(a)prs(aPra(d)d
= Spra(q)pra(q)Prs(d)d’
= Spra(a)pra(a) tpra(a) k2
= Spra(q')pra(a) STopra(a’) F2-
Opra(q)pra(a) ST,prs(a) k2 = Opry(q)pra(q)th2
= Opry(q)pra(a)P75(0)d
= Spra(q)prs(a)Pra(a)d
= Spra(q)prs(a)Ppra(e)F1

= Spra(q)pra(a’) SP.pra(g)F1-

Por 1ltimo, las ecuaciones

T1INCq" = Cpry(q)Spra(q)prs(a’) SPipra(a) k1
= Cpra(q)Spra(q)prs(q)Ppra(q)F1
= Cpra(q) Spra(a)prs(q)Pra(a)d
= fi;

T2INCq" = Cpry(q')Sprs(q)pra(a)ST.prs(q') K2

ks

d/

= Cpra(q/)Spra(q')pra(a’)tpra(q
= Cpry(q/) Sprs(q')pra(a")PT5(4

= f3;

’
/

)
)

implican por definicién que (f1, f3) € Rg-
O

Como la categoria tiene relaciones de equivalencia efectivas (es decir, el
coigualador e de una relacién de equivalencia 71,7y existe y r1,72 es el par
kernel de ¢), podemos definir:

Definicién 2.3.6. El espacio pragmético Ep es el coigualador e : [[..; S; — Ep

de rq,ro.

iel
Proposicion 2.3.7. Cada inyeccién candnica ec; : S; — Ep en el espacio
pragmaético es un monomorfismo.

Demostracion. Sean G un generador y =,y : G — S; una pareja de morfismos
tal que ec;x = ec;y. Gracias a la efectividad de las relaciones de equivalencia
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tenemos el diagrama pullback

Dado que los generadores son proyectivos con respecto a coproductos existen
q €&, d:G— pri(q) tales que inc,d = w. Por tanto tenemos que

G =rw= rlinch = Cprz(q)pT4(q)d7

CiY = Tow = roinced = Cpry()P75(q)d.

Por la proposicién 2.3.3, i = pra(q) = prs(q). Por definicién S;; = S; y 6y =
idg,, y entonces tenemos un diagrama conmutativo de la forma

pri

(9)
pm\(q)/ \qf(q)
Si Si
| =
id id
id

Sl' Si

por lo que pra(q) = prs(q). Asi, ¢;x = Cpry(q)Pra(q)d = ciy, y como ¢; es un
monomorfismo por la disyuntividad del coproducto, tenemos que = = y. O

La proposiciéon anterior implica que podemos aplicar la estructura de bi-
Heyting de Sub(Ep) a los interpretantes S;. En particular, podemos utilizar
la operacién de sustraccién (—) para ver la informacién que aporta un primer
interpretante que no posee un segundo, y la operacién de suplemento (~) para
encontrar opuestos dialécticos, interpretaciones opuestas a la dada. La légica
de co-Heyting nos permite manejar estas interpretaciones contradictorias sin
caer en trivialidades, lo cual es importante dado que lo usual es que cuando
varios interpretantes se enfrentan a la interpretacion de un signo aparezcan
estas visiones opuestas.

Sea {S;} una familia parcial y Ep su espacio asociado. Gracias a la proposi-
ci6én 2.2.1, cada tridngulo de la forma S;; < S; < Ep da origen a otro $1.5;; <
015; < Ep, y a su vez una familia parcial {01.5;};c; con su respectivo espacio,
al que denotaremos E}. Reiterando este procedimiento, obtenemos espacios
EY para cada o € w+ 1. La relacién entre ellos viene dada por la siguiente
proposicién.
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Proposicién 2.3.8. Existe una escala entre los espacios pragmaticos Ef, o €
w + 1 del modo siguiente

EY - EL - E% ... - ES.

Demostracion. Sean «a, 8 € w+ 1 con a < B. Denotamos con m;(a, ) :

OaSi — 035, el monomorfismo canénico, con eff : $nS; — EP las inyecciones

en el espacio pragmatico y con F®, F? los funtores de los cuales Eg, EIBD son

colimites. Dado que efmj(a,ﬁ)Fo‘(g) = efFﬁ(g)mi(a,B) = efmi(a,ﬂ), la

familia (efmi(a,ﬁ) 2 QadSi — Elﬂg) - constituye un cocono sobre F'*, lo que
K3

nos garantiza la existencia del morfismo ¢4, : E3 — Eg buscado. O

Observemos que en principio no tenemos ninguna informacién adicional so-
bre el morfismo t, g: no podemos asegurar que sea monomorfismo ni epimor-
fismo. En realidad, tan sélo representa el transito de una distribucién a otra del
espacio. Asi, los espacios pragmaticos no deben considerarse como estructuras
fijas, sino como sujetas a un proceso iterativo que las va modificando segun lo
vayan haciendo las interpretaciones que lo originan.

Nuestro principal objetivo con el concepto de espacio pragmatico es definir
una estrategia para optimizar el entendimiento de un signo, y acercarnos lo més
posible al interpretante intelectual iltimo a pesar de trabajar con un nimero
limitado de ellos. Nuestro primer paso serd definir una adecuada nocién de
distancia en algebras de co-Heyting.

Definicién 2.3.9. En un algebra de co-Heyting podemos definir la diferencia
simétrica aAb = (a —b) V (b — a).

Las siguientes proposiciones ofrecen algunas propiedades sencillas de la o-
peracién de sustraccién, que son conocidas en la literatura de las dlgebras de
co-Heyting (o dualmente en las de Heyting) o que se pueden deducir facilmente
de las definiciones.

Proposicién 2.3.10. [60] En un algebra de co-Heyting vale:
1. a <bsiysélosia—b=0;
2.a-b<(a—c)V(c—b)
3. a—b<a;
4. bV(a—b)=aVhb.
Proposicion 2.3.11. La operacién A satisface:

1. (a) ala=0;
(b) aAb =0 implica a = b;

2. a/Ab = bAa;
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3. alb < (alc) V (cAb).

Demostracion. Consecuencia de 1. y 2. de la proposicién anterior. Observemos
solamente que 3 se obtiene combinando las dos desigualdades siguientes a — b <
(a—c)V(e=byb—a<(b—c)V(c—a). O

Ejemplo 2.3.12. En un édlgebra de Heyting I donde valgan las dos leyes de De
Morgan podemos definir una operacion de diferencia simétrica que satisfaga las
tres propiedades de la proposicién 2.3.11. En efecto, definiendo a—b = —(a = b),
tenemos

1.

a<b ssi a=b=1
ssi —(a=b)=-1=0

sst a—b=0.

2. En cualquier édlgebra de Heyting tenemos (a = ¢) A (¢ = b)
Aplicando — a ambos lados obtenemos —(a = b) < =((a =
Aplicando las leyes de De Morgan, obtenemos a — b < (a — ¢)

Esta operacién cumple axiomas similares a los que satisface la distancia en
espacios métricos, pero sus valores ya no son ntumeros reales sino elementos
del algebra misma. La necesidad de ir més alld del concepto de niimero para
expresar continuidad fue ya intuida por Peirce:

Number cannot possibly express continuity. Multitude and Continu-
ity [c. 1897; NEM 3,93].

There will be lengths not measurable by such numbers, nor by limits
of series of them. On Continuous Series and the Infinitesimal [NEM
3,127].

Dado que Ep fue construido en términos de generadores resulta razonable pensar
que la estructura Sub(Ep) pueda ser caracterizada en términos de ellos.

Definicién 2.3.13. Si G es la familia de generadores iterada, definimos para
cada A € Sub(Ep):
G(A)={g: G — A|G € G},
y también P(Ep) = {G(A)|A € Sub(Ep)}.
Utilizaremos el subindice _g para las operaciones en el dlgebra de bi-Heyting
y -p para aquellas en P(Ep). Hay que tener cuidado sobre dénde vive cada

operacién: mientras las _g estdn en Sub(Ep), _p vivirdn en la categoria de
conjuntos.
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Definimos la siguiente relacién de orden sobre P(Ep) : S; <p S; ssi para
cada g € G(S;) existen t : G — S;5, t' : G — Sj; tales que

Dado que no todos los subobjetos de Ep son de la forma ec; : S; — Ep (intui-
tivamente, aunque el espacio pragmatico haya sido construido sélo con algunos
interpretantes, en él se pueden observar variaciones de estos, formas de pseudo-
complemento, intersecciones, uniones, distancias) en principio el orden anterior
no estd definido en todo P(Ep). Para extenderlo, necesitamos construir para
todo par de subobjetos A, B de Ep, subobjetos Sag < A, Sga < B y mor-
fismos parciales dap : Sap — B, dga : Spa — A que sean coherentes con
los 0;; que dieron origen a Ep. La definicién en si es completamente natu-
ral, la escribimos con cierto detalle para fijar la notacién que utilizaremos més
adelante.

Definicién 2.3.14. Construimos d4p : Sap — B mediante el siguiente proceso:

1. Tomamos la imagenes inversas de B a lo largo de cada uno de los {;; }i jer:

§B
—1 ij
§;'(B)—— B
St (m) \[SB
6(,’]'5”'

2. Intersectamos cada una de las imagenes inversas anteriores con A:

s’y
5, (B)NA

1 J 1
s B A — 0 5By
Séijl(B)ﬁA\[ ecisiiséfjl(s)
Ac i Ep

3. Definimos Sap = U, j¢r 62-;1(3) N A. Puede ser conveniente recordar que

toda categoria con coproductos y factorizaciones epi-mono tiene uniones,
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v que U; jer (Si;l(B) N A es la imagen del morfismo

( 11 51,;1(3)014) S A

i,5€1

4. Dado que la categoria tiene uniones efectivas, tenemos un morfismo in-
ducido d4p : Sap — B

s-HB)NA SaB B.

€AB dAB

u,j€1 iy

Si la definicién anterior es coherente, cuando la apliquemos A = S, B = 5|
deberiamos obtener Si;. En efecto, 51;11 (S1) = Sk y como Sy <p Sk tenemos

que Sk NSk = Sk v ast Sy <g, Uijel 65»1(51) N Sg. Por otro lado, gracias a

la maximalidad de los 6, 5;1(51) NSk <gp Skl

Lema 2.3.15. Sean A, B € Sub(Ep), G un generador y una pareja de morfis-
mos tg : G — Sap, tg : G — Spa tal que dapta = saptp, 0patp = Sapta,
es decir, los dos cuadrilateros superiores del siguiente diagrama conmutan

G
Sap Spa
| |
SAB SBA
oA
A B
Ep

Entonces existe ¢ € & tal que

€Cpra(q) Spra(a)pra(q)PT4(q) = Sasapta;

€Cprs(q) Sprs(a)pra(a)PT5(0) = SBSBALB.

Demostracion. Gracias a que los generadores son proyectivos con respecto a
epimorfismos y coproductos podemos retraer el morfismo t4 : G — Sap hasta
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algtin 61 (B) N A, por lo que tenemos un diagrama de la forma
i

De forma andloga podemos retraer tg : G — Spa hasta algin 51211(/1) NBy
formar el diagrama

tp

Spa G

’
TeB ‘ JtB .
wme_—1 S 1 A
5y (ANB 55, (A)NB [

116,/ (A)NB S (A)N B < ot (A) —— A

B(TEP Sy ——— Ep.

eci0k;

Spa

Dado que
ecjéijs&{jl(B)Sﬁs,;jl(B)mAt;l = 53653:5,;1(3)0,4’5;1
= 53551;1(A)m3t33 (hipétesis dapta = sBAtB)
= eckSle%l(A)sg;ll(Ath%
podemos formar un diagrama pullback de la forma

c;j0ijSs—1 g st _q s
ij (B) ;5 (B)NA

G

’
CkSElS . — S
KSKLS =1 4)8¢

t/
1 B
ol o (ANB

Dado que los generadores se proyectan a través de coproductos existen g €
&, d: G — pri(q) tales que incyd = w. Por tanto tenemos que

Cjéijséi_jl(B)SiS;jl(B)nAt;‘ = T1W = T19NCed = Cpry(q) Spra(q)prs(9)PT4(2)d,

Cksklsé;,l(A)Sis,j(A)nBt% = oW = r2iNCqd = Cpry(q)Sprs(q)pra(q)PT5(q)d.
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De estas ecuaciones concluimos que
j=pra(q), k=prs(q), 5ij56;1(3)5;;1(3)m,4ti4 = sjrpra(q)d.

A partir de aqui, podemos construir el siguiente diagrama conmutativo, donde
el cuadrado es un pullback

G-

Sk

De manera completamente analoga procedemos para construir los diagramas

pra(q’)d’

! !
S.—1 s _ t
S (M) st (anB B

\[ \[ Oui
dk Sti

Sfl T) Sl Sz
Sk
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Mostremos que la quintupla (G, 4, k, sp;v1, sQ,kv2) es la que estamos buscando.
En primer lugar veamos que ella pertenece a &, es decir, los cuadrildteros su-
periores del siguiente diagrama conmutan

G
SPV \wa
Sik Ski
S 6lk S
ik ki

Oki

S; Sk

ecy /

Ep

En efecto tenemos
0ikSpPiU1 = 05DU1
= d;rpra(q)d
= sp;prs(q)d (porque q € (’5)
_ , , .
= skls%l(A)s&;Ll(A)thB (deﬁmmon de q)
= Sk1qrU2
= SkviSQ’k'UQ.
De forma andloga se muestra que x;sQ kv2 = SitSp,iv1. Ademds tenemos que

€CiS4,kSP,iV1 = €CiSi;PiV1
— ecisijséi_jl(B)s;i,jl(B)mAtg
= SAsajjl(B)mAtfax
= 5454BlA.
E igualmente spspatp = ecp5risQ,kv2. O
Lema 2.3.16. Sean A, B € Sub(Ep). Si G(A) <p G(B) entonces sgisp =
SASAB-

Demostracion. Sean G un generador y g : G — Sap un morfismo arbitrario.
Como G(A) <p G(B), dado sapg € G(A) existe ¢’ : G — Sap tal que dapg =
spag, 0pag = sapg. Asi, gracias al lema 2.3.15, existe una quintupla ¢ € &
tal que

€Cpry(q)Spra(q)pra(q)PT4 (Q) = SASABY;

€Cpry(q)Sprs(q)pra(a)PT5(0) = sBSBAY .
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Como e es el coigualador de r1, 7 tenemos que

SASABY = €Cpp, (q) Sprog (q)prs (q)pr4 (Q)

er1incy (deﬁnicién de 7"1)

eraincy

= €Cpry(q)Spra(a)pra(q) P75 () (deﬁnicién de 1"2)

= spspag

= spdaBYg (eleccién de g’).
Como @, g eran arbitrarios, la definicién de generador implica que spdap =
SASAB- O
Proposicién 2.3.17. Sean A, B € Sub(Ep). Si G es iterada, entonces

Demostracion. = Supongamos que existe un monomorfismo k : A — B tal
que sgk = s4 ysea g : G — A. Como los generadores son proyectivos y se
retrotraen a través de coproductos, podemos retraer el morfismo g hasta un
morfismo ¢’ : G — S; tal que ec;g’ = spkg. Dado que s;; = d;; = idg, tenemos,
siguiendo la notacién de la definicién 2.3.14, el siguiente diagrama conmutativo,
donde los dos cuadrados son pullbacks

G —

Como también tenemos el pullback

;' (A) ——— A

(23

6ii
\[S(sijlm) SA\[

S —— Ep

ec;

y 0;'(A) <g A <g B, concluimos que §;;'(4) N B = §;;'(A) = 6;;(B) N A.

21
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Asi, podemos definir

82

Falta ver que los dos cuadrildteros superiores conmutan. En primer lugar, es-

cribimos los diagramas inducidos por la definicién 2.3.14:

B/
6ll

L(B)nAa

Sap B

dAB

(B)nA

(A)nB — kséal(B)ﬁA

epaine _M

Asi, tenemos que

Spa B

SBA

5AB€ABZTLC§’;1(B)OAU) (5 6 1(B)OA
= ksa;.l(B)mAw
= S¢— w
8,1 (ANB

= sBAeBAincafl(A)mb.
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Por el otro lado

OBAEBAINCS— W= S. w
BACBAWCs=1(A)nB 5, (B)NA

= SABBABiTLC(Sil(B)mAU}.
7

<= Por la definicién de generadores iterados, A es el colimite de una familia
(as : Ny = A, Ay : Ny — Ny), donde cada N es el colimite de (n} : G, —
N,, Al . GL — G™) con G, € G.

l
G
Alm,

G¢

Por la definicién de <p, para cada s,[ existe un u, : G4 — S4p tal que sppul =
asnl. Dado cualquier Al : GL — G™, la ecuacién

m A lm m A lm l l
sapuy A" = any A" = agn, = sapu,

junto con el hecho que s4p es un monomorfismo implica que u™A!™ = !, Esto
nos permite definir dos coconos: en primer lugar, (u! : GL — S4p); a partir del
cual podemos construir morfismos ks : Ny — Sap tales que ksnfS = ui; como
Eonl — l_ l
sapksny = sapu, = asn,

concluimos que sapks = as.
En segundo lugar, (64, : GL, — B); lo que nos da un morfismo u, : Ny, —
B tal que usné = (SABué. Como

I l l
Usny = 0apUy, = 0apksn,

tenemos que ug = daks.
Sea Ag : Ny — N;. Observando que

SABktAst = atAst =as = SABks
vemos que k;Ag = kg. Asi,

utAst = 5ABktAst = (SABks = Us.
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Entonces, (us : Ny — B) constituye un cocono y existe u : A — B tal que
UQs = Ug.

Resta mostrar que el morfismo u es tal que sgu = s4. Para esto, gracias a
la propiedad universal del colimite, basta mostrar que tanto sgu como s4 hacen
conmutar el siguiente diagrama

Que s4 lo hace conmutar es inmediato. spu también porque

spuas = spéapks
— sasapks <lema 2.3.16)

— SAQ5.

Corolario 2.3.18. La relacién <p es reflexiva y transitiva.

Observemos que no podemos concluir directamente que <p sea antisimétrica.
En efecto, si G(A) <p G(B) y G(B) <p G(A) entonces A <g, By B<g, A,y
asi A = B como subobjetos de Ep, lo cual significa tan s6lo que son isomorfos
como objetos de C, y que G(A) y G(B) son sélo isomorfos en la categorfa de
conjuntos (de hecho, G(A) y G(B) son conjuntos de funciones con codominio
distinto y de entrada no pueden ser iguales en el sentido conjuntista usual). Sin
embargo, podemos partir P por la relaciéon de equivalencia generada por <p de
tal forma que esta relacién induce un orden sobre las clases. Por un abuso de
notacion seguiremos denotando con P el conjunto de estas nuevas clases y por
<p la relacion inducida. A partir de esta observacién podemos concluir que

Proposicién 2.3.19. Los érdenes Sub(Ep) y (P, <p) son isomorfos.

En particular, (P, <p) es un dlgebra de bi-Heyting. Queremos dar una carac-
terizacion de algunas de las operaciones de (P, <p) en términos de generadores.

Definicién 2.3.20. Sean A, B € Sub(Ep). Definimos

e G(A) — G(B) como el conjunto de g € G(A) tales que no existen ¢ : G —
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Sap, t': G — Spa que hagan conmutar el diagrama,

G
VY
Spa
24 sBA
dpa
SA SB

o G(A)AG(B) como la unién G(A) — G(B) y G(B) — G(A);

e J0G(A) como el conjunto de parejas (g : G — A, g : G =~ A) tales que
SAg = S~a4.

Observemos que ninguno de los conjuntos anteriores esta en P. Sin embargo
ellos caracterizan las operaciones homénimas de P. Los siguientes lemas nos
ayudaran a demostrar este hecho.

Lema 2.3.21. Sean A, B,C € Sub(Ep), tales que B <g, C via un morfismo
kpc : B — C. Entonces
1. S4B <Egp Sa,c por un monomorfismo ugc : Sap < Sac y el diagrama
conmuta
SaB

uBc B

sac | Sac B

\[SA\ \[kBC
dac

A C

2. Spa <gp Sca por algin morfismo vgc : Sga < Sca y el siguiente
diagrama conmuta

> SBA

B

\[ch UBNEA\A

C A
dca

P > Sca
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3. Dado el diagrama conmutativo

X
/ \
SAB SBA
A
SAB SBA
oBaA
A B
entonces el diagrama siguiente también es conmutativo
X
uAB/ \Bft/
SAC SCA
oA
sAC SCA
dca
A C
Demostracion. 1. Empleando la notacién de la definicién 2.3.14, podemos
construir para cada i, 7 los diagramas
S5t e
6:5(B) e 6i5(C) © P Sij
ij
55J 5?{ Jecj i
sB
S&;jHB)mA
5,/ (ByNA——— 0 (C)NA A
Tij J Ssifjl(c)mA
S;..l(B)mA\[ S;..l(c)mA\[ \[SA
w 3 ecisi;s

K s51 )
6 HB) ——2 5 5-HC) ————— Ep

) L)

Asi, podemos definir ugc como el tnico morfismo que hace conmutar el
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diagrama
5t A i 5! A
5 (B)N 5 (@)N
eABm%;M wé'_'l(c>ﬂ’4
J ¥
< >
Sap ine Sac

Recordando los diagramas

-1 B 1
6ij (B) NA 68

W7 (B)NA

eapinc._1

st (BnA
SaB B
6aB
—1
S5 C)N A
—1
eAcinCJ,_,l(C)ﬁA g (4
by
Sac C

dac

vemos que tanto kgcdap como dscupc hacen conmutar el diagrama

Ty Tij
ij si_jl(c)mA J

—1
55 (B N 4
eABmcsm\) kpcdam
S C

AB S
dacuBc

y son por tanto iguales.
2. A partir de la definicién 2.3.14, para cada i, j construimos los diagramas
%

—1
51 (A) ———— 4

S&;HA) \[SA

ECj(Sij
sl
‘s,i—jl(A)nB
B </4\ B
55 (A)NB = 55 (A)NC — 5 (A)
Yij s’ _4
S.—1 S.—1 Sij (Anc €eciSijS . —1
8,5 (AnB 8,5 (Anc oy 5,5 (A)
kpc sc

BC\C(//EP

sB
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Definimos vgc como el inico morfismo que hace conmutar el diagrama

Yij

—1 ¢ -1
6;; (A)NB 6; (A)NB

eBA’LnC[sijl(N \CATC‘%]‘I(A)”C

Spa ¢ i > Sca

De los diagramas

—1 ’
5 (A)NB 515

ij a;jl(A)mB

eBAmCa;jl(A)mB

Spa
opa

5 (A)NC

e inc_—
cA 57.j1(A)ﬂC

tenemos que tanto dg4 como dcavpc hacen conmutar

Sca

dca

A 1
L 51'3'55;71(;\)013
6; (ANnB
epainc__1
51.].(%\) P
SBA ¢ A
dcavBC

y por tanto son iguales. De manera andloga, a partir de los diagramas

-1
5ij (A) NnB 851

eBAincé,l

o (WnB

Spa -

-1
s;HA)NC

ECAincé,l

5 (Anc

Sca

SCA
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concluimos que el siguiente diagrama es conmutativo

kpcsg—1

1 5 (AnB
551 (A)N B
egAtnc__—
éiM kecss
SBA S C

SCAVBC

y por tanto kpcsp = ScAVBC.-

3. Por los dos incisos anteriores.
O

Lema 2.3.22. Sean A, B € Sub(Ep). Entonces G(AU B) es isomorfo a G(A) U
G(B)/ =, donde = es la siguiente relacién de equivalencia: si o,p € {A, B}
entonces dados g € G(0), ¢’ € G(p), g = ¢’ ssi sog = spg’, donde s_ es la
inclusién en Ep.

Demostracion. Tenemos el diagrama

A
INcA
AlIB—— AUB

B

Asi, un elemento en G(A) o G(B) da origen a uno de G(A U B); y viceversa,
un elemento de G(A U B), gracias a que los generadores son proyectivos y se
retrotraen a través de coproductos, se puede retraer hasta G(A) o G(B). El
diagrama

gb

muestra ademés que

e sig, € G(A) y g» € G(B) son tales que sag, = spgp entonces g,eincy =
gpeincp;

e si g,einca = gpeincg = g, entonces Sag, = SBYp- O
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Proposicién 2.3.23. Sean A, B,C € Sub(Ep). Entonces
G(A) - G(B) <G(C) <= G(A) <G(BUCQO).

Demostracion. = Sea g € G(A). Tenemos dos posibilidades: si g € G(A) —
G(B), entonces, como G(A) — G(B) < G(C), podemos formar el diagrama

de donde, gracias al lema 2.3.21, podemos construir
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y de nuevo gracias al lema, tenemos

< Sea g € G(A) — G(B). Como en particular g € G(A), por hipStesis podemos
construir un diagrama de la forma

Dado que

SBUC,A = U 5i1(A)ﬂ (BUC)

i,jEOb(T)
= U 6Gi'@nB)u(s;iano)
i,jEOb(T)
-( U 'n B) U ( U s;'au 0)
i,5EOb(T) i,5€0Ob(T)
=SpaUSca,

el hecho que los generadores sean proyectivos y se retrotraigan a través de
colimites nos permite retraer t' : G — Spuc,4 hasta Spa o hasta Sca. Pero
dado que el primer caso contradiria que g € G(A) — G(B), siempre estaremos
en el segundo, y asi G(A) — G(B) < G(C). O

Proposicién 2.3.24. Dados A, B € Sub(Ep), el conjunto G(A)AG(B) carac-
teriza a G(AAB).
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Demostracion. Consecuencia de 2.3.22 y 2.3.23. Debemos notar tan sélo que
la relacién ~ de 2.3.22 se reduce en este caso a la igualdad. Esbocemos el
argumento: si existieran g, : G(A) — G(B), g» : G(B) — G(A) tales que sag, =
SBgy, retrayendo este ultimo hasta un S;, encontramos un morfismo g tal que
ec;g = Sagqe- A partir de la definicién 2.3.14, podemos definir los diagramas
pullbacks

G —

De forma simétrica podemos definir g; : G — S4N B, y tenemos que el siguiente
diagrama conmuta

G
ga . * . * 9o
eAanC‘si_il(B)mT/ N’Tzncéﬁl(mmsgb
San Spa

A

daB

A B
lo cual contradice que g, € G(A) — G(B), g» € G(B) — G(A). O

Proposicién 2.3.25. Los conjuntos 0G(A) y G(0A) son isomorfos.

Demostracion. El diagrama pullback muestra que darse un (g,g’) € dG(A) es
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equivalente a darse un g” € G(9A)

O

2.4 Algoritmo cenopitagérico de interpretacion

Sea S un signo que queremos interpretar. Para optimizar su comprensién pro-
ponemos los siguientes pasos:

e ubicarnos en nuestra interpretacién inmediata del signo (1);

e a partir de esta encontrar polaridades (2), interpretaciones alejadas de la
nuestra;

e via mediaciones (3) captar todas las interpretaciones ubicadas entre estas
polaridades.

Después de ejecutar estos pasos obtenemos una mejor interpretacién del signo,
sin embargo no tenemos la interpretacién total. Podemos repetir el proceso
anterior las veces que necesitemos para mejorar nuestra interpretacién del signo.
Trataremos a continuacién de hacer una prueba de este algoritmo en términos
de espacios pragmaéticos.

El primer paso del algoritmo consiste en determinar nuestra interpretacion
actual del signo, ubicarnos en una regién del espacio pragmaético. Esta region
posee una frontera, la cual gracias a la definicién 2.3.20 y la proposicion 2.3.25
estd caracterizada por aquellas ideas sobre el signo que se encuentran a la vez
en nuestra concepciéon y en contacto con el exterior. A partir de la frontera es
mas sencillo localizar las polaridades.

Una de las conquistas mayores de la arquitectonica peirceana con-
siste en mostrar cémo, cada vez que deseemos ampliar nuestro conoci-
miento, debemos situarnos en un borde y luego barrer ese borde pen-
dularmente e, inversamente, como, cada vez que nos enfrentemos a
una oscilacién, debemos definir la frontera barrida por el péndulo
y extender asi desde esa nueva frontera nuestra comprensién de la
oscilacién. [74, p. 32]

Mientras mayor sea la distancia desde nuestra concepcién inicial, mayor serd la
regién que podemos cubrir a partir de ellas.
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Proposicion 2.4.1. Si x1Axy < z1/Ax3 entonces x1 V zo < 21 V Zo.

Demostracion.
T \Y To =1 \ (.Z‘Q - Il)
=T vV (1‘1 - 1‘2) vV (.TQ — .Z‘l)
<z V(r1 —x3) V (5 — 21)
=1 V (SU3 — xl)
=z V T3
O
Proposicién 2.4.2. 1. Sea (I; : L — A;) un cono parcial sobre una familia

sa; + A; = Ep de subobjetos del espacio pragmatico. Entonces para todo
i,j, SA,;li = SAjlj.

2. Si L es un limite entonces el tinico morfismo [, : L — Ep es un monomor-
fismo.

3. Sean {A;}r, {B;}r dos familias de subobjetos de Ep tales que para cada
1€1, A, < B;. Entonces Ly < Lg en Sub(Ep).

Demostracion. 1. Sea g : G — L arbitraria. Dado que L es en particular un
cono parcial, tenemos por la definicién que existen l;; : Sa, 4, — Ai, lj; :
Sa;a, — Aj tales que

0a,4,;lij9=1;9 = 5a;4,l9,

(;Aqu,ljig = lig = SA;A; lijg-
Entonces, gracias al lema 2.3.15, existe un ¢ € & tal que
6Cpr2(q)sprg(q)prg(q)pr4(Q) = SA;SAA; lijg;
€Cpra(q) Spra(@pr2(@)PT5(2) = 54,54, 4, L5ig-

Por la definicién de 71, ro tenemos que

ET1iNfq = €Cpry(q) Spra(q)prs(a)PT4(Q);

€raingq = €Cpry(q)Sprs(q)pra(a)PT5(q)-

Pero e es el coigualador de ry, 7o, asi que erjinj, = ersinj,. Toda la
cadena anterior de igualdades muestra que sa,l;ig = s4,l;9. Como el g era
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arbitrario, la definicién de generador implica que sa,l; = s4,1;.

2. Sean x,y : Z =% L, tales que l.x = l.y. Como [, = s4,l; y cada s4, es un
monomorfismo, entonces los conos parciales {l;z}, {l;y} son iguales. La
definicién de limite parcial implica por tanto que x = y.

3. Debemos construir un cono parcial sobre {B;}; a partir {I# : L —
A;}. Si denotamos k; : A; = B, entonces {k;I#*} es un buen candidato.
Debemos mostrar que la familia anterior satisface las dos propiedades de
la definicion 2.3.2. Gracias al lema 2.3.21 podemos construir los diagramas

A; — )SAB

. e,

JSBB

84,4, SAB A;
\ \[k]
z BJ

En primer lugar debemos ver que para cada j, cada kil;“ se deja factorizar
a través de sp;p;:

A A A
$B; B;UUUUZU = kisa, BJuUl” = k;sa, Ajl” kil
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En segundo lugar, debemos mostrar que la anterior factorizacién se com-
porta bien con los d:

A _ JA _ 1., A _ 1. 1A
5BiB_7,vijuijlij = 6AiBju'L]lij = k](sAiAjlij = kjlj .

Asi, existe un morfismo [ : Ly — Lp. Este es un monomorfismo pues
14 =181y I es un monomorfismo.

O

Asi la nueva interpretacién obtenida al contrastar las antiguas es de nuevo
una regién (subobjeto) del espacio, por lo que el algoritmo puede volver a em-
pezar. Ademads, si queremos que nuestra comprension del signo sea lo mejor
posible, lo cual se traduce en que en el espacio pragmatico se cubra una regiéon
més amplia (el inciso 3 de la 2.4.2), debemos en efecto contrastar interpreta-
ciones alejadas de la nuestra (2.4.1).

2.5 MP y arquitectura peirceana

Terminamos este capitulo con un breve resumen de lo que se ha logrado matema-
tizar del pensamiento peirceano. Nuestro primer objetivo era presentar una
version modalizada de las ideas relativas a la maxima pragmatica. Como se ha
notado en [72] esta modalizacién debe ser doble: una para los modos generales de
conducta racional y otra para las circunstancias. Ambas fueron formalizadas
con el operador ¢, con el teorema 2.2.4 como una prueba de ella. Pero més
importante es que en las algebras de bi-Heyting no sélo tenemos el operador ab-
soluto ¢, sino toda una escala infinita {Qy, }nen de operadores modales parciales
que tienden a él, por lo que podemos hablar de una aproximacién paulatina a
la comprensién absoluta ideal del signo (proposicién 2.2.3).

El pensamiento de Peirce no estd formado por parcelas aisladas de ideas, sino
que constituye una verdadera arquitectura donde cada parte se sostiene mutua-
mente. Por eso no es de extranar que los estudios sobre la méxima conduzcan
irremediablemente al continuo. FEl argumento ya estd presente en Peirce. La
clase de todos los interpretantes de un signo es un general dado que le otorga a
cada intérprete el derecho a completar la determinacién por si mismo (CP 5.505)
y la continuidad no es mas que una perfecta generalidad organizada por una ley
de relacién (CP 6.172). En la seccién 2.3 utilizamos como dicha ley a A. En
este capitulo no probamos que dicha construccion tiene todas las propiedades
que debe tener el continuo peirceano (genericidad, supermultitud, reflexividad,
inextensibilidad), sin embargo en el capitulo 4 (p. 173) damos un argumento
intuitivo de que este debe ser el caso. Un resultado fundamental es que los in-
terpretantes son subobjetos-regiones del espacio pragmatico (proposicién 2.3.7),
por lo que todo el aparato 16gico-algebraico de las algebras de bi-Heyting puede
aplicarse a dichos interpretantes. La importancia de una adecuada légica que
nos permita contrastar diferentes interpretaciones ya fue resaltada en el capitulo
1 (p. 33), lo cual puede hacerse ahora gracias a la presencia de la sustraccién
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“—7_ Ademas, esta estructura nos permite definir una frontera “9” cuya impor-
tancia filos6fica fue resaltada en [74].

Uno de nuestros principales objetivos era desarrollar un procedimiento para
optimizar la comprension de un signo. Intentamos hacer esto con el algoritmo
de la seccion 2.4. Como su nombre lo indica, este fue inspirado en las categorias
cenopitagoricas. Recordemos que Peirce concebia sus categorias como tonos o
tinturas sobre un continuo (CP 1.353). Esto es lo quisimos replicar en este caso,
el cual puede ser pensado como un “juego de tinturas”: el primer paso, ubicarnos
en nuestra interpretacion actual del signo, como tinturar la regién del espacio
pragmatico que representa dicha interpretacién; a partir de alli tinturamos las
polaridades que podamos encontrar; y finalmente combinamos estas manchas
en una interpretacién. Detras de esta fusién hay una abduccién, un tipo de
adivinanza para tratar de reconciliar interpretaciones contradictorias. Esta es
una operacién extremadamente compleja, la cual tratamos de formalizar sim-
plificadamente con los limites parciales.

Un componente fundamental de la arquitectura peirceana del cual no hemos
hecho ninguna mencién son los graficos existenciales. Esperamos dar algunos
lineamientos para resolver esta falencia en el siguiente capitulo.



3. MP en teoria homotodpica
de tipos

En este capitulo reescribiremos nuestras ideas sobre la méxima pragmatica,
dadas ya en lenguaje categérico, en términos de la teoria homotépica de tipos.
Las ventajas de esta transcripcién son varias:

e En el capitulo anterior, enfatizamos la importancia del dinamismo en la
maxima pragmatica, el cual exige el manejo de una gran cantidad de
datos. Por tanto resulta razonable pensar en algiin tipo de programa que
nos ayude con esta tarea. Entre las ventajas de la teoria homotépica de
tipos esta su facil formalizacion en asistentes de prueba como Coq o Agda.
Ese es el tipo de programa en que esperamos cristalice este modelo: un
software que interactiie con el usuario para contrastar interpretaciones
y ayudarlo a sacar conclusiones de dichas contrastaciones. Aunque esto
escapa por mucho a los alcances de esta tesis, nos gustaria hacer algunos
lineamientos sobre el camino a seguir.

e Como tratamos de mostrar con los espacios pragmaticos, el estudio de
la méxima estd intimamente relacionado con el estudio del continuo: a
partir de las interpretaciones definimos un espacio asociado a ellas. Sin
embargo esta aproximacion no es completamente satisfactoria por una
razon: sigue el camino de lo discreto a lo continuo, cuando probablemente
lo més natural sea que el continuo sea primigenio y de él surja lo discreto.
En la teoria homotépica de tipos los objetos desde el momento mismo de
ser definidos vienen provistos con una estructura continua implicita, por
lo que quizés constituyan un ambiente més natural para trabajar espacios
pragmaticos.

e La teoria homotdpica de tipos estd basada en interpretar los términos del
tipo identidad como caminos entre puntos de un espacio topoldgico. Por
otro lado intuimos que el estudio de los espacios pragmaticos debe llevar
a la definicién de unos gréaficos como los existenciales peirceanos donde,
entre otras cosas, la linea de existencia beta se transforma en un tipo de
linea evolutiva que muestra cémo las interpretaciones van variando en el
espacio. Asi, esta idea tiene posibilidades de ser formalizada en esta teorfa.

98
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Dado que la teoria homotoépica de tipos es una rama relativamente nueva de las
matematicas, nos gustaria iniciar este capitulo presentando algunas de sus ideas
fundamentales; todas ellas pueden ser consultadas en [67].

3.1 Teoria homotdpica de tipos

La teoria homotdpica de tipos es una interpretacién homotdpica de la teoria
intuicionista de tipos de Per Martin-Lof [48], [47]. Al ser una teoria de tipos
tiene como conceptos bdsicos: los tipos, a los cuales representaremos con le-
tras mayusculas A, B,...; términos, a los cuales representaremos con letras
minusculas a, b, ...; y una relacién a : A la cual leeremos como “a es un término
de tipo A”. Esta relacién, al igual que la pertenencia en teoria de conjuntos,
permanece indefinida, pero su interpretacion en términos logicos y homotépicos
es la clave de la teoria, como iremos revelando en el transcurso de esta discusién.

La estrecha relacién entre la légica intuicionista y la teoria de tipos como
modelos de la computacién se conoce préacticamente desde el origen de estas
disciplinas (fue observada por Curry en 1934, aunque podria decirse que ya
aparece, al menos implicitamente, en los trabajos de Brouwer y Kolmogorov)
y recibe el nombre técnico de correspondencia de Curry-Howard. Bésicamente
ella dice que los conectivos y cuantificadores en légica intuicionista se comportan
exactamente igual que los constructores en teoria de tipos, segin la relacién
expresada en la tabla 3.1.

Tabla 3.1: Correspondencia de Curry-Howard.

Légica Constructores de tipos
Verdad 1

Falsedad 0

AANB Ax B

AV B A+B

A= B A— B

-A A—=0

W(z: A)P(x) [1,.. P(x)

I(z: A)P(x) Yown P(x)

No podemos definir aqui con todo detalles los constructores anteriores, sin
embargo es conveniente dar al menos una idea intuitiva de ellos para lo que
viene.

e 1 es el tipo generado por un solo término x;
e 0 puede ser considerado como el tipo vacio.

Si A, B son tipos arbitrarios (lo cual se expresa generalmente diciendo A, B € U,
donde U es el universo donde estamos trabajando) entonces
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e A x B es el tipo generado por las parejas (a,b), donde a: A, b: B;

e A+ B es el tipo generado por los objetos de la forma inl(a) para cada
a: A, oinr(b) para b: B;

e A — B es el tipo de todas las funciones de A en B, el cual es usualmente
denotado fuera de la teorfa de tipos como B4.

Un tipo dependiente sobre un tipo A, también llamado una familia de tipos
indexada por A, es una funcién de la forma P : A — U. Si A es un tipo
arbitrario y P es un tipo dependiente sobre él entonces

o J[,. 4 P(x) es el tipo generado por las funciones f tales que para cada
a: A, f(a): P(a), es decir, aquellas funciones donde el codominio varia
de acuerdo al elemento al que la funcidén es aplicada. Este tipo de funciones
recibe el nombre de dependientes. Cuando P es una funcién constante,
digamos a un tipo B, entonces [],., P(x) coincide con A — B.

e > .4 P(x) es el tipo generado por las parejas de la forma (a,p) donde
a:Ayp:P(a). Cuando P es un funcién constante, por ejemplo siempre
igual a B, >, P(z) coincide con A x B.

En las caracterizaciones anteriores, tratamos de enfatizar que los tipos estdn
generados por los elementos propuestos. Esto quiere decir, por ejemplo que no
todo elemento de A + B tiene que ser de la forma inr(a) o inl(b), sin embargo,
a la hora de trabajar con A + B esta asuncién si puede ser hecha. Este es uno
de los puntos mas sutiles de la teoria y lo discutiremos en detalle més adelante.

Para mostrar que los constructores se comportan como los conectivos in-
tuicionistas resta definir una nocién de verdad para los tipos. Diremos que un
tipo A es verdadero si existe algin a : A. Por esta razon los términos de un
tipo A son también llamados pruebas o testigos de A. Veamos algunos pocos
ejemplos.

e El modus ponens establece que si A, A = B son verdaderos entonces B
también es verdadero. En términos de la correspondencia esto significa
que dado a : A, f: A — B podemos construir un término de B, el cual
es simplemente f(a).

e Yz P(z), dado un cierto universo de discurso A sobre el que la variable
x varfa, significa que siempre que reemplazamos x por un objeto a en
A, la férmula P(a) es verdadera. En términos de la teorfa de tipos, un
término f : >, P(x) nos da un término f(a) : P(a) para cada a : A; y
viceversa, dada una familia {p, : P(a)}s.4 podemos definir una funcién
en [[,.4 P(z) enviando cada a : A a pq.

La idea basica de la teoria de Martin-Lof es tomarse la anterior correspondencia
en serio hasta el punto que las afirmaciones matematicas, y ain sus pruebas, son
consideradas objetos de la teoria. Asi, por ejemplo, a diferencia de la teoria de
conjuntos donde los objetos de la teoria (conjuntos) son de naturaleza diferente
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de las afirmaciones de la teorfa (férmulas), en esta teoria ambos son tipos. Por
ejemplo, dados dos tipos A, B la afirmacién “A es isomorfo a B” es el tipo

2 2 <(Hg<f<w>>—:r) x (Hf(g(y))—y))-

ftA—>Bg:B—A z:A

Abreviaremos el tipo anterior con la notacién Iso(A, B). La correspondencia
de Curry-Howard nos dice que este tipo puede ser leido como la férmula que
establece la definicién usual de isomorfismo. Ademads, por la definicién de los
constructores involucrados, un término de Iso(A, B) es una cuddrupla donde
la primera componente es una funciéon de tipo A — B, a la cual llamaremos
f por simplicidad; la segunda componente es una funcién de tipo B — A,
denominémosla g; la tercera es una funcién « : [],., g(f(x)) = x, que asigna a
cada a : A un elemento a(a) : g(f(a)) = a, es decir, una prueba o testigo que
efectivamente g(f(a)) es igual a a; por ultimo, la cuarta componente, es una
funcién S que asigna a cada b : B un término S(b) : f(g(b)) = b. En resumen,
de un término Iso(A, B) se puede extraer una prueba (en el sentido matemético
usual) que A es isomorfo B; y viceversa, dar un elemento de I'so(A, B) es cons-
truir explicitamente un isomorfismo entre ellos.

Detengamonos en la igualdad. Es importante distinguir entre dos de ellas:
una del metalenguaje, que denotaremos como = y otra dentro de la teoria, =.
La primera de ellas puede ser entendida como una igualdad por definicién, que
utilizaremos principalmente para abreviar tipos o construir funciones, hecho
que sera resaltado escribiendo := cuando la introduzcamos; mientras que la
segunda serd para igualar términos de un tipo dado o tipos entre si (los cuales
se pueden considerar como términos del universo U). Por ejemplo, no tendria
mucho sentido escribir

o= 3 (ot =) < (Tt =)
fiA»Bg:B—A z: A v:B

dado que Iso(_,_) no es en principio un constructor; sélo se convierte en uno
cuando lo equiparamos con el lado derecho. Lo correcto seria escribir

roa.m)= 3 S ((TTotrten =) = (T o) =)
fi:A—»B g:B—A z:A y:B

donde resaltamos que Iso ha sido introducida en la teoria sélo por la equiva-
lencia anterior. En cambio, = debe pensarse como una familia dependiente de
constructores: para cada tipo A (y para el universo U ! ) tenemos un constructor

IEs usual tratar el universo i/ como si fuera un tipo: hablamos de funciones, de parejas
dependientes, de tipos identidad donde alguna de sus entradas es U. Por razones de consis-
tencia estos tipos no pueden habitar en U, sino en un universo mas grande que lo contenga.
Esto nos lleva a una escala de universos acumulativos Uy : Uy : Uz : .. ., similar a la que ocurre
en teorfa de categorias [6]. Sin embargo, siguiendo con el estilo semiformal de [67], dejaremos
implicito el subindice y diremos solamente A : U; lo importante es que siempre podremos,
ubicando los tipos iniciales de una construccién en un cierto nivel, ir comprobando que los
tipos més complejos se van ubicando en niveles superiores de tal forma que el todo resulta
consistente.
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=4 que, a partir de dos términos a,b : A, nos da un tipo a =4 b. Un término p
de este tipo se puede considerar como una prueba que efectivamente a y b son
iguales.

La teoria homotodpica de tipos enriquece la teoria de tipos al interpretar el
tipo A como un espacio topoldgico, a,b : A como puntos del espacio y a =4
b como el conjunto de caminos continuos que parten de a y terminan en b.
Esta interpretacién tiene la ventaja inmediata que nos permite hacer teoria
homotdépica directamente, aprovechando ademaés los métodos tradicionales de
la teoria de tipos en los céalculos; y, por otro lado, provee a la teoria de una
seméntica adecuada, util a la hora de construir modelos. Veamos las propiedades
principales de la igualdad desde los dos puntos de vista.

e Para a : A, existe un término refl, : a =4 a; el cual se puede ver como
una prueba trivial que a es igual a a, o como el camino constante en a.

e Dado p:a =4 bexiste p~! : b =4 a; es decir, de una prueba de que a

es igual b podemos construir una prueba que b es igual a a, o que todo
camino de a en b se puede revertir en un camino de b en a.

e Dadop:a=abyq:b=4 cexiste p-q:a =4 c; de una prueba que a es
igual a b y otra que b es igual a ¢, podemos construir una prueba que a es
igual ¢, o en términos de la topologia algebraica, tenemos la operacién de
concatenacién de caminos.

No es dificil mostrar que estas operaciones cumplen los mismos axiomas que un
grupo (identidad, inversos y asociatividad); sin embargo, no es grupo porque
cada cosa vive en tipos diferentes. Las estructuras como la anterior reciben el
nombre de grupoides. En realidad un tipo A en teoria homotdpica tiene una
estructura de co-grupoide en el sentido que estd formado por varios niveles

e un nivel 0 donde estdn los a : A;
e un nivel 1 donde estan las a =4 b;
e un nivel 2 donde estan las p =,=,s ¢;

e un nivel 3 donde estdn las r =,—,_ ¢ $;
y asi sucesivamente, tal que todo nivel mayor que 1 tiene una estructura de
grupoide. Caracterizar la estructura de oo-grupoide de un tipo dado es un
problema equivalente a calcular los grupos de homotopia asociados al tipo, algo
extremadamente dificil incluso para espacios tan conocidos como esferas y toros.
Desde este punto de vista seria extremadamente complicado trabajar con tipos
(por ejemplo, para definir una funcién de un tipo a otro tendriamos que asig-
nar una imagen a toda la estructura de co-grupoide). Afortunadamente, de
manera analoga a como las definiciones en teoria de categorias se realizan via
propiedades universales, los tipos en teoria homotdpica son definidos mediante
reglas donde esta toda la informacion necesaria para trabajar con ellos. Estas

son
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e una regla de formacién, que establece cuiando el constructor puede ser
aplicado;

e algunas reglas de introduccién, que establecen como estara, al menos,
habitado el nuevo tipo;

e reglas de eliminacién, que establecen como usar un elemento del tipo;

e reglas de computacion, las cuales son igualdades de la metateoria que
explican qué sucede cuando las reglas de eliminacién son aplicadas a los
resultados de las reglas de introduccién. Béasicamente estas reglas nos
aseguran que las construcciones hechas mediante eliminacién se comporten
de la manera esperada.

Opcionalmente, también podemos tener principios de unicidad, los cuales nos
garantizaran que las construcciones hechas por eliminaciéon sean las inicas con
las propiedades esperadas. Estas reglas pueden ser establecidas en un lenguaje
tan formal como sea necesario. En nuestra exposicion, por claridad, decidimos
emplear uno semiformal.

Por ejemplo, para el coproducto las cuatro reglas son

e +ror Si A, B :U entonces A+ B : U.
® +int Sia: A entonces inl(a) : A+ B. Sib: B entonces inr(b) : A+ B.

o +g); Sea C : A+ B — U. Supongamos que para cada a : A existe
a(inl(a)) : C(inl(a)) y que para cada b : B existe S(inr(b)) : C(inr(b)).
Entonces para toda e : A + B existe inda15(C, «, B,¢e) : C(e).

® +com Con la notacién de la regla anterior, para cada a : A
inda+5(C,a, B,inl(a)) = a(inl(a)) : C(inl(a))
y para cada b: B

inday(C,a, B,inr(b)) = B(inr(d)) : C(inr(b)).

La regla de formacion nos dice solamente que dados dos tipos siempre podemos
formar su coproducto. La regla de introduccién nos dice que en A + B hay al
menos una copia de A y una copia de B, aunque podria haber més informacion.
En la regla de eliminacién partimos de una funcién dependiente C : A+B — Uy
nuestro objetivo es construir para cada e : A+ B un término en C(e). Podriamos
pensar en C' como una propiedad que quisiéramos demostrar para cada término
de A+ B (un término en C(e) nos garantizarfa que la propiedad es vdlida para e)
o en el caso que C fuera constante, digamos a un D, esto permitiria definir una
funcién A + B — D. La regla de eliminacién nos dice que basta con considerar
los casos en que e sea inl(a) o sea inr(b). Més que pensar que A + B en efecto
estd constituido solo por una copia de A o de B, deberiamos imaginarnos que
hay una forma de induccién (por eso el nombre ind) que nos permite pasar la
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informacién de inl(a) o inr(b) hasta e. La regla de computacién nos dice que
dado que inda4p fue definido a partir de a y B, cuando lo restrinjamos a A
debe comportarse como a y cuando lo restrinjamos a B debe portarse como (3.

Un caso mucho mas sutil e importante dentro de la teoria es el de la igualdad,
que procedemos a considerar.

Definicién 3.1.1. e =por SIA:Uya,b: Aentoncesa=40:U.
e —put Sia: A entonces refl, :a =4 a.

e =gii Sea C : (Hz,y:Am =4 y) > U. Siexiste a: [],,C(z 2,refl.)
entonces para todos a,b: Ay p’ : a =4 b tenemos ind=, (C,,a,b,p’) :
Cl(a,b,p).

e =com Con la notacién anterior, para cada a : A
ind=,(C,a,a,a,refl,) = a(a) : Ca,a,refly).

Las reglas =g); ¥ =com reciben también el nombre de “induccién sobre
caminos”. Ellas establecen que para definir un término en C(a,b,p’), donde a y
b son cualquier par de términos en A y p’ es cualquier término en a =4 b, basta
hacerlo en el caso en que la pareja consiste en una misma variable, digamos z,
y el camino es refl,. Esto choca un poco con nuestra intuicién que en teoria
homotopica de tipos deben abundar los caminos no triviales. Por ejemplo, el
tipo que representa la l-esfera S! es el siguiente

Definicién 3.1.2. e S} Existe S! : U.
e Si.. S! estd generada por base : S' y loop : base =g base.

e Sy Sea C : S' — U. Supongamos que existe a : C(base) tal que existe
l:«a :l(fmp a. Entonces para todo p : St existe indg: (C, a, 1, p) : C(p).

e Som Con la notacién de la regla anterior,

inds: (C, a1, base) = a : C(base)
Stloopcomp apd(Ay,mdsl(c’ayl,y))(loop) =1

En la anterior definicion loop hace el papel del camino que da vuelta a lo largo
de toda la circunferencia. Como es de esperarse de la definicion homotdpica,
hay una equivalencia f : Z — (base =g base) definida como

loop™, sin >0,
f(n) =< (loop~t)~™, sin <0,
reflpase, sin=0,

donde, dado un lazo p, p™ significard concatenar p consigo mismo n veces. A par-
tir de este ejemplo no resulta muy claro por qué la induccién sobre caminos fun-
ciona. Conjeturamos que como todo tipo puede verse como una categoria (donde
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los términos del tipo serian los objetos de la categoria, dados dos términos a, b
los morfismos de a en b serian los caminos en a = b: asi, refl haria el papel
de identidad y la concatenacién el de compuesta) lo que ocurre es similar a lo
que demostramos en la seccién 1.1: para mostrar una propiedad categérica (ser
un limite, un funtor adjunto, una relacién) basta trabajar con los generadores,
aunque no todos los objetos de la categoria estén en la familia de generadores.
Esto le daria un significado mateméatico mas real a la expresién “tipo generado
por un término o un camino”. Todavia no contamos con una prueba completa
de este hecho. Por ahora, invitamos al lector a considerar la induccién sobre
caminos como parte de la definicién de la igualdad en teoria homotdpica de
tipos.

Los tipos como 3.1.2, en los cuales en sus reglas de introducciéon aparecen
nuevos caminos son llamados altamente inductivos, en contraste con aquellos
como el coproducto, llamados inductivos, donde s6lo aparecen en estas reglas
informacién sobre términos. Esta nueva informacién de los tipos altamente
inductivos se ve reflejada en las reglas de eliminacién y computacién. Ellas
tratan sobre la estrecha relacién entre funciones y caminos en teoria homotodpica
de tipos: toda funcién transporta caminos y todo camino da lugar a una funcion.
Dado que més adelante trabajaremos con esta clase de tipos, nos gustaria hacer
una discusién un poco detallada sobre este tema.

Dada una funcién f : A — B, en matemadtica cldsica si x = y en A entonces
f(z) = f(y) en B. En teoria homotdpica de tipos vale lo mismo, pero debemos
tener en cuenta que toda igualdad debe estar garantizada por un camino, es
decir, lo que tenemos en realidad es una funcién que envia caminos en caminos

apy: (z=ay) = (f(z) =B f(y)).

La existencia de tal funcién es obvia cuando vemos un tipo como un oco-grupoide,
dado que una funcién debe estar definida sobre todos los niveles que constituyen
el tipo. Sin embargo, esta estructura de oco-grupoide sélo se ve explicitamente
cuando miramos un tipo desde fuera de la teoria homotdpica, desde la teoria
de conjuntos. Desde el punto de vista de la teoria homotodpica, un tipo A es un
ente indefinido (sélo una variable) y su estructura es revelada a partir de los
axiomas de la teorfa. Asi, como ap; tiene como dominio un tipo identidad, es
construida por induccién sobre caminos: para definirla basta considerar el caso
refly 1 x =4 , que enviamos a refly,) : f(z) =p f(x).

Dada P : A — U, deberiamos tener un resultado similar al anterior para una
funcién dependiente f : [],.4, P(a). Sin embargo, si p : £ =4 y tenemos que
f(z) : A(x) mientras f(y) : A(y), los cuales son en principio tipos diferentes,
asi que f(z) y f(y) no serfan siquiera comparables. Sin embargo, asociada a
p existe una funcién a través de la cual podemos relacionar las imagenes de la
funcién f.

Proposicién 3.1.3. [67, 2.3.1] Suponga P : A - U y p: © =4 y. Entonces
existe una funcién
transport® (p,_) : P(x) — P(y).
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Demostracion. Por induccién sobre caminos, basta considerar el caso refl, :
T =4 x, en cuyo caso tomamos transport’ (refl,, ) : P(x) — P(z) como la
funcién identidad.

Cuando P esté sobreentendida, escribiremos muchas veces p, en vez de
transport? (p, ). En este caso la funcionalidad de f se reduce a la siguiente
proposicién, trivial por induccién sobre caminos

Proposicién 3.1.4. [67, 2.3.4] Supongamos f : [[,. 4 P(a), entonces existe una
funcién

vty TT (000D =ri) 1))

pr=y

Retomemos nuestra discusién sobre tipos altamente inductivos. Cuando
trabajemos con ellos, introducimos la siguiente notacién: dados P: A — U, p:
x=ay, u:Px), v:P(y) escribiremos

<u :;)3 U> = (transportp(p; u) = U)'

Es en este sentido que debe leerse o :lc;op « en la regla Sg);. Hipdtesis de esta
forma aparecen en las reglas de eliminacién de cualquier tipo altamente induc-
tivo. Intuitivamente ellas nos garantizan que, dado que la funcién ind depende
de la escogencia de unas pruebas iniciales «, estamos trabajando con una tnica
familia de pruebas (cuando le aplicamos la operacién “transporte” a una de es-
tas pruebas iniciales caemos en la misma familia). Asociada a esta, en la regla
de computacion, debemos tener una prueba que la imagen del camino con el que
construimos la funcién transport sea el testigo de la coherencia de los a: en el
caso de S%jomp tenemos una prueba S'loopcomp que apd(zy.indg (Craly)) (L00D)
esigual al: « :l(;;op a. A lo largo de este capitulo veremos otros ejemplos de
tipos altamente inductivos.

Dejamos para el final la piedra angular de la teorfa: el axioma de univalencia,
que, en ultima instancia, es quien garantiza que efectivamente haya caminos no
triviales. Este axioma se basa en el principio bésico utilizado en muchas partes
de la matematica, por ejemplo en la teoria de categorias, de considerar dos
objetos como iguales cuando hay una equivalencia (isomorfismo) entre ellos.
La dificultad en teoria homotoépica de tipos es que toda igualdad debe estar
atestiguada por un camino. Notemos que construir una equivalencia a partir de
un camino es relativamente sencillo, como lo muestra la siguiente proposiciéon:

Proposicién 3.1.5. [67, 2.10.1] Para A, B : U, existe una funcién
idtoequ : (A =y B) — (A~ B).

Demostracion. Considerando la funcién identidad idy : Y — U como una fa-
milia de tipos indexada por U, dada p : A =, B le asignamos transport™ (p, ) :
A — B; esta funcién es una equivalencia con inversa transport'® (p=1, ) : B —
A. O
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Sin embargo, no hay un procedimiento que nos permita construir un camino
a partir de una equivalencia. El axioma de univalencia nos garantiza esto.

Axioma de univalencia Para cada A, B : U, idtoequ es un equivalencia.

En particular, tenemos una inversa ua : (A ~ B) — (A =y B).
Con las definiciones y resultados anteriores, estamos preparados para iniciar
nuestro estudio.

3.2 BiMo en teoria homotdpica de tipos

Nuestro primer objetivo es definir operadores modales analogos a los del capitulo
2, en aras de construir una versién modalizada de la maxima pragmatica en
teorfa homotdpica de tipos. Nos apoyaremos en los W-tipos (llamados asi por
su nombre en inglés wellordering types), los cuales nos permitirdn mantener un
control sobre los términos que los constituyen.

Definicién 3.2.1. [48]

e Wgor Si A: Uy B: A— U es una familia dependiente sobre €él, entonces
hay un nuevo tipo W. 4 B(x).

e Wiyt Sia: Ay f: B(a) = W,.4B(z), entonces sup(a, f) : W,.4B(z).
e Wgi Dado C @ W, 4B(z) — U, si para todo = : A, u : B(x) —

Wo.aB(z), tenemos que v : [, 5,y C(u(y)) implica a(z, u, v) : C(sup(z,u)),
entonces para todo w : W, 4 B(z), existe indw (w, ) : C(w).

¢ Wcom En la situacién anterior, para todo = : A, u: B(z) = W,.4B(x)
indw (sup(z,u), a) = a(z, u, \y.indw (u(y), @) : C(sup(z,u)).

Cuando los tipos Ay B : A — U sean absolutamente claros en el contexto
que estemos trabajando, notaremos el tipo W. 4 B(z) simplemente por W.

De la definicién 3.2.1, observamos que podemos considerar los términos de
un tipo W,. 4 B(x) como si fueran parejas sup(a, f), donde a: Ay f: B(a) —
W,.aB(z). Por tanto es 1til tener una primera proyeccién, prV, y una se-
gunda proyeccién, pryV, que nos extraiga la informacién que constituye dichos
términos. Observemos que dichas funciones son construidas, como es de espe-
rarse, s6lo por el empleo de las reglas de eliminacién y computacion.

Proposicion 3.2.2. Existen funciones
prV W aB(z) = A

e I (Bomw) » WeaB@)
w:Wy. 4 B(x)

tales que para todo término de la forma sup(a, f), tenemos

prV (sup(a,f)) =a, pryV (sup(a, f)) = f.
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Demostracion. Podemos definir pr)V tomando C(w) = A y a(z,u,v) = x en la
regla Wgy;. La funcién resultante pT}N := indw (w, ) tiene el comportamiento
deseado gracias a Wgoem. De manera andloga, construimos pry’ a partir de
C(w) = B(pri(w)) = Wa.aB(z) v a(z,u,v) = u. O

Cuando se sobreentienda que estas proyecciones estan aplicadas a un término
de un W-tipo, escribiremos simplemente pry, pra en vez de pri¥V, pryv.

Una parte importante de la teoria homotodpica de tipos es caracterizar, siem-
pre que se pueda, el tipo identidad entre términos de cada nuevo constructor
definido. La siguiente proposicién da una de estas caracterizaciones, la cual seréd
de utilidad méas adelante.

Proposicién 3.2.3. Dados dos elementos w,w’ : W, 4 B(x), hay una equiva-
lencia

(w=w') ~ Z pra(w') o transport®(q, ) = pra(w).
q:pr1 (w)=prz(w)

Demostracion. Definimos una funcion

T: [ w=w)— > pra(w)otransport®(q, ) = pra(w)
w,w’ W q:pr1 (w)=prz(w)

por induccién sobre caminos, asignando
T(w,w,refly) = (reflyr (w)s T€flpry(w))-

Necesitamos construir una funcién que vaya en la direccién contraria, es decir,

S H Z prz(w/) o transportB(q, ) = prg(w) Sw=uw.
w,w’:W q:pry (w):pTQ(’uJ)

Utilizando induccién de W-tipos (WEgy;) podemos asumir que w, w’ son de la
forma sup(a, f), sup(a’, f). Asi, basta con definir una funcién

( Z flog, = f) — (sup(a, f)= sup(a’7f’)).

Por induccién sobre ¥-tipos, podemos trabajar con los términos de > ., .. f'o
g« = f de la forma (¢q,r), donde g: a=a’ y r: f' o q. = f. Haciendo induccién
sobre caminos en ¢ (es decir, asumiendo que o' = a y q = refl,), tenemos que

frog=fo(refla). =f

y asi r es un testigo que f' = f. De esta forma podemos hacer induccién sobre
caminos en r y definir

S(sup(a, f), sup(a, f), (refla,refly)) = (reflsup(a,s))-

Denotemos con 7", S’ las funciones T'(w,w’, ), S(w,w’,_).
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Con las definiciones anteriores, debemos mostrar en primer lugar que para
cada w,w’ : W y cada p: w = w’, S'"T'(p) = p. Aplicando primero induccién
sobre caminos y luego inducciéon sobre W-tipos, basta con mostrar que

S(Sup(aa f)a Sup(aa f)a T(Sup(aa f)a SUP(a'a f)? reflsup(a,f))) = Teflsup(a,f)

lo cual es cierto por construccion (atestiguado por re flrefi,, 0 p) * T€f lsup(a,f) =

reflsup(a,f))-
Por ultimo, necesitamos mostrar que para w,w’ : W'y

51 Z pra(w’) o g. = pra(w),

q:pr1(w)=pra(w)

tenemos que 7”5’(s) = s. Retomando las mismas inducciones que usamos para
definir S (induccién sobre W, ¥ e identidad tipos) basta con mostrar que

T'(sup(a, f), sup(a, f), S(sup(a, f), sup(a, ), (refla,refls))) = (refla,refly)
lo cual es de nuevo cierto por construccién. O

Otra propiedad importante de un W-tipo W .4 B(x) es que no es trivial si y
sélo si existe al menos un a : A tal que B(a) = 0. Recordando que un tipo X es
trivial (es decir, equivalente al tipo 0) cuando =X estd habitado, esta propiedad
puede ser expresada en el lenguaje de la teoria de tipos como

Proposicion 3.2.4.

II 11 ﬂ(Wz:AB($)>2—|<Z—|B(a)>,

AU B:A—=U a:A
Demostracion. [48, p. 85], [67, p. 177]. O

La idea detras de la proposiciéon anterior es muy sencilla: dado que todo
elemento w : W,.4B(x) es de la forma sup(pri(w), pra(w)) donde pro(w) :
B(pri(w)) — W,.aB(z), el elemento w s6lo puede ser construido si ya conta-
mos con la funcién pra(w), lo cual en particular significa que ya tenemos para
cada b : B(pri(w)) su imagen pro(w)(b) : W,.4B(x), pero esto a su vez pre-
supone otras tantas funciones pra(pro(w) (b)) : B(pri(pra(w)(b))) = W44 B(x)
con sus imdgenes, y asi sucesivamente. El proceso anterior sélo parard (y por
tanto, el término w efectivamente puede ser construido) si cada rama termina
eventualmente en algin B(a) = 0, en cuyo caso la funciéon 0 — W,. 4 B(z) es la
trivial.

Esto nos permite definir los términos “minimales” de un W-tipo.

Definicion 3.2.5.
isMin : W .aB(z) = U

se define para cada w : W.4B(x) como

isMin(w) := =B (pri(w)).
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La anterior definicién fue expresada, como es usual en teoria homotdpica
de tipos, como un tipo dependiente. Decimos que un término w : W, 4 B(x)
satisface la anterior definicién si isMin(w) estd habitado y que no la satisface
si el tipo isMin(w) es trivial. Nos gustarfa que estas fueran las tinicas dos
opciones, que fueran mutuamente excluyentes y que siempre tengamos una de
las dos, es decir, que sobre la definicion isMin valiera la logica clasica. Este es
un punto relativamente sutil de esta teoria, que creemos amerita al menos una
rapida discusién.

En primer lugar, la correspondencia de Curry-Howard, expresada en la tabla
3.1, nos permite sospechar que la légica asociada a la teoria homotodpica de tipos
es la intuicionista. Sin embargo, lo que en ultimas hace que esta no degenere
en la légica cldsica es el a primera vista inocente axioma de univalencia. Damos
un esbozo del argumento.

Proposicién 3.2.6. [67, 3.2.2] No es el caso que para todo A : U, tengamos
que —(—A4) — A.

Demostracion. Asumamos que existe una funcién f : [[,,, ~(-4) — A. A
partir de alli debemos llegar a una contradiccién, es decir, construir un término
de 0.

Consideremos el tipo 2. Este tipo posee dos términos diferentes, a los que
denotaremos 0z, 1a. Por su regla de eliminacién, podemos definir una funcién
e:2— 2pore(0z2) := 12 ye(la) := 0a. La funcidn e es una equivalencia, asi que
por el axioma de univalencia existe un camino p : 2 = 2 asociado a e, es decir,
tal que p := wa(e). Aplicando la proposicién 3.1.4 a la funcién f(2) : =2 — 2
tenemos que

apd; (p) : transport™? A7 (p, f(2)) = f(2).

Dado que las dos funciones anteriores son iguales, para cada u : =—2, tenemos

que
transport™? A (p, f(2))(w) = £(2) ().

Simplificando el lado izquierdo de la ecuacién anterior por medio de las propiedades
de la funcién transport (los detalles pueden ser consultados en [67]), llegamos a

transport™(p, f(2))(u) = f(2)(w).

Dado que las funciones transport®~4(p, ) y e son iguales (ambas son imagenes
de p por la funcién de 3.1.5) concluimos que

e(f(2)(w) = f(2)(w).

Denotemos con o un testigo de la anterior igualdad. Por otro lado, utilizando
la regla de eliminacion del tipo 2 se puede mostrar que existe

B[ -(e(x) = ).

Asi, B(f(2)(u))(e) : 0. O
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Analizando la prueba anterior, vemos que lo que produjo la contradiccion
fue que el tipo 2 tuviera dos términos distintos. Desde un punto de vista légico,
dado que un tipo es verdadero cuando posee un término y falso cuando es vacio,
el hecho que posea mas de dos términos distintos hace que haya un exceso
de informacién (si se quiere, hay en juego mds de los dos valores de verdad
tradicionales) que impide que la légica sea clasica. Asi, los tipos que pueden
tener un comportamiento clasico sin que se produzcan contradicciones son los
que tienen a lo mas un término, lo que lleva a la siguiente definicién.

Definicién 3.2.7. [67, 3.3.1] Un tipo P es una mera proposicién (en inglés,
mere proposition) si para todos x,y : P tenemos que x = y. Formalmente, esto
se expresa mediante una funcién isProp : U — U, definida para cada P : U
como
isProp(P) = H (z =vy).
z,y: P

La ley del tercio excluso para meras proposiciones toma la forma

[[(isProp(P) — (A+ -A4))
AU

mientras la doble negacién es

H(isProp(P) — (74 = A4)).
AU

Los dos tipos anteriores, como es de esperarse, son equivalentes. Es importante
resaltar que ellos no son deducibles de la teoria homotdpica de tipos (no podemos
construir un término de ellos a partir de las definiciones). Sin embargo, ellos
pueden ser asumidos como axiomas, sin que esto afecte la consistencia de la
teoria. Esta serd la posicién que asumiremos a lo largo de este capitulo. Asi,
para que isMin tenga un comportamiento clasico resta probar que es una mera
proposicién.

Proposicién 3.2.8. Para cualquier w : Wy .4 B(z), isMin(w) es una mera
proposicién.

Demostracion. En primer lugar, todo tipo de funciones cuyo codominio es una
mera proposicién es a su vez una mera proposicién (si f,g: A — By B es una
mera proposicién, entonces para cada a : A, f(a) =p g(a) y por tanto f = g).
Como 0 es, por definicién, una mera proposicién y =B(pri(w)) = B(pri(w)) —
0, el resultado se sigue de la observacién anterior. O

Otra asuncion que serd 1til en algunas construcciones es la siguiente

Definicién 3.2.9. Decimos que un tipo W4 B(x) es de aridad acotada si para
cada w : W, existe un nimero natural n, tal que el nimero de componentes
conexas del tipo B(w) es igual a n. En términos de la teorfa, esto puede ser
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expresado como una funcién, que llamaremos isAr Ac, cuyo dominio es la “clase”
de los W-tipos y cuyo codominio es el universo U, definida para W, 4 B(x) como

isArAc(WoaB@) = [[ Do 1UB@rw))llo)lo = n.

w:W . 4 B(z) n:N

Una rapida observacién sobre la notacién en la definicién anterior: la funcién
IIlo : U — U, Namada truncacién, es tal que convierte cualquier tipo A en un
conjunto ||Aljo mediante la igualacién de cualquier par de caminos no triviales;
dado un conjunto B, |B|o es su cardinalidad [67].

Gracias a las definiciones anteriores, podemos hablar de la complejidad de
cada término w : W, 4 B(z), como la méxima distancia que lo separa de los
términos minimales.

Proposicién 3.2.10. Sea W,. 4 B(z) un W-tipo de aridad acotada. Entonces
existe una funcién compl : W, 4 B(x) — N definida por recursién como

0, si isMin(w);
compl(w) =

max{compl(pra(w)(b))|b : B(pri(w))} + 1, en otro caso.
Demostracion. Dado cualquier w : W, 4 B(z), podemos determinar si is Min(w)
es vélido o no. Ademads, cada rama de w termira eventualmente en algin mini-
mal, como muestra el argumento de la proposicién 3.2.4. Nuestro unico pro-
blema seria que {compl(pra(w)(b))|b : B(pri(w))} diera origen a una serie no
acotada, pero como W,. 4 B(z) es de aridad acotada esto no ocurre. O

Definicién 3.2.11. Sea W, 4B(z) un W-tipo de aridad acotada. Para cada
n : N definimos

compl—p,(Wy.aB(x)) : Z compl(w) = n,

W W4 B(x)
compl<, (W 4aB(z)) := Z compl(w) < n,
W W4 B(x)
compl<p,(Wo.aB(x)) := Z compl(w) < n.
wW:W . 4 B(z)

Las construcciones anteriores nos permitirdan hacer induccién sobre la com-
plejidad de los términos de un W-tipo de la siguiente manera:

Proposicién 3.2.12. Sean W,.4B(xz) un W-tipoy P : W .4B(z) — U un
tipo dependiente tal que existen

L. Qo * Hw:compl:g P(’lU),

2. 6 : Hn:N <Hw:compl<n P(’LU) - Hw:complgn+1 P(w)> .

Entonces existe v : [[,.w, , p) P(w)-
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Demostracion. Sea @ : N — U definida como Q(n) := [] P(w). Las
hipdtesis 1 y 2 significan, respectivamente, que @ satisface el caso 0 y el caso
sucesor de una prueba por induccién. Asi, por la regla de eliminacién de N
existe una funcién

indy(Q, 00,8, ) : [[Qm) =] [ Pw).

n:N n:N w:compl<n,

wicompl<y,

Basta entonces con definir

Y(w) = indn(Q, ao, B, compl(w)) (w).
O

3.3 Operacion de clausura y operadores modales

En esta seccién introduciremos operadores modales en teoria homotépica de
tipos con miras a dar una versién modalizada de MP. Pero, en primer lu-
gar, debemos discutir sobre qué clase de tipos queremos que dichos operadores
actien. En el capitulo anterior vimos que los operadores modales en una ca-
tegoria de bi-Heyting no estan definidos sobre todos los objetos, sino sélo sobre
los subobjetos de un objeto fijo, en base al cual se realiza la construccién. Asi,
nuestra definiciéon de operadores modales deberia aplicarse sélo a subestructuras
asociadas a los tipos, “subtipos”. En esta teoria los subtipos de A se construyen
de manera andloga al axioma de separacion de la teoria de conjuntos: dada una
cierta propiedad P : A — U, abstraemos los términos de A que la satisfacen.
Esta idea corresponde al tipo >, , P(a). En efecto, un término de este tipo
es una pareja (z,p), donde = : Ay p : P(z) (p puede entenderse como una
prueba de que el término x satisface P). Para lo que sigue es util hacer algunas
observaciones al respecto:

1. Si dejamos que P : A — U sea arbitrario, ocurrird generalmente que dado
a : A, P(a) esté multiplemente habitado, digamos por p1,...,pn,... ¥
entonces (a,p1),...,(a,pn) ... > ,.4 P(a). Asi, un mismo término a : A
puede generar una multitud de términos en el subtipo. Aunque esto no
es del todo indeseable, puede generar que el subtipo en cuestiéon no se
comporte siempre como cabria de esperarse. La solucion es de hecho muy
sencilla: basta con asumir que P es una mera proposicién. Sin embargo
sélo asumiremos esta condicién cuando sea estrictamente necesario.

2. Dado que todos los subtipos de A son de la forma )., P(a), para algin P,
una operacion sobre subtipos debe tomar una familia Py,..., P, : A > U
y generar algin Pgr : A — U de tal forma que tengamos ., Pr(a) como
resultado de la operacién.

3. Definiremos los operadores sélo para subtipos de W-tipos. Entre las di-
versas razones para esto, la de indole mas préctico es que queremos que
estas operaciones sean recursivas.
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La base de nuestra construccién serd la operacion Cl, que llamaremos “clausura”,
vy que jugard el papel que tenia la iteracién de las dos negaciones ~ — en la
definicién 2.1.15.

Definicién 3.3.1. e Clg,, Para W, 4B(x) y P : W,.4B(xz) — U defini-
mos CI(P) : Wy . 4B(x) — U.

e Cliyt Sea w: W, 4 B(x). Entonces
1. Para cada p: P(w) existe clj(w,p) : C1(P)(w);
2. Para cada g : [ ]} gy, () P (Pr2(w) (b)) existe cla(w, g)%: C1(P)(w).

e Clgy Dado C : [[,w,. , ) CUP)(w) = U, si w: WyaB(z) es fijo,
supongamos que

1. para cada p : P(w), existe a(w,p) : C(w)(cl1(p));
2. paracada g : [ p(pr, (w)) P(Pra(w)(b)), existe B(w, g) : C(w)(cl2(9));
entonces para todo d : CI(P)(w) existe indcypy(w, o, 3,d) : C(w)(d).
e Clcom En las condiciones de la regla anterior, para cada p : P(w)
indcipy(w, o, B, cli(p)) = a(w, p) : C(w)(chi(p))
y para cada g : Hb;B(prl(w)) P(pra(w)(b))
index(r (w, B, cla(g)) = Blw, g) : Clw)(cla(g).

Interpretando, como es usual, P : W,.4B(z) — U como pruebas o justifi-
caciones de los términos w, la regla 1 de Clyy nos dice que todas las pruebas
que estaban en P se mantendran en Cl(P), la regla 2 nos da ademés la posibili-
dad de “pegar” pedazos locales de verdad, para obtener pruebas mas complejas.
Asi, si para cada b : B(pr1(w)) tenemos una prueba de pro(w)(b) en P, entonces
podremos formar una prueba de w en CL(P).

La siguiente proposicién caracteriza los tipos identidad asociados a C1(P).

Proposicién 3.3.2. Sean w,w’ : W . 2B(z) vy ¢ : w = w’. Denotemos con
q1 : pri(w) = pri(w') y g2 : pro(w) = pro(w’) o transport®(qy, ) los caminos
asociados a ¢ : w = w’ por la proposicién 3.2.3. Entonces

1. Sip: P(w), p’ : P(w') entonces
(transportCI(P)(q,cll(p)) =CI1(P)(w') cll(p')> ~ (transportp(q,p) =p(w) p').
2. Sig: Hb:B(prl(w)) P(pra(w)(b)) y ¢' : Hb:B(prl(w’)) P(pra(w')(b)) entonces

<tra”3P0TtCI(P)(q, cla(9)) =c1p)w) Clz(Q’)) ~

(transportp(qg, Jog =Tb.5(pry (w)) PPr2(@)ar,) 9/ © transportB(ql, ))

2Cuando no haya riesgo de confusién, escribiremos simplemente cly (p), cl2(g).
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Demostracion. Puede ser conveniente iniciar analizando el dominio y el codo-

minio de las funciones transport para ver que las igualdades estan bien definidas.

En el inciso 1, transport®¥)(q, ) : C1(P)(w) — Cl(P)(w'), asi que efectiva-

mente transport© ) (q,cly(p)), cli(p’) : CI(P)(w’). En el lado derecho de la

misma, transport’(q, ) : P(w) — P(w') y asi transport? (¢,p), p’ : P(w').
Para la segunda equivalencia, por la misma justificacién de antes

transport® ) (g, cly(g)), cla(g’) : CU(P)(w').

Para el otro lado revisemos que ambas compuestas tienen tipo

II  Pors@)an).

b:B(pri(w))

En la de la izquierda, g : [, p(pr, (w)) £ (Pr2(w)(b)) mientras que

transport” (qa, ) : H P(pro(w)(b)) = P(prao(w)transport® (g1, w)).
b:B(pr1(w))

En la compuesta de la derecha, transport®(qi, ) : B(pri(w)) — B(pri(w')) y

g/ : Hb:B(prl(w’)) P(prg(w')(b))
Dado que w,w’ son términos arbitrarios de W,.4B(z) y ¢ es un camino

arbitrario de w = w’, podemos usar induccién sobre caminos para asumir que

w = wy q= refl,. En este caso ademds por la proposicién 3.2.3, ¢ =

reflyr (w) Y @2 = 1eflpr, (). Por tanto, las equivalencias que necesitamos probar
se reducen a

(et1®) =crray s @) = (P =pw) P).
(Clz(g) =CI1P(w) Clz(gl)) >~ (9 =Ty gy P2 (w) g')-

Hagamos la prueba solamente de la segunda de ellas (la de la primera es com-
pletamente anéloga). Utilizaremos una clase de prueba, propia de la teorfa ho-
motdpica de tipos, llamada método “encode-decode” [67]. Fijemos g. Definimos
una funcién code : C1(P)(w) — U, gracias a Clgy;, como

1. para p: P(w), code(cly(p)) := 0,

2. para f: Hb:B(p7'1(w)) P(pra(w) (b)), code(cla(f)) :=g=f.

Queremos mostrar que para cada x : Cl(P)(w), tenemos que (clg(g) = x) ~

code(x). Asi, definimos
encode : H H code(x)
z:C1(P)(w) p:cla(g)=z

como
encode(x, p) = transport®(p, e fleiy(g))-
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En la otra direccién, definimos

decode : H H (clg(g) = a:)

z:C1(P)(w) c:code(x)
por Clgj;; como

1. si & = cly(p) entonces code(cly(p)) := 0 y tomamos decode(cli(p), ) =
indo(): 0 — <0l2 (9) = cll(p)) (gracias a la regla de eliminacién de 0, ver
(67, p. 436]);

2. si x = cla(f) entonces code(cla(f)) := g = f y asi ¢: g = f; tomamos
decode(cla(f), ¢) := aper,(c) : (clg(g) = clg(f)).

De las definiciones, puede mostrarse que las funciones encode y decode son
cuasi-inversas, lo que en particular implica la equivalencia 2 que queriamos
mostrar. O

Dado que més adelante definiremos funciones entre tipos dependientes, es
conveniente tener claro cémo funcionan esta clase de asignaciones.
Definicién 3.3.3. [67, p. 141] Dados dos tipos dependientes P,Q : A — U,
una transformacién fibrada es una funcién f: ], 4 (P(.T) — Q(m))

Es importante resaltar que toda transformacién fibrada da origen a una
funcién candnica entre los subtipos asociados.

Definicién 3.3.4. [67, 4.7.5] Dados dos tipos dependientes P,Q : A — U y
fillia (P(x) — Q(if))7 definimos

total(f) := Aw.(priw, f(priw, prow)) : ZP(x) — ZQ(:L’)
A z:A

Observemos que en cambio no toda funcién g : >, P(z) — >, 4 Q(z)
da origen a una transformacién fibrada en [],., (P(x) — Q(m)) en efecto,

podemos tener que g(a,p) = (b, q) sin que haya ningin habitante en a =4 b.
También necesitamos recordar la forma que toman los monomorfismos en
teoria homotdpica de tipos.

Definicién 3.3.5. [67, 4.6.1] Una funcién f : A — B es llamada una inmersién
si para todos z,y : A la funcién apy : (xr =4 y) — (f(z) =B f(y)) es una
equivalencia.

En la definicién anterior, (apf)_l (f(x) = f(y)) = (z =4 y) juega el
papel de la implicacién “si f(x) = f(y) entonces x = y” de la definicién usual
de funcién inyectiva.
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Proposicién 3.3.6. Para cada P: W — U, existe una inmersién
> P(w) = Y ClP(w).
w:W w:W

Demostracion. Dado que ¢l : [[,.w P(w) = CIP(w) es una transformacién
fibrada, total(cly) puede ser la funcién que estamos buscando. Resta ver que
ella efectivamente es una inmersiéon. Si p1,p2 : > ,,.w P(w) entonces, por la
proposicién [67, 2.7.2] tenemos que

(p1 =p2) =~ > p(pre (1)) = pra=(pa).

pipri- (p1)=pri- (p2)

Observemos que prlz(pl),prlz(pg) : Wy przz(pl) : P(prlz(pl)), p’I‘QE(pg) :
P(przz (p2)). Luego, por la proposicién 3.3.2, tenemos

(p* (pry=(p1)) = pry- (pz)) o~ (p* (el (pri=(p1), pra=(p1))) = el (pri=(p2), pry- (pz)))-

Asi, tenemos que

(p1 = p2) ~ oo pery(m) =pr3(p2)
p:prlz(pl):prlz(pz)
~ > D (Ch(pmz(pl),przz (pl))) = cly (pri=(p2), pr- (pa))

ppri- (p1)=pri-(p2)

(total(cll)(pl) = total(cll)(p2)> .

1R

O

El siguiente resultado nos da un procedimiento para construir funciones con
dominio ), w ClP(w).
Proposicién 3.3.7. Sean P,Q,R- W Uy f:> wPw)—= > wew).

Asumamos que existen funciones

¢: [ Quw) = R(w),
w:W
©: H H R(w).
wW g:Hb:B(p'rl(w)) Q(pr2(w)(d))
Entonces
1. Existe una funcién f€': )" C1P(w) = > w R(w).

2. Si f, ¢, ¢ son inmersiones y existe un funcién dependiente

11 11 I1 ~(6(w,0) = plw, ).

w:W q:Q(w) g:Hb:B(pTl(w)) Q(pr2(w)(b))

entonces fC! también es una inmersién.
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Demostracion. Definamos
f :Eplz:OfZ ZP(U})—)W,
w:W
=pyof [ QU
uzzw:w P(w)

1. Sea p : CIP(w). Por Clgy basta considerar dos casos para definir f€!:

(a) p = cly(b), conb: P(w). En este caso hacemos fC€'(w, p) := ¢(f(w,b)).

(b) p = cla(g), con g : [y g, () P(pr2(w)(b)). Como las parejas
(pra(w)(b),g(b)) : >, w P(w), para cada b : B(pri(w)), podemos
definir f<(w,p) = (sup(pri(w), f o pra(w)),¢(g")), donde ¢' =
faog: Hb;B(pT-l(w)) Q(f1(pr2(w)(0))).

2. Sean (w,p), (w',p') : > ,.w ClP(w). Hay que considerar tres casos:

(a) p=cli(b), p' =cly(b') cond: P(w), b’ : P(w'). En este caso tenemos

(w,p) = (w',p') = (w, cla (b)) = (w', cla (b))
~ > qu(ch(b) = i (V)

qw=w’

> @) =0

qw=w’

= ¢(f(w> b)) = ¢(f(w/7 b/))
= fCI(w,p) — fCI(’LU/,p/).

12

(b) p = cla(g), ' = cla(g"), con g = [ ppr (w)) PEr2(w)(d)), ¢ :
ILo:5(prs (wry) Ppra(w’)(b)). Por la definicién dada en el inciso an-

terior, fCY(w,p) = fCY(w’,p’) es por definicién
(sup(pri(w), fropra(w)), ¢(f209)) = (sup(pri(w’), fropra(w’)), ¢(f204"))-

Por [67, 2.7.2] este tipo puede ser expresado como

> G (sa(fz ° g)) =¢(f20g").

g:sup(pri(w), froprz(w))=sup(pri(w’),fropra(w’))

Denotemos este tipo por €. Dado que tanto ¢ como fy son inmer-
siones, tenemos que

(q* (o(f209)) = ¢(fz20 g’)) = (q* (9) = g’)-
Por otro lado, por la proposicién 3.2.3 el tipo

sup(pri(w), fi o pra(w)) = sup(pri(w'), fi o pra(w’))
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es equivalente a
> fropra(w’)oqi, = fiopra(w).
q1:pr1(w)=pri(w’)
Como f1 es una inmersion este tipo es equivalente a
Z pra2(w’) o q1, = pra(w)
qu:pri(w)=pri(w’)

el cual, de nuevo por 3.2.3, es equivalente a w = w’. En resumen el
tipo 2 es equivalente a

> alg) =4
qw=w’
Por la proposicién 3.3.2 este tipo es equivalente a
> aulcla(g)) = cla(g),
qw=w’

el cual por definicién es (w,p) = (w',p’).

(¢c) p=cli(b) y p' = cla(g), o, p = cla(g) v p' = cli(g). Inmediato del
hecho que (cll(b) = clg(g)> ~ 0 por la proposicién 3.3.2 y que por

hipotesis existe

t: I] I1 11 ~(6w,0) = p(w, ).

w:W q:Q(w) ginsz(prl(w)) Q(prz2(w)(d))
O

Como habiamos mencionado construiremos nuestros operadores modales en
base a Cl; al igual que en el capitulo 2, para nuestros objetivos sera suficiente
trabajar con la posibilidad.

Definicién 3.3.8. Sean W, .4B(z) y P : W .aB(z) — U. Para cada n : N,
definimos

e OoP :=P;
e Opi1P:=Cl,P).

Finalmente definiremos QP : W,.4B(x) — U como un tipo altamente in-
ductivo.

Definicién 3.3.9. e Opor Para todos W .4B(x) y P : W, .4B(x) - U
existe OP : W . 4 B(z) — U.

o Ot OP estd generado por las funciones
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Lo Mw, ane) (S 0nP®)) = 0P(w));
2. 0: [[pwlILin Hp:<>nP(w) o(w,n,p) = o(w,n + 1, ¢l (p))-

e Qg Sea C: [[,.w OP(w) — U tal que existen funciones
Loa: Hw:W Hn:N Hp:(}nP(w) C(O(U)’n’p))’
2. ﬂ : Hw:W Hn:N Hp:(}nP(w) transportc (6(10, n,p), O[(’LU, ’ﬂ,p) = OZ(U), n+

Leh(p))-

Entonces existe una funcién indo (cv, 8) : [T, w .0 pw) C(w, p).

e Ocom En las condiciones de la regla anterior, para todos w: W, n: N, p:
OnP(w) tenemos

indgy(w,o(w,n,p)) = a(w,n,p) : C(o(w,n,p)),
apdindo(a,ﬁ) (6(’[0, nvp)) = B(wa n,p)'

Observacion 3.3.10. En el caso en que C es una funcién constante, las reglas
de eliminaciéon y computacion de las definiciones altamente inductivas como
3.1.2 o 3.3.9 sufren una considerable simplificacién que es importante tener
en cuenta. La causa es que cuando C' es constante, la funcién transport que
aparece en la segunda hipotesis de las reglas de eliminacién pierde todo su
sentido dado que para cualquier camino p, transport®(p, ) se reduce a una
funcién identidad [67, 2.3.5]. De igual manera, la funcién apd que aparece en la
segunda conclusién de las reglas de computacién se reduce a ap [67, 2.3.8]. En
el caso del circulo, por ejemplo, si para todo x : S!; C(x) = A entonces para
construir una funcién f : S' — A basta con asignar f(base) := a : A y tomar
un camino en p : a =4 a, de tal manera que la funcién resultante satisface que
apy(loop) = p [67, 6.2.5]. En el caso de ¢ la regla es un poco mds complicada
porque C posee dos variables, pero la idea es la misma: supongamos que para
cada w : W, p: OP(w) tenemos que C(w,p) = A, entonces para definir una
funcién f : [[,,.w OP(w) — A, basta con asignar una imagen f(o(w,n,p)) : Ay
y un camino (w, n,p) : f(o(w,n,p)) =a, f(w,n+1,cli(p)); esta nueva funcién

cumplird que apind, (a,s) (5(w,n,p)) = B(w,n,p).

Mostremos que los operadores anteriores satisfacen propiedades andlogas a
los definidos en categorias de bi-Heying.

Proposicién 3.3.11. Sean W,.4B(z) y P: W,.4B(z) — U. Entonces existen
inmersiones

S Pw) = Y 01Pw) ... > OpPw) ... > OP(w).
w:W w:W w:W w:W

Demostracion. Como Q1P = C1(0,,P), para cada n : N, las inmersiones de

la forma
S 0nPw) = 3 Onir P(w)
w'W w:'W
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se obtienen aplicando la proposicién 3.3.6. Ahora, dado n : N queremos una
inmersién Y, w OnP(w) = > w OP(w). Para esto, en primer lugar definire-
mos una inmersion

incy I;vonp(w) = (Zonmw))

w:W n:N

y luego la compondremos con total(¢) : Y-, w (S, OnP(w)) = 3w OP(w).
Dado cualquier p : )", w OnP(w), hacemos

e (p) = (prlz(p), (n,pr?(p))).

Veamos que esta funcién es una inmersion: si p1,p2 @ > ,.w OnP(w) entonces

(incn (p1) = inc, (Pz))

((pﬁ(m), (n,prz(m))) = (pﬁ(sz (naprz(pz)))>
ro (. pra(p1)) = (0. pra(p2))

r:pr1(p1)=pri(pz2)

Z Z Sy (7‘* (pTQ (pl))) = pra(p1)

ripri(p1)=pri(pz) $:n=n

> T (;.m"2 (201)) = pra(p2)

ripri(p1)=pri(pz2)

=~ (Pl = P2)7

donde la cuarta equivalencia se debe a que N es un conjunto y por tanto todos
sus caminos son refl, asi que s = refl, vy s, es la identidad.

Resta ver, para que total(o) o inc, : Y. w OnP(w) = >, w OP(w) sea
efectivamente un inmersién, que para pi,ps : Y. w OnP(w)

(incn(pl) = mcn(pQ)) o~ (total(o) (incy(p1)) = total(o) (incn(pl))).

Ahora bien que ¢ genere QP significa que en principio o(w,n,_) nos da una
copia exacta de O, P(w) en QP(w); obviamente esta copia puede ser alterada
por los caminos extra de la definicion altamente inductiva, pero en el caso de
QP estos afectan sélo los cambios de “nivel” de un n a otro, dejando el nivel en
si inalterado. As{, podemos asegurar que o(w,n,_) es una equivalencia a partir
de su construccién misma. Entonces

12

1

1

(inca(mn) = inca(p2)) = ((pﬁ (p1): (m,pra(pn) ) = (pru(p2), (n,prz(m))))

~ ((pﬁ(pl)&(pﬁ(m),mprz(pl))) = (pﬁ(pz),<>(pr1(pz)7n7pr2(p2))))

= (total(o) (incn (pl)) = total (o) (incn (pl))>
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Pasemos ahora a un andlogo de 2.2.1.

Proposicién 3.3.12. Sea f : > w P(w) = >, w @(w). Entonces para cada
o € N+ 1, existen funciones f0 : Y OaP(w) = 3w CaQ(w).

Demostracion. Prueba por induccién sobre a.
e Caso a =0, tomamos f%° = f.

e Caso @ = S(n), con n : N. Aplicando la proposicién 3.3.7, tomando
como entradas OnP, 0nQ, 0nt1Q : W — U; fOr + 3 OnP(w) —
Zw:w OHQ(w) y

Cll : H OnQ(w) — <>n+1Q(w)7
w:W

cly : H H On+1Q(w),

w:W g:Hb:B(P,,.l(w)) OnQ(pr2(w)(b))

obtenemos (f)€! 1 3w Ont1P(w) = Y w Ont1Q(w), a la cual
tomaremos por definicién como fOn+1.

e Caso o = N. Definimos una funcion

FOY 0D 0nPw) = Y Y 0nQ(w)

w:W n:N w:W n:N

como fO(w,n,p) = (fO"(w), 9" (p)). Esta funcién respeta los nuevos
caminos de la definicién altamente inductiva 3.3.9, asi que induce otra
Yww OP(w) = > .w OQ(w), gracias a la observacién 3.3.10.

O

También necesitaremos para mas adelante que los operadores anteriores
conmutan con la compuesta. Recordemos [67, 2.4.1] que dadas dos funciones
f,9:11,.4 P(z), una homotopia entre ellas es una funcién de tipo

(r~9) = [T U@ = g(@).

Proposicién 3.3.13. Sean f: Y w P(w) = > wQw), h:> wQw) —
> ww R(w). Entonces, para cada « : w + 1, existe una homotopia H,, : hoe o

Fo (o )00,
Demostracion. Prueba por induccién sobre a.
e Caso 0, basta tomar, para cada = : ) . P(w), Ho(z) = reflnf(z))-

e Caso sucesor: supongamos construido H,,. Cada elemento de b : ¢ g,y P(w)
es de dos formas:
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1. b = cli(p), con p : O, P(w); entonces definimos Hg ) (w,b) = Hy(w,b).

2. b=cla(9), con g : [Ty ppr (w)) OnP(pr2(w)(b)). Aplicando la proposicién
3.3.12 obtenemos

ROSe) o fO500 (w,b) = hO=C (sup(pri(w), f2" (pra(w))), s (£ 0 9))

= (sup(pri(w), K" (/9 (pra(w)))). cla (b7 0 £ 0 g) ).

De manera analoga

(hof) Osn (w,b) = (sup (prl (w), (hof) ?” (prz(w))) ,clo ((hof)gnog)) .

Observemos que para cada b : B(pri(w)), pra(w)(d) : Wy g(b) :
OnP(pra(w)(b)), asi que por hipétesis de induccién

Ha(pra(w)(0), 9(8)) : (A8 (/9 (pra(w) (8)), b (£ (9(8)))) =
((ho £)y" Gra(w)®)), (ho £)]" (90)))-

En particular, por la extensionalidad funcional h¥™ (£ (pro(w)(2)) =

(ho f)f" (pr2(w)(2)) y como pri(w) = pri(w), la proposicién 3.2.3

implica
sup(prl(w), f1<>" (prg(w))> = sup(prl (w), (h o f)f" (prg(w))).
Como ademas hy™ (f$(g()) = (ho f)g" (9(2)) por la proposicién

3.3.2
, On
cla (h3(£8"(90))) = cla((h o 1) (9())).
Os(n) .
Por tanto, h9st o fOst (w, b) = (hOf) (w, b) y basta con definir
Hgny(w,b) como algiin testigo de esta igualdad.

e Caso N: consecuencia inmediata de la proposicién 3.3.12 y los casos ante-
riores.

O

3.4 Operadores modales y haces

Como ya habfamos mencionado, el operador Cl y por tanto los operadores
{Oa}aw+t1, estdn intimamente relacionados con la idea de pegar fragmentos
locales para formar elementos méas globales. Dado que esta es la idea detrés
del concepto de haz, puede ser natural preguntarse cudl es la relaciéon entre
ambas estructuras. Las siguientes proposiciones estan orientadas a dilucidar
esta cuestién.
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3.4.1 Haces en topologias de Grothendieck

Definicién 3.4.1. Dado un tipo W,.4B(z), su categoria asociada Cw,, , B(x)
(escrita Cw cuando no haya riesgo de confusion), estd conformada por

e objetos de Cw,., B(x): serdn los términos de W4 B(x);

e morfismos de Cw, , g(z): en primer lugar, para cada objeto w : W.4 B(x)
y cada b : B(pri(w)) asignamos un unico morfismo pro(w)(b) — w; en
segundo lugar, adjuntamos las identidades y compuestas necesarias.

Asi, puede pensarse Cyw como la categoria asociada al orden de W . 4 B(z).
Definicién 3.4.2. Sea w: W,.4B(x). Para cada n < compl(w)

o I°(w) = {w}

o 15 (w) = {pra(z)(c)|z : I7"(w), ¢: B(pri(x)}.

Resulta natural preguntarse si dos términos iguales de W tienen las mismas
imégenes inversas o si estas son lo suficientemente fuertes para caracterizarlos.
El siguiente par de proposiciones trata de dilucidar estas cuestiones.

Proposicion 3.4.3. Sean w,w’ : W. Entonces para cada q : w = w’ existe
una biyeccién 7,0 : I7"(w) — [7"(w’) tal que para cada b : I7"(w) existe un
camino en ty (b) : b =w 7,'(b).

Demostracion. Sea q : w = w'. Definimos la funcién 7' por induccién sobre n.

e Caso n = 0. Aqui I°(w) = {w}, I°(w') = {w'}, asi que basta definir

79(w) :=w’. El camino en w = 77 (w) es el mismo g.

e Caso sucesor. Supongamos que hemos definido la funcién hasta el nivel
n v queremos construir 75" : I=5(W (w) — I=*(M(w'). Sea pra(w)(c) :
I~ (w), donde z : I~™(w) y ¢ : B(pri(w)). Por hipétesis de induccién,
existen 7'(z) : I7"(w’) y un camino ty(z) : v = 77'(x). Gracias a 3.2.3,
asociado a este tltimo tenemos los caminos t ()1 : pri(z) = pri(7] (z))
y tg(l’)g s pro(z) = prg(TgL(x)) o (tg(x)l)*. Definimos T;(")(prg(x)(c)) =
pra(7g () ((t5 (2)1)«(¢)). Dado que (3 (x)1)«(c) : B(pri(ry (2))) y 74 (x) :
I="(w') tenemos que 5" (pra(x)(c)) : I=(W(w'). Ademds, gracias a
t ()2 tenemos un camino en pra(w)(c) = 720 (pry (2)(c)).

O

Proposicién 3.4.4. Sean w : W, n < compl(w) y f: I "(w) — W tal que
para cada b : I7"(w) existe un camino g, : b = f(b). Entonces existen tnicos
§(f): Wy q:w=¢(f) tales que 7' = fen I7"(w) = I7"(&(f)) v t5(b) = av.

Demostracion. Prueba por induccién sobre n:

1. Caso n = 0. Como I°(w) = {w}, basta tomar £(f) := f(w). Las conclu-
siones se siguen de la definicién de Tgw.
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2. Caso sucesor. Sean f : [*™(w) — W, pro(x)(c) : I3 (w ) tal que
x: I7"(w) y ¢: B(pri(z)). Construimos un término sup(pri(x), fz) : W
donde f; : B(pri(z)) — W es la asignacioén f,(c) := f(pra(z)(c)). De esta
forma podemos definir f/' : I7"(w) — W como f'(x) := sup(pri(z), fz).
Dado que por hipétesis, para cada ¢ : B(pri(z)) tenemos un camino
Qpra(w)(c) © Pra(c) = f(pra(x)(c)), la extensionalidad funcional nos garan-
tiza un camino en pro(z) = f, al que denotaremos sugerentemente por
tg(.’]})g. Por la proposicién 3.2.3, a refly,, ) ¥ tg(.’l?)g estd asociado un

camino ty(x) : * = f'(z). Gracias a la hipdtesis de induccién, podemos

definir £(f) := £(f'), lo que nos da un camino ¢q : w = £(f). Para cada
pra(z)(e) : 170 (w)

720 (pra(x)(c)) = pra(ry () (£ (2)2)«(c))
= pr2(f'(@))(reflpr, ), (¢))
= fa(c)
= f(pra(z)(c))

lo que implica que Tq = f. Ademds por la definicién de ()2, se tiene
que &g (pra(2)(€)) = Gpra(2)(e)-

O

Pr(Cw) seréd la categoria usual de prehaces sobre Cyw. Definimos los si-
guientes subprehaces de Cw ( ,w) para cada n > 1:

U () {x}, sl existe v : I7"(w), u— v;
u) =
- ¢, otro modo.

Consideramos, para cada w : W, la siguiente familia de subfuntores de Cw ( , w):
L(w)={S <Cw(,w)|Fn:N, T:U¥, — S transformacién natural}.

En este punto quizés sea conveniente recordar el concepto de sistema localizante.

Definicién 3.4.5. [15, Tomo 3, 3.2.1] Un sistema localizante £ sobre una cate-
gorfa C consiste en, para cada C en C, una familia £(C) de subfuntores del
representable C( ,C') con la siguiente propiedad: dado un pullback

Rf—— R

donde f: D — C es morfismo de C y R € L(C), tenemos que Ry € L(D).
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Luego, un sistema localizante puede pensarse como una familia que satisface
solo el segundo axioma de las topologias de Grothendieck, o una topologia de
Grothendieck como un sistema localizante “saturado”. La propiedad fundamen-
tal que las relaciona es la siguiente:

Proposicién 3.4.6. [15, 3.2.12] Sea £ un sistema localizante sobre una cate-
goria C y L la mas pequena topologia de Grothendieck conteniendo a L.

1. La categoria de prehaces separados sobre (C, L) coincide con la categoria
de prehaces separados sobre (C, £).

2. La categoria de haces sobre (C, £) coincide con la categoria de haces sobre

C,L).
Con estas definiciones, podemos pasar a revisar la estructura de L£(w).

Proposicién 3.4.7. La familia £(w) es un sistema localizante sobre Cw. Si
ademés W es de aridad acotada entonces £(w) es una topologia de Grothendieck.

Demostracion. Sean S : L(w) y !: v — w. Veamos que S, : L(v). Por definicién
de £, existe T : U, — S. Por la definicién de Cw, existe un m tal que
v : I7™(w). Sea k el mds grande entre m,n. Dado que S) — Cw/( ,v) es
el pullback de S — Cw( ,W) a lo largo de Cw( ,!) : Cw( ,v) = Cw( ,w),
obtenemos

Uv,

CW( ,U) m CW( aw)

Observemos también que sin ninguna hipétesis adicional, Cw ( , w) estd en L(w).

Supongamos ahora que W es de aridad acotada. Vamos a mostrar el tercer
axioma de las topologfas de Grothendieck: “Sean w : Cw, R — Cw( ,w) y
S € L(w); supongamos que para cada v € Cw y f € S(v) tenemos Ry € L(v);
entonces R € L(w)”. Como S € L(w), existe U¥,, — S. Luego, para todo
v : I7™(w) existe un tinico morfismo !, € S(v); dado que para este morfismo
Ry, : L(v), existe a su vez U’ — R),. Por la aridad acotada, podemos
considerar el nimero n := max{n,|v : =™} + m. Por construccién, tenemos
U¥ — Ryasi Re L(w). O

Dada la topologia de Grothendieck £ sobre la categoria Cw podemos definir
la categoria de haces sobre ellas Sh(Cw, £) de la manera usual [15, Volumen 3,
Definicién 3.2.2].

Proposicién 3.4.8. Si P € Pr(Cw) entonces OP € Sh(Cw, £).
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Demostracion. Sean w : W, R : L(w) y a : R — OP. Tomemos n el
nimero natural mas pequeno tal que existe T' : U, — R. La idea es ir
extendiendo recursivamente la compuesta o1 a U w(nfl), Uﬁ’(nﬂ), hasta lle-

gar a UY = Cw( ,w). Asi, sean x : I-( " Y(w) y ¢ : B(pri(x)). Entonces,
dado que aT(pra(z)(c)) : OP(pra(x)(c)), es de la forma (n.,pn,), con p,, :
On,P(pra(x)(c)). Si maz : N es el maximo del conjunto {n.|c : B(pri(x))},
podemos definir la funcién g : []... gy, (2)) Omaa P (pr2(2)(c)), tal que g(c) = py..
Asf podemos enviar x — o(x, maz + 1, cla(g)) manteniendo la naturalidad de
la transformacién. Esta extension es tnica porque un elemento en QP estd
caracterizado completamente por sus proyecciones. O

Proposicién 3.4.9. Sean P : Pr(Cw), @ : Sh(Cw,L) y f : P — @ una
transformacién natural entre ellos. Entonces

1. Para cada n : N existe una tinica extensién fO» : ¢,P — Q de f;
2. existe una tnica extensién f¢ : OP — Q de f.

Demostracion. 1. Prueba por induccién sobre n.

e Caso n =0, tomamos f%° = f;

e Supongamos construido fO» : O,P — Q. Como para cada w :
W, Osm)P(w) = Cl(OnP(w)), por la regla de eliminacién de ClI
basta considerar dos casos:

(a) p = cly(b), con b : O, P(w). Entonces tomamos fOsm (p) =
Fom (0);
(b) p = cla(g), con g : [Ty, 5(pr, (w)) OnP(pr2(w)(b)). Entonces para

cada b : B(Pri(w)), fO(g(b)) : Q(pro(w)(b)) y como Q es un
haz, estos elementos tienen un dnico pegamiento r : Q(w). Asi,
basta con enviar p — r.

2. Definimos una funcién f0 : 3" 0, P(w) — Q como fO(n,p) := fO(p).
Esta funcién respeta los nuevos caminos de la definicién altamente induc-

tiva de OP, asi que induce la f¢ deseada.
O

Proposicién 3.4.10. La aplicacién ¢ : Pr(Cw) — Sh(Cw, L) es un funtor.

Demostracion. Dado un morfismo P — P’ en Pr(Cw ), basta aplicar la proposi-
cién 3.4.9 a la compuesta P — P’ — (QP’; la funtorialidad se tiene por cons-
truccion. 0

Teorema 3.4.11. El funtor ¢ : Pr(Cw) — Sh(Cw, L) es el adjunto izquierdo
a la inclusién i : Sh(Cw, L) — Pr(Cw).

Demostracion. Para cada P : Pr(Cw), Q : Sh(Cw, L) basta con establecer una
biyeccién natural:

Sh(Cw, L)(OP,Q) ~ Pr(Cw)(P, Q).
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Sii: P — QP es la inclusién canénica, definimos una funcién
7 : Sh(Cw, L)(OP, Q) = Pr(Cw)(P, H)
como v(t) = ti. En la direccién inversa, tomamos
§: Pr(Cw)(P,Q) — Sh(Cw, L)(OP,Q)

la aplicacién definida en la proposicién 3.4.9. Las aplicaciones -y, d son inversas
y naturales. O

3.4.2 Cuasi-haces con restricciones parciales

La discusién anterior es 1til para averiguar la relacién de los operadores modales
con los haces. Sin embargo, para nuestros propoésitos futuros adolece de dos
fallas. En primer lugar, asume de entrada que los P son prehaces. Nos gustaria
construir explicitamente la funcién restricciéon. En segundo lugar, no deja muy
claro el comportamiento de la funcién restriccién cuando el operador es g,
con o # w. Como veremos, cuando P es un tipo dependiente arbitrario, sélo
una parte de ¢, P(w) puede restringirse y su alcance estd limitado por diversos
factores. Por eso hablamos de restricciones parciales. Sin embargo, cuando estas
tienen sentido, el comportamiento de O, P(w) es bésicamente el de un haz, por
lo que podriamos hablar de “cuasi-haces”.

Definicién 3.4.12. Sean P: W — U, o : w+ 1. Para cada n < «a construimos
R"(0nP) : W — U por recursién sobre n de la siguiente manera:

e Caso n = 0. Tomamos R%(0nP) := On P.

e Caso sucesor. Supongamos que ya hemos definido R"~1({,P). Entonces
para cada w : W hacemos

R" (0o P)(w) := Z ( Z p= clg(g)>.
)(0))

P:0aP(w) \g:T1y 5 (pr (w)) B (Qa—nP)(pra(w

Cada término de R™ (0 P)(w) es por definicién r = (z, y, 2), tal que prq(r) =
z @ Qo P(w). Sin embargo, por un abuso de notacién, trataremos a R™(0qP)
como si fuera una parte (en el sentido conjuntista) de ¢, P. La idea es que ella
serd el subtipo de (., P consistente de aquellos términos formados mediante la
aplicacién al menos n veces seguidas del constructor cls de la definicién de CI.
Como en ¢, P este ha sido aplicado a lo més « veces, en 3.4.12 asumimos que
n < a.

Proposicién 3.4.13. Sean P: W — U, o :w + 1. Entonces para cada w : W
yn <men N tenemos que R"(0nP)(w) > R™(OaP)(w).

Expliquemos un poco cudl es la idea subyacente en todo esto. Sea cla(g) :
OaP(w), donde g : Iy 5oy (w)) Qa—1P(pra2(w)(b)). Por la definicién de W, w
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es el sup de los pro(w)(b), por lo que tiene sentido decir que restringimos un
elemento que viva en el nivel w a los niveles pro(w)(b). Para cla(g) lo natu-
ral es evaluar g en b y asf g(b) : Oq—1P(pra(w)(b)). Gracias a las inmersiones
canénicas 3.3.11, una copia de g(b) vivird en ¢, P (pre(w) (b)), que por un abuso
de notacién seguiremos nombrando ¢g(b). Como una funcién es determinada
por sus imdgenes, si tuviéramos una ¢’ tal que para cada b, g(b) = ¢’'(b) en-
tonces g = ¢’, es decir, esta forma de restriccién tiene buenas propiedades de
pegamiento. Ahora bien, si cada g(b) fuera a su vez de la forma cls(gs), es decir,
cla(g) : R*(0oP)(w) podriamos volver a repetir el proceso, siempre y cuando
la complejidad fuera adecuada. Asi, tenemos una buena restriccién pero depen-
diendo de n,a y compl(w).

Proposicion 3.4.14. Sean P: W — U, a:w+ 1y w: W. Entonces

1. Para cada n < ay s : I""(w) existe una funcién |5 : R"(0aP)(w) —
OaP(s) que cumple

e Para todo z : R°(QnP)(w), x|y = .

e Sean m,o0: N tales que m+o0=n. Seat: 7" (w) tal que s : I7°(¢).
Si 2 : R"(0aP)(w) entonces z|s = (z[)]s-

2. Sean < . Dado f: [],.;-n () Oa—nP(c) existe un tnico z : R"(QaP)(w)
tal que z|. = f(c).

Demostracion. 1. Prueba por induccién sobre n:

e Si compl(w) = 0 entonces necesariamente debemos tener n = 0 y asi
s = w. Tomamos |s como la identidad de ¢, P(w).

e Supongamos que s(n) < min{a, compl(w)} y que ya hemos definido
la restriccién en el caso n. Por definicién I~ (w) := {pra(y)(c)|y :
I™"(w),c: B(pri(y))}. Sea z : R*™(OnP)(w). Dado y : I"(w),
como en particular z : R"(0qP)(w), podemos hacer x|, : OaP(y).
Pero x|, debe estar en R'(Q,P)(y), asi que debe existir una g :
Lo 5(pr1 (w)) Qa—1P(pra2(w) (b)) tal que x|, = clz(g). Para cada pra(w)(b),
definimos pr, w)) = (zly) lprawye) = (¢12(9)) [prs wyv) = cla(9(D))-

2. Prueba por induccién sobre n:

e Cason = 0. Como I° = {w} entonces f(w) = = de tipo O P(w).
Por tanto x|, = = f(w). Por la funcionalidad de f, este x debe
ser necesariamente tinico.

e Supongamos que la propiedad vale para n, a ver el caso s(n) =
n+ 1. Teniendo en mente que I~*"™ (w) := {pra(y)(c)|y : I7"(w), c:
B(pri(y))}, consideremos f : [],.; sm) Qa—sn)P(c). Manteniendo
fijoy : I7"(w), tomemos fy : [].. 5(pr, () Ca—s(m)P(pr2(y)(c)) definida
como fy,(c) := f(pra(y)(c)). La regla Clint nos dice que tenemos
cla(fy) : Oa—nP(y), ast que podemos definir f': [, ;-n () Ca—nP(y)
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como f'(y) = cla(fy). La hipétesis de induccién implica que existe
un unico z : R"(0oP)(w) tal que x|, = f'(y) = cla(fy). Dado que
pra(y)(c) : 175" (w), tenemos

T pry (y) () = <$|y)|pr2(y)(c) = (Cl2(fy)) lpra(w) () = fy(c) = f(pra(y)(c)).

Para ver la unicidad sean x,2’ : R"(0oP)(w) tales que para toda
w : 175" (w), 2|, = 2'|,. Dado y : I""(w) definimos un par
de funciones g¥, g7, : HC:B(Wl(y)) Oa—nP(pra(y)(c)) como g¥(c) :=
T pra(y)> 92(€) = @[ pry(y)- Por hipdtesis para todo ¢ : B(pri(y), g%(c)
g%,(c) y asi por extensionalidad funcional g¥ = g¢%. Ahora por

Cling, x|y = v(gY), 2’|y = v(g¥,), por tanto para today : I~ "(w), z|, =

z'|,. Por hipétesis de induccién, concluimos que = = z'.
O

3.5 Espacios pragmaticos en HoTT

Sea W . 4 B(x) un W-tipo, cuyos términos son interpretados como afirmaciones
o ideas hechas respecto a un signo. Unas interpretaciones del signo seran en-
tonces tipos de la forma ) P(a), afirmaciones o ideas sobre el signo junto
con sus correspondientes justificaciones. Dado que P no tiene que ser necesaria-
mente una mera proposiciéon, un término puede tener en general varias justifi-
caciones. La idea es trabajar manipulando dichas justificaciones para ampliar
nuestro entendimiento del signo. De esta manera, en ) v O1P(a) mantenemos
las ideas y sus justificaciones que teniamos originalmente, pero le adjuntamos
las deducciones que podemos hacer a partir de ellas; en ) O2P(a) adjunta-
mos las deducciones que podemos hacer a parir de ¢1 P(a); y as{ sucesivamente
vamos llevando nuestra interpretacion hasta sus ultimas consecuencias légicas,
representadas en ) . OP(a).

Empezamos definiendo espacios andlogos a los de 2.3 en teoria homotdpica.
Estos, al igual que aquellos, son concebidos como espacios de interpretantes. El
primer paso de su proceso de formacion es similar: juntamos todos los inter-
pretantes. En el capitulo 2 fue por medio de coproductos disjuntos y aqui lo
haremos definiendo un nuevo tipo. Después, pasamos a relacionarlos entre si:
antes utilizamos morfismos parciales y ahora emplearemos caminos. Queremos
resaltar el aspecto subjetivo de estas relaciones, por eso diremos que ellas estan
representadas por una familia C arbitraria. Estos dos pasos se apreciardn en
los ejemplos del capitulo 4.

Definicién 3.5.1. e Ep, Dados I un tipo, P : I — U un tipo dependiente
tal que para i : I, P(i) : W = U, o : w+ 1 y una familia D, podemos
construir el espacio pragmatico asociado a P en el nivel «, denotado como
Epp:W=U.

o Eit E} | estd generado por las funciones
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— e Hi:] Hu):w OQR(U}) - E%,D’
— una familia de caminos D = {d;}+.1, tal que d; : e(i, w, p) = e(j,w’, p’),
para algunos 4,7 : I, w,w’ : W, p: Qo Pi(w), p' : OaPj(w').

e Egy; Sea C': E% p — U. Supongamos que existen funciones:
1' @ Hz] wa Hp:()api(w) C(e(l7w7p));
2. B Hdt:D transport® (dy, a(e(i,w,p)) = a(e(j,w’,p')).
Entonces existe una funcién indgg (o, B) : Hm:E%,D C(m).

e Ecom En las condiciones de la regla anterior, para cada w: W, z: V(w)

indE%yD(a767 e(i,w,p)) = a(i7w7p) : C(G(Z, va))

y dado ademads un d; : D
apdde%‘D(a,ﬁ) (dt) = B(dt)~

Escribiremos muchas veces E® o atin E, cuando no creamos necesario especi-
ficar todos los datos de la definicién anterior. Como ya es costumbre, empezamos
caracterizando el tipo identidad de este nuevo constructor.

Proposicién 3.5.2. Sean E® un espacio pragmético y w,w’ : W tales que
existe un camino ¢ : w = w’. Denotemos con ¢; : pri(w) = pra(w’) y g2 :
pro(w')q1, = pro(w) los caminos asociados a ¢ por la proposicién 3.2.3. Si
n<ayz:R"(0.P)(w), ' : R"(0aP;)(w') entonces

ei(w,z) = e;(w,2) ~ H ei(b, x|p) = ei(1(b), 2’|+ 1)),
b:I—(w)

donde 7 : I™™(w) — I~ (w') es la funcién de 3.4.3.

Demostracion. Dividimos la prueba en pasos para facilitar su lectura.

1. Fijando w : W, z : R"(0oF;)(w), definimos una funcién
hrestr : H H (ei(w,x) =e;(w',2) — H ei(b,x)p) = ei(T(b),z’|T(b))>
(w,q):>w w=uz':R™(Oo Py) (w') b:I =" (w)

por induccién sobre caminos, asi que nos reducimos a trabajar con

hrestr(w,refl,, ) : (ei(w,ac) =e;i(w,z) — H e;(b,x|p) = ei(b,x|b))

b= (w)

y defininimos

hrestr(w,refly, x,refle,(w2)) = (b — reflei(bw‘b)).
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2. Definimos para n < «, la familia de tipos A} : W — U, como
A(w) =" Y R"(0aPi)(u).
w'W qw=u
Entonces para cada w : W, el tipo
Z ei(w,z) = e;(w', z")
(w’,q,27): A2 (w)
es contraible. Basta utilizar el mismo argumento de [67, 3.11.8].

3. Veamos que el tipo
8= > [T eizl) = ez (), 2'|-)
(w’,q" " ): A7 (w) b: I~ (w)
es contraible.
Consideremos el siguiente tipo
o= H Z €¢(b79€|b) = ei(w/ay/)'
biI =™ (w) (w’,q’,y): A9 (D)

Definimos una funcién r : « — §: Dada f : «, entonces para cada b :
I—”L(w)

f(b) = ((wby%vyb),gb)

Enviamos este término a
((E(W),q,K),b > gb)7

donde f: I7™(w) — W estd definida como f(b) = wyp; £(f): W, p:w =
&(W) son construidos conforme a la proposicién 3.4.4; y K : R* (0o P)(w)
es tal que K|, = yp estd definido por la proposicién 3.4.14.

En la direccién inversa, definimos s : 8 — « la cual toma un término de

la forma ((w'7 q,x'), g) : By lo envia a la funcién

s (770050, ). 9(0))

donde t : b = 74 (b) es el camino dado por 3.4.3.

Veamos que r es un retraccién, es decir, que existe una homotopia € :
[1..5(r(s(2)) = 2). Asf, dado ((w',q,x’),g) : B tenemos

rs((w’, q, '), g) =r (/\b. ((7';(6)7 tr(b), 2, ), g(b)))

((e(xb.mb)),p, K),g>.
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La igualdad entre ((w',q,x’),g) y ((S(Ab.Tq(b)),p, K),g) se sigue de las
proposiciones 3.4.4 y 3.4.14.

Por otro lado, el tipo « es contraible, dado que cada

Z ei(b,zlp) = e;(w',y)

(w’,q",y): A9 (b)

es contraible como mostramos en el paso anterior y el tipo de las funciones
dependientes sobre una familia de tipos contraibles es contraible [67, Lema
3.11.6, Teorema 4.9.4]. Asi /3 es una retraccién de un tipo contraible y por
tanto ella también es contraible [67, Lema 3.11.7].

4. La funcién de tipo

( Z ei(w,z) = ei(w’,x')> — B

(w,q",2’): A} (w)

definida por induccién sobre tipos de pares dependientes como
((w',q’,x'),r) — (w',hrestr(w',qﬂx’,r))

es una equivalencia. En efecto, tanto su dominio (por el paso 2) como su
codominio (por el paso anterior) son tipos contraibles, por lo que la funcién
entre ellos es contraible y por tanto una equivalencia [67, pp. 137,138].

5. La funcién del paso 4 es la funcién total asociada a la funcién fibrada
hrest. Por tanto como total(hrest) es una equivalencia, hrest también lo
es [67, Teorema 4.7.7], como queriamos mostrar.

O

3.5.1 Conceptos arquetipicos

A la hora de hablar de la interpretacion de un signo hay que considerar dos
dimensiones, a las cuales utilizando libremente la nomenclatura de Peirce, 1lla-
maremos amplitud y profundidad®. La amplitud se refiere al tamaiio de la
parte del signo que capta una interpretacion dada. En términos de los espacios
pragmaéticos del capitulo anterior, la amplitud es la extensién de las regiones
que manipulamos en el algoritmo cenopitagoérico; por tanto nuestro objetivo
serd maximizar su tamano en aras a conseguir una comprensiéon éptima del
signo con que estamos trabajando. La profundidad es explicada por Peirce en
los siguientes términos “Cuando hablamos de la profundidad, o significacion,
de un signo, estamos recurriendo a la abstraccién hipostatica, ese proceso por
el que consideramos un pensamiento como una cosa, y hacemos a un signo

3 La base del pragmatismo en las ciencias normativas (1906) [57].



CAPITULO 3. MP EN TEORIA HOMOTOPICA DE TIPOS 134

interpretante del objeto de un signo”®. En otras palabras, un signo S; serd

mas profundo que Sy si S7 da origen a Sy en la mente del intérprete mediante
algin procedimiento légico. En este modelo, )" , P(a) serd més profundo que
YoaaQa) sid, w Pla) daorigen a ) v Q(a) mediante una iteracién de CI.
Por la definicién de esta operacion, la profundidad en este sentido 1égico estéd
estrechamente ligada con la profundidad en el orden asociado a W. De este
punto de vista, jcudles son las interpretaciones més profundas? Hagamos un
experimento sencillo. Sea P : W — U un tipo dependiente que estd habitado
en todos los términos minimales y deshabitado en los deméas. Dado que todos
los elementos de W son construidos a partir de funciones que eventualmente
terminan en términos minimales, conforme n va creciendo, ¢, P va dando jus-
tificaciones a mas y mds términos, hasta que en QP tenemos pruebas de todo
W. Los términos minimales funcionan en cierto sentido como conceptos ar-
quetipicos que dan origen a los demds. Sin embargo, este argumento que es
extremadamente sencillo en el caso de una interpretacién, se complica conside-
rablemente cuando hay varias de ellas. Nuestro objetivo en este apartado es
extenderlo al caso general, es decir, mostrar que aun cuando haya multiples in-
terpretantes, el trabajo con los conceptos arquetipicos es suficiente para obtener
una comprension plena del signo.
Sea V : W — U un tipo dependiente tal que para cada w : W

1. si isMin(w), entonces V (w) estard habitado;
2. si misMin(w), entonces V (w) serd vacio.

Como habiamos mencionado anteriormente, ¢V tendra pruebas para todos los
términos de W. Como utilizaremos diversos operadores ¢ a lo largo de esta
seccién emplearemos la notacion V := OV y v para el constructor ¢ o cly de las
definiciones 3.3.1 y 3.3.9. Creemos que para evitar confusiones es conveniente
dar una definicién explicita de V.

Definicién 3.5.3. 1. Vg, Para cada W, 4B(z) y
N : comply(Wy.4aB(x)) = U,
tal que cada N(w) estd habitado, existe un tipo dependiente

VN5 : WI;AB(x) —U.

2. Vint Sea w: W, 4 B(x). Entonces

), entonces V(w) := N(w);

(b) si —isMinimal(w), entonces para cada g : []; p,, ) V(pra(w)(b))
existe v(g) : V(w).

(a) si isMinimal(w

3. Vg Sea C': Hw:Ww:AB(w) V(w) — U. Supongamos para cada w : W que

4Tbid.
5El cual denotaremos como V dado que no va a haber riesgo de confusién.
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(a) siisMinimal(w) y p: N(w), existe a(w,p) : C(w)(p);
(b) si misMinimal(w) y g : [y pp ) Vra(w)(b)), existe B(w,g) :
C(w)(v(g))-

Entonces existe indv (a, 8) : [L,.w,. . 5) [pvw Cw)(®).
4. Voom En las condiciones de la regla anterior, para cada w : W
(a) siisMinimal(w) y p: N(w), entonces
indy (o, B)(w, p) = a(w, p) : C(w)(p);

(b) si misMinimal(w) y g : [1y.p,, () V(Prz(w)(b)), entonces

indy (o, B)(w,v(g)) = B(w,g) : C(w)(v(g)).
La siguiente proposiciéon dice que V se comporta basicamente como un haz.

Teorema 3.5.4. 1. Dado cualquier morfismo s — w en Cw, existe una
funcién |5 : V(w) = V(s) que cumple:
e para todos w: Wy x:V(w), x|, =z,
e para todos t = s = wy x: V(w), x|, = (zs)]:
2. Dado f : []..r-n(y) V(c) (definicién 3.4.2) existe un tnico z : V(w) tal
que z|. = f(c).

Demostracion. Esto es una consecuencia de la proposicién 3.4.14. Lo tnico que
necesitamos probar es que para cada w : W y n : N tenemos que R"*(V)(w) =
V(w). Podemos asumir que compl(w) > 0, dado que cuando es 0 el resultado
es trivial. Hacemos la prueba por induccién sobre n:

1. Caso n = 0. Por definicién R%(V) = V.

2. Supongamos que la propiedad vale para n, es decir, que para cada w, R"(V)(w) =
V(w). Entonces por la definicién 3.4.12 tenemos que

R"(V)(w):= ) ( > p= v(g)>-
(1))

p:V(w) !Jinb;B(Wl(w)) V(prz(w

Pero por la reglas Vine, Vi podemos asumir que cada p : V(w) es de la
forma v(g) para g : [Ty g(pry (w)) V (Pra(w)(b)).
O

Esta forma de representar significa que

1. verdades generales pueden ser restringidas, para obtener resultados par-
ticulares;
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2. fragmentos locales de verdad pueden ser pegados para obtener nuevos
resultados.

Ahora introduciremos una familia de multiples interpretantes P; que colectiva-
mente van a tener la misma informacién que V en los términos minimales.

Definicién 3.5.5. Sean I un tipoy P : I — U un tipo dependiente tal que
para cada i : I, P(i) : W — U. Diremos que P cubre minimalmente a 'V si
para cada w : W tenemos

1. si isMin(w), entonces V(w) ~ Y. ; P(i)(w);
2. si misMin(w), entonces ], ;, P (i)(w).
Los O« P; originan subtipos de > V(w).

Proposicion 3.5.6. Para todos i : I, a:w + 1 existe una inmersién canénica
imPe 3w Cali(w) = Y w V().

Demostracion. Prueba por induccién sobre a.

e En el caso a = 0, sea h : [[,.compty 2ir P(0)(w) — V(w) la familia
de equivalencias dada por la definicién 3.5.5. Entonces definimos im :

[or (Luw 0aPi(w) = 3w V() ) como im (i) (w, p) = (w, h(w)(i. p))-

(w,p) = (wlvp/) = Z q«(p) = p/

qw=w’

> . (hw)ip)) = hw)(i,p)

qw=w’

~ (w, h(w)(i,p)) = (w' ()G 1))

12

donde en la segunda equivalencia utilizamos el hecho que h es una equiva-
lencia junto con induccién sobre caminos.

e Caso a@ = S(n), con n : N. Aplicando la proposicién 3.3.7 con entradas
OP, V, Vi im® 1> OnP(w) = > w V(W) y

id : H V(w) — V(w)
w:'W

v H H V(w),

w:W g:Hb:B(prl(w)) V(pr2(w)(b))

4 i On)\ClL L
obtenemos una funcién (im®»)~" : Y & Cl(O,P)(w) — >, w V(w),
a la cual tomaremos como im®sm . Como im%~, id, v son inmersiones,
las dos ultimas con imagenes disyuntas, la misma proposiciéon 3.3.7 nos
garantiza que im%s( es una inmersién.
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e Caso a = N. Definimos una funcién im® : [[, [ 1,.w OnP(w) = V(w)
como iT;LQ(n, w,p) = im® (w,p). Ella respeta los nuevos caminos de la
definicién 3.3.9, por lo que gracias a la observacién 3.3.10 induce la im®
buscada.

O

Nuestro objetivo es encontrar condiciones para que la informacién que nos
aportan los O P; sea equivalente a la de V.

Definicién 3.5.7. Sean M un tipoy f : M — U un tipo dependiente tal
que para cada m : M, f(m): > w V(w) = > cw V(w). Denotemos con
f(m)1, f(m)s la primera y la segunda componente de f(m), es decir, para cada
(w,z) : Y ew V(w) tenemos f(m)(w,z) = (f(m)l(w),f(m)g(x)). Diremos

que f es bien comportada minimalmente si cumple:

1. Las funciones f(m)y, f(m)s respetan los constructores de sus respectivos
dominios, es decir, para cada w : W tenemos f(m);(w) = sup(pri(w), f(m)10
pro(w)) y para cada v(g) : V(w) tenemos f(m)z2(v(g)) = v(f(m)z 0 g).

2. Para cada i : I existen j : I y I(f(m),i) : > ,.w Pi(w) = >, w Pj(w)
tales que el siguiente diagrama es conmutativo

U(f(m), )
—_—

Ew:W Pi (U}) Zw:W P(U})
im@J ymm
Zw:W V(’LU) Zw:W V(w)

f(m)

En términos tipo-tedricos, esto se expresa mediante un homotopia B :
Iis, o £ M) (1), 0)(1) = Fm) (im()() ).

3. Para todas 7,7 : I existen k: I, my,ms : M tales que

1(f(my),i): Y Pi(w) = Y Pr(w),
w:W w:W

U(f(m2),5): Y Pi(w) = Y Pu(w).
w:W w:W

Proposicion 3.5.8. Si f es bien comportada minimalmente, entonces

1. Para todos m : M, i:1I, a:w + 1 existe una homotopia

Bo.: I imG)% (1£(m),i)%(r)) = fm) (im(5)%(r))

r:Zw;w Oapi(qv)
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U(f(m), )0
Zw:w OQR(w) - Zw:W <>an (w)

im(i)0e im(j)%°

> ww V(W) T’ > ww V(W)

2. Para cada m : M, f(m); preserva la complejidad, es decir, para cada
w: W compl(w) = compl(f(m)i(w)).

Demostracion. 1. Prueba por induccién sobre a:

e Caso a = 0. Consecuencia de que por definicién, para toda familia
de tipos P, OoP = P, y para toda funcién f, f%° = f.

e Caso Sucesor. Supongamos que la propiedad vale para n, a ver el
caso S(n). Sea (w,p) : > ,w Osm)Pi- Sip = cli(b), la igualdad se
tiene por hipotesis de induccién. Centrémonos entonces en el caso
p = cla(g). Por las proposiciones 3.3.7, 3.3.12

im(7)°50) (1(F(m), )50 (w,cla(g) )
= im() 0= (sup(pri (w), 1(f(m),i){" 0 pra(w)), cla (1 (m),)3" 0 g))
= (sup(pr(w),im(j)° 0 1(f(m), )" 0 pra(w)),v(im(j)*" o U(f(m), D" 0.9) ).

Por otro lado, tenemos

(m) (im(i) = (w, la(9)))

f(m )(Sup(pﬁ( ), im(i){" o pra(w)), v(im(i)3" o))

(£ (sup(pra (w), im(@)§ o pra(w)), F(€)2(v(im()§" o 9)))
(

sup prl ,fim)y o Zm(l)?" Op’l”g(’lﬂ)))7’l}(f(m)2 o zm(l)g" o g))

~

Por hipétesis de induccién
im(5)% o l(f(m), )0 = f(m)y o im(i)$
im ()% o l(f(m), )5 = f(m)a 0 im(i)§",
lo cual nos da la igualdad deseada.
e Caso a = N. Consecuencia de los dos incisos anteriores.

2. Para cualquier w : W tenemos por definicién que f(m);(w) = sup(pri(w), f(m)y0
pra(w)); hacemos induccién sobre la complejidad de w:

e Si compl(w) = 0, entonces pra(w) : 0 — W y por tanto f(m); o
pra(w) : 0 = W; por definicién entonces compl(f(m)i(w)) = 0.
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e Supongamos que la propiedad vale para todos los términos de com-
plejidad menor o igual a n y que compl(w) = S(n). Entonces por

hipétesis de induccién para toda b : B(pri(w)), compl (f(m)l (pra(w) (b)))
compl (pr2(w)(b)). Entonces
compl(w) = max{compl (pra(w)(b))[b : B(pri(w))} + 1
= max{compl ( F(m)n (prg(w)(b))) Ib: B(pri(w))} + 1
= compl(f(m)1(w)). O

Definicién 3.5.9. Denotaremos por E el espacio pragmatico construido a partir
de V y la familia f, es decir,

e Para cada w: W, x: V(w) existe un término e(w, x) : E.

e Para cada m : M existe un camino d(m,w,z) : e(f(m)(w,x)) = e(w, x).
Proposicién 3.5.10. Sea W de aridad acotada. Para cada w : W, z : V(w)
existen i : I, w': W, p: Qcompi(uw) Pi(w’) tales que

e(w,x) = e(im(i)ocownpl(w) (w’,p)).
Demostracion. Prueba por induccién sobre la complejidad de w:

1. Caso compl(w) = 0. Sea h : [[,.compto 2=i:r P(0)(w) = V(w) la familia
de equivalencias dada por la definicién 3.5.5. Entonces dado x : V(w)
existen ¢ : I, p: P;(w) tales que = = h(w, (i,p)). Como por definicién

im(i)(w,p) = (w, h(w, (z,p))) se tiene e(w, z) = e(im(i)o‘) (w,p)).
2. Supongamos que compl(w) = n y que la propiedad vale para todos los

términos de W de complejidad estrictamente menor. Luego, para todo

b: B(pri(w)) existen iy : I, wy : W, Pyt Qcompl(pra(w) (b)) Piy, (Wp) tales que

e(pra(w) (D), T|pry (w)(v)) = 6(im(ib)O””‘””’"z(w“b)’ (wb,pb)>-

Como W tiene aridad acotada, la definicién 3.5.7 y la proposicién 3.5.8,
implican que existe k : I tal que para b : B(pri(w)) tenemos funciones

l(f(mb)aib)ocompl(wb) : Z <>co7npl(p7‘2(w)(b))Pib (’LU) — Z <>compl(p7'2(w)(b))Pk(w)-

w:W w:W
Por definicién de E, tenemos un camino en cada
e(im(ib)Ocompl(PT‘Q(w)(b)) (wb;pb)) = €<f(mb) (im(ib)OCOMPl(PT2<w)<b)) (wb,pb)))

Sean

e v : B(pri(w)) — W, definida por v(b) := f(mp)1 (imowml(m‘?(w)(”)) (wb));
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o w* = sup(prl(w),'y) : W
* 9 [Lp.B(pri(we)) On—1Pk(pra(w*)(b)), definida por
. O compl (pro (w) (b
g(b) = U(f (mw, a))y "™ (y)

(observemos que como compl(w) = n entonces compl(pra(w)(b)) <
n—1).

Por la regla Clipg, cla(g) : OnPr(w™). Nuestro objetivo es mostrar que
e(w,z) = e(im(k’)o‘:omﬂ(‘“) (w*,p)).

Para esto, por la proposicién 3.5.2 basta con observar que para cada b :
B(pri(w*)) tenemos

e(pra (W) (0); lpra uy ) = € im(ip) Ooorstrrat D (wy, pb))

@

|
o

(f zm lb Ocompl(prg(w)(b))(wb Pb)))
(zm (k) Ocompi(pra(w)(h) (l(f(mb, ib))ocompumz(wxb)) (wb,pb))>

((b), im(k) Oeompirrao® (g(b)))
= e(pr2(w*)(0), v(9)lpry(w=)(v))-

Il
o)

O

Dado que ), w OF;(w) hace referencia a una parte de E, para reconstruir
este necesitariamos pegar los primeros por medio de un colimite. Para definirlos,
en teoria homotépica de tipos partimos del concepto de grafo.

Definicién 3.5.11. [67] Un grafo I' consiste de
1. un tipo [g;
2. una familia I'y : Ty — Ty — U;

3. para cada z,y, z : I'g, una funcién I'y (y, z) — 1 (z,y) — T'1(z, 2), escrita
como § — yr+>dory

Para nuestros objetivos utilizaremos el siguiente grafo:
1. Ty = I (definicién 3.5.5);

2. Tn(i,5) = {U(f(m),0)|m = M, 1(f(m),7) = 3w Pilw) = 2w Pj(w)}
(definicién 3.5.7);

3. composicién usual.

Luego, continuamos con los diagramas.
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Definicién 3.5.12. [67] Un diagrama F' sobre un grafo I' consiste de
1. una familia F': Ty — U,
2. para cada z,y : I'g, una funcién Fy , : I'1(z,y) = F(z) = F(y);

3. paracadax,y,z: I, v:Ti(z,y), 6 : I'1(y, 2), una homotopia cmpy , . (6,7) :
Fy(0) 0 Fiyy(v) ~ Fyz(007).

Nosotros trabajaremos con el siguiente diagrama F":
2. l(f(m)a Z) : Fl(i7j)7 (l(f(m)77’))<> : Zw:W <>R - Zw:W <>Pjv via la

proposicién 3.5.8;

3. Dados I(f(m),4) : T1(¢,7), I(f(m'),7) : T1(j, k) tomamos la homotopia
He = 1(f(m'),§)° 0 1(f(m), )% ~ (I(f(m'), 5) o 1(f(m),4))® definida en la
proposicién 3.3.13.

El colimite es definido como:

Definicién 3.5.13. [67] El colimite de un diagrama F' es el alto tipo inductivo
colim(F') generado por

e para cada x : I'g, una funcién inc, : F(x) — colim(F),
e para cada z,y : o, v : T'i(z,y), a : F(z) un camino gluey ,(7v,a) :
incy(Fy (7, a)) = incg(a).

Notemos que en 3.5.13 sélo aparecen las reglas de formacién e introduccién;
sin embargo ellas son suficientes para deducir las otras dos. Por eso, libros como
[67] las omiten generalmente. Sin embargo, es importante recordar que ellas son
parte fundamental de cualquier definicién y ayudan a capturar la propiedad uni-
versal del colimite. Decidimos explicitarlas mas adelante, cuando las utilicemos.

Nuestro objetivo es mostrar que E ~ colim(F), con el diagrama F recién
definido arriba. Para esto en primer lugar mostramos que E tiene constructores
analogos a los de 3.5.13.

Lema 3.5.14. Existen funciones:
b 7;TLC<> : Hi:Fo Zw:W OPZ(w) - E;
b gl’u’e<> : Hi,j:Fo Hf:I‘l(i,j) Hazzw:w OP; (w) inc? (]7 fQ(a)) = inc® (Z7 CL).

Demostracion. Para cadai: I, w: W, p: OP;(w), definimos

inc® (i,w,p) = e (zm( )° (w, p))
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Dado I(f(m),d) : T'1 (4, j), entonces

inc® (i, 1(£(m),i)° (w,p)) := e(im(G) 1 f(m), i) (w,p))
= (£ (m) (im(0)° (w,p)))

donde esta ltima igualdad es atestiguada por el camino ap.(Bg(w,p)) via la
proposicién 3.5.8. Por otro, la definicién 3.5.9 nos da un camino

d(m, im(i)° (w,p)) : e( f(m) (im(1)° (w,p)) ) = e(im()° (w.p)).

Por tanto basta tomar glue® (i, j, 1(f(m), 1), (w, p)) := ape(Be (w, p))-d(m, im(i)° (w, p)).
O

En lenguaje categérico, lo que hemos mostrado hasta ahora es que E se
puede ver como un cocono sobre F. Para ver la equivalencia con colim(F),
necesitariamos ver que satisface ademads algun tipo de propiedad de universal
con respecto a las funciones anteriores. En teoria de tipos estas corresponden a
las reglas de eliminacién, que nos permitiran construir la funcién deseada, y de
computacién, que nos garantizaran que la funciéon construida tiene el compor-
tamiento adecuado. Para el colimite colim(F') estas reglas dicen lo siguiente:

Afirmacién 3.5.15. Sea C : colim(F') — U una familia de tipos tal que existen
funciones

e inc: Hi:FO Hazz

o glue : T, ;v I sirs i HarZw:w 0P (w) transport® (glue; ;,inc(j, f0(a))) =

z?z\c(z, a);

w 0P (w) C(inci(a));

w:

entonces existe indeopim(r) Hc:colim(F) C(c), tal que

o~

L. indeoiim(r) : (inci(a)) = inc(i, a);
2. apdind, ;) (gluei,j(fo,a)) = glue(i, j, f,a).
Estas son las reglas que probaremos para E.

Proposicién 3.5.16. Sea C' : E — U una familia de tipos tal que existen
funciones:

e inc: [[ir, Haizw:w OP; (w) C(inc®(i, a));
o gue: I o, e, Has, o opiw) transport® (glue ;, inc(j, f°(a))) =
inc(i, a);

entonces existe una funcién o : [], & C(m), tal que

1. a(inc®(i,a)) = inc(i, a);
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2. apda(glued ;(f0,a)) = glue(i, j, . a).

Demostracion. Gracias a la definicion 3.5.9, construimos la funcién « por medio
de los siguientes pasos:

e Para todo w : W, z : V(w), necesitamos asignar una imagen a e(w, ).
Por la proposicién 3.5.10, existen i : I, w' : W, p’ : OP;(w) tales que
e(w,z) = e(imowmpl@) (w’,p’)), asi que podemos definir a(e(w,z)) =
inc(i, (w',p')). Restarfa mostrar que esta funcién es bien definida en el
sentido que si existen j : I, w” : W, p” : QP;(w") tales que e(w,z) =
e(imom'wl<w) (w”,p”)) entonces inc(i, (w,p')) = inc(j, (w”,p")), es decir,
queremos construir una funcién

e(w',p") = e(w”, p") — inc(i, (w',p")) = inc(j, (w",p")).

Utilizando induccién sobre caminos varias veces (en primer lugar para

hacer w” = w’, luego para hacer j =i y por ultimo para p” = p’) esto se

reduce a definir una funcién en

e(w',p') = e(w’,p') — inc(i, (w', p')) = inc(i, (w', p'),

lo cual es trivial. Observemos también que por construccién a(inc® (i, a)) =
inc(i, a).

e Utilizando la misma notacién del item anterior, démonos ademéas m : M.
Por la proposicién 3.5.8, existe k : I tal que

1(f(m),i)®: Y OPi(w) = > OPy(w).
w:W w:W
A partir de la demostracion de las proposiciones 3.5.8, 3.5.10, resulta que
e(Fm) o im()°(w',p))
= e(im(k) 0 1 (m), ) (w,0))).

e(f(m)(w,x))

Por tanto a(e(f(m)(w,z))) = inc(k,1(f(m),i)°(w’,p')). Por hipétesis
existe un camino

g’lvue(i, E1(f(m),d)°, (w,z)) : transportc(gluegk,ifﬁc(k,l(f(m),i)o((w’,p’)))) = inc(i, (w', p')).

Como por construccién (proposicién 3.5.14) glue?k (f(m), (w,x)) coincide
bésicamente con d(m,w,x), obtenemos la segunda hipétesis de la regla

Eg);. La regla Ecom nos da que apda(glue?’j(fo, a)) = gflvue(i,j, fya).
O
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Teorema 3.5.17. Con la notacion e hipétesis anteriores
E ~ colim(F).

Demostracion. Definimos una funcién « : colim(F) — E por medio de la afir-
macién 3.5.15 utilizando inc®, glue® del lema 3.5.14 como funciones dadas. En
sentido inverso, construimos S : E — colim(F') gracias a la proposicién 3.5.16
tomando inc, glue como datos.

Debemos mostrar, en primer lugar que para todo ¢ : colim(F), pa(c) = c.
Por la regla de eliminacién de colim(F') basta hacerlo para los constructores

Ba(inc(i,a)) = B(inc® (i,a)) = inc(i, a),
apga(gluei;(f°,a)) = aps(glued ;(f°,a)) = gluei;(f°, a).

De manera andloga, para toda z : E quisiéramos que af(x) = z. Por la
proposicién 3.5.16, basta mostrar que

aB(inc® (i,a)) = Blinc(i,a)) = inc® (i, a),

apga(glued ;(f0,a)) = apg(glue; ;(f°,a)) = glue? (£, a).

3.5.2 Distancia

Nuestro objetivo es definir una nocién de distancia en los espacios pragmaticos.
Como antes, la construiremos en términos de la sustraccién. Para esto es util
tener una nocién de subobjeto.

Definicién 3.5.18. Sea E® un espacio pragmatico. Dado X : W — U, diremos
que X es un subobjeto y escribiremos X < E® si existe una inmersién incx :

[Lyow X (w) = E*(w).

Definicién 3.5.19. Sean XY < E®. El tipo X <Y estard habitado por las
funciones g : [[,,.ww X (w) — Y (w) tales que para a : X(w),

incx (w)(a) =ge(w) incy (w)(g(w)(a)).
Observemos que cualquier g : X <Y es una inmersion. En efecto
(9w)(@) = g(w)(®)) = (iney (w)(g(w)(@)) = incy (w)(g(w)(a)))
~ (z’ncx(w)(a) - incx(w)(b))
~ (a = b).

Proposicion 3.5.20. Para todos X,Y < E® el tipo X < Y es una mera
proposicién.
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Demostracion. Sean ¢g1,¢g2 : X <Y. Paracada a : X(w), tenemos por definicién
que el tipo

incy (gl(a)) = incx(a) = incy (92 (a)>
estd habitado. Como incy es un inmersion, g1 (a) = ga2(a). O
Proposicion 3.5.21. < es una relacién de orden sobre los subobjetos de E*.

Demostracion. La reflexividad y la transitividad son inmediatas. Veamos la
antisimetria. Sean ¢ : X <Y y h:Y < X. Como X < X y Y <Y son meras
proposiciones, hg = Idx y gh = Idy. Asi, X es equivalente a Y y gracias al
axioma de univalencia X =Y. O
Definicion 3.5.22. e —por Para cada X, Y < E® existe

(X - Y) LW = U.

e —1,t Dada w: W, si existen
1. w' : W, n:N tales que w : I""(w’) con n <

2. t: E*(w'), tal que

Z incx(a) =ge(w) t,

a: X (w’)
[T —(iney (®) =ge () 1)
b:Y (w’)
entonces subs(t) : (X —Y)(w).

e —miSealC : [, w (X—Y) (w) — U. Supongamos que para cadaw : W'y
cada subs(t) : (X —Y)(w) existe a(w, subs(t)) : C'(w)(subs(t)). Entonces
existe una funcién ind— (o) : [[,,.w [ Ts.(x—v) () C(@)(s).

® —com En las condiciones de la regla anterior, tenemos que ind_ («, w, subs(t)) =

a(w, subs(t)).
Proposicion 3.5.23. Sean X,Y,Z < E®. Entonces X — Y < Z si y solo si
X<YvVZ
Demostracion. Como X —Y < Zy X < YVZ son meras proposiciones basta con

definir funciones (XfY < Z) = (X < sz) y <X < sz) = (XfY < Z).

1. =. Supongamos que X — Y < Z esta habitado, digamos por una funcién
g. Queremos definir un término a(g) en [[,.w X(w) = Y(w) V Z(w).
Sean w: W y a: X(w). Como

H =(incy (b) =ga(w) incx(a))

b:Y (w)

es una mera proposicién, tenemos dos casos:
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e Que este tipo esté habitado, en cuyo caso sub(a) : (X —Y)(w). En
este caso podemos definir a(g)(w)(a) := inr(g(w)(a)).

e Que este tipo no esté habitado. Entonces existe algin b : Y (w) tal
que incy (b) = incx(a). Asi podemos definir a(g)(w)(a) := inl(b).

2. <. Sea h: [[,.wX — Y + Z dada. Queremos definir para cada w : W
una funcién S(h)(w) : (X —Y)(w) = Z(w). Por —y basta trabajar con
los términos de la forma subs(t). Veamos que [[;.y () =(h(z) = inl(b))
estd habitado. En efecto, si existieran b : Y (w’) con un camino en h(x) =
inl(b) podemos construir un camino en

t =incy (a) = incyyz(h(x)) = incyyz(inl(b)) = incy (b)

(dado que el diagrama

Y
inl\[
h

X——YVZ

incx E

debe conmutar por ser todos subobjetos de E) lo cual contradice la definicién
de subs(t). Por tanto debe existir ¢ : Z(w’) tal que h(xz) = inr(c). Asi
podemos definir 3(h)(w)(subs(t)) := clo,. O

A partir de aqui podemos definir la diferencia simétrica
XAY = (XfY) v (Y7X>,

la cual cumplird el papel de distancia en E*. Como ya hemos mencionado, esta
no s6lo mide la diferencia entre el nivel X (w) y Y (w), sino que también tiene en
cuenta la posicién de w dentro del orden de W: mientras més profundo se en-
cuentren las diferencias, mientras mas distintos sean los conceptos arquetipicos
en que se basan X, Y, mas grande serd la distancia entre ellos. Esto es impor-
tante porque como habiamos tratado de mostrar antes, es en estas diferencias
donde reside la clave de la comprensién del signo.

Observemos también que en los espacios pragmaticos los interpretantes son
concebidos en primer lugar como entes aislados. Es después que el intérprete en-
cuentra similitudes entre ellos. Asi, la distancia entre dos de ellos X, Y empieza
siendo maxima y, conforme vamos tendiendo caminos entre ellos (dependiendo
fundamentalmente de la profundidad de estos caminos), la distancia entre e-
llos empieza a disminuir. Incluso podria llegar un punto en que esta se torne
despreciable. Parece insensato pensar que podemos llegar a tender todos los
caminos entre X, Y de tal forma que resulten equivalentes, pero podemos fijar
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una familia de subobjetos M = {M;} de E® tal que si XAY < M;, para algtin
M; : M, se cumple algun propésito particular del intérprete. Por ejemplo, si
X, Y fueran obras artisticas, podemos pensar que esta familia indica que traten
el mismo tema, o si es mas pequena que una esta influenciada por la otra, o que
una es una imitacién, etc. (Analizaremos un ejemplo en la seccién 4.3). Esto es
lo que hay detras de la siguiente definicién.

Definicién 3.5.24. Sean E* un espacio pragmatico y M = {M;} una familia
de subobjetos de él. Entonces el tipo Sub(E®)s serd definido por los siguientes
constructores

e para cada X < E® existe S(X) : Sub(E®)r;

e dados X, Y < Sub(E%)p, si XAY < M, entonces exite un camino
m(X,Y): S(X)=S5() en Sub(E*) ;.

Los caminos de E® pueden ser pensados como caminos de primer orden,
que igualan elementos de interpretantes, mientras que los de Sub(E®) s son de
segundo orden, dado que relacionan interpretantes. En la secciéon 4.3 veremos
una aplicacién de estas ideas.

3.6 MP en HoTT y arquitectura peirceana

Al igual que en el capitulo anterior, terminaremos haciendo un breve resumen
de lo que hemos logrado matematizar del pensamiento peirceano. Nuestro ob-
jetivo consistia en estudiar una version modalizada de la maxima pragmatica
en términos de la teoria homotdpica de tipos. Para eso empezamos trasplan-
tando los operadores modales de bi-Heyting ¢,, ¢ en esta teorfa. La nueva
definicién fue analoga a la antigua con CI, haciendo la funcién de la iteracion
de las dos negaciones de bi-Heyting ~ —. Escogimos trabajar con CI antes de
definir ~, porque de esta forma pudimos resaltar la conexién del operador ¢
con la hacificacién de prehaces y la de los ¢,, con cuasihaces (donde no garanti-
zamos el pegamiento de familias compatibles arbitrarias, sino de aquellas cuya
“complejidad” se encuentra acotada). Desde un punto de vista filoséfico, es-
tamos acoplando fragmentos locales de verdad para obtener mds generales (el
subindice n gobernando cada paso del proceso).

Un andlogo a los espacios pragmaticos de bi-Heyting también fue definido.
En este caso la continuidad es expresada en términos de caminos. Tenemos
caminos de dos ordenes distintos: los usuales de la teoria, que actian entre
los elementos constituyentes de las interpretaciones, y los definidos en 3.5.24,
que actdan entre las interpretaciones mismas. Estos pueden ser pensados como
lineas de “evolucién” que nos indican como los conceptos se van transformando
conforme nos vamos moviendo a lo largo del espacio.

Es maés, podria pensarse en desarrollar unos graficos evolutivos, similares
a los existenciales peirceanos. Demos algunas pocas ideas sueltas en este sen-
tido: la hoja en blanco seria el espacio pragmatico de todas las posibles in-
terpretaciones de un signo; un corte representaria la frontera de una region-
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interpretacién dentro del grafico; aserciones escritas dentro de un corte re-
presentarian afirmaciones hechas sobre el signo en la interpretacién dada; una
linea delgada representaria como se va transformando una de tales afirmaciones;
una linea gruesa representaria cémo se va transformando una de tales regiones.
Aunque la idea es que las evoluciones indicadas por las lineas sean continuas,
en la practica tendremos saltos discretos dado que sélo podemos trabajar con
un ndmero finito de afirmaciones e interpretaciones. Podriamos denotar estos
saltos con un pequeno tridngulo donde indicariamos su longitud. Por ahora
estas ideas no constituyen mas que una notacién que podria resultar ttil para
guiarnos cuando necesitemos interpretar un signo.

También definimos versiones de los operadores —, A\ en teoria de tipos. La
ventaja de estos con respecto a los del segundo capitulo es que estan dotados
con una graduacién explicita dada por el orden del tipo W. Esto nos permite
discriminar las aserciones de cada interpretacién y las interpretaciones mismas
de acuerdo con su importancia para la comprension del signo.



4.

Aplicaciones

En este capitulo pretendemos utilizar la filosofia peirceana y las herramien-
tas matematicas desarrolladas a lo largo de este trabajo para analizar diversas
obras artisticas y literarias. Empezamos haciendo un bosquejo del contenido
del capitulo.

En 4.1 estudiamos los FEnsayos de Montaigne a partir de la maxima
pragmatica, en especial en términos de la formaciéon de hébitos a partir
de las ciencias normativas. Por el lado matematico, utilizamos las ideas
detréas de los resultados de la seccién 2.2.

En 4.2 examinamos el Atlas Mnemosyne de Aby Warburg a partir de los
espacios pragmaticos del capitulo 2.

En 4.3 analizamos la influencia de distintas leyendas musulmanas en la
Divina Comedia de Dante, empleando de nuevo espacios pragmaticos,
pero esta vez en la versién del capitulo 3 basada en el concepto de camino.
También definimos una formalizacién de la medida de creatividad basada
en qué tan aislada esté una interpretacion dada del resto del espacio
pragmatico.

En 4.4 estudiamos la interpretacion figural de la Biblia desde la teoria de
haces. Este es un ejemplo interesante de una interpretacién de un signo
con una estructura matemaéatica compleja.

En 4.5 investigamos el Libro de los Pasajes de Walter Benjamin desde
la perspectiva del pragmaticismo, tratando de mostrar cémo entendia y
juzgaba la importancia de los acontecimientos historicos desde la teoria
del cambio de hébito. Ademds, este ejemplo nos ayudard a intuir en
los espacios pragmaticos algunas propiedades matemaéticas: continuidad,
adimensionalidad, linealizacién, etc.

En 4.6 mostramos céomo la fenomenologia descrita en la novela Escuela
de Mandarines de Miguel Espinosa tiene asombrosas similitudes con la
pragmaticista. También analizamos un episodio de esta obra desde una
perspectiva semiética, enfatizando como se pueden apreciar la definicién
de signo y los tres interpretantes peirceanos (p. 7).

149
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e Finalmente, en 4.7 revisamos la pelicula Rashomon de Akira Kurosawa
utilizando los conceptos de G-separabilidad y G-pegabilidad descritos en
la seccién 1.2. Tratamos de mostrar como estas nociones nos ayudan a
reconstruir un hecho a partir de multiples testigos contradictorios.

Por otro lado, uno de los grandes problemas de los estudios peirceanos son las
llamadas pruebas del pragmatismo, demostraciones formales en un cierto con-
texto matematico de la maxima pragmatica. Aunque las ideas expresadas en
esta tesis podrian ser pensadas en esta linea! y el mismo Peirce motivé la reali-
zacion de este tipo de pruebas en el contexto de los graficos existenciales, ellas
van en contravia del sentido mismo pragmatismo [72]. Examinemos el concepto
de verdad en Peirce “Mentes diferentes pueden partir con los mas antagdnicos
puntos de vista, pero el progreso de la investigacién, por una fuerza exterior a las
mismas, las lleva a la misma y tinica conclusién. Esta actividad del pensamiento
que nos lleva, no donde deseamos, sino a un fin preordenado, es como la ope-
racién del destino. Ninguna modificacién del punto de vista adoptado, ninguna
seleccién de otros hechos de estudio, ni tampoco ninguna propensién natural de
la mente, pueden posibilitar que un hombre escape a la opinién predestinada.
Esta enorme esperanza se encarna en el concepto de verdad y realidad. La
opinién destinada a que todos los que investigan estén por tltimo de acuerdo en
ella es lo que significamos por verdad, y el objeto representado en esta opinién
es lo real”?. Desde este punto de vista, la verdad de la méxima pragmética
se verifica en que pensadores de distintas épocas y enfrentados a problematicas
muy distintas, lleguen esencialmente a ella. Tal parece ser la opiniéon del mismo
Peirce, que utilizando como imagen las aguas del rio del pragmatismo escribio:
“Socrates se band en esas aguas. Aristételes se regocija cuando puede encontrar-
las. Corren, donde uno menos sospecharia, bajo las secas montanas de basura de
Spinoza. Las limpias definiciones que cubren las paginas del Essay concerning
Humane Understanding (renuncio a cambiar la ortografia) habian sido lavadas
en esas mismas fuentes de agua pura. Fue este mismo medio, y no aguas de
brea, lo que dio fuerza y salud a las primeras obras de Berkeley, su Theory of
Vision y lo que queda de sus Principles. De ese medio obtienen las posturas
generales de Kant la claridad que poseen. Augusto Comte usé todavia més
-mucho maés- ese elemento, tanto como vio que podia usarlo”®. Aunque nos
resistimos un poco a afirmar una opinién tan radical, si pensamos que cuando
un problema cumple con ciertas caracteristicas, que esperamos ir clarificando
a lo largo de nuestra exposicion, la solucién es expresada en términos prag-
maticistas. Asi que, al mismo tiempo que los siguientes trabajos pueden verse
como una reinterpretacién de ciertas obras en términos pragmaticos, deberian
también considerarse como evidencias de la veracidad del pragmatismo.

IMés que tratar de demostrar la mixima pragmética en teorfa de categorias o de tipos,
nuestro objetivo es utilizar herramientas matematicas para entenderla, en vistas a mejorar su
aplicabilidad en casos como los que estudiaremos en este capitulo.

2C6mo esclarecer nuestras ideas (1878) [57].

3 Pragmatismo (1907) [57].
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4.1 Ensayos, Michel de Montaigne

En esta seccién examinaremos la obra de Montaigne desde una perspectiva
pragmaticista. La metodologia que utilizaremos sera, en primer lugar, mostrar
que el problema del entendimiento del signo es en cierta medida andlogo al
problema abordado en los Ensayos, enfatizando que Montaigne era consciente
de las caracteristicas fundamentales del problema; para después ver cémo la
solucion propuesta en esta obra se corresponde casi exactamente con la maxima
pragmatica.

4.1.1 El problema de la identidad y la maxima pragmatica

La pregunta que trata de responder Montaigne en sus Ensayos es una de auto-
referencia: ;Quién es Michel de Montaigne? Esta no debe tomarse a la ligera
ni en sus ambiciones ni en metodologia: Montaigne trata de hacerse un retrato
completamente fiel de su persona y para esto se vale de un procedimiento que
podriamos calificar como cientifico, en el sentido que aclararemos a continuacién.
En realidad, los alcances de estas ambiciones lo llevan a enfrentarse a la pregunta
mas general ;Qué es el hombre?, central en la historia de la filosofia y a la cual
se ha tratado de responder desde tantos enfoques como escuelas filoséficas hay.
Trataremos de mostrar que la respuesta dada por Montaigne a ambas preguntas
es pragmatista, en el més preciso significado peirceano del término.

En primer lugar, Montaigne al igual que Peirce es un experimentalista: cada
uno de los textos que constituyen sus Ensayos debe pensarse como un experi-
mento?, en el sentido moderno que tiene en psicologfa (experimento de Milgram,
de Asch, de Sherif). Asi, en la mayorfa de los Ensayos se planea un situacién
determinada y se estudia la conducta humana en dicha situacién. Por ejemplo,
la situacién planteada en el primer ensayo es: ;jqué actitud nos ablanda maés
los 4nimos en aquellos que nos han ofendido, cuando tenemos la venganza en
nuestra mano y se encuentran a nuestra merced: que susciten lastima y piedad
dando muestras de sumisiéon o que muestren osadia, firmeza y determinacion? El
ensayo en si es la determinacion de la conducta de una serie de personas, incluido
Montaigne mismo, en esta situacién. Pero mas adelante nos adentraremos en la
estructura que tienen los ensayos. Lo que queremos resaltar por el momento es
que, al igual que Peirce considera la definicién completa de un concepto como
“todos los fendmenos experimentales concebibles que la afirmacién o negaciéon
de un concepto pueda implicar” y que “no hay absolutamente nada mds en
ello”®, Montaigne considera al hombre en general y a si mismo en particular,
como la suma de resultados de experimentos como los llevados a cabo en sus
ensayos. Parafraseando el enunciado de la méxima pragmaética, podemos decir

4La palabra Ensayo viene del latin ezagium que significa accién de pesar exactamente
algo. La siguiente cita nos puede ayudar a clarificar el concepto que este término tenia para
Montaigne “Et me poise tant de poiser a autruy, qu’és occasions ou le devoir me force d’essayer
la volonté de quelqu’un...” (Me pesa tanto pesar a los demds, que cuando el deber me obliga
a poner a prueba la voluntad de alguno...) Libro III, Ensayo 5.

5Qué es el pragmatismo (1904) [57].
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que para este escritor, “la esencia entera de cualquier hombre consiste en el total
de todos sus modos de conducta racional que, condicionalmente sobre todas las
circunstancias posibles, seguirfa en dicha circunstancia”®.

Segin Zalamea, “una doble polaridad tensa el sistema de Peirce: horizon-
talmente, dentro de cada contexto fijo de interpretacién, la accién-reaccion (se-
gundidad) entre polos locales da lugar a multiples efectos visibles y medibles;
verticalmente, a lo largo de clases adecuadas de contextos, la mediacién (ter-
ceridad) entre polos globales permite acordonar los efectos y encontrar tramas
comunes” [74, p. 26]. Veamos cémo funcionan ambas polaridades en Montaigne.

De un punto de vista matematico, esta doble polaridad podria explicarse de
la siguiente manera. Sea Z una categoria de indices y C la categoria de todos
los posibles ensayos que hubiera podido escribir Montaigne. Esta tltima puede
considerarse de bi-Heyting, con la sustraccion indicandonos simplemente qué
nos dice un primer ensayo que no nos diga un segundo. Sea F' : Z — C un
funtor. Surgen entonces dos estructuras de bi-Heyting: una primera horizontal
en cada Fi dada por el dlgebra sub(F'i); y una segunda vertical sobre subclases
de ensayos dada por la estructura sub(Z) (seccién 2.2). En cada una de ellas,
la polaridad esta definida a partir de /A. Este doble juego dialéctico es la clave
para acotar un ente proteico, como justificaremos més adelante.

4.1.2 Polaridad horizontal

El principal problema al que se enfrenta Montaigne en su estudio autodescriptivo
es el de la variabilidad intrinseca del ser humano. Esta preocupacién recorre
transversalmente su libro:

e “Preciso es reconocer que el hombre es cosa pasmosamente vana, variable
y ondeante, y que es bien dificil fundamentar sobre él juicio constante y
uniforme”. Libro I, ensayo 1.

e “Todas las ideas mds contradictorias se encuentran en mi alma, en algin
modo, conforme a las circunstancias y a las cosas que la impresionan: ver-
gonzoso, insolente; casto, lujurioso; hablador, taciturno; laborioso, negli-
gente; ingenioso, torpe; malhumorado, de buen talante; mentiroso, veraz;
sabio, ignorante; liberal, avaro y prédigo; todas estas cualidades las veo en
mi sucesivamente, segin la direccién a que me inclino. Quien se estudie
atentamente encontrara en si mismo y hasta en su juicio igual volubilidad y

SEn realidad, Montaigne nunca habla de lo que segin su concepcién es un hombre. Sin
embargo, desde la primera pégina, en un advertencia Al Lector, escribe que “el tnico fin
que me he propuesto con él [su libro| es doméstico y privado [...] Lo he dedicado al interés
particular de mis parientes y amigos, para que, una vez me hayan perdido -cosa que les
sucederd pronto-, puedan reencontrar algunos rasgos de mis costumbres e inclinaciones, y
para que asi alimenten, més entero y mds vivo, el conocimiento que han tenido de mi. [...]
Quiero que me vean en mi manera de ser simple, natural y comin, sin estudio ni artificio.
Porque me pinto a mi mismo. [...] Asi, lector, soy yo mismo la materia de mi libro”. Dado que
las tnicas descripciones que encontramos de Montaigne en sus ensayos, son la forma en que
actuaria en una situacién particular, se infiere que implicitamente su concepcién del hombre
es en efecto pragmatista.
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discordancia. Yo no puedo formular ninguno sobre mi mismo que sea con-
cluyente, sencillo y sélido, sin confusion y sin mezcla, tampoco resumirlo
en una palabra: Distingo es el término mas universal de mi légica.” Libro
II, Ensayo 1.

e “Al cabo, ni nuestro ser ni el de los objetos poseen ninguna existencia
constante. Nosotros, y nuestro juicio, y todas las cosas mortales, fluimos
y rodamos incesantemente. Por lo tanto, nada cierto puede establecerse
del uno al otro, siendo asi que tanto el que juzga como lo juzgado estan
en continua mutacién y movimiento.” Libro II, Ensayo 12.

e “El mundo no es méas que un perpetuo vaivén. Todo se mueve sin des-
canso. . . No puedo fijar mi objeto. .. No pinto el ser; pinto el transito. .. Es
muy cierto que tal vez me contradigo, pero la verdad, como decia De-
mades, no la contradigo. Si mi alma pudiera asentarse no haria ensayos,
me mantendria firme; estd aprendiendo y poniéndose a prueba.” Libro III,
Ensayo 2.

La estructura de su obra es la respuesta a este problema. Analicemos la situacion
desde una perspectiva pragmaticista. A la variabilidad del hombre, y si quere-
mos, a la variabilidad incluso del mundo, se opone el concepto de habito. Veamos
cémo se forman los habitos segin Peirce:

De este modo, si un hombre tiene el propdsito general de hacer bella
la decoracién de la casa que estd construyendo [...] fue que hizo
efectivamente decoraciones en su mundo interior y, segun los resulta-
dos, experimenté en algunos casos sentimientos que le estimularon a
tratar de reproducirlas, mientras que en otros casos los sentimientos
posteriores a la contemplacién de los resultados provocaron esfuerzos
para evitarlas o modificarlas, y mediante esos ejercicios se produjo
un hébito que, como sabemos, afectard no sélo a sus acciones en el
mundo de la imaginacién, sino también a sus acciones en el mundo

de la experiencia [...] Ha de sefialarse que al llamar a un hébito
“auto-controlado”, no quiero decir que esté en poder del hombre
que lo tiene deshacerse de él [...] sino que lo que quiero decir es que

ha sido desarrollado segtin el proceso que acabo de describir en el que
sentimientos criticos respecto a los resultados de ejercicios exteriores
e interiores estimulan fuertes esfuerzos para repetir o modificar esos
efectos”.

Examinemos este pasaje en detalle. En primer lugar, para formar un habito
necesitamos llenar nuestra mente de interpretantes. Esto es lo que en capitulos
anteriores expresabamos con la idea de coproducto. En los ensayos de Mon-
taigne, después de plantearse el tema sobre el que este versard, se procede a
hacer un catdlogo relativamente exhaustivo sobre las distintas actuaciones hu-
manas en esta circunstancia especifica. Para esto Montaigne se vale de ejemplos

7 Pragmatismo (1907) [57].
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clésicos tomados de la tradiciéon grecolatina, de la que era un gran conocedor, y
anécdotas acaecidas a personas que habian tenido contacto directo o indirecto
con él.

Después, segun el mismo pasaje de Peirce, se debe determinar el efecto
que cada uno de estos interpretantes causa en nosotros. Aqui interviene una
parte importante del pragmatismo peirceano, las ciencias normativas. Peirce
las define como aquellas que tratan “de las leyes de conformidad de las cosas
con los fines”. Aunque él habla solamente de habitos autocontrolados, ellos son
s6lo un tipo especial de interpretante, el interpretante intelectual ultimo; en
general podemos decir que estas ciencias rigen la formacién de todos ellos. En
analogia con la teoria de categorias, donde dados F': Z — C y J una categoria
plena de Z, considerdbamos los { F'j } je 7 como el conjunto de efectos de un signo
y al limite L7 de F|7 como el interpretante al que ellos dan lugar, la forma en
que las propiedades especificas de C rigen la formacion de Ly es andloga a la
manera como las ciencias normativas gobiernan la formacién del interpretante
intelectual.

Peirce distingue tres ciencias normativas: la estética, que estudia aquellas
cosas cuyos fines estriban en encarnar cualidades de sentimiento, la ética cuyos
fines radican en la accién, y la légica cuyo fin es representar algo. El afirma que
la logica debe basarse en la ética y sugiere que la ética debe fundamentarse en
la estética.

En Montaigne, la funcién de las ciencias normativas la ejerce el juicio. En
el juicio estan presentes implicitamente las tres ciencias normativas. Diversos
autores han explicitado estos tres aspectos en sus criticas. Por ejemplo, Hatzfeld
resalta la parte logica al establecer que el juicio es la habilidad de “discerner le
vrai du faux” [32, Tomo 2, p. 1359]. Compayre habla de su funcién ética, muy
similar al pragmatismo: “To judge well, lastly, is to be able and ready to act
well” [24, p. 66]. Finalmente, La Charité habla de su parte estética: “When
Montaigne speaks of the training of judgment, he often implies the formation
of taste, style, manner or gout” [35, p. 28].

El juicio tiene en Montaigne una funcién auto-creadora. Las diferentes op-
ciones de accién le ayudan a determinar la suya: “Ambos medios arrastrarianme
facilmente, pues, yo me inclino en extremo a la misericordia y a la mansedum-
bre. De tal modo, que a mi entender, mejor me dejaria llevar a la compasion
que al peso del delito” (Libro I, Ensayo 1), “Yo me inclino mejor a la actitud
del primer filésofo, no porque sea més agradable reir que llorar, sino porque lo
primero supone mayor menosprecio que lo segundo” (Libro I, Ensayo 50). En
términos mas peirceanos, al leer de una de tales actuaciones, Montaigne siente
sentimientos de simpatia o rechazo que tratard de reproducir. Para que esto
funcione es necesario que se tengan polaridades para evaluar el sentimiento que
genera cada una de ellas.

Uno de los casos més interesantes para analizar es su postura ante la muerte,
uno de sus temas preferidos, que abordé en varios escritos, como Que filosofar
es prepararse a morir en el Ensayo 19 del libro I o Costumbre de la Isla de
Cea en el Ensayo 3 del libro II. Lo més sorprendente es el tono que adopta.
Cuando habla de las posturas clasicas a favor del suicidio, las defiende con tal
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multitud de ejemplos y razones, que pareceria que Montaigne estd a favor de
él. Pero con el mismo ahinco defiende las posturas en contra. Esto muestra
qué tan en serio vivia las dintintas posturas antes de tomar una resolucion.
En términos del algoritmo cenopitagorico de interpretacion, él trata de situarse
con la mayor precisién posible en un espacio vago, difuso y contradictorio de
posiciones igualmente validas. Explicarse a si mismo las distintas posturas,
poder verlas y entenderlas para después precisar su posicion.

Esta forma de trabajo pudo tener su origen en la coyuntura histérica en
que se desarrollé su vida: las guerras religiosas entre catélicos y protestantes.
Aunque Montaigne pertenecia a la primera congregacion, varios de sus familiares
eran de la segunda, y ademas tuvo que lidiar con ser alcalde de Burdeos, ubicada
a medio camino entre los dos bandos. Esto lo obligd a aprender a estar en paz
con dos posiciones irreconciliables y es esto lo que se ve reflejado en su obra.
Tuvo tanto éxito en su proceder que fue reconocido como caballero de la cdmara
por Enrique de Navarra (protestante), al tiempo que mantuvo su estatus en la
corte del rey de Francia (catélico) [29, p. 170].

4.1.3 Polaridad vertical

La méaxima habla de que para obtener una comprensiéon completa del signo debe-
mos trabajar con all the possible circumstamces. Pero estas son necesariamente
infinitas, por lo que no pueden ser abordadas en ninguna obra, en particular en
un libro. Montaigne también era consciente de que para lograr su objetivo su
obra deberia apuntar a la totalidad: “yo no pinto el ser, pinto el pasar, y no
pasar de una edad a otra o, como dice el pueblo, de siete en siete anos, sino
de dia en dia, de minuto en minuto (Libro II, Ensayo 1)”. Por eso divide su
obra en capitulos y en cada uno de ellos aborda un tema diferente. Pero la
clave del método, para que finitos contextos capten de alguna manera todos los
posibles, esta en el azar: “Las fantasias de la musica el arte las acomoda, las
mias el acaso”[50, Libro 3, Ensayo 2]. Asi Montaigne empieza hablando de los
motivos que nos inclinan a la piedad, el siguiente capitulo habla de las formas
que toman el maximo dolor, y después sobre lo que €l considera el mas comun
de los errores humanos: no estar concentrado en si mismo por la preocupacion
al porvenir, y asi sucesivamente. Tampoco es raro que aborde varios temas en
un capitulo y que termine hablando de algo completamente distinto a lo que
se propuso en un principio. Los temas de cada capitulo deben ser elegidos con
el criterio més arbitrario posible para generar puntos suficientemente separados
en el espacio pragmético. De esta manera su envolvente en el paso (3) del algo-
ritmo puede captar de la mejor manera el todo. Esto le generé algunas criticas,
particularmente famosa es la de Pascal: “la confusion de Montaigne, qu’il avait
bien senti le défaut d’une droite méthode, qu’il I’évitait en sautant de sujet en
sujet”[56, volumen 2, p. 27] (la confusién de Montaigne, quién sintié la falta de
un método correcto, por lo que saltaba de tema en tema). Sin embargo, a la luz
de los resultados del capitulo 2 esta era la manera mas adecuada de proceder.
Con la informacién dada, el lector puede hacerse una idea de la forma en que
reaccionaria Montaigne ante una situacién dada comparandola con la forma en
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que reaccionaria ante las circunstancias descritas en sus ensayos. Esto depende
de qué tan alejada esté la nueva situacién de las ya consignadas, por eso es tan
importante la variedad y la multitud de los temas. Obtenemos asi una suerte
de método de extrapolacién.

Finalmente, la siguiente cita de Auerbach donde describe el método seguido
por Montaigne en sus ensayos puede ser aplicada perfectamente a la méxima:

“Aquel que desee describir exacta y objetivamente algo que se
halla en continua mudanza debe plegarse también a sus cambios e-
xacta y objetivamente; debe describirlo en la mayor cantidad posible
de experiencias y en la forma en que cada vez se comporta, y de
esta manera podra llegar a circunscribir el d&mbito de sus cambios
posibles, obteniendo finalmente, su imagen total.”[9, p. 270]

La obra de Auerbach se caracteriza por sus profundas intuiciones geométricas,
que al menos a nosotros nos recuerdan constantemente el concepto matematico
de haz (en la seccién 4.4 veremos cémo otra de sus citas nos lleva a una inter-
pretacién “hacificada” de la Biblia). Si consideramos que las matematicas no
son mas que un fenémeno cultural y por tanto sujeta a respuestas a su medio
sociohistérico, esta analogia se vuelve aun mas interesante: la obra cumbre de
Auerbach Mimesis fue redactada durante su exilio en Estambul entre 1942 y
1945, exactamente los mismos anos en que Jean Leray desarrollaba la teoria de
haces en un campo de prisioneros en Austria. ;Estas ideas habréan surgido como
una réplica geométrica-reconstructiva al caos en que ese momento se encon-
traba el mundo? Los trabajos de Benjamin y Warburg, realizados en la misma
época como analizaremos en las siguientes secciones, y la obra matematica de
Grothendieck, sugieren que una respuesta afirmativa es admisible. Sin embargo
plantearla completa y explicitamente excede por mucho los alcances de este
trabajo.

Retornando a la cita de Auerbach aplicada particularmente a Montaigne,
podemos pensar en un haz formado de la siguiente manera: el espacio base
T seria el tiempo de vida del ensayista y el espacio desplegado las creencias-
acciones (indistinguibles desde un punto de vista pragmadtico) que dicha persona
tenfa en un momento determinado. Las secciones de este haz muestran como las
creencias no son instantaneas sino que se desarrollan en el tiempo: las creencias
puntuales no son més que un limite de creencias locales [20]. Como es usual,
este haz puede reescribirse funtorialmente asignando a cada abierto U de T las
creencias-acciones que una persona tenia en ese intervalo de tiempo. La idea
es determinar o al menos acotar el cambio de la imagen F' cuando varia U. La
cita de Auerbach, al igual que nuestra discusién previa, destaca que debemos
seleccionar el mayor nimero de experiencias claves para circunscribir el dmbito
de sus cambios posibles. En esta acotacion entran en juego los operadores {0, }
que, como hemos mencionado anteriormente, funcionan como un tipo de “aura”
en expansiéon alrededor del objeto: mientras mas grande sea n, mas lejana en el
tiempo es la predicciéon que podemos hacer de un habito-secciéon en particular.
Ellos terminan funcionando como una red para atrapar las vecindades alrededor
de F(U).
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4.2 Atlas Mnemosyne, Aby Warburg

Con el nombre de Atlas Mnemosyne (por Mnemosyne personificacién de la
memoria en la mitologia griega) se conoce un montaje realizado por el historia-
dor de arte Aby Warburg (1866-1929), comenzado en 1924 y en el que trabajé
hasta el momento de su muerte. Estaba formado por sesenta y tres pane-
les (tablas de madera de 150x200cm cubiertas por un pafo negro y en donde
fueron colocadas fotografias, recortes de libros y periédicos), de los que sélo se
conservan fotografias en blanco y negro de 18x24cm, que pretendian mostrar en
principio la persistencia de ciertas iméagenes paganas durante el renacimiento
europeo. Més alld de una mera recopilacién iconografica, como cualquier obra
realmente interesante, estd sujeta a miultiples interpretaciones. En este trabajo
pretendemos hacer un anélisis del Panel B (figura 4.1) en términos de la con-
trastacién de imagenes que representan la relacion del hombre con el universo.

Partamos de un anélisis de las imagenes por separado, resaltando los diver-
sos niveles de lectura que puede realizar un observador. Para facilitar nuestra
exposicién utilizaremos la numeracion de las imagenes dada en la figura 4.2.
Al observar la imagen numero 1 lo primero que nos per-
catamos es que los brazos son desmesuradamente largos,
extendiéndose hacia los bordes de un circulo azul identi-
ficable con el cielo gracias a la presencia del sol, nubes y 3

vientos. La imagen pertenece al Liber Divinorum Operum 1 2 4

de Santa Hildegarda (siglo XII). “La figura humana es tan
larga como ancha si las manos y los brazos se extienden
por igual desde su tronco. Es asi porque el firmamento 5 7 8
también es tan largo como ancho” [33, p. 814]. Segin
Saxl, esta concepcién puede remontarse hasta un mito s |2
irani de la creaciéon que cuenta que “el Primer Hombre,
Vida Mortal, fue creado a imagen del universo tan bri-
llante como el sol. Su anchura era igual a su altura, su
piel era el cielo y su carne la tierra”[64, p. 59]. Figura 4.2:

La imagen 2, tomada de un manuscrito griego del siglo
XV, presenta una figura humana rodeada por los signos zodiacales. El hombre
lleva una porra y tiene un pano bajo el brazo, lo que permite identificarlo con
Hércules. A pesar de la existencia de lineas asignando partes corporales a signos
del zodiaco no parece claro [64, p. 60] si dicha relacién buscaba un significado
astrologico general o era una representaciéon particular de “Heracles, vestido
de estrellas, senor del fuego, principe del universo” como es descrito en las
Dionisiacas de Nono.

La imagen 3 es un hombre zodiacal perteneciente a las “Tres Riches Heures
du Duc de Berry”. En ella se nos presentan dos figuras humanas (correspon-
dientes a los dos sexos) y también los signos del zodiaco duplicados: un primer
juego esta superpuesto a una de las figuras humanas enfatizando la influencia de
este sobre el cuerpo humano, y un segundo juego esté sobre un elipsoide reglado
sugiriendo que esta influencia puede ser calculada. El dibujo estd completado

10




CAPITULO 4. APLICACIONES 158

Figura 4.1: Panel B
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por cuatro inscripciones en latin describiendo las propiedades de cada signo
de acuerdo a las cuatro complexiones (caliente, frio, hiimedo o seco), los cua-
tro temperamentos (colérico, melancélico, sanguineo y flemético) y los cuatro
puntos cardinales: “Aries, Leo y Sagitario son calientes y secos, coléricos, mas-
culinos, orientales”; “Tauro, Virgo y Capricornio son frios y secos, melancdlicos,
femeninos, occidentales”; “Géminis, Acuario y Libra son calientes y huimedos,
sanguineos, masculinos, surenos”; “Céancer, Escorpién y Piscis son calientes y
hdimedos, fleméticos, femeninos, nortenios” [13].

La imagen 4 describe intrucciones para realizar sangrias segin el Hamburger
Historienkalender (1724); la 5 presenta una divisién del cuerpo humano para
practicar sangrias segin un manuscrito aleman del siglo XV; y 6 ensena plazos
buenos y malos para realizar sangrias y sus consecuencias segtin un calendario
elaborado en Basilea en 1499 por Lienhart Ysenhut. Las sangrias eran una
practica médica muy utilizada al menos desde los tiempos de Hipdcrates hasta
mediados del siglo XIX. Se crefa que estas debian realizarse en determinadas
partes del cuerpo en ciertos dias del mes de acuerdo a la posicion de los planetas
y los signos del zodiaco, por lo que calendarios de este tipo fueron bastantes
comunes.

La imagen nimero 7 corresponde al famoso Hombre de Vitruvio de Leonardo
da Vinci. Este artista identifica lo bello con lo natural, por lo que investigd
sistematicamente los procesos mecanicos y anatomicos del cuerpo humano, en
aras de desarrollar una teoria de las proporciones cientifica para alcanzar este
ideal.

La imagen 8 es un estudio de las proporciones del hombre hecho por Hans
von Kulmbach en 1513 titulado “Las proporciones ideales del cuerpo humano
segiin Durero”. Durero se orient6 hacia una ciencia puramente antropométrica,
pero a diferencia de da Vinci, estimaba que esta debia ser mas instructiva que
préactica. Su busqueda disciplinada y desinteresada estaba mas orientada al
saber por el saber, renunciando decididamente a la ambicién de descubrir un
tnico canon ideal de belleza [54].

En las imagenes 9,10 en primer plano aparece un dibujo detallado y propor-
cionado del cuerpo humano y en segundo plano se sitiian simbolos del zodiaco
(universo), lo que lleva a pensar, sobre todo en la imagen 10, en un universo
sometido al hombre. Las imédgenes pertenecen a Los tres libros de la filosofia
oculta de Agrippa. En ellos se hace un estudio detallado de las medidas y
proporciones del cuerpo del hombre, pero no por belleza (Leonardo) ni por su
valor intrinseco (Durero) sino con un fin un poco més préactico: “...todos los an-
tiguos contaban otrora con sus dedos, y senalaban los niimeros con los dedos, y
parece que con ello quisieron probar que se habian inventado todos los niimeros,
medidas, proporciones y armonias, a imitaciéon de las articulaciones del cuerpo
humano; de alli deriva también que, adecudndose a las medidas y proporciones
del cuerpo humano, efectuaron sus compartimientos, construyeron sus templos,
edificios, casas, teatros, navios, maquinas, toda clase de obras artificiales, y to-
das las partes o miembros de artes y edificios, como las columnas, capiteles,
bases, frontispicios, ordenamientos de pedestales, y todas las demds cosas de
esa naturaleza. Dios mismo ensend a Noé como fabricar el arca segin la medida
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del cuerpo humano, como El Mismo fabricé toda la médquina del mundo segun
la simetria del cuerpo humano...” [4, Libro 2, capitulo XXVTI].

Asi, el panel B se puede ver como lo que llamamos en el capitulo 2 un espa-
cio pragmatico, donde cada imagen representa una interpretacion de la relaciéon
del hombre con el universo, organizadas de acuerdo a la distancia interpretativa
entre ellas. La tensiéon maxima se encuentra entre la imagen 1 y la 10, en medio
de las cuales se puede observar un degradé més o menos continuo de las inter-
pretaciones. En primer lugar, en la imagen 1, tenemos la maxima influencia del
universo sobre el hombre: el hombre primigenio creado a imagen del universo.
Posteriormente en la imagen 2, todavia estamos en presencia de un ser semi-
divino, en este caso Hércules y surge un elemento que se empezard a desarrollar
en imagenes posteriores, la influencia del universo a través del zodiaco. Sin em-
bargo, al ligarse este a la imagen de Hércules, deja en el aire, como ya habiamos
comentado, un significado ambiguo. En la imagen 3, la influencia del zodiaco
alcanza su plenitud: este afecta cada aspecto de la personalidad del hombre.
Graficamente, la imagen 3 también se ubica en posicién central con respecto
a las imagenes 2, 4, 5 y 6: la repeticién del zodiaco tanto en el borde como
sobre la figura humana capta las maneras en que éste se puede ubicar en dichas
imagenes. En las imagenes 4, 5 y 6 la influencia baja a un nivel mas carnal,
mé&s humano: esta se reduce a procedimientos médicos especificos. Aunque el
lector se puede extranar de la distancia dentro del panel B entre la imagen 4 y
las imagenes 5-6, cabe recordar que estamos representando en dos dimensiones
un espacio donde la nocién de dimensién no tiene sentido, por lo que ninguna
representacién puede ser completamente fiel. Sin embargo, esta disposicién de
las imégenes permite resaltar la frontera existente entre las iméagenes 1, 2, 3, 4,
5, 6 y las imagenes 7, 8, 9, 10: en el primer grupo el universo acttia como “agente
activo” sobre el hombre, mientras que en el segundo la relacién de causalidad
se invierte. Resulta notable que dicha frontera puede observarse graficamente:
en el primer grupo hay un descuido a la hora de representar las figuras, no
prestandole mucha atencién a las proporciones y obteniendo en la mayoria de
los casos so6lo mamarrachos; en el segundo grupo, hay un mayor cuidado por
obtener figuras proporcionadas y bellas. Como mostré Panofsky en La historia
de las teorias de las proporciones humanas como reflejo de la historia de los
estilos [54, pp. 77-130], existen problemas de fondo que no permiten la coinci-
dencia de las dimensiones técnicas y las objetivas, por lo que la escogencia de
una representacion se debe més a razones psicoldgicas que a la habilidad o la
destreza del artista.

Este ejemplo nos permite resaltar algunos hechos importantes sobre los es-
pacios de interpretaciéon. En primer lugar, si se puede establecer una escala de
distancias entre las distintas interpretaciones que nos dé toda la informacion re-
levante para la configuracion del espacio aun cuando no intervenga ningin valor
numérico. Esta distancia depende del interpretante, de su entendimiento del
signo, de las interconexiones que haga entre los diversos puntos de vista, por lo
que estd sujeta a modificaciones constantes: cada reentendimiento la modifica.

En segundo lugar, el espacio de interpretaciones es, al menos en el caso ideal
de disponer de todas las interpretaciones, continuo. Los saltos apreciables en el
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Panel B se deben a que estamos con una cantidad reducida de interpretaciones.
Lo mismo vale cuando consideramos la imagen 1 y la imagen 10: ambas son con-
tradictorias, sin embargo si las consideramos inmersas en un espacio pragmatico
ideal, entre ellas debe existir una infinidad de interpretaciones intermedias de
tal manera que los cambios se tornan imperceptibles. Asi, la dialéctica llega a
ser posterior a la continuidad, dando lugar a toda una serie de tinturas sobre
un continuo. Sin embargo, como tratamos de demostrar con el algoritmo ceno-
pitagorico de interpretacion y en la exposicién que haremos de El Libro de los
Pasajes de Benjamin, la busqueda constante de polaridades a ser contrastadas
es la manera 6ptima de acercarse a un conocimiento cabal en medio del mar de
interpretaciones.
Las visiones contradictorias aparecen de forma natural:

e Tensién maxima 1-9: el hombre creado a imagen del universo versus el
universo creado a imagen del hombre.

e Sentido de la ciencia 6-7-9-10: ciencia por belleza, ciencia de por si, ciencia
para entender el mundo, ciencia para alterar el mundo.

Lo anterior no cubre exhaustivamente todas las posibles relaciones causales en-
tre el hombre y el universo. El mismo Warburg en su libro El ritual de la
serpiente[69] establece otra de ellas: los indios Pueblo de Norteamérica que se
disfrazan de ani-males, para a través de sus danzas y méscaras poder influenciar
los fenémenos naturales. Si esta concepcién de la naturaleza se insertara dentro
del panel B deberia producir una curvatura del espacio, en el sentido que debe
estar cerca de la imagen 10 porque es el hombre quien influye en el universo,
aunque para eso debe perder su identidad, imitar la naturaleza (imagen 1), para
que la vida animica de esta a su vez lo siga.

Asi, es de esperarse que este tipo de espacios tengan una estructura com-
pleja. Si los trabajamos en el marco de la teoria homotdpica de tipos, ellos
pueden ser estudiados a partir de sus grupos de homotopia. Aunque en este
caso sencillo esto no sea tan necesario, en ejemplos més interesantes como el Li-
bro de los Pasajes, ellos pueden ayudar a “navegar” a través del espacio y, entre
otras cosas, facilitar el uso de herramientas como el algoritmo cenopitagérico
de interpretacién. Quizas en un futuro estos instrumentos sean de utilidad a
los investigadores que emprendan proyectos tan ambiciosos como los llevados a
cabo por Warburg y Benjamin.

4.3 Escatologias musulmanas en la Divina Co-
media

En 1919, el arabista espanol Miguel Asin Palacios publicé un trabajo [7] donde
buscaba demostrar la influencia de obras teoldgicas musulmanas en la Divina
Comedia de Dante. La obra como era de esperarse generé un gran revuelo
en la comunidad dantesca, donde se formaron dos bandos bien marcados: los
que aceptaron los argumentos de Asin y los que no. Esto generd una polémica
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muy interesante en la primera mitad del siglo pasado sobre creatividad versus
originalidad, los métodos de la investigacion literaria y la permeabilidad de la
comunidad académica hacia teorias que ponen en duda ideas que ya han tomado
el caracter de dogmas. Sin embargo, mas que entrar en ella, nuestro objetivo
es utilizarla como ejemplo para ilustrar algunas nociones expresadas sobre todo
en el capitulo 3.

Considerando el “mas alla” como un signo, cada escatologia es un interpre-
tante de él. Podemos construir un espacio pragmatico de todas ellas o trabajar
con determinadas subclases de ellas. Si seguimos el trabajo de Asin, deberiamos
centrarnos en las cristianas, musulmanas y judias de las que se tenga registro
antes de 1321, ano en que aparecié la Divina Comedia. Veamos, en términos de
3.5.2, cémo es su construccién.

Esta tiene lugar en la mente de un intérprete, como discutimos anterior-
mente; sin embargo, la imagen de una hoja en blanco que la represente es muy
sugestiva y la emplearemos constantemente. En primer lugar, formamos un tipo
E consistente de copias de cada una de estas escatologias. Cada una de estas
copias es una regién en el espacio, compuesta de oraciones que describen cémo
serd la vida después de la muerte. Al principio, estas regiones son consideradas
como disyuntas, sin ninguna relaciéon entre si; es el intérprete quien concibe
relaciones mas o menos subjetivas entre ellas. Hemos representado este pro-
ceso de varias maneras a lo largo de esta tesis: primero utilizamos morfismos,
después morfismos parciales y finalmente caminos. Los caminos, particular-
mente, constituyen una imagen extremadamente rigurosa y plastica a la vez.
Por un lado, dados dos puntos de E (imégenes, palabras, descripciones de una
escatologia), un camino entre ellos no sélo significa que coinciden, sino que,
dentro del espiritu de la teoria homotodpica de tipos, esta afirmacion tiene que ir
acompanada de un argumento de por qué lo hacen. Esto no es gratuito ya que
como hemos mencionado las relaciones surgen a posteriori y dependen principal-
mente del intérprete. En la obra de Asin encontramos ejemplos de asociaciones
no tan claras, como cuando trata de relacionar el dguila gigantesca, formada
por millares de dngeles agrupados, que se ofrece a Dante en Paradiso XVIII-
XX, con un gallo, también gigantesco, que se aparece a Mahoma en el cielo en
una leyenda musulmana [7, p. 30]. Esta correspondencia no tiene por qué ser
automaéaticamente evidente, de hecho no lo fue para muchos de sus detractores.
Ella amerita una justificacién [7, pp. 51,52]:

El aguila dantesca estd constituida por espiritus bienaventurados
en numero incontable, los cuales son pintados por Dante como seres
dotados de rostro y alas, que despiden rayos intensos de luz vivisima,
y que entonan canticos armoniosos cuya letra estd tomada de textos
biblicos, exhortando a los hombres a la practica de la justicia; |[. . .|
el ave celestial, finalmente, agita sus alas al entonar sus cantos y
reposa después.

El gallo de la leyenda musulmana es también de gigantesco tamaio,
[...] sus alas agitanse al entonar sus cantos religiosos excitando a los
hombres a la préctica de la oracién y reposan después; [...] [esta ave]
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es un angel y si, ademaés, advertimos cémo se repiten en la leyenda
musulmana las visiones de angeles gigantescos constituidos cada uno
de ellos por la monstruosa amalgama de infinitos rostros e infinitas
alas, esplendorosos de luz y entonando al unisono, con cada una de
sus inntmeras lenguas, canticos religiosos, se comprendera cuan ten-
tador seria para un artista como Dante el injertar habilmente ambos
bocetos, para formar con ellos la hibrida pero bellisima imagen del
aguila.

Los caminos también constituyen una imagen plastica. Podemos pensar en
regiones disyuntas jalonadas entre si por los caminos, hasta que queden super-
puestas.

En su libro, este arabista trata de relacionar la Divina Comedia con el si-
guiente versiculo del Alcordn: “Loado sea el [Sefior] que hizo viajar, durante
la noche, a su siervo [Mahoma] desde el templo sagrado [de La Meca] hasta
el lejano templo [de Jerusalén] cuyo recinto hemos bendecido, para hacerle ver
nuestras maravillas”. A primera vista no existe la mds minima relacién entre
este texto y la obra dantesca. Sin embargo, él originé una gran cantidad de
leyendas y obras teoldgicas que constituyen una suerte de linea de evolucion.
En las redacciones mas sencillas recogidas por Asin, mientras Mahoma duerme
es despertado por un hombre que le pide que marche con él. En el transcurso de
su viaje, son testigos de suplicios horribles, que su guia le explica como distintos
castigos para distintas clases de pecado. Siguen adelante, hasta pasar cerca de la
gehena, el infierno musulmén, el cual esquivan. Finalmente, llegan a una llanura
llena de luz y paz, donde Mahoma encuentra algunos de sus conocidos muertos
por la causa del Islam [7, p. 11]. En esta, sin separarse demasiado del versiculo
del Alcorén, ya se empiezan a notar ciertas similitudes con la obra dantesca:
aparece la figura del guia, que satisface la curiosidad del viajero, se explicita
que esta es una narracién escatolégica, aparecen los tormentos con su corres-
pondencia con las culpas, Mahoma se encuentra con fallecidos que conocia. A
lo largo del libro, se narran otras leyendas que se acercan poco a poco mas a la
Divina Comedia: en la redaccién de la pagina 14 ya aparecen dos guias; en p.
19 aparece una descripcién mas precisa del paraiso como dividido en cielos; en
p- 89 el protagonista no es Mahoma, sino un poeta, Abu — [ —¢ Ala’, el cual se
toma la libertad de distribuir en el cielo y en el infierno a algunos de sus colegas,
con los que entabla conversaciones. De esta manera van surgiendo més y mas
elementos de la obra de Dante, lo que la va acercando poco a poco al versiculo
por medio de estos “escalones evolutivos”. La gracia de estos es que entre
eslabén y eslabon los saltos no sean tan abruptos. Por esta razén en 3.5.24
utilizdbamos un factor de tolerancia M, para acotar los cambios razonables.
Estos saltos se pueden pensar como saltos de creatividad. A partir de aqui
podemos hablar de caminos de segundo orden, que asociardn ya no elementos
de las regiones, sino las regiones en si. Estos caminos se pueden pensar como
lineas de evolucion.

En el capitulo 3 enfatizamos que existia una suerte de escala entre los dife-
rentes elementos que constituian un interpretante. Por ejemplo, en ciertos mo-
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mentos Asin destaca la semejanza entre los tormentos del infierno musulméan
con los dantescos. En ambas infiernos, los condenados reciben un castigo en
cierta medida equivalente al pecado que cometieron en vida, lo que usualmente
se conoce como ley del contrapasso. Lo que hay en el fondo de ella es una
concepcion de la salvaciéon basada en la justicia entendida a partir de la ley
del talién. En la definicién de distancia en 3.5.2 quisimos resaltar el hecho
que ella depende esencialmente de la “profundidad” en que se produzcan las
semejanzas y diferencias. Una similitud entre una determinada condena a un
determinado grupo de pecadores (los adulteros arrastrados en ambos infiernos
con violencia por un huracédn de fuego) es menos profunda que la concepcién
de la salvacion en si. Asi, que si queremos buscar escatologias distantes a estas,
debemos centrarnos en cémo ellas conciben la salvacién. Un buen ejemplo lo
constituye Swendenborg. El fue un cientifico la mayor parte de su vida, re-
alizando importantes contribuciones en matemadticas, geologia, quimica, fisica,
mineralogia, astronomia, anatomia, biologia, psiquiatria. A la edad de 56 afios
se dedicé a la teologia, y fundamenté su sistema en la salvacién por medio de
las obras. Pero no como un reflejo de la caridad del alma, sino concebidas en
su funcién autoconstructora, a la par de como la investigacién o aprender algin
oficio enriquecen al hombre (observemos la similitud con Montaigne y Peirce).
En su escatologia, el muerto no se daba cuenta inmediatamente de su estado,
sino que continuaba con una vida muy similar a la que llevaba en la tierra, sélo
que empezaba a recibir la constante visita de angeles y demonios. Dependiendo
de su personalidad, preferird la compania de unos o de otros, y los seguird ya
sea al infierno o al cielo. En el primero de ellos, los demonios son felices y se
dedican a lo que Borges, al explicar la obra de Swedenborg, llama politica su-
damericana: vivir para conspirar, mentir e imponerse. En el cielo, en cambio,
las almas contintian con su labor autocreadora, al igual que hicieran en la tierra;
los angeles no son mas que quienes estdn avanzados en esta tarea.

Muchos de los ataques que recibi6 la obra de Asin provinieron de especia-
listas de Dante para los que esta constituia un menoscabo de la genialidad del
poeta. Tradicionalmente muchos de ellos ponderaban gran parte del valor de la
Divina Comedia en la originalidad de las imagenes utilizadas por Dante en sus
descripciones, sin precedentes en las escatologias cristianas o paganas conocidas
hasta la fecha. Bésicamente la originalidad de un S; es concebida gracias a qué
tan aislado se encuentre .S; del resto del espacio pragmético. A esta concepcién
de la creatividad le podemos dar un significado formal.

Definicién 4.3.1. Sea {S;}; una familia interpretaciones y Ep el espacio
pragmatico originado por ellas, definimos la distancia de .S; a Ep, la cual deno-
taremos d(S;, Ep), como

d(Si,Ep)= ] SiAS;.
jel—{i}
Si esta distancia es grande podemos decir que la obra es original, mientras

que si es demasiado baja, o tiende a algin Sj, podriamos incluso hablar de
plagio. En el espacio pragmatico de las escatologias, la distancia de la Divina
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Comedia era tradicionalmente bastante alta. Asin Palacios en su obra tiende
nuevos caminos entre Dante y leyendas musulmanas, haciendo que la distancia
4.3.1 baje. Aunque esta concepcién de la creatividad puede ser muy discutida,
primeramente por el mismo Asin, ofrece varias ventajas. Gracias a que los
caminos en Ep son definidos por el intérprete, podemos medir la distancia de
acuerdo a diversos factores: la originalidad de las imagenes, del estilo, de los
recursos lingiiisticos, etc. Ademds, como Ep es construido abstractamente,
la definicién 4.3.1 puede aplicarse a una gran variedad de obras: literarias,
musicales, pictoricas, cientificas, etc.

4.4 La interpretaciéon figural de la Biblia

En los capitulos anteriores tratamos las interpretaciones de un signo como ob-
jetos de una categoria abstracta, por lo que surge la pregunta: ;Existen in-
terpretaciones con algun tipo de estructura matemaética interesante? En esta
seccién, trabajaremos con una interpretacién de la Biblia que puede entenderse
como un haz.

La interpretacién figural establece entre dos hechos o personajes histéricos,
o al menos tenidos como tales, una relacién por la cual el primero de ellos no
solamente es él mismo, sino que senala al otro, el cual por su parte lo incluye
vy lo consuma. Generalmente se emplea para entender los hechos histéricos
narrados en el Antiguo Testamento, como prefiguracién de los del Nuevo. Asi,
por ejemplo, la atadura de Isaac (Génesis 22), la serpiente de bronce (Nimeros
21.4-9) como prefiguracién del sacrificio de Cristo; Josué como conductor del
pueblo de Israel (Numeros 14) como prefiguracién de Jests salvador por la
gracia y no por la Ley. La figura es un hecho verdadero e histérico que actia
como profecia de otro hecho verdadero e histérico. De hecho, se puede observar
en Jesis la voluntad expresa de cumplir las promesas hechas en el Antiguo
Testamento, sin importar si estas fueron enunciadas con palabras o con hechos.
La interpretacién figural jugé un papel importante durante la expansién del
cristianismo, porque les permitié a los pueblos barbaros la aceptacién de libros
que en principio solo podian ser de importancia para la identidad del pueblo
judio, como promesas hechas a ellos mismos.

Como ha notado Auerbach [9, pp. 75-76], la interpretacién figural exige
dos posiciones de lectura: una causistica-temporal-horizontal entre los hechos
del Antiguo Testamento, nuestra interpretacién histérica usual, y otra verti-
cal, que liga estos hechos con la vida de Cristo, una conexién ni temporal ni
causal y que sélo cobra sentido a la luz de la Providencia Divina que es la que
planea la historia y proporciona la clave para su comprension. Este doble enlace
horizontal-vertical nos lleva a pensar que el modelo natural para entender las
figuras es la teoria de haces de espacios topoldgicos. Recordemos rapidamente
este concepto:

Definicién 4.4.1. [20] Dado un espacio topoldgico X, un haz sobre X es un par
H = (E,p), donde E es un espacio topolégicoy p : E — X es un homeomorfismo
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local, es decir una funcién tal que cada punto e € F tiene una vecindad abierta
S para la cual se cumple:

1. p(S) es abierto en X,
2. p|S: S — p(S) es un homeomorfismo.

La funcién p no tiene por qué ser sobreyectiva. Para cada elemento x en X,
el conjunto E, =p~!(z) = {e € E : p(e) = x} se llama la fibra de H sobre .

En nuestro caso, el espacio desplegado E serdn los hechos del Antiguo Tes-
tamento, mientras que el espacio base X seran los hechos del Nuevo, ambos
provistos por una topologia de la cercania en el tiempo y en el espacio. La
funcién continua p : F — X ligaria cada hecho con aquél a que este prefigura.
Luego, las fibras sobre sobre un determinado hecho consistiran en todos aque-
llos que lo prefiguran. Por ejemplo, en la fibra sobre el sacrificio de Cristo
tendriamos: el sueno de Adam, la atadura de Isaac, la serpiente de bronce, etc.

Sin embargo, la clave del concepto de haz es la nocién de homomorfismo
local, la cual también es la clave de la identificacién figural. Analicemos por
ejemplo, el episodio de la serpiente de bronce. Este es narrado en los siguientes
términos en Numeros 21.4-9.

Después partieron del monte de Hor, camino del Mar Rojo, para
rodear la tierra de Edom; y se desanimé el pueblo por el camino. Y
hablé el pueblo contra Dios y contra Moisés: ;jPor qué nos hiciste
subir de Egipto para que muramos en este desierto? Pues no hay
pan ni agua, y nuestra alma tiene fastidio de este pan tan liviano.
Y Jehova envid entre el pueblo serpientes ardientes, que mordian al
pueblo; y murié mucho pueblo de Israel. Entonces el pueblo vino
a Moisés y dijo: Hemos pecado por haber hablado contra Jehova,
y contra ti; ruega a Jehova que quite de nosotros estas serpientes.
Y Moisés or6 por el pueblo. Y Jehova dijo a Moisés: Hazte una
serpiente ardiente, y ponla sobre un asta; y cualquiera que fuere
mordido y mirare a ella vivird. Y Moisés hizo una serpiente de
bronce, y la puso sobre un asta; y cuando alguna serpiente mordia
a alguno, miraba a la serpiente de bronce y vivia.

En primer lugar observemos que este es narrado como un hecho histérico, en
cuya descripcién se emplean muchos datos circunstanciales. Esta naturaleza
histérica es confirmada en otro episodio, Segunda de Reyes 18.1-4, donde dice
que

En el tercer ano de Oseas hijo de Ela, rey de Israel, comenz6 a reinar
Ezequias hijo de Acaz rey de Juda. Cuando comenz6 a reinar era de
veinticinco anos, y reiné en Jerusalén veintinueve anos. El nombre
de su madre fue Abi hija de Zacarias. Hizo lo recto ante los ojos
de Jehovd, conforme a todas las cosas que habia hecho David su
padre. El quité los lugares altos, y quebro las imagenes, y corté los
sfmbolos de Asera, e hizo pedazos la serpiente de bronce que habia
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hecho Moisés, porque hasta entonces le quemaban incienso los hijos
de Israel; y la llamé Nehustan.

En segundo lugar, la identificacién Serpiente de Bronce/Cristo no es una
identificaciéon puntual ni a priori, sino que en el texto hay elementos alrededor de
la serpiente de Bronce, una vecindad se podria decir, que se pueden proyectar en
el episodio de la crucifixién de Cristo, y asi lograr la identificacién. As{ tenemos:

1. La serpientes ardientes, simbolo del pecado, que al morder al pueblo oca-
sionaban la muerte, metafora muy usada en la Biblia para referirse al
estado sin Dios, en contraste con la vida, el estado de comunién con EL
Jests usa casi las mismas palabras para referirse a si mismo: “el que cree
en mi, aunque muera, vivird” Juan 11.25.

2. La serpiente es simbolo de maldicién, desde que en el Génesis recibié el
castigo divino. Asi también desde un punto histérico, la crucifixién era la
peor forma de ejecucion posible, y desde un punto de vista méas teoldgico,
Cristo estd maldito al recibir en si todos los pecados de la humanidad:
“Cristo nos redimié de la maldicién de la ley, hecho por nosotros maldicién
(porque estd escrito: Maldito todo el que es colgado en un madero)”
Gaélatas 3.13.

3. La serpiente es colocada en un asta para ser exhibida delante del pueblo.
De igual manera, la crucifixiéon tenia como objetivo exponer al condenado
a una muerte particularmente horrible para disuadir a la gente de cometer
crimenes parecidos. En el cristianismo, Jests en la cruz y la cruz por si
sola han pasado a ser simbolos que son exhibidos con objeto de devocion.

4. La serpiente, en particular la serpiente enrollada en un bastén, es también
simbolo de curacién y resurreccién. Warburg cree ver en €l un residuo de
un culto pagano mucho més antiguo, relacionado también con Asclepio.
En [69] escribe “El regreso desde el subsuelo, que es el lugar donde des-
cansan los muertos, en combinaciéon con su facultad para renovar su piel,
convierte a la serpiente en el simbolo mas natural de la inmortalidad y de
la resurreccién de una enfermedad o de un peligro mortal”.

Aunque reconocer estos elementos depende en gran medida de la voluntad del
interpretante y de ciertos conocimientos previos, lo importante es que en la
posibilidad factica de encontrar esta vecindad o aura en el sentido Benjaminiano
estd la clave de la interpretacion figural: sin ella no hay identificacién posible
entre la figura y su consumacién.

4.5 Libro de los Pasajes, Walter Benjamin

El proyecto del Libro de los Pasajes sufrié varias transformaciones durante los
casi trece anos que Benjamin le consagré. La idea inicial en 1927 era redactar
un pequeno articulo en colaboracién con Franz Hessel, quien se desligé rapi-
damente del proyecto, sobre los pasajes de Paris, esas galerias con techo de
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cristal construidas en los callejones formados entre un par de edificios, donde
se ubicaban diversos tipos de establecimientos comerciales y que florecieron en
Paris a mediados del siglo XIX. Segin se desprende de las redacciones de esta
primera etapa [11, pp. 863-879], la obra tendria la forma de una descripcién
marcadamente onirica del capitalismo desmedido alrededor de los pasajes (no
en vano el articulo llevaria el subtitulo Un cuento de hadas dialéctico, carta
a Scholem 1928 [11, p. 895]). Una pequena cita nos puede dar una idea del
caracter que tenia en esta etapa la obra: “En los pasajes son posibles los colores
mas falsos; no extrana apenas que haya peines rojos y verdes. La madrastra de
Blancanieves tenia uno asi, y cuando el peine no hizo lo que debia, alli estaba la
linda manzana para ayudar a ello, de un color venenoso, mitad rojo mitad verde,
como el afilado peine” [11, p. 867]. Este cardcter onirico de la obra nunca se
perdié, y mucho de las primeras redacciones siempre estuvo entre las notas que
harfan parte de la redaccién definitiva. De hecho, como veremos, en eso consiste
precisamente su riqueza, en la sedimentacion capa tras capa de material de las
indoles més diversas.

Lo que si cambi6 fueron sus alcances: lo que en principio estaba méas orien-
tado hacia una critica social con tintes caricaturescos se convirtié en una obra
que queria captar toda la realidad objetual del siglo XIX. En palabras de Ben-
jamin: “Y entonces habré comprobado en la préctica lo concreto que se puede
ser en contextos historicos-filoséficos. No se me podra reprochar que me lo puse
facil”[11, p. 827]. Asi lo que en un principio “es un trabajo de pocas semanas”,
y “no se trata de nada parecido a una vasta exposicién” en 1928 [11, p. 895],
se convirtié en la gran obra en la que trabajaria hasta su suicidio en 1940. De-
bido a esta interrupcion, que dejé la obra inacabada, queremos empezar nuestro
analisis con una descripcion detallada del material que nos ha quedado. Todas
las versiones del Libro de los Pasajes son traducciones de la edicién alemana
a cargo de Rolf Tiedemann, editor oficial de las obras de Benjamin, la cual en
general consta de

1. RESUMENES: el primero de ellos, titulado Paris, die Hauptstadt des XI1X.
Jahrhunderts fue redactado en alemdn como un informe para el Instituto
de Investigacién Social, que era quien financiaba el proyecto, en mayo de
1935 y consta de unas 13 péginas; el segundo de ellos, titulado Paris,
Capitale du XIX® siécle fue redactado en francés para buscar un mecenas
en vista de los problemas econémicos por los que pasaba el Instituto,
en marzo de 1939 y consta de unas 14 paginas. Los dos resimenes son
muy similares en su temética y redaccion, y la principal diferencia entre
ellos radica en el trasfondo filosofico que hay detrds: en el segundo de
ellos irrumpen con fuerza conceptos como fantasmagoria e inconsciente
colectivo. Resaltemos que ninguno de ellos fue pensado para ser publicado.

2. APUNTES Y MATERIALES-PRIMERAS ANOTACIONES: constituyen
el grueso de las ediciones con cerca de 800 pdginas. Consta principalmente
de citas de libros, datos sueltos y reflexiones de Benjamin que varian de
extensién entre una linea hasta casi una pédgina (pasajes, en el sentido
de parrafos, un juego de palabras que seguramente tuvo muy en cuenta
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Benjamin al mantener el nombre el libro como justificaremos méas ade-
lante). Generalmente no existe una relacién de causalidad légica entre
estos pasajes y solamente estan divididos de manera un tanto vaga en
partes de algunas decenas de paginas, de acuerdo a los temas que tratan:
pasajes, moda, Baudelaire, el flaneur, etc. Fueron redactados entre 1927
y 1940.

3. PROYECTOS INICIALES: borradores del articulo proyectado en un prin-
cipio. Consta de Passagen, Parisser Passagen y Der Saturnring oder Et-
was vom FEisenbau redactados en torno a 1928 y cubren unas 15 paginas.

4. TESTIMONIOS SOBRE LA GENESIS DE LA OBRA: extractos de la
correspondencia de Benjamin desde 1928 hasta 1940 donde se habla del
Libro de los Pasajes. Son particularmente interesantes porque nos dan
muchas pistas de la evolucién de la concepcion del libro en el pensamiento
de Benjamin, las criticas recibidas y cémo ellas afectaron el trabajo.

Haremos énfasis en los varios niveles de andlisis que se pueden hacer: la idea
que tenia Benjamin sobre que debia ser el Libro de los Pasajes, lo que nos ha
quedado de este proyecto y la experiencia a la que se enfrenta el lector cuando
lo lee, y como creemos que debid ser afrontado para cumplir con los objetivos
marcados.

. Pero cémo captar la totalidad del siglo XIX? La idea es que en Paris se
condensaban todas las fuerzas que regian el mundo en ese siglo, al menos las
de las grandes ciudades europeas que eran el principal interés de Benjamin, asi
que todo lo que pasara en Paris acabaria por proyectarse a las deméas. Pero esto
no afecta lo fundamental de la cuestién, que es la forma de tratar de describir
una realidad hasta en sus méas minimos detalles. En varias ocasiones Benjamin
comentd someramente el que serfa su método, sobre todo en la correspondencia
con sus colegas; sin embargo, lo que se esconde detrds es un procedimiento
complejo que trataremos de dilucidar en términos de los temas trabajados en
esta tesis.

4.5.1 Copragmatismo en el Libro de los Pasajes

El método de Benjamin parte en descomponer el objeto que queria entender, en
este caso el Paris del siglo XIX, escoger las partes mas significativas y a partir
de ellas, mediante un proceso de pegamiento, reconstruirlo integramente. Este
tipo de procedimiento es el que hemos llamado en este trabajo coMP, coprag-
matismo. Ya desde sus primeras aproximaciones, Un cuento de hadas dialéctico,
se encuentran los otros grandes temas sobre los que se constituiria el proyecto:
pasajes, moda, Haussmann, construccién en hierro, exposiciones universales,
Grandville, Baudelaire, etc. Todos estos temas tienen en comin que son pun-
tos frontera, son los momentos exactos donde se produce una transformacién:
los pasajes como origen de los grandes almacenes, del culto a la mercancia, del
capitalismo actual; la construcciéon en hierro que revolucioné la arquitectura;
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Haussmann, el gran reformador urbanistico de Paris; las exposiciones univer-
sales, origen de la industria recreo; Baudelaire, el primero que se hizo cargo
del hombre alineado de s{ mismo [J 51 a,6], el primer poeta que se reconocié
como parte del mercado [J 58,4], el ultimo poeta de alcance universal. Estos
elementos también tienen una propiedad relacionada con la anterior, la densi-
dad. En vista de la definicién de frontera 2.1.12, y del ejemplo més importante,
topos de prehaces, se ve que lo importante en la frontera es la idea de conexién,
entre el interior y el exterior. Asi, la nocién de densidad estd relacionada con
la posibilidad factica de relacionar el elemento denso con cualquier otro ele-
mento del espacio. Aunque es dificil mostrar que cada uno de los elementos
que constituyen el Paris del siglo XIX se encuentra relacionado con cada uno de
los temas escogidos, si se puede observar en Benjamin la voluntad de interrela-
cionar estos elementos. Esto se puede ver claramente con el siguiente ejemplo.
Aparte de los pasajes, el otro gran tema del proyecto es Baudelaire, no hay que
olvidar que Benjamin fue sobre todo un critico literario. Esto se nota en que
el legajo J dedicado a Baudelarie ocupa cerca de 200 paginas, cuando los otros
tienen en promedio unas 30, y en que fue el tnico de los temas que Benjamin
desarroll6 en trabajos directamente derivados del libro de los pasajes: El Paris
del Sequndo Imperio en Baudelaire y Sobre algunos motivos en Baudelaire. Sin
embargo, existe un problema: los pasajes no aparecen explicitamente en la obra
de Baudelaire. Esto no le impide a Benjamin encontrar una relacion:

“Baudelaire no parece haber pensado nunca en el escenario cldsico
de la flanerie -el pasaje-. Sin embargo, en el planteamiento lirico de
El crepisculo de la manana, que cierra los Cuadros parisienses, se
puede reconocer el canon del pasaje. La parte principal del poema
la componen 9 disticos rimados entre si, claramente separados unos
de otros. El lector se mueve por este poema como por una galeria de
vitrinas adosadas. En cada una de ellas se expone la limpida imagen
de una miseria desnuda. El poema (desemboca) en dos cuartetos
que, con una exposicion de cosas terrenas y celestes, forman dos
pilastras gemelas” [J 88 a, 2].

Reconocer la aparicién de los pasajes en algo tan subjetivo como la sensacién que
produce la lectura de un poema demuestra un esfuerzo consciente por parte de
Benjamin por plantear estas relaciones. Ejemplos de este tipo abundan por toda
la obra; los comentarios mas originales, atrevidos, casi delirantes, los obtiene
cuando busca hacer estas conexiones (en [J 63 a, 1] hace una conexién entre
la impotencia de Baudelaire y una teoria del progreso que lo lleva hasta Marx
y Fourier). Que Benjamin siempre fue consciente de la importancia de estas
conexiones, lo prueba el uso de la siguiente notacién: encerraba entre cuadrados
negros, M el tema con el que podia relacionar un cierto pasaje. Benjamin
no hizo un uso sistemético de esta notacién, de hecho sélo aparece generalmente
al principio de los capitulos de las Anotaciones, lo que lleva a pensar que fue
empleado en una primera etapa y después dejado de lado, suponemos por el
caracter informal que debian tener sus notas.

Al hacer la conexién entre Baudelaire y los pasajes estd sacando a la luz
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aspectos de los dos, a menudo a través de correspondencias entre residuos
tematicos. Otro aspecto fundamental, resaltado en la construccién de limites y
colimites, son los enlaces que se pueden hacer entre las partes, ya que permiten
hacer un pegamiento coherente de estas y nos ayudan a formar una especie de
red que atrapa la totalidad del objeto: mientras més interconexiones hagamos,
mas fina serd la red y maés fiel sera nuestra interpretacién.

4.5.2 Pragmatismo en el Libro de los Pasajes

El Libro de los pasajes consta, como ya se ha indicado, solamente de pasajes sin
ninguna secuencia légica entre si. Esta naturaleza ha desconcertado a muchos
investigadores que se han enfrentado al texto: ;El libro de los pasajes nunca
lleg6 a redactarse y lo que nos ha quedado son sélo notas sueltas para su futura
redaccién? O, ;Las citas constituyen la verdadera naturaleza del libro y sélo
falta un montaje del material? Esta es una pregunta a la que no podemos dar
una respuesta segura. Las pistas que deja Benjamin en sus notas o en su cor-
respondencia no son concluyentes. Lo que si podemos es analizar el problema a
que se enfrentaba desde una perspectiva pragmaticista, y ver como la estructura
del Libro de los pasajes corresponde a la que se obtendria a partir de la maxima
pragmaética.

El mayor obstaculo que tenia que sortear Benjamin estaba relacionado con
la epistemologia tradicional de la historia: “Esta concepcién [la tradicional de
la historia] hace poco caso del hecho de que ellos [los acontecimientos histéricos]
no solamente deben su existencia, sino incluso su transmisién, a un esfuerzo
constante de la sociedad, un esfuerzo por el que se encuentran por anadidura
extranamente deformados” [11, p. 50]. Esto ocasionaba que los métodos tradi-
cionales de hacer historia s6lo nos transmitieran esta imagen deformada por el
inconsciente colectivo, no la imagen objetiva real que buscaba (Benjamin incluso
le da el nombre de fantasmagoria, en recuerdo de una forma antigua de teatro
de luces y sombras, a estas deformaciones). Su obra puede ser leida como una
forma de sortear esta dificultad. Desde la perspectiva de la méxima pragmatica,
el significado de un acontecimiento histdrico se obtiene al contrastar todos los
modos de conducta racional que se seguirian de su interpretaciéon. Veamos cémo
esto es exactamente lo que hace Benjamin.

En su trabajo, el filésofo aleman se mostré interesado por los cambios de
habito que generaban los temas que trataba. En la introduccién (p. 8) ya anali-
zamos como trabajo el efecto del signo “Pasajes” como generador de la flanerie.
Ejemplos como este abundan en su obra. Veamos algunos de ellos.

La irrupcién de la fotografia es estudiada en estos términos. En primer
lugar, cambié la relacion del gran puiblico con respecto al arte, permitiendo que
cualquier persona pudiera generar una obra de arte (fotografia) [11, Y 4,1] y
que ademas pudiera tener un reproduccién fotografica de las principales obras
pictoricas. Benjamin creia que esta democratizacién y recepcién tenia como
resultado una desacralizacién de la obra de arte: “las obras de arte méas antiguas
nacieron [...] al servicio de un ritual que fue primero mégico y, en un segundo
tiempo, religioso [...] el valor tnico de la obra de arte auténtica se encuentra
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siempre en todo caso teoldgicamente fundado” [12, Libro I, vol. 2, p. 17]. La
necesidad de recuperar este cardcter teolégico condujo a movimientos como I’art
pour l’art que generd “una teologia negativa del arte, en forma de la idea de
un arte puro que no solo rechaza cualquier funcién social, sino también toda
determinacién por un pretexto de orden objetual” [Ibid, p. 18]. Este giro
teolégico puede pensarse como un cambio de hébito de la obra de arte misma®.
Por otro lado, la competicién con la fotografia hizo que los pintores se fueran
trasladando a terrenos donde esta no pudiera llegar: primero mediante la fuerza
del color, después por la agitacién y el movimiento de sus temas (al principio,
era necesario posar estaticamente delante de la cdmara), y finalmente mediante
escuelas revolucionarias (impresionismo, cubismo) [11, pp. 40, 41, 689].

Otro ejemplo interesante es la masificaciéon de la prensa. Los primeros
periédicos eran tan caros que sélo un pequeinio grupo podia permitirse una subs-
cripcién:

Debido a la escasez de periddicos, se leian colectivamente en los cafés.
Sélo habia otro medio de obtenerlos, y era por subscripcién, pero
costaba de 80 francos al ano. En 1824, los 12 periddicos principales
tenfan en junio unos 56.000 subscriptores. Por lo demés, tanto a
los liberales como los realistas les interesaba mantener alejadas de
la prensa a las clases bajas. [11, U 4 a, 7]

Esta situacién dié un vuelco con el surgimiento de la publicidad: los comer-
ciantes le empezaron a pagar a los periddicos para promocionar sus productos, lo
que produjo que estos bajaran de precio y pudieran ser adquiridos masivamente.
Entre los multiples efectos que tuvo este cambio, el que mas le interesé a Ben-
jamin fue el que produjo en los escritores. Con el fin de vender méas periédicos y
obtener mejores ganancias con la publicidad, el editor Emile de Girardin cre6 el
feuilleton, una seccion especial en los periédicos donde los escritores publicaban
sus novelas serialmente por capitulos antes de que aparecieran como libros. El
éxito de la idea produjo que los escritores recibieran ganancias y una relevancia
nunca vistas antes. Los de méas éxito, podrian trabajar en varios periddicos a
la vez, por lo que empezaron a subcontratar “negros” literarios que escribieran
las obras por ellos convirtiéndose ellos mismos en “fabricas de novelas” [11, d
1, 4]. Su popularidad hizo que muchos llegaran a ser politicos (Lamartine, Sue,
Hugo, Chateaubriand), utilizando sus mismas obras como propaganda politica.
En general, esto cambio la relacién del artista con el mercado: el escritor ya
no salia a buscar temas para sus obras, sino para venderse a si mismo. En
este orden de ideas toma relevancia la figura de Baudelaire, el primero que tuvo
conciencia de esta situacion.

Esta forma un tanto tangencial de hacer historia, es la que acerca a Benjamin
a la figura del trapero, que encontré al analizar la obra de Baudelaire: “Trapero

8El concepto de habito en Peirce no tiene un caricter restrictivamente antropolégico, sino
que se extiende a todo el universo (las leyes fisicas son pensadas como hébitos). Esta uni-
versalidad estd intimamente relacionada con la generalidad misma de semidtica: los cambios
de hébitos no son mas que interpretantes de un signo, y como todo puede ser pensado como
signo, es necesario un concepto de habito lo suficientemente libre.
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o poeta, ambos han de ocuparse de la escoria; ambos persiguen en solitario
su negocio a unas horas en que los burgueses se entregan al suefio” [12, Libro
I, vol. 2, p. 174]. En ella no sélo vio la imagen del poeta, sino también la
suya en el proyecto de los pasajes, como lo atestiguan las siguientes citas de su
correspondencia: “Determinar la figura especifica del mundo objetual del siglo
XIX (quizd a partir de su cara oculta, de sus desechos, restos, ruinas)” (con
Adorno 1935 [11, p. 932]); “El intento de retener la imagen de la historia en las
mas insignificantes fijaciones de la existencia, en sus desechos, por asi decirlo”
[11, p. 935]; “El método de captar las épocas mediante detalles sintomdticos en
la superficie parece esta vez mostrar todo su poder” (con Horkheimer 1935 [11, p.
939]). Trabajar “cuando los burgueses se entregan al suefio” se refiere al hecho
de centrarse en aquellos habitos inconscientes, y por tanto fieles, ocasionados
por los objetos de su estudio: “Alli donde el siglo XIX no se siente observado,
se vuelve atrevido” [11, p. 177].

Como ya hemos visto, trabajar con todos los posibles &mbitos interpretativos
es una imposibilidad en la practica que no puede ser resuelta. Esto imposibilita
la total comprension del signo. Lo que puede hacer el intérprete es lograr una
comprensién “lo mejor posible” del signo mediante la bisqueda consciente y
sistematica de contextos interpretativos distantes. Y esto es precisamente lo
que hace Benjamin. El sabfa la cantidad de material que tenfa disponible para
su investigacién: “Pocas cosas hay en la historia de la humanidad de las que
sepamos tanto como de la historia de la ciudad de Paris. Miles y decenas de
miles de volimenes estan exclusivamente dedicados a investigar este minisculo
punto de la Tierra. [..] El catdlogo de la Biblioteca Imperial, editado en
tiempos de Napoleén III, contiene casi cien paginas bajo la entrada Paris, y
esta coleccién estd lejos de ser exhaustiva [...]” [C 1, 6]. Si algo se puede ver
en sus Anotaciones es su esfuerzo por encontrar interpretantes dispersos con el
fin de cubrir esta cantidad inconmensurable de informacién. Podemos ver esto,
por ejemplo, en el primer capitulo dedicado a los Pasajes: él contiene, como ya
habfamos mencionado en la introduccién, la Guia ilustrada de Paris de 1852 [A
1, 1] y la novela Paris en el ano 2000 de Tony Moilin [A 8 a, 2], pero ademds
nos habla de cémo los nombres de los almacenes surgieron de vodeviles famosos
[A 1,2]; de cémo los pasajes contribuyeron al auge de la pintura de género [A
2, 6]; la transformacién del pequeno almacén en el grande [A 3, 5]; la visién
utépica de Fourier [A 4 a, 4]; etc.

Esto genera la impresién de una obra inconexa y contradictoria. Pero hay
que recordar, como bien dijo Peirce, que lo inico que tenemos son marcas sobre
un continuo; y en efecto, cualquier espacio de interpretaciones debe ser con-
tinuo. Para intuir esto, pensemos en todas las posibles interpretaciones que se
podrian hacer de los pasajes. Organicemos este espacio segin una nocién de
cercania relativa: una interpretacién y estd mas cerca de z, de lo que otra in-
terpretacion z lo estd de x, si tiene més elementos comunes con x que z. Al ser
este espacio necesariamente infinito (y no sélo infinito sino que en palabras de
Peirce supermultitudinario) llega un punto donde dos interpretaciones se vuel-
ven practicamente indistinguibles. Pensemos en las infinitas guias turisticas que
se hubieran podido haber escrito en 1852: los puntos de vista llegan a ser tan
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similares que serfan précticamente indistinguibles de la de [A 1, 1]. Sin embargo,
el espacio es tan vasto que estas variaciones infinitesimales llegan a originar in-
terpretaciones contradictorias. Asi, la inconexidad, las visiones distanciadas, la
dialéctica surgen después: como una estrategia dentro de lo finito para captar lo
inconmensurable. Benjamin fue consciente de todo esto: de lo inconmensurable
del material y de que su mejor opcién para captar lo mas fiel posible el objeto
era mediante el cambio abrupto de perspectivas.

Por ahora sélo hemos mostrado que para desarrollar su investigacién, Ben-
jamin utilizé un procedimiento que podriamos calificar de “pragmatico”. Otra
cuestién muy diferente es cémo utilizaria este material para construir un libro.
La forma final que deberia tener éste es algo sobre lo que sélo se puede especu-
lar y que ha generado no pocas polémicas. Las notas de Benjamin dejan pocas
pistas: “Este trabajo tiene que desarrollar el arte de citar sin comillas hasta
el médximo nivel. Su teoria estd intimamente relacionada con la del montaje”
[11, p. 460]. ;Por qué un libro de citas? ;jPor qué montaje? Desde un punto
de vista pragmaético, la comprensién completa de los elementos sélo se obtiene
al contrastar todas las interpretaciones posibles. Si la diversidad de interpreta-
ciones corresponde a la diversidad de citas, entonces el proceso contrastivo se
corresponde a su vez a un adecuado montaje. Esta idea es bastante cercana a la
interpretaciéon de Adorno: “La intencién de Benjamin era renunciar a toda inter-
pretacién manifiesta, dejando aparecer los significados Unicamente mediante el
montaje chocante del material. [...] Como culminacién de su antisubjetivismo,
la obra principal solamente debia consistir en citas” [3, p. 24]. A pesar de
que Benjamin hizo varios intentos en este sentido, quizads una de las principales
razones por la que no pudo culminar su proyecto fuera que no pudo solucionar
el problema del montaje. Veamos algunos de sus intentos.

Su segundo resumen empieza con la siguiente frase: “El objeto de este libro
es una ilusion que fue expresada por Schopenhauer en la formula de que para
captar la esencia de la historia basta con comparar a Herédoto con la Presse du
Matin”[11, p. 50]. A continuacién reproducimos la descripcién que hace de los
principales temas de su proyecto en estos resimenes:

e “...los pasajes, que son tanto casa como calle ...” [11, p. 46].
e “.. la prostituta, vendedora y mercancia en uno ...” [11, p. 46].

e “La moda estd en conflicto con lo organico. Ella conecta el cuerpo vivo
con el mundo inorganico. Frente al viviente, defiende los derechos del
caddver” [11, p. 42].

e Al describir el falansterio de Fourier: “Los engranajes de las pasiones, la
complicada interaccién de la pasiéon mecanicista con la pasién cabalista,
son primitivas analogias de la maquina en el terreno de la psicologia. Esta
maquinaria humana ...” [11, p. 39].

e Cuando habla de la construccién en hierro lo hace en términos de un
regreso, en el nuevo sistema, al clasicismo griego. Menciona las “disputas
entre el constructor y decorador, entre la Escuela Politécnica y la Escuela
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de Bellas Artes”. Por ltimo, habla de los primeros usos del hierro en
términos de la oposicién entre lo perenne y lo transitorio [11, p. 38].

Como puede observarse, cada descripcion estd hecha a partir de dos nociones
contradictorias, originando en el lector una ligera sensacién de choque. El abuso
de este recurso en tan breve espacio y en dos resumenes separados por cuatro
anos, demuestra que Benjamin pensaba en esta estrategia como parte funda-
mental del proyecto.

Un segundo intento de montar el material puede apreciarse en El Paris
del Segundo Imperio en Baudelaire [12, Libro I, vol. 2], un largo articulo de
un centenar de paginas que fue redactado para ser publicado en la revista del
Instituto de Investigacion Social. El lector que esté familiarizado con el legajo J
sobre Baudelaire reconoce muchas de las citas de este ultimo en este trabajo, al
punto que puede decirse que es una obra hecha de citas. El papel de Benjamin
se limita a escribir los conectores necesarios para que el flujo de citas constituya
un texto coherente. Esto suena exactamente al libro-montaje de la cita antes
mencionada de Adorno, e incluso el mismo Benjamin pensaba en El Paris del
Segundo Imperio como un Libro de los Pasajes en pequena escala [11, p. 957].
Sin embargo el articulo fue rechazado por el Instituto con duras criticas, lo cual
fue sin duda un duro golpe para Benjamin.

Si comparamos la sensacién que produce la lectura del legajo J con el El
Paris del Sequndo Imperio, vemos que toda la sensacién de choque se ha perdido:
mientras en el primero la presencia de citas inconexas obliga un esfuerzo por
parte del lector en reconciliarlas, en el segundo esta reconciliacion ya estd hecha.
Ademas, en el primero se podian hacer tantas lecturas como permutaciones se
podrian hacer entre las citas, en el segundo se nos ofrece una sola de tales
lecturas. Mientras que el objetivo con el montaje era eliminar el subjetivismo,
se nos termina presentando una visién subjetiva: la de Benjamin. El Libro de
los Pasajes exige que la labor de montaje y por tanto el shock-interpretacién
del material se deje al lector. Lo ideal hubiera sido que Benjamin se hubiera
limitado a sugerir posibles conexiones entre las citas, a sélo abrir perspectivas
de interpretacion. Es en este sentido que es una obra inacabada.

4.6 FEscuela de Mandarines, Miguel Espinosa

Miguel Espinosa fue un escritor espanol (1926-1982). Vivié casi toda su vida
bajo el franquismo, del cual su obra es una inmensa critica. En particular,
su novela Fscuela de Mandarines es interesante desde el punto de vista de
los estudios peirceanos, porque aunque casi con total seguridad este escritor no
conoci6 al filésofo norteamericano, en su obra estdn presentes muchos elementos
pragmaticistas. En lo que sigue haremos un estudio de estas correspondencias.

La novela transcurre en un estado imaginario llamado Feliz Gobernacién, el
cual es una caricatura de la sociedad de su tiempo, impregnada de un aire que
recuerda ligeramente a la Republica romana. Esta sociedad estaba dividida en
castas: unos mandarines; unos legos, auxiliares de aquellos; unos becarios, aspi-
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rantes al mandarinazgo; unos alcaldes, lacayos rurales del poder; unos hombres
de estaca, también apodados soldados, y un pueblo. Por encima de las castas
reinaba un Gran Padre Mandarin y un conciliador. Los mandarines constituyen
un concepto un tanto vago en la obra de Espinosa: a veces dan la sensacién de
ser un grupo mas bien eclesiastico, con un libro sagrado, el cual constantemente
recitan e interpretan con diverso grado de libertad, teniendo al Gran Padre
Mandarin como lider maximo; otras dan la sensaciéon de ser un grupo més bien
politico, ostentando altos cargos administrativos y actuando como una especie
de senado romano con el conciliador como cénsul o dictador; y ocasionalmente
parecen mas bien una escuela de pensamiento con su propia filosofia. Es esta
iltima la que resulta particularmente interesante para nuestro analisis.

La fenomenologia mandarinesca clasifica la realidad en tres grandes grupos:
cosas primeras, cosas ultimas y cosas contradictorias. Estas estan relacionadas
intimamente con las categorias cenopitagéricas. Es muy diciente que Espinosa
se refiera a ellas simplemente como “cosas” o “conjuntos”, dado que si se hubiera
inspirado como Peirce en Aristételes o Kant, seguramente hubiera utilizado la
palabra mas sugerente de “categorias”. Probablemente, dado el caracter general
del libro, llegd a ellas mediante la oposiciéon de las cosas del pueblo versus las
cosas de los mandarines, con un elemento mediador entre ellas. Sin embargo
la concepcion de las mismas es muy similar en Peirce y en Espinosa. Peirce se
refiere a ellas como modos o tonos de pensamiento, cuyo objetivo fundamental es
guiarnos en la formacién de juicios. En Espinosa, “Tales conjuntos se muestran
como esencias diferentes de la materialidad fisica, bioldgica y humana” [28, p.
468] y detrds de cada una de ellas hay una forma de alcanzar el conocimiento.

Las cosas primeras representan la naturaleza o el reino del instinto. Resulta
curioso que las palabras con las que las describe Espinosa coinciden muchas veces
con las empleadas por Peirce: “[...] la aventura, el amor, el entusiasmo, y todo
lo que es esponténeo y vivo, conciernen |[...] a las cosas primeras” [28, p. 469],
“El instinto, o naturaleza, es sentimiento o es razén, presencia y manifestacién
del mundo, inmanencia en suma |[...] el instinto conoce la cara fresca y lozana
de la apariencia” [27, p. 532]. El instinto en el pragmatismo estd relacionado
con la abduccidn, el tipo de razonamiento que genera nuevo conocimiento. En
esta novela este también debia provenir de la intuicién: los mandarines se dedi-
can a recitar simplemente su escritura, mientras que los integrantes del pueblo
(alfareros, tapiceros, ceramistas) son quienes se dedican a escribir nuevos libros,
los cuales necesariamente son heterodoxos.

“Las cosas ultimas representaban la reflexion gobernante o imperio de la
premeditacién, que se opone al instinto y su espontaneidad; pertenecian a los
mandarines” [27, p. 58]. En Peirce lo segundo es “lo absolutamente dltimo”®
y es definido con respecto a un primero. La premeditacién es el “juicio sobre
lo conveniente” [27, p. 533], lo cual lo relaciona con la Ciencia Normativa que
“versa sobre las leyes de la relacién de los fenémenos con los fines”1Y. Esta
similitud no es casualidad a partir de la analogia cosas ultimas/segundidad,

9 Una conjetura para el acertijo (1887) [57].
10 Lecciones de Harvard sobre el pragmatismo, Leccion V: Los tres géneros de bondad (1903)
[57].
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ya que las ciencias normativas ocupan la posicion 2.2 dentro de la clasificacién
peirceana de las ciencias (la ética ocupa la 2.2.2 [72], mientras la premeditacién
también es definida en la obra de Espinosa como “juicio moral” [28, p. 470]).

“Se llama doctrina a una larga premeditacién. Asi resultan las doctrinas un
juicio conveniente sobre los hechos. Cuando la premeditacién se transforma en
costumbre, nace la regla. Una regla no es otra cosa que la premeditacién con-
vertida en el hacer de cada dfa” [28, p. 470]. Aunque detrds de este pasaje hay
sin duda un elemento peyorativo, se acerca bastante a la esencia del pragma-
tismo. En primer lugar, hay una equiparacién doctrina-regla muy similar a la
peircena creencia-habito. El sentido total, recordando la méxima pragmaética,
se encuentra en la costumbre, en el hacer, los modos de conducta. Las cien-
cias normativas tienen como funcién autorregular la creaciéon de habitos, como
habiamos mencionado anteriormente: el intérprete trata de reiterar cierta clase
de estimulos y de rechazar otros. Lo mismo ocurre en el pasaje anterior: la
premeditacion (la cual es equiparable a las ciencias normativas) se convierte en
regla (habito) mediante una reiteracién consciente.

Las cosas contradictorias [28, p. 476] representaban el reino de la dialéctica.
Cuando los hechos no se acomodaban a la escritura, el Gran Padre, tinico
mandarin con tal potestad, solucionaba la oposicién mediante sentencias, que
recibian el nombre de “contradiccion resuelta”. En la novela estas toman tintes
absurdos, resaltando la incapacidad de la casta gobernante de dar término a
los problemas. A pesar de esto, ellas corresponden a un tercero ya que buscan
conciliar un primero con un segundo.

La novela empieza con un joven, del cual nunca se menciona su nombre ori-
ginal, que vive en una regién apartada de la Feliz Gobernacion. El autor resalta
que este se encontraba en completa primeridad: “su ser era pura naturaleza |. . .|
entusiasmo sin causa” [27, p. 60]. Mientras paseaba por el campo, se encuentra
con un pequefio nino, canijo y endeble, que parecia tiritar. Al ser preguntado
sobre su identidad, este responde:

La representacion del Pueblo [...] encarno la necesidad de protes-
tar, y aqui estoy con esta figura, parabola de los hechos. Pero
también soy el Primero de los Demiurgos llamados a sonsacarte,
arrancarte de la Naturaleza y lanzarte a la cosa de los hombres |. .. ]
Vine para abrirte los ojos y mostrarte el Mundo. [27, p. 61]

Como habiamos mencionado en la Introduccién, un signo es “algo que sustituye
algo para algo”. Notemos el cardcter semidtico de este personaje: es un nino
desvalido, que representa al pueblo y busca cambiar el estado en que se encuentra
el joven. En cuanto signo debe generar un efecto, un interpretante en el joven:

El absorto ser y su armonia con la Naturaleza murieron por la per-
cepcion de lo histdrico. La transmutacién fue tan grande que mi
cuerpo entré en cataclismo: enfriése mi estomago, ardieron mis
mejillas, temblaron mis extremidades, latieron mis sienes, y toda
mi esencia se estremecié. Al instante surgieron novisimas compare-
cencias: la ira, el odio y la constante irritaciéon ante los hechos,
fundamento de mi futuro talante. Lloré. [27, p. 61]
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Segun Peirce hay tres tipos de interpretantes: el sentimiento, el esfuerzo (o
dindmico) y el interpretante triddico. En primer lugar, en cualquier interpre-
tante, siempre debe haber un interpretante-sentimiento que en el texto esta
expresado en la ira y en el odio. En algunos casos, este tipo de interpretante es
lo suficientemente fuerte para tener efectos fisioldgicos, originando los esfuerzos:
el temblor del cuerpo, el frio en el estémago, el sonrojo de las mejillas, etc. Re-
sulta curioso que el orden de los interpretantes en el texto aparezca en sentido
inverso al sugerido por Peirce. Esto parece deberse mas a una licencia poética
que a una particularidad del pensamiento del autor. De hecho, en una version
preliminar de la novela, Historia del Eremita, el orden de estos interpretantes es
el peirceano: “...senti lo que jamés habia experimentado ni sonado experimen-
tar: que la ira invadia mi alma como fuego joven. Desde las visceras me subid
de pronto al pecho el calor irremediable del odio; temblé mi cuerpo, enfridse
mi estémago, sonrojdronse mis mejillas, se estremecieron mis piernas. ..”[28, p.
55]. Mediante la reiteracién del estimulo, los interpretantes sométicos conducen
a un héabito: “la constante irritacion ante los hechos”. De nuevo, en FEscuela
de Mandarines esta reiteracién no se observa tan clara como en Historia del
FEremita. En esta tltima, en un episodio que se extiende por casi una decena
de péaginas, el encuentro de ambos personajes se produce en el campo. Pero en
este caso la funcién del demiurgo de despertar la ira es mucho més clara: desde
el inicio tiene una violenta discusion con el protagonista. Cuando este decide
marcharse, el nifio lo persigue importunandolo a lo largo de todo el camino,
hasta que en lo alto de una montana, en medio de un ataque de rabia, el joven
empuja al nino, que cae al vacio. El remordimiento de esta accién es la pieza
final para generar el habito en el protagonista.

Como ya habifamos discutido en la secciéon sobre el Libro de los Pasajes,
una concepciéon pragmatista de la historia se basa en la capacidad que tiene un
acontecimiento de generar habitos. Esta concepcién coincide con la de Espinosa.
Segun esta novela, los dioses y el pueblo carecen de historia, porque no tienen
demiurgos. Ya hemos visto que estos corresponden a signos que generan efectos.
Pero lo que esté en el fondo del asunto es un criterio normativo: para el pueblo
“todos los sucesos resultan bellos y buenos, pues no distinguen entre caracteres”
[27, p. 226] mientras que para la casta gobernante “unos hechos parecen buenos
y bellos, y otros, malos y feos” [27, p. 226]. La ética y sobre todo la estética,
en su funcién pragmatica es lo que hace que el hombre entre en la historia.

No nos detendremos més en el estudio de esta novela. Esperamos que esta
discusién haya ayudado a clarificar como algunas ideas peirceanas fueron enten-
didas a lo largo de este trabajo.

4.7 Rashomon, Akira Kurosawa

“No lo entiendo, no entiendo nada”. Con estas palabras empieza Rashomon
(1950), una pelicula japonesa de Akira Kurosawa, basada en un par de relatos de
Ryunosuke Akutagawa, el homénimo Rashomon (1915) y En el bosque (1922).

Refugiandose de una terrible tormenta en la semidestruida Rashomon, la
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que en otro tiempo fuera la puerta mas importante de la ciudad de Kyoto, un
lenador y un sacerdote, que acaban de ser testigos en un juicio de asesinato, se
encuentran angustiados ante la imposibilidad de entender lo ocurrido. El occiso,
su esposa y un bandido se atribuyen el hecho, en declaraciones contradictorias.
En medio de un escenario apocaliptico, la imposibilidad de entender lo suce-
dido se concibe como la peor tragedia: “Guerras, tifones, terremotos, incendios,
enfermedades. Cada ano, cada ano tenemos desgracias. Ademds tenemos el
azote de ladrones como tsunami, cada noche aparecen en algun sitio. He visto
muy a menudo personas que han sido asesinadas por cualquier tonteria como
si fueran bichos repugnantes. Pero nunca crei que llegaria a ser testigo de algo
tan horrible. De veras ha sido horroroso. Después de lo que he visto no creo
que pueda confiar en nadie nunca mas. . . Pero eso es terrible, es mucho peor que
los ladrones, los tifones, las enfermedades y las guerras”, dice el sacerdote en
uno de los mondlogos de la pelicula. Aunque una obra maestra esta sujeta por
definicién a miles de interpretaciones posibles, entendemos esta pelicula como
el transito de esta desesperaciéon hasta la redencién final obtenida cuando el
mundo recobra su sentido.

Esta lectura asume, a diferencia de lo que piensan muchos criticos, que la
peli-cula da al espectador los elementos suficientes para determinar lo ocurrido.
Aunque esta solucién nunca se da explicitamente, podriamos decir en términos
matematicos, que el problema retine las condiciones para que tenga solucién
unica. Observemos que este cae en lo que en esta tesis hemos llamado MP: se nos
presentan varios interpretantes de un signo, en este caso un asesinato, y a partir
de ellos debemos reconstruir fielmente el hecho. Las condiciones que garantizan
su solucién fueron presentadas en la seccion 1.2. En primer lugar, tenemos la G-
separabilidad, que dice cada aspecto del hecho debe ser diferenciado en alguna
interpretacién. En segundo lugar, la G-pegabilidad, que nos permite formular
hipétesis que expliquen las interpretaciones; esto implica en particular que, ante
dos afirmaciones contradictorias, debemos estar en capacidad de decidir cual es
la correcta. Veamos cémo funcionan estas en cada una de las versiones.

Resulta interesante el procedimiento que utiliza el director para revelar los
hechos. En medio de la tormenta, un aldeano llega a refugiarse debajo de la
puerta junto al sacerdote y al lenador. La insercién de un elemento nuevo
dentro de un contexto cerrado, como medio para alcanzar la verdad, es un pro-
cedimiento propiamente peirceano. La funcién de este, ademdas de motivar que
los dos testigos narren las distintas versiones, es confirmar con sus comentarios
las sospechas del espectador. Resulta revelador la forma en que después que su
funcidén estd concluida, este personaje es desiterado de la escena.

Del primero de quien se nos cuenta su testimonio es Tajomaru, un famoso
bandido. La asociaciéon de este personaje con su fama es resaltada a lo largo
de toda la pelicula: siempre que alguien habla de él, hace referencia directa a
esta. El se siente orgulloso de su fama, por lo que se esfuerza en cuidarla. Es
interesante en este sentido la narracién de su arresto: un policia dice que lo
capturé después de que a todas luces habia caido de un caballo y gemia de dolor
en el suelo, a lo que Tajomaru responde enfurecido que €l se bajé del caballo por
un dolor de estémago ocasionado por beber el agua envenenada de un arroyo.
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Esto nos lleva a sospechar que este bandido es en realidad extremadamente
patético (suposicién confirmada por otras declaraciones) y que mentiria para
ocultarlo. Desde este punto de vista debe analizarse su testimonio. La primera
parte no se pone nunca en duda: mientras se encontraba descansando en el
bosque, Tajomaru ve pasar a un samurai acompanado de su esposa, al cual
consigue amarrar para aprovecharse de la mujer. En este punto su historia
difiere de las demds: cuando se disponia a huir, la mujer le suplica que luche
a muerte contra su esposo, dado que no puede soportar que ambos hombres
que la han poseido continten con vida. Esto enardece a Tajomaru, que desata
al hombre y luego de un espectacular combate de espadas consigue matarlo.
Después de esto, se da cuenta de que la mujer ha desaparecido, y él huye a su
vez.

A continuacion, viene el relato de la mujer. Después de haber sido ultrajada,
ella trata de correr hacia su marido, pero Tajomaru la detiene. En ese momento
advierte algo extrano en la mirada de su esposo, un brillo frio, que la hiere y la
hace desmayarse. Cuando recobra el conocimiento, el bandido ha desaparecido
y ella trata de acercarse de nuevo, pero esa misma mirada la altera hasta tal
punto de generarle un ataque de histeria. Cuando se recupera, su esposo yace
con una daga en el pecho, que ella recuerda haber tomado en algin momento.
Llevada por la culpa trata primero de suicidarse y al no conseguirlo, se retira
a un templo. Culpa y lagunas, hasta qué punto intencionadas, es el sabor que
deja el relato de la mujer.

El relato del occiso se lleva a cabo a través de una médium. Cuenta que
después de violar a su mujer, Tajomaru traté de convencerla de que se escapara
con él, lo que provoco que el samurai fuera atormentado por los celos. Cuando
ya se iban a escapar, ella le ruega al bandido que lo mate, porque no podrian
unirse mientras él siguiera con vida. Esto hace que Tajomaru reaccionara vio-
lentamente hacia ella, preguntandole al samuréi si debia matarla o perdonarla.
Pero ella consigue huir, y después de desatar al despechado esposo, también lo
hace el bandido. El samurdi se incorpora y se suicida con lo que tinico que habia
quedado en el lugar: una valiosa daga que habia pertenecido a su esposa. Pero
mientras agoniza, siente cémo alguien se acerca y le saca lentamente el punal
del pecho.

Aqui termina el cuento de Akutagawa. En este punto tenemos elementos
suficientes para sospechar lo ocurrido, para abducir hipétesis. Pero no contamos
con una forma de confirmar cuédl de todas las posibles es la correcta. Ademads,
muchas preguntas quedan en el aire: ;Por qué la extrana solicitud de la mujer?
. Quién retiré la daga, en caso de ser cierta la versién del muerto? No tenemos
una G-separabilidad plena porque hay elementos que no han sido adecuadamente
explicados en ninguna versién. No tenemos G-pegabilidad plena, porque hay
puntos sobre los cuales no podemos decidir. Sin embargo, en la pelicula de
Kurosawa, que sigue fielmente los testimonios del bandido, de la mujer y del
samurai, aparece otra versién que nos permite dilucidar lo ocurrido.

Después de ser presionado por el aldeano en medio de la tormenta, bajo
la puerta de Rashomon, el lenador se ve obligado a confesar que no le contd
toda la verdad a la policia. Su testimonio inicial era simplemente que habia
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encontrado el cadaver del samuréi con una herida en el pecho sin rastro ni de la
espada ni de la daga. Ahora confiesa que llegd en el momento, en que después
de haberla violado, Tajomaru le pide perdén a la mujer y le ruega que se case
con él. Sin embargo ella le responde que no puede decidirse y, escapando del
bandido, desata a su esposo con la daga. Pero este la desprecia, diciendo que
lamentaria mas perder a su caballo antes que a ella. También Tajomaru termina
despreciandola. En este momento ella los increpa: a su marido por no tener el
valor de vengarse y a Tajomaru por no actuar conforme a su fama de terrible
bandido. Es en este momento que los dos hombres empiezan a luchar de una
forma bastante torpe y patética, hasta que finalmente el bandido termina por
matar al samurdi con su espada. En este momento la mujer huye al bosque y
luego también lo hace el bandido.

Esta versién es muy importante por lo que dice, pero més aun por lo que
no dice. Si ella hubiera ocurrido exactamente como nos cuenta el lenador, ;por
qué no se la cont6 tal cual a las autoridades? El aldeano nos da la respuesta:
porque el lenador ha robado la fina daga, hecho que este confirma. Esto es muy
importante, porque si la daga se hubiera encontrado simplemente tirada en el
suelo no habria tenido mucho sentido ocultar los partes principales del relato,
hubiera bastado con esconderla. Sin embargo, si esta se encontraba en el pecho
del samurdi, si tendria sentido que hubiera ocultado lo que vio, sobre todo si
este se hubiera suicidado después de que todos se hubieran ido, en cuyo caso
la desaparicion de la daga no tendria ninguna explicacién. Ademds, como el
samurai se atribuye directamente el hecho, mientras su esposa sélo lo hace de
manera tangencial, no resulta muy dificil terminar de reconstruir lo ocurrido.

Después de haber violado a la mujer, Tajomaru, sin duda un criminal mucho
mas patético que terrible, le ruega a esta que se vaya con él, pero ella no se decide.
El haberse mostrado débil y haber sido rechazado es la razén por la que él omite
esta parte en su relato. Ella desata a su esposo, sin embargo los celos de lo que
acaba ocurrir hacen que este a su vez la rechace con excesiva rudeza. Tajomaru
finalmente, para no sentirse plato de segunda mesa, también la rechaza. La
mujer, despechada, incita a los dos hombres a que combatan entre si. Ella
omite esta parte de su narraciéon, por medio de sus “desmayos”, posiblemente
llevada por la culpa ocasionada por la forma en que terminan desarrollandose los
acontecimientos. Los dos hombres tienen un combate més penoso que heroico,
al cabo del cual el bandido acaba por apoderarse de ambas armas. En este
punto, Tajomaru no tiene el valor de matar al samurdi y se limita a asustar a
la mujer, la cual huye al bosque. El bandido a su vez, también huye llevandose
consigo las armas del vencido. Este, humillado, comete suicidio clavandose el
punal de su esposa en el pecho. Es natural que el muerto no haya contado
las partes de la historia que constituyen la humillacién de la derrota para él.
Probablemente su esposa volvié antes de que el lenador pudiera tomar la daga
y ante el espectaculo de su esposo muerto, asumié la culpa, primero tratando
de suicidarse, y luego buscando redenciéon en un santuario.

Las ultimas escenas de la pelicula estdn cargadas de un sutil simbolismo.
Cuando el lenador termina con su testimonio, los tres hombres escuchan el llanto
de un nino: hay un bebé abandonado en medio de las ruinas. Mientras el aldeano
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trata de despojarlo de sus ropas, el lefiador y el sacerdote lo acogen. Ese bebé
puede pensarse como un simbolo de la verdad. El hecho de despojarlo, de tomar
solo lo que nos conviene, es asociado a cémo los distintos testigos involucrados
en el juicio acomodan los hechos a su conveniencia. Aunque el director de la
pelicula buscaba lograr una conclusién indudablemente moral, esta se puede
extrapolar, como hemos visto, a la forma en que en toda interpretacion el efecto
del signo es determinado por factores normativos propios de cada intérprete.
El hecho de adoptar al bebé por parte del lenador es una forma de aceptar la
verdad tal cual es y a la larga constituye una redenciéon: “Gracias a ti puedo
seguir creyendo”, son las ultimas palabras pronunciadas por el sacerdote.
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