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Resumen

En la presente tesis se da un estudio del topos de prehaces que caracteriza la formulacion
en topos de la mecanica cuantica, utilizando una topologia de Grothendieck definida sobre la
categoria de contextos, base de los prehaces, a través de una métrica dependiente de un es-
tado fijo a través del concepto de entropia. Con base a eso se estudian secciones del prehaz
espectral utilizando la cohomologia de prehaces, se introduce un concepto de curvatura para
las secciones y finalmente se identifica el modelo genérico para una teoria cuyo topos clasifi-
cante es el topos de haces definidos sobre el sitio determinado por la categoria de contextos
mas la topologia entropica.
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1. Introduccion

Las fronteras que aparecen entre las diferentes teorias activas de la fisica contemporanea
estan, esencialmente determinadas, por la forma en que las interacciones caracteristicas de
cada teoria transitan de un marco conceptual a otro. Estas interacciones, entendidas como
correlaciones entre cantidades fundamentales del lenguaje de cada teoria, pueden incluso lle-
gar a contradicciones cuando tratan de compararse sistemas fisicos analogos en descripcion,
o sistemas hibridos donde diferentes teorias tengan necesariamente que coexistir a través de
una explicacion consistente.

El problema podria ser que los objetos de las teorias y las correlaciones que implican sus sis-
temas de deduccion internos se entienden localmente, en el sentido de que posibles teorias
mas generales y completas se construyen desde sistemas bien conocidos que se conducen
(adecuadamente) a un punto de incomodidad entre las teorias. Esta aproximacion, desde las
teorias, no tiene en cuenta posibles panoramas globales al observar las teorias como miem-
bros de un todo con cierta nocion de compatibilidad.

La dificultad principal en esta empresa se encuentra en la carencia que existe de un len-
guaje matematico, en el marco de la fisica, que permita generar férmulas sobre estas visio-
nes globales. Intentos han existido, principalmente a través de los diferentes mecanismos de
cuantizacion y equivalencias entre estructuras matematicas de naturaleza distinta, como la
dualidad AdS/CFT, fundamental en la construccién de la teoria de cuerdas.

Sin embargo, este tipo de ejemplos (correspondencias, dualidades,etc.) se encuentran con-
densadas y estudiadas extensivamente en el marco de teorias matematicas fundacionales
como la teoria de categorias y la teoria de modelos. Es entonces natural pensar que las he-
rramientas matematicas necesarias para concebir espacios generales de dialogo entre los
diferentes objetos conceptuales de la fisica, van a provenir precisamente de estos lugares.

Las ideas iniciales orientadas hacia este proposito han sido relativamente recientes, sien-
do de especial mencion la reformulacion en términos del lenguaje de topos del teorema de
Kochen-Specker debido a C. Isham y J. Butterfield y la consecutiva realizacion del lenguaje
de topos como un mecanismo para la construccion de nuevas teorias de la fisica.

Estas ideas estan sustentadas sobre una coleccion de hipotesis sobre la idea de espacio
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de estado para una teoria. Esta idea consiste en la presentacion que tiene una teoria fisica
de todos las manifestaciones posibles de cantidades fisicas en virtud de las correlaciones que
genera. Las teorias realistas, esto es, diferentes a la mecanica cuantica, definen espacios de
estado a través de las hipotesis de realismo.

= El| valor de una cantidad fisica en determinado tiempo es matematicamente representa-
ble.

= Las proposiciones acerca de un sistema se manipulan utilizando l6gica booleana.

= | os elementos del espacio de estado son tales que, especificar un estado para un siste-
ma fisico especifico, conduce a una asignacion precisa de valores de verdad para todas
las proposiciones acerca del sistema.

En el marco de la mecanica cuantica, por otro lado, el espacio de estado no se puede describir
partiendo de las anteriores premisas. Esta incompatibilidad enfrenta de manera determinante
ambas teorias. Sin embargo, es posible generar un nuevo conjunto de hipétesis que se aproxi-
men a las hipotesis de realismo en ciertas condiciones y en cualquier otro caso, respondan a
las exigencias de la teoria cuantica. Estas hipotesis, precisamente, se escriben en el lenguaje
de topos y constituyen la hipotesis de neo-realismo:

= Enuntopos 74 existen dos objetos especificos: el objeto .*stado”>, y el objeto "valor-de-
medida” 4. Toda cantidad fisica es entonces representada por un morfismo A, : Xy —
Ry.

» | as proposiciones acerca de un sistema son representadas por los subobjetos del ob-
jeto estado X,. Estos subobjetos forma un algebra de Heyting.

» |Los valores de verdad son asignados a las proposiciones utilizando un objeto "verdad”.

Esta version, en cierto sentido, debilitada del realismo, solamente condensa la idea de que a
las estructuras que representan los espacios de estado fisicos y la légica que rige las propo-
siciones que refieren a los elementos de estos espacios, yace un formato comun que integra
naturalmente la forma del espacio con la forma de la logica. Estos escenarios son precisa-
mente los topos, dénde en mecanica clasica basta el topos de conjuntos Set, mientras que la
mecanica cuantica exige un topos diferente que resulta ser el topos de prehaces Set®” sobre
una categoria C de caracteristicas particulares. Esta idea encarna el espiritu matematico de
esta tesis.

El propdsito del presente trabajo, entonces, es contribuir a esta idea, haciendo una presen-
tacion de los espacios de estado en el lenguaje de la teoria de topos y explorando ciertas
caracteristicas topologicas, geométricas y logicas, que emergen en este tipo de descripcion
de los sistemas fisicos.



De esta manera, en el capitulo Prehaces se construye la categoria de contextos, que es
equivalente a la categoria de subalgebras conmutativas de algun algebra que represente las
mediciones posibles para un sistema fisico. Después, se introduce el prehaz espectral, que
genera el dual a cada subalgebra conmutativa, informacion necesaria para la descripcion de
todo sistema cuantico. Estos objetos en conjunto establecen el escenario de estudio central
que es el topos de prehaces sobre la categoria de contextos. Las caracteristicas y posibilida-
des geométricas de la categoria de contextos se comentan al final del capitulo.

Posteriormente, en el capitulo Informacion se introduce el rol de una métrica sobre la geo-
metria definida para la categoria de contextos en el primer capitulo. Esta métrica puede inducir
un operador l6gico sobre el topos de prehaces y se comentan los elementos basicos de la
l6gica de topos. Finalmente, se construye la topologia entropica, que es una métrica particular
relativa a un estado fisico basada en teoria de la informacion y cuyo propdsito es capturar la
idea de reconstruccion de un estado moviéndose a lo largo de la categoria de contextos, es
decir, a través de la composicion inherente a la categoria.

La pregunta sobre la conexion entre informacion clasica'y cuantica se aborda en el capitu-
lo Geometria, donde se enuncia el teorema de Kochen-Specker en su versién geométrica,
determinando que es la imposibilidad general de los prehaces de poseer secciones globales
lo que tipifica su caracter cuantico. De esa manera, se establecen criterios cohomologicos
para las obstrucciones a la globalidad de esas secciones. Esto permite determinar como es
posible encontrar informacion clasica codificada en la forma de secciones extendibles, sobre
los prehaces espectrales, y de paso, mostrando el trasfondo ldégico que esto tiene al presentar
una dualidad entre los elementos del dual espectral y el espacio de tipos para una teoria de
representacion del espacio de Hilbert. Ademas, se propone un estadio mas de geometriza-
cion en la forma de una curvatura para las secciones.

Para terminar, en el capitulo Légica de Haces se profundiza en la estructura logica de las
construcciones previas a través del mecanismo de hacificacion, que se estudia en primera
medida a través de sus consecuencias sobre las secciones de estados fisicos y luego pre-
sentando una nueva logica a través del topos de haces generado por la categoria de contextos
y la topologia entropica. Este topos es el topos clasificante de una teoria y la l6gica de haces
generada, la légica del modelo genérico de dicha teoria.



2. Prehaces

El objetivo de este capitulo es introducir el escenario de haces dentro del formalismo teorico
de la mecanica cuantica. El objeto central de esta introduccidn es la construccién del deno-
minado (pre) haz espectral ¥ € Set®”, introducido y estudiado esencialmente por C. Isham,
J. Butterfield y A. Déring [19, 22], donde C es la categoria que contiene la informacion sobre
la estructura de eventos probabilisticos de la mecanica cuantica, de ahora en adelante, la ca-
tegoria de los contextos. Esta estructura estara determinada basicamente por la C*—algebra
de operadores, sus subalgebras, o de manera equivalente, a los subespacios cerrados de un
espacio de Hilbert abstracto, asociados a un sistema cuantico general, mientras que el prehaz
espectral asocia a cada subalgebra su respectivo espectro de Gel'fand.

Esta no es la Unica aproximacion a la mecanica cuantica basada en haces categoricos. Exis-
ten formulaciones alternativas como por ejemplo el funtor Bohrificacion A € Set® introducido
por C. Heunen, B. Spitters y N. Landsmaan, igualmente basado en la categoria de contextos.
La diferencia esencial radica en que el funtor Bohrificacion explota resultados recientes [7]
sobre el caracter localico del espectro de Gel'fand asociado a una C*—algebra interna a un
topos arbitrario, enfocandose entonces en su informacién topoldgica y no en los puntos que
definen al espectro como espacio, dado que este Ultimo caso es excepcional, en el sentido
que la descripcion basada en puntos resulta solo ser posible en el topos de conjuntos Set.
El mecanismo en ese caso consiste en utilizar un funtor ftrivial en el topos de los prehaces
covariantes, que envia cada subalgebra conmutativa en el conjunto de elementos que la com-
ponen. A esta operacion es a lo que se denomina Bohrificacion. El objetivo es representar una
C*—algebra arbitraria a través del funtor Bohrificacion en una C*—algebra interna al topos de
prehaces covariantes y de esa manera asociarle un espectro de Gel'fand localico. Esta pers-
pectiva logra resultados semejantes a los que se consiguen utilizando el prehaz espectral,
fundamentalmente en el sentido de encontrar la forma de representar proposiciones légicas
sobre sistemas fisicos en espectros de Gel'fand, proceso que se denomina daseinisacion.

Sin embargo, en opinion del autor, a pesar de que la Bohrificacion trabaja en un topos donde
el algebra, de manera natural, existe dentro del topos, la formulacién basada en el prehaz
espectral es mas cercana a la manera en que se razona un sistema cuantico: los observables
y los estados en conjunto contienen la informacidn fisica. A pesar de que la C*—algebra no es
un objeto del topos de prehaces contravariantes, la relacion entre el algebra y los estados si lo
es. Esto tiene ventajas tanto operativas como conceptuales. De esa manera es mas facil co-
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nectar con preguntas concretas de la mecanica cuantica contemporanea (e.g. discriminacion
de estados, correcion cuantica de errores, criptografia, etc.). Por otra parte, no se desconoce
el valor tedrico del programa de Bohrificacion que resulta ser equivalente o bastante similar
en varios aspectos.

2.1. El Prehaz Espectral

Definicion 2.1.1. Un sistema fisico S se define como una tripla (N',O,P) donde N es el alge-
bra de observables (cantidades fisicas medibles), O la coleccion de los posibles valores que
pueden tomar esas cantidades fisicas luego de ser medidas y P el espacio de las distribucio-
nes de probabilidad que obedecen los elementos en O (objetos intrinsecamente ligados con
la nocion de estado).

En un sistema cuantico, el algebra de observables es ' = B(H)[| Donde B(H) es el alge-
bra de los operadores acotados que actian sobre un espacio de Hilbert H. Por otro lado, en
mecanica clasica, los observables se identifican con el dlgebra N' = C(X) de las funciones
con valores en los complejos, definidas sobre el espacio de fase Xﬁ

En consecuencia, las cantidades fisicas se entienden como transformaciones definidas sobre
estructuras que almacenan la informacion fisica.

En el caso clasico, la informacion esta contenida en los elementos de la o -algebra de Borel
definida sobre el espacio de fase, mientras que en el escenario cuantico, es preciso introducir
la nocién de contexto.

Definicion 2.1.2. Un contexto V' es una subalgebra conmutativa del algebra de observables
B(H). La coleccion de todos los contextos del algebra B(H) se denominara de ahora en
adelante C.

Esta estructura admite un orden parcial <, definido a través de la contenencia de algebras.
Esto es, para P, Q) € C:
P<Q < PCQ

Ademas, si entendemos las inclusiones como morfismos de la forma
in : Q — P

Esta coleccidon de subalgebras conmutativas C mas los morfismos anteriormente definidos,
resulta ser la denominada categoria de contextos. Esta no es la Unica construccion posible

'Més exactamente, el algebra de observables es B, (H), que es la regidn del algebra total que corresponde a
los operadores auto-adjuntos.
2En el sentido mas general, X debe ser una variedad simpléctica
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para esta categoria. Alternativamente se podria trabajar con las subalgebras booleanas del
reticulo (en general) no distributivo de proyecciones sobre un espacio de Hilbert. Ambas vi-
siones seran tenidas en cuenta a lo largo de esta tesis.

La razon de ser de estas construcciones radica en que familias de eventos donde a cada uno
se le pueda asignar una probabilidad p € {0, 1} simultaneamente, en el marco de la mecéanica
cuantica, solo pueden ser definidas sobre las regiones conmutativas del algebra. Esto como
consecuencia de que en el algebra total pueden existir proposiciones incompatibles, en el
sentido de que no se les puede asignar simultaneamente un valor de verdad booleanoﬂ Esta
es una forma de enunciar el fendbmeno que se denomina contextualidad, que en un sentido
mas tradicional, dice que dada una valuacion de un observable A, es decir, una representacion
de la medicion de A y un observable B = f(A), se tiene que:

val(B) # f(val(A))

Por supuesto, si nos limitamos a contextos, la anterior condicion si se satisface. Es a lo largo
de toda el algebra general que las valuaciones no pueden cumplir la condicién anterior si-
multaneamente, lo cual es el contenido del teorema de Kochen-Specker. Se centra entonces
el analisis de las proposiciones solo a contextos, en el sentido de que solo en ellos es posible
definir valuaciones. El interés de esto es preservar parcialmente lo que sucede en mecani-
ca clasica, dénde para un observable f € C(X), los valores de verdad de las proposiciones
atomicas [f € A] (El observable f adquiere un valor dentro del conjunto de Borel A’) se
asignan a través de una funcion caracteristica que identifica sobre qué regiones del espacio
de fase X, el observable f adquiere un valor en A. Para el caso cuantico, las proposiciones
atémicas seran representadas por los operadores proyectivos dentro del algebra, y el analo-
go de la funcidn caracteristica seran los elementos del espectro de Gel'fand asociado a cada
contexto.

En ese sentido y teniendo en cuenta que cada contexto es una C*—algebra, es preciso intro-
ducir la siguiente definicion.

Definicion 2.1.3. E/ espacio de Gel'fand ¥(X ) de una C*—algebra X es un espacio topoldgi-
co, compacto y de Hausdorff, compuesto por todos los *— homomorfismos continuos y positi-
vosw : X — C denorma 1 |

w|| = 1.

3En el formalismo tradicional de la mecéanica cudntica esto es manifestacion de la imposibilidad que existe de
diagonalizar simultdneamente operadores que no conmuten. En ese sentido, no se les puede asignar auto-
valores utilizando la misma base de diagonalizacién y como consecuencia solo se puede tener informacién
parcial de ambos.

4Una valuacion es una funcién val : M — O con val(A4) = ), donde \ es un posible valor de medida para A,
que cuanticamente corresponde a un elemento del espectro de A.
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La asignacion de espacios de Gel’'fand a C*-algebras se puede representar a través de un
funtor X (el espectro de Gel’fand) con dominio en la categoria de las C*— algebras y codomi-
nio la categoria de los espacios topologicos tipo Hausdorff.

En el lenguaje tradicional de la mecanica cuantica, este espacio esta constituido por todos
los funcionales lineales sobre un contexto V', que dada la condicién sobre la norma, y la
positividad w(OT0O) > 0 para todo O € V, es posible intepretar como estados para el sistema.
Esto proviene del hecho de que tipicamente, el valor esperado de un observable para un
estado, es un elemento del espacio de Gel'fand asociado a alguna regién conmutativa a la
que pertenezca el observable.

wy(A) = (U] A|w)

Donde ¥, en este caso es un estado puro[]

Definicién 2.1.4. Para cada observable X € V, con V un contexto, se define X : ©(V) —
C en la forma X (¢) = ¢(X). De esta manera, X es una funcion continua denominada la
transformada de Gel’fand de X .

Podemos ver cémo el espacio de Gel'fand es analogo al espacio de estado clasico, para la
mecanica cuantica, en el sentido de que la transformada de Gel'fand de los operadores actia
sobre el espacio de Gel'fand asociado al contexto al cual pertenece X, de manera semejante
a como lo hacen los observables clasicos, en tanto funciones continuas, definidas sobre re-
giones medibles del espacio de fase clasico.

De esta manera, es posible asegurar que la informacién fisica esta contenida en el espacio
de Gel'fand para el caso de la mecanica cuantica, asi como lo esté en el espacio de fase para
la mecanica clasica.

Ademas, el rol de la funcion caracteristica que determina valores de verdad para las pro-
posiciones, sera entonces desarrollado por un clasificador de estados que determine para
cuales estados un valor esperado tiene un determinado valor especifico. Estas colecciones
de estados puros forman conjuntos clopen en la topologia del espacio de Gel'fand y cada
uno de estos clopen es imagen de un proyectoﬂ dentro del contexto, dado que existe un
isomorfismo [18]

a P(V) — SudeV

5 Para que sea elemento del espacio de Gel'fand, este estado debe representar un autoestado del observable,
de otra manera no se puede garantizar que sea un *—homomorfismo

(A1) = ((¥|AT|w))"

For A € X.
6Si P € B(H) satisface que P? = P, entonces se le denomina un proyector
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Entre el conjunto de proyectores P(V') y la familia de subconjuntos clopen Sub>y del es-
pectro de Gel'fand >y del contexto V' (teorema 3.2 [16]). Esto finalmente nos indica que el
analogo de la funcién caracteristica, es decir, el identificador de eventos en mecanica cuanti-
ca, son los proyectores del algebra. Ademas, presenta una conexién esencial entre la vision
de la categoria de contextos basada en subalgebras de von Neumann y la vision basada en
subalgebras abelianas del algebra general de proyectores P.

Estos proyectores, ademas, tienen como imagen subespacios cerrados del espacio de Hilbert.
En ese sentido, para que podamos incluir una medida de probabilidad sobre la ocurrencia de
eventos, es entonces preciso hablar de medidas de probabilidad definidas sobre espacios de
Hilbert. Para esto, el siguiente teorema es fundamental.

Teorema:(Gleason) Para un espacio de Hilbert H tal que la dimensién real del espacio sea
dim(H) > 3, todas las medidas de probabilidad y posibles para un subespacio a de H tienen
la forma p(a) = Tr(pP,) donde p es un operador auto-adjunto y positivo semidefinido con
traza Tr(p) = 1y el evento a esta caracterizado por su respectivo proyector F,.[33]

En este sentido, se tiene una imagen completa de la definicion inicial de sistema fisico y en
particular, de los eventos en mecanica cuantica, entendidos como configuraciones del siste-
ma que asignan valores de verdad a proposiciones acerca del sistema, con una probabilidad
determinada. Ademas, se ve como los elementos del espectro de Gel'fand, en tanto esta-
dos, pueden verse dualmente como funcionales o como operadores como los descritos en la
enunciacion del teorema. De otra manera:

Wy < Py

Los operadores densidad p representan el estado fisico del sistema, y en ese sentido, la
probabilidad de que ocurra un evento queda enteramente caracterizada por el estado del
sistema en un instante determinado. Si, por ejemplo, sucede que el estado del sistema sea
tal que un evento ocurra con maxima probabilidad, eso significa que:

Tr(pP,) € {0,1}

Una expresion de probabilidad 1 o 0 para un proyector, indica que p pertenece al espectro de
Gel'fand del contexto al cual pertenece P,. En cualquier otro caso, los valores de probabilidad
estaran distribuidos en el intervalo [0, 1]. Esto se puede ver también de la definicién misma de
elemento del espacio de Gel'fand. Si P € X un proyector para X una C*—algebray A € Xx:

AP) = AMP?) = A\(P)? € {0,1}

Como eventos, los proyectores identifican el dominio de proposiciones de la forma’A € A’
('la medicion A adquiere un valor en el conjunto de Borel A’). Esto en el sentido de que cada
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observable A tiene una familia de proyectores asociada; uno para cada autovalor del opera-
dor y de esa manera, cada resultado posible de una mediciéon corresponde a un subespacio
especifico, con una probabilidad definida por el estado del sistema. Es decir, en contraste con
la teoria clasica, dénde cada proposicién ¢.(A) sobre un observable A tiene asociada una
funcion caracteristica x4y independiente del estado del sistemﬂ cada proposicidn cuantica
¢4(A) tiene asociado un proyector qu( 4)» dependiente del estado p. En ese sentido es impor-
tante notar como la proposicion no corresponde solo a la caracterizacion de una region del
espacio de fase, 0 a un subespacio de un espacio de Hilbert solamente sino que tiene en
cuenta el estado que tiene el sistema. Esta vision relacional de las proposiciones esta en el
corazon de la formulacién que se esta construyendo y ademas es una consecuencia directa
del esquema de topos que sostiene de manera esencial la propuesta

Existe ademas la posibilidad de que un autovalor esté asociado a varios proyectores y en tal
escenario se dira que el observable es degenerado. En ese sentido, algunos contextos pue-
den ser diagonalizados mediante familias degeneradas de proyectores e.g. { P, + P, P, ... }.
Entonces, se ve que la accion de un elemento del espacio de Gel'fand w € ¥ x sobre los pro-
yectores dentro del contexto X es precisamente el de asignarles valores de verdad, en tanto
proposiciones. Es interesante hacer énfasis en como esta asignacion de verdad solo es posi-
ble de construir relativa a contextos, o localmente. Es decir, verdades globales sobre el algebra
no pueden construirse generalmente, solo de manera relativa a las regiones conmutativas del
algebra de observables. Esta es otra forma de enunciar el teorema de Kochen-Specker que
sera esencial en el capitulo siguiente.

Con base a lo anterior recapitulamos: el analogo a los eventos en mecanica clasica (con-
juntos) son los subespacios cerrados de un espacio de Hilbert, donde el rol de la funcién
caracteristica que determina en qué regiones se obtienen determinados valores para los ob-
servables sera desempenado por los elementos del espacios de Gel'fand y los proyectores
de cada contexto, en conjunto. Es decir, mientras en mecanica clasica para un observable
f € C(X)los posibles valores de medida f(z) = ~ determinan una particion del espacio de
fase X caracterizada por el conjunto {P,} (con P, funciones caracteristicas disyuntas entre
si), en mecanica cuantica, cada observable, en tanto operador A € B(H), define una familia
de proyectores { P, } en subespacios del espacio de Hilbert H, cada uno asociado a un auto-
valor v de A, y cuyo peso probabilistico dependera del estado p del sistema.

"Es decir, la regién en la que una funcién sobre el espacio de fase adquiere un valor determinado no depende
del estado que tiene el sistema.

8Los observables en mecénica clasica son funciones con imagen en los complejos y dominio el espacio de fase
X.
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En ambos casos, cabe notar que los elementos P, satisfacen las identidades:
ZP’Y:L PyPg = Pyoys
v

Con ¢.,3 la delta de Kronecker. Es importante notar como es el comportamiento de las medidas
de probabilidad, respecto a la accion de los proyectores, es decir, la construccion de las
distribuciones marginales. En mecanica clasica, una distribucion p sobre el espacio de fase
proyecta en la forma:

1
p— —Pyp=px
DA

Donde p)y, es la probabilidad de que el evento caracterizado por P, ocurreﬂ Esto no es otra
cosa que la regla de Bayes para distribuciones de probabilidad. Por otro lado, en el caso
cuantico, para un operador densidad p, tenemos la regla de von Neumann-L{ders:

1
p — —P\pP\ = py
Px

El contraste esencial entre ambas reglas de proyeccion es basicamente que el escenario
clasico es reversible, mientras el cuantico no. En términos de la escritura a través del pre-
haz espectral, la marginalizacién en el caso cuantico corresponde a la caracterizacion de un
subprehaz del prehaz espectral actuando sobre un contexto especifico, accion en la cual se
pierde informacion. Es decir, la distribucion clasica puede reconstruirse fielmente con base a

Sus proyecciones:
P = ZPAP/\
A

Mientras que para la mecanica cuantica:

p# ZP,\P,\ = Mp
A

Este fendmeno de irreversibilidad respecto a las proyecciones es esencial en la teoria cuanti-
ca y esta fuertemente ligado con el mecanismo de decoherencia. El operador M es relativo a
contextos especificos, es decir, la accidén de este es marginalizar el estado general a un con-
texto de medida, o lo que es lo mismo, familia de observables conmutantes. La conclusion de
esto es que no es posible reconstruir, en general, el estado de un sistema cuantico, o toda la
informacidn contenida en él, observando su comportamiento marginal. Todo esto se vera mas
claro en la medida que se profundice en la naturaleza topos-tedrica de los espacios de estado.

Por otra parte, es necesario discutir mas a fondo la forma que tiene el espacio de Gel'fand.
Como se menciond previamente, este es un espacio topologico en el sentido de que posee
una topologia (la mas débil) que hace continua la accion de la transformada de Gel'fand de los

%px = [ Pypdz
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operadores X € V, sobre los funcionales (V) — C :: ¢ — X(¢) = ¢(X). A esta topologia
usualmente se le denomina espectral o de Gel'fand. Especificamente cada vecindad de un
elemento ¢, puede escribirse en la forma:

Ulpo, 1, ey Tny€) = {p € B(V) 1 |d(x;) — do(m;)| < e,1 < i <n}

Dondee > 0,n € Ny xy,...,z, € V. Este espacio respecto a esta topologia es compacto, de
Hausdorff y usualmente no-conexo. Como se discutié antes, la familia de proyectores en cada
contexto es isomorfa a una base de esta topologia. Estos elementos forman un reticulo con
la contenencia como orden parcial. De esa forma, los proyectores heredan un orden:

P < Q < Ran(P) C Ran(P)

Donde Ran(P) es el rango del proyector, en otras palabras, un subespecio cerrado del espacio
de Hilbert H. Luego contenencia de subespacios se traduce en contenencia de clopen en el
espectro de Gel'fand. Cabe notar que este orden es equivalente al orden parcial que existe
entre operadores autoadjuntos:

P <, Q < ) — P es un operador positivo

Ambos reticulos, en tanto isomorfos, son completos, distributivos y ortocomplementados. Es-
pecificamente, la accion del isomorfismo mencionado es la siguiente:

a(P)={x e X(V)I\NP) =1}

Esta construccion recuerda las bases para espacios de Stone asociados a algebras Boolea-
nas, como es el caso del reticulo de proyectores dentro de un contexto. Observando la accién
general del prehaz espectral sobre este reticulo, se concluye que la imagen de este ante la
accion del prehaz espectral, es su correspondiente espacio de Stone, el cual es caracteristico
de cada contexto.

Como funtor, el espectro de Gel'fand de la siguiente manera ante las inclusiones en la ca-
tegoria de contextos C:
Slivy) : S(V) = (V) 2 A= Ay

La manera en que los elementos del espacio de Gel'fand se restrigen a contextos menores en
el orden, se hace utilizando la regla de proyeccion para distribuciones cuanticas mencionada
anteriormente, teniendo en cuenta que los funcionales que pertenecen al espacio de Gel'fand
son representables a través de trazas realizadas utilizando matrices densidad. En ese sentido
se puede restringir un funcional proyectando la matriz densidad asociada a dicho funcional
sobre un contexto menor. Por ejemplo, un funcional wy (A) = Tr(pv A7 tal que VW € C

10, — ienci i
Wy, = Wy, POF CONVENiencia en la notacion.
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y W < V, se restringe al contexto W utilizando el operador de marginalizacion a contextos
Myp =737, papacon P, € W se tiene que:

wylw(A) =Tr(MwpyA) =Tr (Z PAPVP)\A> = Tr(PypvA)
A A
Donde se us6 en el ultimo término el hecho de que la traza es lineal y ciclica.

La coleccion formada por todos los prehaces contravariantes con dominio en una categoria
constituye una categoria, con las transformaciones naturales como morfismos. Esta categoria
constituye un topos [29]. En ese sentido, el prehaz espectral es un elemento del topos Set®”
. El topos de prehaces tiene como clasificador de subobjetos 2 el funtor que envia cada ele-
mento U de la categoria base en el conjunto de todos los morfismos f tales que Cod(f) = U.
En el caso particular de la categoria de contextos, el clasificador de subobjetos es entonces
el funtor que a cada contexto le asigna el conjunto de todos sus subcontextos. En términos
del orden intrinseco de la categoria, se tiene luego que 2 = D(C), donde D(C) es la colec-
cién de todos las secciones iniciales (down-sets) en la categoria C. En este sentido la accion
del clasificador sobre un contexto V es Q(V) = D(] V), déonde | V es el conjunto de todos
los subcontextos de V' o, dicho de otra manera, es la seccion inicial generada por V. Sobre
morfismos, Q(V < W) : Q(W) — (V) que actlia sobre un recubrimiento arbitrario de IV en
laforma Q(V <W)(S)=lVnS.

Ademas, se tiene la accion del objeto terminal del topos 1 : C? — Sets :: V — {x} que
a cada contexto le asigna un singleton. Con base a esto, es posible, entonces, definir la trans-
formacién natural T sobre un contexto especifico V/, en la siguiente forma:

Tv (V) = {} = QV)
Cuya accion es la de tomar la seccion inicial maximal sobre el contexto V', es decir:

Esta transformacién es esencial, en conjunto con el clasificador de subobjetos, para la defini-
cidén elemental de topos. En abstracto, se necesita que el siguiente diagrama:

S —— 1

m true

BLQ

Sea conmutativo a través de un unico ¢, dénde S, B son elementos del topos y m un mor-
fismo moénico entre ellos. Dado que ya conocemos el morfismo T, podemos definir el ma-
peo caracteristico ¢ = char(m) (también llamado mapa clasificador) encargado de caracte-
rizar los subobjetos dentro del topos. Para el caso del topos de prehaces contravariantes,
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un subprehaz m : M — N de un prehaz N, queda enteramente determinado en la forma
char ,, : N — (), definida a través de la accién sobre un contexto U como:

char ;i : N(U) — Q(U)
Que actua sobre los elementos del prehaz como:
char ju;(P)={g|g: B— U, (Ng)(P) € M(B)}

Esta definicion se extiende para todos los elementos del topos de interés, es decir, para to-
dos los prehaces definidos sobre la categoria de contextos. Sin embargo, podemos ver un
ejemplo de particular interés, que es la accion de este mapa caracteristico para identificar un
subprehaz >’ del prehaz espectral 3, donde existe un mapeo inyectivo (moénico) j : ¥/ — 3,
para un estado p € X(U) en el espectro de Gel'fand sobre el contexto U:

char ;i (p) ={V < Ulply € B(V)}

Es decir, el mapa char identifica todos los subcontextos sobre los cuales una restriccion del
estado p, pertenece a su espectro de Gel'fand. En el caso clasico, el topos es Set, donde el
clasificador de subobjetos es simplemente Q2 = {0, 1}. En ese caso, el mapa char es la funcion
caracteristica conjuntista. En ese sentido se hace clara la proyeccion a subestados (llamada
aqui marginalizacion) en ambos escenarios: mientras en mecanica clasica la restriccion se
reduce a caracterizar un subconjunto, en mecanica cuantica corresponde a la caracterizacion
de un subprehaz. Al hacer la restriccion en el sentido clasico, basta con delimitar el dominio
del estado, con lo cual se sabe perfectamente cual es la informacion que se esta dejando de
lado, pero en la mecanica cuantica cada contexto tiene su familia de estados asociada, la cual
no se puede reconstruir con base a subcontextos, de manera que al hacer la proyeccion de
un estado arbitrario a contextos mas pequenos, puede ocurrir que se pierda informacion en la
descomposicion.

Esto esta fuertemente ligado a la propiedad que tenga un estado particular de ser extendible,
en el sentido de que dicho estado pertenezca a una familia de estados en diferentes contextos,
menores y mayores a lo largo de la categoria C, tales que es posible reconstruirlos todos
conociendo sus proyecciones a contextos menores. En el caso clasico, todos los estados
son extendibles, en el sentido de que siempre habra para un estado arbitrario, familias de
funciones definidas sobre diferentes dominios que sean compatibles y de las cuales el estado
haga parte.
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La parte roja representa un elemento en el espectro del contexto V. La linea punteada
denota la extendibilidad del elemento a lo largo de otros contextos.

Ejemplo: H ~ C*

Este ejemplo consiste en el espacio de Hilbert caracteristico del escenario de comunicacion
mas sencillo que existe a nivel cuantico. Esto es, una pareja de agentes que comparten un
sistema de 2 qubits. Este sistema puede tener estados, como es sabido, factorizables, o por el
contrario, entrelazados. De esta manera, este escenario es uno de los sistemas mas sencillos
en los que se hace manifiesto un comportamiento esencialmente cuantico.

Los operadores que actian sobre este espacio de Hilbert son representables mediante ma-
trices 4 x 4 con entradas en los complejos. Estas matrices conforman un algebra de von
Neumann M, (C) para la cual existe una representacion de la base en la forma o, ® o,
(1,v=0,1,2,3), con oy = 15 y 0, las matrices de Pauli.

Se restringe el estudio a la subalgebra Z C M,4(C) de matrices invertibles. Esta subalge-
bra coincide con el grupo de Lie Z = GL(4,C), que tiene como algebra de generadores, el
algebra de Lie gl(4,C). De esta manera, se pueden utilizar las herramientas de los grupos
de Lie, para la caracterizacion de las subalgebras. Méas alla, dentro de GL(4,C) hay sub-
grupos interesantes fisicamente como SU(4) y SU(2) ® SU(2). De esta manera, dado que
SU(2) ® SU(2) C SU(4), el ejemplo se va a limitar finalmente al estudio de SU(4), grupo que
tiene como algebra de generadores:

su(4) = {X € gl(4,C0)| X" = =X, Tr(X) =0}

Para esta algebra de Lie se tiene un total de 15 generadores, que representados en la base
canonica, se consideraran como la familia de matrices {);}>|"| (ver Apéndice D), con las
cuales ademas pueden determinarse los 9 elementos que representan los generadores de
SU(2) ® SU(2).

Si la subalgebra conmutativa es maximal, entonces se le conoce como subalgebra de Cartan
y al grupo de Lie generado se le denomina tforoide maximal, el cual es un subgrupo Abeliano
maximal [35]. Estos ultimos seran los interesantes para la construccion. Dado que para un
algebra de Lie su(/NV) la dimension de las subalgebras de Cartan (también llamado el rango
del algebra) es rank(su(N)) = N — 1, de manera que para N = 4, las subélgebras de
Cartan estaran generadas a lo sumo por 3 elementos en la base del algebra. Hay que tener
en cuenta que los elementos del algebra pueden verse también como operadores sobre el
espacio de Hilbert, teniendo a los operadores \i como generadores asociados a las matrices
A; (i.e. satisfaciendo la mismas operaciones): Utilizando este hecho, se escribe la siguiente

"Para su(V) la base del algebra tiene N — 1 elementos.
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familia de operadores en su(4):
1.

T:t = 5()\1 :|: 7,)\2)7 T3 = —)\3
1. < . .

U, = 5()\6 +i)7), U; = Z(_)\‘g +/3Xs)

1. - 1. A
Vi=s(atids),  Va= (ha+ V3s)

1. . 11, 1 - 2.
Wo = —(Xg i W; = (=3 + —=)\ -\

+ 2(9 iA10), 3 2(2 3+2\/§ g+ 315)
1. . 1.1 1 . 2
Xi:§()\11i2)\12)7 X3:§(—§ 3+ﬁ)\8+ 5/\15)

1 < R 1 1 - 2.
Z, = 5()\13 +iA14), Z; = 5(—ﬁ)\8 g)\ls)

Cada terna de operadores asociada a cada letra configura un algebra de Lie propia para su(4).
Los operadores indizados con =+ son los llamados operadores escalera de cada subalgebra y
el tercer operador es el que se escoge diagonaFE], de manera que sus autoestados seran los
estados del algebra. Se tiene ademas que A3, As ¥ A5 son diagonales en la base canédnica, y
dado que los operadores \i se han escogido obedeciendo las mismas relaciones, trivialmente
los operadores T3, Us, V3, W3, X3, Z3 conmutan. Esto no entra en conflicto con el hecho
de que las subalgebras de Cartan tengan dimensién 3, dado que estos operadores no son
linealmente independientes y asi mismo se preserva el hecho de que el algebra en general
solo tiene 15 generadores.

Ahora, al calcular los conmutadores entre todos estos elementos, se encuentra que:

[TZ',Z]'] = {UHW]] - [Vzaxj] = 07Vi7j7
[TivX:F] = [Uin:F] = [Vin:F} = [TﬂnU:F] =0
La primera fila de conmutadores indica la ortogonalidad que existe entre las regiones T_LZ,

ULW y V1X. De esta manera se concluye que existen los siguientes toroides maximales,
indizados por su respectiva subalgebra de Cartan:

n T,W,Z, " V,.Z X n U.Z W
" T.X_Z_ n VOX W, n U X, W,
» T_X.Z. " V_Z.X, = U_Z. W,
s T W.Z_ n V_W_X_  U_X_W_

2La razon de esto es actuar de manera analoga que con su(2), donde en la representacion canoénica de la base
la matriz de Pauli o3 es la Gnica diagonal.
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L] W3X323

Teniendo esto, el siguiente paso es encontrar todos los contextos posibles dentro de estas
subalgebras. La situacion es a primera vista decepcionante dado que todas las subalgebras
comparten la misma familia de proyectores que W3Xs5Z; (0 equivalentemente, de cualquier
subalgebra generada por triadas de terceros operadores). Se concluye, entonces, que el tnico
contexto en SU(4), para una base fija, posee 3 generadores y sus elementos tienen la forma:

e 0 0 0
0 €™ 0 0
0 0 € 0
0 0 0 *

Dénde ) . 0; = 0. Este contexto posee entonces una familia de proyectores P, P, y Ps, en
correspondencia con la cantidad de generadores, con un reticulo de proyectores Booleanos
bastante simple:

P<SU(4)):{O7P17P27P37P1+P27P2+P37P1+P371}

Por otro lado, si se agrega la identidad 1,4, la base presentada para su(4) se convierte en una
base para la totalidad del algebra de matrices M,(C). En consecuencia, solo con agregar
un elemento mas, diagonal, a los generadores, aparecen nuevas subalgebras abelianas ma-
ximales, con 4 generadores en vez de 3. Estas nuevas subalgebras tienen proyectores que
antes no aparecian en SU(4), generando un reticulo de proyectores mucho mas interesante,
listados explicitamente en el apéndice D en la base canoénica. Basicamente, dado un reticulo

similar al anterior, mas el proyector P;:

1

P+ P P+ P P+ Py P, + P P, + Py P34 Py
Py P Py Py

Cada nodo en la primera fila tiene asociado a su vez un subreticulo:
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/1 \

Pi+Pj+Pk+a Pi—i-Pj—i-Pk—i-b

Mientras en la tercera fila:

P+ P+ P

P+ Pj+a+b Pi+Pj+ta+ec P+ Pj+b+c

= = |

Fi+Pj+a P+ Pj+b Pi+Pj+c

P + P

En la ultima fila se tienen subreticulos similares a los de la cuarta. Cada elemento esté calcu-
lado explicitamente en el apéndice.

El espectro de Gel'fand X(C) tiene una base de 4 elementos {w;}?_,. Para el subcontexto
C; ., generado por {P; + P; + P}, (Cy ) = {w;,w; ;. } ¥ para C; ; generado por {P; + P;},

2 "

X(Cij) = {wg,wl , Wi i}

2.2. Realizacion Geométrica de C

El paso a seguir en la construccion, consiste en introducir una nocién de topologia sobre la
categoria de contextos. El objetivo de esto es establecer un escenario en el cual las nociones
de localidad y globalidad, en el sentido de las imagenes de los prehaces, se puedan estudiar
de manera detallada.

De esa manera, en esta seccion se construira una topologia de Grothendieck que permi-
ta, en particular, caracterizar estados fisicos segun su separabilidad. Para desarrollar esto, se
determinara una nocién de cubrimiento caracteristica de cada estado posible de un sistema,
a través de la entropia contextual asociada a cada contexto en la categoria C, fijando un es-
tado p. Desde la perspectiva de algebras de operadores, al fijar un estado para el algebra,
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se esta dotando a los contextos de un producto interior a través del operador de traza; esto
permite construir un espacio de Hilbert H, , en general reducible, asociado a cada contexto
y al estado seleccionado, a través de la construccion de Gel'fand-Naimark-Segal. La entropia
resulta ser idénticamente cero, si y solo si, H, es irreducible.

Se utiliza entonces la realizacion geométrica de la categoria de contextos C para asi de-
terminar un espacio topoldgico caracteristico de C. Luego, se definira una métrica sobre dicho
espacio topoldgico, inducida por la medida caracterizada por el estado. Esta métrica permitira
generar una topologia de Lawvere-Tierney j sobre el topos Set®” a través de una proyeccion
a C desde su espacio topoldgico caracteristico. En consecuencia, se tendra una topologia de
Grothendieck .J sobre C.

Realizacion Geomeétrica

El primer paso de esta construccion es hacer una deconstruccion simplicial de la categoria.
Para eso, se introduce la siguiente definicion.

Definicion 2.2.1. Dada la categoria de todas las categorias Cat y la categoria de los conjun-
tos simpliciales SimpSet, se define el funtor Nerve: Cat — SimpSet que a cada categoria le
asigna un conjunto simpliciall’3, paran € Z*.

La manera como actua este funtor es intuitiva. A cada elemento de la categoria, le corres-
ponde un 0-simplice. Los morfismos son los 1-simplices. Los diagramas conmutativos de la
forma:

r —

z

Son los 2-simplices y asi sucesivamente. Todo conjunto simplicial se traduce en un espacio
topoldgico, teniendo en cuenta la manera en que simplices de menor orden se acoplan a los
de mayor. Esta accidn de aglomerar simplices para generar espacios topologicos es lo que
se denomina la realizacion geométrica de un espacio simplicial. Se define entonces el funtor

3Un conjunto simplicial s € SimpSet es un prehaz s : A — Set definido sobre la categoria A de objetos
simpliciales. Los objetos simpliciales [n] € A tienen la forma [n] = {0 < 1 < 2 < ... < n} y forman una
categoria mediante funciones que preservan el orden. Entonces, cada conjunto simplicial puede verse como
una secuencia de conjuntos Xy, X1, ... dénde a cada [n] le corresponde un conjunto X,,, con morfismos
d; : Xp41 — X, tales que d;d; = d;j_1d; coni < j. Estos son una abstraccién de los complejos simpliciales,
dénde cada X, es el conjunto de n—simplices y los d; los llamados mapas frontera.
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realizacion geomeétrica sobre la categoria SimpSet de la siguiente manera:
| — | : SimpSet — Top

Donde Top es la categoria de los espacios topologicos. Teniendo esto, es posible definir la
realizacién geométrica de una categoria, componiendo los dos funtores previamente discuti-
dos

|Nerv(—)| : Cat — Top

El espacio topoldgico imagen de una categoria ante este funtor se denomina el espacio clasi-
ficador de la categoria.

Lo que se hace entonces es identificar una categoria con el grafo dirigido determinado por los
objetos de la categoria como vértices y los morfismos como aristas, ademas de simplices de
mayor orden.

Ahora, es importante introducir la nocion de topologia de Grothendieck, para la categoria
de contextos C, teniendo su estructura posetal. Dado un contexto V' € C, se define un cubri-
miento de V' como un conjunto S C C tal que S €| V. Con esto, se introduce la siguiente
definicion adaptada.

Definicion 2.2.2. Una topologia de Grothendieck J sobre la categoria de contextos C es una
aplicacion

J :C% — Set
Que acadaV € C le asigna un conjunto de contextos J (V') que debe satisfacer los siguientes
axiomas:

= E/ recubrimiento maximal | V € J(V)
» SiSeJV)yW <V,entonces SN | W € J(W)

» SiS e J(V)yR esunrecubrimiento de V tal que RN | W € J(W) paracada W € S,
entonces R € J(V)

La categoria de contextos C equipada con una topologia de Grothendieck J conforma el sitio
de contextos (C, J).

Ademas, como consecuencia de la relacion que existe entre una topologia de Lawvere-
Tierney j sobre Set®” y una topologia de Grothendieck .J sobre C, es posible definir j sobre
el topos de prehaces con la categoria de contextos como base. De esta manera, se introduce
la topologia de Lawvere-Tierney, para el topos Set®” | teniendo en cuenta que j : Q — ,
con €2 el clasificador de subobjetos del topos, y que €2 es un local, de manera que j resulta
ser equivalente al nacleo del local €2 [25]:
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Definicion 2.2.3. E/ nucleo de un local L es una funcion j : L — L que satisface, para todo
a,be L:

n a<j(a)
» (joj)=j(a)
m jlanb)=j(a)Aj(b)

En este sentido, encontrar un nicleo para el local D(C) es equivalente a determinar una topo-
logia de Lawvere-Tierney sobre el topos de prehaces definido sobre la categoria de contextos
C. La relacion precisa con las topologias de Grothendieck sobre C esta contenida en la si-
guiente proposicion:

Proposicion: Sea J una topologia de Grothendieck sobre C. Se define la funcién j; : D(C) —
D(C):
Uy ={veclUn|VelJV)}

Esta aplicacion es un isomorfismo de orden entre las topologias de Grothendieck sobre C y
los nicleos de D(C). Tenemos ademas el mapeo inverso:

Ji(V) ={S e DU V)V € j(5)}

Esto establece una equivalencia entre las topologias de Grothendieck sobre C y los nucleos
sobre D(C).

Algunos ejemplos de topologias inducidas son:

= j(5) =5
la topologia de Grothendieck inducida en C es

JV)={SeD(V)[Ves}t={lV}
Esta es la topologia indiscreta.

= j(S) = C: En este caso.
J(V)={5eD(V)[Vel}=D(V)
Por el contrario, esta es la topologia indiscreta.

La manera de proceder, entonces, sera utilizar el espacio caracteristico de C para construir un
nucleo sobre el clasificador de subobjetos. La manera de hacer esto, sera dotando el espacio
caracteristico de una métrica, lo cual representa ventajas tanto en el aspecto fisico como ma-
tematico.
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Por un lado, la nocién de distancia entre contextos, hace mas clara la distincion entre la in-
formacién contenida en cada contexto respecto a aquellos que le son comparables en térmi-
nos del orden. Matematicamente, se vera que solo existe una tnica manera de asignar esta
métrica, dada la naturaleza de los contextos. En conjunto, esto constituye una poderosa he-
rramienta a la hora de manipular las proposiciones fisicas.



3. Informacion

En este capitulo se utilizara el concepto de variacion de la informacion, herramienta usual
en el analisis de aglomeracion de datos en teoria de la informacién, para generar una to-
pologizacion (a la Grothendieck) de la categoria de eventos en términos de implicaciones
probabilisticas, esto es, se definira la nocion de cubrimiento de un evento probabilistico V' a
través de todos los eventos W que estén condicionalmente correlacionados segun la entropia
mutua (S(V|W) = 0).

La topologizacion de la categoria C ya habia sido previamente estudiada por K. Nakayama
[31], en un escenario donde la topologia podia ser inducida a través de una conexion de Ga-
lois entre C y la categoria de las subalgebras de un algebra de Poisson O (i.e. las familias
de observables clasicos). En contraste, se tomara distancia de esa construccion dado que la
conexion entre ambas categorias depende de manera indispensable de la existencia de ope-
radores cuantizacion-clasicalizacion que no se consideran practicos o son demasiado apara-
tosos, tanto matematica como conceptualmente, como para ser utilizados con naturalidad. En
ese sentido, se busca construir una topologizacion basada solo en la estructura probabilisti-
ca, bajo la suposicion de que la informacion clasica esta en cierto sentido localizada en el
marco probabilistico de la mecanica cuantica. Esto, sobre la base de que toda medicidén en un
instante de tiempo es clasica (lo que corresponde a un evento) y por lo tanto, la identificacion
de eventos puramente cuanticos se realiza a través de la recopilacion extendida en el tiempo,
de eventos clasicos. Ademas, la estructura en la que estan organizados los eventos dentro de
la categoria C, sugiere la prevalencia de informacién puramente clasica en ciertas regiones
(sub-reticulos booleanos del reticulo general de la C*—algebra).

Esta construccion, ademas sera fundamental para los siguientes capitulos, donde la exis-
tencia de una forma de topologia es crucial en el analisis e identificacién de invariantes coho-
moldgicos y modelos genéricos.

3.1. Metrizacion y Logica

El primer paso sera la construccidn de una metrizacion, en un sentido general, y luego se
presentara que solamente cierta familia de métricas es posible sobre el espacio caracteristico
si se imponen ciertas propiedades deseables. Asi, se introduce lo siguiente.
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Proposicion: Una funcién isotonaﬂu : C — C genera una pseudo-metrical9]:

du(,y) = p(z Vy) — plz Ay)

Es claro que d,(x,y) = 0 no implica z = y.

Asi, dada una funcion ;. como la de la proposicion, definida sobre la categoria de contextos,
es posible asignar una medida para cada 1-simplice del espacio caracteristico de manera
natural.

Sintaxis y Semantica

Dado que el rol de la métrica, tal como se esta introduciendo, es parametrizar un operador
l6gico dentro del topos, es preciso clarificar la manera en que se manipulan légicamente los
objetos del topos.

El clasificador de subobjetos (2 actuando sobre cada contexto, es en particular, un local (alge-
bra de Heyting); en ese sentido, posee un elemento terminal 1, que actlda sobre cada contexto
enlaforma1,(V) =] V, ademas de un elemento inicial 0, que a todos los contextos les asig-
na el cubrimiento vacio (). Ademas posee un orden de la forma D, < D, siy solo si D; C D,
para Dy, Dy € Q(V'), con conectivos definidos en cada contexto V' como:

D1 A D2 = D1 N D2
Dl V D2 = D1 U D2
Dy — Dy ={W €| V|VZ €| W, Z € D, entonces Z € D>} =|_J{D € Q(V)|DN D, C Dy}

Utilizando el dltimo resultado es posible definir la negacién (o pseudocomplemento) como es
usual en cualquier algebra de Heyting (D = D — 0):

“D={WelVIVZe|W,Z ¢ Dy =|J{D' e QV)[DnD' =0}

Esto es simplemente la implementacion del lenguaje de Mitchell-Bénabou para topos. En un
sentido mas general, este lenguaje senhala que cada proposicion es un término cuyo tipo es el
clasificador de subobjetos € [1], esto es, cada proposicion es un morfismo entre su dominio
de definicion (un objeto del topos ddnde se definen las variables) y €2 (su interpretacion). De
esta manera, las proposiciones de la forma:

P(x) : B(V) — Q(V)

Obedecen las operaciones légicas definidas anteriormente. Es importante notar que si dos
proposiciones se operan légicamente entre si, necesariamente deben tener el mismo dominio

'Una funcién f : L — L sobre un poset (en particular, un reticulo) L se denomina isotona si para = < y
entonces f(z) < f(y)
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de definicién. Esto significa que cada contexto define sus proposiciones y su propia l6gica de
manera local. En ese sentido, para cada proyector en (V') sobre un contexto V', se puede
asignar un elemento en Q(V') en forma de proposicion, y en general, a cualquier secuencia
finita de proyectores.

Respecto a la semantica, es preciso introducir la relacién de forcing, que se define en la
forma:

VIF¢(a) & a € {z|¢(z)}
Donde o« € U C X es un elemento de un subcontexto U de un contexto .X. Se dice, entonces,
que U forza ¢(«) si el siguiente diagrama conmuta:

{zp(2)} — 1

/ l true
U « . X (=)

s Q)

3.2. Variacion Cuantica de la Informacion

Una parte esencial de la construccion, matematicamente y para su interpretacion, es la deno-
minada construccion de Gel'fand-Naimark-Segal: Dado un contexto particular C'y un estado
del algebra w € ¥(C), es posible construir un espacio de Hilbert sobre el cual el algebra de
observables C' actia. La manera de hacer esto es definiendo un producto interior entre los
elementos del contexto a través del estado escogido, en la forma:

(alb) = w(a’d), Va,beC

Rigurosamente, este no es un producto interior dado que es posible tener (ala) = 0, sin
que a = 0. El conjunto de todos los elementos en el contexto N, = {a € C|{ala) = 0}
conforma un ideal a izquierda dentro del algebra. El espacio de Hilbert que se define con
base al contexto C', dependiente del estado w, se obtiene entonces como [6]:

He,, = C/N

Dénde cada elemento del espacio de Hilbert tendra la forma [a]| = a + N,,. La manera en que
actuan los operadores en C sobre H, - es a través de una representacion m,, que envia cada
elemento de C' en un operador sobre el espacio de Hilbert construido. La manera en que se
define esa aplicacion es:

mo(a) [[b]) = [[ad])

Usualmente H¢ ,, es reducible, de manera que se puede ver como una suma directa:

He. = €D H;
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Para cada elemento de la descomposicion existe un proyector P; : H¢,, — H;, que en con-
junto conforma una familia de proyectores ortogonales. De esta manera se pueden generar
elementos de los subespacios i-€simos en la forma:

oy = 212

v

v; = ([1]|B;|[1]). Con lo cual se tiene una descomposicién del elemento identidad:

1) = Z vi [[xil)

)

Esto permite describir el elemento w(a) = ([1]|[a]) = ([1]|7.(a)|[1]) como:

w(a) =Y {llpumela)l[xi])
Donde:
Po = ZVE xi) (il
Es la matriz densidad asociada al estado w. Es claro que esta representacion del estado
puede en general no ser un estado puro y que esto solamente puede suceder si y solo si la
representacion m, es irreducible. Se tiene entonces que la entropia de von Neumann asociada
al estado w:

S(w) = =Tr(p.logp.,)
Es igual a cero, si y solo si H¢, es irreducible.

La entropia, en términos funtoriales, ha sido bien definida en [14, [15] para sistemas de di-
mension finita; construccion que se utilizara aqui. Se parte, entonces, de un sistema cuantico
con espacio de Hilbert H = C", usualmente un sistemas de m espines y | estados accesibles
tales que n = ™. Ahora, se tiene una familia de proyecciones ortogonales (P, ..., ;) las
cuales pueden formar una base para construir operadores sobre el espacio de Hilbert, como
consecuencia de la descomposicion espectral que todo operador A€ B(H) posee:

A:ZGZR

Donde la suma se realiza sobre todos los autovalores a; asociados al operador A. Sobre
un contexto arbitrario V' = {/11, - Ak}, los elementos A; pueden ser entonces escritos en
términos de una misma base de proyecciones ortogonales, como consecuencia de la conmu-
tatividad mutua entre los operadores. En ese sentido, cada contexto tiene una base asociada
que diagonaliza a todos los operadores que lo componen, al mismo tiempo. Una forma de
expresar esto es a través de la construccion del doble conmutador de von Neumann, dénde:

{P,..,P,} =CP, + ..+ CP,
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Asi mismo, teniendo que cada proyeccion tiene como rango un subespacio del espacio de
Hilbert, es posible asociar a cada contexto V' una familia de subespacios que conformaran un
reticulo O(V') ordenado por la inclusion, donde cada espacio sera determinado por todos los
proyectores en V, que son combinaciones lineales de la base. Estos reticulos estan ordena-
dos de la misma manera que la categoria de contextos C, donde un reticulo O(W) esta por
debajo de otro O(V) en el orden si es subreticulo booleand?

Ahora, asi como en la construccion GNS, se define p un estado en su representacion de ope-
rador densidad. Decimos que p es diagonal en el contexto V' si representa un funcional en el
espectro del contexto, y por lo tanto p = Y. A\, y P, € V. p asigna un valor de probabilidad
a cada autovalor a; de un observable A a través de la regla de Born:

pi = tr(pF;)

De manera que, sobre toda la familia de proyecciones que diagonalizan a A, se define una
distribucion de probabilidad Pz = (p1, ..., pr) cuando p representa un elemento en el espectro
del contexto al que pertenece A. En caso contrario, siempre existe un elemento py = p|y
que es la proyeccion de un estado arbitrario a un contexto particular V. Es posible, en conse-
cuencia, calcular la entropia de Shannon para la distribucion de probabilidad generada por la
proyeccion de un estado py para los operadores en ese contexto:

H(Pc)=-Y_ pilnp; = —Tr(pyInpy)

Si se define P, = |x;) (xi| como en la construccién GNS. Para cada familia de proyecciones
que diagonaliza a cada contexto V/, entonces corresponde una distribucion de probabilidad
definida por un estado determinado p. La aplicacion que a cada contexto le asigna un valor
de entropia a través de este mecanismo es funtorial y actia en la forma:

H,:C—[0,lnn]

A este funtor se le denomina entropia contextual y preserva el orden a lo largo de la categoria
C en el sentido que si W < V entonces H,(W) < H,(V). Es importante notar que la entropia
de von Neumann para el estado p sera igual a la minima entropia contextual sobre todos los
contextos maximales [15]. Directamente se tiene que si este valor es cero, el estado es puro,
caso contrario p es mixto.

Una conclusién de la discusion anterior es que cada contexto puede presentarse como un
conjunto finito con una medida de probabilidad definida por el estado p. Esta presentacion
es una subcategoria de la categoria de espacios finitos de probabilidad FinProb, donde los
morfismos entre espacios de probabilidad, son las funciones que preservan la medida, i. e.

2e.9.SeaV ={P,, P>, P;, P,}' yW = {P, + P, P3, P,}", entonces O(W) < O(V)
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dados espacios de probabilidad (X, p) y (Y, q) se dice que f : (X,p) — (Y, q), f preserva la
medida si:
G= Y pn Vi€Y
i€f~1(4)
En contexto, se ha concluido que [15], if V < W, para V = {Q1, ..., @i}, entonces
W = {PL,.. P} P2 . P .. P.. P} donde P/ son proyecciones ortogonales tales
que:

k;
Q=) F
=1

La medida basada en p es lineal para sumas de proyecciones ortogonales y la Ultima ecuacion
se satisface cuando dos contextos son comparables en términos del orden. Entonces, existe
una funcion que preserva la medida entre dos contextos comparables V' < W (en la direccion
contraria) que mapea cada proyeccion en W en la proyeccién en V' a la cual pertenece en
términos de una combinacién lineal.

Este resultado es especialmente robusto, teniendo en cuenta los resultados presentados en
[5], donde se prueba que el Unico morfismo

F : Mor(FinProb) — [0, c0) entre morfismos de la categoria y numeros reales no-negativos
que satisfaga:

= Funtorialidad
F(fog)=F(f)+F(g)

m Convexidad Lineal

FAF© 1 =Ng)=AF(f) + (1= N)F(g)

= Continuidad respecto a la topologia de la categoria.

Tiene la forma, para f : V — W and ¢ > 0:

Utilizando los resultados presentados al principio del capitulo, se define la siguiente métrica
sobre la categoria de los contextos:

d,:C? xC —[0,2Inn]

d,(V,W)=H(\V VW) —HV AW)

Esta métrica se denomina variacion de la informacion en el contexto de la teoria de la in-
formacion, aqui definida entre contextos entendidos como espacios de probabilidad [27]. Es
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atil notar también que H (V' vV W) es la entropia conjuntay H(V A W) la informacion mutua.
Entonces, en particular, si W < V, una consecuencia de la estructura posetal es:

d,(V, W) = H(V) — H(W)

Lo que, en conclusién, conduce a que la variacion de la informacion sobre los espacios de
probabilidad asociados a los contextos, es la Unica posible métrica que respeta las condicio-
nes anteriormente mencionadas. Retomando la construccion GNS, vemos que esta expresion
se puede escribir como:

dp(‘/, W) = —Tr(pvlnpv — pWIan)

Sitomamos la forma previamente discutida para un par arbitrario de contextos comparablesV <
W
V={Q1,..Q}yW =A{P!,...P P2, .. P2, .., P},... P} }, tenemos que:

H(W +z (425

Expresidn que se construye utilizando la propiedad de recursion que tiene la entropia de
Shannon [14]. Entonces, la variacion de la informacion se hace cero cuando el Gltimo término
se anula. Este término puede ser intepretado, utilizando la versién entropica del teorema de
Bayes:

H(W) = H(V)=HW A=V) = HV A-W)

Dénde los términos de la derecha son equivalentes a las entropias condicionales H(V|W)y
H(WV). De esta forma, es posible concluir que:

HW A=V) = HV A=W) = piti (q— G q_)
i=1 pl pl pl

En ese sentido, si la variacion de la informacion es igual a cero, lo que se tiene es la igualdad
entre las probabilidades condicionales:

HWIV) = H(V|W)

Es decir, la informacion que se gana en una direccién del poset es igual en el sentido contrario.
En términos del estado p escogido para la construccion de las distribuciones de probabilidad,
que la entropia sea constante a lo largo de par de contextos comparables en el orden significa
que los subespacios agregados en el reticulo no poseen una componente diferente de cero
para el estado p, es decir, proyectado a esos subespacios el estado se anula.
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3.3. Topologia Entrépica

Teniendo los elementos ya mencionados, es posible finalmente introducir la topologizacién
sobre la categoria de contextos y su respectivo comportamiento lgico.

El primer paso es definir alguna relacion de congruencieﬂ sobre el poset D(C) = (2, dado
que estas relaciones resultan ser equivalentes a nucleos del poset, y estos resultan ser equi-
valentes a las topologias de Lawvere-Tierney para el topos de prehaces Set®” [28]. Para esto,
se toma la métrica inducida del poset de objetos Ob(C) en la categoria de contextos al reticu-
lo de sus secciones iniciales D(C), teniendo en cuenta que esta asignacion es un endofuntor
sobre la categoria de los posets y la entropia contextual es un mapeo isétono entre Ob(D) y
la recta real como orden. Asi, se tiene una entropia definida sobre las secciones iniciales:

H,:D(C) - R:V—max{H(W)W eV}

Asi, se le puede asignar una distancia como se present6 en la seccion anterior. Esto forma
un reticulo pseudométrico (D(C), d,). Sin embargo, es posible construir un espacio métrico
asociado utilizando el siguiente teorema:

Teorema 3.3.1. [9] Todo reticulo pseudométrico L, es un espacio pseudomeétrico, en el cual
las disyunciones y las conjunciones son uniformemente continuas. La relacion d,(X,Y) = 0
es una relacion de congruencia, que mapea L isométricamente y epimorficamente en un
reticulo métrico.

Esta relacion de congruencia induce el siguiente nacleo:
i, (V)= \{W e D©O)|(V.W) € ©,} = \/{W € D(C)|d,(V. W) = 0}

Un nucleo es, en particular, un operador de clausura, de manera que los puntos fijos corres-
ponden a los cerrados en el espacio métrico asociado, los cuales ademas generan un sublocal
M de €2 que permite escribir el nlcleo también en la forma:

Go(V) =M e M|V C M}

Es decir, otra manera de entender la accion del nlcleo sobre el clasificador de subobjetos es
generando el cerrado que mejor aproxima una seccion inicial desde arriba. Ademas, se tiene
la topologia de Grothendieck J,, asociada a este nucleo:

J,(V) ={S € DL V)|d,(S, | V) = 0} = {S € D(| V)|H(S, | V) = H(S)}

3Una relacion de congruencia en un reticulo L es una relacidn de equivalencia que ademas es un subreticulo
de L x L.
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Donde en la segunda igualdad se ha utilizado el hecho de que S es subconjunto de | V. La
interpretacion de esto puede hacerse a través de la denominada regla de la cadena de la
entropia condicional:

HX|Y)=H(X,Y)—-H(Y)

Luego, si H(S,|) = H(S), entonces H(] V|S) = 0. Esto quiere decir que S es cubrimiento
solamente si determina completamente a la seccion inicial | V. Tenemos entonces el sitio
(C. Jp)-

Es importante tener en cuenta que la topologia de Lawvere-Tierney es un operador légico,
en el sentido de como estan definidas las proposiciones en el lenguaje de Mitchell-Bénabou.
Intrepretado de esta forma, la accién j,(¢) para ¢ : 3(V) — Q(V') se puede reescribir como:

Jo(@) = \/{W[H (V) = H(yp A §)}

Donde ademas se uso la definicion de la métrica. La condicidn dentro de la anterior expresion
es lo que en teoria de la informacion se denomina como un canal libre de ruido entre las
variables aleatorias caracterizadas por las proposiciones.
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Recientes trabajos [4, 2] introducen la idea de una caracterizacion topologica de ciertas pro-
piedades haz-tedricas fundamentales de los sistemas fisicos. En particular, la construccion
hecha por Abramsky et. al. de un elemento topoldgico que es condicion suficiente para la
contextualidad de un sistema, inspira la posibilidad de clasificar diferentes estados posibles
para un sistema fisico, a través de sus secciones definidas a través del prehaz . introduci-
do en el capitulo anterior. El proposito de este capitulo es extender los trabajos anteriores,
introduciendo criterios de cohomologia sobre el formato topos-tedrico que se ha venido dis-
cutiendo.

Para este proposito, se introduciran algunas herramientas de la cohomologia de haces y se
vera como, en el caso particular de discusion, se logra tener una imagen bastante clara de la
emergencia y caracterizacion de fendmenos tipicamente cuanticos.

4.1. EIl Complejo de Cech

Con base a la categoria de contextos C, se tiene una definicién de cubrimiento para un con-
texto V' que esta establecida por la topologia de Grothendieck J que se esté manejando sobre
el sitio de contextos. Retomando la discusion sobre la realizacion geométrica de la categoria,
se usa la estructura simplicial de C para introducir la familia de p-simplices relativa a un cubri-
miento S = {Uj,,...,U;,} con S € J(V):

70(S) = {lios -y ip)lio < .. < iy, Uy N ... AU, # 0}

Ahora, teniendo en cuenta que el funtor de Gel’'fand es un prehaz abeliano, en el sentido de
que la imagen de cada contexto V' € C es un grupo abeliano, es posible entonces definir el
grupo de cocadenas de orden p para el cubrimiento S

CP(S, %) = Uper,, 1 (5)25(0)

Donde se aplico la definicion general para cocadenas en sitios y en particular que el producto
fiborado U xy W de subcontextos de V' es simplemente U N V[l, de manera que (o) repre-
senta la accién de X sobre la interseccion del cubrimiento indizado por ¢. De esta manera,

ver apéndice C. para la construccién en sitios generales
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los elementos del grupo de cocadenas de orden 0, C°(S, ) son familias de elementos del
espectro de Gel'fand, uno por cada contexto (0-simplice) en el cubrimiento, mientras que los
elementos del grupo de cocadenas de orden 1, C'*(.S, ) son familias de elementos en el es-
pectro, uno por cada par de contextos que tengan interseccion no vacia en el cubrimiento .S
(1-simplice), y asi sucesivamente.

Se toma ahora una cocadena de orden p, s € C?(S,X) y se construye el operador:
d:CP(S, %) — CPT(S, %)

En la forma:
p+1

ds([io-.ips1]) = > (=1 s([ig...i;..5))|[Uiy N ... A Ui,
7=0
Dénde i; representa la omisién del indice i; durante la suma. De esta manera, podemos
introducir los grupos de cohomologia H*(.S, ) del prehaz X respecto al cubrimiento S. Esto
permite definir el operador 0; : 7,(S) — 7,-1(5) a través de la manera en que las cocadenas
operadas por d actian sobre los simplices de manera dua/ﬂ Dado un p—simplice o y una
cocadena s € C?(S,%):

Teniendo que para un p-simplice o:
0o =[1,...,0y ..., D]

Clasificamos las cocadenas a través de la accion del operador d en la manera usual de la
topologia algebraica: el grupo de p—cociclos Z7(S,Y), sera igual al kernel de d mientras
que el grupo de cofronteras B?(S,Y) sera la imagen de d. Con esto, es inmediato intro-
ducir los grupos de cohomologia de Cech del prehaz ¥ respecto al cubrimiento S como
H?(S,%) = ZP(S,3)/BP(S, ). Hay que notar que B?(S,Y) = 0, luego H°(S, %) ~ Z9(S, %).

Sea ahora s € C°(S,X) una cocadena de orden cero, la cual corresponde, entonces, a una
familia de estados {p; € X(U;)} para cada U; € S. Hacemos el siguiente calculo para un
1-simplice o = [i, j:
d(s)(o) = pilUi N U; — pi|Ui N Uj

Vemos que si s € Z°(S,X), entonces los elementos del grupo de cohomologia de orden 0
para el cubrimiento S seran exactamente las familias de proyectores que para cualquier par
de contextos en el cubrimiento se satisface la ecuacion anterior. Esto es equivalente a la si-
guiente definicion de familia compatible:

2La raz6n de esto es basicamente la transicion que existe de la homologia singular a la cohomologia con
coeficientes en un prehaz determinado.
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Definicion 4.1.1. Dado un prehaz P ¢ Sef” definido en (C,.J), V € C y un cubrimiento
S € J(V'), una familia compatible para un cubrimiento S es una familia (ax) xcs € HxesP(X)
talque paraWW <V € S:

P(W S V)((lv) = aw

Tomando el ejemplo del funtor de Gel'fand X, una familia compatible de funcionales para un
cubrimiento S € J(V') es una familia de estados {p; € X(U;)} tal que para cualquier par de
contextos U; < U; € S. Recordando la accion de X sobre morfismos entre contextos:

S(iv,v,)(p5) = pi|Ui = pi

Se tiene:
pilUiNU; = pin; = pilU; N U;

Con lo que se puede concluir que existe una biyeccion entre el conjunto de las familias com-
patibles respecto a el cubrimiento Sy los elementos del grupo de cohomologia H°(S,Y).

4.2. Kochen-Specker y Haces

En el trabajo desarrollado por S. Abramsky y sus colaboradores, se utiliza un funtor dife-
rente al espectro de Gel'fand, dado que ellos deciden ignorar completamente el caracter de
(C*—algebra que poseen los contextos (sus propositos no lo requieren). En ese sentido, se
toman conjuntos de observables, también denominados contextos, sobre los cuales se se de-
fine un conjunto fijo O de posibles resultados de mediciones, y se mapea cada contexto, a
través de un funtor £, al conjunto de todas las funciones que van del contexto a los resultados
de medida. Es decir:
£ : Set — Set

Que para un contexto U & la Abramsky actua £(U) = OV. Cada elemento de £(U) corres-
ponde a la gjecucion de una medida y, por lo tanto, tiene una probabilidad de ocurrir. Eso
conduce a que £(U) tiene una distribucion de probabilidad asociada. Entonces, para un cu-
brimiento, en el sentido que lo hemos descrito, pero utilizando una topologia de Grothendieck
de la forma

JU)={S|usS =U}

Se tiene una distribucién de probabilidad por cada elemento del cubrimiento S. A este conjun-
to {ev tves €s lo que se denomina un modelo empirico. Restringiendo el funtor £ solamente a
aquellos elementos de OV en el soporteﬁ de la distribucion de probabilidad asociada e/, obte-
nemos un subfuntor de £, denominado S¢. Finalmente, se toma un funtor F; : Set — Set que
envia elementos de un conjunto X en funciones con codominio en un anillo R. Seleccionando

3Se define el soporte de una funcién f : X — R con codominio en un anillo R, como supp(f) = {z €

X|f(z) # 0}
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R = Z, se toma la composicién F7Se como el funtor sobre el cual se hace cohomologia. La
accion de este funtor es asociar a cada contexto, en un cubrimiento, el conjunto de combina-
ciones lineales de funciones en OV que se encuentren en el soporte de e, con coeficientes
en los enteros.

Como se dijo antes, cada una de estas funciones de U en O, representan la ejecuciéon de una
medida. La probabilidad de ocurrencia de dicha ejecucién esta determinada por el estado del
sistema. En ese sentido, se mapean contextos en combinaciones lineales de estados. Esto
es analogo a lo que se realiza con el funtor de Gel'fand, con la ventaja, en este Ultimo caso,
gue operativamente es mas claro como volver a la mecanica cuantica en su lenguaje tradicio-
nal y ademas permite analizar de manera mas detallada la informacion légica y geométrica
codificada en el lenguaje de topos.

Mas alla, hay un punto comiun en ambas perspectivas, que resulta ser el que, se podria
considerar, el resultado mas importante hasta ahora de la formulacién basada en topos de la
mecanica cuantica.

Teorema [22]): El teorema de Kochen-Specker es equivalente al hecho de que el prehaz es-
pectral sobre la categoria de contextos C, no posee secciones globales.

Para S. Abramsky et. al. se puede concluir lo siguiente:

Proposicion [2]: La existencia de una seccion global para un modelo empirico, implica la exis-
tencia de un modelo determinista de variables ocultas que lo determina.

La diferencia estructural esencial que yace en las construcciones muestra en la enuncia-
cién de los teoremas su mas cara consecuencia: en la formulacién hecha en base al funtor
de modelos empiricos es posible construir una condicion suficiente, mas no necesaria pa-
ra la contextualidad, en contraste con el funtor de Gel'fand, dénde la equivalencia entre sus
secciones globales y la contextualidad es un hecho. Esto conduce a tomar ideas de ambos
escenarios y subsanar las falencias de uno con las ventajas del otro; mientras que en el caso
basado en modelos empiricos tenemos un aparato topoldgico fuerte que permite caracterizar
secciones, pero no podemos identificar esa informaciéon completamente con el fendomeno de
contextualidad, el funtor de Gel’'fand si presenta una correspondencia total del comportamien-
to de sus secciones con la manifestacion de contextualidad en un sistema, mas no ha sido
estudiado en el sentido de una cohomologia de prehaces, como se ha invitado a lo largo de
este capitulo.

La presentacion de Kochen-Specker utilizando el prehaz espectral tiene ademas interesantes
consecuencias en términos de la légica que subyace a las proposiciones de caracter cuantico.
Esto se deriva del siguiente teorema, adaptado a las definiciones presentadas en esta tesis:
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Teorema 3.5.5 [34] Sea H,, una representacion genérica del contexto C'. Entonces, el es-
pacio de Stone S;(th(Hc¢,,)) (i.e. el conjunto de los tipos de vectores de norma igual a 1)
con la topologia de la l6gica es homeomorfo a ¥(C') con la topologia presentada en el primer
capitulo.

El resultado previo es consecuencia (teorema 3.4.6 ibid.) de la correspondencia que existe
entre un estado w,, determinado por un elemento p del espacio de Hilbert a través de la traza,
sobre un contexto especifico, y el tipo de ese elemento tp(p/0)]

Por definicion, el espacio de Stone para una teoria 7" es dual al algebra Booleana de clases
de equivalencia de férmulas médulo 7. En ese sentido, S (th(H¢,,)) es dual al algebra de
sus subconjuntos clopen [?]. Dado el isomorfismo presentado en el primer capitulo:

ac : P(C) — ClUE(C))

Entre los proyectores y los subconjuntos clopen del espectro de Gel'fand para un contexto C,
se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo:

S(C) —245 S, (th(He,))
> Stone

c —2 5 0(C)=P(C)

Donde O es el denominado prehaz exterior[19], que va de la categoria de contextos a la
categoria de reticulos booleanos de proyectores. Esto nos dice también que las clases de
equivalencia de proposiciones, segun la teoria de la representacién, corresponden a proyec-
tores del algebra, lo cual es consistente con las primeras aproximaciones historicas a la logica
cuantica [36].

De esta manera, Kochen-Specker puede verse también como una imposibilidad para la ex-
tendibilidad a seccion global, de ciertas cocadenas de tipos a lo largo de diferentes reticulos
de proyectores, en términos del funtor de Stone.

Un punto importante es la posibilidad de caracterizar diferentes niveles de contextualidad utili-
zando cohomologia. Esta idea introducida también por S. Abramsky et. al. [2], esta basada en
la forma que tienen las distribuciones de probabilidad para mediciones conjuntas, en términos
del haz que ellos definen. Por supuesto, esto es equivalente a hablar de correlaciones entre
medidas, lo cual quiere decir que es posible clasificar los tipos de correlaciones a través de es-
tas herramientas topoldgicas. En el Apéndice B se introducen los tipos de correlaciones mas

“En el contexto de los espacios de Hilbert, el tipo de un elemento en el espacio esta determinado por su horma



36 4 Geometria

importantes, de manera que a la luz de eso es posible entender resultados en [4}, 2] como el
caso de las cajas de Popescu-Rohrlich, que resultan ser sistemas con correlaciones aun mas
locales (contextuales) que las de la mecanica cuantica. La existencia de estas correlaciones
post-cuanticas es equivalente a secciones cuyas obstrucciones son iguales a cero en toda
parte en la categoria de contextos.

4.3. Obstrucciones

En consecuencia, el objeto central de la caracterizacion de la contextualidad, son las seccio-
nes globales del prehaz espectral, de manera que es preciso introducir una definicién general.

Definicion 4.3.1. Una seccién global v para un prehaz P : C’ — Set se define como la
funcion que asigna a cada objeto C' € Ob(C) un elemento - € P(C) de tal manera que la
ecuacion yo f = vp, para f : D — C, se satisfaga para todo f € Mor(C).

Otra forma de ver las secciones globales para un prehaz P es como una transformacion natu-
ral v : 1 — P. La definicién anterior, para los funtores de modelos empiricos y de Gel'fand, se
puede interpretar fisicamente de igual manera: la existencia de estados globales Unicos que
reproduzcan la informacion marginal (i.e. relativa a subcontextos). Esto también se puede for-
malizar mediante otra definicion util.

Definicion 4.3.2. Un elemento a € P(V') para un prehaz P actuando sobre V' € Ob(C), se
denomina una amalgamacion si P(X — V)(a) = ax para cada X € S, con S cubrimiento de
V.

De manera que la definicion de seccion global es equivalente a una amalgamacion Unica so-
bre toda la categoria base. Asi, la existencia 0 no de secciones globales corresponde a la
pregunta sobre la posibilidad de extender una seccion a lo largo de toda la categoria y, asi
mismo, una obstruccion a una seccion global es la imposibilidad de esa extensién en uno o
varios elementos.

Lo que se tiene, finalmente, es la posibilidad de asociar a cada seccién s un elemento /(s)
de un grupo de cohomologia que identifique la obstruccién de la seccién a ser extendida, de
manera que si 3(s) = 0 la secciéon se puede extender a seccion global. Para esto, se toma
una cocadena s € C°(Sy, X) sobre un contexto V' con recubrimiento S. De este elemento se
toma ahora y = ds € C'(Sy,X) que, evaluado sobre un 1-simplice o = [i, j] como se vio
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antes, ds(o) = p;|U; N U; — p;|U; N U;. Ahora calculamos dy evaluado sobre un 2-simplice
T =[i,7, k|
dy(7) = i jlUijk — Yikl Ui g + YirUi

Reemplazando y = ds:

dy(t) = (pi = pi)|Uijk — (pi — pi) Uik + (pj — pi)|Uije = 0

Dénde se hatomado U, ;. = U;NU;NUy. De esta manera, es claro que 8 = d(y) € H'(Sy, %)
E} Entonces, cuando 5(s) = 0, se satisface la condicion de compatibilidad para la seccién s y
por lo tanto, s representa una seccion global.

En particular, puede ser relevante preguntarse si las obstrucciones que tiene una seccion
a ser extendida, existen en un contexto fijo V;. Para esto, se introduce la cohomologia relativa
del funtor de Gel'fand, al contexto de interés V. Para esto, es preciso introducir dos prehaces
auxiliares:

SVi(W) =S(Vin W)

Para el cual existe un morfismo:
p:Y— XV

Que actiando sobre un contexto W
pw (W) = Z(WnNW)

Es decir, para el funtor de Gel'fand general se hace una restriccion del dominio a la intersec-
cion de todos los contextos con un contexto V; fijo. Esto permite construir el segundo funtor
auxiliar XV1(W) = ker(pw ). Es decir, este funtor toma elementos para cada contexto, tales
que la proyeccion de estos elementos al contexto fijo 1, sea cero. La cohomologia construida
con el funtor X'* se denomina la cohomologia relativa al contexto V.

Ahora, se toma de nuevo un objeto de la forma z; ; = p;|U; j — p;|U; ; para todo 1-simplice [¢, j].
Ahora, se fija un elemento p; en 3(V}). Si la familia {p;} constituye una familia compatible,
entonces z; ; = 0. En particular se tiene que [4]:

pilVinUi; = pi|[ViN Ui

De manera que z; ;|ViU;; = 0,y 2z;; € XV (U, ;). Luego la coleccion z = {z; ;} para todo par
de contextos, constituye una 1-cocadena z € C''(i4, ¥"1). Ademas z es un cociclo, con lo cual
la clase de equivalencia [z] € H'(U,X""). Dado que se fijo un contexto V; y un elemento p;
en el espectro de tal contexto, al objeto = = ~(p;) se le asocia el elemento p; al cual esta
caracterizando en términos de su extendibilidad. Vemos que si y(p;) = 0, entonces p; perte-
nece a una familia compatible que lo extiende. Esto conduce a la proposicion 4.2 de [4]:

5La conclusién es trivial dado que d o d = 0.
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Proposicion: Es equivalente:

= La obstruccion y(p1) =0

» Existe una familia {m; € ¥(V;)} con p; = 7 =1y que para todo i, j: m;|U; ; = m;|U; ;

4.4. Curvatura

Con base en elementos de la anterior construccion, es posible determinar una estructura
geométrica bastante interesante sobre la categoria de contextos C. La manera de hacerlo
es utilizando herramientas de la geometria combinatoria para asi construir una nocién de
Laplaciano [, sobre los elementos de cada grupo de p—cocadenas, que reproduzca resulta-
dos semejantes al teorema de Hodge combinatorio sobre variedades. Este Laplaciano puede
descomponerse a través de un analogo a la formula de Bocher-Weitzenbdck:

O, = B, + F,

Dénde B, es el Laplaciano combinatorio de Bochner y F}, la p—funcién de curvatura.

El primer paso es definir el operador adjunto al codiferencial d utilizando el producto interior
dado en cada espectro a través de la traza (Hilbert-Schmidt). Es decir, dados p;, p2 € X(C)
tenemos que:

(p1, p2) = Tr(p1p2)

Dénde se ha utilizado el hecho de que los elementos de ¥(C') se representan mediante ob-
jetos autoadjuntos. Esta expresion candnicamente induce un producto interior sobre los ele-
mentos de los grupos C?(.S, X) en la forma:

Z Tr(s
Iet,(S)

Dénde 7,(S) es el conjunto de todos los p—simplices en el recubrimiento S. Teniendo esto ,es
posible introducir la definicién para el codiferencial §:

(ds,t), = (s,0t)p—1
Con s € CP71(S, X))yt € CP(S, ). Utilizando la forma explicita del producto interior, se tiene:
(ds,t) = > Tr(ds(I = ) Z 1) Tr(s(9;1) |5t (1))

Terp(S) Terp(S

La proyeccion al simplice I se hace a través de un proyector P; en la forma p|; = PipFr,
luego la anterior expresion puede escribirse como:

(ds,t)y = > Z 1) Tr(s(8;1)t(1)];)

Ietp(S) J
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Utilizando el hecho de que la traza es ciclica. Esto permite asignar la siguiente forma al
codiferencial dentro del producto interior:

(s,0t) = > Z L Tr(s(I)H(0;1)

Iemp—1(S) j=0

or1)

Es decir, explicitando el orden del operador]:

p—1

o,t(I) = Z(—m(aﬂ)

J=0

051

Dénde se ha planteado el operador 07 : 7,-1(S) — 7,(5) que actda sobre los (p-1)-simplices
agregando un término j-ésimo que lo convierte en un p-simplice; es decir, dado o € 7,_;(.5),
070 = o U U; donde j numera el conjunto de p—simplices K tal que para k € K, kNo #
(). Con base a estos dos operadores, es posible entonces definir el Laplaciano de Hodge
combinatorio:

O, = d,0, + 6pi1dys1 - CP(S,3) — CP(S, %)

La accion explicita del laplaciano sobre una p-cocadena s definida sobre un p-simplice o:

p p-1 p pt+l

Z Z z+j a a* 8* + Z Z k+l a*ala_)’ako
(2

Teniendo esto, es posible establecer la siguiente relacion entre el kernel de UJ, y los grupos
de cohomologia explorados en la seccién anterior:

ker O, ~ HP(X,5)

La demostracion es estandar y se presenta a continuacion.

Teorema:
= Ker d, Nkerd, = Ker [,
» Ker O, ~ H?(X,S)

Dy.

= De la definicion de [J, se tiene que Ker d, 1 N Ker 4, C Ker [J,. Ahora, sea c € Ker J,
entonces claramente ((J,(c), ¢c) = 0. Utilizando la definicién del Laplaciano de Hodge y

la linealidad del producto interior ((d,0,40,+1dp+1)(c), ¢) = ((dy0,)(c), )+ {(dp+1dpi1)(c), c) =

0. Sin embargo, teniendo que d y ¢ son adjuntos, (d,(c ) ( )) + (dpia(c),dpia(c))y =0
con lo que se tiene finalmente que d,.1(c) =0y d,(c) =

8Sid, 1 : CP — CPHL, 6, 4 : CPHL — CP
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» Utilizando que cada espacio de p—cocadenas se puede descomponer ortogonalmente
en el kernel de d,;, y la imagen de ¢,1, se reescribe el resultado anterior Ker d,, ;1 N
(Im d,)* ~ ker d,y1/Im d,,. O

En consecuencia, se tiene para p = 0:
ker D[) = ker dl = {S|S(Ul) ’ U'Z N Uj — S(Uj) ‘ Ul N Uj = 0}(U¢,Uj)€7'1(5) ~ HO<E, S)

Retomando el resultado de que los elementos del grupo de cohomologia H°(%, S) son las fa-
milias compatibles. Ahora se introduce la descomposicién combinatoria de Bochner-Weitzenbdck
[20].

Dada una matriz simétrica A = (A;;) de dimensién n, esta se puede descomponer en la
forma:

A = B(A) + F(A)

Doénde B(A) es una matriz simétrica de dimensién n cuyos elementos estan determinados en

la forma:
A, .
B, = { J i F | |
iz Ayl =1

Mientras que F'(A) es también una matriz simétrica de dimensién n con elementos:

{0 i %]
T - Al =g

Dénde a B(A) se le denomina la matriz de Bochner asociada a Ay F'(A) es la matriz de
curvatura asociada a A.

Utilizando este hecho, es posible hacer una descomposicion de ese estilo para la representa-
cion matricial del laplaciano de Hodge con componentes:

Oy (i, 5) = (o, Dpa)

Dénde los objetos «; son elementos de una base ortogonal para cada grupo de cocadenas
C?(S,Y). Estas bases se pueden construir directamente tomando o como una p—cocadena
que en cada p—simplice, representado por un contexto V, toma un elemento PV de la base
diagonalizante (capitulo 2. Seccion 2.4) del contexto V. Es decir of (V) = PY. Con esto, es
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posible encontrar una forma explicita de los elementos matriciales del laplaciano de Hodge:

O,(i.5) = Y Tr(ea()Tpa5(1))

Ierp(S)

= > Tr(aD)(dyd, + Opsrdyra)ey(1)
Iet,(S)

= > T dd)ay (D) + D Tr(ai(1)(Gpradpra)ay (1))
Iet,(S) ITemp(9)

= Z Tr((spai([)(sp@j([»‘i‘ Z Tr(deOéi(I)de@j([))
Iet,(S) Ierp(S)

Dado que las imagenes de cada uno son proyecciones, los sumandos de la expresion anterior
seran diferentes de cero cuando:

i (O D)|orr = a; (O 1) |opr
i (Ol)|1 = a;(O)|;

Que son los términos presentes en los elementos de la sumatoria en la definicion del diferen-
cial y el codiferencial.
Ahora, podemos hacer la descomposicion de Bochner-Weitzenbéck para [,

. 0,(4, ) i F g
By(i,5) =
) {zi#mp(z’,j)r i=j

F.) = {0 N
Dp(iaj) _Zi;éjlljp(iaj” =]

Con esto definimos finalmente la p-curvatura de una p—cocadena ¢ mediante la expresion de
R. Forman [20]:

Fple) = (¢, Fp(c))

Es particularmente interesante el caso p = 1, como comenta R.Forman, por la analogia que
se puede hacer con el caso Riemanniano:

RiC(C) = .Fl (C)

Ddénde Ric(c) es la curvatura de Ricci para la 1-cocadena c. Hacemos el calculo explicito de
la accion del laplaciano para p = 1 sobre los elementos «, usando que todo 1-simplice tiene
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la forma (U,, Uy), con U,, U, contextos en C:

1

01 (00) (Ua, Us) = > (1) (0,05 (Ua, Uy))

1 2
0wt + Y D (—1) My (5:0(Ua, Uy))
7 k l
= ai(Uaa Uc)‘Ua,bp - ai(Uba Uc) ’Ua,b,c + ai(Ub7 Uc) |Ua7b,c - ai(Um Uc) |Ua7b,c+
ai(Uau Ub) ’Ua,b,c - ai(Ubu Uc) |Ua,b,c + ai(Um Uc) |Ua,b,c

= O%'(Um Ub)|Ua,b,c - Oéi(Ub, Uc)an,b,C + ai(Uaa Uc)’Ua,b,c

az(UanUb)

Sabemos que si ; hace que la anterior expresion sea cero, entonces «; € H'(X, S). Utilizan-
do esto dentro del producto interior:

(o, Oadr = > tr (e, b)((a, D) |ape — (b, ape + 5(a, ¢)labe) (4-1)
(a,b)er1(S)
= > tr(aa, b))+ > tr(eu(a,b)(a(a, )lape — (b, 0)lane))  (4-2)
(a,b)eT1(S) (a,b)eT1(S)

Donde se ha tenido en cuenta que los «; evaluados en los simplices son proyecciones y por
lo tanto o, (1)? = a;(I).

Es importante notar que las construcciones anteriores pueden definirse sobre nociones de
cubrimiento que, en general, pueden no ser estaticas. Este es el caso de la topologia de
Grothendieck entropica introducida al final del tercer capitulo. Dada la dependencia que tie-
ne esta topologia de un estado p, tenemos que asi como en general los estados obedecen
una ley dinamica, de la misma manera los cubrimientos que esta topologia induce sobre ca-
da contexto, cambiaran continuamente en el tiempo. Es decir, ahora todas las cantidades,
desde los elementos en los grupos de cocadenas C?(S,, ¥), los elementos de los grupos de
cohomologia H?(S,, ) y las recientemente descritas cantidades geométricas, en particular,
la curvatura de Ricci, Ric (c,), dependen del tiempo.

Una aproximacion posible para el caso de la curvatura consiste en construir un flujo de Ricci
[37] sobre las secciones de los funtores espectrales, sin embargo esta aproximacion se relega
a un trabajo futuro.
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Las construcciones hechas hasta el momento invitan a pensar las proposiciones de la mecani-
ca cuantica, localizadas, en el sentido de que la construccion en topos condensa la informa-
cion fisica relativa a contextos, y la informacion entre diferentes contexto es entendida a través
de los morfismos que existen entre ellos en el marco del sitio base para el topos de prehaces
que se ha discutido. Por otro lado, queda la pregunta sobre la posibilidad de caracterizar infor-
macioén global, comun a todos los contextos o cierta coleccion adecuada de ellos. El teorema
de Kochen-Specker discutido en el capitulo anterior determina fuertes condiciones al respecto
y restringe la existencia de tal informacion en el caso general. Sin embargo, es posible pensar
en construir la mejor aproximacion posible que se puede hacer a estructuras globales, par-
tiendo de informacion puramente local. Es a este proceso a lo que se denomina hacificacion.

El objetivo de este capitulo sera la hacificacion de los funtores espectrales comentados en
los capitulos anteriores, en términos de la topologia entrépica. La hacificacion generara equi-
valencias entre diferentes elementos espectrales bajo los criterios de la topologia, de manera
que asi se pierda informacion de algun tipo durante las equivalencias, otro tipo de informacién
especifica puede ser seleccionada.

Mas alla, un escenario particular de hacificacion es el denominado modelo genérico. Esta
construccioén es interesante en la medida de que viene acompanada de teoremas fuertes [12]
(T. del modelo genérico, t. de LoS) que condensan buena parte de la informacion local en un
solo escenario.

5.1. Hacificacion

Hasta el momento, los objetos fundamentales en las construcciones que se han llevado a
cabo han sido prehaces, es decir, elementos del topos Set®”, o lo que es lo mismo, funtores
contravariantes desde la categoria de los contextos a la categoria de conjuntos. Sin embar-
go, habiendo equipado al topos de prehaces con una topologia j de Lawvere-Tierney, como
se hizo al final del capitulo 3, es posible introducir una nueva familia de objetos denomina-
dos haces (Apéndice A). Retomando las nociones de familia compatible ﬂ y amalgamacion
introducidas en el capitulo anterior, es posible introducir la siguiente definicion.

0 elementos de H°(, S)
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Definicion 5.1.1. Dado un sitio (C, .J), sobre una categoria pequena C, un prehaz P € Set””,
es un haz respecto a J, si para toda familia compatible s respecto a un cubrimiento S € J(V')
de un contexto V', existe una amalgamacion tnica en (V') para esa familia.

En nuestra interpretacion del funtor espectral, eso quiere decir que un eventual haz espec-
tral selecciona estados que se descomponen de manera unica respecto a subcontextos. Esto
quiere decir, como se discutié en el segundo capitulo, que un estado sobre un contexto puede
ser reconstruido a partir de sus proyecciones en contextos menores en el orden, tal como en
la fisica clasica.

En las construcciones sobre topos todo prehaz se puede convertir en un haz, habiendo fi-
jado previamente alguna topologia de Grothendieck sobre la categoria base. Esto se expresa
en el siguiente teorema.

Teorema 5.1.1. ([29]) Sea J una topologia de Grothendieck sobre la categoria C. El funtor in-
clusiéni : Sh(C,.J) — Seft"” de los haces sobre el sitio (C,.J) a los prehaces contravariantes,
posee un adjunto a izquierda a : Set”” — Sh(C, J). Este funtor a conmuta con limites finitos.

A este funtor a usualmente se le denomina el funtor hacificaciony su accion sobre un prehaz
P, a(P) se denomina la hacificacion de P. La construccién de esta hacificacion se puede
realizar utiliazando la construccion plus de Grothendieck.

Definicion 5.1.2. Dado un prehaz P, se define P*(U) como la coleccion de clases de equi-
valencia entre elementos (R, a), dénde R € J(U) y a € H°(3, R) una familia compatible, tal
que (R,a) ~ (R',d’) siy solo si existe un refinamientoT C RN R conT € J(U), dénde las
familias compatibles a = o’ coinciden.

El funtor P* no es necesariamente un haz, pero si es separado. Un prehaz se denomi-
na separado si cada familia compatible posee al menos una amalgamacion. Es decir, para
wy,wy € X(V) y un cubrimiento de V, S € J(V), entonces w;|w = wq|w paratodo W € S
implica w; = w,y. Para completar el proceso de hacificacion, la construccién plus es un funtor
que debe aplicarse dos veces.

op — -t
set®” =%, sepPsh(c, J) =5 sh(c, J)
En este sentido, para un prehaz P la hacificacién a(P) puede escribirse como:
a(P)=rprtt

Una forma equivalente de realizar la construccion plus, es utilizando la definicion a través del
colimite:

Pt — 1m H(P,S)
—SeJ(V)
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Donde el colimite se esta tomando sobre todos los cubrimientos del objeto V', ordenados por
el inverso de la inclusién.

Ahora, buscando hacer una hacificacion del funtor espectral 32, es importante notar que este
prehaz es no separado, dado que la condicion de compatibilidad implica que todo estado
sobre un contexto V' puede ser reconstruido desde sus proyecciones:

S PV PV =3 PV PY, YW e S p =p)

(2 7

Un contraejemplo es un sistema de Bell Hy ~ C? ® C2, con V un contexto de la forma
V ={0.®1p,14®0,,0.®0.}. Tomando dos estados de Bell en términos de su representacion
como matrices densidad:

pi = |00 (00] + [00) (11| 4+ |11) (00| + |11} (11 (5-1)
p— = 100) (00| — 00) (1] — 11} (00| + [11) (11 (5-2)

Al realizar las proyecciones sobre cada uno de los factores en el producto tensorial del espacio

de Hilbert:

P = P2 = 5104) 04l + [1a) (La| =
1 I5

pll=pf = 5105) O] + [15) (15| =

Vemos que ambos estados proyectan a los mismos subespacios de la misma manera, sin

embargo, los estados son diferentes. De hecho, estos estados son ejemplos tipicos de esta-

dos entrelazados, y de hecho, maximalmente entrelazados. En general, la no separabilidad

es equivalente a la existencia de entrelazamiento.

De esta manera, sea realiza el primer paso de la construccioén plus para el espectro de
Gel'fand. Utilizando la definicién de colimite para la construccion plus, definimos el funtor:
Y=H—%Y)= lim H(—,X)
—SeJ(-)
Este funtor actia sobre la categoria de contextos y asigna a cada objeto de la categoria, la
coleccidn de clases de equivalencia de familias compatibles a través de todos los cubrimientos

del contexto. Fijando un contexto V, es posible mapear cada elemento en (V') a un elemento
en X1 (V) utilizando el mapeo canénico [29]:

nv(w) = {wlx[X el V}H

Que para el caso del prehaz espectral, a cada estado w sobre el contexto V/, le asigna la clase
de equivalencia que le corresponde a la familia compatible generada por la proyeccion de w
en todos los elementos del cubrimiento maximal. Un hecho interesante, a primera vista, es
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la desaparicion de la no separabilidad manifiesta en el contraejemplo de los estados de Bell.
En ese sentido, el primer paso de la construccion plus es eliminar la posibilidad de estados
entrelazados.

La situacion en este punto es interesante dado que la construccion plus necesita de una doble
ejecucion para constituir una hacificacion completa, sin embargo, la eliminacién de los esta-
dos entrelazados dentro del panorama de posibles estados para un sistema fisico, ocurrié
en el primer estadio de la construccion, lo que ciertamente indica que aun queda informa-
cién cuantica en el prehaz ¥, que va mas alla del entrelazamiento. El morfismo 7 posee la
siguiente propiedad.

Lema 5.1.2. [29]
» Un prehaz P es separado si'y solo sin : P — Pt es un monomorfismo.
» Unprehaz P es un haz si y solo sin : P — P* es un isomorfismo.

De esta manera, sabiendo que X" es separado, el lema anterior implica que en la accion de
este prehaz existen secciones compatibles para las que no existe amalgamacién. Es decir, no
toda coleccion de estados compatibles ante proyecciones a subespacios comunes se traduce
en un estado para un contexto. Esto profundiza en la idea de que, cuanticamente, no es posi-
ble en general reconstruir informacion global de un sistema solamente utilizando mediciones
locales (relativas a subcontextos).

5.2. Topos Clasificante y Modelo Genérico

Dada una teoria T y una categoria £, denominamos como T-modelos en £ a todos los mode-
los de T que son objetos de £. En general, podemos denotar como Mod(&, T) al conjunto de
todos estos modelos en £. Esta coleccion, teniendo en cuenta los morfismos inducidos por [E,
conforma una categoria y ademas un funtor contravariante sobre E. Teniendo esto

Definicion 5.2.1. [29] Un topos clasificante para T—modelos es un topos H(T) sobre la ca-
tegoria de conjuntos Set tal que para todo topos cocompleto £ existe una equivalencia de
categorias:

Mod(&E,T) ~ Hom(E, H(T))

Un objeto esencial del topos clasificante de una teoria, es el denominado T—modelo genérico
(o universal) Ut que corresponde a la identidad sobre #(T) en términos de la equivalencia en-
tre categorias presentada en la definicion de topos clasificante, para £ = H(T). Este modelo
genérico posee la propiedad de que todo T—modelo M en una categoria arbitraria £ satisface
(salvo isomorfismo) M ~ f*(Ur), donde f es un morfismo geométrico f : £ — H(T).

Un hecho util a la hora de construir un topos clasificante es la siguiente igualdad:

H(T) = Sh(H(T), J(T))
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Que identifica todo topos clasificante para una teoria T con la categoria de haces generados
sobre el denominado sitio sintactico formado por la categoria sintactica de la teoria, equipada
con una topologia de Grothendieck adecuada, dependiente de la teoria. Sin embargo, si la
teoria es proposicional, tenemos que su categoria sintactica H(T) es equivalente a su algebra
de Lindenbaum-Tarski [25]. Del capitulo anterior, recordamos que el algebra de Lindebaum-
Tarski asociada a la categoria de contextos C a través de la representacion GNS de cada
contexto, es exactamente el reticulo de todas los subalgebras booleanas de proyectores P(C).

Sin embargo, lo que se busca no es reconstruir la teoria de la representacion (H, p), lo que
necesitaria de una topologia especifica sobre la categoria sintactica, sino definir una nueva
semantica, para una teoria distinta, utilizando la topologia entrépica. La existencia de esta
teoria se garantiza teniendo en cuenta que todo topos Sh(C, J) es equivalente al topos clasi-
ficante de alguna teoria geométrica [25]. Teniendo en cuenta esto se presenta la semantica
de Kripke-Joyal para el topos de haces Sh(C, J,). Dadas ¢(z) y ¢ (z) féormulas en el lenguaje
del topos?}, dos variables libres z € U C X,y € V C Y, para X unhazy a € X(C), con C
contexto.

1. C'IF ¢(a) ANp(a) siysolosi CIF ¢(a)y C IF ¢(a)

2. C IF ¢(a) V() siy solo si existe S € J,(C) tal que para todo elemento i—ésimo,
S; € S, setiene que S; IF ¢(als,) 0 S; IFY(als,)

3. ClIF ¢(a) — ¥(a) siysolosiparatodo D C C, D IF ¢(«|p) implica D IF ¢ («|p)

4. C I —¢(a) siy solo siparatodo D C CenC,si D IF ¢(a|p), entonces la familia vacia
es cubrimiento de D

5. C'IF Jy¢(a,y) siy solo si existe S € J,(C) y elementos §; € Y(C) tales que para todo
elemento i—ésimo, S; IF ¢(als;, 5;)

6. C IF Vyo(a,y) siy solo si paratodo D C C en Cytodo 5 € Y(C), se tiene que
D I ¢(alp, B)

Con lo cual queda enteramente descrita la verdad en el topos Sh(C, J,,).

2 Es decir, morfismos que envian un haz en el clasificador de subobjetos £, dénde este dltimo, naturalmente, a
cada haz le asigna su familia de subhaces.



6. Conclusiones

= Se presenta el formalismo de prehaces para la mecanica cuantica en sus diferentes
formatos, en términos de su categoria base, recapitulando trabajos anteriores [22, 23], e
introduciendo la posibilidad de generar ademas sitios introduciendo topologias métricas,
en particular, una topologia determinada por la informacién relativa a un estado fisico
arbitrario, en términos de la entropia condicional entre contextos.

= Se estudia la extendibilidad de las secciones para los prehaces espectrales utilizando
la cohomologia de prehaces, caracterizando condiciones bajo las cuales una coleccion
de estados fisicos definidos sobre diferentes contextos son compatibles en términos de
una topologia base.

= Se muestra la conexion que existe entre los elementos del prehaz espectral sobre la
categorias de contextos y el algebra de Lindenbaum-Tarski de una teoria y su corres-
pondiente espacio de tipos.

» Se formaliza una nocion de curvatura para las secciones del prehaz espectral y se
encuentra la existencia de una teoria de Hodge para el estudio de algebras en términos
de sus espacios duales (espectros)

= Se estudia el paso de prehaces a haces encontrando que el nuevo topos generado so-
bre la categoria de contextos es el topos clasificante de una teoria de la cual se extrae
su semantica a través de la semantica de Kripke-Joyal para haces. Esto es equivalen-
te al estudio del modelo generico teniendo en cuenta que este es igual al endofuntor
identidad en el topos.
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Definicion: Una categoria 7 es un topos si posee las siguientes caracteristicas:

= Existe un objeto terminal 1. Esto es, un objeto tal que para cualquier otro objeto A en
la categoria, existe un unico morfismo A — 1.1

= Existe un objeto inicial 0,. Esto es, un objeto tal que para cualquier otro objeto A en la
categoria, existe un unico morfismo 0, — A.

= Dados objetos A, B en 7, es posible definir un objeto A que es el analogo del conjunto
de las funciones con dominio en B y codominio A, en la categoria de conjuntos. La
caracteristica fundamental de este elemento es que dado un tercer elemento C, existe
un isomorfismo:
Hom, (C, A®) = Hom,(C x B, A)

» Existe un clasificador de subobjetos €2,

En el caso de la categoria de conjuntos Set, estas condiciones implican la existencia de un
producto cartesiano S x 7', una unién disyunta S LI T' y el conjunto de funciones S7, para S'y
T conjuntos. Formalmente se dice que una categoria que cumpla estas condiciones entonces
posee operaciones producto, coproducto y exponencial.

En particular, un ejemplo tipico de topos son las categorias de haces Sh y prehaces PSh.
Para entender cdmo estan constituidas estas categorias, es preciso definir haces en el sentido
categorico, lo que precisa la introduccion de la nocion de sitio que es un par (C, J) donde '
es una categoria y J una topologia de Grothendieck.

Definicion: Una topologia de Grothendieck sobre una categoria C' es una funcion J que asigna
a cada objeto ¢ € Ob(C) una coleccion J(c) de cubrimientos?| de ¢ que satisface:

= El cubrimiento maximal ¢. = { f|cod(f) = ¢} se encuentra en J(c)
» Si S € J(c), entonces h*(S) € J(d)f|para cualquier morfismo h : d — ¢

= SiS € J(c)y R escualquier recubrimiento de c tal que h*(R) € J(d) paratodo h : d — ¢
en S, entonces r € J(c)

'Un morfismo 1, — A se denomina un elemento global de A. El conjunto de todos los elementos globales se
denominaT"A

2Un cubrimiento S de ¢ es solo una coleccién de morfismos con codominio ¢

h*(S) = {glcod(g) = D, hg € S}
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Ahora sea P un prehazf_f] definido sobre una categoria pequena C' equipada con una topologia
de Grothendieck J. Si S es un cubrimiento de ¢ € Ob(C'), una familia compatible para S de
elementos de P, es una funcién que mapea cada morfismo f : d — ¢ de S en un elemento
xy € P(d) de tal manera que P(g)(zs) = zy, paratodo g : e — d en C. Una amalgamacion
de esta familia compatible es un elemento x € P(c) con P(f)(x) = z; para todo f € S.
Teniendo esto es posible entonces introducir la transicién de prehaz a haz.

Definition: Un prehaz P es un haz para la topologia de Grothendieck .J cuando toda fami-
lia compatible, para cualquier cubrimiento de un objeto en C, tiene una Unica amalgamacion.

Uno de los elementos centrales de esta tesis es el conectivo l6gico que aparece natural-
mente en un topos de prehaces definidos sobre un sitio, de manera equivalente a la topologia
de Grothendieck. Este conectivo es la denominada topologia de Lawvere-Tierney j : {2 — (),
con () el clasificador de subobjetos en el topos Set®”. En general, la topologia de Lawvere-
Tierney puede definirse sobre topos arbitrarios en la siguiente forma.

Definicion: Una topologia de Lawvere-Tierney en un topos £ es un morfismo j : Q2 — Q
en £ con propiedades:

true

1 —= Q Q—>Q OxO —250

= jotrue = true: \ lj m joj =j: \ l = joA = Ao(jxj): ]XJl lj
true
Q

QxQ —— Q
Finalmente, existe una manera formal de hacificar prehaces definidos sobre un smo. Este
proceso de hacificacion logra asignar a cada prehaz un haz asociado segun la topologia de
Grothendieck.

Teorema: El funtor inclusion i : Sh(C) — PSh(C) que va de los haces a los prehaces de-
finidos sobre C posee un adjunto a izquierda a : PSh(C) — Sh(C). Este funtor se denomina
el funtor hacificacion asociado.

“Un prehaz es un elemento P € Set®”



B. Informacion Cuantica

Aqui se introducen algunos elementos utiles sobre correlaciones en el marco de la teoria
cuantica de la informacion [11].

El escenario de comunicacién mas sencillo es aquel que involucra dos observadores espa-
cialmente separados (tipicamente Alice y Bob), que interactian con un sistema fisico comun
a través de conjuntos de mediciones que cada uno puede ejecutar individualmente.[]

En el caso cuantico, usualmente el sistema compartido es un par de particulas que se en-
cuentran en un estado entrelazado. Dado un conjunto de mediciones M y un conjunto de
resultados para esas mediciones @, podemos escribir la probabilidad p(ablzy), que es la
probabilidad condicional de obtener resultados a y b luego de que Alice y Bob midan z vy v,
respectivamente. Lo que se tiene es que el escenario de comunicacién entre las dos partes
queda enteramente caracterizado por esas |M|?|O|* probabilidades. Estas probabilidades
obedecen naturalmente condiciones de positividad y normalizacion, sin embargo, dependien-
do del sistema fisico, pueden aparecer mas condiciones. Usualmente se distinguen tres tipos
esenciales:

= Correlaciones No-Signalling N'S:
En este caso se impone ademas que:

| M| |M|
> plablry) = plablzy’) (B-1)
b=1 b=1
[M] M|
> plabley) = > " p(ablzy’) (B-2)
a=1 a=1

Lo que significa que las probabilidades de que alguno de los agentes en comunica-
cion obtenga un valor dada una medicion propia, es independiente de las mediciones
que el otro agente ejecute. En otras palabras, p(a|z) = p(a|zy) = Zlﬁl‘ plablry) =
Z‘bﬁ'p(abuy’). Esto puede interpretarse como la imposibilidad de los agentes de co-
municarle al otro su propio protocolo de medicion.

"Matematicamente, entonces, se puede entender un observador fisico a través de un algebra de mediciones
que es fibra sobre un punto en alguna nocion de espacio, tipicamente, una variedad diferenciable.
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Lo qu

Correlaciones locales L:
En este caso, las restricciones son las siguientes:

plablzy) = / dAq(N)p(alz, A)p(bly, )

Dénde A representa una familia de variables que toman valores en un espacio A, dis-
tribuidas de acuerdo a ¢(A). p(alz, \) y p(bly, A) son las probabilidades locales de res-
puesta para cada uno de los agentes.

Este tipo de correlaciones implican la anterior condicion no-signalling, pero la direccion
contraria no se tiene. Esto quiere decir que las correlaciones locales conforman un sub-
conjunto dentro del conjunto de correlaciones no-signalling.

Correlaciones cuanticas Q:
En el caso de la mecanica cuantica se impone:

plablry) = tr(pawMaz @ My)y)

Donde p,;, €s un estado cuantico asociado a los dos agentes, es decir, este puede ser
representable a través de un elemento del espacio de Hilbert comin H, ® Hp, y los
objetos M, |, son operadores de medida que actlan sobre cada factor del producto ten-
sorial de espacios?|

Toda correlacién cuantica satisface las condiciones no-signalling, pero no necesaria-
mente es local. Por otro lado, las correlaciones locales siempre pueden escribirse a
través de la traza sobre algun estado particular.

e se tiene entonces es la siguiente cadena de contenencias estrictas entre las familias

de correlaciones.

LCQCNS

Notando que:

Estas

dmL = dimQ = dimN'S

familias son cerradas, acotadas y convexas.

2Generalmente, objetos del tipo POVM (Positive-Operator Valued Measure), es decir, My, > 0 and
ZL(ill ]\/[a|x = lA



C. Cohomologia de Cech

Dada una categoria C, una familia { = {U; — U },c; de morfismos con el mismo codominio,
y un prehaz abeliano F sobre C, se define el siguiente grupo abeliano:

Cp(Z/{,]-") = H(io l’p)e[p+l.F(UiO Xy ... Xy Uip>

.....

Dénde U; xy U; representa el producto fibrado entre los elementos U;, U; de la categoria
C. Ahora, sea s € CP(U, F) elemento del grupo representado por sus componentes s;,_ ;..
Definimos ahora el operador:

d: CP(U,F) — C*"" U, F)

A través de la formula:

p+1

d(‘g)io-uip = Z(_]‘)jslogjlp‘UZO XU XU Uip+1

J=0

Donde la restriccion se define a través de la proyeccion:

~

— LQO Xy ... XL/[An XU ... X(]l%

Ui Xy ... Xy UZ J

p+1 p+1

Se satisface que d o d = 0. De esa manera, podemos escribir el siguiente complejo:
cou,F)=... Lo u, F) L eru, F) L ot u, Py S

Definicion: El complejo C°(U, F) se denomina el complejo de Cech asociado al prehaz F y
la familia /. Sus respectivos grupos de cohomologia H*(C°(U, F)) son los grupos de coho-
mologia de Cech, de F respecto a 4. Por simplicidad se escriben como H* (U, F).

En particular, la familia ¢/ puede ser cualquier cubrimiento definido en un sitio.



D. SU(4) y SU(2) ® SU(2)

En la base canodnica, es posible escribir la siguiente representacion matricial de los genera-
dores de SU(4):

0100 0 —i 00 1 0 00
100 0 i 0 0 0 0 —1 0 0
A = Ny = Ag = D-1
! 0000 7 o0 oo 0 0 00 (B-1)
0000 00 00 0 0 0
0010 00 —i 0 0000
A4:0000’%:(')000’%_0010 D-2)
100 0 i 0 0 0 0100
0000 00 0 0 0000
00 0 0 10 0 0 000 1
00 —i 0 1 lo1 0 o 0000
T 0i 0 o] “® 3100 —2 0f” 7 0000 (B-3)
00 0 O 00 0 0 1000
000 —i 0000 000 0
000 O 000 1 000 —i
Ao = P Ay = D-4
10 000 o] " 0000 000 0 (D-4)
i 00 0 0100 04i 0 0
0000 000 0 100 0
0000 000 0 11010 0
A3 = Ay = s = — D-5
"T1ooo0 1] M looo =il " loo1 oo (D-5)
0010 00 i 0 000 —3

SU(2)®SU(2) es subespacio de SU(4). Es conveniente también escribir una representacion
matricial de los generadores de este subgrupo. Tipicamente esto se hace utilizando las ma-
trices de Pauli:
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