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Resumen

En la primera parte de este trabajo utilizamos la caracterizacién de Levy del movimiento Brow-
niano y un teorema de cambio temporal para Martingales para deducir las ecuaciones diferen-
ciales estocdsticas que describen los procesos radial y angular de un proceso bidimensional de
Ornstein-Uhlenbeck. En la segunda parte demostramos la existencia y unicidad del proceso radial
de Ornstein-Uhlenbeck y analizamos la viabilidad de usar esta ecuacion en la modelacion. Final-
mente, se muestra que la distribucion del proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck converge a una
distribucién invariante con una media y varianza especificada.

Palabras clave: Ecuacion de Langevin, Coordenadas Polares, Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas, Distribucion Invariante
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Abstract

Thesis title: Langevin Equations in polar coordinates

In the first part of this work we use Levy’s characterization of Brownian motion and a Time-
Change theorem for Martingales to deduce the stochastic differential equations that describe the
radial and angular processes of a two-dimensional Ornstein-Uhlenbeck process. In the second part
we demonstrate the existence and uniqueness of the radial Ornstein-Uhlenbeck process and analyze
its usefulness for modeling. Finally, we show that the distribution of the radial Ornstein-Uhlenbeck
process converges to an invariant distribution with an specified mean and variance.

Keywords: Langevin Equation, Polar Coordinates, Stochastic Differential Equations,
Invariant Distribution
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Introduccion

Las hormigas son organismos caracterizados por su alto grado de organizacion. Estas potencian
procesos colectivos, como la busqueda de alimento, siguiendo reglas simples que les permiten la
comunicacion, basadas en informacién local y en el uso de senales quimicas (Perna et al., 2012).
Estas caracteristicas son deseadas en diversos sistemas organizacionales, para los cuales un modelo
matematico que describa dicho comportamiento resulta de gran utilidad.

Organismos como las hormigas son tipicamente modelados como particulas Brownianas (Sch-
weitzer, 2003), las cuales en su forma mas simple son caracterizadas a través de la ecuacion de
Langevin. Esta ecuacion es histéricamente una de las primeras ecuaciones diferenciales estocasti-
cas (EDE) que surge y, basada en la ecuacién del movimiento de Newton ma = F', describe la
evolucién de la velocidad U (t) de una particula Browniana como

AU (t) = =AU (t) dt + V2D dW (1), (1)

donde A\ y D son coeficientes de friccion y difusion, respectivamente, y W es un movimiento Brow-
niano, a través del cual se enmarca el caracter aleatorio presente en su movimiento.

El proceso estocéstico que resuelve la anterior EDE es conocido como proceso de Ornstein-Uhlenbeck,
y su versién compleja U (t) = U;(t) + iUs(t) tiene particular relevancia debido a sus numerosas
aplicaciones en diferentes campos de la ciencia, que van desde la biologia hasta las finanzas. La
utilizacion de dicho proceso para modelar el comportamiento de las hormigas es la principal mo-
tivacion del presente trabajo.

Observaciones respecto al uso de feromonas para la comunicacién de las hormigas, han develado
que este fendmeno quimiotactico no influye directamente en la rapidez de la hormiga, sino unica-
mente en su cambio de direccién (Perna et al., 2012), por lo que se hace pertinente realizar una
descripcién independiente de los procesos radial {R(t),t > 0} y angular {¢(t),t > 0} de U(t). El
principal objetivo del presente trabajo es deducir EDEs para los procesos polares R y ¢, y analizar
la equivalencia del proceso R, descrito por dichas ecuaciones, con el proceso radial de Ornstein-
Uhlenbeck ||U]||. Esta equivalencia se analiza con base en la teorfa de EDEs y, posteriormente, en
el contraste de comportamiento de ambos procesos, observado a partir de simulaciones.

Otro de los objetivos es corroborar las observaciones hechas en Perna et al. (2012), segtin las cuales
el proceso radial R de Ornstein-Uhlenbeck hallado, al modelar la rapidez de la hormiga y, por tanto,
no verse directamente afectado por las senales quimiotacticas, debe converger a una distribucién
invariante en el tiempo. La EDE que caracteriza el proceso radial R es una ecuacién de It6, con
coeficiente de difusién v/2D y coeficiente de friccién no acotado, por lo cual, para demostrar dicha
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convergencia, se hace necesario pasar por el problema de la martingala para obtener que tal proceso
satisface la ecuacion de Fokker-Planck, cuya solucién se simula para verificar la convergencia en
distribucién del proceso R(t) = ||U||(t) a ésta.

En el capitulo 1 se definen los objetos matematicos mas relevantes relacionados con la teoria de la
probabilidad, los procesos estocasticos y la integracion estocastica; al mismo tiempo que se esta-
blece las notaciones a usar y se presenta los principales resultados respecto a los mismos, que seran
de utilidad a lo largo de este trabajo. Dentro de estos resultados se hace particular énfasis en los
teoremas de caracterizacion y escalamiento temporal del movimiento Browniano y la féormula de
It0, los cuales permitiran deducir ecuaciones diferenciales estocasticas para las coordenadas polares
del proceso de Ornstein-Uhlenbeck y obtener informacién respecto a sus distribuciones.

El capitulo 2 comienza exponiendo la solucién cartesiana del proceso de Ornstein-Uhlenbeck com-
plejo {U(t),t > 0} y presentando, a manera de motivacién, su aplicacién como modelo del movi-
miento de las hormigas, en el cual es fundamental el paso a coordenadas polares para obtener una
mejor aproximacién al comportamiento de las hormigas. Posteriormente se deducen EDEs para
los procesos polares Ry ¢ de U, y se muestra la existencia y unicidad de soluciéon de la EDE
correspondiente al proceso radial R, usando el hecho de que el cero es un estado inaccesible para
éste. A partir de simulaciones del proceso R a través de la EDE hallada, se analiza su precisién
como modelo del proceso radial ||U]|.

En el capitulo 3 se muestra, haciendo uso del problema de la martingala, la teoria de operadores
infinitesimales y la unicidad de solucion de la EDE del proceso radial R, que éste proceso satisface
la ecuacién de Fokker-Planck, solucionando la cual se obtiene su distribucién invariante. El capitulo
finaliza mostrando, a partir de simulaciones, la convergencia en distribucion del proceso radial de
Ornstein-Uhlenbeck R(t) = ||U(t)|| a la distribucién invariante deducida.

VI



Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se presentan los conceptos basicos de la teoria de procesos estocasticos que
se abordaréan a lo largo del presente trabajo, a la vez que se estudian los dos resultados principales
de dicha teoria que nos permitiran mas adelante concluir la representacién diferencial estocastica
de los procesos radial y angular de un proceso de Ornstein-Uhlenbeck complejo.

1. Variables aleatorias y Procesos estocasticos

Dado un espacio de probabilidad (€2, F,P), las variables aleatorias (v.a.) sobre este espacio
son aplicaciones X : 2 — R, que en adelante se denotaran con letras maytsculas, tal que si A
pertenece a la o-dlgebra de Borel B, entonces X '(A) € F. Asi, una v.a. X induce una medida de
probabilidad px en el espacio (R, B) dada por

px =Px(A) = P(X7'(A)).

px es llamada la distribucion de X y a partir de ésta se define la funcion de distribucién de
probabilidad de la v.a. como Fy(x) = P(X < z). Si ademds existe una funcién real fy tal que

Fx(z) = / Ix(y)dy, —oo <z < o0,
ésta sera llamada la funcién de densidad de probabilidad de X.

Dada una v.a. X y una funciéon Borel medible cualquiera g : R — R, la esperanza, valor
esperado o media de la v.a. g(X) se define como la integral de Lebesgue-Stieltjes de g respecto
a Fx, es decir

Bg(X) = [ ga)dFx(e) = [ g(a)fxla)do. (1)
usando la cual se define la varianza de un proceso X como E(X — E(X))?. Se dice que una v.a.
X es integrale si E|X| < oc.

Dado un evento A de la o—algebra F, con probabilidad positiva; la probabilidad de un evento D
y el valor esperado de una v.a. se pueden condicionar a la ocurrencia de A de la siguiente manera

P(AN D) E(X1,)

>0 E(X|A) = A (1.2)

P(4| D) = b



respectivamente, donde 1 4 es la funcién indicadora del conjunto A € F:

14(w) 1, stiwe A,
w) =
4 0, siw¢A.

Las v.a. complejas tienen la forma Z = X + 1Y, donde X e Y son v.a. reales e ¢ es la unidad
imaginaria, y serdn denotadas con letra mayuscula y en negrilla. Su valor esperado esta dado por
EZ = EX +EY, siempre que estos dos ltimos existan. Dada una v.a. real X se define su funcion
caracteristica como

bx(t) = Ee™™ := Ecos(AX) + iEsen(AX), (1.3)

la cual es de hecho la tranformada de Fourier de F'x y permite caracterizar dicha v.a. ya que por
el teorema de inversién de Levy (teorema 6.11 Walsh (2012) p. 159) existe una relaciéon biunivoca
entre ésta y Fly.

Un proceso estocdstico (1-dimensional) es una coleccién X = {X(¢) : t € T'} de variables alea-
torias reales definidas en un mismo espacio de probabilidad (€2, F,P) y con valores en (R, B); estos
se denotaran con letras mayusculas y, dado que la variable ¢t que indexa el proceso es tipicamente
el tiempo, se supondré en adelante que 7' = [0,00). Una filtracién es una familia {F(¢)} no
decreciente de sub-o-algebras de F. Diremos ademds que un proceso X = {X(¢) : t > 0} es adap-
tado a la filtracién {F(t)} si para todo tiempo ¢t > 0 la v.a. X(t) es F(t)-medible. Los procesos
estocdsticos complejos se definen de manera andloga a las v.a. complejas como Z(t) = X (¢) +iY (t)
y también seran denotados con letras mayusculas y en negrilla.

En caso de tenerse una sub o-algebra G C F que provea informacion adicional respecto a ) y una
v.a. X definida en (92, F,P), el concepto de valor esperado EX se extiende al de esperanza con-
dicional E(X | G): una variable aleatoria que predice el valor de X (¢) considerando la informacién
que contenga G. E(X | G) es la tinica v.a. G-medible tal que

E(1X) = E(1cE(X | G)) para todo G € G. (1.4)

Con base a este concepto surgen las denominadas martingalas (respecto a una filtraciéon {F(t)}),
las cuales son procesos estocasticos M tales que cada v.a. M (t) es F(t)-medible e integrable y se
satisface que

E{M(t) | F(s)} = M(s) 0<s<t. (1.5)
En particular EM (t) = EM (0).
Una de las martingalas de mayor relevancia en el estudio de los procesos estocésticos es el Mo-
vimiento Browniano o Proceso de Wiener, el cual es también un proceso de Markov y captura
el comportamiento erratico de pequenas particulas en un fluido. Un Movimiento Browniano

1-dimensional es un proceso estocastico B = {B(t), F(t),t > 0} que satisface las siguientes pro-
piedades

» (Incrementos independientes) B(t) — B(s), para t > s, es independiente del pasado, es decir
es independiente de F(s), la o-dlgebra generada por B(u), con u < s.

» (Incrementos normales) B(t) — B(s) tiene distribucién normal con media 0 y varianza t — s.
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» (Continuidad de sus trayectorias) t — B(t,w), con t > 0, son funciones continuas con
probabilidad 1.

El teorema 3.3 de (Klebaner, 2005) garantiza que el movimiento Browniano B es el inico proceso
que satisface tales propiedades, luego los incrementos del movimiento Browniano B(t)— B(s) tienen
funcion caracteristica dada por

A2

EeNBH)=B(s)) — o5 (t=s) (1.6)

La posicién inicial no se incluye en la definicién de B. Cuando B(0) = x c.p.1, el proceso es un
movimiento Browniano empezando en x y se denota B”. Si x = 0 se habla de un movimiento
Browniano estandar puesto que la media y la varianza de B(1) son 0 y 1, respectivamente. En
adelante cuando se hable de movimiento Browniano se supondra que es estandar, a menos que se
especifique algo diferente. Ademas se utilizaran las letras mayusculas B 6 W para representarlos.
Un proceso complejo B = By + 1B5 se dirda movimiento Browniano si B; y By son movimientos
Brownianos 1-dimensionales independientes.

2. Procesos de Markov

Dado un proceso estocéstico X con distribucién P, en un espacio de probabilidad (€2, F), denotemos
por P, a la distribucién de dicho proceso dado X (0) = z, es decir, para D € F dado,

P,(X(t) € D) = P(X(t) € D| X(0) = x). (1.7)

La propiedad de Markov establece que la distribucion condicional del futuro dado el pasado y
el presente, solo depende del presente. Es decir, un proceso X posee la propiedad de Markov si
para s > 0 dado se tiene que todo t > s es tal que

P(X(t + s) € D|F(s)) = Px(s)(X(t) € D). (1.8)

Por ejemplo se puede probar que el Movimiento Browniano posee la propiedad de Markov dado
que sus incrementos son independientes (Proposicién 10.6, Walsh (2012)).

Si X es Markoviano, denotamos por p(t;z,y) a sus densidades de transicién, dadas por la
siguiente probabilidad condicional

p(t;z,y)dy =P ( X(¢) € dy). (1.9)

En caso en que se conozca una distribucién inicial 7y para la v.a. X(0), se denota por P, a la
distribucién de probabilidad de X, la cual depende de las probabilidades de transicién p(t, x,y) de
la siguiente manera

P (X(t) € D) — /0 h / bl o) dyda (1.10)

Se dice que 7 es una distribucién invariante de un proceso de Markov X si, para todot >0y
para todo y € R, se tiene que w(D) = P.(X(t) € D). Es decir 7 es una distribucién invariante si
no cambia con el tiempo, en tal caso, si la v.a. inicial tiene distribucién 7y, entonces para todo t



la distribucién de X () es también 7.

Dado I = (a,b) C R, denotamos por Cy = Cy(I) al conjunto de funciones continuas f : I — R
tales que f(z) — 0 cuando z — oo. Kallenberg (1997) define un semigrupo de Feller como una
familia de contracciones {T; : t > 0}, con la propiedad de semigrupo T}, = T, T}, tales que:

Ti{Co] C Cy (1.11)
Ti[f](z) = f(x) cuando t — 0, f € Cy,z € I. (1.12)

Dado un proceso de Markov X, con probabilidades de transicién p(¢; x, y) dy, se define el semigrupo
de X como el conjunto de operadores {1}, t > 0} dados por

Tf)(x) = Eo f(X(8)) = / fpltiz,2)dz, 1> 0. (1.13)

En Bhattacharya and Waymire (2009) se muestra que (1.13) define en efecto un semigrupo, ademas
el Lema 17.3 de Kallenberg (1997) muestra que para este semigrupo, la propiedad (1.12) es equi-
valente a que, para cada z fijo,

X,(t) & 2, cuando ¢t — 0. (1.14)

A partir de la propiedad de semigrupo, estas familias de operadores estan completamente deter-
minadas por su comportamiento cerca de ¢ = 0. Se define entonces el generador infinitesimal
del proceso de Markov X como el operador lineal

A[f](z) := lim T,[f](z) — f(=)

i . , (1.15)

para f € Dom(A) = {f € Cy: A[f] € Co} y x € I; el cual, en caso de que el semigrupo sea de
Feller, caracteriza dicho comportamiento.

3. Integracion y Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

Dado un proceso estocastico continuo X se define su proceso de variacion como
lfm » "X (t7,,) — X(#7)| (limite en probabilidad). (1.16)
i=1

donde el limite es tomado sobre todas las particiones de [0,t], con 6, = max;(t,; —t}') — 0 cuando
k — 00. SiY es otro proceso continuo se define el proceso de variacion cruzada de X e Y, denotado
(X,Y), como

(X,Y)(t) = lim k (X(t,) — X)) (Y(t,) = Y(t})) (limite en probabilidad). (1.17)

0n—0
"=

Si X =Y, el proceso (X, X) se denota (X) y es llamado variacién cuadratica de X, este proceso
tiene los mismos intervalos de constancia que X, es decir c.p.1 M(t) = M(a) paraa <t <bsiy
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sélo si (M) (b) = (M)(a) (Teorema 7.28 Klebaner (2005)), y es el tinico proceso continuo, creciente
y adaptado con (X)(0) = 0 tal que X?(t) — (X)(¢) es una martingala. En el caso del movimiento
Browniano, éste tiene trayectorias que son de variacién no acotada en cualquier intervalo finito
[0,¢] y su variacién cuadrética es (B)(t) = t.

Numerosos procesos estocasticos son representados mediante expresiones diferenciales que involu-
cran al movimiento Browniano B a manera de “ruido”, es decir mediante ecuaciones diferenciales
estocasticas (EDE) de la forma

AX () = p(X (1) dt + (X (1)) dB(L), (1.18)

donde p y o son funciones dadas, denominados coeficientes de deriva y difusion, respectivamente.
Tales ecuaciones no pueden ser interpretadas en el mismo sentido que las ecuaciones diferenciales
ordinarias puesto que el movimiento Browniano es diferenciable en ninguna parte c.p.1 (Walsh
(2012) teorema 10.40). La version integral de la EDE (1.18) esta dada por

X(t):X(O)—I—/O u(X(s))ds—l—/O (X (5)) dB(s). (1.19)

La primera integral de esta ecuacién es una integral de Riemann, por lo que ¢t — (u o X)(t) debe
tener trayectorias Riemman integrables. Dado que las trayectorias del movimiento Browniano son
de variacién no acotada c.p.1, la segunda integral de esta ecuacién no puede definirse como una
integral de Riemann-Stieltjes. En este trabajo se define tal integral como una integral de Ito.

Dados 0 < S < T, la integral de Ito
T
/ X(s) dB(s), (1.20)
5

se define en un primer momento para funciones elementales (escalén) en términos de los incrementos
del movimiento Browniano. Por ejemplo

/t Loy (s)dB(s) = B(b) — B(a), t>b>a>0. (1.21)

Para procesos mas generales X, adaptados al movimiento Browniano B y con

E (/ST X2(t) dt) < 00, (1.22)

tal definicién es extendida mediante aproximaciéon diddica (Oksendal (1985), capitulo 3). La in-
tegral asi definida se conoce como Integral de It6 y tiene la propiedad de ser, al igual que el
movimiento Browniano, una martingala continua, por lo que su valor esperado es cero.

El proceso X que solucione la ecuacién (1.18) es llamado proceso de Ito y p y o son llamados
los coeficientes de deriva y difusién, respectivamente. Diremos que un proceso X es solucién
fuerte de la ecuacién (1.18) si se encuentra definido en el mismo espacio de probabilidad que B,
(Q, F,P), ny o son integrables para todo t > 0 y X satisface la ecuacién (1.19) c.p.1. Una EDE
tiene unicidad fuerte si dadas dos soluciones X y X', éstas tienen trayectorias iguales c.p.1. Una
solucién débil de (1.18) es una tripleta (€2, 7, P) junto con un proceso Browniano B y un proceso
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adaptado X que satisfacen (1.19). Una EDE tiene unicidad débil si dadas dos soluciones X y X',
posiblemente en espacios de probabilidad diferentes, tales que las distribuciones iniciales de X (0)
y X'(0) son iguales, entonces las distribuciones de X y X’ son iguales. Claramente si un proceso
X es solucién fuerte de una EDE entonces autométicamente es solucion débil.

Dada una funcién g dos veces diferenciable, es decir ¢ € C?([0,00) x R), la férmula de It6
establece que si X es un proceso de It6 entonces Y (t) = g(t, X(t)) es también un proceso de It6
que satisface la ecuacion diferencial estocastica

dg dg 1 9%g
= —(t, X(t))dt + =—(t, X (¢))dX (¢ Y

91, X(0) i + 51, X(1) dX (1) + 5 08
donde (dX(¢))? se computa usando la regla dtdt = dtdB = dBdt =0y dBdB =t (Karatzas
and Shreve (1991) p. 154)

dY (¢) (t, X(1))(dX(1))? (1.23)

Enelcaso X = (X3, Xy) y B = (By, Bs), donde By, By son movimientos Brownianos 1-dimensionales
independientes, la definicién de integral de It6 se extiende a
t ¢
L(X) = / X(s)- dB(s) = / (X1(s) dBy(s) + Xa(s) dBa(s)). (1.24)
0 0
La variacién cuadratica del movimiento Browniano es (B)(t) = t, por lo que si B es un movimiento
Browniano planar, al tener componentes independientes, se observa que sus variaciones cruzadas
estan dadas por (By, Bj)(t) = 0k, 1 < k,7 < 2, donde d; es el delta de Kronecker. Usando este

hecho se obtiene que la variacién cuadrética de la integral de It6 (1.24) estd dada por (Teorema
4.9 Klebaner (2005)):

1) (t) = / 1X(s) 2 ds, (1.25)

donde ||-]| es la norma en C.

4. DMartingalas locales y su caracterizacion

Una técnica muy utilizada para debilitar propiedades sobre las trayectorias de un proceso estocasti-
co es describirla de manera “local”, para lo cual se utiliza el concepto de tiempo de parada. Una
v.a. 7 > 0 es un tiempo de parada de la filtracién {F(¢)} si para todo ¢t > 0 el evento {7 < t}
pertenece a F(t). Dado un tiempo de parada 7 > 0 de una filtracion {F(t)}, se define F(7) como
la o-algebra de eventos determinados antes del tiempo 7, es decir de aquellos eventos A € F tales
que AN {r <t} € F(t) para todo t > 0.

La propiedad fuerte de Markov extiende la propiedad de Markov para tiempos aleatorios. Esta
establece que si 7 es un tiempo de parada finito entonces

P(X (7 + 5) € D|F(s)) = Px s (X(r) € D). (1.26)

Si X es un proceso estocdstico y 7 es un tiempo de parada finito, al proceso X (t A 7) se le llama
proceso parado de X. En caso que M sea una martingala entonces su correspondiente proceso pa-
rado M (t A 7) es también martingala y se llama martingala parada. Se dice que una propiedad
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se satisface de manera local si existe una secuencia no decreciente {7,}52, de tiempos de parada
de {F(t)} convergiendo a infinito, tal que para todo n > 1 el proceso parado X (t A 7,,) satisface
dicha propiedad. Por ejemplo, se dice que M es una martingala local respecto a la filtracion
{F(t)} si existe una sucesiéon de tiempos de parada {7,}>2, de {F(t)}, con 7, < 741 v T — 0
cuando n — oo (c.p.1), tal que para todo n el proceso parado M (tA7,) es una martingala respecto

a dicha filtracién.

La siguiente proposicién serda punto de partida para nuestros propésitos, en ella se estudiard una
de las caracterizaciones fundamentales del movimiento Browniano, la cual enuncia que éste es la
Unica martingala local continua cuya variacién cuadrética es t. Se estudiara dicha caracterizacion
en términos 1-dimensionales, pero ésta se extiende de manera natural al movimiento Browniano
complejo.

Proposiciéon 1 (Caracterizaciéon de Levy del movimiento Browniano). Sea X wuna martingala
local continua respecto a la filtracion {F(t),0 <t < oo}, tal que (X)(t) =t. Entonces X tiene la
distribucion del movimiento Browniano.

Demostracion. Veamos que dados 0 < s < ¢, los incrementos X; — X son independientes de F(s)
y tienen una distribucién normal con media 0 y varianza t — s, es decir veamos que para todo

AER

EeAXO-X() _ 2 s). (1.27)
Condicionando en F(s), essuficiente mostrar que
E[eNXO-X() | F(g)] = X (=) (1.28)

Sean s,t > 0 fijos tales que 0 < s < t y sea A € R dado. Usando la definicién de esperanza
condicional, nuestro objetivo es mostrar que que para todo A € F(s) se satisface que

2
(Al

EleF =91 ,] = E[eMXO-X6)q ], (1.29)

En efecto, sea A € F(s) dado. Si consideramos la funcién f(z) = €*** entonces aplicando la férmula

de Ito se obtiene que
t

PAX (D) :emx(s)_H-)\/ XM X (r) (1.30)

S

—iAX(

multiplicando esta ecuacion por e )1 4 se obtiene que

t 2 t
ei)\(X(t)fX(s))]lA — ]lA 4 i)\@i/\X(S)]lA/ ei)\X(T‘) dX(?“) o %]IA/ ei/\(X(T)*X(S)) dr (131>

S

Tomando valor esperado en la anterior igualdad, y usando el hecho que la integral de It6 es una
martingala, se llega a que

)\2

E[eiA(X(t)—X(S))]lA] = P(A) 5

t
/ E[¢AXO=X6) ] dr (1.32)

Asi, E[eANXO=X6DT 4] es aquella funcién g(t) que satisfaga el PVI

=Xt
{g<s> —B() (1:33)



es decir

E[eMXO-X()q ] = P(A)e—ﬁ(t—s), (1.34)
luego

E[ez‘,\(x(t)—x(s))]lA] _ E[eg(t_s)]u], (1.35)
lo que demuestra que X es un movimiento Browniano. u

La siguiente proposicion garantiza que toda martingala local continua se puede expresar como un
movimiento Browniano haciendo un escalamiento temporal adecuado en términos de su variacién
cuadratica. En otras palabras la variacion cuadratica de una martingala es el “reloj” con el que
se ajusta dicho proceso para volverlo un movimiento Browniano. Este resultado representara la
herramienta fundamental para nuestro objetivo de deducir las ecuaciones diferenciales estocésticas
que describan la evolucion de los procesos polares de Ornstein-Uhlenbeck.

Proposicién 2 (Cambio temporal para martingalas [Dambis, Dubins & Schwarz|, Teorema 4.6
Karatzas and Shreve (1991)). Sea M una martingala local continua respecto a F(t), que empiece en
cero, Y cuya variacion cuadrdtica sea no decreciente y no acotada, es decir tal que (M)(t) — +oo
cuando t — +oo c.p.1. Para cada 0 < s < oo consideremos el tiempo de parada

T(s)=1inf{t >0: (M) (t) > s} (1.36)
Entonces el proceso de tiempo cambiado
B(s) :== M(T(s)), G(s):=F(T(s)); s>0, (1.37)

es un movimiento Browniano estandar uni-dimensional. Mdads aun c.p.1 la martingala M puede
obtenerse de B mediante el cambio temporal:

M(t) = B((M) (t)); =0 (1.38)

Demostracion. Nétese que la sucesion de tiempos de parada {T'(s)}, s > 0, es creciente y que cada
T(s) es finito puesto que (M)(t) — 400 cuando t — 400, lo que nos asegura que {F(T'(t))},
t > 0, es una filtraciéon. Nuestro objetivo es usar la caracterizacion de Levy para mostrar que
B es un movimiento Browniano. Para dicho propdsito elijamos 0 < s; < sy y consideremos
la martingala parada X(t) = M(t A T(s2)), t > 0, respecto a F(t). Por las propiedades de la
variacién cuadrética se sabe que X? — (X) es también una martingala integrable y por tanto

E( X (T(s2)) | F(T(s1)) ) = X(T(s1)). Asi
E( B(sz2) — B(s1) [ G(s1) ) = E( X(T(s2)) — X(T(s1)) | F(T'(51)) ) =0 (1.39)

y para 0 <t < o0

E((B(s2) — B(51))* | G(s1)) = E[(X(T(s2)) — X(T(51)))* | F(T(s1)) |
=E[ X*(T(s5)) — X*(T(s1)) | F(T(51)) ]
= E[(X(T(s2))) — (X(T(1))) | F(T(51))]

Ademads B es continua puesto que M tiene los mismos intervalos de constancia que (M) y ambas
son continuas. (Problema 4.5 Karatzas and Shreve (1991)). Es decir que B es una martingala
continua cuya variacién cuadrética es (B)(s) = s. Por la caracterizacién de Levy (Proposicién 1)
B es un movimiento Browniano. O



Capitulo 2

Proceso de Ornstein-Uhlenbeck y
Coordenadas Polares

En el estudio de las ecuaciones diferenciales estocéstiscas (EDEs), una de las més relevantes es la
ecuacion de Langevin, la cual explica el movimiento de una particula Browniana con base en la
ecuacion de movimiento de Newton ma = F'. La ecuacion de Langevin describe tal movimiento
como aquél en el cual intervienen una fuerza de friccién proporcional a la velocidad U y una fuerza
estocastica dependiente del tiempo y resultante de las interacciones de la particula con el medio.
Asi un modelo para la velocidad U de la particula Browniana esta dado por la siguiente ecuacion

AU (t) = =AU (t) dt + V2D dW (¢), (2.1)

donde A (s7!) es el coeficiente de friccién, D (cm?/s®) es el coeficiente de difusion y W (s'/2) es
un movimiento Browniano 2-dimensional. El proceso U que soluciona dicha EDE es denominado
proceso de Ornstein-Uhlenbeck (OU) y estd dado por (Karatzas and Shreve, 1991):

t
U(t) =U0)e M+ \/QD/ e NI AW (s), 0<t < 0.
0

En el caso del movimiento Browniano se sabe que sus trayectorias son no acotadas c.p.1, lo cual
se verifica mediante la ley del tmo iterado, que establece que c.p.1 el crecimiento del movimiento
Browniano tiene el mismo orden que y/2tloglogt cuando t — oo (Klebaner (2005), teorema 3.31).
En Chen (2015) se muestra que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck 1-dimensional también tiene
asociado una ley similar, estableciendo lo siguiente:

Proposiciéon 3 (Ley del logaritmo para el proceso de OU, Chen (2015), proposicién 2.1). Un
proceso de OU 1-dimensional U satisface la siguiente ley c.p.1

4 15 <
Im max{|U(s)|:s <t} _1

t—00 Vv2Int

La versién planar U(t) = Uy(t) + iUy(t) del proceso de OU es de particular interés dado que
se puede usar para describir el comportamiento de numerosos agentes Brownianos (Schweitzer,
2003), entre los que se encuentran organismos como las hormigas, cuyo estudio fue la principal
motivacién del presente trabajo. Las hormigas poseen un eje claro de orientacién (cabeza-cola),
por lo que es posible describir su movimiento a través de sus coordenadas polares locales, es decir

(2.2)
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si U(t) = Uy(t) + iUs(t) es la representacién en C del vector velocidad de la hormiga en R? en
el tiempo t, entonces se pueden considerar sus coordenadas polares (R, ¢), dadas por la rapidez
R(t) = [|[U(t)|| y el dngulo (t) entre el eje de orientacién de la hormiga en el tiempo ¢ y el eje x.
Luego

U(t) = R(t)(cos p(t) +isen p(t)) = R(t) €¥?, 0<t< o0 (2.3)

En el siguiente grafico se visualizan ambos sistemas coordenados

Y r
A e, U5
€Rr
w(t)
_ Ul
LT X
S 0N
£ o
£
JI A
; i

donde eg(t) y e,(t) estdn dados por
er(t) =cosp(t) +isenp(t) y e,(t) = —senp(t)+icosy(t).

Asi, para organismos que poseen un eje claro de orientacion hay dos sistemas equivalentes a través
de los cuales se puede describir su movimiento.

Observaciones respecto al fenémeno de quimidtaxis en las hormigas han develado que las senales
quimicas afectan de manera directa a la direccién ¢ de su movimiento pero no la rapidez (Perna
et al., 2012), por lo que resulta més conveniente explicar la evolucién de su movimiento en términos
de sus coordenadas polares locales (R, ). Para el modelo de hormigas (Ramirez et al., 2019), la
distribucién de la rapidez de la hormiga se asume igual a la distribucién invariante o limite de R(t).

Motivados por lo anterior, el presente capitulo tiene por objetivo estudiar la representacion polar
del proceso de Ornstein-Uhlenbeck complejo U (t) = Ui (t) + iUs(t) con el fin de hallar EDEs que
describan el comportamiento, tanto del proceso radial R(t) = ||U(t)]|, como del proceso angular
©(t) = Arg U (t). Ademés se demostrara que el proceso radial es la tinica solucién de tal EDE, lo
cual permitira calcular la distribucién invariante de R en el siguiente capitulo.

Con el proposito de deducir EDEs para R y ¢, consideremos el logaritmo complejo del proceso U,
definido como
Log U (t) := In R(t) + ie(t), (2.4)

cuya rama se elige de manera que ¢(t) tome valores en el intervalo [—m, 7). Mas adelante se
mostrara una importante similitud entre el movimiento Browniano y el proceso de OU, como lo
es el hecho de que el origen es inaccesible para ambos procesos, por lo que el logaritmo complejo

10



c.p.1 toma valores finitos para 0 < ¢ < oo pues R(t) # 0 c.p.1. Basados en la teoria de andlisis
complejo (Lang (1999), p. 52) se puede extender el Teorema 5.3 de Klebaner (2005) para obtener
la siguiente ecuacién para LogU (t)

LdU(t)
o U(t)

= LogU(t), t>0. (2.5)

Utilizando la ecuacién (2.5) y la Proposicién 2, junto con un andlisis similar al realizado en Vake-
roudis (2015), lograremos uno de los objetivos de este capitulo, el cual se enuncia en el siguiente
teorema.

Teorema 1. Los procesos radial R y angular ¢ del proceso de OU dado por la ecuacion (2.1)
satisfacen las ecuaciones diferenciales estocdsticas

dR(t) = V2D dB(t) + (i — )\R(t)) dt (2.6)
dp(t) = = dB(t) (2.7)

Demostracion. Usando la ecuacién para el logaritmo complejo (2.5) y la ecuacién de Langevin
(2.1) se tiene que

In R(t) +ip(t) = In R(0) +ip(0) + /Ot —\U (s) ds J@;ﬁ AW (s)

dWl(S) +ZdW2(8) U1<S) - ’LUQ(S)
U1(8> + ZUQ(S) U1<S) — ZUQ(S)

= In R(0) + ip(0) — At + \/ﬁ/t

=1In R(0) +ip(0) — At

+vb | UL (5) AW (5) + Uals) Rl A B AR

Discriminando la parte real y la parte imaginaria en la anterior expresion se observa que los procesos
radial y angular satisfacen, respectivamente, las siguientes ecuaciones

I R(f) = In R(0) — M + @/t Ui (s) dWl(S])g;ESI)JQ(S) dW2(5)7 (2.8)
o) = p(0) + V2D [ DTN TR ARE), 29)

Notese que ambas ecuaciones involucran integrales de Ito, las cuales son martingalas continuas que
empiezan en cero. Denotemos dichas integrales por

My(t) = /0 @w(s) dW1(32% 2+(52(s) dW2(3)7

Mz(t) — /0 @Ul(5> dWl(Séisljvg(S) dWQ(S)
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Usando la férmula para la variacién cuadratica de una integral de It6, dada en (1.25), se obtiene
que las martingalas M; y M, tienen la misma variacién cuadratica, satisfaciendo lo siguiente

- _t\/ﬁU(s>25_tzp o
an = e = [ | ‘ b= [ s e 2.10)

Aplicando la Proposicion 2 se concluye que existe un movimiento Browniano 1-dimensional B tal
que, al aplicarle el escalamiento temporal

T(s):/O R22—l()s)ds’ (2.11)

se obtiene un proceso cuyas trayectorias son iguales c.p.1 a las trayectorias de M; y M,. Es decir
c.p.1 M(T(s)) = B(t), de donde

Ml(t):Mg(t):B(/ot;Q—l()S)ds), £>0. (2.12)

Ahora nétese que la integral de Ito

M(t) = /O g dB(s), (2.13)

tiene también variacion cuadratica dada por

‘|vaD| ‘2D
(M}(t):/o RE) ds:/o RQ—(t)dS’ (2.14)

por tanto, nuevamente via la Proposicion 2, se tiene que c.p.1

M(t) =B (/Ot ;2—1(1) ds) . (2.15)

Igualando (2.12) y (2.15) se tiene que c.p.1
M (t) = My(t) = M(t). (2.16)

Volviendo a (2.8) y (2.9), tenemos que c.p.1 los procesos radial R y angular ¢ satisfacen las
ecuaciones

In R(t) =In R(0) — A\t + /t % dB(s), (2.17)
o(t) = ¢(0) +/0 gdB(S), (2.18)

donde B es un movimiento Browniano. Asi, denotando X (¢) = In R(t), se concluye de (2.17) y
(2.18) que X(t) y ¢ son soluciones fuertes de las siguientes ecuaciones diferenciales estocasticas:

V2D

dX (1) = gy dB() — Adt (2.19)
de(t) = % dB(t), (2.20)
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respectivamente. Nuestro objetivo es encontrar una ecuacién diferencial estocéstica para R(t) =
t

eX®_ Aplicando la férmula de It6 a eX® y usando (2.19) y la regla (dt)? = 0y (dB(t))? =t se

tiene que
deX 0 — X0 qx (1) + %eX(t)( dX (1)) (2.21)

1
= X0 (V2De™X W AB(t) — \dt) + 5eX<'f>(\/2De—X<t> dB(t) — Adt)? (2.22)
1

= V2D dB(t) — XX dt + §eX(t)(2De’2X(t)( dB(t))?) (2.23)
= V2D dB(t) 4+ (De X1 — \eX®) dt (2.24)

Desprendiéndose la EDE
D

dR(t) = V2D dB(t) + (m — AR(t)) dt. (2.25)
[
Demostrar existencia y unicidad de solucién de la EDE (2.6) serd la base para desarrollar la teoria
del siguiente capitulo, la cual a su vez nos permitird hallar la distribuciéon invariante del proceso
R. La existencia de solucién a dicha EDE es clara puesto que fue construida precisamente como
una descripcién del proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck, R(t) = ||U(t)||. Para demostrar su
unicidad se requiere que R(t) # 0 c.p.1, lo cual se mostrard en la siguiente proposicién, que es una

adaptacién de la Proposicién 3.22 de Karatzas and Shreve (1991) y muestra un resultado andlogo
para el proceso radial del movimiento Browniano, también llamado proceso de Bessel.

Proposicion 4. El estado R = 0 es inaccesible para el proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck
R(t) = ||U(t)||, es decir que c.p.1 R(t) > 0 para todo 0 < t < c0.

Demostracion. Consideremos primero el caso en que r := R(0) > 0. Para cada entero k tal que
(1/k)* < r < k consideremos las funciones

() = (%)ke”, () = ke, (2.26)

Las cuales son asintéticas a cero y actian como barreras para el proceso radial R. La idea es
mostrar que cuando k — oo el proceso radial supera primero la barrera de arriba ug(t) y a partir
de ello ver que c.p.1 no se hace cero (ver figura 2.1). Para ello definamos los tiempos de parada

k
Ty = inf {t > 0; R(t) = (%) e—”} . Sp=inf{t >0; R(t) = ke ™} (2.27)

y, para cada n > 1, consideremos 7, = T A S A n.

Nétese que R(Ty) = (1/k)*e Tk y R(Sy) = ke %, ademéas como cada componente de U es no
acotada (ver (3)) entonces para cada k el proceso radial se hace igual a ke™! c¢.p.1 en algiin tiempo

t, es decir
P (ﬂ{sk < oo}) = 1. (2.28)
k=1
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Veamos ademas que
P ( lfm S, = oo) ~ 1. (2.29)
k—o0

En efecto, como Uy (s) < ||U(s)]] < |Ui(s)| + |Uz(s)|, entonces se satisface la siguiente desigualdad

max{U;(s) : s < t} < max{R(s) : s < t}
2Int N 2Int
< max{|U;(s)| : s <t} max{|Us(s)|:s <t}

o vV2Int V2Int ,

tomando limite cuando ¢t — oo y aplicando la proposicién 3 se tiene que c.p.1

i s <t
| < qi PR s S 8_ (2.30)
t—00 v2Int

de donde c.p.1 existe T' > 0 tal que si t > T entonces
max{R(s):s <t} <3v2Int. (2.31)

Consideremos ahora, para cada k, 8, = inf{t > 0:3v/2Int = ke=*'}. Nétese que tanto {Sy} como
{8k} son sucesiones monétonas crecientes y ademds c.p.1

32T _,,
— €

e— AT ’

;

8, < S, paratodo k> (ver Figura 2.1) (2.32)

luego, dado que {3} es claramente no acotada, entonces c.p.1 {Si} tampoco lo es, es decir que se
satisface (2.29).

Figura 2.1: Comportamiento del tiempo de parada Sy respecto a §; en el infinito.

3v2Int

max{R(s) : s < t}
R(s)
r kCiAt
‘‘‘‘‘‘‘‘‘ 3V2InT _,,
P
. t

Por otro lado, la funcién In es de clase C? en un intervalo abierto conteniendo [(1 Jk)ke Ak, ke"\”@} ,
aplicando la férmula de It6 a In R(t) y usando la EDE (2.6) obtenida para R, se obtiene que

1
R(s)

In R(m) =Inr — A, + / dB(s). (2.33)
0
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Para 0 < s < 7 se sabe que 1/k < 1/R(s) < k*, ademés 7, es también acotado, luego la integral
de Itd que se observa en la ecuacién (2.33) es una martingala, por lo que al tomar valor esperado
en ambos miembros de dicha ecuacién se obtiene que

Inr = E(A7, + In R(1:)) = E(In(e*™ R(13))). (2.34)
Considerando las diferentes posibilidades de 7, la anterior ecuacion es equivalente a
Inr=—kInkP(T; < Sy An)+InkP(Sy < Tp An) +E(n(eMR(n))1 {herns,))- (2.35)

Nétese que en el evento {n < S, A T}} el proceso R(n) se encuentra acotado por (1/k)e " y
ke=?" por tanto se tiene que —kInk < In(e*R(n)) < Ink, ademés de (2.28) se deduce que
P(n < Sk AT)) — 0 cuando n — oo. Luego tomando limite cuando n — oo en la ecuacién (2.35)
obtenemos la ecuacién

Dividiendo la anterior ecuacion entre kIn k, y haciendo k — 0o, se desprende que

lim P(7}, < Sk) =0, (2.37)
k—o0
luego, si se considera T' = inf{t > 0; R(t) = 0}, entonces T}, < T para todo k > 1 y usando (2.28),
(2.29) y (2.37) se deduce que

P(T < 00) = kh’m P(T < S5;) < kh’m P(T), < S) =0, (2.38)
— 00 — 00
lo cual demuestra que, en el caso r := R(0) > 0, R(t) > 0 c.p.1 para todo 0 < t < co. En el caso
r = 0 se extiende dicha caracteristica puesto que ésta es valida para cualquier ¢ > 0 dado, luego
usando la propiedad fuerte de Markov se tiene lo siguiente

Po(R(t) >0:e <t <o00) =Eg(Pre(R(t) >0:0<t<00)) =1 (2.39)

Haciendo € | 0 se obtiene que c.p.1 R(t) > 0 para todo 0 < t < oo, concluyéndose que cero es
inaccesible para R. O

Tipicamente los teoremas de unicidad de solucién de EDEs requieren que la deriva sea acotada,
Lipchitz o localmente Lipchitz en el infinito. En nuestro caso la deriva estda dada por % — AR(t)
y no se cumplen las hipotesis de dichos teoremas, por lo que modificaremos la prueba de% teorema
5.2.5 de Karatzas and Shreve (1991) como se ve a continuacién para mostrar la unicidad de la
solucién de la EDE (2.6). Para obtener el resultado deseado haremos uso de la desigualdad de
Gronwall (Karatzas and Shreve (1991), p. 287), la cual establece que si g es una funcién continua

que satisfaga

0§g(t)§a(t)+6/0tg(s)ds; 0<t<T, (2.40)

con >0y a:[0,7] — R integrable. Entonces
t
g(t) < aft) + 6/ a(s)eP=9ds;0 <t < T. (2.41)
0
1

>



Proposicién 5. El proceso radial R(t) = |[U(t)|| es la unica solucion fuerte de la ecuacion (2.6)

Demostracion. Supongamos que X y X son dos soluciones fuertes de la EDE (2.6) y definamos los
tiempos de parada 7, = inf{t > 0; | X (¢)|| < £} , para n > 1 y consideremos s, = 7, A 7,,. Notese
que para 0 < s < s, se tiene que || X (s)|| > Ly ||)Af(s)\| > 1. Dado que 0 es inaccesible tanto para
X como para X entonces c.p.1 nhﬁrglo S, =00y

X(EA ) — X(EA8,) = /O o (% CAX () — )?l()u) + A)?(@) du,  (2.42)

luego, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que

/0 < pXW = XW) |y Ry - x <U>>> du

<E (/OMS" 2 du) /OMS" <D% AKX () - X(u))> "

oo [ Flu)— X(u) . < ’
< tE/O (DW AKX () - X@))) du

EIX(EA s0) — X(EAsy)? = E

tASn
< T(Dn? + \)? ]E/ X () — X(w)[? du
0

t ~
= T(Dn? + )\)2/ E|X (uA sp) — X(uA s,)|? du.

0

Resumiendo, tenemos que

2 t ~
0<E|X(tAs) - X(tAs)| < T(Dn2+)\)2/ E|X(tAs))— X (tAsy)2du, 0<t<T, (2.43)

0

y aplicando la desigualdad de Gronwall donde ¢(t) := E|X(t A s,) — X(t A s,)|> v « es la fun-
cién identicamente cero, se obtiene que E|X(t A s,,) — X (t A 8,)|> = 0, es decir que X y X son
indistinguibles. O]

Con la Proposicion 4 se mostrd que el proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck R es distinto de cero
c.p.1, lo cual junto con la unicidad mostrada en la Proposicién 5, permite deducir desde la teoria
que la ecuacién (2.6) describe univocamente al proceso radial R(t) = ||[U(¢)]|. Sin embargo en las
simulaciones realizadas de ambos procesos, en la Figura 2.2, se observa que las trayectorias del
proceso R, generado como la solucién a la EDE (2.6), tienen un comportamiento considerable-
mente diferente a las trayectorias del proceso radial, generado como la norma de un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck complejo.

En la simulaciéon del proceso R, realizada en el software Mathematica y mostrada en la Figura
2.2, se observa que varias trayectorias se vuelven rapidamente negativas, lo cual se debe a las
singularidades generadas por la forma de la ecuacién (2.6), en la cual el proceso R, que puede to-
mar valores muy cercanos a cero, se encuentra en el denominador, haciendo que la simulaciéon sea
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Figura 2.2: Realizaciones del proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck ||U || y del proceso R dado por
la EDE (2.6), hasta un tiempo de 20 segundos, con A = 0,1y D = 0,1.
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Figura 2.3: Histogramas realizados en diferentes tiempos a partir de la simulaciéon de 1000 trayec-
torias del proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck [|[U|| y del proceso R dado por la ecuacién (2.6).
El coeficiente de deriva es A = 0,1 y el coeficiente de difusién es D = 0,1.
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computacionalmente inestable. En la figura 2.3 se observa cémo, a medida que el tiempo crece, la
distribucion del proceso R, generado por la ecuacién (2.6), es cada vez mas alejada de la realidad,
puesto que toma valores tanto positivos como negativos con, aparentemente, igual probabilidad,
lo cual es conceptualmente imposible.

El anterior andlisis indica que, para efectos de modelacién, no es conveniente simular el proceso
radial de Ornstein-Uhlenbeck como la solucién de la EDE (2.6), sin embargo, haciendo uso de ésta
y de su existencia y unicidad, se deducira en el préximo capitulo la distribucién invariante del
proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck, la cual en el modelo de hormigas dado en (Ramirez et al.,
2019) se asume igual a la distribucion de la rapidez, puesto que esta iltima no se ve afectada por
las senales quimiotécticas de la hormiga y por tanto se supone que su distribucién es independiente
del tiempo.
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Capitulo 3

Distribucion Invariante del proceso
radial de Ornstein-Uhlenbeck

En el capitulo anterior se mostré que, en el espacio de las funciones continuas C(R), el tnico
proceso que satisface la EDE

dR(t) = V2D dB(t) + (% - )\R(t)) dt (3.1)
es el proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck R. Nuestro primer objetivo en el presente capitulo
es caracterizar la distribuciéon de dicho proceso mediante ecuaciones diferenciales parciales que
describan su evolucién. Luego se utilizara tal caracterizacién para mostrar que R posee una distri-
bucién invariante y hallar una expresion para ésta. Se mostrara mediante simulaciones la evolucion
en el tiempo del proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck R y su convergencia a dicha distribucién
invariante.

1. Generador infinitesimal del proceso radial R

Tipicamente la caracterizacién de las probabilidades de transicién de un

ov se hace mediante un operador diferencial, denominado generador infinitesimal, que representa
en cierto sentido la razén de cambio de dichas probabilidades (Bhattacharya and Waymire (2009),
Seccion 5.2). El teorema 7.2.2 de Bhattacharya and Waymire (2009), junto con la teoria desarrollada
en la seccion 5.2 del mismo texto, muestra que si X : 2 — I, es un proceso de It6 dado por la
ecuacion

dX(t) = p(X(t))dt + o(X(t)) dB(t), (3.2)
y los coeficientes o y u son acotados o Lipchitz entonces existe un tnico generador infinitesimal A
para X, dado por

Alfl@) = 5o*@) (@) + p()f @), T el (3.3)

el cual permite caracterizar la evolucion de la distribucion del proceso X.

La EDE del proceso radial R tiene coeficiente de difusién constante v2D y coeficiente de deriva

dado por

D
p(x) = P Az, x>0, (3.4)
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el cual no es Lipchitz ni acotado. Asi, para garantizar la existencia y unicidad de un generador
infinitesimal para el proceso radial R, hacemos uso de la teoria del problema de la martingala lo-
cal de Stroock & Varadhan y de su relacién con la existencia y unicidad de solucién de la EDE (3.2).

Dada una ecuacién de la forma (3.2), consideremos el correspondiente operador diferencial dado
por (3.3). Se dice que X soluciona el problema de la martingala local asociado a la EDE (3.2)
si para todo f € C2(I) el proceso estocdstico M/, definido como

t
M 6) = FOX(0) - FOXO) = [ A (O)ds, 20, (35)
0
es una martingala local respecto a la filtracién natural de X.

Los siguientes resultados permiten establecer una conexién entre la existencia y unicidad de solu-
ciéon de una EDE, el problema de la martingala y la existencia de un generador infinitesimal para
dicha solucion.

Proposicion 6 (Karatzas and Shreve (1991), Corolarios 5.4.8 y 5.4.9). La existencia de solucion X
al problema de la martingala local asociado al operador A es equivalente a la existencia de solucion
débil de la ecuacion (3.2). Ademds la unicidad de solucién X del problema de la martingala local,
con distribucion inicial fija pero arbitraria my, es equivalente a la unicidad en sentido de probabilidad
de la ecuacion (3.2).

Dado que el proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck R es solucién fuerte de la EDE (3.1) en el espa-
cio de las funciones continuas C'(I), entonces es también solucién débil a dicha ecuacién. Ademés
se tiene unicidad fuerte de dicha solucién (Proposicién 5), luego aplicando el teorema 18.14 de Ka-
llenberg (1997) se tiene unicidad débil (en el sentido descrito en la seccién 1.3). Asi, la Proposicién
6 garantiza que, para cada r > 0, el problema de la martingala local asociado a la EDE (3.1) tiene
solucién tnica X en C(I).

El Teorema 18.11 de Kallenberg (1997) establece que si pu y o son funciones medibles tales que,
para cada x € R, el problema de la martingala local asociado tiene soluciéon tnica X, entonces X
satisface la propiedad fuerte de Markov. Ademas muestra que si u y o son acotados y continuos,
entonces

L[ fl(z) = E.[f(X(2))] (3.6)

define un semigrupo de Feller, es decir que satisface las propiedades (1.11) y (1.14). A partir de
esto concluye que el operador A dado por (3.3) es el correspondiente generador infinitesimal de
X. Aplicando el Teorema 18.11 de Kallenberg (1997) al proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck R,
se concluye que éste satisface la propiedad fuerte de Markov; sin embargo, como el coeficiente de
deriva de R es no acotado, se hace necesario utilizar las propiedades heredadas del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck U para demostrar que el semigrupo T/ [f](z) := E,[f(R(t))], es un semigru-
po de Feller y asi concluir que el generador infinitesimal del proceso R estd dado por (3.3). Tal
razonamiento se muestra en la siguiente proposicion.
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Proposicién 7 (Kallenberg (1997), Teorema 18.11). El generador infinitesimal del proceso radial
de Ornstein-Uhlenbeck R estd dado por

Alfle) = D)+ (2= he ) ). (3.7)

dz?

Demostracion. Veamos que el semigrupo T/ [f](z) := E,[f(R(t))] tiene las propiedades de Feller
(1.11) y (1.14). Dado que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck 2-dimensional U = U +iU; esta dado
por la EDE (2.1), cuyos coeficientes son acotados, entonces tal proceso satisface las hipotesis del
Teorema 18.11 de Kallenberg (1997), de donde {T\¥ : ¢ > 0} es un semigrupo de Feller.

Sea f € Co(I?) una funcién dada, entonces f o ||| € Co(I?) puesto que ||-|| es continua, por lo que
se tiene que

TRl = Ef(R() = Evaif(IUN) = T (f o |1, (3.8)

lo que muestra que T#[f] es continua. Para ver que TE[f] € Cy basta ver que R, (t) Ly 50 cuando
r — 00. La medida de probabilidad P del proceso R es la inducida por el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck U. Luego, para x y t fijos pero arbitrarios, se tiene que

P,(R(t) < 2) < Pryio(Us(t) < ) — 0, (3.9)

|r|—o0
concluyéndose que T[] € Cy y por tanto que T [Co] C Co.

Veamos ahora que, para todo r > 0, R,.(t) L 7 cuando t — 0. En efecto, sean r > 0 y € > 0 dados.
Como el proceso de Ornstein-Uhlenbeck satisface las propiedades de Feller, entonces cuando ¢t — 0,

U, io(t) D r+ 0, (3.10)

es decir que P, ;0(||U(t) — (r +40)|| > €¢) — 0 cuando ¢ — 0. Usando la desigualdad triangular se
tiene entonces que

B (R(t) 7 > €) < Bro([U(H) — (r +i0)]| > €) —0, (3.11)

de donde T} satisface la propiedad de Feller (1.14). Luego el generador infinitesimal del proceso
radial de Ornstein-Uhlenbeck R estd dado por la ecuacién (3.7).
O

2. Distribucion Invariante del proceso radial R y Simula-
ciones
El generador infinitesimal del proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck R, dado por (3.7), permite

caracterizar la evolucién de sus densidades de transicién p(t; z,y) como funcién de la variable de
atras x, puesto que éstas satisface la ecuacion diferencial parcial

0

Ep(t; " Z/) = A[p](t, K y)v (3'12>
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(Bhattacharya and Waymire (2009), Proposicién 2.2), conocida como ecuacién hacia atras puesto
que describe la evolucién de la densidad de transiciéon en términos de la variable de atras x.

En aplicaciones al campo de la fisica, como la que motivé el presente trabajo, juega un papel
mas relevante la descripcién de las densidades de transicién p en términos de la evolucién de la
variable de adelante y. Para ello se considera el operador adjunto de A que, retomando los calculos
realizados en el capitulo 5, seccién 2 de (Bhattacharya and Waymire, 2009), esta dado por

» d? d D
w500 = S Dswl - 5| (2 - w) 1) (3.13)
A partir del operador A* se obtiene la ecuacion de Fokker-Planck
0 0? 0 D
Stszan) = D p(tian) = o (2 =) atesa)|. (3.1

la cual caracteriza la evolucién temporal de las densidades de transicién de R.

Dieker and Gao (2013) muestran que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck U tiene una tnica distri-
bucién invariante y por tanto también el proceso radial R. Por el Teorema 5.12.2 de Bhattacharya
and Waymire (2009), la distribucién invariante 7 satisface la ecuacién A*(7) = 0, es decir que 7
satisface

()] e e [
O=——1||—— Ny | 7(y)| + D=— (7(y)), / m(xr)dr = 1. 3.15
5 (5 )|+ D5 7). [ 7@ (3.15)
Solucionando dicha ecuacién se tiene que
7(z) = %e—fﬁ, (3.16)

cuya media y varianza estan dadas respectivamente por

D (4—m)D
R =/ — N S 3.17
o R 2 (3:17)
En la figura 3.1 se observa que la distribucién del proceso radial, generado como la norma de
un proceso de Ornstein-Uhlenbeck complejo, converge rapidamente a la distribucién invariante 7,
hallada a partir de la EDE (3.1).
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Figura 3.1: Distribucién invariante 7 del proceso R comparada en diferentes tiempos con el his-
tograma del proceso radial de Ornstein-Uhlenbeck ||U]|, realizado a partir de la simulacién de
1000 trayectorias de tal proceso. El coeficiente de deriva es A = 0,1 y el coeficiente de difusién es
D =0,1.
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3. Conclusiones

Dado un proceso de Ornstein-Uhlenbeck bidimensional U, el proceso radial R(t) = ||U(t)]| esta
gobernado por la ecuacion

dR(t) = V2D dB(t) + (% - AR(t)) dt, (3.18)
la cual tiene coeficiente de friccion no acotado. Esta dificultad se extendié a la parte analitica
puesto que la teoria de operadores infinitesimales esta desarrollada para el caso en que los coefi-
cientes sean acotados o Lipchitz. Sin embargo, estudiando esta teoria se logré concluir, utilizando
la unicidad de solucién de la EDE y en el problema de la martingala, que el proceso R descrito
por (3.18) satisface la ecuacién de Fokker-Planck, a partir de lo cual se pudo hallar la distribucién
invariante de dicho proceso.

Ademas de la caracterizacion de los procesos polares R y ¢, en términos de movimientos Brownia-

nos de tiempo cambiado, el proceso U tiene notables similitudes con el movimiento Browniano,
tales como la ley del logaritmo iterado y la inaccesibilidad del proceso radial asociado al estado
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cero. Estas similitudes son, de hecho, las que permiten tanto hallar EDEs para los procesos polares
como, posteriormente, ajustar la teoria de operadores infinitesimales para hallar la distribucién
invariante del proceso R dado por (3.18).

Dadas las singularidades que se presentan computacionalmente en la simulacion del proceso R a
través de la ecuacién (3.18), no se visualiza desde el capitulo 2 la equivalencia de éste con el proceso
radial |U (t)||. Sin embargo en el capitulo 3 se observa que el proceso radial |U (¢)||, simulado como
la norma de un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, converge rapidamente a la distribucion invariante
del proceso R, hallada a partir de la EDE (3.18). Esto permite deducir que en efecto la EDE (3.18)
describe el proceso radial |U (t)]|.

Otra forma de calcular la distribucién invariante del proceso radial R seria describiendo éste como
la magnitud de un proceso de Ornstein-Uhlenbeck y hallando su distribucién invariante, sin pasar
por la EDE (3.18). Para esto se tendria que resolver una ecuacién diferencial parcial de segundo
grado. Sin embargo el principal objetivo del presente trabajo era analizar la equivalencia de la
ecuacion de Langevin en coordenadas cartesianas, con el correspondiente modelo estocasticos para
su magnitud dado por (3.18), lo cual como se mencioné no pudo hacerse directamente, debido a
las singularidades de dicha ecuacién. Partir entonces de la ecuacion (3.18) para hallar la distribu-
ci6én invariante del proceso radial ||U(t)||, y mostrar que en efecto se da la convergencia, permite
concluir la validez de la ecuacién (3.18).

A partir de las similitudes del proceso de Ornstein-Uhlenbeck con el movimiento Browniano y de
las implicaciones de éstas para el desarrollo de las teorias abordadas en el trabajo, se concluye
que, dado un proceso bidimensional de Ornstein-Uhlenbeck, su proceso radial asociado satisface
la ecuacién (3.18) y converge a una distribucién invariante, tal como se esperaba a partir de las
observaciones hechas en (Perna et al., 2012).
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