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ÁTOMOS BOSÓNICOS Y
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Resumen

Las mezclas de part́ıculas que satisfacen diferentes estad́ısticas han sucitado gran interes
tanto teórico como experimental en la últimas decadas, debido a la posibilidad de confinar y
manipular gases cuánticos en redes ópticas a bajas temperaturas.

En este trabajo se estudia el estado fundamental de un sistema unidimensional, conformado
por fermiones con esṕın 1/2 que interactuan con bosones escalares, por medio del Hamiltoniano
Bose-Fermi-Hubbard; este Hamiltoniano no tiene solución exacta, por lo que se hace uso de
la técnica conocida como grupo de renormalización de la matriz densidad.

En esta investigación se encontró, que además de los estados aislantes relacionados con ca-
da uno de los portadores y considerando una interacción de tipo repulsivo entre bosones y
fermiones, surgen dos fases aislantes debidas a la mezcla Bose-Fermi. Uno de estos estados
emerge, cuando la densidad total de part́ıculas es conmesurable con el número de sitios de la
red y cumple con la relación ρB + ρF = n (n = 1, 2); este estado se denomina estado aislante
de Mott mezclado. Los otros estados aislantes surgen, cuando la densidad total de part́ıculas
no es conmesurable, cumplen con la relación ρB + 1

2ρF = n (n = 1, 2) y se ubican entre los
estados aislantes de Mott triviales. Al considerar que la interacción bosón-fermión es de tipo
atractivo, se encontraron estados aislantes no conmesurados que cumplen con las relaciones
ρB − ρF = n y ρB − 1

2ρF = n con n = 0,±1.

Teniendo en cuenta los diferentes resultados experimentales, en este trabajo también se consi-
deró el efecto de un potencial de confinamiento de tipo armónico sobre la mezcla de Bose-Fermi
y se encontró un estado fundamental caracterizado por la coexistencia de regiones aislantes y
regiones superfluidas. En particular se encontró la coexistencia de un aislante de Mott bosóni-
co y fermiónico en el centro del potencial de confinamiento. También se encontraron estados
con diferentes configuraciones de separación de fase.

Los modelos que se estudiaron, pueden ser realizados con las técnicas actuales de atrapamiento
y confinamiento de átomos ultrafŕıos en redes ópticas y se espera que este trabajo estimule
nuevas investigaciones.
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λdB = d. A esta temperatura se encuentran part́ıculas en el estado normal (nube térmica)
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19. Representación esquemática del algoritmo de sistema finito. En este esquema se inicia el

barrido de izquierda a derecha y luego de la mitad del algoritmo se barre de derecha a izquierda. 38

20. Medidas de las distribuciones de ocupación como función del número de átomos fermiónicos
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ρF = 1/2. Las áreas con color corresponden a regiones incompresibles. La región en amarillo

corresponde a la densidad bosónica ρB = 3/4 y la región azul es para ρB = 1/2. Recuadro:

Valor esperado del número de part́ıculas bosónicas (ćırculos rojos) y fermiónicas (triángulos
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entre fermiones fijo de UFF = 6 y densidad fermiónica de ρF = 1/2. . . . . . . . . . . . . 61

33. (a) Densidad fermiónica ρF como función del potencial qúımico µF para un llenado ρB = 1/4.
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la interacción entre fermiones UFF (en la gráfica U) en la razón U/8t̄, manteniendo constante
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5. Algoritmo de sistema finito para un sistema cuántico unidimensional de L sitios [71, 146].
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1

INTRODUCCIÓN

Uno de los estados de la materia que resulta ser de gran importancia en la f́ısica de la materia
condensada, f́ısica atómica, astrof́ısica, f́ısica nuclear y la f́ısica de part́ıculas elementales [1],
es el estado conocido como condensación de Bose-Einstein (CBE). La CBE es un fenómeno
cuántico con manifestaciones a escalas macroscópicas que depende principalmente de la esta-
d́ıstica de las part́ıculas, y tuvo su origen en el año de 1924 cuando Satyendra Nath Bose buscó
un nuevo método para derivar la ley de Planck, que describe la radiación electromagnética
emitida por un cuerpo negro que se encuentra en equilibrio térmico. Un año más tarde, Eins-
tein encontró que el método de Bose no solamente describe la radiación del cuerpo negro, sino
que también se puede usar para tratar un gas compuesto por part́ıculas bosónicas idénticas
no interactuantes y en equilibrio térmico.

La predicción teórica del CBE generó gran interés académico y debió esperar cerca de 70
años para su realización en el laboratorio. En 1995 usando isótopos de 87Rb, el grupo de
Eric A. Cornell y Carl E. Wieman de la Universidad de Colorado (EE. UU.) logró el CBE
[2], y de forma independiente Wolfgang Ketterle del Massachusetts Institute of Technology
(MIT) condensó vapores alcalinos de 23Na [1]. La realización experimental del CBE fue un
gran logro para la f́ısica, por lo que los tres investigadores obtuvieron el premio Nobel de
f́ısica en 2001. Luego de la primera realización experimental del CBE, se han condensado
diferentes isótopos, moléculas e incluso fotones [3], además ha sido posible observar los CBE
a temperatura ambiente [4].

Los CBE se han utilizado para estudiar diferentes transiciones de fase cuánticas [5] y otros fe-
nómenos cuánticos básicos [6, 7]. Estos fenómenos se pueden investigar al confinar los átomos
ultrafŕıos en redes ópticas, donde es posible controlar la geometŕıa del potencial de confina-
miento, la temperatura y las interacciones entre las part́ıculas que constituyen el sistema. Este
alto grado de control permite diseñar y probar con precisión una gran variedad de sistemas
cuánticos de muchos cuerpos [8]. Uno de los fenómenos más importantes que se han inves-
tigado en estos sistemas es la transición de fase que va desde el estado superfluido a la fase
aislante de Mott, predicha en 1998 por D. Jaksch et al. [6] y observada experimentalmente
por M. Greiner et al. [38] en un sistema conformado por átomos de 87Rb.

La versatilidad de los CBE permite ir mas allá de los estudios en f́ısica fundamental, pues
se han propuesto para realizar aplicaciones en: Procesamiento de información cuántica [9],
interferometŕıa de precisión [10], estudio de gases cuánticos en efectos de microgravedad [11]
y medición de precisión mediante el desarrollo de detectores más sensibles [12]. En este último
los CBE se han aplicado en la producción de relojes atómicos, ya que permiten superar el
ĺımite de Ramsey mediante la técnica conocida como interferometŕıa atómica no lineal.

De forma simultánea al desarrollo teórico y experimental de los CBE, se ha llevado acabo el
estudio de los gases cuánticos a bajas temperaturas conformados por part́ıculas fermiónicas.
Estos sistemas son particularmente adecuados para la simulación de sistemas del estado sólido,
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porque obedecen la estad́ıstica de Fermi-Dirac, lo que les permite imitar directamente el
comportamiento de los electrones en un sólido. La primera realización experimental de un gas
degenerado conformado por fermiones se realizó en 1997 usando átomos alcalinos de 40K[13].
Luego de esta realización se han logrado gases degenerados con 6Li [14] 3He [15], 173Y b [16],
87Sr [17], 161Dy [18], 167Er [19], 53Cr [20]

Gracias a estos avances ha sido posible obtener mezclas de gases cuánticos degenerados
compuestos por isótopos bosónicos y fermiónicos del mismo átomo y de átomos diferentes
[21, 22, 23, 24, 25, 26]. Inicialmente estas mezclas se propusieron para enfriar fermiones por
medio de la técnica conocida como enfriamiento simpático [27] y han encontrado aplicaciones
en el estudio de la f́ısica de muchos cuerpos, sistemas fuertemente correlacionados [28], en el
estudio de la transición BCS en los gases atómicos de Fermi [29] e investigación de sistemas
f́ısicos sin análogo en la f́ısica del estado sólido [30].

La primera propuesta para la realización experimental de las mezclas entre bosones y fermiones
se remonta a los años 70, donde se investigó un sistema conformado por isótopos bosónicos
de 4He, interactuando con isótopos fermiónicos de 3He [31]. Dicho sistema aún no se ha
realizado experimentalmente, debido a que la miscibilidad del 3He en 4He es muy pequeña
y la temperatura necesaria para que los fermiones alcancen la superfluidez es muy baja para
conseguirla con las técnicas existentes [32]. Sin embargo, gracias a los avances en las técnicas
para enfriar y confinar átomos ultrafŕıos, se han logrado estudiar experimentalmente gases
cuánticos degenerados conformados por átomos metaestables de 3He-4He [15].

Algunas de las mezclas Bose-Fermi que se han logrado experimentalmente son: 173Y b−170 Y b
y 173Y b −174 Y b [21] 173Y b −7 Li [23], 40K −23 Na [24], 174Y b −6 Li [32], 87Rb −40 K [33],
7Li−6Li [34], 7Li−173Y b [35]. Estos sistemas exhiben una gran variedad de fenómenos f́ısicos
interesantes que se deben principalmente al tipo de llenado con el cual se configura el sistema,
a las interacciones que se presentan entre part́ıculas de la misma especie y al parámetro
de acoplamiento entre part́ıculas con diferente estad́ıstica. Algunos de los fenómenos que
presentan estos sistemas son: transiciones de fase desde el estado superfluido bosónico a la
fase aislante de Mott [33, 36, 37, 38], diferentes estados superfluidos, onda de densidad de
carga (CDW), onda de densidad de esṕın (SDW), separación de fase, cristales de Wigner y
diferentes transiciones de fases cuánticas [39, 40, 41, 42, 43, 44].

Desde el punto de vista teórico, la fenomenoloǵıa presentada por las mezclas Bose-Fermi se
ha estudiado por medio del modelo Bose-Fermi Hubbard [28, 39, 29, 45] a través de diferen-
tes técnicas como: teoŕıa de campo medio [28], el formalismo del ĺıquido de Luttinger [46],
aproximación de la matriz T [47], el ansatz de Bethe [48, 49], métodos numéricos como la
simulación cuántica de Monte Carlo [50, 51, 52, 53, 54], expansiones de acoplamiento fuerte
[29] y bosonización [39, 55]. Estas aproximaciones han considerando:

1. Modelos en los cuales tanto los bosones como los fermiones no tienen esṕın. Este modelo
es uno de los modelos más sencillos en el estudio de las mezclas Bose-Fermi y ha sido
objeto de amplios estudios [33, 37, 52, 53, 54, 56, 57, 58, 59]. Este ĺımite presenta
un diagrama de fases enormemente rico, con tipos novedosos de fases cuánticas como:
fases superfluidas [60], localización de bosones, ĺıquido de Fermi, fases cuánticas que
involucran fermiones compuestos [29, 61], estados superconductores de tipo s, p y d

2
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[62, 63, 64, 65] CDW, SDW [66, 67], separación de fases y fase de ĺıquido de Luttinger
[41, 68]. Además presenta la transición de fase desde el estado aislante de Mott al estado
superfluido [39].

2. Modelos donde se consideran únicamente los grados de libertad de uno de los porta-
dores. Este es un modelo ligeramente más complejo que el anterior y dentro de las
realizaciones experimentales se han mezclado isótopos fermionicos de 173Y b cuyo esṕın
s = 5/2 los cuales interactuan con isótopos bosonicos de 170Y b e 174Y b con esṕın s = 0
[21] en un entorno determinado por un potencial de confinamiento de tipo armónico e
interacciones entre part́ıculas de diferente especie tanto atractivas como repulsivas. En
esa investigación se encontró que las fases aislantes se ven modificadas por el tipo de
interacción (atractiva o repulsiva) entre part́ıculas de diferente especie y el número de
átomos. Teoricamente este tipo de sistemas se ha estudiado por medio de aproximaciones
como la teoria de campo medio, bosonización y Monte Carlo cuántico reportando fases
como: (SDW), (CDW), cristal de Wigner 1, polarón con apareamiento simple y triple
[28], transiciones de fase desde la fase aislante de Mott a la fase superfluida bosónica
[62] y fases superfluidas fermiónicas [69].

3. Modelos en los que se considera que tanto los bosones como los fermiones tienen esṕın
[25, 27].

Los modelos anteriormente descritos han permitido comprender parte de la interesante y muy
variada fenomenoloǵıa presentada por las mezclas Bose-Fermi, pero aún queda un amplio
camino por recorrer para comprender más a fondo la fenomenoloǵıa presentada por estos
sistemas. Por ello es fundamental explorar más a fondo estos sistemas, pues surgen algunos
interrogantes, por ejemplo:

1. ¿Cómo seŕıa el diagrama de fases para el estado base de una mezcla Bose-Fermi confinada
en una red óptica unidimensional en el ĺımite “hard-core”más allá de la teoŕıa de campo
medio?

2. ¿Cómo seŕıa el diagrama de fases para el estado base de una mezcla Bose-Fermi confinada
en una red óptica unidimensional en el ĺımite “soft-core” más allá de la teoŕıa de campo
medio?

3. ¿Qué tipo de fases cuánticas se pueden encontrar?

4. ¿Cuáles fases cuánticas se pueden encontrar si el sistema se confina en un potencial de
tipo armónico?

Para responder estas preguntas se usó la técnica del grupo de renormalización de la matriz
densidad (DMRG) [70, 71], considerando condiciones de frontera abiertas y truncando el
espacio de Hilbert por medio del protocolo de selección dinámica de los estados del bloque

1Esta fase se genera cuando a bajas densidades la enerǵıa potencial domina a la enerǵıa cinética y los elec-
trones forman redes de cristales cúbicos centrados en el cuerpo para el caso de sistemas 3D y redes triangulares
en el caso 2D. Estos arreglos se producen para minimizar la enerǵıa potencial.
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1. INTRODUCCIÓN

(DBSS)[72]. Inicialmente se estudia un sistema simple y poco explorado, que permita conocer
el comportamiento de estas mezclas con pocos grados de libertad en cada uno de los sitios.
Para ello se considera máximo un bosón escalar por sitio (ĺımite “hard-core”) que interactúa
con fermiones con dos grados de libertad internos. Para este sistema se encontró que cuando
la razón entre el número total de fermiones y el número total de sitios de la red es 1 (medio
llenado fermiónico ρF = 1), surge un único estado aislante cuando la razón entre el número
total de bosones y el número total de sitios es 1/2 (ρB = 1/2). Esta nueva fase aislante, es no
conmesurada, debido a que la suma entre la densidad bosónica y la densidad fermiónica da
como resultado una densidad total fraccionaria, por lo que se cumple la relación ρB+ 1

2ρF = 1.

Levantando la restricción de un bosón por sitio y considerando que en cada uno de los sitios
de la red pueden existir máximo tres bosones escalares (ĺımite “soft-core”), se encontró que
al fijar la densidad de fermiones y variar el número de bosones, surgen fases aislantes que
se denominan en este trabajo como fases aislantes triviales. Estas fases emergen cuando el
parámetro de interacción bosón-fermión es pequeño y para densidades bosónicas enteras,
reproduciendo cualitativamente los resultados del Hamiltoniano Bose-Hubbard. Al aumentar
la interacción bosón-fermión, se encontró que adicional a las fases aislantes de Mott mezcladas
que satisfacen la relación de conmesurabilidad ρB+ρF = n, surgen fases aislantes que cumplen
relaciones de inconmesurabilidad ρB + 1

2ρF = n (con n = 1, 2).

Al considerar que el potencial entre las especies es de caracter atractivo, se encontró el sur-
gimiento de fases aislantes no conmesuradas que cumplen con las relaciones ρB − ρF = n y
ρB − 1

2ρF = n (con n = 0,±1).

Debido a la posibilidad experimental de generar confinamientos de tipo armónico con entre 60
y 100 sitios, se extend́ıo aún más la investigación, explorando el comportamiento de estas mez-
clas cuando se confinan en un potencial de tipo armónico y se encontró un estado fundamental
caracterizado por la coexistencia de regiones aislantes y regiones superfluidas. En particular
se encontró la coexistencia de un aislante de Mott bosónico y fermiónico en el centro del
potencial de confinamiento. También se encontraron regiones con diferentes configuraciones
de separación de fase.

La relevancia en identificar y caracterizar las diferentes fases aislantes que se presentan en
las mezclas Bose-Fermi, se debe principalmente a las aplicaciones de las fases aislantes de
Mott en interruptores ópticos y térmicos [73], dispositivos termocrómicos [74], sensores de
gas [75] e incluso aplicaciones en celdas solares [76]. También es posible usar esta fase en el
procesamiento y almacenamiento de la información, usando los estados de esṕın como qubits
con largos periodos de decoherencia. Para hacer el registro cuántico con los qubits, usualmente
se implementan dos estados base de los átomos atrapados en la red, donde el estado aislante
de Mott con una part́ıcula por sitio corresponde al registro inicial [77, 78, 79].

La presente investigación se encuentra organizada de la siguiente manera: en el caṕıtulo 2 se
describe la f́ısica fundamental de los gases atómicos degenerados. En el caṕıtulo 3 se describen
las mezclas confinadas en redes ópticas por medio del Hamiltoniano de Bose-Fermi-Hubbard.
En el caṕıtulo 4 se introduce la técnica del grupo de renormalización de la matriz densidad.
En el caṕıtulo 5 se explora el estado base para un sistema conformado por bosones sin esṕın
interactuando con fermiones con dos grados de libertad internos en el ĺımite “hard-core”. En el

4
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caṕıtulo 6 se investiga lo que sucede con el mismo sistema pero considerando que los bosones
se encuentran en ĺımite “soft-core” y por último en el caṕıtulo 7 se estudia el sistema confinado
en un potencial armónico.
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GASES ATÓMICOS DEGENERADOS

2.1. Gases cuánticos de bosones

Una de las áreas de investigación dentro de la f́ısica atómica que concentra gran interés tanto
teórico como experimental por sus aplicaciones en sistemas de la materia condensada, es la
de los gases cuánticos degenerados2, que se encuentran compuestos por part́ıculas bosónicas,
fermiónicas o una mezcla de ambas.

Part́ıcula Esṕın Función de onda Calor especifico Cv para T → 0

Boson Entero Simétrica Cv ∼ T 3/2

Fermion Semientero Antisimetrica Cv ∼ T

Cuadro 1: Algunas diferencias entre bosones y fermiones.

Los gases cuánticos a bajas temperaturas conformados por part́ıculas con esṕın entero, cuya
función de onda es simétrica ante el intercambio espacial de un par de part́ıculas (bosones),
presentan una transición de fase termodinámica conocida como condensación de Bose-Einstein
(CBE). La CBE es un fenómeno cuántico con manifestaciones a escalas macroscópicas que
depende principalmente de la estad́ıstica de las part́ıculas y no de las interacciones entre las
mismas. Este fenómeno tuvo su origen en el año de 1924 cuando Satyendra Nath Bose buscó
un nuevo método para derivar la formula de Plank que describe la radiación de cuerpo negro.
La idea de Bose consistió en considerar las ondas electromagnéticas del cuerpo negro como un
gas de part́ıculas idénticas, con lo cual se develó el misterio del cuanto de luz introducido por
Planck en 1900 y utilizado por Einstein en la explicación del efecto foto-eléctrico en 1905. En
1925, Einstein encontró que el método de Bose no solamente describe la radiación del cuerpo
negro, sino que también se puede usar para tratar un gas compuesto por part́ıculas bosónicas
idénticas no interactuantes y en equilibrio térmico.

La condensación de Bose-Einstein ocurre cuando los observables termodinámicos cambian de
forma abrupta3, al alcanzar una temperatura conocida como temperatura cŕıtica Tc que se
define como

Tc =
2π~2

kBm

( n

2.612

)2/3
, (1)

2Otras aplicaciones de los gases cuánticos se encuentran en: información cuántica [9, 80], interferometria
[10], detectores ultrasensibles [12]

3Uno de los observables termodinámicos que cambia es la fugacidad z (z = eµ/kBT ). En la transición
termodinámica de un gas ideal, el valor de la fugacidad z se incrementa gradualmente hasta 1 y cuando se
alcanza este valor, el potencial qúımico µ se hace cero. Cuando esto sucede, el número de part́ıculas en el estado
de menor enerǵıa aumenta de forma considerable, es decir, del número total de part́ıculas N del sistema, una
cantidad macroscópica N0 (N0 es proporcional al volumen del sistema) ocupa un estado cuántico donde la
enerǵıa de una part́ıcula εk es cero.
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donde m es la masa atómica de las part́ıculas, n = N/v es el número de part́ıculas por unidad
de volumen v (densidad de part́ıculas), kB representa la constante de Boltzman y ~ simboliza
la constante de Planck reducida. Cuando T < Tc, el sistema se encuentra en una fase donde
coexisten en equilibrio una densidad de part́ıculas que se encuentran en el estado de gas normal
nn y una densidad de part́ıculas en el estado condensado n0, de manera que

n = n0 + nn, (2)

donde la densidad de part́ıculas en estado normal se define como

nn = 2.612

(
mkBT

2π~2

)3/2

. (3)

La separación de los dos tipos de part́ıculas no es espacial sino que se da en el espacio de mo-
mentos, donde las part́ıculas en el estado condensado ocupan un estado cuántico de momento
cero, mientras que las part́ıculas en el estado normal tienen un momento finito. La fracción
de part́ıculas en el estado condensado se expresa como

n0
n

= 1−
(
T

Tc

)3/2

. (4)

De la expresión anterior se puede concluir que cuando T → 0, n0 → n, y la ocupación
del estado fundamental se vuelve una cantidad macroscópica; a medida que la temperatura
se aproxima a la temperatura cŕıtica 0 < T < Tc, el cociente T

Tc
aumenta, por lo cual la

densidad de part́ıculas en el estado condensado n0 decrece gradualmente y para temperaturas
superiores a la temperatura cŕıtica T > Tc, se hace infinitesimalmente pequeña comparada
con la densidad total. Este fenómeno que se presenta para las part́ıculas bosónicas, se conoce
como condensación de Bose-Einstein (CBE)4 y se basa en la naturaleza ondulatoria de las
part́ıculas, que se presenta a bajas temperaturas. Dicha naturaleza permite describir el sistema
en términos de paquetes de onda, asociados a cada una de las part́ıculas y cuya extensión es del
orden de una longitud de onda térmica de De Broglie (la incertidumbre de posición asociada
con la distribución térmica del momento). Esta se define como

λdB =

√
2π~2
mkBT

, (5)

e indica el promedio de las longitudes de onda de las part́ıculas que constituyen el gas, cuando
se encuentra a una temperatura T . Esta relación indica que a medida que la temperatura
disminuye, el tamaño del paquete de onda aumenta. Cuando la longitud de onda térmica de
De Broglie es comparable a la separación inter-atómica, los paquetes de onda se entrecruzan
con la onda asociada a la part́ıcula contigua, la velocidad de cada part́ıcula tiende a cero y
los paquetes de los distintos átomos se mezclan, siguiendo el sistema una función de onda
global. En este punto y aún antes de llegar a la transición de fase, el sistema se encuentra en
un estado de coherencia cuántica macroscópica.

4Las ecuaciones del CBE se derivan en el ensamble gran canónino.
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Una representación gráfica del CBE se puede observar en la figura (1), donde se ilustra la
formación del estado condensado, al aumentar la longitud de onda térmica de De Broglie
como respuesta a la disminución de la temperatura.

Figura 1: Formación de un CBE. a) A altas temperaturas la interacción entre las part́ıculas del gas es débil

y la longitud de onda de De Broglie es más pequeña que la distancia d de separación entre part́ıculas, como se

observa en la figura. b) Cuando la temperatura desciende, la longitud de onda de De Broglie aumenta su tamaño

de forma λdB ∝ T−1/2. c) Cuando T = Tc la distancia de separación entre las part́ıculas d es comparable a la

longitud de onda térmica de De Broglie, λdB = d. A esta temperatura se encuentran part́ıculas en el estado

normal (nube térmica) y part́ıculas en el estado condensado. d) Cuando la temperatura es cercana a cero, la

nube térmica desaparece dando lugar a un CBE puro (figura tomada de [81]).

Los estudios experimentales relacionados con gases cuánticos diluidos presentaron avances
a partir de 1970, debido al perfeccionamiento en los mecanismos para enfriar y confinar en
redes magneto-ópticas este tipo de sistemas. Uno de los primeros candidatos para la realización
experimental del CBE fue el átomo de hidrógeno con esṕın polarizado, debido principalmente
a que por su masa ligera, produciŕıa una longitud de onda térmica de De Broglie grande,
como se establece en la ecuación (5). A pesar de esto no fue posible condensar este tipo
de átomos, debido a que la temperatura para la condensación es muy baja y no se pod́ıa
alcanzar con las técnicas existentes. Además, para evitar que el gas se adhiera a las paredes o
se recombinara en helio, era necesario aumentar la presión y esto haćıa que la densidad del gas
aumentara. A pesar de los intentos fallidos, se desarrollaron nuevas técnicas de enfriamiento y
montajes experimentales que ampliaron los conocimientos en gases cuánticos y abrieron nuevas
sendas para que otros grupos, como el liderado por Thomas Greytak y Daniel Kleppner del
Massachusetts Institute of Technology, reportaran la observación de un CBE producido con
átomos de hidrógeno [82] 20 años después de ser propuesto teóricamente.

En la década de los ochenta se desarrollaron dos técnicas basadas en el láser para enfriar y
atrapar átomos neutros: el enfriamiento láser y el confinamiento magneto-óptico. Gracias a
estas técnicas fue posible realizar transiciones ópticas y manipular la estructura interna de
los niveles de enerǵıa, logrando de esta manera alcanzar temperaturas del orden de los nano
kelvin.

Gracias a estos desarrollos se implementaron más técnicas que hicieron posible la realización

8
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experimental del CBE 70 años después de su predicción. En 1995 los avances tanto teóricos
como experimentales en la manipulación, enfriamiento y confinamiento de gases cuánticos hi-
cieron posible la realización experimental de sistemas de part́ıculas interactuantes en entornos
controlados usando vapores alcalinos. Las propiedades de estos vapores permitieron usar en
ellos la técnica del enfriamiento láser y su posterior confinamiento en una trampa magnética
donde fue posible disminuir aún más su temperatura por medio de la técnica de enfriamiento
evaporativo. Otra de las caracteŕısticas que permiten la creación del CBE en estos vapores
son: Fácil excitación de las ĺıneas de resonancia lo cual permite usar dispersión de luz para
caracterizar la densidad y la enerǵıa de la nube atómica; interacciones débiles entre átomos
que pueden ser manipuladas por escogencia de los estados de esṕın, la densidad atómica y la
aplicación de campos externos [26].

Las caracteŕısticas de los vapores alcalinos permitieron que dos grupos de forma independiente,
observaran por primera vez el CBE: el grupo de Eric A. Cornell y Carl E. Wieman de la
Universidad de Colorado (EE. UU.) logró el CBE usando isótopos de 87Rb [2] y Wolfgang
Ketterle del Massachusetts Institute of Technology (MIT) utilizó vapores alcalinos de 23Na
[1]. Luego de la realización experimental, ambos grupos obtuvieron el premio Nobel en f́ısica.
Luego de la primera realización experimental del CBE, se han utilizado diferentes técnicas y
átomos para alcanzar el estado condensado. Algunos de los isótopos usados son: vapores de
7Li [83], átomos con esṕın polarizado de Hidrógeno [82], 4 Helio metaestable [84], 41K[85],
85Rb [86], 133Cs [87], 170Y b [88], 174Y b [89], 39K [90] y 52Cr [91].

2.2. Obtención del CBE

Para obtener un CBE, es necesario atrapar un gran número de átomos a temperatura ambien-
te para luego enfriarlos. Este proceso se lleva acabo en una trampa magneto óptica (TMO)
como la que se ilustra en la figura 2 y que consiste de 3 pares de láseres contrapropagantes,
circularmente polarizados y cuya eficiencia se debe al uso combinado de dos técnicas de en-
friamiento (enfriamiento Doppler y enfriamiento Śısifo), que logran temperaturas cercanas a
los 10µK. Sin embargo, esta temperatura no es suficiente para alcanzar la condensación, por
lo cual se hace necesario disminuir la temperatura del sistema hasta un orden aproximado de
100nK por medio de la técnica denominada enfriamiento evaporativo, cuya función general
consiste en dejar escapar los átomos con mayor enerǵıa y mantener densidades superiores a
los 1013cm−3.

9
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Figura 2: Mesa de vaćıo: Por medio del enfriamiento láser se disminuye la temperatura de los átomos confina-

dos en la cámara TMO hasta el orden de los microkelvin. Luego para alcanzar la temperatura de condensación,

se utiliza la técnica de enfriamiento evaporativo en la cámara de ciencia, donde se realizan los diferentes estudios

y se obtienen las imágenes de absorción. Figura tomada de [92].

El procedimiento básico para obtener un CBE con átomos de 87Rb consiste de cuatro pasos:

1. Preparación y captura: Los átomos se confinan en una TMO conformada por un par
de bobinas magnéticas circulares, que inducen un campo magnético en el eje axial y luego
por medio de enfriamiento láser, se les disminuye la temperatura desde la temperatura
ambiente hasta unos 150µK .

2. Transporte y transferencia: Una vez se han atrapado los átomos, estos deben tener
un tiempo de vida prolongado debido a que la etapa del enfriamiento evaporativo dura
∼ 30s. Es por esta razón que se hace necesario transportar el gas a través de un agujero
de bombeo diferencial al interior de la cámara de vaćıo (figura 2), donde se disminuye
la presión para alcanzar el estado condensado. Para transportar los átomos se hace
necesario confinarlos únicamente en el campo magnético, lo cual se logra aumentando la
corriente que circula por las bobinas; este incremento aumenta la enerǵıa potencial de
los átomos más externos de la trampa provocando un calentamiento del sistema y como
consecuencia se pierde aproximadamente la mitad de los átomos.

3. Enfriamiento evaporativo: Esta etapa se lleva acabo en la cámara de ciencia (figura 2)
y consiste en remover del gas los átomos con mayor enerǵıa, disminuyendo lentamente la
profundidad de la trampa de confinamiento, para dar tiempo a que los átomos de menor
enerǵıa alcancen el equilibrio térmico a una menor temperatura por medio de colisiones
elásticas.

4. Imágenes de absorción: Sobre la nube de átomos ultrafŕıos se hace incidir un rayo
láser que es resonante con el sistema. Debido a esta interacción, parte de los fotones
del láser es absorbido por los átomos y parte se dispersa, haciendo que los átomos se
registren como sombras en una cámara acoplada al sistema.

Este procedimiento sirve para medir la distribución de velocidades a diferentes temperaturas
después de un periodo de expansión libre (“time-of-flight experiment”) de un vapor de 87Rb,
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como se observa en la figura 3. En cada una de las imágenes, se observa que la densidad
óptica es proporcional a la densidad de átomos que se encuentra en cada estado (normal
o condensado), al producirse una expansión baĺıstica de la nube. La forma redondeada que
adquiere la nube térmica cuando el sistema se encuentra en el estado de gas normal (color
verde y amarillo figura 3 A y B), indica una distribución isotrópica de las velocidades de
las part́ıculas debido a que el sistema se encuentra en equilibrio térmico. Al disminuir la
temperatura, la velocidad de las part́ıculas en la dirección axial es mayor que la velocidad
en la dirección radial, por lo cual el gas adquiere una forma eĺıptica indicando que algunas
part́ıculas se encuentran en el estado condensado (coloración blanca y azul figura 3 B y C).
Debido a que a bajas temperaturas casi todas las part́ıculas se encuentran condensadas, se
tiene una baja propagación de part́ıculas que se evidencia en las áreas rojas. Los átomos que
se encuentran en el estado condensado se describen por medio de la misma función de onda
macroscópica.

Figura 3: Distribución de momentos para un gas de átomos de rubidio. El color rojo indica que se tienen

pocos átomos en cada una de las velocidades, la coloración blanca y azul indican una concentración de átomos

en el estado condensado. La fracción no condensada se ilustra mediante el color verde y el amarillo. La gráfica

de la izquierda representa la distribución de momentos antes de la condensación para T > Tc (sobre 400

nK) con una densidad de part́ıculas de 2.6 × 1012cm−3 , la gráfica del centro es la distribución de momentos

inmediatamente después de la condensación para T < Tc (sobre 200 nK)con una densidad de part́ıculas de

2× 1010cm−3 y la de la derecha indica la distribución de momentos luego de cierta evaporación T � Tc (sobre

50 nK)con ≈ 2000 átomos. El ancho mı́nimo en la distribución de velocidades de los átomos, es debido a que

se encuentran confinados. Figura tomada de [2].

2.3. CBE en redes ópticas

Luego de la generación del CBE en la cámara de ciencia, es posible realizar sobre este una gran
variedad de experimentos, como por ejemplo estudiar su comportamiento en una red óptica.
Las redes ópticas son arreglos periódicos estables de potenciales microscópicos (cada potencial
reperesenta un sitio i dentro de la red) en diferentes dimensiones, creados por patrones de
interferencia que se generan al superponer dos o más rayos láser [93]. Estos potenciales atrapan
los átomos en las regiones de máxima o mı́nima intensidad, dependiendo de la razón entre la
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longitud de onda de la red y la frecuencia de transición de los átomos.

Para crear una red de potenciales en una dimensión, se utiliza un par de rayos láser contra-
propagantes que generan un único patrón de interferencia. Si a la anterior configuración se le
adicionan un par de rayos láser contrapropagantes y con una incidencia perpendicular a los
dos primeros como se ilustra en la figura 4a, se generan dos ondas estacionarias ortogonales
entre śı, que crean una serie de potenciales con forma de tubos unidimensionales que obligan
a los átomos a moverse a lo largo del eje del tubo. La superposición de tres ondas estacio-
narias ortogonales genera un cristal cúbico simple en tres dimensiones como se observa en la
figura 4b, en la cual, cada uno de los sitios actúa como un potencial de confinamiento de tipo
armónico.

Figura 4: Red óptica: a) Red óptica en dos dimensiones generada por la superposición de dos ondas estacio-

narias. b) Red óptica en tres dimensiones generada por la superposición de tres ondas estacionarias. Figura

tomada de [94].

Gracias al alto control que se tiene en los diferentes parámetros de interacción y en la geometŕıa
de la red, es posible investigar transiciones de fase cuántica [5] y otros fenómenos cuánticos
básicos [6, 7], como la transición de fase que va desde el estado superfluido a la fase aislante de
Mott, predicha en 1998 por D. Jaksch et al. [6] y observada en el laboratorio por M. Greiner
et al. [38]. Experimentalmente el sistema se conformó con átomos de 87Rb confinados en una
red óptica tridimensional y con una interacción bosón-bosón de tipo repulsivo, que permit́ıa
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a los átomos tunelar entre sitios cercanos siempre y cuando esta interacción fuese pequeña
comparada con la amplitud de tunelamiento, generando de esta manera el estado superfluido.

F́ısicamente la fase superfluida se describe mediante una función de onda que no se encuentra
localizada y con coherencia de fase de largo alcance, que genera patrones de interferencia. Los
patrones de interferencia constructivos, indican que existe coherencia de la onda de materia,
como se observa en la figura 5. La no localización de la función de onda provoca una disminu-
ción en la enerǵıa total del sistema de muchos cuerpos como respuesta a la disminución de la
enerǵıa cinética dominante. La pérdida de la coherencia en la función de onda se da cuando
la interacción de tipo repulsivo entre los átomos es mayor que la amplitud de tunelamiento,
lo cual ocasiona que cada uno de los sitios de la red se llene con el mismo número de átomos
(estado aislante de Mott5) minimizando la enerǵıa total del sistema [38].

En el experimento de Greiner et al. la transición entre la fase superfluida y la fase aislante
se logró variando la profundidad del pozo de confinamiento, lo cual produjo cambios en los
patrones de interferencia como se observa en la figura 5. En el regimen superfluido todos los
átomos se encuentran delocalizados a través de la red y la fase relativa entre los diferentes sitios
es igual (coherencia de fase entre sitios), lo cual produce un patrón de interferencia, donde
los máximos indican un alto grado de coherencia en fase. Al incrementar la profundidad del
pozo, los máximos de los patrones de interferencia dejan de crecer y poco a poco la coherencia
de los átomos tiende a cero. Un fenómeno interesante que caracteriza la transición de fase del
estado coherente al incoherente, es que cuando el patrón de interferencia es todav́ıa visible,
no se detectan aumentos en los máximos de interferencia, hasta que estos se desvanecen en el
estado aislante.

Figura 5: Para medir la de coherencia entre los diferentes sitios al variar el potencial de la red, se apaga el

potencial de confinamiento y se permite una expansion libre de las funciones de onda de los bosones. Mediante

esta técnica se obtienen las diferentes imágenes de absorción de los patrones de interferencia entre ondas de

materia. En la figura se muestra la transición entre la fase superfluida donde existe coherencia de la función de

onda, a la fase aislante donde se pierde la coherencia. Figura tomada de [38].

La primera observación directa del perfil de densidad de la fase aislante de Mott se realizó en

5La fase aislante de Mott se caracteriza principalmente por ser incompresible y por la supresión de las
fluctuaciones en la densidad local inducida por la interacción entre part́ıculas.
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el año 2009 usando un gas degenerado de Bose, constituido por átomos de 133Cs confinados
en una red óptica bidimensional y con una interacción de tipo repulsivo [95]. La figura 6
muestra los perfiles de densidad obtenidos en esta observación y la transición de fase desde el
estado superfluido a la fase aislante de Mott. La figura 6A muestra al sistema en el régimen
superfluido, que se caracteriza por un perfil de densidad con forma de campana, con curvatura
negativa en el centro, lo que indica que la variación de la densidad de bosones con respecto al
potencial qúımico es positiva finita y para este caso depende de la constante de acoplamiento.
A medida que se incrementa adiabáticamente la profundidad de la trampa, se observa como
se forma una densidad aplanada en el centro de la muestra (figuras 6B, 6C), lo que indica la
aparición de la fase aislante de Mott con una part́ıcula en cada uno de los sitios de la red (linea
roja discontinua). Una de las caracteŕısticas importantes de esta fase es la incompresibilidad.

Figura 6: Perfil de densidad y ĺıneas de corte para átomos ultrafŕıos de Cesio. A) Régimen superfluido. B)

Transición de fase C) Régimen aislante de Mott. La ĺınea roja discontinua indica la densidad esperada para un

átomo por sitio. Figura tomada de [95].

2.4. Gases cuánticos de fermiones

De forma simultánea al desarrollo teórico y experimental de los CBE, se llevó acabo el estudio
de los gases cuánticos constituidos por part́ıculas fermiónicas interactuantes. Estas part́ıculas
se caracterizan por tener esṕın semientero, obedecer la estad́ıstica de Fermi-Dirac y tener una
función de onda anti-simétrica ante el intercambio espacial de un par de part́ıculas.

El estudio de los gases cuánticos a bajas temperaturas conformados por part́ıculas fermiónicas,
despertó gran interés en la comunidad cient́ıfica, luego de la realización experimental del CBE
en un gas molecular de fermiones interactuantes. En este experimento se utilizó la técnica de
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enfriamiento evaporativo en un gas de Fermi constituido por átomos de 40K y luego de forma
adiabática por medio de resonancia Feshbach6 se controló la interacción entre las part́ıculas,
permitiendo de esta manera ir desde un estado superfluido a la creación reversible de bosones
compuestos localmente por parejas de fermiones, que se atraen a pesar de tener cargas de
igual signo. Este fenómeno se puede observar en la figura 7, que presenta la distribución de
momentos para temperaturas mayores y menores a la temperatura cŕıtica para la formación
del condensado de Bose-Einstein. La fase de condensación se presenta en términos de la
temperatura de Fermi TF = (6Nν2rνz)

1/3 h
kB

, donde N representa el número de part́ıculas
en cada uno de los estados de esṕın, νr y νz representan las frecuencias axiales y radiales
de la trampa de confinamiento, h representa la constante de Plank y kB es la constante de
Boltzmann [96].

Figura 7: Imágenes del tiempo de vuelo para una nube molecular constituida por átomos de 40K. a) Diagrama

de superficie de la densidad óptica creada por medio de resonancia Feshbach para una temperatura de 0.19 TF

(izquierda) y 0.06TF (derecha). Esta fase se caracteriza por una pronunciada distribución del momento bimodal

y por ser una nube de moléculas débilmente unidas. b) Sección transversal para la fracción no condensada a

temperatura T=0.90Tc (izquierda) y fracción condensada a T=0.49Tc (derecha). Tc es la temperatura cŕıtica

para un CBE no interactuante en equilibrio térmico. Figura tomada de [96].

El primer gas de Fermi degenerado se realizó experimentalmente al confinar en trampas magné-
ticas átomos de 40K [13] y enfriarlos hasta una temperatura de 300 nK . La técnica experimen-
tal se ilustra esquemáticamente en la figura 8 y básicamente consist́ıa en un pre-enfriamiento
de los átomos en una doble trampa magneto óptica.

6La resonancia Feshbach se produce cuando la enerǵıa del estado base (canal cerrado) es cercana a la enerǵıa
asociada a algún proceso de dispersion de tipo elástico (canal abierto) de las part́ıculas que interactúan en cada
uno de los sitios de la red, permitiendo alcanzar reǵımenes de interacción fuertes [50, 57, 97].
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Figura 8: Esquema de la doble trampa magneto-óptica. El tubo de trasferencia permite crear una diferencia de

presión entre los dos MOTs. Para disminuir la temperatura de los átomos se utiliza la técnica del enfriamiento

evaporativo por medio de un campo de microondas generado por una pequeña bobina. Por último se liberan

los átomos de la trampa y se estudian por medio del dispositivo de carga acoplada. Figura tomada de [13].

La primera TMO captura los isótopos de 40K a temperatura ambiente. Luego por medio de
pulsos de luz, los átomos se empujan hasta la segunda TMO donde existe un alto vaćıo y se
hace un enfriamiento Doopler hasta los 150µK. Por último los átomos se atrapan únicamente
en una trampa magnética que produce un potencial de tipo armónico.

Con los gases cuánticos constituidos por fermiones, también es posible la realización experi-
mental de la fase aislante de Mott, la cual se presenta cuando la interacción entre part́ıculas es
fuerte y se caracteriza por una supresión de la conductividad. Experimentalmente el aislante
de Mott con gases cuánticos degenerados de fermiones se realizó en el año 2008 usando átomos
de 40K con una interacción entre part́ıculas de carácter repulsivo. La longitud de dispersion
de las ondas s7 se manipuló por medio de resonancia Feshbach y los átomos se confinaron
en un red óptica tridimensional [98], donde se estudió la formación de parejas fermiónicas en
cada uno de los sitios de la red (doble ocupación), al aumentar el número de part́ıculas. En
este experimento se investigó la compresibilidad en la fase aislante de Mott que aparece en el
centro de la trampa cuando el régimen de acoplamiento es repulsivo y se caracteriza por un
cambio en la doble ocupación, al aumentar el número de átomos como se observa en la figura
9.

7El método de onda parcial consiste en la dispersión de ondas incidentes, cuyo número cuántico de momento
angular se encuentra bien definido. Por medio de este método se explica como el potencial de interacción afecta
las ondas s, p y d. Si el sistema que se considera está constituido por part́ıculas de muy baja enerǵıa, solo se
consideran que las ondas s participan en el proceso de dispersión.
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Figura 9: Doble ocupación como función del número total de átomos en el régimen no interactuante y en el

régimen aislante de Mott. a.) En el régimen no interactuante se observa un incremento de la doble ocupación

a medida que se aumenta el número de part́ıculas (ćırculos vaćıos). b.) En el régimen de interacción fuerte

la doble ocupación es inferior al 2 % para un número pequeño de átomos lo cual indica que el número de

part́ıculas en cada sitio permanece constante (ćırculos sólidos). Las ĺıneas rojas y azules representan el valor

teórico esperado en el ĺımite atómico. Figura tomada de [98].

Los gases degenerados compuestos por fermiones se han aplicado en la investigación de la
transición entre la superfluidez Bardeen-Cooper-Schrieffer y la CBE de moléculas [99, 100,
101]. También se han usado en el estudio experimental de las oscilaciones de Bloch fermiónicas
[102] y en la observación de las superficies de Fermi[103]

2.5. Gases cuánticos ultrafŕıos conformados por bosones y fermiones

La f́ısica de muchos cuerpos para sistemas compuestos por fermiones se estudia t́ıpicamente
sin impurezas. Sin embargo los sistemas f́ısicos reales no son sistemas fermiónicos puros,
sino que por el contrario interaccionan con fonones, magnones y otras excitaciones, haciendo
relevante el estudio de las mezclas entre bosones y fermiones. Estos poseen una gran variedad
de transiciones de fase cuántica [34] e interesantes propiedades de excitación [104, 21]. Además
se han estudiado en diversas areas de la f́ısica como: la f́ısica de part́ıculas, f́ısica de la materia
condensada entre otras [62].

Inicialmente estas mezclas se propusieron para enfriar fermiones por medio de la técnica
conocida como enfriamiento simpático, en la cual se inducen colisiones inter-especies por medio
de luz, provocando una reducción del número de fermiones y manteniendo casi constante el
número de bosones. Esta técnica se utiliza ya que a bajas temperaturas no existe interacción
de dos cuerpos en los gases de Fermi con esṕın polarizado (debido al principio de exclusión
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de Pauli), lo que impide el uso del enfriamiento evaporativo8 y condiciona el enfriamiento de
los fermiones a colisiones entre átomos distinguibles [27].

En los años 70 se propuso por primera vez una mezcla Bose-Fermi compuesta por isótopos de
4He (bosónico)-3He(fermiónico) [31] que aún no se ha realizado experimentalmente, debido
a que la miscibilidad del 3He en 4He es muy pequeña y la temperatura necesaria para que
los fermiones alcancen la superfluidez es muy baja para conseguirla con las técnicas existentes
[32]. Sin embargo, se han obtenido en el laboratorio gases cuánticos degenerados conformados
por átomos metaestables 9 de 3He-4He [15].

Otra de las realizaciones experimentales con estas mezclas, se encuentra configurada con
átomos bosónicos de 87Rb y átomos fermiónicos de 40K; en esta mezcla se han observado
transiciones de fase bosónicas desde el estado superfluido a la fase aislante de Mott [33, 36,
37, 38]. Las mezclas entre aislantes de Mott bosónicos y fermiónicos con correlación fuerte
se han realizado experimentalmente considerando el tipo de interacción entre los aislantes,
usando isótopos bosónicos de 170Y b e isótopos fermiónicos de 173Y b para el caso de interacción
atractiva, y para el caso repulsivo se usaron isótopos bosónicos de 174Y b e isótopos fermiónicos
de 173Y b. Con estas mezclas se encontró que debido a la interacción interespecies (bosones-
fermiones), se modifica drásticamente cada una de las fases aislantes de Mott, causando efectos
que incluyen la mezcla entre las fases aislantes de Mott bosónicas y fermiónicas, generación de
part́ıculas compuestas, una fase aislante de Mott anti correlacionada en la cual cada aislante
de Mott tiene diferente número de ocupación y una separación de fase en la cual existen
regiones con solo una de las especies [21].

Experimentalmente también ha sido posible producir condensados compuestos por isótopos
fermiónicos de 6Li e isótopos bosónicos de 7Li [34].

Las mezclas Bose-Fermi superfluidas, fueron obtenidas inicialmente con gases cuánticos de
7Li −6 Li [22, 106, 107] y se caracterizan por tener una interacción Bose-fermi demasiado
débil para cambiar de forma significativa los perfiles de densidad de cada especie.

Experimentos recientes de mezclas Bose-Fermi confinadas en redes ópticas, han caracterizado
un sistema conformado por una mezcla de isótopos fermiónicos de 173Y b e isótopos bosónicos
de 7Li confinados en diferentes dimensiones [23]. Por medio de los resultados obtenidos se
verificaron las longitudes de dispersion elástica. Además se comprobó que los efectos de la
interacción entre especies son pequeños y que estos pueden ser manipulados por medio de
resonancia de Feshbach para alcanzar las interacciones Bose-Fermi requeridas. En una dimen-
sión se ha renovado el interés por el estudio de estos sistemas, debido al progreso que en la
última década se ha dado en la captura, enfriamiento y manipulación de los gases cuánticos
[35].

8En forma general el proceso para disminuir la temperatura de los átomos consta de cuatro etapas: 1.
Desaceleración del haz atómico, 2. Enfriamiento sub-Doppler y captura en una trampa magneto-óptica, 3.
Transferencia a un potencial conservativo y 4. Enfriamiento evaporativo. La técnica del enfriamiento sub-
Doppler es ineficiente para disminuir la temperatura de los fermiones, por lo cual no se pueden atrapar en
trampas magnéticas [105].

9Un isótopo metaestable es un isótopo en el que los nucleones están en un estado excitado durante un
peŕıodo de tiempo 100 veces más largo que un estado excitado normal. Para el caso se consideró el He en
estado metaestable 23S1.
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Algunas de las investigaciones experimentales que se han realizado con mezclas entre bosones
y fermiones son:

Fermion-Boson Referencia
3He−4 He [15]

173Y b−170 Y b y 173Y b−174 Y b [21]
173Y b−7 Li [23]
40K −23 Na [24]
171Y b−87 Rb [25]
40K −41 K [26]
6Li−23 Na [27]
6Li−174 Y b [32]

173Y b−174 Y b [88]
6Li−7 Li [108]

40K −87 Rb [109]
87Sr −84 Sr [110]
6Li−87 Rb [111]
6Li−85 Rb [112]
6Li−133 Cs [113]
6Li−41 K [114]

40Na−87 Rb [115]

Cuadro 2: Experimentos con mezclas de átomos bosónicos y fermiónicos

Los estudios teóricos de las mezclas Bose-Fermi se han realizado por medio de aproximacio-
nes como: aproximación de campo medio [28], el formalismo del ĺıquido de Luttinger [46],
aproximación de la matriz T [47], el ansatz de Bethe [48, 49] y métodos numéricos como la
simulación de Monte Carlo cuántico [50, 51, 52].

Gracias a estos y otros aportes tanto teórico como experimentales, ha sido posible comprender
parte de la fenomenoloǵıa presentada por las mezclas Bose-Fermi. Principalmente los estudios
se han concentrado en sistemas donde se considera que tanto las part́ıculas bosónicas como
las fermiónicas no tienen esṕın. Esto deja un amplio camino por recorrer en el estudio de los
sistemas constituidos por bosones sin esṕın y fermiones con dos grados de libertad internos.

Para poder avanzar en el estudio de las mezclas Bose-Fermi confinadas en redes ópticas, se
procederá en el siguiente caṕıtulo a estudiar la teoŕıa del modelo Bose-Fermi-Hubbard.
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3.1. Hamiltoniano de Hubbard

El modelo de Hubbard se desarrolló teóricamente en la f́ısica de la materia condensada para
describir transiciones de fase entre estados conductores y estados aislantes de Mott [116]. Este
modelo permite estudiar la competencia entre la enerǵıa cinética y las interacciones entre
electrones confinados en una red de potenciales periódicos n-dimensional [117, 118] y se deriva
a partir del Hamiltoniano de muchas part́ıculas, considerando que éstas pueden ser tanto de
tipo bosónico como fermiónico. El potencial de interacción entre pares de part́ıculas es un
potencial de contacto que se expresa como

V (~r − ~r′) =
4π~2

mB/F
asδ(~r − ~r′), (6)

donde as es la longitud de dispersión de onda s, que es un parámetro clave para describir las
interacciones entre part́ıculas a muy bajas energias y caracteriza la aproximación del pseudo-
potencial de contacto, del potencial de van der Waals [119]. Es por ello que se utilizan en
el estudio de las colisiones entre pares de part́ıculas en el ĺımite de bajas temperaturas y se
define como

as = ĺım
k→0

tan(ηs(k))

k
, (7)

donde k es el vector de onda relativo entre las part́ıculas en colisión y ηs(k) es el cambio de
fase en la dispersión [120].

Para el caso de fermiones sin esṕın, la dispersión de onda s se encuentra prohibida debido al
principio de exclusión de Pauli, por lo que en dicho ĺımite se debe considerar que no existe
interacción. En el caso de los gases atómicos diluidos, la interacción entre part́ıculas se describe
por medio de esta longitud as, debido a que cuando las temperaturas son suficientemente bajas,
se suprime la dispersión del momento angular distinto de cero. Es por esta razón que para
el sistema que se va a estudiar, mezcla de átomos ultrafŕıos confinados en redes ópticas, se
considera el potencial de interacción de la ecuación (6) y el Hamiltoniano de muchas part́ıculas

HB/F =

∫
d3~rΨ†B/F (~r)

(
−~2∇2

2mB/F
+ Vp + VR

)
ΨB/F (~r)

+
2π~2

mB/F
as

∫
d3~rΨ†B/F (~r)Ψ†B/F (~r)ΨB/F (~r)ΨB/F (~r).

(8)

El primer término de este Hamiltoniano da cuenta de la enerǵıa cinética y potencial local
del sistema, considerando el potencial de confinamiento de la red VR y otro de confinamiento
periódico externo VP . El segundo término es la enerǵıa de interacción. Ambas enerǵıas se ex-
presan en términos de los operadores de campo bosónicos (fermiónicos) de creación Ψ†B/F (~r)
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y de destrucción ΨB/F (~r) en la posición ~r, que satisfacen las relaciones de conmutación (an-
ticonmutación).

Para expandir los operadores de campo Ψ†B/F (~r) y ΨB/F (~r) se necesita una base apropia-
da conformada por los estados de una part́ıcula atrapada en un potencial periódico. Cada
potencial periódico se genera por medio de un par de ondas laser contrapropagantes e igual-
mente polarizadas que forman una onda estacionaria de la forma V (x) = V0Sin

2(kx), donde
k = 2π/λ, siendo λ la longitud de onda del laser y V0 la profundidad de la red óptica que es
proporcional a la intensidad del laser [94].

Si el sistema cuántico se encuentra compuestos por part́ıculas no interactuantes, la enerǵıa
cinética se minimiza por medio de la delocalización de las part́ıculas; en este caso la expansión
de los operadores se realiza considerando las funciones de Bloch,las cuales, de acuerdo al
teorema de Bloch, se pueden expresar como el producto entre una onda plana y una función
con la misma periodicidad del potencial. De esta manera la función de Bloch de la banda n
con cuasimomento ~q es:

Ψ
(n)
~q (~r) = ei~q·~ru

(n)
~q (r), (9)

donde u
(n)
q (r + d) = u

(n)
q (r).

Si se considera que existe interacción, las part́ıculas tienden a estar localizadas para reducir
la enerǵıa de acoplamiento, generando una competencia entre la enerǵıa cinética y la enerǵıa
de interacción; esta competencia es el núcleo del modelo de Hubbard. En este caso se deben
utilizar en la expansión de los operadores de campo, funciones cuyos estados se encuentren
localizados y es la razón por la cual no se utilizan los estados propios dados por las funciones
de Bloch. Las funciones que consideran los efectos locales, son las funciones de Wannier, que a
diferencia de las funciones de Bloch, son funciones que se encuentran localizadas en cada uno
de los sitios de la red. Las funciones de Wannier no son más que la transformada de Fourier
de las funciones de Bloch y se definen como:

wn(~r − ~r′i) =
1√
N

∑
~q

e−i~q·~riΨn,~q(~r), (10)

donde N es la constante de normalización (número de sitios de la red). Como ya se mencionó,

estas funciones se usan para expandir los operadores de campo ΨB/F (~r) =
∑

i âiwn(~r − ~r′i)

y Ψ†B/F (~r) =
∑

i â
†
iwn(~r − ~r′i) con lo cual el Hamiltoniano de la ecuación (8) [6, 121, 122] se

expresa ahora como

Ĥ = −
∑
i,j

tij â
†
i âj +

1

2

∑
ijkl

Ui,j,k,lâ
†
i â
†
j âkâl, (11)

donde â†i y âi representan respectivamente los operadores de creación y destrucción de una
part́ıcula en el sitio i, tij representa los términos de la matriz de tunelamiento entre sitios
adyacentes

tij =

∫
d3~rw∗1(~r − ~ri)

(
−~2∇2

2mB/F
+ Vp + VR

)
w1(~r − ~rj), (12)

y Uijkl describe los elementos de la matriz que toman en cuenta todas las posibles formas
de interacción entre los diferentes sitios de la red que se encuentran en la primera banda de
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Bloch,

Uijkl =
4π~2as
mB/F

∫
d3~rw∗1(~r − ~ri)w∗1(~r − ~rj)w1(~r − ~rk)w∗1(~r − ~rl). (13)

Para simplificar un poco el Hamiltoniano de la ecuación (11), y obtener el modelo de Hubbard
estándar, se consideran los siguientes puntos:

1. El modelo de Hubbard se restringe a la banda de Bloch más baja y por lo tanto, es una
buena aproximación para part́ıculas que se encuentran en un potencial periódico a tem-
peraturas y llenado lo suficientemente bajos. Como consecuencia de esta simplificación
se excluyen las bandas superiores al igual que el acoplamiento entre bandas.

2. Solo considera los elementos de la matriz de tunelamiento a vecinos cercanos debido a
la naturaleza localizada de las funciones de Wannier.

3. Las interacciones de largo alcance se ignoran porque existe un pico en el potencial de
interacción cuando ~r = ~r′. El valor numérico para los elementos de la matriz de interac-
ción fuera del sitio es muy pequeño en comparación con los valores de los elementos de
la matriz Ui,i,i,i.

Con estas aproximaciones, el Hamiltoniano de Hubbard se puede expresar como

Ĥ = −t
∑
<i,j>

â†i âj +
1

2
U0

∑
i

n̂i(n̂i − 1) +
∑
i

εin̂i, (14)

donde t = ti,j son los términos de la matriz de tunelamiento definidos en la ecuación (12),

U0 = Ui,i,i,i son los elementos diagonales de la matriz definida en la ecuación (13), n̂i = â†i âi
es el operador número de part́ıculas en el sitio i de la red, < i, j > denota la suma sobre los
vecinos más cercanos y εi son los elementos diagonales tii de la matriz de tunelamiento que
hace referencia a la enerǵıa de confinamiento del potencial externo que se expresa como

εi =

∫
d3~rw∗1(~r − ~ri)Vp(~r)w1(~r − ~ri). (15)

En este modelo se pueden considerar dos ĺımites:

1. Ĺımite de interacción débil: En este régimen la interacción entre las part́ıculas en cada
sitio de la red es muy pequeña comparada con la enerǵıa cinética U0 � t lo cual hace
que los átomos se encuentren delocalizados a través de toda la red. Esta situación lleva
a un estado conductor.

2. Aislante de Mott t � U : En este ĺımite es posible despreciar el término de salto t,
impidiendo el tunelamiento de las part́ıculas entre sitios cercanos y estableciendo un
estado con un número de part́ıculas bien definido en cada uno de los sitios. Esto último
implica que las fluctuaciones en el número de part́ıculas para un potencial qúımico fijo
es cero.

En las secciones 3.2 y 3.3 se usará esta generalización, para derivar los modelos Bose y Fermi
Hubbard. Posteriormente con la generalización de estos modelos, se obtendrá el modelo Bose-
Fermi-Hubbard.
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3.2. Hamiltoniano Fermi Hubbard

En el año de 1963 John Hubbard plantea un modelo aproximado para explicar el comporta-
miento de los electrones que se encuentran en la banda de conducción en metales de transición
[118]. Desde entonces este modelo se ha usado en diversas aplicaciones y en la descripción de
fenómenos tales como la superconductividad, el comportamiento de los gases cuánticos con-
finados en redes ópticas. También se ha usado en la descripción de cristales simples con
aislamiento antiferromagnético en una dimensión tales como los cupratos de cadena SrCuO2

y Sr2CuO3 [123]. Por medio de este modelo ha sido posible la investigación del comporta-
miento de materiales como el trióxido de vanadio V2O3 a altas temperaturas [124]. Además
se ha usado para interpretar los resultados experimentales con materiales poliméricos [125],
metales de transición y sus óxidos [126] entre otros materiales.

Experimentalmente el Hamiltoniano del modelo Fermi-Hubbard, es resultado directo de la
red en la que se confinan gases cuánticos degenerados de átomos fermiónicos y conecta de
forma directa las fronteras de investigación entre la f́ısica de los gases cuánticos y la f́ısica de
la materia condensada.

Formalmente el Hamiltoniano para el modelo de Hubbard que describe el comportamiento
de fermiones, se deriva desde el modelo de Hubbard (ecuación (14)) usando las relaciones de

anticonmutación fermiónicas {f̂j,σ, f̂ †i,σ′} = δijδσσ′ :

ĤF = −tF
∑
〈i,j〉σ

f̂ †i,σf̂j,σ +
UFF

2

∑
i,σ 6=σ′

n̂Fi,σn̂
F
i,σ′ +

∑
i,σ

εin̂
F
i,σ. (16)

El primer término describe el tunelamiento de las part́ıculas entre sitios cercanos de la red
(término cinético) y el segundo término describe las interacciones entre part́ıculas en cada uno

de los sitios. f̂ †i,σ y f̂j,σ representan respectivamente al operador de creación y aniquilación

de un electrón con esṕın σ =↑, ↓ en la posición i, n̂F,i,σ = f̂ †i,σf̂i,σ es el operador número
para fermiones, tF es la amplitud para el hopping entre sitios adyacentes. UFF representa la
interacción en cada sitio entre part́ıculas fermiónicas con esṕın ↑ y part́ıculas fermiónicas con
esṕın ↓ debido al principio de exclusion de Pauli, εi representa el término de confinamiento y
el ı́ndice de la suma 〈i, j〉 indica el acoplamiento entre sitios cercanos.

Las soluciones exactas a este Hamiltoniano en dimensiones arbitrarias son posibles cuando
UFF /tF = 0 o en el ĺımite de acoplamiento fuerte (UFF /tF → ∞) donde se proh́ıbe que un
sitio se encuentre doblemente ocupado. La solución exacta a este problema es desconocida
excepto en una dimensión [127, 128], donde se puede encontrar usando el ansatz de Bethe,
cuando UFF y tF son finitos. Sin embargo no ha sido posible encontrar una solución anaĺıtica
en 2 y 3 dimensiones [129], por lo cual se emplean métodos numéricos aproximados.

El diagrama de fases del modelo Fermi-Hubbard es muy rico como resultado de las interaccio-
nes entre part́ıculas, el tunelamiento cuántico, el principio de exclusion de Pauli, los diferentes
grados de libertad internos entre otros. Los resultados en una dimensión para fermiones, se
expresan en términos de cantidades como la densidad fermiónica ρF

ρF =
NF

L
, (17)

23



3. HAMILTONIANO BOSE-FERMI HUBBARD

donde NF es el número de part́ıculas y L el número de sitios en la red; el potencial qúımico
µF , se define como la diferencia entre la enerǵıa del estado con NF + 1 part́ıculas y el estado
con NF − 1 part́ıculas.

µF = E(NF + 1) + E(NF − 1)− 2E(NF ) (18)

y la compresibilidad
κ = ∂ρF /∂µF . (19)

La relación entre la densidad fermiónica ρF y el potencial qúımico µF para diferentes tempe-
raturas, se pone de manifiesto en el diagrama de fases de la figura 10, donde para T = 0.25
se crea un escalón que vaŕıa muy lentamente alrededor de ρF = 1 y se mantiene hasta que
µF ≈ −U/2. Esta región se conoce como fase aislante de Mott e indica la presencia de un
fermión por sitio y se caracteriza porque su compresibilidad κ = ∂ρF /∂µF = 0 [130].

Figura 10: Densidad fermiónica ρ como función del potencial qúımico µ. En la gráfica se considera que el

valor del término de tunelamiento es t = 0. La fase aislante de Mott surge a medida que se disminuye la

temperatura. Figura tomada de [130].

Como se muestra en la figura 10, el modelo Fermi-Hubbard en una dimensión y con un sector
de esṕın total cero10 (sin imbalance), presenta una transición de fase particular entre el estado
metálico y el estado aislante que es función de la densidad de fermiones. Cuando en la cadena
fermiónica se tiene un fermión por sitio ρF = 1, se presenta la fase aislante de Mott que se
caracteriza por una onda de densidad de esṕın (SDW), sin importar el valor del parámetro
de tunelamiento y para UFF > 0. El estado fundamental del sistema es un estado metálico en
los intervalos 0 < ρF < 1 y 1 < ρF < 2. Para la densidad fermiónica ρF = 2 se encuentran
dos part́ıculas fermiónicas con diferente esṕın en un mismo sitio y el estado fundamental en
este caso es un aislante de banda. La descripción gráfica de dichos estados se presenta en la
figura 11.

10El sector de esṕın total cero surge cuando el número de part́ıculas con esṕınes arriba es igual al de esṕınes
abajo.
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Figura 11: a) Diagrama de fases del modelo Fermi-Hubbard en una dimensión a T = 0. b) Representación

de los estados aislantes. El estado aislante de banda se caracteriza por un gap entre la banda de valencia y la

banda de conducción, además de tener dos (ρF = 2) o cero (ρF = 0) fermiones por sitio. Cuando ρF = 1 se

tiene un aislante de Mott y como se observa en la gráfica, los fermiones con esṕın arriba se alternan con los

fermiones con esṕın abajo. Este comportamiento se conoce como onda de densidad de espin (SDW).

3.3. Hamiltoniano Bose-Hubbard

El modelo Bose-Hubbard describe la f́ısica de part́ıculas bosónicas confinadas en un potencial
periódico y se obtiene a partir del Hamiltoniano general de Hubbard (ecuación (14)) omitiendo
los grados de libertad de esṕın y considerando que los operadores cumplen con las relaciones
de conmutación bosónicas [b̂i, b̂

†
j ] = δij . Dicho Hamiltoniano está dado por

ĤB = −tB
∑
〈i,j〉

b̂†i b̂j +
UBB

2

∑
i

n̂Bi (n̂Bi − 1) +
∑
i

εin̂
B
i + µ

∑
i

n̂Bi . (20)

En la ecuación anterior el primer término es la contribución de enerǵıa correspondiente a
la delocalización de los bosones entre sitios vecinos de la red. El segundo término considera
la enerǵıa total de interacción entre átomos que se encuentran en cada uno de los sitios.
UBB corresponde a la enerǵıa de interacción bosón-bosón y puede tomar valores negativos
y positivos dependiendo si la interacción es atractiva o repulsiva. El operador bosónico de
creación y aniquilación de átomos en el i-ésimo sitio de la red se representan por medio de
b̂†i , b̂i respectivamente, n̂Bi = b̂†i b̂i es el operador número para bosones, tB es la amplitud para
el “hopping” entre sitios adyacentes. El penúltimo término del Hamiltoniano es la enerǵıa
asociada al potencial de confinamiento externo definido en la ecuación (15). Si se considera el
ensamble gran canónico, el potencial qúımico µ fija el número total de átomos del sistema.

En general este modelo no tiene solución anaĺıtica, debido al obstáculo que presenta la posibi-
lidad de encontrar más de un bosón en cada sitio de la red. Esta múltiple ocupación también
presenta problemas técnicos en las aproximaciones numéricas, por lo que usualmente se im-
pone la restricción de tener un número máximo de bosonesnmax por sitio. El caso trivial se
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presenta para nmax = 1 debido a que no hay término de interacción entre los bosones; este
caso se conoce como ĺımite “hard-core”.

El modelo Bose-Hubbard permite identificar dos casos ĺımites:

1. Cuando tB � UBB el término de tunelamiento es dominante, favoreciendo una máxima
delocalización de las part́ıculas y dando origen a la fase superfluida. Esta fase se describe
mediante una función de onda delocalizada, con coherencia de fase de largo alcance y se
logra cuando todos los átomos ocupan el mismo estado de Bloch de una part́ıcula.

2. Cuando tB � UBB y UBB es de carácter repulsivo se favorece la localización de los
átomos en cada uno de los sitios de la red y se suprime por completo el número de
fluctuaciones (fase aislante de Mott).

Por medio del modelo Bose-Hubbard se pude describir la transición de fase cuántica de segundo
orden, que lleva al sistema desde la fase superfluida, al estado aislante de Mott11 [38]. Esta
transición se controla de forma bidireccional al aumentar o disminuir la razón t/U (donde
U = UBB y t = tB) como se observa en el diagrama de fases de la figura 12.

Figura 12: Diagrama de fase del estado base para el modelo Bose-Hubbard en una dimensión con el método

numérico DMRG a T = 0. A medida que la razón t/U disminuye el sistema presenta una transición de fase

desde la fase superfluida (SF) a la fase aislante de Mott (MI). La transición de fase se produce cuando la

interacción de tipo repulsivo entre las part́ıculas bosónicas U , es mayor que la amplitud de tunelamiento t, esto

provoca una perdida en la coherencia ocasionando que cada uno de los sitios de la red se llene con el mismo

número de átomos (estado aislante de Mott). Figura tomada de [131].

La posible realización experimental del Hamiltoniano de Bose-Hubbard con átomos ultrafŕıos
confinados en redes ópticas, se planteó por primera vez en 1998 por Jaksch et al. [6]. Cuatro

11En el formalismo del modelo Bose-Hubbard, las regiones aislantes se denominan lóbulos [6, 29, 131].
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años después de ser propuesto, M. Greiner et al. [38] observaron experimentalmente la tran-
sición de fase cuántica desde el estado superfluido al estado aislante de Mott en un sistema
conformado por bosones con interacciones repulsivas como se observa en la figura 13 y en la
figura 5.

Figura 13: Transición desde la fase superfluida a la fase aislante de Mott. a) En la fase superfluida los átomos

son libres por toda la red provocando coherencia entre los sitios y al liberar la nube atómica ésta se expande y

genera un patrón de interferencia. b) En el estado aislante solo existe un bosón por sitio y no hay coherencia

entre los diferentes pozos por lo cual no se observa ningún patron de interferencia. Figura tomada de [38].

Dentro de los sistemas f́ısicos constituidos por gases cuánticos ultrafŕıos confinados en redes
ópticas que se pueden estudiar por medio del modelo Bose-Hubbard se encuentran

1. Sistemas conformados por fermiones con esṕın 1/2, unidos en pares llamados d́ımeros y
con una estad́ıstica de excitación bosónica. Este sistema se describe mediante el modelo
Bose-Hubbard en el ĺımite “ hard-core ”[132].

2. Interacción dipolar de largo alcance en átomos de 161Dy [18], 167Er [19] y 153Cr [20].

3.4. Modelo Bose-Fermi-Hubbard

Teóricamente una mezcla de bosones y fermiones confinados en una red óptica, se describe
por medio del Hamiltoniano de Bose-Fermi-Hubbard (BFH), introducido por el grupo de
A. Albus [45] y que se expresa en términos de los modelos de Hubbard para bosones HB

(ecuación (20)) y para fermiones HF (ecuación (16)) más un término de interacción entre
part́ıculas de diferente especie UBF . Este término se puede considerar como una dispersión
de onda s debido a la baja temperatura en que se encuentran estos sistemas y se modela por
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medio de un potencial de interacción de contacto

UBF (~r, ~r′) =
4π~2

mr
aBF δ(~r − ~r′), (21)

donde mr = mBmF
mB+mF

representa la masa reducida y aBF representa la longitud de dispersión
entre bosones y fermiones. Este potencial puede ser positivo, cuando la interacción entre part́ı-
culas de diferente especie es de tipo repulsivo, y negativo en caso de considerarse interacciones
atractivas.

De esta manera el Hamiltoniano Bose-Fermi Hubbard se expresa como

ĤBF =ĤB + ĤF + UBF
∑
i,σ

n̂Bi n̂
F
i,σ. (22)

Dentro de las aproximaciones teóricas usadas en el estudio de BFH se pueden mencionar:
aproximación de campo medio [28, 42, 45, 62, 133, 134], ansatz de Bethe [48, 49], aproximación
de acoplamiento fuerte [29], grupo de renormalización de la matriz densidad [42], Monte Carlo
cuántico [50, 51, 52, 53, 54], bosonización [39, 55], métodos estocásticos [51], entre otros
[205]. Estas aproximaciones, han permitido predecir una gran variedad de fases cuánticas
como: onda de densidad de carga (CDW) [30], cuasipart́ıculas tipo polarón, estados aislante
de Mott, estados superfluidos y comportamiento supersólido [37]. Los resultados predichos
mediante los sistemas descritos teóricamente por el modelo de Bose-Fermi-Hubbard han sido
verificados experimentalmente, por ejemplo, la condensación de Bose-Einstein en mezclas de
bosones y fermiones (6Li−7 Li [108] y 6Li−87 Rb ) confinadas en redes ópticas [111].

Por medio del Hamiltoniano Bose-Fermi Hubbard, también es posible describir cristales alter-
nantes (TiO2 alternado con iones de Li), donde los iones actúan como part́ıculas bosónicas
y los electrones como fermiones [135]. Uno de los modelos usados en la descripción de la
f́ısica de los superconductores de alta temperatura, son las mezclas entre fermiones con es-
ṕın polarizado y bosones sin esṕın en dos y tres dimensiones, considerando que ρF = 1/2
y que únicamente se tiene un bosón por sitio. Este tipo de sistemas se han estudiado tanto
anaĺıtica (aproximación de campo medio) como numéricamente obteniendo como resultado
apareamiento superconductor de onda s, p y d, fase de onda de densidad de carga, ordena-
miento antiferromagnético, fase supersólida y transiciones de fase desde el estado superfluido
al estado aislante [62, 134, 136, 137, 138, 139, 140].

Las diferentes fases cuánticas que se pueden presentar en una mezcla Bose-Fermi, dependen
del carácter de la interacción entre las especies, el tipo de llenado y la clase de confinamiento.
Debido a la complejidad del problema, se han considerado modelos en los que tanto los bosones
como los fermiones no tienen esṕın y sistemas conformados por fermiones con 2 grados de
libertad internos interactuando con bosones sin esṕın.

El interés en el estudio de los gases cuánticos en una dimensión (1D), ha despertado el interés
de los investigadores, debido a los progresos en las técnicas experimentales para atrapar,
enfriar y manipular isótopos tanto bosónicos como fermiónicos [55, 141].
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3.4.1. Mezclas Bose-Fermi sin esṕın

Uno de los modelos más sencillos en el estudio de las mezclas Bose-Fermi, consiste en considerar
que las part́ıculas constituyentes no tienen esṕın. Este modelo se ha estudiado ampliamente
por medio de métodos tanto anaĺıticos como numéricos y puede ser descrito por medio del
modelo Bose-Fermi-Hubbard. Para este caso particular, debido a que sólo se puede tener un
fermión por sitio, no se considera el término de interacción entre fermiones en el Hamiltoniano
de la ecuación (22)

ĤBF = −tB
∑
〈i,j〉

b̂†i b̂j +
UBB

2

∑
i

n̂Bi (n̂Bi − 1)− tF
∑
〈i,j〉

f̂ †i f̂j + UBF
∑
i

n̂Bi n̂
F
i . (23)

Estos sistemas han sido objeto de amplios estudios tanto teóricos como experimentales, pre-
sentando un diagrama de fases enormemente rico con tipos novedosos de fases cuánticas.
Experimentalmente se han confinado átomos fermiónicos de 40K e isótopos bosónicos de 87Rb
en una red óptica tridimensional. Los resultados de este experimento indicaron que debido a
los fermiones, los átomos bosónicos se localizan en la red [33] como se ilustra en la figura 14.
Alĺı se presentan los tiempos de vuelo 12 de los patrones de interferencia para tres potenciales
de confinamiento diferentes de un sistema compuesto solo por bosones y los patrones de in-
terferencia de una mezcla Bose-Fermi. En esta figura también se observa la transición de fase
desde el estado aislante de Mott al estado superfluido reportado en otros art́ıculos [37, 59].

Figura 14: Imágenes de absorción de los tiempo de vuelo de una mezcla Bose-Fermi. a) Sistema bosónico

puro para tres potenciales de confinamiento diferentes. b) Mezcla Bose-Fermi para los mismos potenciales del

sistema a). Figura tomada de [33].

Los estudios teóricos de este sistema se han realizado por medio de diferentes aproximacio-
nes, dentro de las que se encuentran: simulación de Monte Carlo cuántico [39, 52, 53, 54],
bosonización [56], ansatz de Bethe [57], teoŕıa del funcional densidad [58], entre otras. Estas
aproximaciones han permito estudiar las fases del estado base en redes ópticas y se ha encon-
trado que la fase aislante de Mott surge cuando la densidad total del sistema es conmesurable
con la red 13. También se han estudiado fenómenos interesantes como las densidades de on-

12La técnica experimental conocida como tiempo de vuelo, consiste en medir la posición de los átomos después
de un periodo de expansión libre. Los átomos se liberan del potencial de confinamiento en t = 0 y la densidad
de la nube en expansión se captura en imágenes en un momento posterior.

13Un sistema es conmesurable, cuando la razón entre el número total de part́ıculas y el número de sitios de
la red, da como resultado un valor entero.
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da de carga y de esṕın que se deben a las diferentes interacciones entre los átomos y se ha
encontrado que la superfluidez de los fermiones se debe al acoplamiento de onda s.

En una dimensión el diagrama de fases del estado fundamental, se ha estudiado mediante
diferentes aproximaciones como: ansatz de Gutzwille [29], aproximación de campo medio [61]
y aproximación de Montecarlo Cuántico [41, 52, 67, 68]. Dentro de las fases encontradas me-
diante estas aproximaciones se encuentran: fases superfluidas, ĺıquido de Fermi, fases cuánticas
que involucran fermiones compuestos que dependiendo del tipo de interacción bosón-fermion
se pueden conformar por un fermión y uno o más bosones [61], transiciones de fase que llevan
al sistema desde estados donde las dos componentes se encuentran bien mezcladas a estados
donde cada una de las componentes se mantiene los suficientemente alejada de la otra (sepa-
ración de fases), fases aislantes de Mott, onda de densidad de carga [66] y onda de densidad
de esṕın.

El diagrama de fases para el estado fundamental fue obtenido por Pollet et al. usando la
aproximación de Monte Carlo cuántico y considerando un ensamble canónico. En esta investi-
gación se encontró para el caso de igual hopping (tF = tB) separación de fases, fase de ĺıquido
de Luttinger y una fase de apareamiento entre pares de part́ıculas de diferente especie [41, 68].

Posteriormente usando parámetros diferentes a los considerados por Pollet, se determinó el
diagrama de fases del estado base para una mezcla Bose-Fermi confinada en una red óptica
unidimensional, por medio de la simulación de Monte Carlo cuántico [39, 52, 53, 54, 67] y
encontraron que las fases aislantes y superfluidas depend́ıan del llenado del sistema, al igual
que del tipo de interacción bosón-fermión y bosón-bosón. Uno de los resultados de este trabajo,
es el diagrama de fases de la figura 15, que se obtuvo al encontrar la densidad de part́ıculas
bosónicas ρB como función del potencial qúımico µB, cuando la enerǵıa de tunelamiento de
ambas especies era cero (tB = tF = 0), manteniendo constante el potencial de interacción
entre bosones UBB y la densidad de part́ıculas fermiónicas ρF .

Figura 15: Densidad bosónica ρB como función del potencial qúımico µB manteniendo constante la densidad

de fermiones ρF = 1/4, la interacción entre bosones UBB = 10 y el acoplamiento bosón-fermión UBF = 16. Las

posiciones de los lóbulos aislantes coinciden para diferentes tamaños de red L y temperaturas β = 1/T . Figura

tomada de [39].
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En la figura 15 se observa la aparición de una fase aislante con compresibilidad κ = 0 cuando
la densidad de bosones es ρB = 3/4 y la densidad fermiónica es ρF = 1/4. Esto indica
la aparición de la fase aislante de Mott mezclada, cuando la densidad total del sistema es
conmesurable con la red

ρB + ρF = 1 (24)

En la expresión anterior ρF se defińıo en la ecuación (17) y ρB se define como

ρB =
NB

L
, (25)

donde NB es el número total de bosones y L es el número de sitios en la red.

El diagrama de fases en el plano µB − UBF , muestra como el potencial qúımico es función
del parámetro de interacción entre part́ıculas de diferente especie UBF , manteniendo tanto
la densidad de fermiones como la interacción entre bosones constante. Para UBF pequeños el
ancho del gap del aislante trivial ρB = 1 es dominante, pero a medida que este parámetro
aumenta, el gap va tendiendo a cero. Caso contrario ocurre con el gap que se genera para el
aislante no trivial ρB = 3/4, con la diferencia de que este no crece de forma indeterminada;
por el contrario alcanza un punto de saturación como se observa en la figura 16.

Una comparación entre la investigación realizada por Rigol y el estudio previo del grupo de
Lewenstein, se hace en la figura 16, donde además del acuerdo cuantitativo en ambos estudios,
es posible establecer algunas correspondencias que se dan en el intervalo 0 ≤ µ ≤ 20. En la
tabla 3 se presenta la correspondencia entre ambos estudios.

Figura 16: Comparación entre los diagramas de fases de Rigol [39] (śımbolos con ĺıneas punteadas) y los

resultados obtenidos por Lewenstein [29] (Ĺıneas continuas y śımbolos romanos).
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Rigol [39] Lewenstein [29]

Fase anticorrelacionada II Ĺıquido de Fermi formado por un fermión
y un agujero bosónico Π̄FL

Fase de coexistencia entre el aislante de
Mott y el ĺıquido de Luttinger IV

Ĺıquido de Fermi IFL

Estado en que coexiste la fase anticorrela-
cionada con el estado superfluido III

Densidad de onda de carga IDW

Fase aislante V Fase de fermiones compuestos. Un fermión
y un agujero bosónico Π̄FD

Cuadro 3: Comparación entre los resultados de Rigol y Lewenstein. En la figura 16 se observa que las tres

primeras fases del cuadro ocurren aproximadamente para los mismos parámetros, además tienen cualidades

similares. La última fase del cuadro (V), sugiere la formación de part́ıculas compuestas.

A pesar de los esfuerzos por entender el comportamiento de las mezclas Bose-Fermi, aún se
hace pertinente profundizar en modelos más complejos que involucren por ejemplo los grados
de libertad internos de las especies. Es por ello que en los caṕıtulos posteriores se investigarán
las mezclas Bose-Fermi considerando que las part́ıculas fermiónicas poseen esṕın 1/2 y que la
mezcla se encuentra confinada en una red óptica unidimensional.

Debido a la alta complejidad de los modelos en los que se consideran los grados de libertad
internos de las part́ıculas constituyentes y a que los Hamiltonianos no tienen soluciones ana-
ĺıticas exactas, surge la necesidad de ir más allá de la aproximación de campo medio para
comprender de forma adecuada las mezcla Bose-Fermi confinadas en una red óptica unidi-
mensional. El estudio de estos sistemas se llevará acabo por medio de la técnica numérica
conocida como grupo de renormalización de la matriz densidad, (GRMD, por sus siglas en
inglés DMRG), que es el método computacional más poderoso para el estudio del estado ba-
se de sistemas correlacionados unidimensionales. Esta técnica, será estudiada en el siguiente
caṕıtulo.
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Grupo de Renormalización de la Matriz Densidad (DMRG)

Las mezclas Bose-Fermi confinadas en una red óptica unidimensional, en las cua-
les se considera que las part́ıculas fermiónicas poseen esṕın 1/2 y que pueden in-
teractuar tanto atractiva como repulsivamente con bosones polarizados, se podŕıan
estudiar numéricamente por diagonalización exacta, al introducir en un computador
el Hamiltoniano exacto para obtener los valores y vectores propios de interés. Sin
embargo, el espacio de Hilbert del sistema crece exponencialmente con el número de
sitios, por lo que solamente se podŕıan estudiar sistemas con muy pocos sitios. Por
esta razón, vamos a considerar el método del grupo de renormalización de la matriz
densidad para estudiar las mezclas entre bosones escalares y fermiones con espin.

En 1992 White y Noack [70, 71, 143] estudiaron las limitaciones numéricas presentadas por
los métodos de renormalización en el espacio real (RSRG), cuando se utilizan en el estudio de
las propiedades a baja enerǵıa de sistemas cuánticos de muchos cuerpos. El estudio de White
lo llevo a encontrar la manera de escoger mucho mejor los estados que determinan la f́ısica
más relevante del sistema, tomando los estados con mayor peso estad́ıstico dentro de la matriz
densidad en lugar de tomar los m estados de menor enerǵıa del Hamiltoniano. Esta idea dio
origen al algoritmo conocido como grupo de renormalización de la matriz densidad (DMRG
por sus siglas en inglés). El formalismo del DMRG resulta ser una idea muy importante en
f́ısica computacional, debido a que la dimensión del espacio de Hilbert de los sistemas cuánticos
de muchos cuerpos crece exponencialmente con el tamaño del sistema, agotando rápidamente
los recursos informáticos. Por ejemplo, un sistema conformado por part́ıculas fermiónicas con
dos grados de libertad internos y L sitios tiene un espacio de Hilbert con una dimension 2L

[145].

El algoritmo del DMRG ha logrado una precisión sin precedentes en la descripción de los
sistemas cuánticos unidimensionales [146] y consiste de dos secciones fundamentales: algoritmo
de sistema infinito que tiene como objetivo hacer crecer el sistema al tamaño que se quiere
estudiar, y algoritmo de sistema finito que reduce el error numérico basado en el principio
variacional. En estos algoritmos se toma un sistema con L sitios conocido como superbloque el
cual se divide en 4 bloques: Un bloque denominado bloque del sistema LS que se expande por
medio de los vectores base |i〉, i = 1, ..., l y que se representará como Bl, dos sitios intermedios
representados cada uno por medio de •, y el resto se denomina bloque del entorno E cuyos
vectores base son |j〉, j = 1, ..., J y su representación es BR

J . Con estas consideraciones la
longitud total del superbloque es L = l + J + 2 y para la construcción de la matriz densidad
se representará como Bl • •BR

J . Esta configuración se ilustra en la figura 17.
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Figura 17: Configuración del superbloque. Los rectángulos negros representan al bloque sistema expandido

por lo vectores |i〉 y al bloque entorno expandido por los vectores |j〉. Cada uno de los sitios del superbloque

se representan por medio de puntos rojos.

Para introducir este concepto se usaran dos bloques en lugar de uno: un bloque izquierdo, A
y un bloque derecho, B. El espacio de Hilbert del sistema A+B se expande por el producto
tensorial ĤA+B = ĤA ⊗ ĤB y su dimensión es DA+B = DA +DB. De esta manera el estado
general del sistema (superbloque) se describe por medio de la función de onda normalizada
|Ψ〉.

|Ψ〉 =
∑
i,j

Ψi,j |i〉|j〉, (26)

donde la suma corre sobre todos los estados del bloque izquierdo |i〉 y del bloque derecho |j〉
con sus respectivos coeficientes Ψi,j .

En cada iteración se adiciona un sitio a la derecha del bloque izquierdo y un sitio a la izquierda
del bloque derecho. De esta manera los dos bloques crecen de forma simultanea hasta que la
base alcanza la dimensión m deseada. Cuando el sistema se encuentra en un estado puro, se
describe por medio de la matriz densidad reducida de la f́ısica estad́ıstica

ρ̂ = TrE |Ψ〉〈Ψ|, (27)

donde TrE indica que se realiza la traza sobre los grados de libertad del entorno. Al realizar
esta operación se obtiene que sus componentes vienen dados por

ρii′ =
∑
j

Ψ∗i,jΨi′,j . (28)

La matriz densidad ρ̂ tiene N s vectores propios ortogonales ρ̂|wα〉 = wα|wα〉 con sus respec-
tivos valores propios wα ≥ 0, en los que se considera la probabilidad de que el sistema se
encuentre en un determinado estado |α〉, por lo cual

∑
α ωα = 1.

Para truncar el espacio de Hilbert del estado del sistema, se organizan de mayor a menor los
estados propios, es decir, w1 ≥ w2 ≥ w3 ≥ ... y se retienen los MS estados más probables,
(estados con mayor peso estad́ıstico) de la matriz densidad reducida 27.

La razón por la cual se consideran los estados con mayor peso estad́ıstico M s, se debe a que el
valor esperado de cualquier observable 〈Â〉, que actúa sobre el sistema se expresa en términos
de la matriz densidad reducida 27 y del estado general del superbloque 26, de la forma

〈Â〉 = Tr(ρ̂Â). (29)
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Al expresar el valor esperado en términos de los vectores propios de la matriz densidad |wα〉
se obtiene:

〈Â〉 =

Ns∑
α

wα〈wα|Â|wα〉, (30)

donde N s son los valores propios. Esta última relación permite calcular el valor esperado del
observable Â en términos de los vectores propios con mayor peso estad́ıstico M s, descartando
aquellos estados |wα〉 donde wα ≈ 0 sin que el error sea apreciable. Esta es la idea detrás del
proceso de renormalización, con la cual se expresa el valor esperado aproximado del operador
Â como

〈Â〉aprox ≈
Ms∑
α

wα〈wα|Â|wα〉. (31)

El error que se produce en la renormalización del valor esperado del operador Â viene dado
por

ερ = 1−
Ms∑
α=1

ωα, (32)

donde M s representa los estados retenidos con mayor peso wα. La ecuación (32) indica que
entre mayor cantidad de valores wα se consideren, el error disminuye, siendo cero cuando se
consideran todos los valores propios.

Para definir la matriz densidad del sistema a estudiar, se debe decidir la forma en la cual
se construye el superbloque y el mecanismo que va a incrementar su tamaño. También es
necesario considerar la manera en la cual se introducen los grados de libertad en el sistema,
evitando el rápido crecimiento del espacio de Hilbert y conservando tanta información como se
pueda en cada uno de los pasos. Una de las caracteŕısticas más importantes del algoritmo del
grupo de renormalización de la matriz densidad es la tasa de variación en la cual la precisión se
incrementa con el número de estados m. La forma más eficiente de construir un superbloque se
logra cuando se agrega un sitio al sistema y uno al entorno en cada iteración, teniendo presente
que la representación más precisa del estado objetivo se da al conectar uno de los extremos
del superbloque al resto de la cadena (condiciones de frontera abiertas). Si se conectan ambos
extremos (condiciones de frontera periódicas) la representación es menos precisa.

En las condiciones de frontera abiertas, cada uno de los estados propios de la matriz densidad
del bloque, representan la respuesta del bloque a las fluctuaciones cuánticas generadas en el
resto de la cadena. Si el bloque del sistema se conecta por ambos extremos al resto de la
cadena (condiciones de frontera periódicas), cada uno de los extremos deberá responder de
forma independiente a las fluctuaciones cuánticas del entorno. De esta manera si se necesitan
m estados para describir con precisión la union del sistema por uno de sus extremos con el resto
de la cadena, entonces, se necesitarán m2 cuando la unión se realiza por los dos extremos. Es
necesario tener en cuenta que en el ĺımite termodinámico las condiciones de frontera abiertas
se comportan como condiciones de frontera cerradas debido a que usualmente el estudio se
centra es en el bulk del sistema. Un ejemplo se presenta en las cadenas de Heisenberg, donde
la precisión relativa de la enerǵıa del estado base para un sistema con 28 sitios y part́ıculas
de esṕın S = 1/2, tiene un error de εa = 10−10 para condiciones de frontera abiertas, y de
εp = 10−7 para condiciones de frontera periódicas [71].
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Para utilizar el algoritmo DMRG en el modelo bajo consideración es necesario tener en cuenta
que el sistema a estudiar es un sistema finito, que junto con la representación del superbloque
por medio de la configuración Bl • •BR

J y considerando que B′ = Bl+1 = Bl• permiten
construir la matriz densidad mediante dos diferentes métodos: método de sistema infinito y
método de sistema finito.

4.1. Método de sistema infinito

El algoritmo inicia considerando un sistema con 4 sitios B1 • •BR
1 (BR

1 es el reflejo de B1 y el
sub́ındice 1 indica que consiste de un solo sitio), cuyo Hamiltoniano se diagonaliza por medio
del método de Lanczos [147] o Davidson [148] para encontrar los valores y vectores propios con
los cuales se construye la matriz densidad reducida. Los estados m con mayor peso estad́ıstico
de la matriz densidad, se usan como vectores columna de la matriz de transformación O,
que tiene por función proyectar cualquier operador A del bloque del sistema, en un nuevo
operador Ã de tamaño m × m por medio de la operación Ã = O†AO (en este punto se
produce la renormalización del espacio de Hilbert). Posteriormente se crea el hamiltoniano
para B2 = B1• y en la segunda iteración se diagonaliza el hamiltoniano de la configuración
B2 • •BR

2 . De esta manera se continua hasta alcanzar el tamaño deseado del superbloque
Bl • •BR

l . En cada iteración, el tamaño de la cadena se incrementa en dos sitios. La figura 18
muestra una representación esquemática para este algoritmo.

Figura 18: Ilustración esquemática del crecimiento del superbloque mediante el algoritmo del sistema infinito.
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Este método se usa principalmente cuando se desea conocer las propiedades del estado base
de una cadena infinita, lo cual se logra al considerar que en cada iteración, los extremos de
los bloques se alejan del centro de la cadena y luego de muchos pasos cada bloque representa
aproximadamente la mitad de la cadena infinita. Este algoritmo converge en dos sentidos de
forma simultanea: en la longitud de Bl al infinito y el sentido que Bl está adaptado para
responder a una cadena infinita conectada a él por la derecha. Este algoritmo se resume en el
cuadro 4.

1 Iniciar con un sistema conformado por cuatro sitios y definir las matrices
en cada uno de los sitios que representa al hamiltoniano y los operadores
relevantes. Dos sitios conforman el bloque sistema y dos el bloque entorno.

2 Por medio del producto directo entre las matrices de cada sitio se construye
el hamiltoniano del superbloque.

3 Por medio de algoritmos como Lanczos o Davidson se diagonaliza el hamilto-
niano del superbloque para obtener el estado objetivo (por lo general el estado
base) y los valores esperados de los operadores relevantes.

4 Construir la matriz densidad reducida ρ con los estados propios del punto 3.
5 Determinar mediante diagonalización exacta los vectores propios de la matriz

densidad ρ del punto 4 y organizarlos de mayor a menor valor propio wα,
manteniendo los estados de mayor peso estad́ıstico.

6 Hallar la representación matricial de los operadores relevantes O, para el blo-
que sistema (constituido por dos sitios), mediante producto directo entre los
operadores de cada uno de los sitios

7 Construir la matriz de transformación A usando los vectores propios seleccio-
nados del punto 5 como vectores columna.

8 Usar los operadores O del punto 6 para construir los operadores truncados Õ
por medio de la operación Õ = A†OA. Los operadores Õ van a actuar sobre
el nuevo bloque 1.

9 El antiguo bloque 1 se guarda y se reemplaza con el bloque del punto 8.
10 El antiguo bloque 2 se guarda y se reemplaza con la reflexión del bloque del

punto 8
11 Iniciar de nuevo en el paso 2.

Cuadro 4: Algoritmo de sistema infinito para un sistema cuántico unidimensional [71, 146].

Debido a que las dimensiones del superbloque aumentan, se presenta el inconveniente de
que en cada paso los estados objetivos son diferentes. Este aumento puede provocar una
convergencia lenta debido al cambio cualitativo en sus funciones de onda. Por lo tanto, es
necesario implementar un método que garantice la convergencia de las funciones de onda para
calcular las propiedades de un sistema de tamaño definido N. El método que garantiza la
convergencia, es el método de sistema finito.
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4.2. Método de sistema finito

Mediante este algoritmo es posible calcular con gran precisión las propiedades de un sistema
de tamaño finito L, considerando que el bloque entorno es un baño estad́ıstico en el cual se
encuentra inmerso el bloque sistema. El método se basa en dejar siempre un mismo tamaño
L para el superbloque y variar de forma iterativa los tamaños tanto del sistema como del
ambiente. Para este caso, el ambiente no es una reflexión del sistema.

Inicialmente se construye un superbloque de tamaño L usando el algoritmo para sistema
infinito y guardando los operadores que se usan en cada iteración. El superbloque se divide
en cuatro bloques para formar los bloques sistema y entorno. El bloque sistema se compone
por un bloque de tamaño l = (L/2)− 1 y un bloque en el que se considera un solo sitio y se
representará mediante Bl•, el bloque entorno se compone por un bloque con un solo sitio y un
bloque de tamaño l′ = (L/2)−1 y su representación será •BR

l′ . De esta manera el superbloque
se puede expresar como Bl • •BR

l′ , donde se cumple que l + l′ + 2 = L.

En la siguiente iteración Bl • •BR
l′ se usa para construir un nuevo bloque del sistema con un

tamaño l + 1 = L/2, removiendo un sitio del bloque entorno l′ − 1 = (L/2) − 1 − 1 para
mantener constante el tamaño L del superbloque Bl+1 • •BR

l′−1. En la siguiente iteración se
usa la expresión anterior para construir un nuevo bloque sistema con tamaño l+ 2 = L/2 + 1,
removiendo nuevamente un sitio del bloque entorno l′ − 2 = (L/2) − 1 − 2 y construir el
superbloque Bl+2 • •BR

l′−2. En cada paso del algoritmo se aumenta el tamaño del sistema
hasta que l′ sea el mı́nimo posible (l′ = 1 lo cual corresponde a l = L− 3). Esta secuencia de
pasos del algoritmo de sistema finito, es un barrido de izquierda a derecha, como se muestra
en la figura 19.

Figura 19: Representación esquemática del algoritmo de sistema finito. En este esquema se inicia el barrido

de izquierda a derecha y luego de la mitad del algoritmo se barre de derecha a izquierda.
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El mismo procedimiento se ejecuta pero de derecha a izquierda, intercambiando los roles de
los bloques sistema y entorno. La variación del tamaño de los bloques se realiza hasta que
solo quede un sitio en el bloque sistema (l = 1 lo cual corresponde a l′ = L− 3). Este proceso
se repite hasta cuando el tamaño del bloque sistema sea igual al tamaño del bloque entorno.
El proceso se explica en detalle en el recuadro 4

1 Construir el superbloque de tamaño L por medio del algoritmo de sistema
infinito.

2 Dividir el superbloque del punto anterior en 4 bloques y considerar el bloque
uno de tamaño l = L/2 y el bloque 4 de tamaño l′ = L − l − 2. Con esta
operación el tamaño de los dos bloques (sistema-entorno) es diferente y se
mantiene constante el tamaño del superbloque

3 Construir el bloque Bl+1 con los pasos 2-9 del cuadro 4.
4 Reemplazar el bloque 4 con la reflexión de Bl′ del punto 2.
5 Si l < L− 3 incrementar el tamaño del sistema haciendo l = l + 1.
6 Repetir los pasos 3 a 5 hasta que l = L−3. Hasta aqúı es la iteración izquierda-

derecha.
7 A partir del superbloque del punto 6 tomar cuatro bloques: tres compuestos

por un único sitio l = 1 y el cuarto bloque con un tamaño l′ = L− 3
8 Construir el bloque Bl+1 con los pasos 2-9 del cuadro 4.
9 Guardar el nuevo bloque Bl+1 para el espacio 1, reemplazando el antiguo Bl+1

10 Reemplazar el bloque 4 con la reflexión de BL−(l+1)−2).

11 Si l < L− 3 incrementar el tamaño del sistema haciendo l = l + 1 y volver al
paso 8. Si l = L− 3 inicie una nueva iteración desde el paso 7.

12 Repetir el proceso varias veces, y parar cuando la configuración sea simétrica.

Cuadro 5: Algoritmo de sistema finito para un sistema cuántico unidimensional de L sitios [71, 146]. Cada

cálculo se encuentra constituido por varias iteraciones y cada iteración consta de L− 3 pasos.

4.3. Transformación de función de onda

Como ya se mencionó anteriormente, la convergencia iterativa al estado base del hamiltoniano
se obtiene en cada uno de los pasos del barrido por medio de alguna rutina de diagonalización
(Lanczos o Davidson). El número de iteraciones depende de la precisión deseada y en cada
iteración se aplica el Hamiltoniano a un nuevo estado, hasta alcanzar la convergencia deseada.
Este proceso se agiliza al transformar el estado base del paso previo en el barrido a una nueva
base, para usarlo como punto de inicio en la diagonalización.

Considerando que el estado base del Hamiltoniano, antes del cambio de base es:

|Ψ〉 =
∑

αi,si+1,si+2,βi+3

〈αisi+1si+2βi+3|Ψ〉|αisi+1si+2βi+3〉. (33)

Una vez se efectua el cambio de base, se adiciona un sitio al sistema y un sitio al ambiente

|Ψ〉 =
∑

αi+1,si+2,si+3,βi+4

〈αi+1si+2si+3βi+4|Ψ〉|αi+1si+2si+3βi+4〉. (34)
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Considerando
∑

αi
|αi〉〈αi| ≈

∑
βi
|βi〉〈βi| ≈ 1 se obtiene

〈αi+1si+2si+3βi+4|Ψ〉 =
∑

αi,si+1βi+3

(U †E)αi+1,αisi+1(US)si+3βi+4,βi+3
〈αisi+1si+2βi+3|Ψ〉. (35)

Esta operación disminuye el costo computacional, al reducir el cálculo del estado fundamental
a solo unas pocas iteraciones de Lanczos o Davidson.

4.4. Ajuste dinámico del número de estados de bloque

El algoritmo DMRG estándar considerar un mismo número de estados m en cada operación
de truncamiento, pero para tener control en la precisión del algoritmo desde el comienzo del
proceso, se debe seleccionar de manera eficiente el número de estados del superbloque, man-
teniendo los estados propios de la matriz densidad con un peso estad́ıstico mayor que un
parámetro ε fijado durante el procedimiento de renormalización. El error máximo de trunca-
miento εTmax se fija desde el inicio del algoritmo y puede ser igual al parámetro ε o mayor si
se minimizan las contribuciones de los estados que no se consideran. Para evitar este proble-
ma, el parámetro ε se ajusta dinámicamente aumentando el número de estados, cuando la s
contribución de los estados no considerados sea mayor que εTmax.

La implementación en el DMRG se lleva a cabo al aumentar el número de estados seleccionados
m cuando

∑m
α wα = 1 − ε < 1 − εTmax. De esta manera, se tiene control sobre el error de

truncamiento y se considera un número preciso de estados propios de la matriz densidad,
evitando tener más estados de los necesarios, lo que podŕıa hacer que el tiempo de cálculo se
incremente, o menos estados, lo que podŕıa generar resultados con errores muy grandes.

Una de las ventajas del método de ajuste dinámico del número de estados de bloque, consiste
en que el número de estados requeridos para lograr una determinada precisión, es mayor cerca
de la configuración simétrica y en los pasos restantes, el error de truncamiento se alcanza
con un numero pequeño de estados, con lo cual la eficiencia en el paso de renormalización
se maximiza. Esto da la posibilidad de tomar diferentes valores de εTmax en cada barrido,
haciendo más eficiente el cálculo [72].

4.5. Simetŕıas

Otra de las ventaja del DMRG, consiste en que este algoritmo permite considerar una gran
variedad de simetŕıas, que son de ayuda para reducir el tiempo de cómputo y el almacena-
miento en mucho más que un orden de magnitud. Además el espacio de Hilbert también se
reduce y se descompone en una suma de sectores. Las simetŕıas que se implementan con mayor
frecuencia son las simetŕıas que permiten que tanto la magnetización total Ŝztotal y el número
total de part́ıculas n̂, tengan un conjunto común de funciones propias y sus valores propios
sean buenos números cuánticos. Si estas simetŕıas se encuentran presentes en el Hamiltoniano,
todos los operadores se pueden expresar en forma matricial como un conjunto de bloques (sec-
tores) que se distribuyen a lo largo de la diagonal con elementos distintos de cero y que se
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preserva siempre y cuando se mantenga fija la magnetización total y el número de part́ıculas.

Por ejemplo, para una cadena de N esṕınes 1/2 donde
[
Ŝztotal, Ĥ

]
= 0, el Hamiltoniano se

puede expresar como:

Ĥ =


−N/2 0 · · · 0 0

0 −N/2 + 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · N/2− 1 0
0 0 · · · 0 N/2

 (36)

Para el caso que se esta trabajando, el Hamiltoniano de la ecuación (22) conserva el número
total de part́ıculas [∑

i

n̂i, ĤBF

]
= 0 (37)

y además conserva tanto la componente en z del esṕın Sztotal como el esṕın total S2[∑
i

Ŝztotal,i, ĤBF

]
= 0, (38)

[
Ŝ2, ĤBF

]
= 0. (39)

Por lo tanto la base con la que se trabaja, será bien definida como |n̂, Ŝ2, Ŝz〉.

4.6. Valores esperados

El valor esperado del operador local Al del sitio l, se calcula por medio de la matrix densidad,
usando la función de onda del superbloque 26

〈Ψ|Â|Ψ〉 =
DimS∑
i,i′=1

DimE∑
j=1

Ψ∗ij [Âl]i,i′Ψi′,j , (40)

donde DimE es la dimensión del bloque entorno y DimS es la dimensión del sistema. En el
código se agrega el sitio l en el último barrido y se guarda el operador Al, para en el último
paso calcular 〈Ψ|Â|Ψ〉. Es por esta razón que se debe ser cuidadoso al evaluar cada uno de
los operadores locales con su respectivo espacio de Hilbert al aumentar el número de sitios.

El calculo de la función de correlación del operador Â entre los sitios l y m depende de si ambos
sitios están en el mismo bloque (sistema o entorno) o en bloques diferentes. En el primer caso
se realiza el producto ÂlÂm tan pronto como se pueda definir en el último barrido del método
del sistema finito, y para actualizarlo en cada paso del barrido. De esta forma 〈Ψ|Â|Ψ〉 se
calcula cuando el entorno es igual al sistema

〈Ψ|ÂlÂm|Ψ〉 =
∑
i,i′j

Ψ∗ij [ÂlÂm]i,i′Ψi′,j . (41)
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Si ambos sitios pertenecen a diferentes bloques, el proceso anterior deja de ser válido, debido
a que los operadores pertenecen a diferentes espacios de Hilbert, por lo cual los operadores se
calculan por separado y la función de correlación se calcula por medio de:

〈Ψ|ÂlÂm|Ψ〉 =
∑
i,i′,j,j′

Ψ∗ij [Âl]ii′ [Âm]j,j′Ψi′,j′ . (42)
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5

FERMIONES CON ESṔIN S = 1/2 Y BOSONES ESCALARES EN EL ĹIMITE
“HARD-CORE”

Los estudios teóricos en los cuales se consideran mezclas entre bosones y fermiones
sin esṕın, indican la aparición de un estado aislante de Mott que surge cuando la
densidad total de part́ıculas en el sistema es conmesurado con la red [39]. Para la
misma relación de conmesurabilidad, se reportó experimentalmente el surgimiento
de un estado aislante de Mott mezclado en un sistema conformado por isotopos
bosonicos de 174Y b (s = 0) interactuando repulsivamente con isótopos fermionicos
de 173Y b (s = 5/2) [21]. Por esta razón vale la pena preguntarse ¿Qué sucede con
las fases aislantes y la relación de conmesurabilidad, cuando se considera un sistema
en el que los bosones se encuentran polarizados y los fermiones tienen dos grados de
libertad internos?

El modelo descrito en el caṕıtulo 3, es desde el punto de vista teórico, la aproximación más
sencilla que permite describir las mezclas entre bosones y fermiones. Este tipo de sistemas se
ha estudiado por medio del Hamiltoniano Bose-Fermi-Hubbard sin considerar los grados de
libertad internos de las part́ıculas constituyentes.

Un modelo un poco más complejo consiste en considerar fermiones con esṕın 1/2 y bosones sin
esṕın. Experimentalmente este modelo se ha realizado usando gases cuánticos degenerados de
174Y b−173Y b e 174Y b−171Y b. El 174Y b es un isótopo bosónico con esṕın nuclear cero, y el 173Y b
y 171Y b son isótopos fermiónicos con esṕın nuclear I = 5/2 (seis grados de libertad internos)
y I = 1/2 (dos grados de libertad internos) respectivamente [16]. También se han realizado
mezclas de aislantes de Mott bosónicos y fermiónicos confinados en una red tridimensional,
manteniendo fijo el número de bosones y variando la densidad de fermiones para medir la
doble ocupación bosón-bosón (DB), fermión-fermión (DF ) y bosón-fermión (DBF )[21] como
se ilustra en la figura 20. También se encontró que el sistema se caracteriza mediante dos fases
que dependen del número de fermiones con los cuales se configura el sistema y que para el
caso repulsivo son: fase I, donde el número de total de part́ıculas es conmesurable con la red
(ρB +ρF = ρ, donde ρ es entero) pero individualmente son inconmensurables (ρB y ρF no son
enteros). Los resultados experimentales para esta fase indican que DB ≈ DF ≈ DBF ≈ 0; fase
II, separación de fases. En esta fase DBF ≈ 0, mientras ocurre un crecimiento en DB como se
observa en el panel inferior y superior de la figura 20a respectivamente.

A diferencia del caso repulsivo, en el caso atractivo se observa un aumento en la doble ocupa-
ción bosón-fermión (panel inferior de la figura 20b), lo que da origen a tres nuevas fases: fase
I, part́ıculas tipo A compuestas por dos bosones y un fermión. Esta fase se caracteriza por un
rápido crecimiento tanto de DB como de DBF como se observa en el panel inferior y superior
de la figura 20b respectivamente; fase II, se crean dos part́ıculas tipo B conformadas por un
bosón y un fermión. Este comportamiento se debe a que únicamente se tiene un fermión por
sitio, se presenta una disminución en DB y un aumento en DBF ; fase III part́ıculas tipo C
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conformadas por dos bosones y dos fermiones. Este comportamiento se debe principalmente
al mayor número de fermiones y al confinamiento armónico que propicia un aumento en DF

y DB en el centro de la trampa como se observa en el panel del centro y superior de la figura
20b respectivamente.

Motivados por estos estudios, se investigará el estado base de un sistema que nos permita
abordar con cierto grado de complejidad las mezclas Bose-Fermi. Es por ello que se procederá a
explorar un sistema constituido por fermiones con 2 grados de libertad internos que interactúan
de forma repulsiva con bosones en el ĺımite “hard-core”. La interacción entre los fermiones se
considera de tipo repulsivo y en todo el sistema se encuentra confinado en una red óptica
unidimensional. La enerǵıa del estado base del sistema se calcula por medio del grupo de
renormalización de la matriz densidad, considerando condiciones de frontera abiertas.

Figura 20: Medidas de las distribuciones de ocupación como función del número de átomos fermiónicos NF :

a Medición de la doble ocupación para interacción repulsiva. Panel superior, doble ocupación bosónica DB

(ćırculos rojos). Panel del medio, doble ocupación fermiónica DF (ćırculos rojos). Panel inferior ocupación de

parejas Bose-Fermi DBF para NB = 6×103 (ćırculos rojos), NB = 8.5×103 (ćırculos naranjas), NB = 13×103

(ćırculos verdes), NB = 15× 103 (ćırculos azules) y NB = 20× 103 (ćırculos morados). b Medición de la doble

ocupación para el caso de interacción atractiva. Panel superior doble ocupación bosónica (ćırculos azules). Panel

medio doble ocupación fermiónica (ćırculos rojos) panel inferior Ocupación de parejas Bose-Fermi (ćırculos

rojos). Las ĺıneas sólidas corresponden a simulaciones numéricas y las regiones sombreadas corresponden a

resultados numéricos con diferentes temperaturas iniciales ±5nK. Figura tomada de [21].
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Para estudiar teóricamente este sistema considerando la temperatura T = 0, se usará el modelo
Bose-Fermi Hubbard (ecuación (22)), sin considerar el término correspondiente al potencial
de confinamiento externo, ni el término de interacción entre part́ıculas bosónicas, debido a que
se esta trabajando en el ĺımite “hard-core”, donde se considera máximo una part́ıcula bosónica
por sitio como se observa esquemáticamente en la figura 21.

Figura 21: Representación esquemática del modelo Bose-Fermi Hubbard en el ĺımite hard-core. Los ćırculos

azules representan a los bosones sin esṕın y los ćırculos rojos representan a los fermiones con esṕın 1/2.

Con estas consideraciones el Hamiltoniano para el sistema en cuestión es

ĤBF = −tB
∑
〈i,j〉

(
b̂†i b̂j + h.c.

)
− tF

∑
〈i,j〉σ

(
f̂ †i,σf̂j,σ + h.c.

)
+
UFF

2

∑
i,σ 6=σ′

n̂Fi,σn̂
F
i,σ′ +UBF

∑
i

n̂Bi n̂
F
i .

(43)
Para investigar este modelo se considera que la densidad de part́ıculas bosónicas (fermiónicas)
se define como

ρB(F ) =
NB(F )

L
(44)

donde NB(F ) es el número de part́ıculas bosónicas (fermiónicas) en el sistema de L sitios. La
base del espacio de Hilbert bosónico HB en cada uno de los sitios de la red, se forma con los
estados |0〉 y |1〉, con una densidad que se encuentra en el intervalo 0 ≤ ρB ≤ 1. Para el caso
fermiónico se consideran dos grados de libertad internos, con los estados |0〉, | ↑〉, | ↓〉 y | ↑↓〉
que forman una base para el espacio de Hilbert correspondiente HF . La densidad de part́ıculas
para este caso se encuentra en el intervalo 0 ≤ ρF ≤ 2, por lo cual, ρF = 1 corresponde a
medio llenado fermiónico.

Con los espacios de Hilbert bosónicos y fermiónicos, se obtiene el espacio de Hilbert local para
el sistema bosón-fermión, por medio del producto tensorial HB ⊗HF . Los estados base para
este espacio son:
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NB NF
↑ NF

↓ Estado

0 0 0 |0, 0〉
0 ↑ 0 |0, ↑〉
0 0 ↓ |0, ↓〉
0 ↑ ↓ |0, ↑↓〉
1 0 0 |1, 0〉
1 ↑ 0 |1, ↑〉
1 0 ↓ |1, ↓〉
1 ↑ ↓ |1, ↑↓〉

Cuadro 6: Espacio de Hilbert local para un sistema conformado por fermiones con dos grados de libertad

internos y bosones sin esṕın en el ĺımite hard-core dim(HB ⊗HF ) = 8.

La escala de enerǵıa se fija tomando tF = 1 y se considera una amplia gama de densidades
bosónicas y fermiónicas. Una ilustración esquemática del estado base del sistema se presenta
en la figura 22 para una red con ocho sitios.

Figura 22: Ilustración esquemática de los estados base de una mezcla de fermiones con dos grados de liber-

tad (verde) interactuando con bosones en el ĺımite “hard-core” (azul) y confinados en una dimensión. En la

ilustración se considera una red con ocho sitios (L=8) y dos diferentes estados base. (a) Estado aislante con

una densidad fermiónica ρF = 1 y densidad bosónica ρB = 1/2. (b) Estado aislante de Mott mezclado con

ρF = 1/2 y ρB = 1/2.

5.1. Medio llenado fermiónico ρF = 1

Debido al importante rol de los efectos de la interacción en los sistemas constituidos tanto
por bosones como por fermiones, es de esperarse que ocurran cambios drásticos en los com-
portamientos f́ısicos individuales de cada especie, cuando éstas interactúan y se confinan en
una misma red. Es aśı como por ejemplo, si la densidad de part́ıculas bosónicas se hace cero
(ρB = 0) en el Hamiltoniano de la ecuación (43) y la densidad de fermiones en el sistema es
ρF = 1, se obtiene un estado aislante de Mott con ordenamiento de tipo antiferromagnético
para interacciones entre fermiones diferente de cero y de tipo repulsivo UFF > 0. Pero, ¿Qué
sucede con este sistema si se adicionan bosones y se mantiene constante tanto la interacción
entre fermiones UFF como la interacción bosón-fermión UBF ?

Para dar respuesta a esta pregunta, se estudia el comportamiento de la densidad bosónica
como función del potencial qúımico. Para ello se fija el número de part́ıculas fermiónicas ρF ,
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la interacción UFF , la interacción entre part́ıculas de diferente especie UBF y se van agregando
bosones al sistema. Primero se encuentra la enerǵıa para el sistema fijando la densidad de
fermiones y considerando que la densidad de bosones es cero, lo que corresponde al estado∣∣N↑, N↓, 0〉. Luego se añade un bosón y se calcula la enerǵıa E

(
N↑, N↓, 1

)
de este nuevo estado

dejando los demás parámetros fijos. Operando de esta forma, y desarrollando en cada iteración
el proceso descrito, se llega hasta el estado con la densidad bosónica deseada. Con la diferencia
entre la enerǵıa del estado

∣∣N↑, N↓, NB + 1
〉

y el estado
∣∣N↑, N↓, NB

〉
se calcula la enerǵıa de

excitación de part́ıcula µB, como se ilustra en el cuadro 7.

NB ρB = NB
L E

(
N↑, N↓, NB

)
Enerǵıa de excitación de part́ıcula µB

0 0/L E
(
N↑, N↓, 0

)
E
(
N↑, N↓, 1

)
− E

(
N↑, N↓, 0

)
1 1/L E

(
N↑, N↓, 1

)
E
(
N↑, N↓, 2

)
− E

(
N↑, N↓, 1

)
...

...
...

...

NB
NB
L E

(
N↑, N↓, NB

)
E
(
N↑, N↓, NB + 1

)
− E

(
N↑, N↓, NB

)
Cuadro 7: Enerǵıa de excitación de part́ıcula bosónica µB , en una mezcla de bosones escalares y fermiones

con esṕın s = 1/2.

Siguiendo el proceso descrito en el cuadro 7, se obtiene la figura 23(a) para UFF = 3.5 y una
densidad de fermiones de ρF = 1.
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Figura 23: (a) Densidad bosónica ρB como función del potencial qúımico µB . La densidad fermiónica es

ρF = 1 (medio llenado) e interacción fermión-fermión UFF = 3.5. Dos diferentes valores de interacción bosón-

fermión, a saber: UBF = 1 (punto negros) y UBF = 6 (cuadros rojos), para los cuales hay ausencia o presencia

de fases incompresibles respectivamente. Recuadro: Potencial qúımico como función del tamaño del sistema

para una densidad bosónica ρB = 1/2. La gráfica superior (conjunto de datos en azul) corresponde a la enerǵıa

de excitación de una part́ıcula y la inferior (conjunto de datos en verde) corresponde a la enerǵıa de excitación

del hueco. La extrapolación en el ĺımite termodinámico se realiza por medio de un polinomio de segundo orden

e indica que el gap de carga es finito, y se representa en la gráfica por medio de diamantes de color purpura.

(b) Diagrama de fases en el plano µB − UBF , para UFF = 3.5 y densidad fermiónica ρF = 1. El diagrama de

fases muestra la fase superfluida (blanco) y la fase aislante para ρB = 1/2 (amarillo) que aparece a partir de

un valor cŕıtico U∗BF . La linea vertical discontinua corresponde a la curva de la figura (a) (cuadros rojos). Las

ĺıneas son únicamente una ayuda visual.

La gráfica 23(a) muestra la densidad bosónica como función del potencial qúımico para un
término de acoplamiento entre part́ıculas de diferente especie UBF = 1 (punto negros) y
UBF = 6 (cuadros rojos). Para UBF = 1, se observa un incremento monótono en la densidad
bosónica como función del potencial qúımico, indicando que las excitaciones bosónicas se
producen sin un gasto de enerǵıa. Para el caso UBF = 6 se observa la aparición de una fase
aislante, cuando la densidad bosónica es ρB = 1/2. Estos resultados sugieren la existencia
de un valor cŕıtico U∗BF del parámetro de acoplamiento entre bosones y fermiones, para el
cual aparece la fase aislante. El que esta fase aislante sobreviva en el ĺımite termodinámico,
indica que la enerǵıa de excitación de una part́ıcula µp = E

(
N↑, N↓, NB+1

)
−E

(
(N↑, N↓, NB

)
es diferente a la enerǵıa de excitación del hueco µh = E

(
N↑, N↓, NB

)
− E

(
N↑, N↓, NB − 1

)
,

estableciendose un gap que se define como:

4B = µp − µh. (45)

En el ĺımite termodinámico para el caso en estudio, existe un valor finito de 4B = 2.8 para
UBF = 6, como se observa en recuadro de la gráfica 23(a). Este gap representa el ancho del
plateau en la gráfica principal (figura 23(a)).

Estos resultados indican que cuando la densidad fermiónica es ρF = 1 y la densidad bosónica
es ρB = 1/2,se obtiene un único estado aislante que cumple con la relación ρB + 1

2ρF = 1,
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“HARD-CORE”

donde el número total de cargas no es conmesurable con la red. Este hallazgo es interesante
debido a que las fases aislantes de Mott surgen, cuando la suma entre la densidad bosónica
y fermiónica da como resultado un valor entero, ( ρB + ρF = ρ, ρ ∈ N) indicando de esta
manera que el número total de part́ıculas es conmesurable con el número de sitios de la red.

La gráfica 23(b) presenta el diagrama de fases en el plano µB − UBF . La curva superior µp
(inferior µh) representa la enerǵıa de excitación más baja desde el estado

∣∣N↑, N↓, NB

〉
al

estado
∣∣N↑, N↓, NB + 1

〉 (∣∣N↑, N↓, NB − 1
〉)

, para diferentes valores del acoplamiento UBF .

La diferencia entre la curva superior e inferior nos permite conocer la variación del ancho
del gap como función del parámetro de acoplamiento UBF y se construye al realizar varios
estudios de µB − ρB para diferentes valores de UBF como el de la figura 23(a), manteniendo
constante la densidad de fermiones y la interacción entre fermiones. Este diagrama de fases
establece que en el ĺımite termodinámico para el intervalo 0 ≤ U∗BF < 1.5, la enerǵıa requerida
para adicionar o extraer una part́ıcula del sistema es la misma y el estado base del sistema se
encuentra en el estado superfluido. Para UBF > 1.5 y densidad bosónica ρB = 1/2, el sistema
se encuentra en el estado aislante y el ancho del gap es función del parámetro UBF (área
amarilla).

Los estudios realizados indican que existe un valor cŕıtico U∗BF ≥ UBF a partir del cual
se producen los estados aislantes, y para UBF < U∗BF , el sistema se encuentra en un estado
superfluido. El valor cŕıtico U∗BF es función del parámetro de interacción entre fermiones como
se ilustra por medio de la curva verde en la figura 24, que divide el diagrama de fases en una
región sin gap14 (región inferior) y una región con gap (región superior) que cumple con la
condición ρB + 1

2ρF = 1. En la figura 24, también se observa la aparición de la fase aislante
aun cuando no hay interacción entre los fermiones UFF = 0.

14Un estado sin gap es aquel estado en el que el potencial qúımico es continuo, indicando que no es necesarrio
suministrar enerǵıa al sistema para agregar part́ıculas.
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Figura 24: Puntos cŕıticos U∗BF como función de UFF . La fase incompresible cumple con la relación ρB+ 1
2
ρF =

1. Recuadro: Perfil de densidad a lo largo de la red para las part́ıculas bosónicas (ćırculos rojos) y fermiónicas

(triángulos azules) para UBF = 5 (panel superior) y UBF = 9 (panel inferior). En ambos casos la interacción

entre fermiones es UFF = 3.5 y tB = tF = 1. Las ĺıneas son ayudas visuales.

El perfil de densidad del número de part́ıculas bosónicas y fermiónicas en la fase aislante, se
presenta en el recuadro de la figura 24. Para valores pequeños del parámetro de interacción
bosón-fermión, se observó que cada dos sitios hay un bosón extendido 15 y que las part́ıculas
fermiónicas ocupaban cada una un único lugar en la red, como se observa en el panel superior
para un parámetro de interacción UBF = 5 y en la figura 22 (a). Este resultado sugiere que
los fermiones que se encuentran en un estado de Mott, proporcionan un transfondo en el
cual se produce una transición de estado entre la fase superfluida y la fase aislante, que se
induce al variar el número de bosones. Una situación similar fue encontrada para una mezcla
Bose-Fermi en 3D, considerando la conmesurabilidad global de las densidades bosónicas y
fermiónicas. Para este sistema se reportó la transición de fase desde el estado superfluido al
estado aislante de Mott con un transfondo fermiónico en la fase CDW [62, 134].

El perfil de densidad en la fase aislante del recuadro de la figura 24 para valores pequeños
del parámetro de interacción bosón-fermión, permite explicar la aparición de la fase aislante
en UFF = 0, donde la interacción local entre bosones y fermiones es lo suficientemente fuerte
para crear cuasipart́ıculas pesadas que no decaen a pesar de su naturaleza repulsiva. Estas
cuasiparticulas se encuentran en una celda unitaria compuesta por dos sitios, cada uno con
un fermión y un bosón uniformemente distribuido. Esto ocurre porque la enerǵıa potencial
asociada es mayor que la enerǵıa cinética máxima para part́ıculas independientes, por lo que
la primera no puede convertirse en la segunda. Estos pares masivos repulsivamente unidos se
propagan muy lentamente a través de la red, lo que resulta en un estado aislante [149]. Expe-

15La función de onda bosónica se distribuye de forma uniforme en dos sitios consecutivos.

50
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“HARD-CORE”

rimentalmente se ha reportado la creación de cuasiparticulas conformadas por dos fermiones
y un boson (FFB) en un confinamiento de tipo armónico pero con interacción entre bosones y
fermiones de tipo atractivo [21]. Este resultado no ha sido reportado previamente en sistemas
Bose-Fermi con interacción repulsiva.

Para valores grandes de UBF los fermiones y los bosones ocupan lugares diferentes, haciendo
que la distribución de part́ıculas sea no homogénea, como se ilustra en el panel inferior del
recuadro de la figura 24, donde se consideró un parámetro de acoplamiento UBF = 9. Con
este valor se obtiene un aislante alternante, constituido por una celda unitaria compuesta por
dos sitios, uno de ellos ocupado por un bosón y el otro ocupado por aproximadamente dos
fermiones. En esta fase tanto la densidad de onda de carga (CDW) fermiónica como bosónica
es máxima, lo cual indica que los fermiones y los bosones se encuentran completamente loca-
lizados. La máxima ocupación fermiónica se debe a que sin importar el signo de la interacción
bosón-fermión en cada uno de lo sitios de la red, se induce una interacción de tipo atractiva
entre los fermiones siempre y cuando la interacción bosón-bosón sea de caracter repulsivo [93].
Un estado base similar al que se encuentra en este trabajo, se reportó con una celda unitaria
compuesta por dos sitios de la red, para una mezcla de fermiones con esṕın polarizado y bo-
sones sin esṕın considerando una densidad de medio llenado para ambos tipos de cargas [30].
La fase CDW y la transición de fase entre SDW a CDW ha sido reportada por medio de la
aproximación de bosonización [56].

Estos resultados permiten concluir que en el lóbulo aislante se produce una transición de
fase cuántica que depende del parámetro de interacción entre fermiones y cuya determinación
precisa es una de las perspectivas de esta tesis. Gráficamente este comportamiento se puede
observar en la figura25

Figura 25: En la gráfica se observa que las cargas bosónicas (azul) se alternan con las cargas fermiónicas

(rojo), es decir, donde hay fermiones no hay bosones y visceversa. Este comportamiento da origen a una fase

CDW bosónica que coexiste con una fase CDW fermiónica.

Los resultados anteriores indican que existe un estado aislante cuando la densidad fermiónica
es conmesurable con el tamaño de la red. Sin embargo ¿Sucede lo mismo si no se cumple dicha
condición? Para dar respuesta a esta pregunta, en la siguiente sección se procederá a estudiar
otros llenado fermiónicos.

5.2. Otros llenados

Luego de explorar la f́ısica para medio llenado fermiónico ρF = 1, se estudiará en la presente
sección lo que sucede con los diagramas de fases del sistema, al considerar diferentes densi-
dades fermiónicas. La primera densidad que se explorará es ρF = 1/2 y se considerará un
parámetro de interacción entre fermiones constante de UFF = 5. Nuevamente se determinará
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5. FERMIONES CON ESPÍN S = 1/2 Y BOSONES ESCALARES EN EL LÍMITE
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el comportamiento de la densidad bosónica como función del potencial qúımico, manteniendo
el parámetro de acoplamiento UBF constante, como se muestra en la figura 26.

Figura 26: (a) Densidad bosónica ρB como función del potencial qúımico µB . La densidad fermiónica se fija

en ρF = 1/2 y la interacción repulsiva entre fermiones es UFF = 5. Se consideran dos diferentes valores de

interacción bosón-fermión, a saber: UBF = 1 (puntos negros) y UBF = 8 (cuadrados rojos) para los cuales

hay ausencia o presencia de fases incompresibles respectivamente. Recuadro: Gap de carga como función del

tamaño del sistema para las densidades bosónicas ρB = 1/2 (naranja) y ρB = 3/4 (azul). Los valores para

1/L→ 0 (diamantes) corresponden a la extrapolación en el ĺımite termodinámico por medio de un polinomio de

segundo orden. (b) Diagrama de fases del estado base en el plano µB −UBF para un parámetro de interacción

entre fermiones fijo de UFF = 2 y densidad fermiónica de ρF = 1/2. Las áreas con color corresponden a

regiones incompresibles. La región en amarillo corresponde a la densidad bosónica ρB = 3/4 y la región azul es

para ρB = 1/2. Recuadro: Valor esperado del número de part́ıculas bosónicas (ćırculos rojos) y fermiónicas

(triángulos azules) a lo largo de la red. Se observa que el estado fundamental dentro del lóbulo amarillo ρB = 3/4

es una fase CDW. Los cálculos no mostrados presentan el mismo patrón de perfil de densidad, luego a diferencia

de la figura 24, no hay diferentes tipos de fases aislantes, sino que siempre se ve una CDW. Los perfiles de

densidad para ρB = 1/2 se presentan en la figura 27. Las ĺıneas son ayudas visuales.

En la gráfica 26(a), se observa un crecimiento continuo de la densidad bosónica cuando el
término de acoplamiento es UBF = 1 (puntos negros), lo cual indica que el estado base se
encuentra en una fase superfluida. Al incrementar el valor del acoplamiento a UBF = 8, el
sistema presenta un comportamiento bastante novedoso relacionado con la aparición de dos
fases aislantes (cuadros rojos), una para la densidad ρB = 1/2 y otra para ρB = 3/4. El
recuadro muestra la evolución del ancho de estas fases aislantes en función del inverso del
tamaño de la red, indicando que en el ĺımite termodinámico alcanzan un valor finito, de
4B = 2.4 para ρB = 1/2 y de 4B = 3.4 para ρB = 3/4.

El estado aislante que emerge para ρB = 1/2, manteniendo constante la densidad de fermiones
ρF = 1/2 satisface la relación ρB = 1−ρF e indica que el número total de cargas es conmesu-
rable con el tamaño de la red, dando origen a un estado de Mott mezclado donde la densidad
de los bosones y de los fermiones no son conmesurables. Una representación esquemática de
esta situación se presenta en la figura 22(b). Esta relación por separado se ha obtenido para
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estados aislantes de mezclas Bose-Fermi en diferentes contextos, por ejemplo anteriormente
en mezclas entre bosones y fermiones con esṕın polarizado [39]. La fase aislante que proviene
de ρB = 3/4 manteniendo constante ρF = 1/2, cumple con la relación ρB + 1

2ρF = 1 que se
vincula al aislante de Mott, ya discutido antes para el caso ρF = 1. Estas relaciones fueron ve-
rificadas para otras densidades fermiónicas (por ejemplo ρF = 1/3) y es una de las principales
conclusiones de este trabajo.

La presencia de dos fases aislantes en este llenado sugieren un diagrama de fases muy diverso,
como se muestra en la gráfica 26(b). Las regiones coloreadas indican los estados aislantes que
se encuentran para las densidades bosónicas ρB = 3/4 (lóbulo amarillo) y ρB = 1/2 (lóbulo
azul). El lóbulo para ρB = 1/2, muestra un crecimiento lento en la enerǵıa necesaria para
adicionar o extraer una part́ıcula bosónica del sistema, y su diferencia tiende a permanecer
constante para valores altos del parámetro UBF . Este comportamiento es diferente al que se
presenta para ρB = 3/4, en el cual la diferencia en las dos enerǵıas se incrementa con UBF .
Es importante mencionar que las regiones que rodean a cada uno de los lóbulos sugieren la
existencia de tres diferentes regiones superfluidas.

En el recuadro de la figura 26(b) se muestra el valor esperado del número de part́ıculas
bosónicas y fermiónicas a lo largo de la red para ρB = 3/4 (punto rojos y triángulos azules
respectivamente), para un parámetro de interacción entre fermiones de UFF = 2 y UBF = 9.
En esta fase, el estado fundamental es una modulación periódica de carga de dos sitios, es decir,
una onda de densidad de carga que permanece cualitativamente igual independientemente de
la interacción bosón-fermión.

Los estados aislantes de las figuras 23(b) y 26(b) para ρB = 3/4, cumplen con la relación
ρB + 1

2ρF = 1. Estos lóbulos presentan un incremento lento de la enerǵıa necesaria para
remover un bosón, la cual se satura al aumentar el parámetro de interacción entre part́ıculas de
diferente especie. Por el contrario, la enerǵıa necesaria para adicionar un bosón crece de forma
rápida con el parámetro de interacción bosón-fermión UBF . Por lo tanto las caracteŕısticas de
las fases aislantes de los lóbulos que cumplen con la relación ρB + ρF = 1 son diferentes si se
comparan con los que cumplen con la relación ρB + 1

2ρF = 1.

Los puntos cŕıticos U∗BF para el estado aislante cuando la densidad bosónica es ρB = 1/2, se
representan en la figura 27 por medio de cuadrados verdes para diferentes valores del parámetro
de interacción entre fermiones. La curva divide el diagrama de fases en dos regiones: la región
con color que indica un estado aislante y la región sin color que hace referencia a la región
superfluida. Es de resaltar que el estado aislante se presenta aún cuando la interacción entre
fermiones es cero y se necesita una enerǵıa de interacción aproximada de U∗BF ≈ 4.2 para
distribuir y localizar las cargas en los diferentes sitios de la red como se ilustra en el esquema
de la figura 22 (b). Esta enerǵıa es mayor que la requerida para inducir el estado aislante
para medio llenado fermiónico y ρB + 1

2ρF = 1 estudiado en la sección 4.1, debido a la mayor
cantidad de fermiones en ese caso (ver figura 24). La gráfica 27 también indica que debido a
la menor densidad de fermiones (ρF = 1/2), la enerǵıa de acoplamiento U∗BF para localizar
las part́ıculas es menor a medida que se incrementa la interacción UFF .
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Figura 27: Puntos cŕıticos como función de la interacción entre fermiones UFF para una densidad ρB = 1/2.

Los cuadrados separan la región superfluida de la región aislante. Recuadro: Dentro del lóbulo aislante (región

azul) se presenta una transición de fase que depende del parámetro de interacción bosón-fermión y que va desde

un estado base que se encuentra en una fase dimerizada entrecruzada para el caso UBF = 13 (panel superior) a

un estado de separación de fases para UBF = 16 (panel inferior) considerando fija la interacción entre fermiones

UFF = 2. Las ĺıneas son ayudas visuales.

La evolución de los puntos cŕıticos U∗BF , contrasta con los hallazgos para los lóbulos que
cumplieron la relación ρB + 1

2ρF = 1, donde dichos puntos cŕıticos aumentan con UFF . Este
fenómeno se debe a la baja densidad fermiónica que localiza a los bosones y los fermiones
en diferentes sitios, manteniendo el estado aislante cuando la interacción bosón-fermión es
débil y la interacción entre fermiones es finita. En los lóbulos aislantes, el número total de
portadores es siempre mayor que el tamaño de la red como se observó en la figura 24, realzando
la importancia de la interacción bosón-fermión.

La distribución de las part́ıculas bosónicas y fermiónicas en los lóbulos aislantes es diversa y se
puede atribuir principalmente a la interacción bosón-fermión, como se aprecia en el recuadro de
la figura 27, donde se mantiene fija la interacción fermión-fermión para una densidad bosónica
de ρB = 1/2 y se vaŕıa el parámetro de interacción bosón-fermión. En el panel superior del
recuadro se considera que UBF = 13, lo cual genera un estado base que se encuentra en
una fase dimerizada que se entrecruza debido a la baja densidad global de fermiones. En el
panel inferior del recuadro, se considera UBF = 16 y se observan regiones con un número
pequeño de cargas fermiónicas y ausencia de cargas bosónicas alternadas con regiones donde
la densidad de bosones es pequeña y hay ausencia de cargas fermiónicas. Esta distribución a
lo largo de la red corresponde a una separación de fases que ya ha sido reportada teóricamente
y recientemente observada en una mezcla Bose-Fermi constituida por isótopos de 41K −6 Li
[206].
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La caracterización del estado base para bosones y fermiones se complementa por medio de las
correlaciones densidad-densidad, que permiten obtener el factor de estructura para cada una
de las cargas definido como

SF,(B)(k) =
L∑

j,l=1

eik(j−l)
(〈

n
F,(B)
j n

F,(B)
l

〉
−
〈
n
F,(B)
j

〉〈
n
F,(B)
l

〉)
, (46)

donde k es el vector de onda en el espacio de momentos, 〈· · ·〉 ≡ 〈ψ0| · · · |ψ0〉, y |ψ0〉 es la
función de onda del estado base.

El factor de estructura para bosones y para fermiones exhibe un máximo alrededor de k/π ∼
0.54 para UBF = 13 y un crecimiento monótono para los fermiones en UBF = 19 con una
tendencia a saturar para los bosones, como se observa en la figura 28. Lo anterior nos permite
reforzar que existe una transición de fase al interior de la fase aislante.
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Figura 28: Factor de estructura para bosones (cuadrados rojos) en el ĺımite “soft-core” interactuando con

fermiones con dos grados de libertad (puntos negros). El cálculo se realiza para una red con L = 48 sitios.

Para densidades fermiónicas que se encuentran por encima del medio llenado los sistemas
compuestos por mezclas Bose-Fermi cumplen con la simetŕıa part́ıcula-hueco, por lo cual se
espera la aparición de regiones aislantes según las condiciones expuestas anteriormente. Por
ejemplo, para una densidad fermiónica de ρF = 3/4 se obtienen fases aislantes para densidades
bosónicas de ρB = 1/4 y ρB = 1/2.

5.3. Imbalance de masas

La posibilidad de realizar experimentalmente sistemas mezclados de bosones y fermiones con
diferentes átomos, implica que estos sistemas pueden estar compuestos por especies atómicas
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con diferentes masas y presentar fases cuánticas diferentes a las obtenidas cuando las masas
se encuentran balanceadas. Teóricamente los sistemas Bose-Fermi con diferentes masas, se
pueden estudiar haciendo que los hopping sean diferentes tB 6= tF . Para explorar como vaŕıa
el diagrama de fases de un sistema compuesto por bosones y fermiones con diferentes masas,
se considerará a continuación el caso para el cual tB = 5tF que se ha estudiado en otras
investigaciones experimentales [24], considerando los mismos parámetros del estudio realizado
para ρF = 1. El diagrama de fases en el plano µB − UBF para este sistema se presenta en la
figura 29(a).
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Figura 29: Diagrama de fases del potencial qúımico como función del parámetro de interacción bosón-fermión

para un imbalance en las masas de tB = 5tF . (a) Densidad fermiónica ρF = 1 y parámetro de interacción entre

fermiones UFF = 3.5. (b) Densidad fermiónica ρF = 1/2 y parámetro de interacción entre fermiones UFF = 2.

La fase superfluida es la región en blanco y la fase aislante para ρB + 1
2
ρF = 1 es la región con color. Las ĺıneas

son ayudas visuales.

Esta figura muestra como el lóbulo aislante cumple con la relación ρB + 1
2ρF = 1, presentando

un área mas angosta que la reportada en la gráfica de la figura 23(b); esto se debe principal-
mente a la mayor enerǵıa cinética de los bosones. Este comportamiento se mantiene cuando la
densidad de fermiones es de ρF = 1/2 como se observa en la figura 29(b). Sin embargo, para
este último caso, la fase aislante que surge para la relación de conmesurabilidad ρB + ρF = 1,
es decir, la fase aislante para ρB = 1/2 desaparece, debido a la menor densidad fermiónica.

5.4. Conclusiones

En este caṕıtulo se estudió el estado base de una mezcla entre fermiones con esṕın 1/2 y
bosones sin esṕın en el ĺımite “hard-core”, considerando diferentes densidades fermiónicas y
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variando los parámetros de interacción fermión-fermión y bosón-fermión para construir los
diferentes diagramas de fase.

Para el caso de medio llenado fermiónico (ρF = 1) se encontró un único estado aislante que
se presenta para ρB = 1/2 y cumple con la relación ρB + 1

2ρF = 1. Este estado se caracteriza
por una transición de fase que va desde un aislante de Mott con un fermión por sitio y un
bosón compartido por dos sitios a un estado aislante alternante donde cada celda unitaria se
encuentra constituida por dos sitios: uno con dos fermiones y el otro sitio con un bosón. Esta
transición se induce controlando el acoplamiento entre part́ıculas UBF .

A diferencia del caso anterior para otros llenados fermiónicos, los estados aislantes dependen
de la densidad fermiónica y surgen cuando la densidad bosónica cumple con las relaciones
ρB = 1− ρF y ρB + 1

2ρF = 1. El estado fundamental para cada uno de los casos es diferente.
Por ejemplo, para el caso en el que se considera un llenado fermiónico de ρF = 1/2 y una
densidad bosónica de ρB = 3/4, el estado base no se altera al variar el término de acoplamiento
UBF . Sin embargo, para el caso en el que la densidad bosónica es ρB = 1/2, se presenta una
transición de fase cuántica que va desde una onda de densidad de carga a una separación de
fases.

En esta sección también se encontró que los lóbulos aislantes surgen a partir de un valor
cŕıtico finito del término de acoplamiento U∗BF que depende del parámetro de interacción
entre fermiones y su evolución depende de si cumple o no con la relación ρB + 1

2ρF = 1.

Por último se estudió lo que suced́ıa con el sistema al considerar un imbalance en las masas. En
este caso se presenta una reducción en el ancho de los lóbulos que cumplen con la relación ρB+
1
2ρF = 1, mientras que los otros desaparećıan dependiendo de los parámetros de interacción.

La correspondencia entre entre los parámetros del modelo de Hubbard y los parámetros que

se controlan experimentalmente son: UBB = ERBaBBk
√

8
πη

3/4
B , UFF = ERF aFFk

√
8
πη

3/4
F y

UBF = ERF aBFk
4√
π

(
1 + mF

mB

)(
η
−1/2
F + η

−1/2
B

)−3/2
, donde k = π

a es el vector de onda del

campo láser, a denota el espaciamiento de la red, ERB(F ) = (π~)2
2a2mB(F )

es la enerǵıa de retroceso

bosónica (fermiónica) y ηB(F ) =
VB(F )

ER
B(F )

es la amplitud de la red en forma adimencional [93].

Experimentalmente las interacciones boson-boson y boson-fermion, se controlan variando la
profundidad de los patrones de interferncia de la red óptica, la longitud de onda del laser
y las longitudes de dispersión aBB y aBF que se pueden ajustar por medio de resonancia
Feshbach, por lo que es posible ajustar de forma razonable los parámetros a las escalas de
enerǵıa trabajadas en esta investigación. A lo largo de todo el estudio se considera que ambas
especies tienen aproximadamente la misma masa mB ≈ mF , por lo que tB = tF y permite
estudiar mezclas como 6Li −7 Li[14], 3He −4 He[15], 173Y b −174 Y b [21] y 40K −41 K[242].
Para el estudio particular se puede considerar la mezcla 170Y b−171 Y b.

En el siguiente caṕıtulo se estudiará un sistema unidimensional constituido por fermiones con
esṕın 1/2 que interactúan con bosones sin esṕın en el ĺımite “soft-core” donde se espera que la
f́ısica sea aún más rica. Se construirán los diagramas de fases a temperatura cero, considerando
interacciones intraespecies de tipo repulsivo e interespecies tanto atractivas como repulsivas.
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FERMIONES CON DOS GRADOS DE LIBERTAD INTERNOS Y BOSONES

ESCALARES EN EL ĹIMITE “SOFT-CORE”

En el caṕıtulo anterior se encontró que para un sistema conformado por fermiones
con esṕın 1/2 y bosones polarizados en el ĺımite hard-core, surgen dos tipos de fases
aislantes: fases aislantes de Mott mezcladas, que emergen cuando la densidad total
de part́ıculas es conmesurable con la red y fases aislantes que emergen para densida-
des no conmesuradas. También se logró establecer que estas fases cumplen con las
relaciones de conmesurabilidad ρB = 1− ρF y de inconmesurabilidad ρB = 1− 1

2ρF .
Pero, ¿Qué sucede con estas fases de compresibilidad cero, si ahora se considera más
de un bosón por sitio?

Luego de explorar las transiciones de fase para una mezcla entre bosones sin esṕın en el ĺımite
“hard-core” y fermiones con dos grados de libertad internos confinados en una red óptica
unidimensional, y de encontrar que las fases aislantes para este sistema se producen cuando
la densidad bosónica es ρB = 1−ρF y ρB = 1− 1

2ρF [152], se procederá a estudiar esta misma
configuración de part́ıculas, pero considerando ahora la posibilidad de encontrar más de un
bosón en el mismo sitio (ĺımite “soft-core”) como se observa esquemáticamente en la figura
30. Debido a la posibilidad de variar experimentalmente tanto la magnitud como el signo
de la interacción entre part́ıculas de diferentes especies, en esta investigación se consideran
interacciones tanto de tipo atractivo como de tipo repulsivo.

Figura 30: Representación esquemática del modelo Bose-Fermi Hubbard en el ĺımite soft-core. Los ćırculos

azules representan a los bosones sin esṕın y los ćırculos rojos representan a los fermiones con esṕın 1/2.

El estudio teórico de este sistema, se realizará por medio del modelo Bose-Fermi Hubbard
(ecuación (22)), sin considerar el término correspondiente al potencial de confinamiento ex-
terno

ĤBF =− tB
∑
〈i,j〉

(
b̂†i b̂j + h.c

)
+
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2

∑
i
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(
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∑
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n̂Bi n̂
F
i .

(47)

Para investigar este modelo se considera que el número máximo de bosones por sitio es nBmax =
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ESCALARES EN EL LÍMITE “SOFT-CORE”

3; de esta manera el espacio de Hilbert bosónico HB local tiene como base: |0〉, |1〉, |2〉 y |3〉 y
con una densidad que se encuentra en el intervalo 0 ≤ ρB ≤ 3. Es de resaltar el hecho de que
si bien la densidad máxima posible de bosones que se consideran en el estudio es ρB = 3, los
cálculos realizados no alcanzan este valor, pues se hace necesario considerar las fluctuaciones
cuánticas. Para el caso de los fermiones, los estados |0〉, | ↑〉, | ↓〉 y | ↑↓〉 forman una base para
el espacio de Hilbert correspondiente HF . La densidad de fermiones por sitio, se encuentra en
el intervalo 0 ≤ ρF ≤ 2.

Por medio del producto tensorial entre los espacios bosónicos y fermiónicos |NB〉 ⊗ |NF 〉 se
obtienen los siguientes estados para un sitio de la mezcla:

|NB〉 |NF
↑ 〉 |NF

↓ 〉 |NB, NF 〉
0 0 0 |0, 0〉
0 ↑ 0 |0, ↑〉
0 0 ↓ |0, ↓〉
0 ↑ ↓ |0, ↑↓〉
1 0 0 |1, 0〉
1 ↑ 0 |1, ↑〉
1 0 ↓ |1, ↓〉
1 ↑ ↓ |1, ↑↓〉
2 0 0 |2, 0〉
2 ↑ 0 |2, ↑〉
2 0 ↓ |2, ↓〉
2 ↑ ↓ |2, ↑↓〉
3 0 0 |3, 0〉
3 ↑ 0 |3, ↑〉
3 0 ↓ |3, ↓〉
3 ↑ ↓ |3, ↑↓〉

Cuadro 8: Espacio de Hilbert local para un sistema conformado por fermiones con dos grados de libertad

internos y bosones sin esṕın en el ĺımite soft-core HB ×HF = 16.

De esta manera el espacio tiene una dimensión d = 16, que es una base grande pero tratable. El
problema se aborda considerando que la escala de enerǵıa se fija en tF = 1 y se considera una
amplia gama de densidades bosónicas y fermiónicas. Una ilustración esquemática de algunos
estados base del sistema se presenta en la figura 31 para una red con ocho sitios.
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Figura 31: Posibles distribuciones de las part́ıculas para el estado base de una mezcla de bosones escalares

(azul) y fermiones con dos grados de libertad internos (verde). a. Coexistencia del estado base de Mott para

fermiones (ρF = 1) y bosones (ρB = 2), aqúı UBF ≥ 0. b. Estado aislante de Mott mezclado con ρF = 1/2 e

interacción de acoplamiento UBF de tipo repulsivo. c. Estado aislante no conmesurado con densidad fermiónica

ρF = 1 y densidad bosónica ρB = 1/2 para UBF ≤ 0. d. CDW con un bosón y un fermión cada dos sitios.

e. Estado aislante con doble periodicidad bosónica y fermiónica para interacciones repulsivas, considerando

ρF = 1 y ρB = 1. Cada sitio se representa por medio de los cuadros negros de la parte inferior.

La enerǵıa del estado base del sistema conformado por un número NB de bosones y NF =
N↑ + N↓ de fermiones, se expresa por medio de E(N↑, N↓, NB) y se obtiene a partir del
Hamiltoniano 20 por medio del algoritmo del grupo de renormalización de la matriz densidad,
considerando condiciones de frontera abiertas.

Experimentalmente es posible controlar las interacciones entre gases cuánticos degenerados
por medio de resonancia Feshbach [243], por esta razón se considerará en la siguientes dos
secciones el acoplamiento bosón-fermión tanto de tipo atractivo como de tipo repulsivo.

6.1. Acoplamiento bosón-fermión repulsivo (UBF > 0)

En esta sección se considerará que la interacción entre part́ıculas con diferente estad́ıstica es de
tipo repulsivo, se fija la densidad de fermiones en ρF = 1/2 y se vaŕıa la densidad de bosones
en el intervalo 0 ≤ ρB ≤ 3, considerando que las interacciones bosón-bosón y fermión-fermión
son de tipo repulsivo y sus valores son UBB = 16 y UFF = 6 respectivamente.

En la figura 32(a) se observa que para el parámetro de acoplamiento UBF = 1 (cuadrados
rojos), el potencial qúımico bosónico µB = E(N↑, N↓, NB + 1) − E(N↑, N↓, NB) crece de
forma continua, presentando mesetas (plateaus) cuando la densidad de bosones es entera.
Esta fenomenoloǵıa se debe principalmente a la baja interacción entre bosones y fermiones,
reproduciendo el comportamiento de sistemas conformados únicamente por bosones [150].
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Debido a este comportamiento, a estas fases se les denomina como fases aislantes triviales.

Figura 32: (a) Densidad bosónica como función del potencial qúımico. Recuadro Gap de carga como función

del tamaño del sistema para las densidades de ρB no triviales. La extrapolación en el ĺımite termodinámico se

realiza por medio de un polinomio de segundo orden e indica que el gap de carga es finito y se representa en la

gráfica por medio de diamantes de color purpura. (b) Diagrama de fases del estado base en el plano µB −UBF
para un parámetro de interacción entre fermiones fijo de UFF = 6 y densidad fermiónica de ρF = 1/2.

Al aumentar el parámetro de interacción bosón-fermión a UBF = 8 (ćırculos negros) se observa
que los estados aislantes triviales disminuyen su gap y surgen cuatro nuevos estados aislantes
(no triviales) en las densidades bosónicas ρB = 1/2, 3/4, 3/2 y ρB = 7/4. En el recuadro de la
figura 32(a) se muestra como estos estados aislantes se mantienen en el ĺımite termodinámico.

Los estados aislantes que se encuentran en las densidades ρB = 1/2 y ρB = 3/2, se relacionan
con el estado base para el cual la densidad total de part́ıculas (ρB+ρF ) es conmesurable con el
tamaño de la red. Por lo tanto estas fases aislantes corresponden a aislantes de Mott mezclados
que cumplen la relación ρB + ρF = n, donde n = 1 para el aislante ρB = 1/2 y n = 2 para
ρB = 3/2. Las fases aislantes no triviales que aparecen en las densidades ρB = 3/4 y ρB = 7/4
no cumplen la condición de conmesurabilidad y satisfacen la relación ρB + 1

2ρF = n donde
n = 1 para el en aislante ρB = 3/4 y n = 2 para el aislante en ρB = 7/4. La anterior discusión
y cálculos para otras densidades fermiónicas permiten concluir que este sistema tiene estados
aislantes triviales y estados aislantes no triviales, lo cual generaliza los resultados del modelo
“hard-core” [152].

Las propiedades f́ısicas de las fases aislantes dependen de las densidades bosónicas y fermió-
nicas al igual que de los parámetros de interacción, por lo cual existe un amplio rango de
parámetros para explorar el sistema. El diagrama de fases en el plano µB-UBF , se ilustra en la
figura 32(b) donde las regiones con color representan las fases aislantes, mientras que las áreas
en blanco corresponden a regiones sin gap (estados superfluidos). En esta figura se observa
que el gap de los lóbulos triviales disminuye a medida que el acoplamiento bosón-fermión
aumenta, alcanzando sus puntos cŕıticos en U∗BF ≈ 11.7 y U∗BF ≈ 11.3 para ρB = 1 y ρB = 2
respectivamente. Debido a la interacción fermión-fermión los lóbulos aislantes de Mott des-
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aparecen más rápidamente que lo predicho para una mezcla de bosones escalares y fermiones
polarizados U∗BF ≈ 2UBB [39]. Tanto en este último estudio como en nuestra investigación
en el ĺımite “hard-core” los lóbulos no triviales surgen desde un valor finito de la interacción
repulsiva entre bosones y fermiones, al igual que se evidencia en este caso que es más general.

Contrario al ĺımite “hard-core” (figura 26), los lóbulos aislantes de Mott triviales aparecen
primero que los lóbulos donde la densidad de part́ıculas no es conmesurada.Este comporta-
miento se debe a que se considera más de un bosón por sitio con una interacción mutua de
tipo repulsivo, además, la interacción entre bosones y fermiones es pequeña, lo cual hace que
las especies atómicas se comporten de forma casi independiente. Estos lóbulos tienden a satu-
rar en valores grandes del parámetro de acoplamiento bosón-fermión, lo cual indica que esta
caracteŕıstica no depende de la repulsión entre bosones. Los lóbulos no triviales que aparecen
para las densidades ρ = 1/2, 3/4, 3/2 y 7/4 tienen sus puntos cŕıticos en U∗BF ≈ 1.9, 2.5, 2.9, 3.9
respectivamente. La evolución de estos lóbulos es diferente a los del sistema“hard-core”, donde
el ancho siempre se incrementaba. Ahora se observa que para ρB = 3/4 el ancho satura para
valores grandes de UBF y se desvanece para ρB = 7/4, determinando un lóbulo cerrado en
el diagrama de fases. Se espera que entre los lóbulos aislantes se generen diferentes estados
superfluidos que marcará la rica f́ısica involucrada en el modelo descrito por el hamiltoniano
de la ecuación (47).

Experimentalmente también es posible fijar la densidad de bosones y variar la densidad de
fermiones [21]. Es por ello que como complemento a esta investigación se explorará la transición
desde el estado superfluido al estado aislante considerando una densidad bosónica fija en
ρB = 1/4 y se variará el número de fermiones. El potencial qúımico de los fermiones se define
como µF = E(N↑+1, N↓+1, NB)−E(N↑, N↓, NB) y la densidad fermiónica puede variar en el
intervalo 0 ≤ ρF ≤ 2 como se ilustra en la figura 33 (a). En esta figura, al igual que en la figura
32 (a), se observa que para el parámetro de interacción débil UBF = 1 el potencial qúımico
fermiónico presenta un salto cuando la densidad de fermiones es ρF = 1 (cuadrados rojos). El
resultado es cualitativamente muy similar al encontrado para un sistema con solo fermiones;
para interacciones débiles se recupera el comportamiento de los modelos independientes, que
es lo que uno intuitivamente espera.
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Figura 33: (a) Densidad fermiónica ρF como función del potencial qúımico µF para un llenado ρB = 1/4.

Recuadro Ancho del gap de carga como función del tamaño del sistema para las densidades de ρF no triviales.

(b) Diagrama de fases del estado base en el plano µF −UBF para un parámetro de interacción entre fermiones

fijo de UFF = 6, UBB = 16 y densidad bosónica de ρB = 1/4.

Al incrementar el acoplamiento repulsivo entre bosones y fermiones a UBF = 8 (puntos ne-
gros), la fase aislante trivial desaparece y da origen a tres fases aislantes no triviales, que
cumplen con las relaciones ρB + 1

2ρF = 1 y ρB + ρF = 1 encontradas en el caṕıtulo anterior y
reportadas en [152]. Estas fases aislantes se presentan en las densidades ρF = 3/4, ρF = 3/2 y
ρF = 7/4. El gap de carga para cada una de estas fases aislantes no triviales se presenta en el
recuadro de la figura 33 (a) como función del tamaño del sistema; en el ĺımite termodinámico,
obtenido por medio de extrapolaciones polinomiales de segundo orden, se observa que las fases
aislantes sobreviven. Los estados aislantes de Mott en las densidades ρF = 3/4 y ρF = 7/4
tienen un número total de part́ıculas igual y dos veces el tamaño de la red, respectivamente;
mientras que el lóbulo en ρF = 3/2 satisface la relación ρB + 1

2ρF = 1.

La figura 33 (b) ilustra el diagrama de fases en el plano µF − UBF para una densidad bosó-
nica fija de ρB = 1/4 e interacciones bosón-bosón y fermión-fermión de UBB = 16 y UFF = 6
respectivamente. Como en la figura 32(b), las regiones en blanco representan las fases super-
fluidas, mientras que las de color representan las fases aislantes. Al apagar el acoplamiento
bosón-fermión se observa la aparición de la fase aislante de Mott trivial, la cual se reduce a
medida que se incrementa el acoplamiento UBF y desaparece en U∗BF ≈ 7.8. Al incrementar
el acoplamiento bosón-fermión desde cero los lóbulos conmesurados no triviales surgen desde
U∗BF ≈ 1.4 y 0.7 para ρF = 3/4 y 7/4 respectivamente. La evolución de estos lóbulos es dife-
rente, pues el gap de carga para ρF = 3/4 satura para valores grandes del acoplamiento UBF ,
el gap de carga para ρF = 7/4 aumenta como función del potencial qúımico. La fase aislante
no conmesurada ρF = 3/2 surge desde U∗BF ≈ 2.1, crece monótonamente y tiende a saturarse
para valores grandes.
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6.2. Acoplamiento bosón-fermión atractivo (UBF < 0)

En la sección anterior se elaboraron diagramas de fases considerando que el término de aco-
plamiento bosón-fermión era de carácter repulsivo. Ahora la pregunta a responder es ¿Cómo
cambian los diagramas fases del mismo sistema si se consideran interacciones bosón-fermión
de tipo atractivo? Para dar respuesta a esta pregunta se usarán los mismos valores para los
parámetros de interacción bosón-bosón y fermión-fermión que se consideraron en la sección
anterior y se explorarán las transiciones de fase superfluido-aislante.

Al fijar la densidad fermiónica en ρF = 1/2 y variar la densidad de bosones en forma progresiva
en el intervalo 0 ≤ ρB ≤ 3 y considerando acoplamientos atractivos bosón-fermión UBF = −1
y UBF = −8, se obtiene la dependencia de la densidad bosónica ρB con el potencial qúımico
µB, como se ilustra en la figura 34(a). Al igual que en el caso repulsivo se observa que si el
acoplamiento es pequeño (UBF = −1), únicamente aparecen las fases aislantes triviales en
densidades ρB enteras. Cuando el acoplamiento es UBF = −8, la f́ısica del sistema se vuelve
más interesante y se confirma que entre los lóbulos triviales se crean dos estados aislantes
independientemente del signo de la interacción bosón-fermión, siendo este hecho una de las
conclusiones principales del presente estudio. Para el caso atractivo surgen dos fases aislantes
no triviales en las densidades ρB = 1/4 y ρB = 5/4 que se caracterizan porque el número
total de part́ıculas no es conmesurable con el tamaño de la red y cumplen con la relación
ρB − 1

2ρF = n, donde n toma los valore 0 y 1 respectivamente. Al comparar estos resultados
con los obtenidos en el caso repulsivo, se observa que también surgen estados aislantes para las
densidades ρB = 1/2 y ρB = 3/2, pero ahora su origen f́ısico es diferente. El gap de carga para
cada una de estas fases aislantes se presenta en el recuadro de la figura 34(a) como función
del tamaño del sistema.

Figura 34: (a) Densidad bosónica como función del potencial qúımico para un llenado ρF = 1/2. Recuadro

Gap de carga como función del tamaño del sistema para las diferentes densidades ρB . (b) Diagrama de fases

del estado base en el plano µB − UBF para un parámetro de interacción entre fermiones fijo de UFF = 6,

interacción bosón-bosón UBB = 16 y densidad fermiónica de ρF = 1/2.

Al fijar la densidad fermiónica en ρF = 1/3, se obtienen cuatro lóbulos no triviales que cumplen
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con las relaciones de no conmesurabilidad ρB− 1
2ρF = n y ρB−ρF = n que conducen a aislantes

en las densidades ρB = 1/6, 1/3, 7/6 y 4/3. Para el caso particular ρF = 1/2, se presentan los
lóbulos aislantes en ρB = 1/2 y 3/2, lo cual podŕıa sugerir que la red y el número total de
portadores están conmesurados. Sin embargo, debemos notar que para el caso de ρF = 1/3,
los estados aislantes que satisfacen la relación ρB − ρF = n, tienen un número total de cargas
que es inconmesurable con el tamaño de la red, por lo que nos encontramos con un nuevo caso
en el que la fase aislante, es no conmesurada.

En la figura 34(b) se presenta el diagrama de fases en el plano µB − UBF manteniendo
constante los parámetros ρF = 1/2, UBB = 16 y UFF = 6. Este diagrama de fases se obtuvo
replicando la gráfica 34(a), para otros valores negativos del acoplamiento bosón-fermión. Las
regiones en blanco corresponden a estados superfluidos que rodean las fases aislantes que se
encuentran en las regiones con color. La gráfica muestra, como a medida que se aumenta
la interacción atractiva UBF el gap de los lóbulos triviales se hace más angosto hasta que
desaparece para valores de U∗BF ≈ −11.7 y −12.6 para ρB = 1 y 2 respectivamente. Los
lóbulos no triviales surgen para un valor finito del acoplamiento bosón-fermión y su valor es
U∗BF ≈ −3.5,−1.7,−3.4 y −3.0 para las densidades ρB = 1/4, 1/2, 5/4 y 3/2 respectivamente.

En la figura 35 se muestra la evolución de la densidad de fermiones ρF como función del
potencial qúımico fermiónico µF , manteniendo fija la densidad de bosones en ρB = 1/4. Esta
figura corresponde a la versión atractiva de la figura 32(a) y como en el caso repulsivo, solo la
fase aislante de Mott emerge para valores pequeños del acoplamiento y disminuye a medida
que el ancho de los lóbulos no triviales que se presentan en las densidades ρF = 1/4, 1/2 y
5/4 aumenta. Estos resultados confirman que el acoplamiento bosón-fermión atractivo genera
fases aislantes diferentes que las que se presentan para el caso repulsivo. En el recuadro de la
figura 35 se presenta el ancho del gap de carga como función del tamaño del sistema para las
densidades ρF no triviales.
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Figura 35: Densidad fermiónica ρF como función del potencial qúımico µF para un llenado ρB = 1/4.

Recuadro. Gap de carga como función del tamaño del sistema para las diferentes densidades ρF .
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Este mismo procedimiento se realizó para las densidades ρF = 1/3 y ρF = 1/6 (no se muestran)
y se encontró que también es posible determinar las fases aislantes no triviales al considerar el
acoplamiento bosón-fermión atractivo, mediante las relaciones ρB − ρF = n+ 1 y ρB − 1

2ρF =
n+ 1 con n = 0,−1.

La posibilidad de variar experimentalmente las densidades tanto bosónicas como fermiónicas,
estimuló el estudio en este trabajo de un modelo en el cual se considera la densidad de
fermiones constante en ρF = 1 y un número variable de bosones, examinando los casos de
acoplamiento repulsivo y atractivo. Los resultados de este modelo se muestran en la figura 36.
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Figura 36: Densidad bosónica ρB como función del potencial qúımico µB para acoplamientos bosón-fermión

atractivo UBF = −10, repulsivo UBF = 10 y sin acoplamiento UBF = 0.

En medio llenado fermiónico sin bosones, aparece solo una fase aislante que corresponde al bien
conocido estado aislante de Mott, donde cada uno de los sitios es ocupado por un solo fermión
a lo largo de la red. Al adicionar bosones al sistema, pero sin considerar el acoplamiento entre
bosones y entre fermiones, se espera que los bosones hagan una transición desde el estado
superfluido hasta la fase aislante de Mott con un transfondo de Mott fermiónico, que toma
lugar cuando la densidad de bosones alcanza valores enteros. Esto establece en el sistema
la coexistencia de las fases aislantes de Mott bosónicas y fermiónicas como se observa en la
figura 36 para UBF = 0. Cuando se enciende el acoplamiento bosón-fermión se observa que los
lóbulos bosónicos triviales se contraen a medida que crece UBF . Por lo tanto el aislante de Mott
bosónico y fermiónico coexisten en el sistema para valores finitos de UBF . Independientemente
del signo de la interacción bosón-fermión, solo emerge un lóbulo no trivial entre los lóbulos
bosónicos triviales, es decir, en las densidades ρB = 1/2 y 3/2. Esto coincide con las relaciones
encontradas para los casos atractivos y repulsivos.

Cuando el parámetro de acoplamiento bosón-fermión es débil y considerando ρF = ρB = 1,
se encuentra una completa miscibilidad 16, en la que coexisten las fases aislantes de Mott

16Una fase miscible se caracteriza principalmente por un completo solapamiento de las densidades bosónicas
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bosónicas y fermiónicas con un bosón y un fermión por sitio, como se observa en la figura 37
para los casos atractivo y repulsivo. Esta fase se ha reportado tanto teórica [28, 56, 151] como
experimentalmente [174].
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Figura 37: Distribución de fermiones (ćırculos azules) y bosones (cuadrados rojos) en la red, considerando

acoplamiento bosón-fermión repulsivo (a) y atractivo (b). Los parámetros usados son: ρF = ρB = 1, UBB =

16, UFF = 6 y UBF = ±10. En ambos paneles se observa que el estado base corresponde a la coexistencia de

las fases aislantes de Mott bosónicas y fermiónicas. En ambas figuras las ĺıneas son ayudas visuales.

Al aumentar el acoplamiento UBF y considerando el caso repulsivo, los fermiones y los bosones
ocupan diferentes sitios a lo largo de la red, estableciéndose de esta manera una separación
de fases como se ilustra en la figura 38(a) para UBF = 20.

y fermiónicas [179]
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Figura 38: Distribución de fermiones (ćırculos azules) y bosones (cuadrados rojos) en la red, considerando

acoplamiento bosón-fermión repulsivo (a) y atractivo (b). Los parámetros usados son: ρF = ρB = 1, UBB =

16, UFF = 6 y UBF = ±20. En ambos paneles se observa que el estado base corresponde a una separación de

fase. En ambas figuras las ĺıneas son ayudas visuales.

Para el caso atractivo el estado base de la mezcla, presenta una transición desde el estado
aislante de Mott bosónico y fermiónico a un estado de separación de fases para valores grandes
del acoplamiento. Esta fase se caracteriza por dominios con o sin portadores como se observa
en la figura 38(b).

6.3. Conclusiones

En esta sección se estudió por medio del grupo de renormalización de la matriz densidad un
sistema conformado por fermiones con esṕın 1/2 que interactúan con bosones en el ĺımite
“soft-core”. Este estudio se realizó para un sistema unidimensional, considerando que en cada
uno de lo sitios la densidad bosónica se encuentra en el intervalo 0 ≤ ρB ≤ 3 y la densidad
de fermiones en el intervalo 0 ≤ ρF ≤ 2. Con estas consideraciones el espacio de Hilbert local
tiene una dimensión d = 16. Para tratar el problema con mayor profundidad se estudiaron los
casos de acoplamiento bosón-fermión atractivo UBF < 0 y repulsivo UBF > 0, considerando
diferentes densidades bosónicas y fermiónicas para construir los diagramas de fases.

Para el acoplamiento bosón-fermión de tipo repulsivo (UBF > 0) y con una densidad fija
de fermiones ρF , se encontró la dependencia de la densidad de bosones ρB con el potencial
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qúımico µB que mostró la aparición de dos fases aislantes no triviales que surgen entre las
fases aislantes de Mott triviales a medida que se incrementa desde cero el número de bosones.
Estos aislantes satisfacen las relaciones ρB+ρF = n y ρB+ 1

2ρF = n con n entero. Al aumentar
el acoplamiento bosón-fermión, las fases aislantes no triviales emergen a medida que las fases
aislantes de Mott desaparecen, estableciendo puntos cŕıticos para cada una de las fases. Estos
resultados generalizan los hallazgos previos para átomos polarizados y mezclas de fermiones
con dos grados de libertad y bosones escalares en el ĺımite “hard-core”.

Con la expectativa acerca de cómo se veŕıan los resultados anteriores cuando variara la can-
tidad de fermiones, fijamos la densidad bosónica y encontramos el aislante trivial de Mott y
tres aislantes no triviales que cumpĺıan con las relaciones dadas anteriormente.

Para el acoplamiento bosón-fermión de tipo atractivo (UBF < 0) y manteniendo fija la densi-
dad de fermiones, se encontraron fases aislantes para densidades bosónicas enteras y fraccio-
narias, donde la última puede o no ser conmesurada con el tamaño de la red, estableciendo de
esta manera una diferencia con el caso repulsivo. Por lo tanto las relaciones que determinan los
estados aislantes no triviales para el acoplamiento repulsivo son diferentes al caso “hard-core”
y cumplen con las relaciones ρB − ρF = n− 1 y ρB − 1

2ρF = n− 1 con n = 0,±1.

En esta sección también se encontró que para un acoplamiento bosón-fermión finito coexisten
los estados aislantes de Mott bosónicos y fermiónicos en el sistema.

En la siguiente caṕıtulo se estudiará un sistema unidimensional, constituido por fermiones
con esṕın 1/2 que interactúan con bosones sin esṕın en el ĺımite “soft-core” y que se encuentra
confinado en un potencial armónico. Se construirán los perfiles de densidad a temperatura
cero, considerando interacciones de tipo repulsivo.
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MEZCLA DE BOSONES Y FERMIONES CONFINADOS EN UN POTENCIAL

ARMÓNICO

Luego de explorar y caracterizar las fases aislantes que surgen de una mezlca Bose-
Fermi confinada en una red óptica unidimensional, es necesario considerar, que in-
trinsecamente estas mezclas en los montajes experimentales se encuentran confina-
das en potenciales armónicos, es por ello que vale la pena preguntarse, ¿Qué sucede
con un sistema conformado por fermiones con dos grados de libertad internos que
interactuan con bosones escalares en el ĺımite soft-core, cuando la mezcla se confina
en un potencial de tipo arrmónico?

En los caṕıtulos anteriores se estudiaron las mezclas Bose-Fermi compuestas por fermiones
con dos grados de libertad internos y bosones sin esṕın modelados en los ĺımites “hard-core”
y “soft-core”. Como principales resultados se encontraron y determinaron las condiciones que
se deben cumplir para el surgimiento de nuevas fases aislantes y se caracterizaron las transi-
ciones superfluido-aislante que se presentan en estos sistemas, considerando que el potencial
de confinamiento externo es uniforme (y tomado como cero). Sin embargo, experimentalmen-
te los átomos experimentan un potencial de confinamiento adicional al potencial de la red
óptica, por lo cuál, la pregunta a resolver ahora es, ¿Qué sucede experimentalmente con los
montajes de mezclas Bose-Fermi confinadas en una pequeña región del espacio? Esta pregunta
resulta relevante puesto que para disminuir la velocidad y por tanto la temperatura de un
gas de átomos, es necesario confinar el sistema. Para dar respuesta a esta pregunta, prime-
ro se revisaran por separado los gases cuánticos degenerados compuestos por bosones y por
fermiones confinados en trampas armónicas, para al final abordar el problema de las mezclas
Bose-Fermi.

Uno de los confinamientos más sencillos que se ha estudiado ampliamente por la posibilidad
de realizarlo experimentalmente corresponde a trampas armónicas, debido a que cualquier
potencial puede aproximarse a un oscilador armónico en un mı́nimo local [153] y a que co-
mo consecuencia del confinamiento, las diferentes fases de los sistemas de muchos cuerpos
coexisten al interior de la trampa [21].

Intŕınsecamente los gases cuánticos son no homogéneos debido al potencial de confinamiento
externo adicional, que generalmente es aproximadamente armónico para trampas dipolares,
pero también es posible diseñar sistemas cuasi homogéneos [165]. Los sistemas atrapados en
trampas armónicas presentan estados aislantes que se caracterizan por surgir en densidades en-
teras y por pequeñas fluctuaciones en el número átomos. Estos estados aislantes se encuentran
rodeados por regiones espaciales donde las fluctuaciones en el número de part́ıculas es alto y
las densidades no son enteras, es decir, regiones en estados superfluidos. Este comportamiento
se ha observado experimentalmente [154, 155].

Existen algunas diferencias entre los sistemas que se confinan en potenciales armónicos y los
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modelos homogéneos. Por ejemplo, los sistemas atrapados armónicamente no presentan gap, ni
siquiera en el dominio de Mott [156], debido a que este estado coexiste con la fase superfluida.
Otra de las diferencias se presenta en la visibilidad de los patrones de interferencia, que se
producen por la distribución de densidad de los gases bosónicos, luego de una expansión libre
[157]. Esto se debe a que en los sistemas homogéneos, la visibilidad de la interferencia es
función monótona de la razón entre los elementos de la matriz de tunelamiento t y la enerǵıa
de interacción en cada uno de los sitios de la red U (t/U), en el modelo confinado se encuentran
tanto cambios repentinos de la pendiente como un comportamiento no monótono, debido a
las correlaciones entre dominios superfluidos desconectados.

Los estudios teóricos usados en la investigación de las part́ıculas bosónicas confinadas en
potenciales armónicos, han reportado la transición de fase desde el aislante de Mott al estado
superfluido y una fase en la cual la densidad local de bosones cambia de sitio en sitio [21].
También se ha reportado la coexistencia de diferentes regiones con densidad entera y no entera
[160] y se ha encontrado que los estados aislantes surgen para densidades globales menores
que las reportadas para los sistemas homogéneos; estos estados se pueden manipular mediante
los diferentes parámetros del sistema [161, 162, 163, 164]. Como resultado se forman regiones
en el espacio con diferentes fases, por ejemplo, fases tipo ĺıquido de Fermi, fases aislantes de
banda y fases aislantes de Mott, lo que conduce a perfiles de densidad con una estructura
conocidas como “wedding cake” [166]. Un ejemplo experimental de este tipo de estructuras se
ilustra en la figura 39, donde se observa la transición desde el estado metálico al aislante de
Mott al variar la interacción fermión-fermión.
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Figura 39: Imágenes experimentales de isótopos fermiónicos de 6Li confinados en una red cuadrada. Cada

una de las imágenes muestra cambios drásticos en la distribución de ocupación al incrementar la interacción

entre fermiones UFF (en la gráfica U) en la razón U/8t̄, manteniendo constante el número de átomos. En la

expresión anterior t̄ representa la enerǵıa de salto promedio de los fermiones tf . La primera fila son las imágenes

experimentales, mientras que la tercera fila son los perfiles de densidad para los parámetros experimentales.

Para U/8t̄ = 1.1 se observa un comportamiento metálico donde hay una gran variación de la ocupación en

cada uno de los sitios. En U/8t̄ = 2.5, se observa la coexistencia entre las fases metálicas y aislantes de banda

en los extremos y en el centro del potencial. Cuando U/8t̄ = 3.8, se observa la estructura “wedding cake” en la

cual coexisten las fases metálica, aislante de Mott y en los extremos del potencial con un número de ocupación

igual cero la fase aislante de banda. Para interacciones fuertes U/8t̄ = 15.37 se observa una fase aislante de

Mott. Figura tomada de [166].

Uno de los fenómenos que no se pueden observar en los confinamientos de tipo armónico y que
se presentan en trampas anarmónicas, es la resonancia inducida por confinamiento (RIC), que
se presenta para sistemas en bajas dimensiones y que puede entenderse como un tipo novedoso
de resonancia Feshbach [165]. Las trampas anarmónicas presentan mezclas no lineales, que son
análogas a los efectos de frecuencias mezcladas encontradas en óptica no lineal, proporcionando
nuevas oportunidades para el estudio en f́ısica atómica, fotónica y acústica [167].

Teóricamente se ha propuesto confinar las part́ıculas en un potencial no homogéneo, conocido
como confinamiento no diagonal. Para este sistema el parámetro de tunelamiento t no es
constante y se anula en los extremos del sistema, haciendo que los términos del Hamiltoniano
que se encuentran fuera de la diagonal no sean constantes a lo largo de la red.

72



7. MEZCLA DE BOSONES Y FERMIONES CONFINADOS EN UN POTENCIAL
ARMÓNICO

7.1. Mezclas Bose-Fermi en potenciales armónicos

Las mezclas Bose-Fermi confinadas en potenciales armónicos tuvieron su origen cuando se in-
tentó confinar y enfriar gases fermiónicos mediante la técnica de enfriamiento evaporativo, que
resultó ineficiente debido al principio de exclusión de Pauli. La solución a este inconveniente
se logró mediante la técnica de enfriamiento simpático, que utiliza mezclas Bose-Fermi confi-
nadas en potenciales armónicos. En esta técnica se disminuye la temperatura de los fermiones
por medio de enfriamiento evaporativo y luego se enfŕıan aún más por contacto térmico con
el gas de bosones que se encuentra en el estado condensado [14, 169, 170].

Dentro de las mezclas Bose-Fermi confinadas en potenciales armónicos que se han reportado
experimentalmente se encuentran: mezclas entre isótopos bosónicos de 87Rb con átomos fer-
miónicos de 40K [171, 172], mezclas entre isótopos fermiónicos de 173Y b e isótopos bosónicos
de 174Y b considerando el acoplamiento bosón-fermión de tipo repulsivo, mezclas entre isóto-
pos fermiónicos de 173Y b con isótopos bosónicos de 170Y b para interacción bosón-fermión de
tipo atractivo [21], 7Li−6 Li [170], 39K −40 K y 41K −40 K [173]. Uno de los resultados más
interesantes que se han encontrado con mezclas entre átomos bosónicos de 41K e isótopos
fermiónicos de 6Li, es la separación de fases. Este fenómeno se presenta en la figura 40(a),
por medio de los perfiles de densidad para la mezcla, considerando diferentes valores del po-
tencial de acoplamiento bosón-fermión. En la figura 40(b) se observa una pequeña cáıda en el
perfil de densidad de la columna radial de la nube fermiónica, indicando una reducción de la
superposición entre los fermiones y los bosones.

Figura 40: Surgimiento de la separación de fases en mezclas con confinamiento armónico. (a). Representación

esquemática de los perfiles de densidad bosónico (magenta) y fermiónico (azul) para diferentes valores de

acoplamiento bosón-fermión. En I se observa que para un parámetro de interacción pequeño hay una completa

superposición de los perfiles de densidad de las dos especies. Al aumentar el parámetro de interacción (II), la

densidad de los fermiones en el centro de la trampa disminuye y con esto la superposición entre las especies.

Para una interacción fuerte (III), los bosones permanecen en el centro del potencial, mientras que los fermiones

se ubican en la periferia del potencial de confinamiento. (b). Resultados experimentales de la densidad de

columna normalizada. Figura tomada de [174].

Los estudios teóricos para sistemas unidimensionales conformados por bosones y fermiones
sin esṕın con masas aproximadamente iguales, han encontrando que al disminuir el potencial
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de confinamiento los bosones se expanden, mientras que los fermiones tienden a ubicarse en
los extremos del potencial o exhiben un comportamiento delocalizado en toda la red [179].

Considerando los anteriores resultados, se procederá en este caṕıtulo a extender los estudios
de las mezclas Bose-Fermi confinadas en potenciales armónicos, investigando una mezcla de
fermiones con dos grados de libertad internos17 que interactúan con bosones escalares en el
ĺımite “soft-core”. Una representación del modelo se ilustra en la figura 41.

Figura 41: Modelo del Hamiltoniano Bose-Fermi-Hubbard para el caso confinado, considerando dos grados

de libertad internos fermiónicos (circulos rojos) y bosones (circulos magenta) en el ĺımite “soft-core”. Los

parámetros de interacción bosón-bosón, fermión-fermión y bosón-fermión se representan en la figura por medio

de UBB , UFF y UBF respectivamente. W representa la profundidad del pozo de confinamiento.

Para llevar acabo este estudio se incluye en el Hamiltoniano de Bose-Fermi-Hubbard (ecuación
(22)) un término de confinamiento externo igual para bosones y para fermiones, y que se

expresa de la forma W
∑

i

(
i − L

2

)2
n̂Bi y W

∑
i,σ

(
i − L

2

)2
n̂Fi,σ respectivamente, donde W es

la amplitud de la trampa. De esta manera se obtiene

ĤBF =− tB
∑
〈i,j〉

(
b̂†i b̂j + h.c

)
+
UBB

2

∑
i

n̂Bi (n̂Bi − 1)− tF
∑
〈i,j〉σ

(
f̂ †i,σf̂j,σ + h.c

)
+
UFF

2

∑
i,σ 6=σ′

n̂Fi,σn̂
F
i,σ′ +W

∑
i,σ

(
i− L

2

)2(
n̂Bi + n̂Fi,σ

)
+ UBF

∑
i

n̂Bi n̂
F
i .

(48)

En la investigación de este modelo se considera que el número máximo de bosones escalares
por sitio es nBmax = 3 e interactuan con fermiones con dos grados de libertad internos, por

17Debido a que se están considerando part́ıculas fermiónicas, cuyo esṕın es semientero s = 1/2, 3/2, 5/2... ,
es posible considerar 2, 4, 6... grados de libertad internos [240] respectivamente.
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lo que la densidad de fermiones por sitio se encuentra en el intervalo 0 ≤ ρF ≤ 2. Debido
a la posbilidad experimental de confinar gases cuánticos en potenciales armónicos con hasta
un centenar de sitios, se consderará que el sistema en estudio se encuentra confinado en un
potencial armónico con L = 60 sitios.

Para caracterizar el estado base del sistema se utilizarán cantidades locales como el número
local de bosones (fermiones)

〈
n̂
B(F )
i

〉
=
〈∑

σ n̂
B(F )
i,σ

〉
, y el número total de átomos por sitio

〈n̂Ti 〉 = 〈n̂Bi +
∑

σ n̂
F
i,σ〉. El estado base del sistema se caracterizará por medio de la compresibi-

lidad local para bosones (fermiones) κ
B(F )
i = ∂ρ

B(F )
i /∂µ

B(F )
i . En las regiones donde κ

B(F )
i = 0,

el estado base del sistema se encuentra en una fase aislante de banda; en las regiones donde
la compresibilidad es constante y diferente de cero, el estado base es un aislante de Mott, y
si la compresibilidad fluctúa fuertemente de sitio en sitio, el estado base se encuentra en una
fase superfluida. Esta cantidad se puede medir experimentalmente midiendo la respuesta del
sistema a un cambio en el confinamiento externo [241].

7.2. Efecto de la amplitud de la trampa.

La exploración del estado base del sistema en estudio, se realiza inicialmente considerando
interacciones inter e intra especies de carácter repulsivo (UBB = 8, UFF = 6 y UBF = 4),
fijando la densidad global de bosones ρB y de fermiones ρF en el sistema y variando la
amplitud de la trampa. Debido a que se está trabajando con un confinamiento armónico,
únicamente se debe considerar el conjunto de parámetros que confinen a todas las part́ıculas.
Los resultados para esta exploración se presentan en la figura 42.
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Figura 42: Distribución de part́ıculas bosónicas y fermiónicas a lo largo de la red para diferentes potenciales

de confinamiento. (a) W = 0.01 y (b) W = 0.03. En este modelo se consideran interacciones repulsivas

UBB = 8, UFF = 6 y UBF = 4, con densidades globales ρF = ρB = 1/2. El número local de bosones (fermiones)〈
n
B,(F )
i

〉
se representa por medio de cuadrados rojos (punto negros). La compresibilidad local para bosones

(fermiones) κ
B,(F )
i se representa por medio de triángulos azules (diamantes verdes).
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Al considerar el conjunto de parámetros antes escogido para un potencial de confinamiento
de W = 0.01, figura 42(a), se encuentra que la ocupación de los bosones y de los fermiones

entre los sitios 0 . i . 4 (54 . i . 60 ) en los extremos de la red es cero
(〈
n
B,(F )
i

〉
= 0

)
, al

igual que la compresibilidad bosónica y fermiónica κ
B,(F )
i = 0. Esto indica que las part́ıculas

se encuentran confinadas dentro del pozo y que en los extremos del potencial existe una región
aislante de banda bosónica y fermiónica. Al movernos desde los extremos de la cadena al centro
de la trampa, se observa que el número de ocupación bosónico y fermiónico se incrementa desde
cero a partir de i ≈ 4, exhibiendo un incremento monótono cerca al centro de la trampa como
se espera para un potencial armónico. También se observa que la compresibilidad pasa de ser

constante (κ
B,(F )
i = 0 ) en los extremos de la red, a ser variable, indicando que el estado base

del sistema se encuentra en un estado superfluido. Este comportamiento también se evidencia

con un número de ocupación
(〈
n
B,(F )
i

〉)
variable de ambas especies en cada sitio. Como

conclusión para este valor del potencial de confinamiento, se encuentra que el estado base
se encuentra compuesto por una coexistencia de regiones aislantes de banda sin part́ıculas y
regiones superfluidas bosónicas y fermiónicas en el centro de la cadena.

Cuando la profundidad del pozo de confinamiento tiene un valor de W = 0.03, se observa
en los extremos de la cadena un incremento del aislante de banda, pues este pasa de estar
entre los sitios 0 . i . 4 a estar entre 0 . i . 12, lo cual indica un mayor confinamiento del
sistema como se evidencia en la figura 42(b). Luego de esta región el número de ocupación
bosónico y fermiónico nuevamente se incrementa monótonamente entre los sitios 12 . i . 21 y

κ
B,(F )
i es variable en cada uno de los sitios, indicando de esta manera una región superfluida.

Alrededor del centro de la trampa la ocupación bosónica y fermiónica es de un portador

por sitio
〈
n
B,(F )
i

〉
= 1, lo cual corresponde a un dominio en el que coexisten las regiones

aislantes de Mott bosónica y fermiónica. La región aislante de Mott se verifica por medio de

la compresibilidad de cada una de las especies κ
B,(F )
i , las cuales exhiben un comportamiento

constante y diferente de cero.

Como conclusión para este valor existe una coexistencia de estados aislantes de banda en
los extremos de la cadena, estados superfluidos y aislantes de Mott para ambos portadores
en el centro del potencial de confinamiento. Para valores superiores de W , las part́ıculas se
mantienen confinadas y se destruye el estado aislante de Mott. El estado base se constituye por
la coexistencia de estados aislantes de banda y estados superfluidos. La variación del potencial
de confinamiento W , hace que el estado base experimente diferentes cambios de estado. Uno
de los resultados más relevantes que se han encontrado en este estudio es la coexistencia de
aislantes de Mott bosónicos y fermiónicos en el centro de la trampa, que ya se ha encontrado
en el caso homogéneo.

7.3. Efecto del cambio en el número de bosones y de fermiones

En el estudio anterior se encontró que cuando la profundidad del pozo de confinamiento es
de W = 0.03, surge un estado particular en el que coexiste un aislante de Mott bosónico
y un aislante de Mott fermiónico en el centro de la trampa. El siguiente paso es conocer
cómo la variación de los diferentes parámetros alteran este estado particular. La primera
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consideración es variar el número de bosones manteniendo fijas las interacciones en UBF = 4,
UBB = 8 y UFF = 6 y la densidad global fermiónica ρF = 1/2 (NF = 30). En la figura 43(a)
se observa que cuando la densidad de bosones es ρB = 1 (NB = 60) y debido al acoplamiento
bosón-fermión, los bosones tienden a ocupar una mayor región en la trampa. También se
evidencia que en los extremos del potencial, los fermiones tienden a estar más confinados que
los bosones, exhibiendo un aislante de banda que se extiende desde 0 . i . 12, mientras que
el aislante de banda bosónico se extiende entre 0 . i . 7. Este comportamiento da origen a
una separación de fases entre los sitios 7 . i . 12, donde no se tienen fermiones pero si un
número de ocupación bosónico variable. Para esta densidad bosónica se manifiesta una región
aislante de Mott fermiónica, pero debido a la competencia entre el potencial de confinamiento
y el acoplamiento bosón-fermión, para el sistema es energéticamente más favorable tener una
alta ocupación de bosones en el centro de la trampa, destruyendo la posibilidad de tener un
aislante de Mott bosónico.
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Figura 43: Distribución de part́ıculas bosónicas y fermiónicas a lo largo de la red para un potencial de

confinamiento W = 0.03, manteniendo constante las interacciones en UBB = 8, UFF = 6 y UBF = 4. (a)

ρF = 1/2 y ρB = 1. (b) ρF = 1 y ρB = 1/2. El número local de bosones (fermiones)
〈
n
B,(F )
i

〉
se representa

por medio de cuadrados rojos (punto negros). La compresibilidad local para bosones (fermiones) κ
B,(F )
i se

representa por medio de triángulos azules (diamantes verdes).

Para una densidad global de fermiones ρF = 1 y ρB = 1/2, se observa que en el centro de la
cadena se genera un aislante de banda fermiónico que se caracteriza por tener dos part́ıculas
por sitio

〈
nFi
〉

= 2 y una compresibilidad constante e igual a cero κFi = 0, que coexiste con
un aislante de Mott bosónico con una part́ıcula por sitio

〈
nBi
〉

= 1 y una compresibilidad
constante y diferente de cero κBi 6= 0 como se ilustra en la figura 43 (b). En esta figura se
hace evidente una región de separación de fases entre los sitios 8 . i . 12, la cual es diferente
del caso anterior, permitiendo evidenciar la riqueza de estados que pueden surgir al variar las
densidades. Para este caso no hay bosones y el número de ocupación fermiónico es diferente
de cero.
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7.4. Efecto del cambio en los parámetros de interacción

Para entender el efecto de las interacciones, en esta sección se fijaran las densidades bosónicas
y fermiónicas en ρF = ρB = 1/2 al igual que la profundidad del pozo de confinamiento en W =
0.03. En la figura 44(a) se mantienen constantes las interacciones UBB = 8 y UFF = 6 y se fija
el acoplamiento bosón-fermión en UBF = 7.9. Para este conjunto de parámetros se encuentra,
que en los extremos de la trampa existe un mayor confinamiento de los fermiones con respecto
a los bosones, lo cual da lugar a una completa separación de fases entre los sitios 10 . i . 19,
donde los fermiones se encuentran en un aislante de banda, mientras que los bosones se
encuentran en un estado superfluido. Este estado es nuevo en el presente estudio, pues no
se hab́ıa encontrado en las anteriores exploraciones. En el centro de la trampa se establece
una separación de fases, que a diferencia de la anterior se caracteriza por dos fermiones en
cada sitio

〈
nFi
〉

= 2 y cero bosones
〈
nBi
〉

= 0. Las compresibilidades bosónicas y fermiónicas

en esta región se hacen cero κ
B,(F )
i = 0, indicando que tanto los bosones como los fermiones

se encuentran en un estado aislante de banda. Concluimos que al incrementar la interacción
boson-fermión se destruye la coexistencia de aislantes de Mott bosonico y fermionico (ver
figura 42(b)), y se generan nuevos estados.
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Figura 44: Distribución de part́ıculas bosónicas y fermiónicas a lo largo de la red para diferentes parámetros

de acoplamiento repulsivo fijando las densidades en ρB = ρF = 1/2 y la profundidad del pozo en W = 0.03.

(a). UBB = 8, UFF = 6 y UBF = 7.9. (b). UBB = 8, UBF = 4 y UFF = 4. (c). UBB = 6, UFF = 6 y UBF = 4. El

número local de bosones (fermiones)
〈
n
B,(F )
i

〉
se representa por medio de cuadrados rojos (punto negros). La

compresibilidad local para bosones (fermiones) κ
B,(F )
i se representa por medio de triángulos azules (diamantes

verdes).
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Ahora se quiere explorar lo que sucede con el sistema cuando la interacción fermión-fermión
toma el valor UFF = 6 manteniendo constantes las interacciones UBB = 8 y UBF = 4 como
se observa en la figura 44(b). Al igual que en la figura 42(b), tanto el número de ocupación
como la compresibilidad bosónica y fermiónica son cero en los extremos de la trampa (entre
0 . i . 12), indicando que ambas especies se encuentran en una región aislante de banda.
Entre los sitios 12 . i . 23 el número de ocupación bosón fermión crece de forma monótona
y la compresibilidad es variable, lo cual caracteriza a las fases superfluidas. La ocupación de
fermiones en el centro de la trampa disminuye, lo que conlleva a un aumento de la ocupación
bosónica en esta región y da origen a una coexistencia entre una región superfluida fermiónica
y un dominio aislante de Mott con una ocupación de un bosón por sitio en el centro de la
trampa, destruyendose la coexistencia entre el aislante de Mott bosónico y fermiónico en el
centro de la trampa. Debido a que los bosones se acumulan en esta región y a la interacción
repulsiva bosón-fermión y bosón-bosón, éstos tienden a ocupar una mayor región al interior
del potencial.

Por último se explorarán los cambios en el sistema al variar la interacción bosón-bosón dejan-
do constantes todos los otros parámetros (figura 44(c)). Para UBB = 6 se observa que en los
extremos de la trampa, entre 0 . i . 12 ambas especies se encuentran en una fase aislante de
banda. Entre 12 . i . 23 tanto bosones como fermiones se encuentran en un dominio super-
fluido y en el centro de la cadena la ocupación promedio de los fermiones es uno, presentando
una compresibilidad constante, lo cual establece la presencia de una región aislante de Mott
fermiónica que coexiste con una dominio superfluido bosónica con una ocupación mayor que
uno.

Al comparar los resultados obtenidos en la figura 44 con los resultados de la figura 42(b),
se observa que al variar la interacción bosón-fermión de UBF = 4 a UBF = 6, los fermiones
pasan de un estado aislante de Mott a un aislante de banda, destruyendo el aislante de Mott
bosónico y también el fermiónico, haciendo que los bosones se localizen en los extremos del
potencial en un estado superfluido. Para el caso del cambio en la interacción entre fermiones
desde UFF = 6 a UFF = 4, se observa que debido a la menor interacción entre fermiones,
estos tienden permanecer en un estado superfluido en el centro de la trampa, mientras que
se mantiene el estado aislante de Mott bosónico. Al variar la interacción entre bosones desde
UBB = 8 a UBB = 6, los fermiones tienden a permancer en el estado aislante de Mott y debido
a la menor interacción entre bosones, surge un estado superfluido para los bosones en el centro
de la trampa.

7.5. Conclusiones

En este caṕıtulo se estudió el estado base de un sistema constituido por fermiones con esṕın
1/2 que interactúan con bosones escalares en el ĺımite “soft-core”. Esta mezcla se encuentra
confinada en un potencial armónico unidimensional igual para bosones y fermiones. Se consi-
deró una cadena de L = 60 sitios y que en cada sitio hay máximo tres bosones y dos fermiones
con diferente esṕın, por lo que el espacio de Hilbert de un sitio tiene una dimensión d = 16
como se ilustra en el cuadro 8 del caṕıtulo 6. En este estudio se variaron los parámetros de
interacción, la densidad de part́ıculas de cada una de las especies y el potencial de confina-
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miento. Se encontró que el estado fundamental se encuentra compuesto por la coexistencia
de estados aislantes de banda, regiones de separación de fases, coexistencia de aislantes de
Mott bosónicos y fermiónicos, regiones donde coexisten fases aislantes de Mott de una especie
con estados superfluidos del otro portador. También se puede concluir que la coexistencia de
aislantes de Mott bosónicos y fermiónicos alrededor del centro de la trampa, se puede obtener
al variar los diferentes parámetros del sistema. Por último se observó la generación de diversos
tipos de separación de fases donde la ocupación de bosones era cero y en otros que la ocupa-
ción de fermiones era cero. Esto permite concluir que este confinamiento presenta regiones de
no miscibilidad.

Los resultados presentados en este caṕıtulo son debidos a una pequeña exploración del modelo
en cuestión, que puede ser ampliada a diversos conjuntos de parámetros, con lo que se espera
una f́ısica más rica e interesante.

Es importante tener en cuenta que los parámetros del modelo de Hubbard UBB, UFF , UBF , tB
y tF , pueden ser controlados experimentalmente [93], por ejemplo, las interacciones boson-
boson y boson-fermion, se controlan variando la profundidad de los patrones de interferencia
de la red óptica, la longitud de onda del laser y las longitudes de dispersión aBB y aBF , que
a su vez se pueden ajustar por medio de resonancia Feshbach. La realción entre las masas
de las diferentes especies, se puede ajustar variando la profundidad de la red, lo que permite
tener control sobre el hopping tB y tF . Debido a esto es posible ajustar de forma razonable
los parámetros a las escalas de enerǵıa trabajadas en esta investigación, considerando por
ejemplo sistemas conformados por isótopos bosónicos y fermiónicos con masas similares, como
por ejemplo: 6Li−7 Li[14], 3He−4 He[15], 173Y b−174 Y b [21] y 40K −41 K[242].

Para el caso de las mezclas Bose-Fermi conformadas por 173Y b−174Y b se consideran longitudes
de dispersión aFF = 10.55nm, aBB = 5.55nm y una longitud de dispersión aBF = 7.34nm
con una constante de red de 266nm [21].
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Las realizaciones experimentales con mezclas Bose-Fermi han permitido observar transiciones
de fase bosónicas y fermiónicas desde el estado superfluido a la fase aislante de Mott [33, 36,
37, 38, 59]. También han permitido generar part́ıculas compuestas, separación de fases [21] e
investigar las longitudes de dispersión elástica usando isótopos de 173Y b y 7Li [23].

Motivados por las investigaciones experimentales y los estudios teóricos previos, se estudió
en este trabajo mediante el Hamiltoniano de Bose-Fermi-Hubbard (HBFH), un modelo que
considera únicamente dos grados de libertad internos para fermiones, que interactuan con
bosones escalares considerando el ĺımite “hard-core” y “soft-core”. Como parte del estudio
también se consideró que el sistema con bosones en el ĺımite “soft-core” puede ser confinado
en un potencial armónico. La solución aproximada para el HBFH se encontró mediante la
técnica del grupo de renormalización de la matriz densidad.

Los hallazgos en los modelos investigados en este trabajo son:

1. Mezcla entre fermiones con esṕın 1/2 y bosones en el ĺımite“hard-core”. Considerando di-
ferentes densidades fermiónicas y variando los parámetros de interacción fermión-fermión
y bosón-fermión se determinó lo siguiente:

a) En medio llenado fermiónico (ρF = 1) se halló un único estado aislante que cumple
con la relación ρB = 1− 1

2ρF y presenta una transición de fase que es función del
acoplamiento entre part́ıculas UBF . La transición se da desde un aislante de Mott
con un fermión por sitio y un bosón compartido por dos sitios, a un estado aislante
de banda intercalado, donde cada celda unitaria se encuentra constituida por dos
sitios: uno con dos fermiones y el otro sitio con un bosón.

b) Para 1/4 de llenado fermiónico (ρF = 1/2) se encontraron dos estados aislantes, que
cumplen con las relaciones ρB = 1− 1

2ρF y ρB = 1−ρF . Cada una de las relaciones
se caracteriza por un estado base, que para el caso de ρF = 1/2 y ρB = 3/4 se
mantiene cualitativamente constante al variar el término de acoplamiento UBF . Sin
embargo, pero para valores inferiores a ρB = 1/2, se presenta una transición de
fase cuántica desde una onda de densidad de carga a una separación de fases.

c) Los lóbulos aislantes surgen a partir de un valor cŕıtico finito del término de aco-
plamiento U∗BF y depende del parámetro de interacción entre fermiones.

d) Al considerar que la masa de los bosones y de los fermiones es diferente, se observó
una reducción en el ancho de los lóbulos que cumpĺıan con la relación ρB+ 1

2ρF = 1,
mientras que los otros desaparećıan dependiendo de la magnitud de los parámetros
de interacción.

2. Para el sistema conformado por fermiones con esṕın 1/2 y bosones en el ĺımite“soft-core”
se estudiaron los casos de acoplamiento bosón-fermión atractivo UBF < 0 y repulsivo
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UBF > 0, considerando diferentes densidades bosónicas y fermiónicas. Este modelo
permitió encontrar lo siguiente:

a) Para el caso repulsivo (UBF > 0) y fijando la densidad de fermiones, se encontró
la dependencia de la densidad de bosones con el potencial qúımico, mostrando dos
fases aislantes no triviales que surgen entre las fases aislantes de Mott a medida
que se incrementa desde cero el número de bosones. Al considerar el mismo modelo
pero fijando la densidad de bosones y variando el número de fermiones, se encontró
el aislante trivial de Mott y tres aislantes no triviales. Todas las fases aislantes
satisfacen las relaciones ρB + ρF = n y ρB + 1

2ρF = n.

b) Para el acoplamiento bosón-fermión de tipo atractivo (UBF < 0) con una densi-
dad establecida, se encontraron fases aislantes para densidades bosónicas enteras
y fraccionarias, donde las últimas no son conmesuradas con el tamaño de la red.
Esto establece una diferencia con el caso repulsivo.

c) Como resultados generales de este modelo se encontró, que para un acoplamiento
bosón-fermión finito coexisten los estados aislantes de Mott bosónicos y fermióni-
cos. Otro de los resultados interesantes es que independientemente del signo de la
interacción bosón-fermión, surgen dos estados aislantes entre los lóbulos triviales.

3. Al confinar el modelo “soft-core” en un potencial armónico se encontró lo siguiente para
diferentes conjuntos de parámetros:

a) El estado fundamental se encuentra compuesto por la coexistencia de estados ais-
lantes de banda, regiones de separación de fases, coexistencia de aislantes de Mott
bosónicos y fermiónicos, y regiones donde coexisten fases aislantes de Mott de una
especie con un estado superfluido del otro portador.

b) Es posible obtener fases donde coexisten aislantes de Mott bosónicos y fermiónicos
alrededor del centro de la trampa, al variar los diferentes parámetros del sistema.

c) La generación de diversos tipos de separación de fases caracterizada por una ocu-
pación de bosones igual a cero o casos en los que la ocupación de fermiones es cero,
permite concluir que este confinamiento presenta regiones de no miscibilidad.

8.1. Perspectivas

Dentro de las perspectivas de este trabajo, se puede considerar los siguientes caminos de
investigación:

1. Un estudio más amplio para el modelo en el que se considera que los bosones y los
fermiones tienen diferentes masas, puede realizarse considerando parámetros de hopping
diferentes a los usados en esta investigación.

2. Para extender el presente estudio, es posible considerar un sistema con más grados de
libertad, por ejemplo, una mezcla en la que los bosones tengan uno o dos grados de
libertad internos e interactuen con fermiones con esṕın un medio s = 1/2. Este sistema
puede mostrar una f́ısica más rica e interesante.
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3. Un estudio más amplio e interesante puede presentarse al explorar sistemas en los que
el confinamiento armónico para bosones y fermiones sea diferente [142]. Este mismo
sistema se puede ampliar considerando diferentes las masas de cada una de las especies.

4. El estudio del estado de una mezcla Bose-Fermi considerando temperatura finita puede
presentar un diagrama de fase enormemente rico y diverso [22, 23].
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