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Resumen

Las mezclas de particulas que satisfacen diferentes estadisticas han sucitado gran interes
tanto tedrico como experimental en la tultimas decadas, debido a la posibilidad de confinar y
manipular gases cuanticos en redes épticas a bajas temperaturas.

En este trabajo se estudia el estado fundamental de un sistema unidimensional, conformado
por fermiones con espin 1/2 que interactuan con bosones escalares, por medio del Hamiltoniano
Bose-Fermi-Hubbard; este Hamiltoniano no tiene solucién exacta, por lo que se hace uso de
la técnica conocida como grupo de renormalizacién de la matriz densidad.

En esta investigacion se encontrd, que ademads de los estados aislantes relacionados con ca-
da uno de los portadores y considerando una interacciéon de tipo repulsivo entre bosones y
fermiones, surgen dos fases aislantes debidas a la mezcla Bose-Fermi. Uno de estos estados
emerge, cuando la densidad total de particulas es conmesurable con el nimero de sitios de la
red y cumple con la relacién pp + pp = n (n = 1,2); este estado se denomina estado aislante
de Mott mezclado. Los otros estados aislantes surgen, cuando la densidad total de particulas
no es conmesurable, cumplen con la relacién pp + %pF =n (n =1,2) y se ubican entre los
estados aislantes de Mott triviales. Al considerar que la interaccién bosén-fermién es de tipo
atractivo, se encontraron estados aislantes no conmesurados que cumplen con las relaciones
pB—pF:nypB—%pF:nconnzo,:lzl.

Teniendo en cuenta los diferentes resultados experimentales, en este trabajo también se consi-
derd el efecto de un potencial de confinamiento de tipo arménico sobre la mezcla de Bose-Fermi
y se encontré un estado fundamental caracterizado por la coexistencia de regiones aislantes y
regiones superfluidas. En particular se encontré la coexistencia de un aislante de Mott boséni-
co y fermidnico en el centro del potencial de confinamiento. También se encontraron estados
con diferentes configuraciones de separacién de fase.

Los modelos que se estudiaron, pueden ser realizados con las técnicas actuales de atrapamiento
y confinamiento de atomos ultrafrios en redes opticas y se espera que este trabajo estimule
nuevas investigaciones.
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INTRODUCCION

Uno de los estados de la materia que resulta ser de gran importancia en la fisica de la materia
condensada, fisica atémica, astrofisica, fisica nuclear y la fisica de particulas elementales [1],
es el estado conocido como condensacién de Bose-Einstein (CBE). La CBE es un fenémeno
cuantico con manifestaciones a escalas macroscépicas que depende principalmente de la esta-
distica de las particulas, y tuvo su origen en el ano de 1924 cuando Satyendra Nath Bose buscé
un nuevo método para derivar la ley de Planck, que describe la radiacion electromagnética
emitida por un cuerpo negro que se encuentra en equilibrio térmico. Un ano mas tarde, Eins-
tein encontré que el método de Bose no solamente describe la radiacion del cuerpo negro, sino
que también se puede usar para tratar un gas compuesto por particulas bosénicas idénticas
no interactuantes y en equilibrio térmico.

La prediccién teérica del CBE gener6 gran interés académico y debié esperar cerca de 70
afios para su realizacién en el laboratorio. En 1995 usando isétopos de 87Rb, el grupo de
Eric A. Cornell y Carl E. Wieman de la Universidad de Colorado (EE. UU.) logré el CBE
[2], y de forma independiente Wolfgang Ketterle del Massachusetts Institute of Technology
(MIT) condensé vapores alcalinos de 22 Na [1]. La realizacién experimental del CBE fue un
gran logro para la fisica, por lo que los tres investigadores obtuvieron el premio Nobel de
fisica en 2001. Luego de la primera realizaciéon experimental del CBE, se han condensado
diferentes is6topos, moléculas e incluso fotones [3], ademas ha sido posible observar los CBE
a temperatura ambiente [4].

Los CBE se han utilizado para estudiar diferentes transiciones de fase cuanticas [5] y otros fe-
némenos cudnticos bésicos [6, 7]. Estos fendmenos se pueden investigar al confinar los 4tomos
ultrafrios en redes épticas, donde es posible controlar la geometria del potencial de confina-
miento, la temperatura y las interacciones entre las particulas que constituyen el sistema. Este
alto grado de control permite diseniar y probar con precisiéon una gran variedad de sistemas
cudnticos de muchos cuerpos [8]. Uno de los fendmenos més importantes que se han inves-
tigado en estos sistemas es la transicion de fase que va desde el estado superfluido a la fase
aislante de Mott, predicha en 1998 por D. Jaksch et al. [6] y observada experimentalmente
por M. Greiner et al. [38] en un sistema conformado por dtomos de 57 Rb.

La versatilidad de los CBE permite ir mas alld de los estudios en fisica fundamental, pues
se han propuesto para realizar aplicaciones en: Procesamiento de informacién cuantica [9],
interferometria de precisién [10], estudio de gases cudnticos en efectos de microgravedad [11]
y medicién de precisién mediante el desarrollo de detectores més sensibles [12]. En este ultimo
los CBE se han aplicado en la produccién de relojes atémicos, ya que permiten superar el
limite de Ramsey mediante la técnica conocida como interferometria atémica no lineal.

De forma simultanea al desarrollo teérico y experimental de los CBE, se ha llevado acabo el
estudio de los gases cudnticos a bajas temperaturas conformados por particulas fermiénicas.
Estos sistemas son particularmente adecuados para la simulacion de sistemas del estado sélido,
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porque obedecen la estadistica de Fermi-Dirac, lo que les permite imitar directamente el
comportamiento de los electrones en un sélido. La primera realizacién experimental de un gas
degenerado conformado por fermiones se realizé en 1997 usando dtomos alcalinos de “°K[13].
Luego de esta realizacién se han logrado gases degenerados con 6Li [14] 3He [15], '™3Yb [16],
87Sr [17], 11 Dy [18], 7 Er [19], %3Cr [20]

Gracias a estos avances ha sido posible obtener mezclas de gases cudnticos degenerados
compuestos por isétopos bosénicos y fermidnicos del mismo atomo y de atomos diferentes
[21, 22, 23, 24, 25, 26]. Inicialmente estas mezclas se propusieron para enfriar fermiones por
medio de la técnica conocida como enfriamiento simpético [27] y han encontrado aplicaciones
en el estudio de la fisica de muchos cuerpos, sistemas fuertemente correlacionados [28], en el
estudio de la transicién BCS en los gases atémicos de Fermi [29] e investigacién de sistemas
fisicos sin andlogo en la fisica del estado sélido [30].

La primera propuesta para la realizacion experimental de las mezclas entre bosones y fermiones
se remonta a los afios 70, donde se investigé un sistema conformado por isétopos bosdnicos
de *He, interactuando con isétopos fermiénicos de *He [31]. Dicho sistema atin no se ha
realizado experimentalmente, debido a que la miscibilidad del 3He en *He es muy pequeiia
y la temperatura necesaria para que los fermiones alcancen la superfluidez es muy baja para
conseguirla con las técnicas existentes [32]. Sin embargo, gracias a los avances en las técnicas
para enfriar y confinar dtomos ultrafrios, se han logrado estudiar experimentalmente gases
cudnticos degenerados conformados por dtomos metaestables de 3He-*He [15].

Algunas de las mezclas Bose-Fermi que se han logrado experimentalmente son: 13Yb -1y
y 18Yb -1 vp [21] 13Yb -7 Li [23], YK —23 Na [24], 1™Yb -6 Li [32], 8" Rb —4° K [33],
TLi—SLi [34], TLi—1™Y'b [35]. Estos sistemas exhiben una gran variedad de fenémenos fisicos
interesantes que se deben principalmente al tipo de llenado con el cual se configura el sistema,
a las interacciones que se presentan entre particulas de la misma especie y al parametro
de acoplamiento entre particulas con diferente estadistica. Algunos de los fenémenos que
presentan estos sistemas son: transiciones de fase desde el estado superfluido bosoénico a la
fase aislante de Mott [33, 36, 37, 38|, diferentes estados superfluidos, onda de densidad de
carga (CDW), onda de densidad de espin (SDW), separacién de fase, cristales de Wigner y
diferentes transiciones de fases cudnticas [39, 40, 41, 42, 43, 44].

Desde el punto de vista tedrico, la fenomenologia presentada por las mezclas Bose-Fermi se
ha estudiado por medio del modelo Bose-Fermi Hubbard [28, 39, 29, 45] a través de diferen-
tes técnicas como: teoria de campo medio [28], el formalismo del liquido de Luttinger [46],
aproximacién de la matriz T [47], el ansatz de Bethe [48, 49], métodos numéricos como la
simulacién cuéntica de Monte Carlo [50, 51, 52, 53, 54], expansiones de acoplamiento fuerte
[29] y bosonizacién [39, 55]. Estas aproximaciones han considerando:

1. Modelos en los cuales tanto los bosones como los fermiones no tienen espin. Este modelo
es uno de los modelos més sencillos en el estudio de las mezclas Bose-Fermi y ha sido
objeto de amplios estudios [33, 37, 52, 53, 54, 56, 57, 58, 59]. Este limite presenta
un diagrama de fases enormemente rico, con tipos novedosos de fases cuanticas como:
fases superfluidas [60], localizacién de bosones, liquido de Fermi, fases cuédnticas que
involucran fermiones compuestos [29, 61], estados superconductores de tipo s, p y d
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[62, 63, 64, 65] CDW, SDW [66, 67], separacién de fases y fase de liquido de Luttinger
[41, 68]. Ademds presenta la transicién de fase desde el estado aislante de Mott al estado
superfluido [39].

2. Modelos donde se consideran tunicamente los grados de libertad de uno de los porta-
dores. Este es un modelo ligeramente mas complejo que el anterior y dentro de las
realizaciones experimentales se han mezclado isétopos fermionicos de '™Yb cuyo espin
s =5/2 los cuales interactuan con isétopos bosonicos de 10y'h e 1Y'b con espin s = 0
[21] en un entorno determinado por un potencial de confinamiento de tipo arménico e
interacciones entre particulas de diferente especie tanto atractivas como repulsivas. En
esa investigacion se encontré que las fases aislantes se ven modificadas por el tipo de
interaccién (atractiva o repulsiva) entre particulas de diferente especie y el nimero de
atomos. Teoricamente este tipo de sistemas se ha estudiado por medio de aproximaciones
como la teoria de campo medio, bosonizaciéon y Monte Carlo cudntico reportando fases
como: (SDW), (CDW), cristal de Wigner !, polarén con apareamiento simple y triple
[28], transiciones de fase desde la fase aislante de Mott a la fase superfluida bosénica
[62] y fases superfluidas fermiénicas [69].

3. Modelos en los que se considera que tanto los bosones como los fermiones tienen espin
[25, 27].

Los modelos anteriormente descritos han permitido comprender parte de la interesante y muy
variada fenomenologia presentada por las mezclas Bose-Fermi, pero atin queda un amplio
camino por recorrer para comprender méas a fondo la fenomenologia presentada por estos
sistemas. Por ello es fundamental explorar méas a fondo estos sistemas, pues surgen algunos
interrogantes, por ejemplo:

1. ;Coémo seria el diagrama de fases para el estado base de una mezcla Bose-Fermi confinada
en una red éptica unidimensional en el limite “hard-core”’mas alla de la teoria de campo
medio?

2. ;Coémo seria el diagrama de fases para el estado base de una mezcla Bose-Fermi confinada
en una red Optica unidimensional en el limite “soft-core” mas alla de la teoria de campo
medio?

3. ;Qué tipo de fases cuanticas se pueden encontrar?
4. ;Cudles fases cuanticas se pueden encontrar si el sistema se confina en un potencial de

tipo arménico?

Para responder estas preguntas se usé la técnica del grupo de renormalizacién de la matriz
densidad (DMRG) [70, 71], considerando condiciones de frontera abiertas y truncando el
espacio de Hilbert por medio del protocolo de seleccién dinamica de los estados del bloque

!Esta fase se genera cuando a bajas densidades la energfa potencial domina a la energia cinética y los elec-
trones forman redes de cristales ctibicos centrados en el cuerpo para el caso de sistemas 3D y redes triangulares
en el caso 2D. Estos arreglos se producen para minimizar la energia potencial.
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(DBSS)[72]. Inicialmente se estudia un sistema simple y poco explorado, que permita conocer
el comportamiento de estas mezclas con pocos grados de libertad en cada uno de los sitios.
Para ello se considera maximo un bosén escalar por sitio (limite “hard-core”) que interactia
con fermiones con dos grados de libertad internos. Para este sistema se encontré que cuando
la razén entre el niimero total de fermiones y el niimero total de sitios de la red es 1 (medio
llenado fermiénico pp = 1), surge un tnico estado aislante cuando la razén entre el niimero
total de bosones y el niimero total de sitios es 1/2 (pp = 1/2). Esta nueva fase aislante, es no
conmesurada, debido a que la suma entre la densidad bosoénica y la densidad fermiénica da
como resultado una densidad total fraccionaria, por lo que se cumple la relacién pp + % pr = 1.

Levantando la restriccion de un bosén por sitio y considerando que en cada uno de los sitios
de la red pueden existir méximo tres bosones escalares (limite “soft-core”), se encontré que
al fijar la densidad de fermiones y variar el nimero de bosones, surgen fases aislantes que
se denominan en este trabajo como fases aislantes triviales. Estas fases emergen cuando el
parametro de interaccién boson-fermién es pequenio y para densidades bosonicas enteras,
reproduciendo cualitativamente los resultados del Hamiltoniano Bose-Hubbard. Al aumentar
la interaccién bosén-fermién, se encontré que adicional a las fases aislantes de Mott mezcladas
que satisfacen la relacién de conmesurabilidad pp+pr = n, surgen fases aislantes que cumplen
relaciones de inconmesurabilidad pg + 1pr =n (con n = 1,2).

Al considerar que el potencial entre las especies es de caracter atractivo, se encontré el sur-
gimiento de fases aislantes no conmesuradas que cumplen con las relaciones pp — pr =n 'y
pB — 3pp =n (conn =0,+£1).

Debido a la posibilidad experimental de generar confinamientos de tipo arménico con entre 60
y 100 sitios, se extendio atin més la investigacion, explorando el comportamiento de estas mez-
clas cuando se confinan en un potencial de tipo arménico y se encontré un estado fundamental
caracterizado por la coexistencia de regiones aislantes y regiones superfluidas. En particular
se encontré la coexistencia de un aislante de Mott bosénico y fermidnico en el centro del
potencial de confinamiento. También se encontraron regiones con diferentes configuraciones
de separacién de fase.

La relevancia en identificar y caracterizar las diferentes fases aislantes que se presentan en
las mezclas Bose-Fermi, se debe principalmente a las aplicaciones de las fases aislantes de
Mott en interruptores dpticos y térmicos [73], dispositivos termocrémicos [74], sensores de
gas [75] e incluso aplicaciones en celdas solares [76]. También es posible usar esta fase en el
procesamiento y almacenamiento de la informacién, usando los estados de espin como qubits
con largos periodos de decoherencia. Para hacer el registro cuantico con los qubits, usualmente
se implementan dos estados base de los atomos atrapados en la red, donde el estado aislante
de Mott con una particula por sitio corresponde al registro inicial [77, 78, 79].

La presente investigacion se encuentra organizada de la siguiente manera: en el capitulo 2 se
describe la fisica fundamental de los gases atomicos degenerados. En el capitulo 3 se describen
las mezclas confinadas en redes épticas por medio del Hamiltoniano de Bose-Fermi-Hubbard.
En el capitulo 4 se introduce la técnica del grupo de renormalizacion de la matriz densidad.
En el capitulo 5 se explora el estado base para un sistema conformado por bosones sin espin
interactuando con fermiones con dos grados de libertad internos en el limite “hard-core”. En el
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capitulo 6 se investiga lo que sucede con el mismo sistema pero considerando que los bosones
se encuentran en limite “soft-core” y por tltimo en el capitulo 7 se estudia el sistema confinado

en un potencial armonico.
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GASES ATOMICOS DEGENERADOS

2.1. Gases cuanticos de bosones

Una de las areas de investigacién dentro de la fisica atomica que concentra gran interés tanto
tedrico como experimental por sus aplicaciones en sistemas de la materia condensada, es la
de los gases cuanticos degenerados?, que se encuentran compuestos por particulas bosénicas,
fermidénicas o una mezcla de ambas.

Particula Espin Funcién de onda | Calor especifico C, para T — 0
Boson Entero Simétrica C, ~ T3/2
Fermion | Semientero Antisimetrica Cy~T

Cuadro 1: Algunas diferencias entre bosones y fermiones.

Los gases cudnticos a bajas temperaturas conformados por particulas con espin entero, cuya
funcién de onda es simétrica ante el intercambio espacial de un par de particulas (bosones),
presentan una transicion de fase termodindmica conocida como condensacién de Bose-Einstein
(CBE). La CBE es un fendmeno cudntico con manifestaciones a escalas macroscépicas que
depende principalmente de la estadistica de las particulas y no de las interacciones entre las
mismas. Este fenémeno tuvo su origen en el ano de 1924 cuando Satyendra Nath Bose buscé
un nuevo método para derivar la formula de Plank que describe la radiacién de cuerpo negro.
La idea de Bose consistié en considerar las ondas electromagnéticas del cuerpo negro como un
gas de particulas idénticas, con lo cual se develé el misterio del cuanto de luz introducido por
Planck en 1900 y utilizado por Einstein en la explicacién del efecto foto-eléctrico en 1905. En
1925, Einstein encontrd que el método de Bose no solamente describe la radiacion del cuerpo
negro, sino que también se puede usar para tratar un gas compuesto por particulas bosonicas
idénticas no interactuantes y en equilibrio térmico.

La condensacién de Bose-Einstein ocurre cuando los observables termodindmicos cambian de
forma abrupta3, al alcanzar una temperatura conocida como temperatura critica 7, que se

define como 2 ,
2 2/3
T.="" (5es) (1)

2.612

2Otras aplicaciones de los gases cudnticos se encuentran en: informacién cuéntica [9, 80], interferometria
[10], detectores ultrasensibles [12]

3Uno de los observables termodindmicos que cambia es la fugacidad z (2 = e*/*BT). En la transicién
termodinamica de un gas ideal, el valor de la fugacidad z se incrementa gradualmente hasta 1 y cuando se
alcanza este valor, el potencial quimico u se hace cero. Cuando esto sucede, el nimero de particulas en el estado
de menor energia aumenta de forma considerable, es decir, del niimero total de particulas N del sistema, una
cantidad macroscépica Ny (No es proporcional al volumen del sistema) ocupa un estado cudntico donde la
energia de una particula € es cero.

~ kpm
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donde m es la masa atémica de las particulas, n = N/v es el nimero de particulas por unidad
de volumen v (densidad de particulas), kp representa la constante de Boltzman y £ simboliza
la constante de Planck reducida. Cuando T' < T, el sistema se encuentra en una fase donde
coexisten en equilibrio una densidad de particulas que se encuentran en el estado de gas normal
n, v una densidad de particulas en el estado condensado ng, de manera que

n=ng+ Ny, (2)

donde la densidad de particulas en estado normal se define como

m 3/2
kBT) | 3)

M = 2,612 ( 572

La separacion de los dos tipos de particulas no es espacial sino que se da en el espacio de mo-
mentos, donde las particulas en el estado condensado ocupan un estado cuantico de momento
cero, mientras que las particulas en el estado normal tienen un momento finito. La fraccion
de particulas en el estado condensado se expresa como

- (;’;)3/2. (4)

De la expresion anterior se puede concluir que cuando T' — 0, ng — n, y la ocupacién
del estado fundamental se vuelve una cantidad macroscépica; a medida que la temperatura
se aproxima a la temperatura critica 0 < T < T, el cociente Tl aumenta, por lo cual la
densidad de particulas en el estado condensado ng decrece gradualmente y para temperaturas
superiores a la temperatura critica T' > T, se hace infinitesimalmente pequena comparada
con la densidad total. Este fenémeno que se presenta para las particulas bosénicas, se conoce
como condensacién de Bose-Einstein (CBE)? y se basa en la naturaleza ondulatoria de las
particulas, que se presenta a bajas temperaturas. Dicha naturaleza permite describir el sistema,
en términos de paquetes de onda, asociados a cada una de las particulas y cuya extension es del
orden de una longitud de onda térmica de De Broglie (la incertidumbre de posicién asociada

con la distribucién térmica del momento). Esta se define como

| 2mh?
)\ e _
B mkgT’ (5)

e indica el promedio de las longitudes de onda de las particulas que constituyen el gas, cuando
se encuentra a una temperatura 7. Esta relaciéon indica que a medida que la temperatura
disminuye, el tamano del paquete de onda aumenta. Cuando la longitud de onda térmica de
De Broglie es comparable a la separacién inter-atémica, los paquetes de onda se entrecruzan
con la onda asociada a la particula contigua, la velocidad de cada particula tiende a cero y
los paquetes de los distintos dtomos se mezclan, siguiendo el sistema una funciéon de onda
global. En este punto y atin antes de llegar a la transicién de fase, el sistema se encuentra en
un estado de coherencia cudntica macroscopica.

4Las ecuaciones del CBE se derivan en el ensamble gran canénino.
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Una representacién grafica del CBE se puede observar en la figura (1), donde se ilustra la
formacion del estado condensado, al aumentar la longitud de onda térmica de De Broglie
como respuesta a la disminucién de la temperatura.

a) H}Il“h}sl':%%lz
NSy M [T Nz

Figura 1: Formacién de un CBE. a) A altas temperaturas la interaccién entre las particulas del gas es débil

v la longitud de onda de De Broglie es més pequena que la distancia d de separacién entre particulas, como se
observa en la figura. b) Cuando la temperatura desciende, la longitud de onda de De Broglie aumenta su tamafio
de forma Agp oc T~ 1/2. ¢) Cuando T = T¢ la distancia de separacién entre las particulas d es comparable a la
longitud de onda térmica de De Broglie, Aqp = d. A esta temperatura se encuentran particulas en el estado
normal (nube térmica) y particulas en el estado condensado. d) Cuando la temperatura es cercana a cero, la

nube térmica desaparece dando lugar a un CBE puro (figura tomada de [81]).

Los estudios experimentales relacionados con gases cuanticos diluidos presentaron avances
a partir de 1970, debido al perfeccionamiento en los mecanismos para enfriar y confinar en
redes magneto-6pticas este tipo de sistemas. Uno de los primeros candidatos para la realizacién
experimental del CBE fue el d&tomo de hidrégeno con espin polarizado, debido principalmente
a que por su masa ligera, produciria una longitud de onda térmica de De Broglie grande,
como se establece en la ecuacién (5). A pesar de esto no fue posible condensar este tipo
de adtomos, debido a que la temperatura para la condensaciéon es muy baja y no se podia
alcanzar con las técnicas existentes. Ademds, para evitar que el gas se adhiera a las paredes o
se recombinara en helio, era necesario aumentar la presién y esto hacia que la densidad del gas
aumentara. A pesar de los intentos fallidos, se desarrollaron nuevas técnicas de enfriamiento y
montajes experimentales que ampliaron los conocimientos en gases cuénticos y abrieron nuevas
sendas para que otros grupos, como el liderado por Thomas Greytak y Daniel Kleppner del
Massachusetts Institute of Technology, reportaran la observacion de un CBE producido con
atomos de hidrégeno [82] 20 anos después de ser propuesto tedricamente.

En la década de los ochenta se desarrollaron dos técnicas basadas en el laser para enfriar y
atrapar atomos neutros: el enfriamiento laser y el confinamiento magneto-éptico. Gracias a
estas técnicas fue posible realizar transiciones épticas y manipular la estructura interna de
los niveles de energia, logrando de esta manera alcanzar temperaturas del orden de los nano
kelvin.

Gracias a estos desarrollos se implementaron més técnicas que hicieron posible la realizacion
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experimental del CBE 70 anos después de su predicciéon. En 1995 los avances tanto tedricos
como experimentales en la manipulacion, enfriamiento y confinamiento de gases cuanticos hi-
cieron posible la realizacién experimental de sistemas de particulas interactuantes en entornos
controlados usando vapores alcalinos. Las propiedades de estos vapores permitieron usar en
ellos la técnica del enfriamiento ldser y su posterior confinamiento en una trampa magnética
donde fue posible disminuir atin mas su temperatura por medio de la técnica de enfriamiento
evaporativo. Otra de las caracteristicas que permiten la creacién del CBE en estos vapores
son: Facil excitacién de las lineas de resonancia lo cual permite usar dispersién de luz para
caracterizar la densidad y la energia de la nube atémica; interacciones débiles entre atomos
que pueden ser manipuladas por escogencia de los estados de espin, la densidad atémica y la
aplicacién de campos externos [26].

Las caracteristicas de los vapores alcalinos permitieron que dos grupos de forma independiente,
observaran por primera vez el CBE: el grupo de Eric A. Cornell y Carl E. Wieman de la
Universidad de Colorado (EE. UU.) logré el CBE usando is6topos de 8" Rb [2] y Wolfgang
Ketterle del Massachusetts Institute of Technology (MIT) utilizé vapores alcalinos de > Na
[1]. Luego de la realizacién experimental, ambos grupos obtuvieron el premio Nobel en fisica.
Luego de la primera realizacién experimental del CBE, se han utilizado diferentes técnicas y
atomos para alcanzar el estado condensado. Algunos de los isétopos usados son: vapores de
"Li [83], 4tomos con espin polarizado de Hidrégeno [82],  Helio metaestable [84], 1 K[85],
8 Rb [86], 133C's [87], 170V'b [88], 1T4Y'b [89], 3K [90] y 52Cr [91].

2.2. Obtencién del CBE

Para obtener un CBE, es necesario atrapar un gran nimero de dtomos a temperatura ambien-
te para luego enfriarlos. Este proceso se lleva acabo en una trampa magneto 6ptica (TMO)
como la que se ilustra en la figura 2 y que consiste de 3 pares de laseres contrapropagantes,
circularmente polarizados y cuya eficiencia se debe al uso combinado de dos técnicas de en-
friamiento (enfriamiento Doppler y enfriamiento Sisifo), que logran temperaturas cercanas a
los 10p K. Sin embargo, esta temperatura no es suficiente para alcanzar la condensacién, por
lo cual se hace necesario disminuir la temperatura del sistema hasta un orden aproximado de
100nK por medio de la técnica denominada enfriamiento evaporativo, cuya funcién general
consiste en dejar escapar los a&tomos con mayor energia y mantener densidades superiores a
los 10'3¢m 3.
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Figura 2: Mesa de vacio: Por medio del enfriamiento laser se disminuye la temperatura de los 4tomos confina-
dos en la cdmara TMO hasta el orden de los microkelvin. Luego para alcanzar la temperatura de condensacién,
se utiliza la técnica de enfriamiento evaporativo en la cAmara de ciencia, donde se realizan los diferentes estudios

y se obtienen las imédgenes de absorcién. Figura tomada de [92].

El procedimiento bésico para obtener un CBE con dtomos de 87 Rb consiste de cuatro pasos:

1. Preparacién y captura: Los atomos se confinan en una TMO conformada por un par
de bobinas magnéticas circulares, que inducen un campo magnético en el eje axial y luego
por medio de enfriamiento laser, se les disminuye la temperatura desde la temperatura
ambiente hasta unos 150uK .

2. Transporte y transferencia: Una vez se han atrapado los dtomos, estos deben tener
un tiempo de vida prolongado debido a que la etapa del enfriamiento evaporativo dura
~ 30s. Es por esta razén que se hace necesario transportar el gas a través de un agujero
de bombeo diferencial al interior de la cdmara de vacio (figura 2), donde se disminuye
la presion para alcanzar el estado condensado. Para transportar los dtomos se hace
necesario confinarlos tinicamente en el campo magnético, lo cual se logra aumentando la
corriente que circula por las bobinas; este incremento aumenta la energia potencial de
los atomos mas externos de la trampa provocando un calentamiento del sistema y como
consecuencia se pierde aproximadamente la mitad de los dtomos.

3. Enfriamiento evaporativo: Esta etapa se lleva acabo en la camara de ciencia (figura 2)
y consiste en remover del gas los &tomos con mayor energia, disminuyendo lentamente la
profundidad de la trampa de confinamiento, para dar tiempo a que los &tomos de menor
energia alcancen el equilibrio térmico a una menor temperatura por medio de colisiones
elasticas.

4. Iméagenes de absorcion: Sobre la nube de atomos ultrafrios se hace incidir un rayo
laser que es resonante con el sistema. Debido a esta interaccién, parte de los fotones
del laser es absorbido por los d4tomos y parte se dispersa, haciendo que los dtomos se
registren como sombras en una cdmara acoplada al sistema.

Este procedimiento sirve para medir la distribucion de velocidades a diferentes temperaturas
después de un periodo de expansién libre (“time-of-flight experiment”) de un vapor de 87Rb,

10
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como se observa en la figura 3. En cada una de las imagenes, se observa que la densidad
6ptica es proporcional a la densidad de atomos que se encuentra en cada estado (normal
o condensado), al producirse una expansién balistica de la nube. La forma redondeada que
adquiere la nube térmica cuando el sistema se encuentra en el estado de gas normal (color
verde y amarillo figura 3 A y B), indica una distribucién isotrépica de las velocidades de
las particulas debido a que el sistema se encuentra en equilibrio térmico. Al disminuir la
temperatura, la velocidad de las particulas en la direccién axial es mayor que la velocidad
en la direccion radial, por lo cual el gas adquiere una forma eliptica indicando que algunas
particulas se encuentran en el estado condensado (coloracién blanca y azul figura 3 B y C).
Debido a que a bajas temperaturas casi todas las particulas se encuentran condensadas, se
tiene una baja propagacién de particulas que se evidencia en las areas rojas. Los dtomos que
se encuentran en el estado condensado se describen por medio de la misma funcién de onda
macroscopica.

Figura 3: Distribucién de momentos para un gas de dtomos de rubidio. El color rojo indica que se tienen
pocos atomos en cada una de las velocidades, la coloracién blanca y azul indican una concentracién de dtomos
en el estado condensado. La fraccién no condensada se ilustra mediante el color verde y el amarillo. La grafica
de la izquierda representa la distribucién de momentos antes de la condensacién para T° > Tc¢ (sobre 400
nK) con una densidad de particulas de 2.6 x 10*2em ™3 | la gréfica del centro es la distribucién de momentos
inmediatamente después de la condensacién para T' < Tc¢ (sobre 200 nK)con una densidad de particulas de
2% 10"™em ™ y la de la derecha indica la distribucién de momentos luego de cierta evaporacién T < T¢ (sobre
50 nK)con = 2000 dtomos. El ancho minimo en la distribucién de velocidades de los dtomos, es debido a que

se encuentran confinados. Figura tomada de [2].

2.3. CBE en redes o6pticas

Luego de la generacion del CBE en la cdmara de ciencia, es posible realizar sobre este una gran
variedad de experimentos, como por ejemplo estudiar su comportamiento en una red éptica.
Las redes 6pticas son arreglos periddicos estables de potenciales microscépicos (cada potencial
reperesenta un sitio ¢ dentro de la red) en diferentes dimensiones, creados por patrones de
interferencia que se generan al superponer dos o més rayos laser [93]. Estos potenciales atrapan
los atomos en las regiones de maxima o minima intensidad, dependiendo de la razén entre la

11
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longitud de onda de la red y la frecuencia de transicién de los dtomos.

Para crear una red de potenciales en una dimension, se utiliza un par de rayos laser contra-
propagantes que generan un unico patron de interferencia. Si a la anterior configuracién se le
adicionan un par de rayos laser contrapropagantes y con una incidencia perpendicular a los
dos primeros como se ilustra en la figura 4a, se generan dos ondas estacionarias ortogonales
entre si, que crean una serie de potenciales con forma de tubos unidimensionales que obligan
a los atomos a moverse a lo largo del eje del tubo. La superposicién de tres ondas estacio-
narias ortogonales genera un cristal ciibico simple en tres dimensiones como se observa en la
figura 4b, en la cual, cada uno de los sitios actia como un potencial de confinamiento de tipo

armonico.
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Figura 4: Red éptica: a) Red éptica en dos dimensiones generada por la superposicién de dos ondas estacio-

narias. b) Red 6ptica en tres dimensiones generada por la superposicién de tres ondas estacionarias. Figura

tomada de [94].

Gracias al alto control que se tiene en los diferentes pardmetros de interacciéon y en la geometria
de la red, es posible investigar transiciones de fase cudntica [5] y otros fenémenos cudnticos
bésicos [6, 7], como la transicién de fase que va desde el estado superfluido a la fase aislante de
Mott, predicha en 1998 por D. Jaksch et al. [6] y observada en el laboratorio por M. Greiner
et al. [38]. Experimentalmente el sistema se conformé con dtomos de 37 Rb confinados en una
red éptica tridimensional y con una interaccion bosén-bosén de tipo repulsivo, que permitia

12
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a los dtomos tunelar entre sitios cercanos siempre y cuando esta interaccién fuese pequena
comparada con la amplitud de tunelamiento, generando de esta manera el estado superfluido.

Fisicamente la fase superfluida se describe mediante una funcién de onda que no se encuentra
localizada y con coherencia de fase de largo alcance, que genera patrones de interferencia. Los
patrones de interferencia constructivos, indican que existe coherencia de la onda de materia,
como se observa en la figura 5. La no localizacién de la funcién de onda provoca una disminu-
cién en la energia total del sistema de muchos cuerpos como respuesta a la disminucién de la
energia cinética dominante. La pérdida de la coherencia en la funciéon de onda se da cuando
la interaccién de tipo repulsivo entre los atomos es mayor que la amplitud de tunelamiento,
lo cual ocasiona que cada uno de los sitios de la red se llene con el mismo nimero de dtomos
(estado aislante de Mott®) minimizando la energfa total del sistema [38].

En el experimento de Greiner et al. la transicion entre la fase superfluida y la fase aislante
se logré variando la profundidad del pozo de confinamiento, lo cual produjo cambios en los
patrones de interferencia como se observa en la figura 5. En el regimen superfluido todos los
atomos se encuentran delocalizados a través de la red y la fase relativa entre los diferentes sitios
es igual (coherencia de fase entre sitios), lo cual produce un patrén de interferencia, donde
los méximos indican un alto grado de coherencia en fase. Al incrementar la profundidad del
pozo, los maximos de los patrones de interferencia dejan de crecer y poco a poco la coherencia
de los dtomos tiende a cero. Un fendmeno interesante que caracteriza la transicién de fase del
estado coherente al incoherente, es que cuando el patrén de interferencia es todavia visible,
no se detectan aumentos en los méaximos de interferencia, hasta que estos se desvanecen en el
estado aislante.
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Figura 5: Para medir la de coherencia entre los diferentes sitios al variar el potencial de la red, se apaga el
potencial de confinamiento y se permite una expansion libre de las funciones de onda de los bosones. Mediante
esta técnica se obtienen las diferentes imagenes de absorcién de los patrones de interferencia entre ondas de
materia. En la figura se muestra la transicién entre la fase superfluida donde existe coherencia de la funcién de

onda, a la fase aislante donde se pierde la coherencia. Figura tomada de [38].

La primera observacién directa del perfil de densidad de la fase aislante de Mott se realiz6 en

5La fase aislante de Mott se caracteriza principalmente por ser incompresible y por la supresién de las
fluctuaciones en la densidad local inducida por la interaccién entre particulas.

13
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el afo 2009 usando un gas degenerado de Bose, constituido por dtomos de '?3C's confinados
en una red Optica bidimensional y con una interaccién de tipo repulsivo [95]. La figura 6
muestra los perfiles de densidad obtenidos en esta observacion y la transicion de fase desde el
estado superfluido a la fase aislante de Mott. La figura 6 A muestra al sistema en el régimen
superfluido, que se caracteriza por un perfil de densidad con forma de campana, con curvatura
negativa en el centro, lo que indica que la variacién de la densidad de bosones con respecto al
potencial quimico es positiva finita y para este caso depende de la constante de acoplamiento.
A medida que se incrementa adiabaticamente la profundidad de la trampa, se observa como
se forma una densidad aplanada en el centro de la muestra (figuras 6B, 6C), lo que indica la
aparicion de la fase aislante de Mott con una particula en cada uno de los sitios de la red (linea
roja discontinua). Una de las caracteristicas importantes de esta fase es la incompresibilidad.
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Figura 6: Perfil de densidad y lineas de corte para dtomos ultrafrios de Cesio. A) Régimen superfluido. B)
Transicién de fase C) Régimen aislante de Mott. La linea roja discontinua indica la densidad esperada para un

atomo por sitio. Figura tomada de [95].

2.4. Gases cuanticos de fermiones

De forma simultédnea al desarrollo teérico y experimental de los CBE, se llev acabo el estudio
de los gases cuanticos constituidos por particulas fermiénicas interactuantes. Estas particulas
se caracterizan por tener espin semientero, obedecer la estadistica de Fermi-Dirac y tener una
funcién de onda anti-simétrica ante el intercambio espacial de un par de particulas.

El estudio de los gases cuanticos a bajas temperaturas conformados por particulas fermionicas,
desperté gran interés en la comunidad cientifica, luego de la realizacién experimental del CBE
en un gas molecular de fermiones interactuantes. En este experimento se utilizé la técnica de

14
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enfriamiento evaporativo en un gas de Fermi constituido por dtomos de “°K y luego de forma
adiabética por medio de resonancia Feshbach® se controlé la interaccién entre las particulas,
permitiendo de esta manera ir desde un estado superfluido a la creacién reversible de bosones
compuestos localmente por parejas de fermiones, que se atraen a pesar de tener cargas de
igual signo. Este fenémeno se puede observar en la figura 7, que presenta la distribucién de
momentos para temperaturas mayores y menores a la temperatura critica para la formacion
del condensado de Bose-Einstein. La fase de condensacién se presenta en términos de la
temperatura de Fermi Tr = (6N l/fyz)l/ 3%, donde N representa el niimero de particulas
en cada uno de los estados de espin, v, y v, representan las frecuencias axiales y radiales
de la trampa de confinamiento, h representa la constante de Plank y kp es la constante de
Boltzmann [96].
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Figura 7: Tmégenes del tiempo de vuelo para una nube molecular constituida por dtomos de “° K. a) Diagrama
de superficie de la densidad 6ptica creada por medio de resonancia Feshbach para una temperatura de 0.19 Tr
(izquierda) y 0.06TF (derecha). Esta fase se caracteriza por una pronunciada distribucién del momento bimodal
y por ser una nube de moléculas débilmente unidas. b) Seccién transversal para la fraccién no condensada a
temperatura T=0.907¢ (izquierda) y fraccién condensada a T=0.49T, (derecha). T, es la temperatura critica

para un CBE no interactuante en equilibrio térmico. Figura tomada de [96].

El primer gas de Fermi degenerado se realizé experimentalmente al confinar en trampas magné-
ticas dtomos de *° K [13] y enfriarlos hasta una temperatura de 300 nK . La técnica experimen-
tal se ilustra esquematicamente en la figura 8 y basicamente consistia en un pre-enfriamiento
de los atomos en una doble trampa magneto 6ptica.

SLa resonancia Feshbach se produce cuando la energfa del estado base (canal cerrado) es cercana a la energfa
asociada a algin proceso de dispersion de tipo eldstico (canal abierto) de las particulas que interactian en cada
uno de los sitios de la red, permitiendo alcanzar regimenes de interaccién fuertes [50, 57, 97].
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Figura 8: Esquema de la doble trampa magneto-6ptica. El tubo de trasferencia permite crear una diferencia de
presion entre los dos MOT's. Para disminuir la temperatura de los 4tomos se utiliza la técnica del enfriamiento
evaporativo por medio de un campo de microondas generado por una pequena bobina. Por iltimo se liberan

los 4tomos de la trampa y se estudian por medio del dispositivo de carga acoplada. Figura tomada de [13].

La primera TMO captura los isétopos de °K a temperatura ambiente. Luego por medio de
pulsos de luz, los atomos se empujan hasta la segunda TMO donde existe un alto vacio y se
hace un enfriamiento Doopler hasta los 150u K . Por ultimo los 4tomos se atrapan unicamente
en una trampa magnética que produce un potencial de tipo armonico.

Con los gases cudnticos constituidos por fermiones, también es posible la realizacién experi-
mental de la fase aislante de Mott, la cual se presenta cuando la interaccién entre particulas es
fuerte y se caracteriza por una supresion de la conductividad. Experimentalmente el aislante
de Mott con gases cudnticos degenerados de fermiones se realizo en el afio 2008 usando atomos
de 9K con una interaccién entre particulas de caracter repulsivo. La longitud de dispersion
de las ondas s’ se manipulé por medio de resonancia Feshbach y los dtomos se confinaron
en un red 6ptica tridimensional [98], donde se estudié la formacién de parejas fermidnicas en
cada uno de los sitios de la red (doble ocupacién), al aumentar el nimero de particulas. En
este experimento se investigd la compresibilidad en la fase aislante de Mott que aparece en el
centro de la trampa cuando el régimen de acoplamiento es repulsivo y se caracteriza por un
cambio en la doble ocupacion, al aumentar el nimero de dtomos como se observa en la figura

9.

"El método de onda parcial consiste en la dispersién de ondas incidentes, cuyo nimero cudntico de momento
angular se encuentra bien definido. Por medio de este método se explica como el potencial de interacciéon afecta
las ondas s,p y d. Si el sistema que se considera estd constituido por particulas de muy baja energia, solo se
consideran que las ondas s participan en el proceso de dispersién.
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Figura 9: Doble ocupacién como funcién del niimero total de dtomos en el régimen no interactuante y en el
régimen aislante de Mott. a.) En el régimen no interactuante se observa un incremento de la doble ocupacién
a medida que se aumenta el nimero de particulas (circulos vacios). b.) En el régimen de interaccién fuerte
la doble ocupacién es inferior al 2% para un nimero pequeno de dtomos lo cual indica que el ndmero de
particulas en cada sitio permanece constante (circulos sélidos). Las lineas rojas y azules representan el valor

tedrico esperado en el limite atémico. Figura tomada de [98].

Los gases degenerados compuestos por fermiones se han aplicado en la investigacién de la
transicion entre la superfluidez Bardeen-Cooper-Schrieffer y la CBE de moléculas [99, 100,
101]. También se han usado en el estudio experimental de las oscilaciones de Bloch fermidnicas
[102] y en la observacién de las superficies de Fermi[103]

2.5. Gases cuanticos ultrafrios conformados por bosones y fermiones

La fisica de muchos cuerpos para sistemas compuestos por fermiones se estudia tipicamente
sin impurezas. Sin embargo los sistemas fisicos reales no son sistemas fermidnicos puros,
sino que por el contrario interaccionan con fonones, magnones y otras excitaciones, haciendo
relevante el estudio de las mezclas entre bosones y fermiones. Estos poseen una gran variedad
de transiciones de fase cudntica [34] e interesantes propiedades de excitacién [104, 21]. Ademds
se han estudiado en diversas areas de la fisica como: la fisica de particulas, fisica de la materia
condensada entre otras [62].

Inicialmente estas mezclas se propusieron para enfriar fermiones por medio de la técnica
conocida como enfriamiento simpético, en la cual se inducen colisiones inter-especies por medio
de luz, provocando una reducciéon del nimero de fermiones y manteniendo casi constante el
numero de bosones. Esta técnica se utiliza ya que a bajas temperaturas no existe interaccion
de dos cuerpos en los gases de Fermi con espin polarizado (debido al principio de exclusién
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de Pauli), lo que impide el uso del enfriamiento evaporativo® y condiciona el enfriamiento de
los fermiones a colisiones entre dtomos distinguibles [27].

En los anos 70 se propuso por primera vez una mezcla Bose-Fermi compuesta por isétopos de
4He (bosénico)-3 He(fermiénico) [31] que atin no se ha realizado experimentalmente, debido
a que la miscibilidad del 3He en *He es muy pequeia y la temperatura necesaria para que
los fermiones alcancen la superfluidez es muy baja para conseguirla con las técnicas existentes
[32]. Sin embargo, se han obtenido en el laboratorio gases cudnticos degenerados conformados
por &tomos metaestables ? de 3He-*He [15].

Otra de las realizaciones experimentales con estas mezclas, se encuentra configurada con
atomos bosénicos de 8" Rb y adtomos fermiénicos de “°K’; en esta mezcla se han observado
transiciones de fase bosénicas desde el estado superfluido a la fase aislante de Mott [33, 36,
37, 38]. Las mezclas entre aislantes de Mott bosénicos y fermiénicos con correlacién fuerte
se han realizado experimentalmente considerando el tipo de interaccién entre los aislantes,
usando isétopos bosénicos de 1"0Yb e is6topos fermidnicos de 13Y b para el caso de interaccién
atractiva, y para el caso repulsivo se usaron isétopos bosénicos de 1™Y'b e isétopos fermiénicos
de '3Y’b. Con estas mezclas se encontré que debido a la interaccién interespecies (bosones-
fermiones), se modifica drésticamente cada una de las fases aislantes de Mott, causando efectos
que incluyen la mezcla entre las fases aislantes de Mott bosénicas y fermidnicas, generacién de
particulas compuestas, una fase aislante de Mott anti correlacionada en la cual cada aislante
de Mott tiene diferente niimero de ocupaciéon y una separaciéon de fase en la cual existen
regiones con solo una de las especies [21].

Experimentalmente también ha sido posible producir condensados compuestos por isétopos
fermiénicos de ®Li e is6topos bosénicos de "Li [34].

Las mezclas Bose-Fermi superfluidas, fueron obtenidas inicialmente con gases cudnticos de
TLi =S Li [22, 106, 107] y se caracterizan por tener una interaccién Bose-fermi demasiado
débil para cambiar de forma significativa los perfiles de densidad de cada especie.

Experimentos recientes de mezclas Bose-Fermi confinadas en redes épticas, han caracterizado
un sistema conformado por una mezcla de isétopos fermidénicos de 1™3Yb e is6topos bosénicos
de "Li confinados en diferentes dimensiones [23]. Por medio de los resultados obtenidos se
verificaron las longitudes de dispersion eldstica. Ademés se comprobd que los efectos de la
interaccion entre especies son pequenos y que estos pueden ser manipulados por medio de
resonancia de Feshbach para alcanzar las interacciones Bose-Fermi requeridas. En una dimen-
sion se ha renovado el interés por el estudio de estos sistemas, debido al progreso que en la
ultima década se ha dado en la captura, enfriamiento y manipulacion de los gases cudnticos
[35].

8En forma general el proceso para disminuir la temperatura de los dtomos consta de cuatro etapas: 1.
Desaceleracién del haz atémico, 2. Enfriamiento sub-Doppler y captura en una trampa magneto-éptica, 3.
Transferencia a un potencial conservativo y 4. Enfriamiento evaporativo. La técnica del enfriamiento sub-
Doppler es ineficiente para disminuir la temperatura de los fermiones, por lo cual no se pueden atrapar en
trampas magnéticas [105].

9Un is6topo metaestable es un isétopo en el que los nucleones estdn en un estado excitado durante un
periodo de tiempo 100 veces més largo que un estado excitado normal. Para el caso se considerd el He en
estado metaestable 235;.
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Algunas de las investigaciones experimentales que se han realizado con mezclas entre bosones
y fermiones son:

Fermion-Boson Referencia
SHe —* He [15]
3y 110y y By 1y [21]
18yb -7 Li [23]
WK 2 Na [24]
y'h 87 Rb [25]
40K _ 41 K [26]
°Li =% Na [27]
6Li —1™ YD [32]
173Yb 174 Yb [88]
SLi -7 Li [108]
0K 8T Rb [109]
875y -84 Sy [110]
6Li 8" Rb [111]
6Li —% Rb [112]
6Li —133Cs [113]
6Li YK [114]
ONa 8" Rb [115]

Cuadro 2: Experimentos con mezclas de 4tomos bosénicos y fermiénicos

Los estudios tedricos de las mezclas Bose-Fermi se han realizado por medio de aproximacio-
nes como: aproximacién de campo medio [28], el formalismo del liquido de Luttinger [46],
aproximacién de la matriz T [47], el ansatz de Bethe [48, 49] y métodos numéricos como la
simulacién de Monte Carlo cuantico [50, 51, 52].

Gracias a estos y otros aportes tanto tedrico como experimentales, ha sido posible comprender
parte de la fenomenologia presentada por las mezclas Bose-Fermi. Principalmente los estudios
se han concentrado en sistemas donde se considera que tanto las particulas bosénicas como
las fermiénicas no tienen espin. Esto deja un amplio camino por recorrer en el estudio de los
sistemas constituidos por bosones sin espin y fermiones con dos grados de libertad internos.

Para poder avanzar en el estudio de las mezclas Bose-Fermi confinadas en redes Opticas, se
procedera en el siguiente capitulo a estudiar la teoria del modelo Bose-Fermi-Hubbard.
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HAMILTONIANO BOSE-FERMI HUBBARD

3.1. Hamiltoniano de Hubbard

El modelo de Hubbard se desarrollé teéricamente en la fisica de la materia condensada para
describir transiciones de fase entre estados conductores y estados aislantes de Mott [116]. Este
modelo permite estudiar la competencia entre la energia cinética y las interacciones entre
electrones confinados en una red de potenciales periédicos n-dimensional [117, 118] y se deriva
a partir del Hamiltoniano de muchas particulas, considerando que éstas pueden ser tanto de
tipo bosénico como fermidnico. El potencial de interaccién entre pares de particulas es un
potencial de contacto que se expresa como

o Ah2 N
V(F—1) = mng asd(F — 1), (6)

donde as es la longitud de dispersién de onda s, que es un pardmetro clave para describir las
interacciones entre particulas a muy bajas energias y caracteriza la aproximacion del pseudo-
potencial de contacto, del potencial de van der Waals [119]. Es por ello que se utilizan en
el estudio de las colisiones entre pares de particulas en el limite de bajas temperaturas y se

define como an(na(k)
an(ns
_— 7
B, 7)

donde k es el vector de onda relativo entre las particulas en colision y ns(k) es el cambio de
fase en la dispersion [120].

as = lim
k—0

Para el caso de fermiones sin espin, la dispersién de onda s se encuentra prohibida debido al
principio de exclusion de Pauli, por lo que en dicho limite se debe considerar que no existe
interaccion. En el caso de los gases atomicos diluidos, la interaccién entre particulas se describe
por medio de esta longitud as, debido a que cuando las temperaturas son suficientemente bajas,
se suprime la dispersién del momento angular distinto de cero. Es por esta razén que para
el sistema que se va a estudiar, mezcla de atomos ultrafrios confinados en redes Opticas, se
considera el potencial de interaccién de la ecuacion (6) y el Hamiltoniano de muchas particulas

—h2V?
Hp/r Z/dSWE/F(F) <2m

+Vzo‘*‘VR> Up/p(T)
B/F

(8)

2h? .
+ mB/Fas/d377\IJE/F(ﬂWE/F(T’)‘I’B/F(ﬁ‘I’B/F(ﬂ-

El primer término de este Hamiltoniano da cuenta de la energia cinética y potencial local
del sistema, considerando el potencial de confinamiento de la red Vg y otro de confinamiento
peridédico externo Vp. El segundo término es la energia de interaccién. Ambas energias se ex-
presan en términos de los operadores de campo bosénicos (fermiénicos) de creacién \IJTB /P (7)
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y de destruccién Wp,p(7) en la posicién 7, que satisfacen las relaciones de conmutacién (an-
ticonmutacién).

Para expandir los operadores de campo \I’jB () y ¥p/p(7) se necesita una base apropia-
da conformada por los estados de una particula atrapada en un potencial periédico. Cada
potencial periédico se genera por medio de un par de ondas laser contrapropagantes e igual-
mente polarizadas que forman una onda estacionaria de la forma V(x) = V,Sin?(kz), donde
k =27 /\, siendo A la longitud de onda del laser y V la profundidad de la red éptica que es
proporcional a la intensidad del laser [94].

Si el sistema cudntico se encuentra compuestos por particulas no interactuantes, la energia
cinética se minimiza por medio de la delocalizacién de las particulas; en este caso la expansién
de los operadores se realiza considerando las funciones de Bloch,las cuales, de acuerdo al
teorema de Bloch, se pueden expresar como el producto entre una onda plana y una funcién
con la misma periodicidad del potencial. De esta manera la funcién de Bloch de la banda n
con cuasimomento ¢ es:

7)) = eTru(r), (9)
donde ugn)(r +d) = ugn) (r).

Si se considera que existe interaccion, las particulas tienden a estar localizadas para reducir
la energia de acoplamiento, generando una competencia entre la energia cinética y la energia
de interaccion; esta competencia es el nicleo del modelo de Hubbard. En este caso se deben
utilizar en la expansién de los operadores de campo, funciones cuyos estados se encuentren
localizados y es la razon por la cual no se utilizan los estados propios dados por las funciones
de Bloch. Las funciones que consideran los efectos locales, son las funciones de Wannier, que a
diferencia de las funciones de Bloch, son funciones que se encuentran localizadas en cada uno
de los sitios de la red. Las funciones de Wannier no son mas que la transformada de Fourier
de las funciones de Bloch y se definen como:

. 1 -
w,, (F—11) = N > e, o), (10)
q

donde N es la constante de normalizacién (nimero de sitios de la red). Como ya se menciond,
. . o A
estas funciones se usan para expandir los operadores de campo Vg, p(7) = >, jwn (7 — 1)

y \IJB/F(F) > a wn(r -7l ) con lo cual el Hamiltoniano de la ecuacién (8) [6, 121, 122] se
expresa ahora como

Ztma aj+ - ZUW&@&&Z, (11)

z]k:l

donde dj y a; representan respectivamente los operadores de creacion y destruccién de una
particula en el sitio 4, t;; representa los términos de la matriz de tunelamiento entre sitios
adyacentes
5. _52v2
'LJ /d T’U)l( 7“) <2+V;7+VR> wl(F—Fj), (12)
mp/r
y Uijri describe los elementos de la matriz que toman en cuenta todas las posibles formas
de interaccion entre los diferentes sitios de la red que se encuentran en la primera banda de
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Bloch,
Arh?ag
mp/r
Para simplificar un poco el Hamiltoniano de la ecuacién (11), y obtener el modelo de Hubbard
estandar, se consideran los siguientes puntos:

Usjpt = / 7w (7 — F)wl (7 — 7w (7 — Pl (7 — 7). (13)

1. El modelo de Hubbard se restringe a la banda de Bloch mas baja y por lo tanto, es una
buena aproximacién para particulas que se encuentran en un potencial periddico a tem-
peraturas y llenado lo suficientemente bajos. Como consecuencia de esta simplificacién
se excluyen las bandas superiores al igual que el acoplamiento entre bandas.

2. Solo considera los elementos de la matriz de tunelamiento a vecinos cercanos debido a
la naturaleza localizada de las funciones de Wannier.

3. Las interacciones de largo alcance se ignoran porque existe un pico en el potencial de
interaccién cuando 7 = 7. El valor numérico para los elementos de la matriz de interac-
cion fuera del sitio es muy pequeno en comparacion con los valores de los elementos de
la matriz Ui,i,i,i-

Con estas aproximaciones, el Hamiltoniano de Hubbard se puede expresar como

A 1
H= —t<%> ala; + 53U Zn(n —1)+ Zen (14)
donde t = t;; son los términos de la matriz de tunelamiento definidos en la ecuacién (12),
Up = Ui i, son los elementos diagonales de la matriz definida en la ecuacién (13), n; = &,}Ldi
es el operador nimero de particulas en el sitio ¢ de la red, < 7,7 > denota la suma sobre los
vecinos mads cercanos y ¢; son los elementos diagonales ¢;; de la matriz de tunelamiento que
hace referencia a la energia de confinamiento del potencial externo que se expresa como

i = [ drwl( - V(P (7 7). (15)
En este modelo se pueden considerar dos limites:

1. Limite de interaccion débil: En este régimen la interaccion entre las particulas en cada
sitio de la red es muy pequena comparada con la energia cinética Uy < t lo cual hace
que los dtomos se encuentren delocalizados a través de toda la red. Esta situacion lleva
a un estado conductor.

2. Aislante de Mott t <« U: En este limite es posible despreciar el término de salto ¢,
impidiendo el tunelamiento de las particulas entre sitios cercanos y estableciendo un
estado con un numero de particulas bien definido en cada uno de los sitios. Esto 1ltimo
implica que las fluctuaciones en el nimero de particulas para un potencial quimico fijo
es cero.

En las secciones 3.2 y 3.3 se usara esta generalizacion, para derivar los modelos Bose y Fermi

Hubbard. Posteriormente con la generalizacion de estos modelos, se obtendra el modelo Bose-
Fermi-Hubbard.
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3.2. Hamiltoniano Fermi Hubbard

En el ano de 1963 John Hubbard plantea un modelo aproximado para explicar el comporta-
miento de los electrones que se encuentran en la banda de conduccién en metales de transicion
[118]. Desde entonces este modelo se ha usado en diversas aplicaciones y en la descripcién de
fenémenos tales como la superconductividad, el comportamiento de los gases cuanticos con-
finados en redes épticas. También se ha usado en la descripcién de cristales simples con
aislamiento antiferromagnético en una dimensién tales como los cupratos de cadena SrCuQO-
y SraCuOs [123]. Por medio de este modelo ha sido posible la investigacién del comporta-
miento de materiales como el triéxido de vanadio V203 a altas temperaturas [124]. Ademads
se ha usado para interpretar los resultados experimentales con materiales poliméricos [125],
metales de transicién y sus 6xidos [126] entre otros materiales.

Experimentalmente el Hamiltoniano del modelo Fermi-Hubbard, es resultado directo de la
red en la que se confinan gases cuanticos degenerados de dtomos fermiénicos y conecta de
forma directa las fronteras de investigacion entre la fisica de los gases cudnticos y la fisica de
la materia condensada.

Formalmente el Hamiltoniano para el modelo de Hubbard que describe el comportamiento
de fermiones, se deriva desde el modelo de Hubbard (ecuacién (14)) usando las relaciones de

anticonmutacién fermiénicas { f} o, fz-TU,} = 0;j00q" :

:—tF Z fzgfja‘i’@ Z Afa ’LF’U/_‘_ZE'L zcr (16)
(ij)o ioo’

El primer término describe el tunelamiento de las particulas entre sitios cercanos de la red
(término cmetlco) y el segundo término describe las interacciones entre particulas en cada uno
de los sitios. fZ oy f] - representan respectivamente al operador de creacién y aniquilacién

de un electrén con espin ¢ =7,] en la posicién i, Np;, = fi7 - fw es el operador numero
para fermiones, tg es la amplitud para el hopping entre sitios adyacentes. Upp representa la
interaccion en cada sitio entre particulas fermiénicas con espin 1 y particulas fermidnicas con
espin | debido al principio de exclusion de Pauli, ¢; representa el término de confinamiento y
el indice de la suma (i, j) indica el acoplamiento entre sitios cercanos.

Las soluciones exactas a este Hamiltoniano en dimensiones arbitrarias son posibles cuando
Urpr/tr = 0 o en el limite de acoplamiento fuerte (Upr/tp — oc0) donde se prohibe que un
sitio se encuentre doblemente ocupado. La solucién exacta a este problema es desconocida
excepto en una dimensién [127, 128], donde se puede encontrar usando el ansatz de Bethe,
cuando Upp y tr son finitos. Sin embargo no ha sido posible encontrar una solucién analitica
en 2 y 3 dimensiones [129], por lo cual se emplean métodos numéricos aproximados.

El diagrama de fases del modelo Fermi-Hubbard es muy rico como resultado de las interaccio-
nes entre particulas, el tunelamiento cuantico, el principio de exclusion de Pauli, los diferentes
grados de libertad internos entre otros. Los resultados en una dimensiéon para fermiones, se
expresan en términos de cantidades como la densidad fermiénica pp

Np

PE= "7 (17)
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donde N es el nimero de particulas y L el niimero de sitios en la red; el potencial quimico
1, se define como la diferencia entre la energia del estado con Np + 1 particulas y el estado
con Nr — 1 particulas.

pr = E(Np+1)+ E(Np —1) — 2E(Np) (18)

y la compresibilidad
Kk = Opr/Opr. (19)

La relacion entre la densidad fermidnica pr y el potencial quimico pp para diferentes tempe-
raturas, se pone de manifiesto en el diagrama de fases de la figura 10, donde para T = 0.25
se crea un escalén que varia muy lentamente alrededor de pr = 1 y se mantiene hasta que
pr ~ —U/2. Esta regién se conoce como fase aislante de Mott e indica la presencia de un
fermién por sitio y se caracteriza porque su compresibilidad k = dpp/Our = 0 [130].

2—

t=0 U=4
1.5

"Mott Plateau”

\

Figura 10: Densidad fermiénica p como funcién del potencial quimico u. En la grifica se considera que el
valor del término de tunelamiento es ¢t = 0. La fase aislante de Mott surge a medida que se disminuye la

temperatura. Figura tomada de [130].

Como se muestra en la figura 10, el modelo Fermi-Hubbard en una dimensién y con un sector
de espin total cero!” (sin imbalance), presenta una transicién de fase particular entre el estado
metalico y el estado aislante que es funcién de la densidad de fermiones. Cuando en la cadena
fermidnica se tiene un fermién por sitio pgp = 1, se presenta la fase aislante de Mott que se
caracteriza por una onda de densidad de espin (SDW), sin importar el valor del pardmetro
de tunelamiento y para Upp > 0. El estado fundamental del sistema es un estado metalico en
los intervalos 0 < pr < 1y 1 < pr < 2. Para la densidad fermidnica pr = 2 se encuentran
dos particulas fermiénicas con diferente espin en un mismo sitio y el estado fundamental en
este caso es un aislante de banda. La descripcién grafica de dichos estados se presenta en la
figura 11.

10F] sector de espin total cero surge cuando el nimero de particulas con espines arriba es igual al de espines
abajo.
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a) Aislante Aislante Aislante
de banda de Mott de banda

Fase Metalica

Fase Metélical
0 1 9 PF

b)

Aislante
PF = 2 :&‘:C?) .‘é‘;(?.‘) ;&w’_?) ;&5(’_?) de banda

Aislante
pr—1 C?_, (._é,; (_?_—; (._é_‘; de Mott

Aislante
Pr=10 de banda

Figura 11: a) Diagrama de fases del modelo Fermi-Hubbard en una dimensién a T = 0. b) Representacién
de los estados aislantes. El estado aislante de banda se caracteriza por un gap entre la banda de valencia y la
banda de conduccién, ademds de tener dos (pr = 2) o cero (pr = 0) fermiones por sitio. Cuando pr = 1 se
tiene un aislante de Mott y como se observa en la grafica, los fermiones con espin arriba se alternan con los

fermiones con espin abajo. Este comportamiento se conoce como onda de densidad de espin (SDW).

3.3. Hamiltoniano Bose-Hubbard

El modelo Bose-Hubbard describe la fisica de particulas bosénicas confinadas en un potencial
periddico y se obtiene a partir del Hamiltoniano general de Hubbard (ecuacién (14)) omitiendo
los grados de libertad de espin y considerando que los operadores cumplen con las relaciones

de conmutacién bosénicas [5“ ZA);] = 0;5. Dicho Hamiltoniano estd dado por

fy = —tn > bl + % S ABGE - 1)+ Y enf + Y Al (20)
(4,9) i i i

En la ecuacion anterior el primer término es la contribucién de energia correspondiente a
la delocalizacion de los bosones entre sitios vecinos de la red. El segundo término considera
la energia total de interaccién entre atomos que se encuentran en cada uno de los sitios.
Upp corresponde a la energia de interaccién bosén-bosén y puede tomar valores negativos
y positivos dependiendo si la interaccién es atractiva o repulsiva. El operador bosénico de
creacién y aniquilacién de atomos en el i-ésimo sitio de la red se representan por medio de
lsj-, bi respectivamente, ﬁlB = l;jlsl es el operador niimero para bosones, tg es la amplitud para
el “hopping” entre sitios adyacentes. El penultimo término del Hamiltoniano es la energia
asociada al potencial de confinamiento externo definido en la ecuacién (15). Si se considera el
ensamble gran candnico, el potencial quimico u fija el namero total de dtomos del sistema.

En general este modelo no tiene solucién analitica, debido al obstéculo que presenta la posibi-
lidad de encontrar méas de un bosén en cada sitio de la red. Esta multiple ocupacién también
presenta problemas técnicos en las aproximaciones numéricas, por lo que usualmente se im-
pone la restriccién de tener un niimero maximo de bosonesn,,q, por sitio. El caso trivial se
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presenta para nN,., = 1 debido a que no hay término de interaccién entre los bosones; este
caso se conoce como limite “hard-core”.

El modelo Bose-Hubbard permite identificar dos casos limites:

1. Cuando tg > Upgpg el término de tunelamiento es dominante, favoreciendo una méxima,
delocalizacién de las particulas y dando origen a la fase superfluida. Esta fase se describe
mediante una funcién de onda delocalizada, con coherencia de fase de largo alcance y se
logra cuando todos los 4tomos ocupan el mismo estado de Bloch de una particula.

2. Cuando tp <« Upp y Upp es de caracter repulsivo se favorece la localizacién de los
atomos en cada uno de los sitios de la red y se suprime por completo el niimero de
fluctuaciones (fase aislante de Mott).

Por medio del modelo Bose-Hubbard se pude describir la transicion de fase cudntica de segundo
orden, que lleva al sistema desde la fase superfluida, al estado aislante de Mott!! [38]. Esta
transicién se controla de forma bidireccional al aumentar o disminuir la razén t/U (donde
U =Upp yt=tp) como se observa en el diagrama de fases de la figura 12.

04

Figura 12: Diagrama de fase del estado base para el modelo Bose-Hubbard en una dimensién con el método
numérico DMRG a T' = 0. A medida que la razén ¢t/U disminuye el sistema presenta una transicién de fase
desde la fase superfluida (SF) a la fase aislante de Mott (MI). La transicién de fase se produce cuando la
interaccién de tipo repulsivo entre las particulas bosénicas U, es mayor que la amplitud de tunelamiento ¢, esto
provoca una perdida en la coherencia ocasionando que cada uno de los sitios de la red se llene con el mismo

ndimero de dtomos (estado aislante de Mott). Figura tomada de [131].

La posible realizacién experimental del Hamiltoniano de Bose-Hubbard con dtomos ultrafrios
confinados en redes dpticas, se plante6 por primera vez en 1998 por Jaksch et al. [6]. Cuatro

1En el formalismo del modelo Bose-Hubbard, las regiones aislantes se denominan 16bulos [6, 29, 131].
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anos después de ser propuesto, M. Greiner et al. [38] observaron experimentalmente la tran-
sicion de fase cuantica desde el estado superfluido al estado aislante de Mott en un sistema
conformado por bosones con interacciones repulsivas como se observa en la figura 13 y en la
figura 5.

Figura 13: Transicién desde la fase superfluida a la fase aislante de Mott. a) En la fase superfluida los 4tomos
son libres por toda la red provocando coherencia entre los sitios y al liberar la nube atémica ésta se expande y
genera un patrén de interferencia. b) En el estado aislante solo existe un bosén por sitio y no hay coherencia

entre los diferentes pozos por lo cual no se observa ningin patron de interferencia. Figura tomada de [38].

Dentro de los sistemas fisicos constituidos por gases cuanticos ultrafrios confinados en redes
Opticas que se pueden estudiar por medio del modelo Bose-Hubbard se encuentran

1. Sistemas conformados por fermiones con espin 1/2, unidos en pares llamados dimeros y
con una estadistica de excitacién bosénica. Este sistema se describe mediante el modelo
Bose-Hubbard en el limite “ hard-core "[132].

2. Interaccién dipolar de largo alcance en atomos de ' Dy [18], 167 Er [19] y 133Cr [20].

3.4. Modelo Bose-Fermi-Hubbard

Tedricamente una mezcla de bosones y fermiones confinados en una red 6ptica, se describe
por medio del Hamiltoniano de Bose-Fermi-Hubbard (BFH), introducido por el grupo de
A. Albus [45] y que se expresa en términos de los modelos de Hubbard para bosones Hp
(ecuacién (20)) y para fermiones Hp (ecuacién (16)) mdas un término de interaccién entre
particulas de diferente especie Ugpr. Este término se puede considerar como una dispersién
de onda s debido a la baja temperatura en que se encuentran estos sistemas y se modela por
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medio de un potencial de interaccién de contacto

Amh?
Upp(7,7) = aprd (7 —7'), (21)
my
donde m, = &BJ%F representa la masa reducida y agp representa la longitud de dispersién

entre bosones y fermiones. Este potencial puede ser positivo, cuando la interaccién entre parti-
culas de diferente especie es de tipo repulsivo, y negativo en caso de considerarse interacciones
atractivas.

De esta manera el Hamiltoniano Bose-Fermi Hubbard se expresa como

gBF :IA{B—I-IA{F—FUBFZﬁiBﬁEU. (22)

1,0

Dentro de las aproximaciones teéricas usadas en el estudio de BFH se pueden mencionar:
aproximacién de campo medio [28, 42, 45, 62, 133, 134], ansatz de Bethe [48, 49], aproximacién
de acoplamiento fuerte [29], grupo de renormalizacién de la matriz densidad [42], Monte Carlo
cuantico [50, 51, 52, 53, 54|, bosonizacién [39, 55|, métodos estocdsticos [51], entre otros
[205]. Estas aproximaciones, han permitido predecir una gran variedad de fases cudnticas
como: onda de densidad de carga (CDW) [30], cuasiparticulas tipo polarén, estados aislante
de Mott, estados superfluidos y comportamiento supersélido [37]. Los resultados predichos
mediante los sistemas descritos tedricamente por el modelo de Bose-Fermi-Hubbard han sido
verificados experimentalmente, por ejemplo, la condensacién de Bose-Einstein en mezclas de
bosones y fermiones (°Li —7 Li [108] y 9Li —87 Rb ) confinadas en redes 6pticas [111].

Por medio del Hamiltoniano Bose-Fermi Hubbard, también es posible describir cristales alter-
nantes (7902 alternado con iones de Li), donde los iones actian como particulas bosénicas
y los electrones como fermiones [135]. Uno de los modelos usados en la descripcién de la
fisica de los superconductores de alta temperatura, son las mezclas entre fermiones con es-
pin polarizado y bosones sin espin en dos y tres dimensiones, considerando que pp = 1/2
y que unicamente se tiene un bosén por sitio. Este tipo de sistemas se han estudiado tanto
analitica (aproximacién de campo medio) como numéricamente obteniendo como resultado
apareamiento superconductor de onda s,p y d, fase de onda de densidad de carga, ordena-
miento antiferromagnético, fase supersélida y transiciones de fase desde el estado superfluido
al estado aislante [62, 134, 136, 137, 138, 139, 140].

Las diferentes fases cuanticas que se pueden presentar en una mezcla Bose-Fermi, dependen
del caracter de la interaccién entre las especies, el tipo de llenado y la clase de confinamiento.
Debido a la complejidad del problema, se han considerado modelos en los que tanto los bosones
como los fermiones no tienen espin y sistemas conformados por fermiones con 2 grados de
libertad internos interactuando con bosones sin espin.

El interés en el estudio de los gases cudnticos en una dimensién (1D), ha despertado el interés
de los investigadores, debido a los progresos en las técnicas experimentales para atrapar,
enfriar y manipular isétopos tanto bosénicos como fermiénicos [55, 141].
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3.4.1. Mezclas Bose-Fermi sin espin

Uno de los modelos mas sencillos en el estudio de las mezclas Bose-Fermi, consiste en considerar
que las particulas constituyentes no tienen espin. Este modelo se ha estudiado ampliamente
por medio de métodos tanto analiticos como numéricos y puede ser descrito por medio del
modelo Bose-Fermi-Hubbard. Para este caso particular, debido a que sélo se puede tener un
fermion por sitio, no se considera el término de interaccién entre fermiones en el Hamiltoniano
de la ecuacién (22)

HBF = —tp ijbj + % ZTALIB(TAZZB — 1) - tFZfz‘Tfj + UBFZﬁzBﬁf (23)
(4,9 @ (4,9 i

Estos sistemas han sido objeto de amplios estudios tanto tedricos como experimentales, pre-
sentando un diagrama de fases enormemente rico con tipos novedosos de fases cudnticas.
Experimentalmente se han confinado dtomos fermiénicos de 4K e isétopos bosénicos de 87 Rb
en una red Optica tridimensional. Los resultados de este experimento indicaron que debido a
los fermiones, los d4tomos bosénicos se localizan en la red [33] como se ilustra en la figura 14.
Allf se presentan los tiempos de vuelo 2 de los patrones de interferencia para tres potenciales
de confinamiento diferentes de un sistema compuesto solo por bosones y los patrones de in-
terferencia de una mezcla Bose-Fermi. En esta figura también se observa la transicion de fase
desde el estado aislante de Mott al estado superfluido reportado en otros articulos [37, 59].

a)

12.5 ER® 20.0 ER® 25.0 ER*

b)

Figura 14: Imégenes de absorcién de los tiempo de vuelo de una mezcla Bose-Fermi. a) Sistema bosénico
puro para tres potenciales de confinamiento diferentes. b) Mezcla Bose-Fermi para los mismos potenciales del

sistema a). Figura tomada de [33].

Los estudios tedricos de este sistema se han realizado por medio de diferentes aproximacio-
nes, dentro de las que se encuentran: simulacién de Monte Carlo cudntico [39, 52, 53, 54],
bosonizacién [56], ansatz de Bethe [57], teorfa del funcional densidad [58], entre otras. Estas
aproximaciones han permito estudiar las fases del estado base en redes épticas y se ha encon-
trado que la fase aislante de Mott surge cuando la densidad total del sistema es conmesurable
con la red '3, También se han estudiado fenémenos interesantes como las densidades de on-

121 ,a técnica experimental conocida como tiempo de vuelo, consiste en medir la posicién de los 4tomos después
de un periodo de expansién libre. Los dtomos se liberan del potencial de confinamiento en t = 0 y la densidad
de la nube en expansién se captura en imagenes en un momento posterior.

13Un sistema es conmesurable, cuando la razén entre el nimero total de particulas y el ndmero de sitios de
la red, da como resultado un valor entero.
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da de carga y de espin que se deben a las diferentes interacciones entre los atomos y se ha
encontrado que la superfluidez de los fermiones se debe al acoplamiento de onda s.

En una dimensién el diagrama de fases del estado fundamental, se ha estudiado mediante
diferentes aproximaciones como: ansatz de Gutzwille [29], aproximacién de campo medio [61]
y aproximacién de Montecarlo Cudntico [41, 52, 67, 68]. Dentro de las fases encontradas me-
diante estas aproximaciones se encuentran: fases superfluidas, liquido de Fermi, fases cudnticas
que involucran fermiones compuestos que dependiendo del tipo de interaccién bosén-fermion
se pueden conformar por un fermién y uno o mas bosones [61], transiciones de fase que llevan
al sistema desde estados donde las dos componentes se encuentran bien mezcladas a estados
donde cada una de las componentes se mantiene los suficientemente alejada de la otra (sepa-
racién de fases), fases aislantes de Mott, onda de densidad de carga [66] y onda de densidad
de espin.

El diagrama de fases para el estado fundamental fue obtenido por Pollet et al. usando la
aproximacion de Monte Carlo cudntico y considerando un ensamble canénico. En esta investi-
gacién se encontré para el caso de igual hopping (tF = tp) separacién de fases, fase de liquido
de Luttinger y una fase de apareamiento entre pares de particulas de diferente especie [41, 68].

Posteriormente usando parametros diferentes a los considerados por Pollet, se determiné el
diagrama de fases del estado base para una mezcla Bose-Fermi confinada en una red éptica
unidimensional, por medio de la simulacién de Monte Carlo cuédntico [39, 52, 53, 54, 67] y
encontraron que las fases aislantes y superfluidas dependian del llenado del sistema, al igual
que del tipo de interaccion bosén-fermion y bosén-bosén. Uno de los resultados de este trabajo,
es el diagrama de fases de la figura 15, que se obtuvo al encontrar la densidad de particulas
bosoénicas pp como funcién del potencial quimico pp, cuando la energia de tunelamiento de
ambas especies era cero (tp = tp = 0), manteniendo constante el potencial de interaccién
entre bosones Ugp y la densidad de particulas fermidénicas pp.

16 —m——r———1———+——

—=— | =36 p=32 )
14 - L=36 p=48 - F
oo =44 B=32 P 1
12 +H —a— L=36 [3:32 pF=D H "J’ B
& 1r 7
0.8 8
06 .

04 N 1 N 1 L 1 L 1 L 1 L
-5 0 5 10 15 20 25

Figura 15: Densidad bosénica pB como funcién del potencial quimico pp manteniendo constante la densidad
de fermiones pr = 1/4, la interaccién entre bosones Ugp = 10 y el acoplamiento bosén-fermién Ugr = 16. Las
posiciones de los 16bulos aislantes coinciden para diferentes tamafos de red L y temperaturas 8 = 1/T. Figura
tomada de [39].
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En la figura 15 se observa la aparicién de una fase aislante con compresibilidad x = 0 cuando
la densidad de bosones es pp = 3/4 y la densidad fermidnica es pr = 1/4. Esto indica
la aparicion de la fase aislante de Mott mezclada, cuando la densidad total del sistema es
conmesurable con la red

pB+pr =1 (24)
En la expresién anterior pr se definfo en la ecuacién (17) y pp se define como

Np
PB = I (25)
donde Np es el nimero total de bosones y L es el nimero de sitios en la red.

El diagrama de fases en el plano up — Uppr, muestra como el potencial quimico es funcién
del pardmetro de interaccién entre particulas de diferente especie Uy, manteniendo tanto
la densidad de fermiones como la interaccién entre bosones constante. Para Ugpr pequenos el
ancho del gap del aislante trivial pg = 1 es dominante, pero a medida que este parametro
aumenta, el gap va tendiendo a cero. Caso contrario ocurre con el gap que se genera para el
aislante no trivial pg = 3/4, con la diferencia de que este no crece de forma indeterminada;
por el contrario alcanza un punto de saturacién como se observa en la figura 16.

Una comparacion entre la investigacién realizada por Rigol y el estudio previo del grupo de
Lewenstein, se hace en la figura 16, donde ademas del acuerdo cuantitativo en ambos estudios,
es posible establecer algunas correspondencias que se dan en el intervalo 0 < p < 20. En la
tabla 3 se presenta la correspondencia entre ambos estudios.

20 - T T : :
L[V
l—[l]-l--lrl---l --_1I[|] [ ]
[ .‘ :
15 : |
Pe=r 2
|FL ) - B
210 - IV Ay ligr iy -
l"[]ll] [V]
5+ /A g | |
pg=0.75 |
|
0 & [] . * |l n | i n
° 10 20y 30 40 50
BF

Figura 16: Comparacién entre los diagramas de fases de Rigol [39] (sfmbolos con lineas punteadas) y los

resultados obtenidos por Lewenstein [29] (Lineas continuas y simbolos romanos).
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Rigol [39] Lewenstein [29]

Fase anticorrelacionada 11 Liquido de Fermi formado por un fermién
y un agujero bosénico gy,

Fase de coexistencia entre el aislante de | Liquido de Fermi Igy,

Mott y el liquido de Luttinger IV
Estado en que coexiste la fase anticorrela- | Densidad de onda de carga Ipwy
cionada con el estado superfluido I1T1
Fase aislante V' Fase de fermiones compuestos. Un fermion
y un agujero bosénico Ipp

Cuadro 3: Comparacién entre los resultados de Rigol y Lewenstein. En la figura 16 se observa que las tres
primeras fases del cuadro ocurren aproximadamente para los mismos pardmetros, ademds tienen cualidades

similares. La ultima fase del cuadro (V), sugiere la formacién de particulas compuestas.

A pesar de los esfuerzos por entender el comportamiento de las mezclas Bose-Fermi, atin se
hace pertinente profundizar en modelos mas complejos que involucren por ejemplo los grados
de libertad internos de las especies. Es por ello que en los capitulos posteriores se investigaran
las mezclas Bose-Fermi considerando que las particulas fermidnicas poseen espin 1/2 y que la
mezcla se encuentra confinada en una red 6ptica unidimensional.

Debido a la alta complejidad de los modelos en los que se consideran los grados de libertad
internos de las particulas constituyentes y a que los Hamiltonianos no tienen soluciones ana-
liticas exactas, surge la necesidad de ir més alld de la aproximaciéon de campo medio para
comprender de forma adecuada las mezcla Bose-Fermi confinadas en una red dptica unidi-
mensional. El estudio de estos sistemas se llevara acabo por medio de la técnica numérica
conocida como grupo de renormalizacién de la matriz densidad, (GRMD, por sus siglas en
inglés DMRG), que es el método computacional més poderoso para el estudio del estado ba-
se de sistemas correlacionados unidimensionales. Esta técnica, serd estudiada en el siguiente
capitulo.
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Grupo de Renormalizacién de la Matriz Densidad (DMRG)

Las mezclas Bose-Fermi confinadas en una red optica unidimensional, en las cua-
les se considera que las particulas fermidnicas poseen espin 1/2 y que pueden in-
teractuar tanto atractiva como repulsivamente con bosones polarizados, se podrian
estudiar numéricamente por diagonalizacion exacta, al introducir en un computador
el Hamiltoniano exacto para obtener los valores y vectores propios de interés. Sin
embargo, el espacio de Hilbert del sistema crece exponencialmente con el nimero de
sitios, por lo que solamente se podrian estudiar sistemas con muy pocos sitios. Por
esta razoén, vamos a considerar el método del grupo de renormalizacion de la matriz
densidad para estudiar las mezclas entre bosones escalares y fermiones con espin.

En 1992 White y Noack [70, 71, 143] estudiaron las limitaciones numéricas presentadas por
los métodos de renormalizacién en el espacio real (RSRG), cuando se utilizan en el estudio de
las propiedades a baja energia de sistemas cudnticos de muchos cuerpos. El estudio de White
lo llevo a encontrar la manera de escoger mucho mejor los estados que determinan la fisica
mas relevante del sistema, tomando los estados con mayor peso estadistico dentro de la matriz
densidad en lugar de tomar los m estados de menor energia del Hamiltoniano. Esta idea dio
origen al algoritmo conocido como grupo de renormalizacién de la matriz densidad (DMRG
por sus siglas en inglés). El formalismo del DMRG resulta ser una idea muy importante en
fisica computacional, debido a que la dimensién del espacio de Hilbert de los sistemas cuanticos
de muchos cuerpos crece exponencialmente con el tamano del sistema, agotando rapidamente
los recursos informaticos. Por ejemplo, un sistema conformado por particulas fermidnicas con
dos grados de libertad internos y L sitios tiene un espacio de Hilbert con una dimension 2~
[145].

El algoritmo del DMRG ha logrado una precisiéon sin precedentes en la descripcion de los
sistemas cudnticos unidimensionales [146] y consiste de dos secciones fundamentales: algoritmo
de sistema infinito que tiene como objetivo hacer crecer el sistema al tamafio que se quiere
estudiar, y algoritmo de sistema finito que reduce el error numérico basado en el principio
variacional. En estos algoritmos se toma un sistema con L sitios conocido como superbloque el
cual se divide en 4 bloques: Un bloque denominado bloque del sistema L° que se expande por
medio de los vectores base |i), i = 1,...,] y que se representard como By, dos sitios intermedios
representados cada uno por medio de e, y el resto se denomina bloque del entorno E cuyos
vectores base son |j), 7 = 1,...,J y su representacion es Bf‘. Con estas consideraciones la
longitud total del superbloque es L =1+ J + 2 y para la construccion de la matriz densidad
se representard como Bj e oBf. Esta configuracion se ilustra en la figura 17.
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Superbloque |V)
(29003030 ¢cjloo-0C00]
Sistema|i) Entorno|j)

Figura 17: Configuracién del superbloque. Los rectdngulos negros representan al bloque sistema expandido
por lo vectores |¢) y al bloque entorno expandido por los vectores |7). Cada uno de los sitios del superbloque

se representan por medio de puntos rojos.

Para introducir este concepto se usaran dos bloques en lugar de uno: un bloque izquierdo, A
y un bloque derecho, B. El espacio de Hilbert del sistema A + B se expande por el producto
tensorial ﬁA+B = ]fIA ® ffB y su dimensién es Dayp = D4 + Dp. De esta manera el estado
general del sistema (superbloque) se describe por medio de la funcién de onda normalizada
¥).
) =D Wisl)li), (26)
0.

donde la suma corre sobre todos los estados del bloque izquierdo [i) y del bloque derecho |j)
con sus respectivos coeficientes ¥, ;.

En cada iteracion se adiciona un sitio a la derecha del bloque izquierdo y un sitio a la izquierda
del bloque derecho. De esta manera los dos bloques crecen de forma simultanea hasta que la
base alcanza la dimensién m deseada. Cuando el sistema se encuentra en un estado puro, se
describe por medio de la matriz densidad reducida de la fisica estadistica

p=Tre|¥){(¥], (27)

donde T'rg indica que se realiza la traza sobre los grados de libertad del entorno. Al realizar
esta operaciéon se obtiene que sus componentes vienen dados por

piiv = Y WI W ;. (28)
J

La matriz densidad p tiene N* vectores propios ortogonales plws) = wq|ws) con sus respec-
tivos valores propios w, > 0, en los que se considera la probabilidad de que el sistema se
encuentre en un determinado estado |c), por lo cual Y wq = 1.

Para truncar el espacio de Hilbert del estado del sistema, se organizan de mayor a menor los
estados propios, es decir, w; > wy > w3 > ... y se retienen los M® estados més probables,
(estados con mayor peso estadistico) de la matriz densidad reducida 27.

La razoén por la cual se consideran los estados con mayor peso estadistico M?, se debe a que el

valor esperado de cualquier observable (A), que actia sobre el sistema se expresa en términos
de la matriz densidad reducida 27 y del estado general del superbloque 26, de la forma

(A) = Tr(pA). (29)
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Al expresar el valor esperado en términos de los vectores propios de la matriz densidad |w,)
se obtiene:

No
(A) = walwa|Afwa), (30)

donde N* son los valores propios. Esta tltima relacién permite calcular el valor esperado del
observable A en términos de los vectores propios con mayor peso estadistico M?®, descartando
aquellos estados |w,) donde w, & 0 sin que el error sea apreciable. Esta es la idea detras del
proceso de renormalizacion, con la cual se expresa el valor esperado aproximado del operador

A como
MS

<A>ap7"ox ~ Zwa<wa|A’wa>- (31)

El error que se produce en la renormalizacién del valor esperado del operador A viene dado
por

M.S
€p=1— Zwa, (32)
a=1

donde M? representa los estados retenidos con mayor peso w,. La ecuacién (32) indica que
entre mayor cantidad de valores w, se consideren, el error disminuye, siendo cero cuando se
consideran todos los valores propios.

Para definir la matriz densidad del sistema a estudiar, se debe decidir la forma en la cual
se construye el superbloque y el mecanismo que va a incrementar su tamano. También es
necesario considerar la manera en la cual se introducen los grados de libertad en el sistema,
evitando el rapido crecimiento del espacio de Hilbert y conservando tanta informacién como se
pueda en cada uno de los pasos. Una de las caracteristicas més importantes del algoritmo del
grupo de renormalizacién de la matriz densidad es la tasa de variacién en la cual la precision se
incrementa con el nimero de estados m. La forma mas eficiente de construir un superbloque se
logra cuando se agrega un sitio al sistema y uno al entorno en cada iteracion, teniendo presente
que la representacién méas precisa del estado objetivo se da al conectar uno de los extremos
del superbloque al resto de la cadena (condiciones de frontera abiertas). Si se conectan ambos
extremos (condiciones de frontera periédicas) la representacién es menos precisa.

En las condiciones de frontera abiertas, cada uno de los estados propios de la matriz densidad
del bloque, representan la respuesta del bloque a las fluctuaciones cuanticas generadas en el
resto de la cadena. Si el bloque del sistema se conecta por ambos extremos al resto de la
cadena (condiciones de frontera periddicas), cada uno de los extremos deberd responder de
forma independiente a las fluctuaciones cudnticas del entorno. De esta manera si se necesitan
m estados para describir con precision la union del sistema por uno de sus extremos con el resto
2 cuando la unién se realiza por los dos extremos. Es
necesario tener en cuenta que en el limite termodindamico las condiciones de frontera abiertas
se comportan como condiciones de frontera cerradas debido a que usualmente el estudio se
centra es en el bulk del sistema. Un ejemplo se presenta en las cadenas de Heisenberg, donde
la precisién relativa de la energia del estado base para un sistema con 28 sitios y particulas
de espin S = 1/2, tiene un error de ¢, = 10710 para condiciones de frontera abiertas, y de
€p = 1077 para condiciones de frontera periédicas [71].

de la cadena, entonces, se necesitaran m
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Para utilizar el algoritmo DMRG en el modelo bajo consideracion es necesario tener en cuenta
que el sistema a estudiar es un sistema finito, que junto con la representacién del superbloque
por medio de la configuracion B; e .Bﬁ y considerando que B’ = Bj.; = Bje permiten
construir la matriz densidad mediante dos diferentes métodos: método de sistema infinito y
método de sistema finito.

4.1. Método de sistema infinito

El algoritmo inicia considerando un sistema con 4 sitios B; @ ¢ B (B es el reflejo de By y el
subindice 1 indica que consiste de un solo sitio), cuyo Hamiltoniano se diagonaliza por medio
del método de Lanczos [147] o Davidson [148] para encontrar los valores y vectores propios con
los cuales se construye la matriz densidad reducida. Los estados m con mayor peso estadistico
de la matriz densidad, se usan como vectores columna de la matriz de transformacién O,
que tiene por funcién proyectar cualquier operador A del bloque del sistema, en un nuevo
operador A de tamafio m x m por medio de la operacion A = OTAO (en este punto se
produce la renormalizacién del espacio de Hilbert). Posteriormente se crea el hamiltoniano
para Bs = Bje y en la segunda iteracién se diagonaliza el hamiltoniano de la configuracién
By e eBJ. De esta manera se continua hasta alcanzar el tamafio deseado del superbloque
Be oBlR. En cada iteracién, el tamafio de la cadena se incrementa en dos sitios. La figura 18
muestra una representacién esquematica para este algoritmo.

B1onBiq

|19 219
Bl"B{q

By e oBf.

2P|/
Bl. L .B{:{

S BQ Bf »
Bi..B.;-?
dIPP I 0? CO--00C00
L]
B; B

Figura 18: Tlustracién esquematica del crecimiento del superbloque mediante el algoritmo del sistema infinito.
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Este método se usa principalmente cuando se desea conocer las propiedades del estado base
de una cadena infinita, lo cual se logra al considerar que en cada iteracién, los extremos de
los bloques se alejan del centro de la cadena y luego de muchos pasos cada bloque representa
aproximadamente la mitad de la cadena infinita. Este algoritmo converge en dos sentidos de
forma simultanea: en la longitud de B; al infinito y el sentido que B; estd adaptado para
responder a una cadena infinita conectada a él por la derecha. Este algoritmo se resume en el
cuadro 4.

1 Iniciar con un sistema conformado por cuatro sitios y definir las matrices
en cada uno de los sitios que representa al hamiltoniano y los operadores
relevantes. Dos sitios conforman el bloque sistema y dos el bloque entorno.

2 Por medio del producto directo entre las matrices de cada sitio se construye
el hamiltoniano del superbloque.
3 Por medio de algoritmos como Lanczos o Davidson se diagonaliza el hamilto-

niano del superbloque para obtener el estado objetivo (por lo general el estado
base) y los valores esperados de los operadores relevantes.

4 Construir la matriz densidad reducida p con los estados propios del punto 3.

5 Determinar mediante diagonalizacion exacta los vectores propios de la matriz
densidad p del punto 4 y organizarlos de mayor a menor valor propio wg,
manteniendo los estados de mayor peso estadistico.

6 Hallar la representacién matricial de los operadores relevantes O, para el blo-
que sistema (constituido por dos sitios), mediante producto directo entre los
operadores de cada uno de los sitios

7 Construir la matriz de transformacién A usando los vectores propios seleccio-
nados del punto 5 como vectores columna.
8 Usar los operadores O del punto 6 para construir los operadores truncados O

por medio de la operacién O = ATOA. Los operadores O van a actuar sobre
el nuevo bloque 1.

9 El antiguo bloque 1 se guarda y se reemplaza con el bloque del punto 8.

10 El antiguo bloque 2 se guarda y se reemplaza con la reflexién del bloque del
punto 8

11 Iniciar de nuevo en el paso 2.

Cuadro 4: Algoritmo de sistema infinito para un sistema cudntico unidimensional [71, 146].

Debido a que las dimensiones del superbloque aumentan, se presenta el inconveniente de
que en cada paso los estados objetivos son diferentes. Este aumento puede provocar una
convergencia lenta debido al cambio cualitativo en sus funciones de onda. Por lo tanto, es
necesario implementar un método que garantice la convergencia de las funciones de onda para
calcular las propiedades de un sistema de tamano definido N. El método que garantiza la
convergencia, es el método de sistema finito.
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4.2. Método de sistema finito

Mediante este algoritmo es posible calcular con gran precisiéon las propiedades de un sistema
de tamano finito L, considerando que el bloque entorno es un bafno estadistico en el cual se
encuentra inmerso el bloque sistema. El método se basa en dejar siempre un mismo tamano
L para el superbloque y variar de forma iterativa los tamafios tanto del sistema como del
ambiente. Para este caso, el ambiente no es una reflexién del sistema.

Inicialmente se construye un superbloque de tamano L usando el algoritmo para sistema
infinito y guardando los operadores que se usan en cada iteracién. El superbloque se divide
en cuatro bloques para formar los bloques sistema y entorno. El bloque sistema se compone
por un bloque de tamano [ = (L/2) — 1 y un bloque en el que se considera un solo sitio y se
representard mediante Bje, el bloque entorno se compone por un bloque con un solo sitio y un
bloque de tamano I’ = (L/2) —1 y su representacién sera oBﬁ. De esta manera el superbloque
se puede expresar como Bj e oBl},%, donde se cumple que [ +1' +2 = L.

En la siguiente iteracién B e oBl],% se usa para construir un nuevo bloque del sistema con un
tamanio [ + 1 = L/2, removiendo un sitio del bloque entorno I’ — 1 = (L/2) — 1 — 1 para
mantener constante el tamafio L del superbloque B, ® oBl],%fl. En la siguiente iteracién se
usa la expresién anterior para construir un nuevo bloque sistema con tamano [ +2 = L/2+1,
removiendo nuevamente un sitio del bloque entorno I’ — 2 = (L/2) — 1 — 2 y construir el
superbloque Bjio ® oBﬁ_Z. En cada paso del algoritmo se aumenta el tamanio del sistema
hasta que !’ sea el minimo posible (I’ =1 lo cual corresponde a [ = L — 3). Esta secuencia de
pasos del algoritmo de sistema finito, es un barrido de izquierda a derecha, como se muestra
en la figura 19.
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Figura 19: Representacién esquemética del algoritmo de sistema finito. En este esquema se inicia el barrido

de izquierda a derecha y luego de la mitad del algoritmo se barre de derecha a izquierda.
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El mismo procedimiento se ejecuta pero de derecha a izquierda, intercambiando los roles de
los bloques sistema y entorno. La variaciéon del tamano de los bloques se realiza hasta que
solo quede un sitio en el bloque sistema (I = 1 lo cual corresponde a I’ = L — 3). Este proceso
se repite hasta cuando el tamafio del bloque sistema sea igual al tamano del bloque entorno.
El proceso se explica en detalle en el recuadro 4

1 Construir el superbloque de tamano L por medio del algoritmo de sistema
infinito.
2 Dividir el superbloque del punto anterior en 4 bloques y considerar el bloque

uno de tamano [ = L/2 y el bloque 4 de tamanio I’ = L — [ — 2. Con esta
operacién el tamano de los dos bloques (sistema-entorno) es diferente y se
mantiene constante el tamano del superbloque

3 Construir el bloque By con los pasos 2-9 del cuadro 4.

4 Reemplazar el bloque 4 con la reflexion de By del punto 2.

) Sil < L — 3 incrementar el tamano del sistema haciendo [ =1 + 1.

6 Repetir los pasos 3 a 5 hasta que [ = L —3. Hasta aqui es la iteracion izquierda-
derecha.

7 A partir del superbloque del punto 6 tomar cuatro bloques: tres compuestos
por un tnico sitio [ = 1 y el cuarto bloque con un tamano I’ = L — 3

8 Construir el bloque Bjy1 con los pasos 2-9 del cuadro 4.

9 Guardar el nuevo bloque By para el espacio 1, reemplazando el antiguo B

10 Reemplazar el bloque 4 con la reflexion de Br,_(j41)—2)-

11 Sil < L — 3 incrementar el tamano del sistema haciendo [ =1+ 1 y volver al
paso 8. Si l = L — 3 inicie una nueva iteracién desde el paso 7.

12 Repetir el proceso varias veces, y parar cuando la configuracién sea simétrica.

Cuadro 5: Algoritmo de sistema finito para un sistema cudntico unidimensional de L sitios [71, 146]. Cada

célculo se encuentra constituido por varias iteraciones y cada iteracién consta de L — 3 pasos.

4.3. Transformacion de funcién de onda

Como ya se mencion6 anteriormente, la convergencia iterativa al estado base del hamiltoniano
se obtiene en cada uno de los pasos del barrido por medio de alguna rutina de diagonalizacion
(Lanczos o Davidson). El nimero de iteraciones depende de la precisién deseada y en cada
iteracion se aplica el Hamiltoniano a un nuevo estado, hasta alcanzar la convergencia deseada.
Este proceso se agiliza al transformar el estado base del paso previo en el barrido a una nueva
base, para usarlo como punto de inicio en la diagonalizacion.

Considerando que el estado base del Hamiltoniano, antes del cambio de base es:
|¥) = Z (isiv18it2Bits|V)|isiv15i+2Bit3)- (33)
@,8i41,5i+2,0i+3
Una vez se efectua el cambio de base, se adiciona un sitio al sistema y un sitio al ambiente

|W) = Z (it18i125i13Bital V)| ir18i125i43Biv4)- (34)

0 41,8i42,5i43,0i14
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Considerando . [a;){as| = 35 [Bi)(Bi| = 1 se obtiene

(Qig1sizosipaBial¥) = > (Uharwoisin (US)siaBioafis (@isit15i2Bis|®).  (35)

a;i,8i+18i+3

Esta operacién disminuye el costo computacional, al reducir el calculo del estado fundamental
a solo unas pocas iteraciones de Lanczos o Davidson.

4.4. Ajuste dinamico del nimero de estados de bloque

El algoritmo DMRG estandar considerar un mismo nimero de estados m en cada operacion
de truncamiento, pero para tener control en la precisiéon del algoritmo desde el comienzo del
proceso, se debe seleccionar de manera eficiente el nimero de estados del superbloque, man-
teniendo los estados propios de la matriz densidad con un peso estadistico mayor que un
parametro e fijado durante el procedimiento de renormalizacion. El error maximo de trunca-
miento 74 Se fija desde el inicio del algoritmo y puede ser igual al pardmetro € o mayor si
se minimizan las contribuciones de los estados que no se consideran. Para evitar este proble-
ma, el pardmetro € se ajusta dindAmicamente aumentando el nimero de estados, cuando la s
contribucién de los estados no considerados sea mayor que 7mqz-

La implementacién en el DMRG se lleva a cabo al aumentar el niimero de estados seleccionados
m cuando EZ” Wo = 1 — € < 1— epmaz. De esta manera, se tiene control sobre el error de
truncamiento y se considera un nimero preciso de estados propios de la matriz densidad,
evitando tener més estados de los necesarios, lo que podria hacer que el tiempo de calculo se
incremente, o menos estados, lo que podria generar resultados con errores muy grandes.

Una de las ventajas del método de ajuste dindmico del nimero de estados de bloque, consiste
en que el nimero de estados requeridos para lograr una determinada precisién, es mayor cerca
de la configuracién simétrica y en los pasos restantes, el error de truncamiento se alcanza
con un numero pequeno de estados, con lo cual la eficiencia en el paso de renormalizacion
se maximiza. Esto da la posibilidad de tomar diferentes valores de ep.,q, en cada barrido,
haciendo més eficiente el célculo [72].

4.5. Simetrias

Otra de las ventaja del DMRG, consiste en que este algoritmo permite considerar una gran
variedad de simetrias, que son de ayuda para reducir el tiempo de computo y el almacena-
miento en mucho mas que un orden de magnitud. Ademds el espacio de Hilbert también se
reduce y se descompone en una suma de sectores. Las simetrias que se implementan con mayor
frecuencia son las simetrias que permiten que tanto la magnetizacién total gfota
total de particulas n, tengan un conjunto comun de funciones propias y sus valores propios
sean buenos niimeros cudnticos. Si estas simetrias se encuentran presentes en el Hamiltoniano,
todos los operadores se pueden expresar en forma matricial como un conjunto de bloques (sec-

tores) que se distribuyen a lo largo de la diagonal con elementos distintos de cero y que se

; v el ntiimero
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preserva siempre y cuando se mantenga fija la magnetizacién total y el nimero de particulas.

Por ejemplo, para una cadena de N espines 1/2 donde [Sf H ] = 0, el Hamiltoniano se

otal’

puede expresar como:

—N/2 0 0 0
0 —N/241 -- 0 0
H = : : : : (36)
0 0 ... N/2—1 0
0 0 0 N/2

Para el caso que se esta trabajando, el Hamiltoniano de la ecuacién (22) conserva el nimero
total de particulas

| > s figr| = 0 (37)
i
y ademds conserva tanto la componente en z del espin 57, , como el espin total 5?2

[Z gtzoml,z‘y ﬁBF} =0, (38)

[SQ,I?BF} —0. (39)

Por lo tanto la base con la que se trabaja, serd bien definida como |7, S 2, 5'Z>

4.6. Valores esperados

El valor esperado del operador local A; del sitio [, se calcula por medio de la matrix densidad,
usando la funcién de onda del superbloque 26

DimS DimE

(TIA[) = > N UH[A]0 T, (40)

i,i'=1 j=1

donde DimFE es la dimensién del bloque entorno y DimS es la dimensién del sistema. En el
c6digo se agrega el sitio [ en el dltimo barrido y se guarda el operador A;, para en el iltimo
paso calcular <\II\A|\II) Es por esta razén que se debe ser cuidadoso al evaluar cada uno de
los operadores locales con su respectivo espacio de Hilbert al aumentar el nimero de sitios.

El calculo de la funcién de correlacién del operador A entre los sitios [ y m depende de si ambos
sitios estan en el mismo bloque (sistema o entorno) o en bloques diferentes. En el primer caso
se realiza el producto A A, tan pronto como se pueda definir en el tltimo barrido del método
del sistema finito, y para actualizarlo en cada paso del barrido. De esta forma (¥|A|¥) se
calcula cuando el entorno es igual al sistema

<\I]|AlAm|\IJ Z‘If zz/‘I’z Je (41)
1,45
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Si ambos sitios pertenecen a diferentes bloques, el proceso anterior deja de ser valido, debido
a que los operadores pertenecen a diferentes espacios de Hilbert, por lo cual los operadores se
calculan por separado y la funcién de correlacion se calcula por medio de:

(U|A A | W) = > UH[A]i [Am] 5 Vi (42)

Zl 7]7]
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FERMIONES CON ESPIN S =1/2 Y BOSONES ESCALARES EN EL LIMITE
“HARD-CORE”

Los estudios tedricos en los cuales se consideran mezclas entre bosones y fermiones
sin espin, indican la aparicion de un estado aislante de Mott que surge cuando la
densidad total de particulas en el sistema es conmesurado con la red [39]. Para la
misma relacion de conmesurabilidad, se reporto experimentalmente el surgimiento
de un estado aislante de Mott mezclado en un sistema conformado por isotopos
bosonicos de '™Yb (s = 0 ) interactuando repulsivamente con isétopos fermionicos
de '3Yb (s = 5/2) [21]. Por esta razén vale la pena prequntarse ;Qué sucede con
las fases aislantes y la relacion de conmesurabilidad, cuando se considera un sistema
en el que los bosones se encuentran polarizados y los fermiones tienen dos grados de
libertad internos?

El modelo descrito en el capitulo 3, es desde el punto de vista tedrico, la aproximacién més
sencilla que permite describir las mezclas entre bosones y fermiones. Este tipo de sistemas se
ha estudiado por medio del Hamiltoniano Bose-Fermi-Hubbard sin considerar los grados de
libertad internos de las particulas constituyentes.

Un modelo un poco méas complejo consiste en considerar fermiones con espin 1/2 y bosones sin
espin. Experimentalmente este modelo se ha realizado usando gases cuanticos degenerados de
1My p 173y e 174V b—171Yb. E1 17Y b es un is6topo bosénico con espin nuclear cero, y el 173Y'b
y 11Y'b son is6topos fermidnicos con espin nuclear I = 5/2 (seis grados de libertad internos)
y I = 1/2 (dos grados de libertad internos) respectivamente [16]. También se han realizado
mezclas de aislantes de Mott bosénicos y fermiénicos confinados en una red tridimensional,
manteniendo fijo el niimero de bosones y variando la densidad de fermiones para medir la
doble ocupacién bosén-bosén (Dp), fermién-fermién (Dp) y bosén-fermién (Dpr)[21] como
se ilustra en la figura 20. También se encontré que el sistema se caracteriza mediante dos fases
que dependen del niimero de fermiones con los cuales se configura el sistema y que para el
caso repulsivo son: fase I, donde el nimero de total de particulas es conmesurable con la red
(pB+ pr = p, donde p es entero) pero individualmente son inconmensurables (pp y pr no son
enteros). Los resultados experimentales para esta fase indican que Dp ~ Dp ~ Dpp = 0; fase
II, separaciéon de fases. En esta fase Dpp &~ 0, mientras ocurre un crecimiento en D como se
observa en el panel inferior y superior de la figura 20a respectivamente.

A diferencia del caso repulsivo, en el caso atractivo se observa un aumento en la doble ocupa-
cién bosén-fermion (panel inferior de la figura 20b), lo que da origen a tres nuevas fases: fase
I, particulas tipo A compuestas por dos bosones y un fermién. Esta fase se caracteriza por un
rapido crecimiento tanto de Dp como de Dppr como se observa en el panel inferior y superior
de la figura 20b respectivamente; fase II, se crean dos particulas tipo B conformadas por un
bosén y un fermién. Este comportamiento se debe a que inicamente se tiene un fermién por
sitio, se presenta una disminucién en Dp y un aumento en Dpp; fase III particulas tipo C
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conformadas por dos bosones y dos fermiones. Este comportamiento se debe principalmente
al mayor nuimero de fermiones y al confinamiento armdnico que propicia un aumento en Dpg
y Dp en el centro de la trampa como se observa en el panel del centro y superior de la figura
20b respectivamente.

Motivados por estos estudios, se investigard el estado base de un sistema que nos permita
abordar con cierto grado de complejidad las mezclas Bose-Fermi. Es por ello que se procederd a
explorar un sistema constituido por fermiones con 2 grados de libertad internos que interactian
de forma repulsiva con bosones en el limite “hard-core”. La interaccién entre los fermiones se
considera de tipo repulsivo y en todo el sistema se encuentra confinado en una red éptica
unidimensional. La energia del estado base del sistema se calcula por medio del grupo de
renormalizacién de la matriz densidad, considerando condiciones de frontera abiertas.
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Figura 20: Medidas de las distribuciones de ocupacién como funcién del niimero de dtomos fermiénicos Ng:
a Medicién de la doble ocupacién para interaccién repulsiva. Panel superior, doble ocupacién bosénica Dp
(cfrculos rojos). Panel del medio, doble ocupacién fermidnica D (circulos rojos). Panel inferior ocupacién de
parejas Bose-Fermi Dpr para Np = 6 x 10® (circulos rojos), N = 8.5 x 10® (circulos naranjas), Ng = 13 x 10°
(circulos verdes), Ng = 15 x 10% (cfrculos azules) y Np = 20 x 10® (circulos morados). b Medicién de la doble
ocupacién para el caso de interaccién atractiva. Panel superior doble ocupacién bosénica (circulos azules). Panel
medio doble ocupacién fermidnica (circulos rojos) panel inferior Ocupacién de parejas Bose-Fermi (circulos
rojos). Las lineas sélidas corresponden a simulaciones numéricas y las regiones sombreadas corresponden a

resultados numéricos con diferentes temperaturas iniciales +£5nK. Figura tomada de [21].
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Para estudiar tedricamente este sistema considerando la temperatura 7' = 0, se usara el modelo

Bose-Fermi Hubbard (ecuacién (22)), sin considerar el término correspondiente al potencial

de confinamiento externo, ni el término de interaccién entre particulas bosénicas, debido a que
b )

se esta trabajando en el limite “hard-core”, donde se considera maximo una particula bosénica

por sitio como se observa esquematicamente en la figura 21.

tB tF 'lF

,-\ | 4 | 4 \
o o LTSI J122] |22

Figura 21: Representacién esquemética del modelo Bose-Fermi Hubbard en el limite hard-core. Los circulos

azules representan a los bosones sin espin y los circulos rojos representan a los fermiones con espin 1/2.

Con estas consideraciones el Hamiltoniano para el sistema en cuestion es

Hpp=—tp Y (blbj+he)—tr > (fl fio+he)+ % > il il +Usp Y alal.
(4,9) (i,4)o i,07£0’ i

(43)

Para investigar este modelo se considera que la densidad de particulas bosénicas (fermidnicas)

se define como N
B(F
PB(F) = L( ) (44)

donde Np(f) es el nimero de particulas bosénicas (fermiénicas) en el sistema de L sitios. La
base del espacio de Hilbert bosénico Hp en cada uno de los sitios de la red, se forma con los
estados |0) y |1), con una densidad que se encuentra en el intervalo 0 < pp < 1. Para el caso
fermidnico se consideran dos grados de libertad internos, con los estados [0),| 1),| ) y | T))
que forman una base para el espacio de Hilbert correspondiente Hg. La densidad de particulas
para este caso se encuentra en el intervalo 0 < pp < 2, por lo cual, pr = 1 corresponde a
medio llenado fermidnico.

Con los espacios de Hilbert bosonicos y fermiénicos, se obtiene el espacio de Hilbert local para
el sistema bosén-fermion, por medio del producto tensorial Hp ® Hp. Los estados base para
este espacio son:
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NB NTF Nf Estado
0 0 0 |0, 0)
0 [ 1 | 0 | [0,1)
0 [0 | 4 | [0
0 | 1 | 4 [10.1)
1 0 0 I1,0)
L[t 0 LD
Lo 1[Iy
U1 [+ [IL10)

Cuadro 6: Espacio de Hilbert local para un sistema conformado por fermiones con dos grados de libertad

internos y bosones sin espin en el limite hard-core dim(Hp ® Hp) = 8.

La escala de energia se fija tomando ¢z = 1 y se considera una amplia gama de densidades
bosoénicas y fermiénicas. Una ilustracion esquematica del estado base del sistema se presenta
en la figura 22 para una red con ocho sitios.

@ oo de de de

(b) ©0 0 06 0 06 O O

Figura 22: Iustracién esquemaética de los estados base de una mezcla de fermiones con dos grados de liber-
tad (verde) interactuando con bosones en el limite “hard-core” (azul) y confinados en una dimensién. En la
ilustracién se considera una red con ocho sitios (L=8) y dos diferentes estados base. (a) Estado aislante con
una densidad fermiénica pr = 1 y densidad bosénica pp = 1/2. (b) Estado aislante de Mott mezclado con
pr=1/2y pp=1/2.

5.1. Medio llenado fermiénico pr =1

Debido al importante rol de los efectos de la interaccién en los sistemas constituidos tanto
por bosones como por fermiones, es de esperarse que ocurran cambios drasticos en los com-
portamientos fisicos individuales de cada especie, cuando éstas interactiian y se confinan en
una misma red. Es asi como por ejemplo, si la densidad de particulas bosénicas se hace cero
(pp = 0) en el Hamiltoniano de la ecuacién (43) y la densidad de fermiones en el sistema es
pr = 1, se obtiene un estado aislante de Mott con ordenamiento de tipo antiferromagnético
para interacciones entre fermiones diferente de cero y de tipo repulsivo Upp > 0. Pero, ;Qué
sucede con este sistema si se adicionan bosones y se mantiene constante tanto la interaccion
entre fermiones Upp como la interaccién bosén-fermién Ugp?

Para dar respuesta a esta pregunta, se estudia el comportamiento de la densidad bosénica
como funcién del potencial quimico. Para ello se fija el nimero de particulas fermiénicas pp,
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la interaccién Upp, la interaccién entre particulas de diferente especie Upr y se van agregando
bosones al sistema. Primero se encuentra la energia para el sistema fijando la densidad de
fermiones y considerando que la densidad de bosones es cero, lo que corresponde al estado
‘NT, Ny, 0>. Luego se afiade un bosén y se calcula la energia E(NT, Ny, 1) de este nuevo estado
dejando los demas parametros fijos. Operando de esta forma, y desarrollando en cada iteracién
el proceso descrito, se llega hasta el estado con la densidad bosénica deseada. Con la diferencia
entre la energia del estado ‘NT, N|,Np+ 1> y el estado ‘NT, Ny, NB> se calcula la energia de
excitacién de particula u?, como se ilustra en el cuadro 7.

Np | pp = % E(NT, Ny, NB) Energia de excitacién de particula p®
0/L E(Ny,N,,0) E(N;,Ny,1) — E(Ny,N,,0)
1 1/L E(Ny, Ny, 1) E(Ny,Ny,2) — E(Ny, Ny, 1)

Np Xa E(Ny,N,,Ng) | E(Ny,N,,Ng +1) — E(Ny, N, Np)

Cuadro 7: Energia de excitacién de particula bosénica p?, en una mezcla de bosones escalares y fermiones

con espin s = 1/2.

Siguiendo el proceso descrito en el cuadro 7, se obtiene la figura 23(a) para Upp = 3.5 y una
densidad de fermiones de pp = 1.
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Figura 23: (a) Densidad bosénica pg como funcién del potencial quimico p®. La densidad fermiénica es
pr = 1 (medio llenado) e interaccién fermién-fermién Upp = 3.5. Dos diferentes valores de interacciéon bosén-
fermién, a saber: Ugr = 1 (punto negros) y Upr = 6 (cuadros rojos), para los cuales hay ausencia o presencia
de fases incompresibles respectivamente. Recuadro: Potencial quimico como funcién del tamafio del sistema
para una densidad bosénica pp = 1/2. La gréfica superior (conjunto de datos en azul) corresponde a la energia
de excitacién de una particula y la inferior (conjunto de datos en verde) corresponde a la energia de excitacién
del hueco. La extrapolacién en el limite termodinamico se realiza por medio de un polinomio de segundo orden
e indica que el gap de carga es finito, y se representa en la grafica por medio de diamantes de color purpura.
(b) Diagrama de fases en el plano u? — Uprp, para Upr = 3.5 y densidad fermidnica pr = 1. El diagrama de
fases muestra la fase superfluida (blanco) y la fase aislante para pp = 1/2 (amarillo) que aparece a partir de
un valor critico Ugp. La linea vertical discontinua corresponde a la curva de la figura (a) (cuadros rojos). Las

lineas son tnicamente una ayuda visual.

La grafica 23(a) muestra la densidad bosénica como funcién del potencial quimico para un
término de acoplamiento entre particulas de diferente especie Ugr = 1 (punto negros) y
Upr = 6 (cuadros rojos). Para Ugp = 1, se observa un incremento monétono en la densidad
bosénica como funcién del potencial quimico, indicando que las excitaciones bosénicas se
producen sin un gasto de energia. Para el caso Ugp = 6 se observa la apariciéon de una fase
aislante, cuando la densidad bosénica es pp = 1/2. Estos resultados sugieren la existencia
de un valor critico Ugp del pardmetro de acoplamiento entre bosones y fermiones, para el
cual aparece la fase aislante. El que esta fase aislante sobreviva en el limite termodinamico,
indica que la energia de excitacién de una particula i, = E(NT, N, ,Np+ 1) —E((NT, Ny, NB)
es diferente a la energia de excitacién del hueco up, = E(NT, Ny, NB) — E(NT, N|,Np — 1),
estableciendose un gap que se define como:

AP =y — . (45)

En el limite termodindmico para el caso en estudio, existe un valor finito de AP = 2.8 para
Upr = 6, como se observa en recuadro de la grafica 23(a). Este gap representa el ancho del
plateau en la grafica principal (figura 23(a)).

Estos resultados indican que cuando la densidad fermiénica es pr = 1 y la densidad bosénica
es pp = 1/2,se obtiene un tnico estado aislante que cumple con la relacién pp + %pp =1,
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donde el niamero total de cargas no es conmesurable con la red. Este hallazgo es interesante
debido a que las fases aislantes de Mott surgen, cuando la suma entre la densidad bosoénica
y fermiénica da como resultado un valor entero, ( pp + pr = p, p € N) indicando de esta
manera que el nimero total de particulas es conmesurable con el niimero de sitios de la red.

La gréfica 23(b) presenta el diagrama de fases en el plano u” — Ugp. La curva superior p
(inferior up) representa la energia de excitacién mas baja desde el estado ‘NT,N 1,V B> al

estado ’NT’ N|,Np + 1> (’NTv N,,Np — 1>>, para diferentes valores del acoplamiento Upp.

La diferencia entre la curva superior e inferior nos permite conocer la variacion del ancho
del gap como funciéon del pardmetro de acoplamiento Upr y se construye al realizar varios
estudios de u® — pp para diferentes valores de Ugp como el de la figura 23(a), manteniendo
constante la densidad de fermiones y la interaccion entre fermiones. Este diagrama de fases
establece que en el limite termodindmico para el intervalo 0 < Uy, < 1.5, la energia requerida
para adicionar o extraer una particula del sistema es la misma y el estado base del sistema se
encuentra en el estado superfluido. Para Ugp > 1.5 y densidad bosénica pp = 1/2, el sistema
se encuentra en el estado aislante y el ancho del gap es funcién del pardmetro Ugp (4rea
amarilla).

Los estudios realizados indican que existe un valor critico Ug, > Upp a partir del cual
se producen los estados aislantes, y para Upr < Ugp, el sistema se encuentra en un estado
superfluido. El valor critico Ug, es funcién del parametro de interaccién entre fermiones como
se ilustra por medio de la curva verde en la figura 24, que divide el diagrama de fases en una
regién sin gap'? (regién inferior) y una regiéon con gap (regién superior) que cumple con la
condicion pp + %pF = 1. En la figura 24, también se observa la aparicién de la fase aislante
aun cuando no hay interaccién entre los fermiones Upp = 0.

14Un estado sin gap es aquel estado en el que el potencial quimico es continuo, indicando que no es necesarrio
suministrar energia al sistema para agregar particulas.
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Figura 24: Puntos criticos Uj; » como funcién de Urr. La fase incompresible cumple con la relacién pB—i—%pF =
1. Recuadro: Perfil de densidad a lo largo de la red para las particulas bosénicas (circulos rojos) y fermiénicas
(tridngulos azules) para Ugpp = 5 (panel superior) y Upr = 9 (panel inferior). En ambos casos la interaccién

entre fermiones es Upr = 3.5 y tp = tr = 1. Las lineas son ayudas visuales.

El perfil de densidad del nimero de particulas bosonicas y fermiénicas en la fase aislante, se
presenta en el recuadro de la figura 24. Para valores pequenos del parametro de interaccién
bosén-fermién, se observé que cada dos sitios hay un bosén extendido 1 y que las particulas
fermidénicas ocupaban cada una un unico lugar en la red, como se observa en el panel superior
para un parametro de interacciéon Upr = 5 y en la figura 22 (a). Este resultado sugiere que
los fermiones que se encuentran en un estado de Mott, proporcionan un transfondo en el
cual se produce una transicién de estado entre la fase superfluida y la fase aislante, que se
induce al variar el niimero de bosones. Una situacién similar fue encontrada para una mezcla
Bose-Fermi en 3D, considerando la conmesurabilidad global de las densidades bosénicas y
fermionicas. Para este sistema se reportd la transicién de fase desde el estado superfluido al
estado aislante de Mott con un transfondo fermiénico en la fase CDW [62, 134].

El perfil de densidad en la fase aislante del recuadro de la figura 24 para valores pequenos
del parametro de interaccién bosén-fermion, permite explicar la aparicién de la fase aislante
en Upp = 0, donde la interaccién local entre bosones y fermiones es lo suficientemente fuerte
para crear cuasiparticulas pesadas que no decaen a pesar de su naturaleza repulsiva. Estas
cuasiparticulas se encuentran en una celda unitaria compuesta por dos sitios, cada uno con
un fermién y un bosén uniformemente distribuido. Esto ocurre porque la energia potencial
asociada es mayor que la energia cinética maxima para particulas independientes, por lo que
la primera no puede convertirse en la segunda. Estos pares masivos repulsivamente unidos se
propagan muy lentamente a través de la red, lo que resulta en un estado aislante [149]. Expe-

5 .z 7z . . . . oy .
15T a funcién de onda bosénica se distribuye de forma uniforme en dos sitios consecutivos.
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rimentalmente se ha reportado la creacién de cuasiparticulas conformadas por dos fermiones
y un boson (FFB) en un confinamiento de tipo arménico pero con interaccién entre bosones y
fermiones de tipo atractivo [21]. Este resultado no ha sido reportado previamente en sistemas
Bose-Fermi con interaccion repulsiva.

Para valores grandes de Upp los fermiones y los bosones ocupan lugares diferentes, haciendo
que la distribucion de particulas sea no homogénea, como se ilustra en el panel inferior del
recuadro de la figura 24, donde se consider6 un parametro de acoplamiento Ugp = 9. Con
este valor se obtiene un aislante alternante, constituido por una celda unitaria compuesta por
dos sitios, uno de ellos ocupado por un bosén y el otro ocupado por aproximadamente dos
fermiones. En esta fase tanto la densidad de onda de carga (CDW) fermiénica como bosénica
es maxima, lo cual indica que los fermiones y los bosones se encuentran completamente loca-
lizados. La maxima ocupacién fermidnica se debe a que sin importar el signo de la interaccién
bosén-fermién en cada uno de lo sitios de la red, se induce una interaccién de tipo atractiva
entre los fermiones siempre y cuando la interaccién bosén-bosén sea de caracter repulsivo [93].
Un estado base similar al que se encuentra en este trabajo, se reporté con una celda unitaria
compuesta por dos sitios de la red, para una mezcla de fermiones con espin polarizado y bo-
sones sin espin considerando una densidad de medio llenado para ambos tipos de cargas [30].
La fase CDW y la transicién de fase entre SDW a CDW ha sido reportada por medio de la
aproximacién de bosonizacién [56].

Estos resultados permiten concluir que en el l6bulo aislante se produce una transiciéon de
fase cuantica que depende del parametro de interaccién entre fermiones y cuya determinacion
precisa es una de las perspectivas de esta tesis. Graficamente este comportamiento se puede
observar en la figura25

Figura 25: En la gréfica se observa que las cargas bosénicas (azul) se alternan con las cargas fermidnicas

(rojo), es decir, donde hay fermiones no hay bosones y visceversa. Este comportamiento da origen a una fase

CDW bosénica que coexiste con una fase CDW fermiénica.

Los resultados anteriores indican que existe un estado aislante cuando la densidad fermidénica
es conmesurable con el tamano de la red. Sin embargo ;jSucede lo mismo si no se cumple dicha
condiciéon? Para dar respuesta a esta pregunta, en la siguiente seccién se procedera a estudiar
otros llenado fermidnicos.

5.2. Otros llenados

Luego de explorar la fisica para medio llenado fermidnico pr = 1, se estudiara en la presente
seccion lo que sucede con los diagramas de fases del sistema, al considerar diferentes densi-
dades fermidnicas. La primera densidad que se explorard es pp = 1/2 y se considerard un
parametro de interaccién entre fermiones constante de Uppr = 5. Nuevamente se determinard
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el comportamiento de la densidad bosénica como funcién del potencial quimico, manteniendo
el pardmetro de acoplamiento Upp constante, como se muestra en la figura 26.
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Figura 26: (a) Densidad bosénica pg como funcién del potencial quimico uZ. La densidad fermiénica se fija
en pr = 1/2 y la interaccién repulsiva entre fermiones es Upp = 5. Se consideran dos diferentes valores de
interaccién bosén-fermién, a saber: Upr = 1 (puntos negros) y Upr = 8 (cuadrados rojos) para los cuales
hay ausencia o presencia de fases incompresibles respectivamente. Recuadro: Gap de carga como funcién del
tamafio del sistema para las densidades bosénicas pp = 1/2 (naranja) y pp = 3/4 (azul). Los valores para
1/L — 0 (diamantes) corresponden a la extrapolacién en el limite termodindmico por medio de un polinomio de
segundo orden. (b) Diagrama de fases del estado base en el plano uB — Upp para un parametro de interaccién
entre fermiones fijo de Uprp = 2 y densidad fermidnica de pr = 1/2. Las dreas con color corresponden a
regiones incompresibles. La regién en amarillo corresponde a la densidad bosénica pp = 3/4 y la regién azul es
para pp = 1/2. Recuadro: Valor esperado del nimero de particulas bosénicas (circulos rojos) y fermiénicas
(tridngulos azules) a lo largo de la red. Se observa que el estado fundamental dentro del I6bulo amarillo pg = 3/4
es una fase CDW. Los célculos no mostrados presentan el mismo patrén de perfil de densidad, luego a diferencia
de la figura 24, no hay diferentes tipos de fases aislantes, sino que siempre se ve una CDW. Los perfiles de

densidad para pp = 1/2 se presentan en la figura 27. Las lineas son ayudas visuales.

En la grafica 26(a), se observa un crecimiento continuo de la densidad bosénica cuando el
término de acoplamiento es Ugp = 1 (puntos negros), lo cual indica que el estado base se
encuentra en una fase superfluida. Al incrementar el valor del acoplamiento a Ugprp = 8, el
sistema presenta un comportamiento bastante novedoso relacionado con la aparicién de dos
fases aislantes (cuadros rojos), una para la densidad pp = 1/2 y otra para pp = 3/4. El
recuadro muestra la evolucion del ancho de estas fases aislantes en funcién del inverso del
tamafio de la red, indicando que en el limite termodindmico alcanzan un valor finito, de
AP =24 para pg =1/2 y de AP = 3.4 para pp = 3/4.

El estado aislante que emerge para pp = 1/2, manteniendo constante la densidad de fermiones
pr = 1/2 satisface la relacién pp = 1 — pp e indica que el nimero total de cargas es conmesu-
rable con el tamano de la red, dando origen a un estado de Mott mezclado donde la densidad
de los bosones y de los fermiones no son conmesurables. Una representaciéon esquematica de
esta situacién se presenta en la figura 22(b). Esta relacién por separado se ha obtenido para

52



5. FERMIONES CON ESPIN S =1 /2 Y BOSONES ESCALARES EN EL LIMITE
“HARD-CORE”

estados aislantes de mezclas Bose-Fermi en diferentes contextos, por ejemplo anteriormente
en mezclas entre bosones y fermiones con espin polarizado [39]. La fase aislante que proviene
de pp = 3/4 manteniendo constante pr = 1/2, cumple con la relacién pp + %pF =1 que se
vincula al aislante de Mott, ya discutido antes para el caso pp = 1. Estas relaciones fueron ve-
rificadas para otras densidades fermidénicas (por ejemplo pr = 1/3) y es una de las principales
conclusiones de este trabajo.

La presencia de dos fases aislantes en este llenado sugieren un diagrama de fases muy diverso,
como se muestra en la grafica 26(b). Las regiones coloreadas indican los estados aislantes que
se encuentran para las densidades bosénicas pp = 3/4 (16bulo amarillo) y pp = 1/2 (I6bulo
azul). El 16bulo para pp = 1/2, muestra un crecimiento lento en la energia necesaria para
adicionar o extraer una particula bosénica del sistema, y su diferencia tiende a permanecer
constante para valores altos del parametro Ugp. Este comportamiento es diferente al que se
presenta para pp = 3/4, en el cual la diferencia en las dos energias se incrementa con Upp.
Es importante mencionar que las regiones que rodean a cada uno de los l6bulos sugieren la
existencia de tres diferentes regiones superfluidas.

En el recuadro de la figura 26(b) se muestra el valor esperado del nimero de particulas
bosénicas y fermiénicas a lo largo de la red para pp = 3/4 (punto rojos y tridngulos azules
respectivamente), para un parametro de interaccién entre fermiones de Upp = 2 y Ugp = 9.
En esta fase, el estado fundamental es una modulacion periddica de carga de dos sitios, es decir,
una onda de densidad de carga que permanece cualitativamente igual independientemente de
la interaccion bosén-fermion.

Los estados aislantes de las figuras 23(b) y 26(b) para pp = 3/4, cumplen con la relacién
pB + %pp = 1. Estos lobulos presentan un incremento lento de la energia necesaria para
remover un bosén, la cual se satura al aumentar el parametro de interaccién entre particulas de
diferente especie. Por el contrario, la energia necesaria para adicionar un bosoén crece de forma
rapida con el pardmetro de interaccion bosén-fermién Ugg. Por lo tanto las caracteristicas de
las fases aislantes de los l6bulos que cumplen con la relacién pp + pr = 1 son diferentes si se
comparan con los que cumplen con la relacién pg + % pr = 1.

Los puntos criticos Uj;» para el estado aislante cuando la densidad bosénica es pp = 1/2, se
representan en la figura 27 por medio de cuadrados verdes para diferentes valores del parametro
de interaccion entre fermiones. La curva divide el diagrama de fases en dos regiones: la region
con color que indica un estado aislante y la regién sin color que hace referencia a la region
superfluida. Es de resaltar que el estado aislante se presenta aun cuando la interaccién entre
fermiones es cero y se necesita una energia de interacciéon aproximada de Uj, ~ 4.2 para
distribuir y localizar las cargas en los diferentes sitios de la red como se ilustra en el esquema
de la figura 22 (b). Esta energia es mayor que la requerida para inducir el estado aislante
para medio llenado fermiénico y pp + % pr = 1 estudiado en la seccién 4.1, debido a la mayor
cantidad de fermiones en ese caso (ver figura 24). La grafica 27 también indica que debido a
la menor densidad de fermiones (pp = 1/2), la energia de acoplamiento Uj;, para localizar
las particulas es menor a medida que se incrementa la interaccién Upp.
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Figura 27: Puntos criticos como funcién de la interaccién entre fermiones Upp para una densidad pp = 1/2.
Los cuadrados separan la regién superfluida de la regién aislante. Recuadro: Dentro del I6bulo aislante (regién
azul) se presenta una transicién de fase que depende del pardmetro de interaccién bosén-fermién y que va desde
un estado base que se encuentra en una fase dimerizada entrecruzada para el caso Upr = 13 (panel superior) a
un estado de separacién de fases para Ugr = 16 (panel inferior) considerando fija la interaccién entre fermiones

Urr = 2. Las lineas son ayudas visuales.

La evolucion de los puntos criticos Ugp, contrasta con los hallazgos para los lébulos que
cumplieron la relacion pp + % pr = 1, donde dichos puntos criticos aumentan con Upp. Este
fenémeno se debe a la baja densidad fermiénica que localiza a los bosones y los fermiones
en diferentes sitios, manteniendo el estado aislante cuando la interacciéon bosén-fermion es
débil y la interaccién entre fermiones es finita. En los l6bulos aislantes, el nimero total de
portadores es siempre mayor que el tamano de la red como se observé en la figura 24, realzando
la importancia de la interaccién bosén-fermion.

La distribucion de las particulas bosonicas y fermidnicas en los 16bulos aislantes es diversa y se
puede atribuir principalmente a la interaccién bosén-fermién, como se aprecia en el recuadro de
la figura 27, donde se mantiene fija la interaccion fermion-fermién para una densidad bosoénica
de pp = 1/2 y se varia el pardmetro de interaccién bosén-fermién. En el panel superior del
recuadro se considera que Upp = 13, lo cual genera un estado base que se encuentra en
una fase dimerizada que se entrecruza debido a la baja densidad global de fermiones. En el
panel inferior del recuadro, se considera Upr = 16 y se observan regiones con un nimero
pequeno de cargas fermiénicas y ausencia de cargas bosénicas alternadas con regiones donde
la densidad de bosones es pequena y hay ausencia de cargas fermiénicas. Esta distribucién a
lo largo de la red corresponde a una separacién de fases que ya ha sido reportada tedéricamente
y recientemente observada en una mezcla Bose-Fermi constituida por isétopos de ¥ K —6 Li
[206].
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La caracterizaciéon del estado base para bosones y fermiones se complementa por medio de las
correlaciones densidad-densidad, que permiten obtener el factor de estructura para cada una
de las cargas definido como

S (k) = Z ik (G—1) ( <nf’(3)nf’(3)> _ <”f’(B)> <nf,(B)>)7 (46)

L
=1

Jil

(ol - - - |vo), v |1bo) es la

donde k es el vector de onda en el espacio de momentos, (- - -)
funcién de onda del estado base.

El factor de estructura para bosones y para fermiones exhibe un maximo alrededor de k/7 ~
0.54 para Ugp = 13 y un crecimiento mondétono para los fermiones en Ugrp = 19 con una
tendencia a saturar para los bosones, como se observa en la figura 28. Lo anterior nos permite
reforzar que existe una transicién de fase al interior de la fase aislante.
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Figura 28: Factor de estructura para bosones (cuadrados rojos) en el limite “soft-core” interactuando con

fermiones con dos grados de libertad (puntos negros). El célculo se realiza para una red con L = 48 sitios.

Para densidades fermidénicas que se encuentran por encima del medio llenado los sistemas
compuestos por mezclas Bose-Fermi cumplen con la simetria particula-hueco, por lo cual se
espera la aparicién de regiones aislantes segin las condiciones expuestas anteriormente. Por
ejemplo, para una densidad fermiénica de pp = 3/4 se obtienen fases aislantes para densidades
bosénicas de pp = 1/4y pp =1/2.

5.3. Imbalance de masas

La posibilidad de realizar experimentalmente sistemas mezclados de bosones y fermiones con
diferentes dtomos, implica que estos sistemas pueden estar compuestos por especies atomicas

95



5. FERMIONES CON ESPIN S =1 /2 Y BOSONES ESCALARES EN EL LIMITE
“HARD-CORE”

con diferentes masas y presentar fases cuanticas diferentes a las obtenidas cuando las masas
se encuentran balanceadas. Tedricamente los sistemas Bose-Fermi con diferentes masas, se
pueden estudiar haciendo que los hopping sean diferentes tp # tp. Para explorar como varia
el diagrama de fases de un sistema compuesto por bosones y fermiones con diferentes masas,
se considerara a continuacién el caso para el cual tp = 5tp que se ha estudiado en otras
investigaciones experimentales [24], considerando los mismos pardametros del estudio realizado
para pp = 1. El diagrama de fases en el plano u” — Upp para este sistema se presenta en la
figura 29(a).

(a) pF =1

10F -
2 ' U=35

Superfluido

St tB = StF Superfluido

0 2 1 6 8 10
UBF

Figura 29: Diagrama de fases del potencial quimico como funcién del pardmetro de interaccién bosén-fermién
para un imbalance en las masas de tg = 5tr. (a) Densidad fermiénica pr = 1 y pardmetro de interaccién entre
fermiones Urpr = 3.5. (b) Densidad fermiénica pr = 1/2 y pardmetro de interaccién entre fermiones Upp = 2.
La fase superfluida es la regién en blanco y la fase aislante para pg + %pp = 1 es la regién con color. Las lineas

son ayudas visuales.

Esta figura muestra como el l6bulo aislante cumple con la relacion pp + % pr = 1, presentando
un area mas angosta que la reportada en la grafica de la figura 23(b); esto se debe principal-
mente a la mayor energia cinética de los bosones. Este comportamiento se mantiene cuando la
densidad de fermiones es de pp = 1/2 como se observa en la figura 29(b). Sin embargo, para
este ultimo caso, la fase aislante que surge para la relacion de conmesurabilidad pp 4+ pr = 1,
es decir, la fase aislante para pp = 1/2 desaparece, debido a la menor densidad fermiénica.

5.4. Conclusiones

En este capitulo se estudié el estado base de una mezcla entre fermiones con espin 1/2 y
bosones sin espin en el limite “hard-core”, considerando diferentes densidades fermiodnicas y
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variando los parametros de interaccién fermién-fermién y bosén-fermién para construir los
diferentes diagramas de fase.

Para el caso de medio llenado fermiénico (pr = 1) se encontré un unico estado aislante que
se presenta para pp = 1/2 y cumple con la relacién pp + % pr = 1. Este estado se caracteriza
por una transicién de fase que va desde un aislante de Mott con un fermién por sitio y un
bosén compartido por dos sitios a un estado aislante alternante donde cada celda unitaria se
encuentra constituida por dos sitios: uno con dos fermiones y el otro sitio con un bosén. Esta
transicion se induce controlando el acoplamiento entre particulas Upp.

A diferencia del caso anterior para otros llenados fermiénicos, los estados aislantes dependen
de la densidad fermidnica y surgen cuando la densidad bosénica cumple con las relaciones
pp=1—prypp+ % pr = 1. El estado fundamental para cada uno de los casos es diferente.
Por ejemplo, para el caso en el que se considera un llenado fermiénico de pr = 1/2 y una
densidad bosénica de pp = 3/4, el estado base no se altera al variar el término de acoplamiento
Upr. Sin embargo, para el caso en el que la densidad bosénica es pp = 1/2, se presenta una
transicion de fase cuantica que va desde una onda de densidad de carga a una separacion de
fases.

En esta secciéon también se encontré que los l6bulos aislantes surgen a partir de un valor
critico finito del término de acoplamiento Uy, que depende del pardmetro de interaccién
entre fermiones y su evolucién depende de si cumple o no con la relacién pp + % pr = 1.

Por 1ltimo se estudié lo que sucedia con el sistema al considerar un imbalance en las masas. En
este caso se presenta una reducciéon en el ancho de los 16bulos que cumplen con la relacién pp+
% pr = 1, mientras que los otros desaparecian dependiendo de los pardmetros de interaccion.

La correspondencia entre entre los parametros del modelo de Hubbard y los parametros que
se controlan experimentalmente son: Ugp = EgaBBk\/gn%M, Urp = EﬁaFFk\/gn;M y

Upr = EﬁaBFk%(l + %)(n;lﬂ + 77151/2)73/2, donde £ = T es el vector de onda del
(wh)?

campo laser, a denota el espaciamiento de la red, Eg( F) = 2@myp, es la energia de retroceso

VB (r)
BE )
Experimentalmente las interacciones boson-boson y boson-fermion, se controlan variando la
profundidad de los patrones de interferncia de la red 6ptica, la longitud de onda del laser
y las longitudes de dispersién agp y apr que se pueden ajustar por medio de resonancia
Feshbach, por lo que es posible ajustar de forma razonable los parametros a las escalas de
energia trabajadas en esta investigacién. A lo largo de todo el estudio se considera que ambas
especies tienen aproximadamente la misma masa mp ~ mpg, por lo que tg = tr y permite
estudiar mezclas como 5Li —7 Li[14], 3He —* He[15], '3Yb —1T Vb [21] y K 4! K[242].
Para el estudio particular se puede considerar la mezcla 1"0Yb —171 Yb.

bosénica (fermiénica) y npr) = es la amplitud de la red en forma adimencional [93].

En el siguiente capitulo se estudiard un sistema unidimensional constituido por fermiones con
espin 1/2 que interactiian con bosones sin espin en el limite “soft-core” donde se espera que la
fisica sea ain mas rica. Se construiran los diagramas de fases a temperatura cero, considerando
interacciones intraespecies de tipo repulsivo e interespecies tanto atractivas como repulsivas.
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En el capitulo anterior se encontrd que para un sistema conformado por fermiones
con espin 1/2 y bosones polarizados en el limite hard-core, surgen dos tipos de fases
aislantes: fases aislantes de Mott mezcladas, que emergen cuando la densidad total
de particulas es conmesurable con la red y fases aislantes que emergen para densida-
des no conmesuradas. También se logrd establecer que estas fases cumplen con las
relaciones de conmesurabilidad pp = 1 — pp y de inconmesurabilidad pp = 1 — %pF.
Pero, ;Qué sucede con estas fases de compresibilidad cero, si ahora se considera mds
de un bosén por sitio?

Luego de explorar las transiciones de fase para una mezcla entre bosones sin espin en el limite
“hard-core” y fermiones con dos grados de libertad internos confinados en una red optica
unidimensional, y de encontrar que las fases aislantes para este sistema se producen cuando
la densidad bosénicaes pp=1—prypp=1— % pr [152], se procederd a estudiar esta misma
configuracién de particulas, pero considerando ahora la posibilidad de encontrar mas de un
bosén en el mismo sitio (limite “soft-core”) como se observa esqueméticamente en la figura
30. Debido a la posibilidad de variar experimentalmente tanto la magnitud como el signo
de la interaccién entre particulas de diferentes especies, en esta investigacion se consideran
interacciones tanto de tipo atractivo como de tipo repulsivo.

te te te

e e LTIl 122 (2]

Figura 30: Representacién esquemética del modelo Bose-Fermi Hubbard en el limite soft-core. Los circulos

Uss

azules representan a los bosones sin espin y los circulos rojos representan a los fermiones con espin 1/2.

El estudio tedrico de este sistema, se realizard por medio del modelo Bose-Fermi Hubbard
(ecuacién (22)), sin considerar el término correspondiente al potencial de confinamiento ex-
terno

Hip =t Y (Blb; + he) + P22 S AP0 1) te 3 (il fio + hc)
(4,9 ‘ (i,j)0 (47)

(2

Urr P B

+T g nfonfa,—FUBFg Bl
i

1,070’

B

Para investigar este modelo se considera que el nimero maximo de bosones por sitio es n,> ... =
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3; de esta manera el espacio de Hilbert bosénico Hp local tiene como base: |0),[1),|2) v [3) ¥
con una densidad que se encuentra en el intervalo 0 < pp < 3. Es de resaltar el hecho de que
si bien la densidad méaxima posible de bosones que se consideran en el estudio es pp = 3, los
calculos realizados no alcanzan este valor, pues se hace necesario considerar las fluctuaciones
cuanticas. Para el caso de los fermiones, los estados |0),|1),|{) y | T{) forman una base para
el espacio de Hilbert correspondiente Hp. La densidad de fermiones por sitio, se encuentra en
el intervalo 0 < pp < 2.

Por medio del producto tensorial entre los espacios bosénicos y fermiénicos |[Ng) ® |Np) se
obtienen los siguientes estados para un sitio de la mezcla:

~

INT) | IN[) | INB, Nr)
0 0 |0, 0)
10, 1)
10,4)
10, T4)
|1,0)
1, 1)
11,1)
1, 11)
12,0)
12, 1)
12,1)
2,1
3,0)
3, 1)
3,1)
3, 1)

COOJOJOO[\D[\D[\D[\DH»—\»—!&—*OOOOUUZ

o= o= o= o= | o= o= o|—
|| o] ol || o] ol || ol o|+|+| o

Cuadro 8: Espacio de Hilbert local para un sistema conformado por fermiones con dos grados de libertad

internos y bosones sin espin en el limite soft-core Hp x Hr = 16.

De esta manera el espacio tiene una dimensién d = 16, que es una base grande pero tratable. El
problema se aborda considerando que la escala de energia se fija en tz = 1 y se considera una
amplia gama de densidades bosénicas y fermiénicas. Una ilustracion esquemaética de algunos
estados base del sistema se presenta en la figura 31 para una red con ocho sitios.
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Figura 31: Posibles distribuciones de las particulas para el estado base de una mezcla de bosones escalares
(azul) y fermiones con dos grados de libertad internos (verde). a. Coexistencia del estado base de Mott para
fermiones (pr = 1) y bosones (pp = 2), aqui Ugr > 0. b. Estado aislante de Mott mezclado con pr = 1/2 ¢
interaccién de acoplamiento Ugr de tipo repulsivo. c. Estado aislante no conmesurado con densidad fermiénica
pr = 1 y densidad bosénica pp = 1/2 para Upr < 0. d. CDW con un bosén y un fermién cada dos sitios.
e. Estado aislante con doble periodicidad bosénica y fermidnica para interacciones repulsivas, considerando

pr =1y pp = 1. Cada sitio se representa por medio de los cuadros negros de la parte inferior.

La energia del estado base del sistema conformado por un nimero Np de bosones y Np =
N; + N de fermiones, se expresa por medio de E(N4, N, Np) y se obtiene a partir del
Hamiltoniano 20 por medio del algoritmo del grupo de renormalizacién de la matriz densidad,
considerando condiciones de frontera abiertas.

Experimentalmente es posible controlar las interacciones entre gases cuanticos degenerados
por medio de resonancia Feshbach [243], por esta razén se considerard en la siguientes dos
secciones el acoplamiento bosén-fermién tanto de tipo atractivo como de tipo repulsivo.

6.1. Acoplamiento bosén-fermién repulsivo (Ugpr > 0)

En esta seccién se considerard que la interaccion entre particulas con diferente estadistica es de
tipo repulsivo, se fija la densidad de fermiones en pr = 1/2 y se varfa la densidad de bosones
en el intervalo 0 < pp < 3, considerando que las interacciones bosén-boson y fermién-fermién
son de tipo repulsivo y sus valores son Ugp = 16 y Urr = 6 respectivamente.

En la figura 32(a) se observa que para el pardmetro de acoplamiento Ugr = 1 (cuadrados
rojos), el potencial quimico bosénico pup = E(N4+, N, Np + 1) — E(N4, N, Np) crece de
forma continua, presentando mesetas (plateaus) cuando la densidad de bosones es entera.
Esta fenomenologia se debe principalmente a la baja interaccion entre bosones y fermiones,
reproduciendo el comportamiento de sistemas conformados tnicamente por bosones [150].
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Debido a este comportamiento, a estas fases se les denomina como fases aislantes triviales.

25 ofp =12 ;b); 1
20 25k Pp = 2 . : ?B — 7";‘ ; |
v e =302
Lo o o S '
1.5 I = °
o= — U_=6
OD-: I UBB: 16 o FF; s T
1.0 & : [s] o o
P py=1 < p,=3/ 1
0.5 F - g (; 3 8 a n L
s P, = 172
0055 0.0 200 30.0 0 3 U 10 15
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Figura 32: (a) Densidad bosénica como funcién del potencial quimico. Recuadro Gap de carga como funcién
del tamano del sistema para las densidades de pp no triviales. La extrapolacion en el limite termodindmico se
realiza por medio de un polinomio de segundo orden e indica que el gap de carga es finito y se representa en la
gréfica por medio de diamantes de color purpura. (b) Diagrama de fases del estado base en el plano ug —Usr

para un parametro de interaccién entre fermiones fijo de Urr = 6 y densidad fermiénica de pp = 1/2.

Al aumentar el pardmetro de interaccién bosén-fermién a Ugp = 8 (circulos negros) se observa
que los estados aislantes triviales disminuyen su gap y surgen cuatro nuevos estados aislantes
(no triviales) en las densidades bosénicas pp = 1/2,3/4,3/2 y pp = 7/4. En el recuadro de la
figura 32(a) se muestra como estos estados aislantes se mantienen en el limite termodindmico.

Los estados aislantes que se encuentran en las densidades pp = 1/2 y pp = 3/2, se relacionan
con el estado base para el cual la densidad total de particulas (pp+ pr) es conmesurable con el
tamano de la red. Por lo tanto estas fases aislantes corresponden a aislantes de Mott mezclados
que cumplen la relacién pp + pp = n, donde n = 1 para el aislante pp = 1/2 y n = 2 para
pp = 3/2. Las fases aislantes no triviales que aparecen en las densidades pp = 3/4y pp =7/4
no cumplen la condicién de conmesurabilidad y satisfacen la relacién pp + %pF = n donde
n = 1 para el en aislante pp = 3/4 y n = 2 para el aislante en pp = 7/4. La anterior discusién
y céalculos para otras densidades fermiénicas permiten concluir que este sistema tiene estados
aislantes triviales y estados aislantes no triviales, lo cual generaliza los resultados del modelo
“hard-core” [152].

Las propiedades fisicas de las fases aislantes dependen de las densidades bosénicas y fermié-
nicas al igual que de los pardmetros de interaccion, por lo cual existe un amplio rango de
parametros para explorar el sistema. El diagrama de fases en el plano pup-Upr, se ilustra en la
figura 32(b) donde las regiones con color representan las fases aislantes, mientras que las dreas
en blanco corresponden a regiones sin gap (estados superfluidos). En esta figura se observa
que el gap de los 16bulos triviales disminuye a medida que el acoplamiento bosén-fermién
aumenta, alcanzando sus puntos criticos en Ugp =~ 11.7y Ugp ~ 11.3 para pp =1y pp = 2
respectivamente. Debido a la interaccion fermién-fermion los l6bulos aislantes de Mott des-
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aparecen mas rapidamente que lo predicho para una mezcla de bosones escalares y fermiones
polarizados Uj, ~ 2Upp [39]. Tanto en este ltimo estudio como en nuestra investigacién
en el limite “hard-core” los 16bulos no triviales surgen desde un valor finito de la interaccion
repulsiva entre bosones y fermiones, al igual que se evidencia en este caso que es mas general.

Contrario al limite “hard-core” (figura 26), los 16bulos aislantes de Mott triviales aparecen
primero que los 16bulos donde la densidad de particulas no es conmesurada.Este comporta-
miento se debe a que se considera méas de un bosén por sitio con una interaccién mutua de
tipo repulsivo, ademads, la interaccion entre bosones y fermiones es pequena, lo cual hace que
las especies atémicas se comporten de forma casi independiente. Estos 16bulos tienden a satu-
rar en valores grandes del pardmetro de acoplamiento bosén-fermién, lo cual indica que esta
caracteristica no depende de la repulsion entre bosones. Los l6bulos no triviales que aparecen
para las densidades p = 1/2,3/4,3/2 y 7/4 tienen sus puntos criticos en U, ~ 1.9,2.5,2.9,3.9
respectivamente. La evolucién de estos 16bulos es diferente a los del sistema “hard-core”, donde
el ancho siempre se incrementaba. Ahora se observa que para pp = 3/4 el ancho satura para
valores grandes de Upp y se desvanece para pp = 7/4, determinando un lébulo cerrado en
el diagrama de fases. Se espera que entre los l6bulos aislantes se generen diferentes estados
superfluidos que marcara la rica fisica involucrada en el modelo descrito por el hamiltoniano
de la ecuacién (47).

Experimentalmente también es posible fijar la densidad de bosones y variar la densidad de
fermiones [21]. Es por ello que como complemento a esta investigacion se explorard la transicion
desde el estado superfluido al estado aislante considerando una densidad bosénica fija en
pp = 1/4 y se variara el nimero de fermiones. El potencial quimico de los fermiones se define
como pup = E(N+y+1,N, +1, Ng) — E(N3, N}, Np) vy la densidad fermiénica puede variar en el
intervalo 0 < pp < 2 como se ilustra en la figura 33 (a). En esta figura, al igual que en la figura
32 (a), se observa que para el pardmetro de interaccién débil Ugp = 1 el potencial quimico
fermidnico presenta un salto cuando la densidad de fermiones es pr = 1 (cuadrados rojos). El
resultado es cualitativamente muy similar al encontrado para un sistema con solo fermiones;
para interacciones débiles se recupera el comportamiento de los modelos independientes, que
es lo que uno intuitivamente espera.
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Figura 33: (a) Densidad fermiénica pr como funcién del potencial quimico u” para un llenado pp = 1/4.
Recuadro Ancho del gap de carga como funcién del tamafio del sistema para las densidades de pr no triviales.
(b) Diagrama de fases del estado base en el plano ur — Upr para un pardmetro de interaccién entre fermiones
fijo de Upr = 6, Upp = 16 y densidad bosénica de pp = 1/4.

Al incrementar el acoplamiento repulsivo entre bosones y fermiones a Ugp = 8 (puntos ne-
gros), la fase aislante trivial desaparece y da origen a tres fases aislantes no triviales, que
cumplen con las relaciones pp + % pr =1y pp+ pr =1 encontradas en el capitulo anterior y
reportadas en [152]. Estas fases aislantes se presentan en las densidades pr = 3/4,pr =3/2y
pr = 7/4. El gap de carga para cada una de estas fases aislantes no triviales se presenta en el
recuadro de la figura 33 (a) como funcién del tamaitio del sistema; en el limite termodindmico,
obtenido por medio de extrapolaciones polinomiales de segundo orden, se observa que las fases
aislantes sobreviven. Los estados aislantes de Mott en las densidades pp = 3/4 y pp = 7/4
tienen un nimero total de particulas igual y dos veces el tamano de la red, respectivamente;
mientras que el 16bulo en pp = 3/2 satisface la relacién pp + % pr = 1.

La figura 33 (b) ilustra el diagrama de fases en el plano purp — Upp para una densidad bosé-
nica fija de pp = 1/4 e interacciones bosén-bosén y fermién-fermién de Upp = 16 y Upp = 6
respectivamente. Como en la figura 32(b), las regiones en blanco representan las fases super-
fluidas, mientras que las de color representan las fases aislantes. Al apagar el acoplamiento
bosén-fermion se observa la aparicion de la fase aislante de Mott trivial, la cual se reduce a
medida que se incrementa el acoplamiento Upr y desaparece en Upp, ~ 7.8. Al incrementar
el acoplamiento bosén-fermién desde cero los 16bulos conmesurados no triviales surgen desde
Uip ~ 1.4y 0.7 para pp = 3/4 y 7/4 respectivamente. La evolucién de estos 16bulos es dife-
rente, pues el gap de carga para pp = 3/4 satura para valores grandes del acoplamiento Upp,
el gap de carga para pp = 7/4 aumenta como funcién del potencial quimico. La fase aislante
no conmesurada pp = 3/2 surge desde Uj;, ~ 2.1, crece mondtonamente y tiende a saturarse
para valores grandes.
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6.2. Acoplamiento bosén-fermién atractivo (Ugr < 0)

En la seccién anterior se elaboraron diagramas de fases considerando que el término de aco-
plamiento bosén-fermién era de cardcter repulsivo. Ahora la pregunta a responder es ;Cémo
cambian los diagramas fases del mismo sistema si se consideran interacciones bosén-fermién
de tipo atractivo? Para dar respuesta a esta pregunta se usaran los mismos valores para los
parametros de interaccién bosén-bosén y fermion-fermién que se consideraron en la seccion
anterior y se explorardn las transiciones de fase superfluido-aislante.

Al fijar la densidad fermiénica en pp = 1/2 y variar la densidad de bosones en forma progresiva
en el intervalo 0 < pp < 3 y considerando acoplamientos atractivos bosén-fermion Upp = —1
y Upr = —8, se obtiene la dependencia de la densidad bosénica pp con el potencial quimico
wp, como se ilustra en la figura 34(a). Al igual que en el caso repulsivo se observa que si el
acoplamiento es pequenio (Upr = —1), unicamente aparecen las fases aislantes triviales en
densidades pp enteras. Cuando el acoplamiento es Ugp = —8, la fisica del sistema se vuelve
més interesante y se confirma que entre los lobulos triviales se crean dos estados aislantes
independientemente del signo de la interaccién bosén-fermién, siendo este hecho una de las
conclusiones principales del presente estudio. Para el caso atractivo surgen dos fases aislantes
no triviales en las densidades pp = 1/4 y pp = 5/4 que se caracterizan porque el nimero
total de particulas no es conmesurable con el tamano de la red y cumplen con la relacién
PB — % pr = n, donde n toma los valore 0 y 1 respectivamente. Al comparar estos resultados
con los obtenidos en el caso repulsivo, se observa que también surgen estados aislantes para las
densidades pp = 1/2y pp = 3/2, pero ahora su origen fisico es diferente. El gap de carga para
cada una de estas fases aislantes se presenta en el recuadro de la figura 34(a) como funcién
del tamano del sistema.
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Figura 34: (a) Densidad bosénica como funcién del potencial quimico para un llenado pr = 1/2. Recuadro
Gap de carga como funcién del tamafio del sistema para las diferentes densidades pg. (b) Diagrama de fases
del estado base en el plano up — Ugr para un pardametro de interaccién entre fermiones fijo de Upr = 6,

interaccién bosén-bosén Upp = 16 y densidad fermiénica de pr = 1/2.

Al fijar la densidad fermidnica en pr = 1/3, se obtienen cuatro 16bulos no triviales que cumplen
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con las relaciones de no conmesurabilidad pp— % pF =Ny pp—pr = n que conducen a aislantes
en las densidades pp = 1/6,1/3,7/6 y 4/3. Para el caso particular pp = 1/2, se presentan los
16bulos aislantes en pp = 1/2 y 3/2, lo cual podria sugerir que la red y el nimero total de
portadores estdn conmesurados. Sin embargo, debemos notar que para el caso de pp = 1/3,
los estados aislantes que satisfacen la relacién pp — pr = n, tienen un nimero total de cargas
que es inconmesurable con el tamano de la red, por lo que nos encontramos con un nuevo caso
en el que la fase aislante, es no conmesurada.

En la figura 34(b) se presenta el diagrama de fases en el plano up — Upp manteniendo
constante los parametros pp = 1/2, Ugp = 16 y Upp = 6. Este diagrama de fases se obtuvo
replicando la gréfica 34(a), para otros valores negativos del acoplamiento bosén-fermién. Las
regiones en blanco corresponden a estados superfluidos que rodean las fases aislantes que se
encuentran en las regiones con color. La grafica muestra, como a medida que se aumenta
la interaccién atractiva Upp el gap de los 16bulos triviales se hace méas angosto hasta que
desaparece para valores de Ug, ~ —11.7 y —12.6 para pp = 1 y 2 respectivamente. Los
l6bulos no triviales surgen para un valor finito del acoplamiento bosén-fermién y su valor es
Upp ~ —3.5,—1.7,—-3.4 y —3.0 para las densidades pp = 1/4,1/2,5/4 y 3/2 respectivamente.

En la figura 35 se muestra la evolucién de la densidad de fermiones pr como funcién del
potencial quimico fermiénico pr, manteniendo fija la densidad de bosones en pp = 1/4. Esta
figura corresponde a la versién atractiva de la figura 32(a) y como en el caso repulsivo, solo la
fase aislante de Mott emerge para valores pequenos del acoplamiento y disminuye a medida
que el ancho de los 16bulos no triviales que se presentan en las densidades pp = 1/4,1/2 y
5/4 aumenta. Estos resultados confirman que el acoplamiento bosén-fermion atractivo genera
fases aislantes diferentes que las que se presentan para el caso repulsivo. En el recuadro de la
figura 35 se presenta el ancho del gap de carga como funcién del tamaifio del sistema para las
densidades pr no triviales.

2.0

1.5

1.0

Pk

0.5

0.0

Figura 35: Densidad fermiénica pr como funcién del potencial quimico pur para un llenado pp = 1/4.

Recuadro. Gap de carga como funcién del tamafio del sistema para las diferentes densidades pr.
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Este mismo procedimiento se realiz6 para las densidades pr = 1/3y pr = 1/6 (no se muestran)
y se encontrd que también es posible determinar las fases aislantes no triviales al considerar el

. / sz . . . 1
acoplamiento bosén-fermion atractivo, mediante las relaciones pp —pr =n+1y pp — 5pr =
n+1lconn=0,-1.

La posibilidad de variar experimentalmente las densidades tanto bosénicas como fermiénicas,
estimul6 el estudio en este trabajo de un modelo en el cual se considera la densidad de
fermiones constante en pr = 1 y un numero variable de bosones, examinando los casos de
acoplamiento repulsivo y atractivo. Los resultados de este modelo se muestran en la figura 36.

Figura 36: Densidad bosénica pg como funcién del potencial quimico pg para acoplamientos bosén-fermién

atractivo Ugpr = —10, repulsivo Ugr = 10 y sin acoplamiento Upr = 0.

En medio llenado fermidnico sin bosones, aparece solo una fase aislante que corresponde al bien
conocido estado aislante de Mott, donde cada uno de los sitios es ocupado por un solo fermion
a lo largo de la red. Al adicionar bosones al sistema, pero sin considerar el acoplamiento entre
bosones y entre fermiones, se espera que los bosones hagan una transicién desde el estado
superfluido hasta la fase aislante de Mott con un transfondo de Mott fermiénico, que toma
lugar cuando la densidad de bosones alcanza valores enteros. Esto establece en el sistema
la coexistencia de las fases aislantes de Mott bosénicas y fermidnicas como se observa en la
figura 36 para Ugr = 0. Cuando se enciende el acoplamiento bosén-fermion se observa que los
l6bulos bosoénicos triviales se contraen a medida que crece Ugp. Por lo tanto el aislante de Mott
bosénico y fermiénico coexisten en el sistema para valores finitos de Upp. Independientemente
del signo de la interaccién bosén-fermién, solo emerge un lébulo no trivial entre los 16bulos
bosénicos triviales, es decir, en las densidades pp = 1/2 y 3/2. Esto coincide con las relaciones
encontradas para los casos atractivos y repulsivos.

Cuando el parametro de acoplamiento bosén-fermién es débil y considerando pr = pp = 1,
se encuentra una completa miscibilidad 6, en la que coexisten las fases aislantes de Mott

16Una fase miscible se caracteriza principalmente por un completo solapamiento de las densidades bosénicas
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bosoénicas y fermidnicas con un bosén y un fermién por sitio, como se observa en la figura 37
para los casos atractivo y repulsivo. Esta fase se ha reportado tanto tedrica [28, 56, 151] como
experimentalmente [174].

1o1} ' ' ' " (a) | ' ' ' (b)
! U =10 1 1.01
UBF = ‘10 BF -
o
£ 1.00f 1t 11.00
pF =1 pF =1
pp=1 I pp =1 10.99
0.99 , , , , . . . .
Lot} ' ' ' ' 1t ' ' ' © 101
UBB = 16 UBB = 16
e Upp =6 e =
< 100} 1t 11.00
0.99 . . . . . . . . 0.99
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
1 1

Figura 37: Distribucién de fermiones (circulos azules) y bosones (cuadrados rojos) en la red, considerando
acoplamiento bosén-fermién repulsivo (a) y atractivo (b). Los pardmetros usados son: pr = pp = 1, Upp =
16,Urr = 6 y Ugpr = £10. En ambos paneles se observa que el estado base corresponde a la coexistencia de

las fases aislantes de Mott bosénicas y fermidnicas. En ambas figuras las lineas son ayudas visuales.

Al aumentar el acoplamiento Ugr v considerando el caso repulsivo, los fermiones y los bosones
ocupan diferentes sitios a lo largo de la red, estableciéndose de esta manera una separacién
de fases como se ilustra en la figura 38(a) para Ugp = 20.

y fermidnicas [179]
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Figura 38: Distribucién de fermiones (circulos azules) y bosones (cuadrados rojos) en la red, considerando
acoplamiento bosén-fermién repulsivo (a) y atractivo (b). Los pardmetros usados son: pr = pp = 1, Upp =
16,Urr = 6 y Upr = +20. En ambos paneles se observa que el estado base corresponde a una separacién de

fase. En ambas figuras las lineas son ayudas visuales.

Para el caso atractivo el estado base de la mezcla, presenta una transicién desde el estado
aislante de Mott bosénico y fermiénico a un estado de separacién de fases para valores grandes
del acoplamiento. Esta fase se caracteriza por dominios con o sin portadores como se observa
en la figura 38(b).

6.3. Conclusiones

En esta seccion se estudié por medio del grupo de renormalizacién de la matriz densidad un
sistema conformado por fermiones con espin 1/2 que interactiian con bosones en el limite
“soft-core”. Este estudio se realizé para un sistema unidimensional, considerando que en cada
uno de lo sitios la densidad bosoénica se encuentra en el intervalo 0 < pp < 3 y la densidad
de fermiones en el intervalo 0 < pp < 2. Con estas consideraciones el espacio de Hilbert local
tiene una dimensién d = 16. Para tratar el problema con mayor profundidad se estudiaron los
casos de acoplamiento boson-fermién atractivo Ugpr < 0 y repulsivo Ugpr > 0, considerando
diferentes densidades bosoénicas y fermidnicas para construir los diagramas de fases.

Para el acoplamiento bosén-fermién de tipo repulsivo (Upr > 0) y con una densidad fija
de fermiones pp, se encontré la dependencia de la densidad de bosones pp con el potencial
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quimico pp que mostrd la aparicion de dos fases aislantes no triviales que surgen entre las
fases aislantes de Mott triviales a medida que se incrementa desde cero el ntimero de bosones.
Estos aislantes satisfacen las relaciones pp+pr =ny pp+ % pr = n con n entero. Al aumentar
el acoplamiento bosén-fermion, las fases aislantes no triviales emergen a medida que las fases
aislantes de Mott desaparecen, estableciendo puntos criticos para cada una de las fases. Estos
resultados generalizan los hallazgos previos para atomos polarizados y mezclas de fermiones
con dos grados de libertad y bosones escalares en el limite “hard-core”.

Con la expectativa acerca de cémo se verian los resultados anteriores cuando variara la can-
tidad de fermiones, fijamos la densidad bosénica y encontramos el aislante trivial de Mott y
tres aislantes no triviales que cumplian con las relaciones dadas anteriormente.

Para el acoplamiento bosén-fermién de tipo atractivo (Ugp < 0) y manteniendo fija la densi-
dad de fermiones, se encontraron fases aislantes para densidades bosénicas enteras y fraccio-
narias, donde la ltima puede o no ser conmesurada con el tamafio de la red, estableciendo de
esta manera una diferencia con el caso repulsivo. Por lo tanto las relaciones que determinan los
estados aislantes no triviales para el acoplamiento repulsivo son diferentes al caso “hard-core”
y cumplen con las relaciones pp —pr=n—1y pp — %pF =n—1conn=0,=£1.

En esta seccién también se encontré que para un acoplamiento bosén-fermién finito coexisten
los estados aislantes de Mott bosénicos y fermionicos en el sistema.

En la siguiente capitulo se estudiard un sistema unidimensional, constituido por fermiones
con espin 1/2 que interactiian con bosones sin espin en el limite “soft-core” y que se encuentra
confinado en un potencial arménico. Se construiran los perfiles de densidad a temperatura
cero, considerando interacciones de tipo repulsivo.
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Luego de explorar y caracterizar las fases aislantes que surgen de una mezlca Bose-
Fermi confinada en una red dptica unidimensional, es necesario considerar, que in-
trinsecamente estas mezclas en los montajes experimentales se encuentran confina-
das en potenciales armaonicos, es por ello que vale la pena preguntarse, ;Qué sucede
con un sistema conformado por fermiones con dos grados de libertad internos que
interactuan con bosones escalares en el limite soft-core, cuando la mezcla se confina
en un potencial de tipo arrmdnico?

En los capitulos anteriores se estudiaron las mezclas Bose-Fermi compuestas por fermiones
con dos grados de libertad internos y bosones sin espin modelados en los limites “hard-core”
y “soft-core”. Como principales resultados se encontraron y determinaron las condiciones que
se deben cumplir para el surgimiento de nuevas fases aislantes y se caracterizaron las transi-
ciones superfluido-aislante que se presentan en estos sistemas, considerando que el potencial
de confinamiento externo es uniforme (y tomado como cero). Sin embargo, experimentalmen-
te los dtomos experimentan un potencial de confinamiento adicional al potencial de la red
Optica, por lo cudl, la pregunta a resolver ahora es, ;Qué sucede experimentalmente con los
montajes de mezclas Bose-Fermi confinadas en una pequena regién del espacio? Esta pregunta
resulta relevante puesto que para disminuir la velocidad y por tanto la temperatura de un
gas de atomos, es necesario confinar el sistema. Para dar respuesta a esta pregunta, prime-
ro se revisaran por separado los gases cudnticos degenerados compuestos por bosones y por
fermiones confinados en trampas armonicas, para al final abordar el problema de las mezclas
Bose-Fermi.

Uno de los confinamientos mas sencillos que se ha estudiado ampliamente por la posibilidad
de realizarlo experimentalmente corresponde a trampas armonicas, debido a que cualquier
potencial puede aproximarse a un oscilador arménico en un minimo local [153] y a que co-
mo consecuencia del confinamiento, las diferentes fases de los sistemas de muchos cuerpos
coexisten al interior de la trampa [21].

Intrinsecamente los gases cuanticos son no homogéneos debido al potencial de confinamiento
externo adicional, que generalmente es aproximadamente armoénico para trampas dipolares,
pero también es posible disenar sistemas cuasi homogéneos [165]. Los sistemas atrapados en
trampas arménicas presentan estados aislantes que se caracterizan por surgir en densidades en-
teras y por pequenas fluctuaciones en el nimero dtomos. Estos estados aislantes se encuentran
rodeados por regiones espaciales donde las fluctuaciones en el nimero de particulas es alto y
las densidades no son enteras, es decir, regiones en estados superfluidos. Este comportamiento
se ha observado experimentalmente [154, 155].

Existen algunas diferencias entre los sistemas que se confinan en potenciales armdnicos y los
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modelos homogéneos. Por ejemplo, los sistemas atrapados armoénicamente no presentan gap, ni
siquiera en el dominio de Mott [156], debido a que este estado coexiste con la fase superfluida.
Otra de las diferencias se presenta en la visibilidad de los patrones de interferencia, que se
producen por la distribuciéon de densidad de los gases bosénicos, luego de una expansién libre
[157]. Esto se debe a que en los sistemas homogéneos, la visibilidad de la interferencia es
funcién mondtona de la razén entre los elementos de la matriz de tunelamiento ¢ y la energia
de interaccién en cada uno de los sitios de lared U (t/U), en el modelo confinado se encuentran
tanto cambios repentinos de la pendiente como un comportamiento no mondétono, debido a
las correlaciones entre dominios superfluidos desconectados.

Los estudios tedricos usados en la investigacion de las particulas bosénicas confinadas en
potenciales armonicos, han reportado la transicién de fase desde el aislante de Mott al estado
superfluido y una fase en la cual la densidad local de bosones cambia de sitio en sitio [21].
También se ha reportado la coexistencia de diferentes regiones con densidad entera y no entera
[160] y se ha encontrado que los estados aislantes surgen para densidades globales menores
que las reportadas para los sistemas homogéneos; estos estados se pueden manipular mediante
los diferentes parametros del sistema [161, 162, 163, 164]. Como resultado se forman regiones
en el espacio con diferentes fases, por ejemplo, fases tipo liquido de Fermi, fases aislantes de
banda y fases aislantes de Mott, lo que conduce a perfiles de densidad con una estructura
conocidas como “wedding cake” [166]. Un ejemplo experimental de este tipo de estructuras se
ilustra en la figura 39, donde se observa la transiciéon desde el estado metalico al aislante de
Mott al variar la interacciéon fermién-fermidn.
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Figura 39: Imdgenes experimentales de isétopos fermiénicos de SLi confinados en una red cuadrada. Cada
una de las imagenes muestra cambios drasticos en la distribuciéon de ocupacién al incrementar la interaccién
entre fermiones Upp (en la grafica U) en la razén U/8t, manteniendo constante el nimero de dtomos. En la
expresién anterior ¢ representa la energia de salto promedio de los fermiones ¢ ;. La primera fila son las imdgenes
experimentales, mientras que la tercera fila son los perfiles de densidad para los pardmetros experimentales.
Para U/8f = 1.1 se observa un comportamiento metalico donde hay una gran variacién de la ocupacién en
cada uno de los sitios. En U/8t = 2.5, se observa la coexistencia entre las fases metélicas y aislantes de banda
en los extremos y en el centro del potencial. Cuando U/8% = 3.8, se observa la estructura “wedding cake” en la
cual coexisten las fases metdlica, aislante de Mott y en los extremos del potencial con un nimero de ocupacién
igual cero la fase aislante de banda. Para interacciones fuertes U/8% = 15.37 se observa una fase aislante de
Mott. Figura tomada de [166].

Uno de los fenémenos que no se pueden observar en los confinamientos de tipo arménico y que
se presentan en trampas anarmonicas, es la resonancia inducida por confinamiento (RIC), que
se presenta para sistemas en bajas dimensiones y que puede entenderse como un tipo novedoso
de resonancia Feshbach [165]. Las trampas anarménicas presentan mezclas no lineales, que son
andalogas a los efectos de frecuencias mezcladas encontradas en 6ptica no lineal, proporcionando
nuevas oportunidades para el estudio en fisica atémica, foténica y actstica [167].

Tedricamente se ha propuesto confinar las particulas en un potencial no homogéneo, conocido
como confinamiento no diagonal. Para este sistema el pardmetro de tunelamiento ¢ no es
constante y se anula en los extremos del sistema, haciendo que los términos del Hamiltoniano
que se encuentran fuera de la diagonal no sean constantes a lo largo de la red.
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7.1. Mezclas Bose-Fermi en potenciales armoénicos

Las mezclas Bose-Fermi confinadas en potenciales arménicos tuvieron su origen cuando se in-
tenté confinar y enfriar gases fermidnicos mediante la técnica de enfriamiento evaporativo, que
resultd ineficiente debido al principio de exclusién de Pauli. La solucién a este inconveniente
se logré mediante la técnica de enfriamiento simpatico, que utiliza mezclas Bose-Fermi confi-
nadas en potenciales arménicos. En esta técnica se disminuye la temperatura de los fermiones
por medio de enfriamiento evaporativo y luego se enfrian ain més por contacto térmico con
el gas de bosones que se encuentra en el estado condensado [14, 169, 170].

Dentro de las mezclas Bose-Fermi confinadas en potenciales armoénicos que se han reportado
experimentalmente se encuentran: mezclas entre isétopos bosénicos de 37 Rb con atomos fer-
miénicos de 4°K [171, 172], mezclas entre isétopos fermiénicos de 173Y'b e isétopos bosénicos
de 1™Yb considerando el acoplamiento bosén-fermién de tipo repulsivo, mezclas entre iséto-
pos fermiénicos de '3Y'b con is6topos bosénicos de 170V b para interaccién bosén-fermién de
tipo atractivo [21], "Li —% Li [170], 3K -4 K y #' K —40 K [173]. Uno de los resultados més
interesantes que se han encontrado con mezclas entre dtomos bosénicos de 4 K e isétopos
fermiénicos de 6Li, es la separacién de fases. Este fenémeno se presenta en la figura 40(a),
por medio de los perfiles de densidad para la mezcla, considerando diferentes valores del po-
tencial de acoplamiento bosén-fermién. En la figura 40(b) se observa una pequena caida en el
perfil de densidad de la columna radial de la nube fermiénica, indicando una reduccién de la
superposicién entre los fermiones y los bosones.
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Figura 40: Surgimiento de la separacién de fases en mezclas con confinamiento arménico. (a). Representacién
esquemética de los perfiles de densidad bosénico (magenta) y fermidnico (azul) para diferentes valores de
acoplamiento bosén-fermién. En I se observa que para un pardmetro de interaccién pequeno hay una completa
superposicién de los perfiles de densidad de las dos especies. Al aumentar el pardmetro de interaccién (II), la
densidad de los fermiones en el centro de la trampa disminuye y con esto la superposicién entre las especies.
Para una interaccién fuerte (I11), los bosones permanecen en el centro del potencial, mientras que los fermiones
se ubican en la periferia del potencial de confinamiento. (b). Resultados experimentales de la densidad de

columna normalizada. Figura tomada de [174].

Los estudios tedricos para sistemas unidimensionales conformados por bosones y fermiones
sin espin con masas aproximadamente iguales, han encontrando que al disminuir el potencial

73



7. MEZCLA DE BOSONES Y FERMIONES CONFINADOS EN UN POTENCIAL
ARMONICO

de confinamiento los bosones se expanden, mientras que los fermiones tienden a ubicarse en
los extremos del potencial o exhiben un comportamiento delocalizado en toda la red [179].

Considerando los anteriores resultados, se procederd en este capitulo a extender los estudios
de las mezclas Bose-Fermi confinadas en potenciales arménicos, investigando una mezcla de
fermiones con dos grados de libertad internos'” que interactiian con bosones escalares en el
limite “soft-core”. Una representacién del modelo se ilustra en la figura 41.

Figura 41: Modelo del Hamiltoniano Bose-Fermi-Hubbard para el caso confinado, considerando dos grados
de libertad internos fermidnicos (circulos rojos) y bosones (circulos magenta) en el limite “soft-core”. Los
pardmetros de interaccién bosén-bosén, fermién-fermién y bosén-fermién se representan en la figura por medio

de Upp,Urr y UpFr respectivamente. W representa la profundidad del pozo de confinamiento.

Para llevar acabo este estudio se incluye en el Hamiltoniano de Bose-Fermi-Hubbard (ecuacién
(22)) un término de confinamiento externo igual para bosones y para fermiones, y que se

2 2
expresa de la forma W )", (z — %) ﬁf vy W Zi,o <z — %) Ak respectivamente, donde W es

1,0
la amplitud de la trampa. De esta manera se obtiene
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En la investigacién de este modelo se considera que el nimero maximo de bosones escalares

por sitio es n2 = 3 e interactuan con fermiones con dos grados de libertad internos, por

Debido a que se estdn considerando particulas fermiénicas, cuyo espin es semientero s = 1/2,3/2,5/2... ,
es posible considerar 2,4, 6... grados de libertad internos [240] respectivamente.
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lo que la densidad de fermiones por sitio se encuentra en el intervalo 0 < pp < 2. Debido
a la posbilidad experimental de confinar gases cudnticos en potenciales armoénicos con hasta
un centenar de sitios, se consderara que el sistema en estudio se encuentra confinado en un
potencial armoénico con L = 60 sitios.

Para caracterizar el estado base del sistema se utilizaran cantidades locales como el nimero
local de bosones (fermiones) <ﬁz ()Y = Yoo ﬁiﬁF) , v el nimero total de 4tomos por sitio
(nly = (AP +>",_ 7L ). El estado base del sistema se caracterizard por medio de la compresibi-

lidad local para bosones (fermiones) fiZB(F) = apf(” / 8MZB(F). En las regiones donde HiB(F) =0,

el estado base del sistema se encuentra en una fase aislante de banda; en las regiones donde
la compresibilidad es constante y diferente de cero, el estado base es un aislante de Mott, y
si la compresibilidad fluctia fuertemente de sitio en sitio, el estado base se encuentra en una
fase superfluida. Esta cantidad se puede medir experimentalmente midiendo la respuesta del
sistema a un cambio en el confinamiento externo [241].

7.2. Efecto de la amplitud de la trampa.

La exploracién del estado base del sistema en estudio, se realiza inicialmente considerando
interacciones inter e intra especies de caracter repulsivo (Upp = 8, Urpr = 6 y Upp = 4),
fijando la densidad global de bosones pp y de fermiones pr en el sistema y variando la
amplitud de la trampa. Debido a que se estd trabajando con un confinamiento arménico,
unicamente se debe considerar el conjunto de parametros que confinen a todas las particulas.
Los resultados para esta exploracién se presentan en la figura 42.
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Figura 42: Distribucién de particulas bosénicas y fermiénicas a lo largo de la red para diferentes potenciales
de confinamiento. (a) W = 0.01 y (b) W = 0.03. En este modelo se consideran interacciones repulsivas
Us = 8,Urr = 6y Ugr = 4, con densidades globales pr = pp = 1/2. El niimero local de bosones (fermiones)
<nf’(F>> se representa por medio de cuadrados rojos (punto negros). La compresibilidad local para bosones

B (F)

(fermiones) k;

se representa por medio de tridngulos azules (diamantes verdes).
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7. MEZCLA DE BOSONES Y FERMIONES CONFINADOS EN UN POTENCIAL
ARMONICO

Al considerar el conjunto de pardmetros antes escogido para un potencial de confinamiento
de W = 0.01, figura 42(a), se encuentra que la ocupacién de los bosones y de los fermiones

entre los sitios 0 < i <4 (54 < < 60 ) en los extremos de la red es cero (<n5’(F)> =0), al

7
igual que la compresibilidad bosénica y fermiénica RZB’(F) = 0. Esto indica que las particulas
se encuentran confinadas dentro del pozo y que en los extremos del potencial existe una region
aislante de banda bosoénica y fermidnica. Al movernos desde los extremos de la cadena al centro
de la trampa, se observa que el niimero de ocupacién bosdnico y fermidnico se incrementa desde
cero a partir de ¢ = 4, exhibiendo un incremento monétono cerca al centro de la trampa como
se espera para un potencial armoénico. También se observa que la compresibilidad pasa de ser
constante (/ﬁf’(F) =0 ) en los extremos de la red, a ser variable, indicando que el estado base

del sistema se encuentra en un estado superfluido. Este comportamiento también se evidencia
B,(F)

. >) variable de ambas especies en cada sitio. Como

con un numero de ocupacién (<n

conclusién para este valor del potencial de confinamiento, se encuentra que el estado base
se encuentra compuesto por una coexistencia de regiones aislantes de banda sin particulas y
regiones superfluidas bosénicas y fermidnicas en el centro de la cadena.

Cuando la profundidad del pozo de confinamiento tiene un valor de