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Prefacio

Las formas de pensar el mundo son como distintas estructuras construidas con piezas LEGO®: para
una nueva estructura se pueden tener nuevas piezas o nuevas formas de conectar las piezas ya existentes.
Este trabajo construye, sobretodo, desde lo segundo; combinando dos enfoques del anélisis del problema
de las decisiones de consumo: un enfoque tipicamente catalogado como normativo y otro descriptivo.
Se denomina normativo a aquel enfoque de la modelacién microeconémica tradicional, presentado en el
marco de la estructura clasica de la teoria de la decisién, que de alguna manera prescribe cudles son
las mejores decisiones (en algin sentido, tradicionalmente el de la maximizacién de alguna utilidad). El
enfoque descriptivo viene principalmente por cuenta de algunos resultados de la economia experimental
y del comportamiento que pregunta sobre cémo toman decisiones las personas en la vida real. En buena
medida, la exposicién de ideas novedosas en este trabajo resulta de la conexién de ideas de campos que
no suelen considerarse conjuntamente.

Al concebir la economia como una “arquitectura” de esquemas de incentivos, una “arquitectura de
mecanismos”, es claro que avanzar en el entendimiento de los procesos de toma de decisiones esta en el
centro del interés econémico. El objetivo y principal contribucién es la presentacién de una estructura
del problema de eleccién del consumidor que integra la extensiéon de el espacio de consumo a espacios
de Riesz, bajo diferentes estructuras de informacion, incorporando algunos comentarios de resultados
experimentales. Al presentar los resultados sobre espacios de mercancias modelados mediante espacios de
Riesz, se generalizan resultados tipicos de la modelacion tradicional y se presentan nuevas alternativas.
Ademsds de una lectura innovadora y global del problema del consumidor, en este trabajo se invita a ver que
la matemdtica, lo mismo que la poesia, no se trata de palabras, simbolos ni formulaciones complicadas, sino
de la posibilidad de interpretar el mundo de una nueva manera. Este enfoque desarrolla una alternativa en
la ensenanza de la microeconomia mas integral que pretende servir como material de estudio y referencia
en un curso de posgrado en economia matematica o microeconomia avanzada.

Una motivacién adicional al estudio y ajuste de las teorias del consumidor se encuentra en la revita-
lizada microfundamentacion de modelos estructurales empleados para la toma de decisiones de politica,
por ejemplo, en modelos de equilibrio general dindmicos estocdsticos empleados para apoyar las decisio-
nes de politica monetaria como el PATACON (Policy Analysis Tool Applied to COlombian Needs) del
Banco de la Republica de Colombia [29], el RAMSES II del Banco central de Suecia (Riksbank Aggregate
Macromodel for Studies of the Economy in Sweden), el NEMO (Norwegian Economy MOdel) de Noruega
o el TOTEM Terms-of-Trade Economic Model de Canada [30].

Desde la revolucién marginalista en economia, la aproximacién predominante a las preguntas relacio-
nadas con el funcionamiento de los mercados ha sido aquella que modela problemas de eleccién. En el
centro de dichos modelos se encuentran aquellos de consumo basados en la figura de un agente represen-
tativo que maximiza algun funcional de utilidad [51, p. 44, 68]. Cada vez mas, en el creciente didlogo con
otras ciencias sociales como la psicologia y la sociologia, se manifiestan criticas a este enfoque tradicional
por su incapacidad de reproducir algunos resultados de la realidad o por suponer comportamientos de los
agentes muy restrictivos [51, p. 136]. El campo interdisciplinar de las ciencias del comportamiento, de una
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manera todavia dispersa, ha provisto algunas observaciones de sesgos sisteméticos en la toma de decisio-
nes de las personas “de carne y hueso” que no encuentran paralelo en sus contrapartes tedricas; sesgos y
criticas que ya hacen parte de las corrientes principales como lo muestran las concesiones del premio del
Banco de Suecia en ciencias econémicas en honor a Alfred Nobel en 2002 a Daniel Kahneman y Vernon
Smith [74], y en 2017 a Richard Thaler [75] por trabajos en estas direcciones. Las matematicas, como
plataforma para pensar de manera ordenada y clara las definiciones y relaciones entre conceptos mas que
como un espacio de virtuosismo abstracto, son un espacio que permite explorar vias de dialogo entre las
modelaciones tradicionales y esas muchas variaciones que requieren los acercamientos a las aplicaciones.
Este trabajo acompana la fijacién de ese andamiaje de intercambio entre los desarrollos de la modelacion
tradicional y algunos comentarios que surgen de resultados de la economia del comportamiento. Lo ante-
rior se construye articulando los fundamentos de la teoria de eleccién racional del consumidor en el marco
general de la teoria de la decisién presentado por Takemura [71]. Esta presentacién permite integrar otros
desarrollos como la extension del analisis del conjunto de opciones del consumidor por medio de la teoria
de espacios de Riesz, ampliamente dirigida por Aliprantis [2, 4, 1], la incorporacién de comentarios de re-
sultados experimentales y la discusién de algunos algoritmos de eleccion en situaciones de incertidumbre.
El documento estd organizado de la siguiente manera:

= En el Capitulo 1 se presenta de manera informal la estructura y componentes de los problemas de
eleccidn, y se presenta el caso de eleccién del consumidor como un caso particular de dicho problema.
Ademss, se introduce la discusién sobre quién es, qué representa el agente representativo y su lugar
en la teoria a medida que ha avanzado la economia.

= En el Capitulo 2 se llama la atenciéon sobre la distincién entre dos significados asociados a la categoria
“bienes”, que vienen de significantes diferentes en inglés: commodities como aquellos productos de
naturaleza fisica, que se propone denominar “articulos”, y good como aquellos articulos que reportan
algiin provecho a los consumidores considerados. A nivel de la estructura del problema de eleccién,
se definen los primeros cinco elementos del problema del consumidor: el conjunto de opciones (o de
planes de consumo), los estados de la naturaleza, la distribucién de probabilidad de dichos estados
de la naturaleza (en caso de ser conocidos), el conjunto de resultados y la funcién valor. En el caso
del conjunto de planes de consumo la definicion se hace mediante los espacios de Riesz, un esquema,
que permite extender esta teoria de la eleccion a otros conjuntos de opciones ademas del tradicional
espacio real finito-dimensional, como espacios de sucesiones o de funciones. Esta extension permite
incorporar la modelacion de otras elecciones en la teoria como la eleccién de consumo intertemporal
con horizonte infinito (de manera discreta o continua), la eleccién de consumo en tiempo continuo de
un bien en un horizonte finito, o la eleccién de coberturas de riesgo mediante derivados financieros
sencillos. Se exponen las nociones de funciéon valor cémo esta puede servir de interpretacion a
funciones en otros contextos como el del juego de contribuciones voluntarias a un bien publico o el
puntaje Elo empleado para construccién de escalafones en ligas de ajedrez. Se presenta ademés una
restriccién institucional propia de la modelacién tradicional del problema del consumidor que acota
el conjunto de opciones disponibles: la restriccién presupuestal. Ante la extensién del conjunto de
opciones, es necesario extender la nocion de “precio” de un plan de consumo, mediante las nociones
de espacio dual y operador positivo. Finalmente, se cierra el capitulo con una discusién sobre la
naturaleza de las mercancias.

= En el Capitulo 3 se presenta el ultimo elemento del problema de eleccion: las preferencias. La
existencia de unas preferencias “adecuadas” (en el sentido de que cumplan ciertos axiomas como
la completitud y la transitividad) es lo que confiere el caracter de “racional” a los problemas del
consumidor. Adicionalmente, se presenta la tradicional representaciéon de dichas preferencias por
medio de un funcional de utilidad. Esta representacién estd condicionada por la naturaleza del
problema de eleccién segin la definicién de los demés elementos del problema de eleccién, de modo
que la funcién de utilidad asumird algunas caracteristicas de acuerdo al contexto del problema; por
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ejemplo, en el caso de eleccién bajo riesgo la concavidad de la funcién de utilidad estara asociada
al perfil de aversién al riesgo del individuo.

= En el Capitulo 4 se discute el proceso de eleccién del consumidor en varios contextos en los que
se puede dar la decisién, segtin la naturaleza del conjunto de opciones y la informacion disponible
respecto a los estados de la naturaleza y su distribucién de probabilidad. En particular se presentan
un conjunto de criterios para la elecciéon en situaciones de ambigiliedad que no son tradicionales en
economia, pero han sido discutidos en el campo de la investigacion de operaciones. Si bien el listado
de sesgos y heuristicas de eleccion es extenso y existen multiples resultados reportados de manera
consistente en la literatura de la economia experimental y de la economia del comportamiento,
se comentan solo tres casos, ya tradicionales, a modo de ilustracién en los que la racionalidad de
las preferencias parece tener refutacién empirica. Estas desviaciones reportadas de los resultados
tedricos mas que desalentar los propdsitos de esta teoria, pueden interpretarse como invitaciones
a nuevos desarrollos que incorporen un enfoque més preciso a otras realidades y, quizds, mas util.
Como resultado adicional se propone una forma particular para la funcién de utilidad en el modelo
de diferencias aditivas de Tversky [77] que modela el fenémeno de reversion en las preferencias.

= En el Capitulo 5 se presenta la situacién de interaccién en el contexto de economias de intercambio,
inicialmente representada por medio de la tradicional caja de Edgeworth, que se extiende a casos
diferentes al de dos consumidores y dos mercancias. Se demuestra una proposiciéon de imposibili-
dad de la representaciéon de una economia de tres consumidores y dos mercancias en una caja de
Edgeworth de tres dimensiones o menos. Siguiendo los desarrollos de Aliprantis y otros, en esta
extension del conjunto de planes de consumo a través de espacios de Riesz se caracteriza la nocion
de equilibrio walrasiano y se muestra que se preservan los resultados béasicos de optimalidad para
economias de intercambio en estos espacios: el primer y segundo teorema del bienestar. La presen-
tacion en este trabajo es eminentemente esquematica, mas que extensiva, una presentacién que deja
una estructura donde acomodar diferentes casos de eleccién del consumidor en una misma teoria
con referentes de consulta adecuadas y suficientes, ademas de reflexiones conceptuales transversales
a dicho problema.

= En el Capitulo 6 se presentan de manera resumida algunas consideraciones finales con direcciones
en las que ha continuado o puede continuar el desarrollo de la teoria acéd presentada.

= Finalmente se incluyen dos apéndices. Con una motivacion de acompanamiento al estudios, en el
Apéndice A se presenta un glosario de definiciones matemaéticas de referencia rapida que acompanen
algunos de los detalles presentados en los capitulos. Las definiciones incluyen referencias de consulta
adicional para profundizar sobre dichos conceptos y sus relaciones. En el Apéndice B se presenta a
modo de linea temporal un panorama histérico general del desarrollo de la teoria microeconémica
en torno a la nocién de agente transversal a la teoria del consumidor y se acompana dicho recorrido
con algunos de los principales hitos en el desarrollo de las herramientas matematicas y algunos
sucesos histéricos. Sin pretender ser un panorama extensivo, se esboza alli las relaciones entre estos
sucesos: como las herramientas matematicas han antecedido y promovido ciertos desarrollos de la
teoria econdémica, y con ellos la forma en la que se conciben las nociones de individuo y de equilibrio;
al tiempo que la teoria microeconémica desarrollada es un resultado también del contexto social en
el que se gesta.

Asi, este trabajo contribuye al entendimiento de la teoria de economias de Riesz mediante la compa-
racion de esta con la teoria de eleccién racional tradicional y las relaciones de estas con algunos de los
resultados de la economia comportamental y experimental, en el marco de la elecciéon del consumidor.
Se suponen unas nociones previas de algebra, calculo fundamental, teoria de conjuntos y de andlisis fun-
damental. Para repasar las nociones fundamentales de analisis se recomienda la Introduction to analysis
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de Maxwell Rosenlicht [59] y para una revisién de anélisis infinito-dimensional el Introduction to infinite
dimensional analysis de Aliprantis y Border [1]. Aunque no es necesario tener un conocimiento previo de
teoria del consumidor, la lectura de este trabajo resultard de mayor provecho para quienes tengan unas
nociones previas tales como las que se encuentran en cualquier libro de microeconomia basica e intermedia
como los ya muy conocidos manuales de Hal Varian [79, 80] o los libros de Nicholson [55], y Nicholson
y Snyder [67]. También se recomiendan los libros Teoria microeconomica: eleccion racional del profesor
Francisco Lozano [45] y la coleccién de libros de equilibrio del profesor Sergio Monsalve [51, 52, 53]. Estos
ultimos brindan notas que relacionan diferentes avances tedricos y los contextualizan en sus momentos
histéricos.

David Stivens Siervo.
dssiervo@unal.edu.co
Enero de 2020.
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Capitulo 1

Problema de eleccion del consumidor

En este capitulo se presentan los elementos que caracterizan el problema general de elecciéon, y en esta
estructura se plantea el problema de eleccion del consumidor tradicional. Ademés, se revisa la evolucién
de la nocién del agente representativo que ha sido crucial en la modelacién usual en economia.

1.1. Teoria del consumidor: un poco de contexto

{Quiénes son los consumidores? Son sujetos de eleccion en un proceso de intercambio que no
poseen medios de produccién. Se piensa a los consumidores usualmente como las personas u hogares'.
De una manera que puede sentirse desde lo ingenuo hasta lo macabro, se plantea la existencia de un
“consumidor”, una categoria que en principio deja de lado las posibles distinciones de muchas dimensiones
de las personas, grupos de personas y organizaciones, que descarta la individualidad y agrupa entes tan
heterogéneos en rasgos, intereses y procesos de decisién como lo son un estudiante a final de mes y una
entidad gubernamental de planeacion ambiental. Sus decisiones son decisiones de compra o intercambio
que suceden en una regién determinada (que es un subconjunto que hace parte de una particién del espacio
fisico) y en una fecha determinada (que, a su vez, es un subconjunto que hace parte de una particién del

lapso considerado).

{Coémo toman decisiones los consumidores? Al influir factores culturales, psicoldgicos, ambien-
tales y econémicos en los procesos de toma de decisiones y ademds al considerar que estos aspectos varian
no solo entre individuos, sino a través del tiempo, el entendimiento de estos procesos es complejo. Sin
embargo, dentro de ciertas consideraciones, parece ser posible hallar algunas regularidades en los compor-
tamientos que resultan tutiles para la formulacién de politicas o un mejor entendimiento de los mercados.

Para discutir la pregunta del proceso de toma de decisiéon de los consumidores conviene tener defi-
niciones suficientemente precisas de lo que se entiende por un consumidor, por la decisién de interés, y
de cada uno de los elementos involucrados. El modelo que se presenta a continuacién es un modelo de
“agente representativo”, una de las caracteristicas del andlisis por medio del individualismo metodolégico
que ha sido tipico de la economia [39].

Al hablar de la teoria del consumidor en economia, necesariamente se habla de una teoria de la decisién
fundamentada en la idea de un agente representativo [39]. Siguiendo una visién “atomista” del mercado
y de la economia?, tipicamente se construyeron las explicaciones sobre el funcionamiento de los mercados

! Hogares en los que sus miembros estén de acuerdo en sus preferencias, porque de no ser asi se podrian presentar
situaciones como las de la paradoja de Condorcet, o donde los conflictos se resuelven de manera dictatorial.

2Este enfoque, que se llamarfa individualismo metodoldgico, fue en buena medida consecuencia de la influencia de la visién
de las ciencias puras regentes durante el siglo XVIII en la que el funcionamiento de los sistemas se puede explicar mediante la
agregacion del comportamiento de sus partes segiin mecénicas identificables. Esto fue especialmente cierto desde la revolucion
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a partir de una modelaciéon de sus componentes estructurales y de la agregacién de los efectos de las
decisiones involucradas: por el lado de la oferta, mediante las decisiones de los oferentes (productores o
no), y por el lado de la demanda mediante las decisiones de los consumidores.

Segun Hartley [31], la primera aparicién de la nocién de agente representativo se encuentra en los
Principios de Economia de Marshall. Ahi, no se trata de un agente “medio” (en los sentidos de promedio o
mediana), ni un “gran agente” que realiza toda la produccién. Marshall concibié al agente representativo
como una solucién al problema del costo de la industria que determinaria el precio de un bien en el
mercado, frente a la existencia de firmas heterogéneas de tamanos diferentes con estructuras de costos
dispares. A diferencia de buena parte de la economia moderna, que plantea que el precio estd dado
por el costo marginal de la firma menos rentable, él admitia la posibilidad de firmas que en un primer
momento aceptarian ganancias negativas con tal de ganar una posicion en el mercado, esperando tener
beneficios positivos después, con lo que el precio podia estar por debajo del costo marginal de estas firmas
expectantes por entrar y por encima de los costos de las firmas establecidas. Tal como seniala Hartley, el
“propdsito principal [de Marshall] fue evitar tener que asumir que todas las firmas eran similares”. Lo
anterior va en direccién opuesta a cémo suele presentarse la nocién de agente representativo hoy (mas
alld de que se opine que una u otra posicién estd mal).

Por decir poco, el empleo de la nocién de una firma representativa por parte de Marshall fue fuerte y
contundentemente criticado. Algunas criticas que se hacen hoy a ese instrumento de agente representativo
son:

= No es claro: jqué es exactamente lo que el agente representativo representa? Como pregunta Hartley,
“;en un grupo de agentes con, digamos, 100 caracteristicas, cuantas de esas caracteristicas deben
ser reflejadas por el agente representativo?”[31, p. 175].

= Los modelos que involucran un esquema de agente representativo suelen tener problemas al repre-
sentar crecimiento. Bien por que se asuma linealidad en la modelacién o por que el niimero de
agentes se determine de manera exégena [31, p. 172].

= Se niega la heterogeneidad o se oculta su relevancia.

Este modelo de agente representativo en economia, el Homo FEconomicus, ha evolucionadeo en tres
fases hasta ahora, en orden cronoldgico: una era filoséfica, una era llamada “neocldsica”® y finalmente
una era estratégica [54]:

s Era filoséfica: el surgimiento del homo economicus se puede encontrar tan temprano como en el
ensayo “On the definition of political economy and on the method of philosophical investigation in
that science” de John Stuart Mill de John Stuart Mill 1836, donde le considera “solamente como
un ser que desea poseer riqueza y que es capaz de juzgar la eficacia comparativa de los medios para
obtener tal fin”. Incluso en Smith, en su “Investigacion sobre la naturaleza y causa de la riqueza de
las naciones” de 1776 [65], se encuentra la idea de que la busqueda del interés propio es parte de las
motivaciones del actuar de las personas en los mercados, y se asocia dicha busqueda “egoista”con
el surgimiento espontaneo del orden y el bien publico, bajo condiciones de libre mercado, division
del trabajo y libre competencia.

marginalista. Hoy en dia enfoques complementarios han surgido, por ejemplo, desde enfoques de complejidad que asumen el
comportamiento de el todo como més que simplemente la suma de sus partes.

3Colander [17] presenta unas objeciones al uso de este término como clasificacién de una corriente. No obstante, en este
trabajo se adopta para definir grosso modo una época.
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» Era neoclasica: aqui la nocién de maximizacion del placer toma la forma de maximizacién de
utilidad (o beneficios). En este punto no se hacen consideraciones de lo que deberia ser preferido, sino
que se toman esas preferencias como dadas. Se incorpora un método deductivo y con este método
viene el supuesto de perfecta racionalidad. Este individuo puede hacer una perfecta valoracion
de las mercancias y escenarios posibles, sin consideraciones éticas, o personales (de creencias, por
personalidad, valores o emociones). Las principales criticas sefialan que el modelo del individuo
perfectamente racional va en contra de lo que parece observarse. La gente no aprende rapido: (1) se
suelen cometer varias veces los mismos errores, (2) hay otras motivaciones aparte del interés propio,
como la norma social, (3) la informacién con frecuencia es incompleta. Hay quienes piensan que no
se debe analizar solo la accion, sino lo que le precede: el propésito.

= Era estratégica: llega principalmente con la teoria de juegos y la incorporacién en el analisis de
situaciones estratégicas, donde el beneficio de cada individuo estd determinado, al menos en parte,
por su rol en el juego, las decisiones de otros participantes y la forma en la que se da la interaccién
con ellos.

La construccién del modelo de decisién del consumidor dentro del marco més general de la teoria
de la decision adopta la racionalidad de la era neoclasica y la vision general del individuo econémico
que surgié en la era filoséfica sin cerrar la posibilidad a modelar situaciones de interaccién estratégica o
social. Suavizar supuestos del modelo tradicional y hacer comentarios desde la evidencia experimental y
comportamental son posibles dentro de esta presentaciéon. En el Anexo B se encuentra un despliegue de
un panorama de los avances y obras principales en el desarrollo de la teoria.

1.2. El papel de la modelacién en el caso de una teoria del consumidor

Para orientar la discusién considere la siguiente situacién hipotética. Si al ir en un carro una senal
de transito indica que el pueblo de destino se encuentra a 90 kilémetros y el velocimetro marca 60
kilémetros por hora, jen cudnto tiempo se llegara al destino? La mayoria concluiriamos que “en una hora
y media” seria la respuesta. Inmediatamente después, o de manera paralela a lo anterior, la experiencia
nos recordaria que esos calculos no resultan exactos (suele llegarse un poco antes o un tanto después, muy
pocas veces exactamente tras 90 minutos) y se podria refinar nuestra respuesta a “como en una hora y
media mds o menos”. Es normal, por lo menos debido a que el lugar de destino generalmente es un lugar
diferente a aquel marcado a la entrada del pueblo a 90 kilémetros exactos y por que la velocidad a la
que anda el carro no es constante. Si hay un trancoén no esperado o un accidente en la via, seguramente
esa aproximacion resultard equivocada. Podemos entonces decir que se llegard al destino “en una hora y
media mds o menos, si nada extraordinario ocurre”. De tener un compromiso se podria estar dispuesto a
correr el riesgo de asegurar que se llegara “en dos horas” con el &nimo de ser prudente y tener un margen
de maniobra respecto a la primera estimacion. Si se sabe que no suelen haber trancones en esa via, y dado
que los accidentes resulten poco probables, se podria dar por vélido y correcto tomar decisiones sobre esa
estimacién de “entre una hora y media y dos horas, si nada extraordinario ocurre”.

Parte del alcance de la economia es el ejercicio de la economia politica en relacién con el diseno de las
instituciones, esas reglas de juego que conduzcan “a través de las fuerzas de los incentivos” a un resultado
deseado, generalmente alguna interpretacién de bienestar. Para poder hacer ello suele convenir tener un
modelo, una representacién simplificada del mundo, tal como esa férmula que dice que la velocidad es el
cociente entre el desplazamiento y el tiempo, que por tanto indica que el tiempo requerido sera el cociente
entre el desplazamiento y la velocidad. Este enfoque metodolégico de aproximacion a los problemas
mediante la formulacion de modelos puede identificarse como la caracteristica central de la economia
moderna [17, p. 137]. Considerando que una buena parte de las relaciones que llamamos “econémicas”
tienen lugar en los mercados, modelos adecuados para esas relaciones serian modelos de mercado. Desde
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una aproximacién “atomista’, se construyen modelos del funcionamiento de las partes que integran el
mercado: consumidores, vendedores y normas (formales e informales), y luego se integran en un modelo
que da cuenta de fendmenos emergentes en la agregacién. Asi, parece tener sentido la formulacién de
modelos del proceso de eleccion de los agentes, entre ellos de los modelos de los consumidores, que
contribuyan en esa articulacién de la modelacion de mercados que permita el diseno de instituciones como
la formulacién de politicas.

No se pretende que el mundo se comporte segun el modelo, de la misma manera que no se pretende
que el mundo funcione bajo movimientos con velocidad uniforme. Los resultados deben tomarse con una
cierta flexibilidad sobre los parametros, como ese “mas o menos” de la respuesta anterior, pero no por
eso los modelos carecen de utilidad. También deben tenerse en cuenta las restricciones de aplicaciéon del
modelo, lo mismo que con la aproximacién del tiempo en una zona donde suelen haber trancones. No
porque un supuesto no se cumpla se debe desechar inmediatamente el modelo; en su lugar debe evaluarse
el impacto de dicha variacién en las conclusiones del modelo. En economia, se contrastan empiricamente
los supuestos y prondsticos de los modelos mediante, por ejemplo, ejercicios econométricos, estudios de
caso o disenos experimentales. No hay un tinico modelo vélido que cobije la realidad a satisfaccién de una
manera “al menos tan buena” como todos los demés modelos, en todos los posibles aspectos.

1.3. Elementos del problema de elecciéon del consumidor

De acuerdo a Takemura [71], decidir puede definirse como “el acto de elegir una alternativa entre un
conjunto de alternativas”. De manera general, un problema de eleccién para un agente, y en particular
para un consumidor, estd caracterizado por:

1. Un conjunto de opciones excluyentes, también llamado conjunto de oportunidades, denotado
por A, con a € A como una opcién. En el caso del consumidor, este serfa el conjunto de planes de
consumo, excluyentes entre si. Este conjunto puede ser distinto para cada consumidor; por ejemplo,
puede ser una especificacién de cantidades de diferentes mercancias o una sucesién de especificaciones
de coberturas frente a riesgos financieros por medio de opciones. Este conjunto de planes de consumo
puede o no ser de dimensién infinita.

2. Un conjunto de estados de la naturaleza que el consumidor considere relevante para su consumo
y una probabilidad asociada a dicho conjunto de estados. Se denota esta dupla por (0, 7(+)),
donde © es un conjunto medible y 7 es una probabilidad? definida sobre ©. Esta distribucién
de probabilidad puede ser resultado de algin proceso de formacién de expectativas. Ejemplos del
conjunto de estados pueden ser las realizaciones de alguna tasa de interés de referencia, distintos
estados del clima o del trafico vehicular en una ciudad en un momento determinado, asi como
expectativas sobre los posibles estados, distribuciones de probabilidad esperada o estimada por el
individuo.

3. Un conjunto de resultados denotado por X, algunas veces también llamado conjunto de conse-
cuencias [5], y una funcién valor, f : A x © — X, que relaciona las combinaciones de estados de la
naturaleza y las opciones (planes de consumo) con dichos resultados. Si hay certeza de los estados
de la naturaleza que van a suceder, el espacio de resultados puede coincidir con el espacio de planes
de consumo, y la funcién de valor seria una funcién identidad. En algunos casos sencillos en donde
A= {ai};;:l y © = {0}, son finitos, puede presentarse f como una matriz I' = {v;;}, donde a
cada alternativa de eleccién j ocurrida en cada posible estado de la naturaleza k le es asignado un
resultado ;i = f(a;,0;) que puede ser interpretado como un pago o un costo.

4Para una introduccién al concepto de probabilidad véase [11, p. 8].
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4. Una relacién de preferencias para cada individuo j que “ordene” el conjunto de resultados,
estableciendo comparaciones entre pares de opciones que le permitan decidir qué alternativa del
conjunto de opciones elegir. Si el resultado x se considera “al menos tan bueno como ” el resultado y,
se denota x = y. Tipicamente esta relacién de preferencias viene acompanada por una representacion
funcional, la denominada funcion de utilidad, que es una funcién u;(-) que cumple que u;(x) > u;(y),
toda vez que x = y para x,y € X.

Los elementos de la teoria de la decisién como se presentan en este trabajo son resumidos en la Figura
1.1. Esta presentacién es mas general que la que tipicamente se presenta en un curso de microeconomia.
Usar este enfoque, ademds de ordenar los elementos del problema que nos interesa, permite dar un
panorama amplio de distintas alternativas de modelacién en la teoria de la eleccién del consumidor. Al
final del Capitulo 4 se revisa esta estructura tras la discusion de sus elementos.

Ambiente _ _ ___ _______ .
1
1 Estados de la naturaleza :
—Ls
1 (0] !
: : Funcién valor Resultados
1
: Opciones | f: A X 0 - X X
1
! A .
| -
__________________ 1
-8 Consumidor_ _ _ _ _ _* __________ .
Probabilidad \ ’ - — |
L . referencias utilidad |
yia ..
Eleccién 1 . ) 1
“ >Cc XXX wX->R |
1 1
( e ‘)
i

Economia comportamental

Figura 1.1: Elementos del problema general de decisién.

Uno de los problemas centrales en economia, si no es que el problema central, ha sido el problema
de eleccién racional y, como caso particular, el problema de elecciéon del consumidor. Este problema
ha sido concebido de diferentes maneras a medida que ha evolucionado la forma en que la economia
piensa sus agentes: desde una visién social y hasta moral, pasando por la tradicional visién de agente
representativo, hasta nuevas visiones de agentes con nuevas racionalidades. Esta evolucién de la nocién de
agente representativo, como el de las teorias econdmicas en general, ha venido acompanada y ha propiciado
tanto por el desarrollo de herramientas matematicas que permiten nuevas perspectivas en el andlisis, como
por los contextos sociales y animos politicos que han acompanado el desarrollo de la teoria.

1.4. Bitacora del capitulo

En este capitulo se revisa la estructura del problema de eleccién del consumidor bajo el marco general
de la teoria de la eleccién que permite una integracién natural de varios desarrollos dispersos y no-estandar
alrededor del problema del consumidor. Finalmente, se presenta un marco que sirve de plataforma a
la discusién del funcionamiento de mecanismos de asignacién como el mercado y su eventual diseno e
intervencion. En los capitulos siguientes se presentan los diferentes elementos de la teoria de eleccion
racional del consumidor bajo la estructura ofrecida por la teoria de la decision presentada en este capitulo
y, finalmente en el Capitulo 5, se presentan la estructura de las economias de intercambio y la extension
al caso de las economias de Riesz de los resultados de eficiencia.






Capitulo 2

Opciones, escenarios y resultados:
mercancias y planes de consumo

En este capitulo se caracterizan las opciones de eleccion del problema del consumidor junto con los
planes asociados al consumo de una o varias mercancias. Siguiendo el desarrollo de Aliprantis, Brown y
Burkinshaw [2], se introducen los espacios de Riesz como espacios de eleccién que generalizan los casos
tradicionales de eleccién del consumidor en dimension finita y de dimensién infinita. Ademds, se da una
introduccién a los diferentes estados de informacién en que se puede dar la eleccién, que puedan resultar
relevantes para la decisién y que condicionan el espacio de opciones. Finalmente, se define la restriccion
presupuestal que limita y termina de caracterizar el conjunto de opciones entre las que elige el consumidor.

2.1. Mercancias y planes de consumo

Hay articulos (objetos tangibles) y actividades cuyo consumo resulta de alguna utilidad para algunas
personas, en tanto satisfacen alguna necesidad o deseo. En el presente trabajo nos referimos al conjunto
de articulos que generan utilidad como bienes y a las actividades que generan utilidad como servicios.
Juntos forman lo que en inglés se denominan commodities [49, p. 17]. En espanol suele emplearse el
término “bien” de manera indistinta para referirse a articulos tangibles que generan utilidad unas veces
y a todos los productos que generan utilidad (incluyendo a los servicios) otras'. En el presente trabajo, a
dicho conjunto de bienes y servicios no se le impondra un rétulo méas que el mismo de bienes y servicios.

Contrario a los bienes, existen aquellos objetos y servicios cuyo consumo u oferta genera algin malestar,
una des-utilidad, para algunos individuos o grupos de personas; estos son los llamados males [80, p. 41].
Al igual que los bienes y servicios, los males pueden ser actividades o articulos?. El caracter de un articulo
o actividad de ser un bien, servicio o mal dependera de la valoracién subjetiva que haga el consumidor en
cuestion. Dicho juicio no es explicado por esta teoria, pero es capturado y caracterizado en parte por la
nocién de preferencias que sera discutida en el Capitulo 3.

La posibilidad del consumo de bienes, servicios y males se da en el marco de unas reglas de intercambio.
Mas precisamente, se puede decir que dicho intercambio se refiere a los derechos de propiedad y uso de
dichos bienes, males y servicios. No se consideran en este trabajo situaciones en las que el agente produce
para su consumo, sino unicamente aquellas situaciones en las que él acude a algin espacio para adquirir

!Este fenémeno es similar al sucedido con la palabra economia, en sus sentidos de: por un lado, mecanismo de organizacién
de las actividades de produccidn, distribucién y consumo, en particular de la sucedida en un contexto o regién determinada
(economy); y por otro del estudio del funcionamiento de estos mecanismos (economics), sean o no de mercado.

2Nétese que en este marco el anténimo de “males” no es “bienes”, sino “bienes y servicios”. Como ejemplos tipicos de males
se tienen las horas de trabajo y el grado de contaminacién del aire en una zona de una ciudad medido por la concentraciéon
de materia particulada con tamafio menor a 2,5 micrémetros (PMaz5).

7
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bienes a cambio de otros bienes. Para un tratamiento de economias con produccién véase Aliprantis,
Brown y Burkinshaw [2, cap. 4], y Mas-Colell, Whinston y Green [49, cap. 15, 16].

Definicion 2.1. Mercado: Es un espacio fisico o virtual donde se intercambian derechos de propiedad
y uso de bienes, servicios y males.

Se suele pensar que en un mercado se lleva a cabo la compra-venta de productos. Esto es cierto
sobretodo si existe un tipo de bien particular: dinero, siendo la compra, la cesién de dinero a cambio
de los derechos de uso o propiedad un articulo o servicio, y la venta, la cesién de los derechos de uso o
propiedad sobre un articulo o actividad a cambio de dinero. Una seleccion de bienes, servicios y males
son intercambiados en el mercado, y es a esta seleccién a la que llamaremos conjunto de mercancias.
Una representacion de la relacién entre los conceptos de bienes, servicios, bienes, males y mercancias se
encuentra en la Figura 2.1.

Definicion 2.2. Mercancia: es cualquier articulo o actividad cuyos derechos de uso o propiedad sean
objeto de intercambio.

Articulos === Actividades =

Bienes .

Figura 2.1: Diagrama de conceptos: mercancias, bienes, servicios y males.

Una de las definiciones que més se encuentra en la literatura microeconémica es la de mercancia en
el sentido de Arrow y Debreu [20]. Segin esta representaciéon de la economia, se particiona el espacio en
un numero finito de regiones, y el tiempo en un nimero finito de periodos (que podemos llamar fechas).
Esta particiéon puede obedecer a las caracteristicas de la actividad econémica que se estd modelando. Las
regiones y las fechas pueden ser tan extensas o reducidas como se desee. Asi, una mercancia es un articulo
o actividad, definido por sus caracteristicas, la regién y la fecha en la que se encuentre disponible, cuyos
derechos de uso y propiedad son potencial objeto de intercambio.

Definicién 2.3. Mercancia Arrow - Debreu [20, p. 32]: es una mercancia completamente determi-
nada por sus caracteristicas, la fecha y la region donde estd disponible para su consumo.

Esta distincién entre distintas regiones da lugar a algunas teorias de comercio regional e internacional,
en cuyo caso las relaciones de precios corresponden a los términos de intercambio; y la distincién entre
fechas da lugar a algunos modelos de economia financiera, en los que la relaciéon de precios corresponde a
una relacién de descuento [79, p. 363]. Tipicamente los consumidores deciden cudles mercancias consumir
y cudles no, deciden ademés cuanto y cémo consumir de cada mercancia; sin embargo la decisién no se
hace entre el consumo aislado de mercancias, sino sobre toda una lista de “planes de consumo”. En general
la decisién a la que se enfrentan los consumidores es la de cudl conjunto de mercancias, y en qué grado
consumir cada una.
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Definicion 2.4. Plan de consumo: es una especificacion de consumo de cada mercancia.

Como objeto matemdtico puede representarse, por ejemplo, por una cantidad, una funcién o un vector?,
segun el contexto particular del problema del consumidor. En este trabajo se presentan particularmente,
como espacios de mercancias, subconjuntos de espacios de Riesz (véase Definicién 2.5). Estos permiten un
desarrollo mas general de la teoria de eleccién, al permitir otras modelaciones de conjuntos de eleccién,
ademads del espacio euclidiano tradicional, que incluyen espacios de dimensién infinita como por ejemplo
espacios de funciones que son usados en modelacién dindmica y estocdstica [7, cap. 1,2], asi como la
extension de resultados como los teoremas del bienestar presentados e el Capitulo 5.

2.2. Espacios de Riesz como espacios de mercancias

Se define ahora un espacio de Riesz y se presentan diferentes ejemplos que ilustran como esta nocion
se acomoda a diferentes contextos de la modelacion del espacio de opciones.

Definicién 2.5. Espacio de Riesz o malla vectorial [2, p. 88]: sea E un espacio vectorial real
topolégico parcialmente ordenado®. Si ademds E es una malla® (esto es que cualquier subconjunto finito
tiene supremo) se dice que E es un espacio de Riesz. Se denota por x Vy al supremo entre los elementos
de {x,y}. De manera andloga, se denota por x Ay al infimo de los elementos de {z,y}.

Otros nombres que reciben los espacios de Riesz son K-lineales o espacios lineales semi-ordenados [47,
p. 48]. En la Figura 2.2 se muestra un esquema de un subconjunto de una malla cuyo orden estd represen-
tado por los vinculos y la posicién vertical. Cualesquiera par de puntos en dicha figura tienen un supremo:
notequeavVe=c,bvd=eycV f=h.

h

a

Figura 2.2: Ejemplo de un subconjunto de una malla y su relaciéon de orden.

Como referencias a la teoria de espacios de Riesz se sugieren Aliprantis y Brown [1, cap. 8] y Luxemburg
y Zaanen [47]. A continuacion se presentan algunos ejemplos de espacios de Riesz con contextos en el marco
de esta teoria de eleccién de consumo.

3En la modelacién microeconémica tradicional en la que los planes de consumo son especificaciones de las cantidades
consumidas de diferentes mercancias es comin denominar también a dichos planes de consumo canastas o cestas de
consumo.

4Se recuerda que un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto dotado de una relacién binaria reflexiva, transitiva
y antisimétrica, no necesariamente completa. Véase [45, p. 28] y la Definicién A.13 del Glosario matemético.

® Lattice en inglés. Véase Definicién A.18 en el Glosario matematico.
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2.2.1. Espacio euclidiano

El espacio euclidiano R” puede dotarse con un orden componente a componente de la forma

x=(zi)i_; >y = (¥i)izq, sl x; >y, para todo i.

Ademis, se definen las operaciones usuales de suma y producto por escalar como
r+y=(xi+vyi)ie, y Ax={\z;}, para A € R.

Con lo anterior, R" es un espacio de Riesz. En este espacio se encuentra el supremo de dos vectores z, y,
denotado como z V y, tomando x V y = (max{z;, yi})i .

Con frecuencia se asocia el consumo de cada mercancia con un ntmero real. Si tomamos que las
decisiones de los consumidores se dan sobre las cantidades que consumen de cada bien, podria pensarse
que las decisiones de los consumidores se pueden representar por un listado de dichas cantidades, es decir
por un vector x = (x1,x2,...,2,) € R™. Las unidades de medida de dichas mercancias son arbitrarias y
dado que se supone un continuo en estas cantidades (lo que es equivalente a suponer que las mercancias son
perfectamente divisibles), dichas unidades con frecuencia resultan poco relevantes. Al admitir cualquier
vector de ese espacio como factible se supone que hay una cantidad finita (n) de bienes conocida y que
los bienes son perfectamente divisibles. Asi, en este espacio se modelan de manera adecuada cestas de
consumo de finitas mercancias conocidas perfectamente divisibles. Con frecuencia, para hacer el andlisis
sobre una mercancia, se usa el espacio de dos mercancias R?, tomando la otra dimensién para medir las
cantidades de un bien que representa “todo lo demds”, como si se tratara de un bien compuesto [80, p. 21].
Otra situaciéon que se modela bien es estos espacios es cuando se considera cada una de las componentes
del vector como puntajes de algin atributo de la opcién que se considera, asi cada una de las opciones se
especifica como un vector real de caracteristicas.

2.2.2. Conjunto de las funciones continuas y de las funciones acotadas

Sea C(Y) el conjunto de funciones de valor real continuas definidas sobre un espacio topoldgico Y y
sean f,g € C(Y). Ordenando punto a punto este conjunto, es decir,

f>g siempreque f(y) > g(y), paratodoy €Y,

y considerando las operaciones usuales de suma de funciones y producto por escalar:

f+g9=[f(y) +g(y), A =Af(y), paratodoyc Y, €R,

se entiende este conjunto de funciones como un espacio de Riesz. El supremo de dos funciones se encuentra
como

(fVg)(y) =max{f(y),9(y)}, paratodoy €Y.

Note que la relacion de orden definida en este caso no es completa, por lo que puede haber funciones
no comparables. En el caso particular que Y = R, puede interpretarse cada funcién como un plan de
consumo distribuido a lo largo del tiempo. En ese caso la consideracion de orden refleja como mayor
un plan de consumo en el que se puede consumir méas en cada momento del tiempo. En este espacio, en
principio, no se hacen consideraciones sobre la suavidad del consumo, es decir, no se hacen consideraciones
sobre el comportamiento de las razones de cambio en los planes de consumo a lo largo del tiempo.
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2.2.3. Espacio de las funciones definidas por partes lineales

Para alguna particién finita {I;} de un intervalo I C R, considere el espacio de las funciones continuas
compuesta por funciones lineales en cada uno de las partes de la particion. En este espacio se definen las
operaciones vectoriales y de malla como en el espacio de funciones reales continuas. Méas formalmente, el
conjunto

T = {f continua en I|f(z) ={fi = a; + Biz; «; ;i € R, paratodo z € I;, para cada i}}

forma un espacio de Riesz, tomando el supremo de la misma forma que en el conjunto de las funciones
continuas. En este espacio se pueden modelar combinaciones de opciones financieras tal como se muestra
en el articulo de Charles Smithson “A LEGO approach to financial engineering” de 1987 [66] en el que
se muestran los perfiles de pago de diferentes intrumentos financieros para la gestion del riesgos.

A continuacidén, en la Figura 2.3, se muestran dichos perfiles de pago para los instrumentos funda-
mentales en diferentes escenarios, esto es, como cambia el valor percibido por el inversionista AV si hay
un cambio en el precio del activo subyacente AP. Por ejemplo, al comprar un forward se adquiere el
derecho y obligaciéon de comprar en una determinada fecha futura una cantidad acordada de cierto bien
o0 servicio a un precio también acordado previamente p*. Conforme mayor sea la diferencia entre el precio
de mercado del bien o servicio en la fecha de la transaccién y el precio acordado, AP = p; — p*, mayor
va a ser el valor percibido por el inversionista porque el precio de mercado va a ser mucho mayor que el
precio al que esta obligado a comprar la mercancia; en cambio, cuanto menor sea la diferencia, sobre todo
cuando esta diferencia sea negativa, menor sera el valor percibido por el inversionista. Esto se puede ver
en el primer panel de la Figura 2.3. Si bien la compra de este instrumento pudiera parecer una apuesta,
puede beneficiar a los consumidores que presentan aversiéon al riesgo, véase Definicién 3.17. En el caso
de la compra de una opcién se adquiere el derecho, mas no la obligacién de realizar la transacciéon. Hay
opciones que otorgan el derecho a comprar una determinada cantidad de cierta mercancia a cierto precio
(opciones call), pero si en la fecha de la transaccién el precio de la mercancia es mas bajo que el precio
acordado en el mercado, el poseedor de la opcién puede no ejercer el derecho y comprar la mercancia en
el mercado. Asi mismo hay opciones que otorgan el derecho a vender cierto producto en determinadas
condiciones de tiempo y precio (opciones put). Por supuesto, quienes venden las opciones se obligan a
comprar o vender bajo las condiciones pactadas®. Una aplicacién clasica de estos instrumentos se encuen-
tra en Radner [58] que considera el caso en el que hay mercados incompletos y las transacciones se logran
mediante el intercambio de futuros sobre las mercancias.

2.2.4. Espacios [, y de las sucesiones convergentes a cero
Para 1 < p, sea [, el espacio de las sucesiones {x;};cr tales que ) ;|z;[P < 0o y cg el espacio de las
sucesiones convergentes a cero con las operaciones usuales. Si € = {e,},n = {1, } entonces
et+n=(e+m)iZi, Ae= (X&),

son espacios de Riesz, tomando el supremo

nVe= (max{e Vn})ic,.

El espacio de las sucesiones convergentes a cero permite representar situaciones donde se pueda agotar
un recurso natural en un horizonte infinito de tiempo. Por su parte, las sucesiones [, permiten modelar
planes de consumo con horizonte de tiempo infinito o asignacion de consumo en distintas regiones.

5En realidad quien vende la opcién cobra una prima, una cantidad fija, por el riesgo que asume.
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Comprar un forward Vender un forward Comprar una opcién put
AV AV AV
* AP “ AP AP
Comprar una opcién call Vender una opcién call Vender una opcién put
AV AV AV
AP “ AP AP

Figura 2.3: Perfiles de pagos de diferentes activos financieros. (Smithson, 1987).

2.2.5. Malla de los enteros

Aunque este no es un espacio vectorial real y por tanto no es un espacio de Riesz de acuerdo a la
Definicion 2.5, no deja de ser un conjunto interesante de considerar para las aplicaciones sobre la teoria
para bienes que no son divisibles. Este espacio se considera con las operaciones tradicionales y tomando
como campo del espacio a los enteros. En la Figura 2.4 se encuentra una representacion para la malla de
los enteros de dos dimensiones y en particular un plan de consumo en el que se eligen cinco unidades de
una mercancia y tres de la otra.

Algunas aplicaciones en el contexto de asignaciones de bienes indivisibles son los juegos de empareja-
miento como los enunciados en Quint [57] o los juegos de permutacién como en Tijs et al. [76].

2.3. Observaciones sobre espacios de mercancias de dimension infinita

Cuando el espacio de opciones es un espacio vectorial de dimensién finita el tratamiento es similar al
empleado con R™. Aliprantis, Brown & Burkinshaw [2] hacen el siguiente listado de precauciones que se
deben tener en el manejo de espacios de mercancias de dimensién infinita. Se reproduce aqui de manera
casi literal:

1. No-unicidad de la topologia: a diferencia de los espacios de dimensién finita, los espacios vectoriales
de dimensién infinita arbitrarios pueden admitir mas de una topologfa lineal”.

"Una topologia 7 en un espacio vectorial E se dice lineal si las operaciones de producto por escalar y adicién son 7—
continuas, esto es, si para todos z,y € F, y « escalar, se tiene que las funciones (z,y) — z+vy, y (o, z) — «-x son continuas.
Véase [1, p. 166] y la Definicién A.11.
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Figura 2.4: Malla de los enteros de dos dimensiones.

2. Multiplicidad de los espacios duales: a diferencia de los espacios de dimension finita, los espacios
de dimension infinita pueden tener varios duales, que en el problema de eleccién del consumidor se
manifiesta en que hay diferentes formas de definir los funcionales de valor de los planes de consumo.

3. Falta de continuidad conjunta de la funcion de evaluacion: la funcién de evaluacién (x,p) — p - x
ya no es conjuntamente continua. Esto tiene que ver con la distincion entre dual algebraico
y dual topoldgico. En dimensién finita, el conjunto de los funcionales lineales (dual algebraico)
corresponde al conjunto de los funcionales lineales continuos (dual topoldgico). En dimensién infinita
el dual topolégico es un subconjunto propio del dual algebraico, esto significa que pueden existir
funcionales lineales que no son continuos.

4. No-compacidad de intervalos de orden: las “cajas” de espacios de dimensién infinita no son necesa-
riamente conjuntos compactos. Mas ain, ni siquiera son necesariamente débilmente compactos. Un
ejemplo presentado por Aliprantis y Border [1, p. 549] es el par Riesz (Lo, L{) (Véase Definicién
2.9) donde ningtn intervalo de orden es compacto.

5. Interior vacio de cono positivo: el cono positivo® ET de un espacio de Riesz infinito-dimensional
no necesariamente tiene puntos interiores. Aliprantis y Border [1, p. 363] presentan como ejemplo
que los espacios Lq(p) de dimensién infinita tienen el interior de sus conos positivos vacios. Esta
observacién es causa de la distincién enla construccién de la demostracion del segundo teorema del
bienestar en el caso de dimensién infinita.

6. Pérdida de propiedad’: mientras que una preferencia monétona en un cono positivo de un espa-
cio vectorial finito-dimensional es automaticamente uniformemente-propio (véase Definicién 3.13),
en un espacio infinito-dimensional no necesariamente se tiene este resultado. Un ejemplo de unas
preferencias que aunque son mondtonas no tienen esta propiedad se encuentra en [3, p. 227].

8Un cono es un conjunto que contiene todos los miltiplos no negativos de sus miembros, es decir, si a € ET implica que
a-a € ET, para todo a > 0, entonces E es un cono. Si ademés cada a € ET es positivo, se dice que E1 es un cono positivo.
Véase la Definicién A.31.

9 Properness en inglés. Véase Definicién 3.12
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2.4. Condiciones de informacion

La decision de eleccion se puede dar con diferentes niveles de disponibilidad de informacién. De acuerdo
con Takemura [71, p. 7] segin las condiciones de informacién en las que se encuentre el agente al momento
de tomar la decisién se puede clasificar el problema de eleccién como:

= Decisiéon bajo certidumbre: se conoce cudl es el estado de la naturaleza que va a suceder al
momento del consumo de la mercancia o en el que no hay distincién entre los diferentes estados
de la naturaleza. Una condicién mas débil es que la probabilidad 7 definida sobre el conjunto de
estados de la naturaleza sea degenerada'®.

= Decisién bajo riesgo: se conoce el conjunto de los posibles estados de la naturaleza © y se tiene
una probabilidad 7 asociada al conjunto de dichos posibles estados de la naturaleza. En este marco
de decisién se encuentran, por ejemplo, los problemas de seleccién de portafolio clésicos [48].

= Decisién bajo incertidumbre: no se asocia una probabilidad al conjunto de estados de la naturale-
za, bien porque el conjunto de estados de la naturaleza © es desconocido (decisién en ignorancia),
o porque aun siendo conocido, la probabilidad 7 sobre este conjunto se desconoce (decisién en am-
bigiiedad). Aunque la literatura no es abundante en estos contextos, es posible que muchas de las
decisiones de consumo que se toman en la realidad se realicen bajo estas circunstancias recurriendo
a estimaciones subjetivas de la distribucién de probabilidad o a distintas heuristicas de decision.

Estos posibles estados de la naturaleza estan representados en la Figura 2.5. Véase también Figura 4.2. Por
ejemplo, una decision de cobertura de riesgo con una opcién cuando es posible estimar las probabilidades
de cambio en la cotizacién del activo subyacente es una decisién en un contexto de riesgo, pero cuando
dicha estimacion no es posible es una decision en ambigiiedad. Las decisiones de consumo de un recurso
no-renovable del que no se conoce con certeza la cantidad del recurso del que se va a disponer en los
periodos futuros, ni las tecnologias que vayan a estar disponibles y le hagan mas o menos atractivo seria
una decision de bajo ignorancia.

2.5. Funcién valor y conjunto de resultados

Después de definir el conjunto de mercancias, se define propiamente el conjunto de resultados posibles
que aprecia el consumidor y una funcién que relaciona las combinaciones de estados de la naturaleza y
opciones (planes de consumo) con dichos resultados, de forma que

FiAXO X,
(ai, Ok) = z(as, Or).

En muchos casos el conjunto de resultados es un subconjunto de los reales. Algunos ejemplos de
funciones de valor y conjuntos de resultados se presentan a continuacién.

Ejemplo 2.5.1. (La funcion identidad como funcién valor del problema tradicional). Si hay
certeza de los estados de la naturaleza que van a suceder, el espacio de resultados puede coincidir con
el espacio de planes de consumo, A = X, y la funcion de wvalor seria la funcion identidad. Ndtese que
en el caso de toma de decision bajo certidumbre se puede interpretar que el resultado x; asociado por la
funcion valor f es independiente del estado de la naturaleza f(a;, 0r) = f(x;), para todos i, k. Este es el
caso tradicional en la modelacion microeconomica.

0Recuerde que una probabilidad degenerada es aquella en la que la probabilidad asociada a algiin estado de la naturaleza
es 1.
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Figura 2.5: Condiciones de informacion en los que se puede dar la decision respecto al conjunto de estados
de la naturaleza y su distribucién de probabilidad.

Ejemplo 2.5.2. (Funcional de pago en problemas de control éptimo como funcién de pago).
En situaciones de control éptimo, un agente optimiza un funcional de pago sujeto a unas restricciones
dindmicas conocidas como wvariables de estado que determinan la evolucion del sistema a lo largo del
tiempo eligiendo la trayectoria de un conjunto de wvariables conocidas como variables de control. En el
contexto de lo discutido en el marco de la teoria de la decision las variables de control se eligen de un
conjunto de opciones, mientras que los estados del sistema representan los estados de la naturaleza. En un
problema tipico de control el funcional de pago en un intervalo de tiempo t € (0,T], donde T se denomina
tiempo terminal, estd dado por

T
fla(t)) = /0 r(,0(1), a(t))dt + g(6(T)),

donde r es una funcion r : RM x A — R, llamada funcién de pago variable, y g es una funcidn
denominada de pago terminal, g : RM — R. En este funcional de pago los M estados de la naturaleza en
cada momento del tiempo estdn consignados en el vector 6(t), y el conjunto de controles es el conjunto
de funciones tales que a : (0,T] — A, con A C RM . Para una introduccion a los problemas de control
optimo véase [38]. Un ejemplo cldsico de un problema de consumidor con este tipo de funcion valor es el
problema en el modelo de crecimiento econdmico de Ramsey [10, p. 38], [52, p. 296].

Ejemplo 2.5.3. (Funcion de descuento como funcion de pago) En finanzas, una funcion valor
es la valoracion asociada a un portafolio a una tasa de referencia determinada, por ejemplo durante la
valoracion de bonos't que tiene en cuenta no solo el valor que paga el bono el vencimiento, b, sino alguna

1Se considera sin pérdida de generalidad el caso de los bonos cero-cupén.
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tasa de costo de oportunidad r, que descuenta el valor n periodos. Dicha funcion estd dada por la expresion

b

f(b):m-

En este caso el estado de la naturaleza desconocido es el valor de la tasa de interés. Para una explicacion
mas completa sobre bonos véase Welch [83, cap. 2].

Ejemplo 2.5.4. (Funcion de beneficio en juego de bienes piblicos como funcién de pago).
En un juego de bienes piblicos bajo un mecanismo de contribucion individual voluntaria'?, el pago del
ndividuo estd determinado por la contribucion individual ¢ y por cudnto haya en el fondo comin, digamos
C, como

fle) =w—c+a(C).

En este caso el estado de la naturaleza desconocido es la suma de las contribuciones de los demds al fondo
comain'3. Una revision de estudios experimentales bajo el esquema de contribucién voluntaria a un bien
publico se encuentra en [56].

Ejemplo 2.5.5. (Funcién Elo como funcién de pago).

En el marco de las estadisticas deportivas se han desarrollado y adoptado medidas para puntuar y escala-
fonar. Un ejemplo cldsico es el sistema de puntaje Elo empleado en la puntuacion de jugadores de ajedrez.
Partiendo de un puntaje inicial para los competidores, digamos 1500 para cada jugador ay, estos puntajes
f(a;) se actualizan después de cada partida entre el jugador i y el jugador j asi:

f(ai)nuevo = f(al)viejo + K(S - Mij)y

donde K es una constante que inicialmente se fijo en K = 10, S toma valores uno, un medio o cero
segun st la partida la gana el jugador i, termina en empate o es ganada por el jugador j respectivamente,
Y Wij es una funcion logistica de la forma

1
- 1 4 10lf(@j)vicjo—f(ai)viejol /400"

Mg

Este sistema genera, para cada estado de la naturaleza, por ejemplo, para cada combinacion de resul-
tados de un determinado torneo, un puntaje para cada opcion, cada jugador. Una caracteristica de este
sistema de puntuacion es que la ganancia en puntaje de un jugador fuerte (con un puntaje inicial alto)
por ganarle a uno débil (con un puntaje bastante menor) es menor que la ganancia que obtiene un jugador
débil por vencer a un jugador fuerte. Una introduccion a estas medidas se encuentra en Langville, A. &
Meyer, C. [}4]. En el marco de eleccion del consumidor, los jugadores o equipos pueden ser las opciones
entre las que elige un patrocinador.

Se define a continuacién un ejemplo particular de construccién de opciones en un problema de eleccion
donde la funcién de pago hace parte integral de las opciones consideradas.

2Este juego consiste en que cada uno de los n integrantes de una comunidad decide cudnto de una dotacién w (digamos
en una cierta cantidad de pesos) contribuir a un fondo comtin que genera beneficios para toda la comunidad, de modo que
por cada peso que haya en el fondo comin cada integrante recibe a pesos. Lo interesante de este juego es la tensién entre el
incentivo individual y la ganancia social al fijar un valor de « tal que a < 1 < na.

13Esto se puede ver dentro de un marco incluso méas amplio, adicionando al marco actual de decisién la dimensién de la
interaccién estratégica en la que la funcién valor del individuo depende de las elecciones de los demads, lo cual entra en el
campo de la teoria de juegos.
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2.6. Opciones en eleccion bajo riesgo: loterias

En el contexto particular de problemas de decisién bajo riesgo un concepto al que se recurre para la
representacion de las opciones entre las que se elige es el de loteria.

Definicion 2.6. Loteria simple: una loteria simple es un conjunto de estados de la naturaleza acom-
panado de una distribucion de probabilidades asociada a dicho conjunto, y un conjunto de resultados
asociados a su vez a cada estado de la naturaleza.

Noétese que el caso tipico de eleccién en un caso finito-dimensional se obtiene cuando hay tunicamente
un estado de la naturaleza relevante (véase Figura 2.6). Ademas, se entiende entonces que una loterfa es,
en el marco de la teoria de la decisién considerada aqui, una tupla (0, 7, X, g) formada por un conjunto de
estados de la naturaleza (0), una medida de probabilidad definida sobre dichos estados (), y un conjunto
de resultados (X) imégenes de los estados de la naturaleza mediante una funcién valor (g : © — X). Asi,
se tiene que el problema de eleccién de un consumidor estd completamente caracterizado por un conjunto
de loterfas y una relaciéon de preferencias definidas sobre los valores en X. Con esto, se puede adaptar el
problema de eleccién entre loterias definidas sobre el mismo conjunto de estados de la naturaleza y con
la misma distribucién de probabilidad, al esquema general que se propone en este trabajo definiendo los
elementos de la tupla (4,0, 7(-), X, f,>) como:

» Conjunto de opciones (A): un conjunto de indices L del conjunto de loterias entre las que se
elige.

» Conjunto de estados de la naturaleza (©): conjunto comtin de estados de la naturaleza de las
loterias consideradas.

» Distribucién de probabilidad (7(-)): distribucién comiin de probabilidad de los estados de la
naturaleza.

» Conjunto de resultados (X): unién de los conjuntos de resultados de las loterias consideradas.

» Funcién valor (f): la funcién valor que asigne a cada loteria k en cada estado de la naturaleza 6;
el valor definido por la loteria en dicho estado. Esto es,

f: Lx0O =X,
(k, 92) — gk(ﬁi).

Preferencias (>): sobre las preferencias se discute en el Capitulo 3.

Ademsds, se propone acd representar el caso de las loterfas simples como un caso de un espacio de Riesz.
Para que este sea el caso se consideran situaciones de eleccién en las que el conjunto de opciones es el de
las loterias simples definidas sobre el mismo conjunto de estados de la naturaleza. Asi, las operaciones de
suma y de producto por escalar se realizan empleando los pagos asociados a cada estado de la naturaleza.
Ademss, el supremo entre loterias se obtiene como la loteria que otorga como pago en cada estado de la
naturaleza el supremo de los pagos en ese estado de la naturaleza de las loterias consideradas.

Ejemplo 2.6.1. Loteria simple. Considere a manera de ejemplo un mundo bajo el esquema del modelo
binomial de valoracién de opciones similar a la presentacion inicial por Coss, J., Ross, S. & Rubinstein,
M. [18], en el que el valor de una accion que nos interesa puede 0 4: subir o Op: bajar. Digamos una Accion
A que hoy vale $38,000 y dentro de un dia va a valer o bien $38,150 o $37,850. Estos serian los resultados



18 CAPITULO 2. OPCIONES, ESCENARIOS Y RESULTADOS

asociados a los diferentes estados de la naturaleza. Suponga ademds que se estima que la probabilidad de
que la Accion A se cotice al alza es de g, = 50,5 %. Con lo anterior queda completamente caracterizada
una loteria que se puede representar como aparece en la Figura 2.6. Ademds considere una opcion de
compra sobre esa accion, esto es, un contrato que da el derecho a adquirir la Accion A manana al precio
actual de $38,000. La opcion tendrd uno entre dos valores posibles: si la Accion A al final de manana tiene
un precio de $38,150, entonces la opcion vale hasta $150; en cambio, si la accidn se cotiza en $37,8500 la
opcidn no vale nada ya que sale mds barato comprar la Accion A en el mercado. Asi, se puede definir una
sequnda loteria tomando como resultados los valores de la opcion en cada estado de la naturaleza como
estd igualmente ilustrado en la Figura 2.6.

Precio de Accion A:
My, = 0,505 38.150
Precio de la opcién:
150

Precio de Accién A:
38.000

Precio de Acci6n A:
37.850

g, = 0,495 Precio de la opcion:

0

Figura 2.6: Ejemplo de un loteria: compra de una opcién de compra sobre una accién.

2.7. Opciones en eleccion bajo ambigiiedad

En ambigiiedad las opciones consideradas, de acuerdo al esquema planteado son tuplas consistentes
en un conjunto de estados de la naturaleza (©) y una funcién valor (g) que asigna a cada estado de la
naturaleza un pago real. Note que en el caso de eleccién bajo riesgo, la extension del conjunto de loterias
al marco de espacios de Riesz es independiente de la forma particular de la distribucién de probabilidad
siempre que esta sea comun a todas las loterias, por lo que siguiendo el mismo proceso se pueden considerar
la extension al marco de espacios de Riesz del conjunto de opciones en el caso de eleccién bajo ambigiiedad.

2.8. Restriccion presupuestal

Ademads de las caracteristicas propias de los conjuntos antes mencionados, tipicamente existen otras
restricciones que limitan el conjunto de opciones entre las que el agente elige. En la modelacion tradicional
la restriccién mas comun es la llamada restriccion presupuestal. Esta refleja la idea de que la cantidad de
mercancias que se puede consumir esta limitada por un monto m (inicialmente dado por una dotacién de
“riqueza” exdégenamente determinado'®) [49, p. 20]. En el conjunto finito dimensional de mercancfas la
restriccién serfa, para un vector de precios p € R” y € R”, la condicién®

n
pTx = Zpixi < m.

=1

14En algunos casos se denomina a la variable W ingreso, pero eso puede ser parcialmente incorrecto en contextos donde la
modelacién de la decisién sigue una modelacién estética, ya que el ingreso es una variable flujo.
5 También indicada como (p,t) < m.



2.8. RESTRICCION PRESUPUESTAL 19

Esta condicién define un conjunto, el conjunto presupuestal, que acota las opciones disponibles para
la eleccién,

n
A(m,p) ={x € A|> pimi<m
i=1
De esta manera, cada vector de precios p define un funcional lineal sobre el conjunto de planes de
consumo. Esta restricciéon termina de definir el conjunto de elecciéon del consumidor. El subconjunto de
planes de consumo que cumplen la condicién anterior se conoce como conjunto presupuestal [49, p. 21].

En el caso de economias de intercambio puro, las restricciones presupuestales de los agentes estan
dadas, ademds del vector de precios pT, por las dotaciones iniciales de mercancias de las que dispone
cada consumidor w, tipicamente w € R", quedando de la forma

pTX < pTw.

En este caso pTw coincide con la riqueza inicial definida antes, m. Aunque aqui parezca que la
construccion se hace con base en una nocién de dinero, no tiene que interpretarse necesariamente asi.
Otros recursos invertidos pueden ser tiempo, energia y recursos humanos. Cuando la diferencia entre
mercancias estd en la disponibilidad en diferentes momentos del tiempo, asumir que se conocen los precios
es una suposicion fuerte, sobretodo si el horizonte temporal es indeterminado.

Ejemplo 2.8.1. (Restriccion presupuestal tradicional con dos y tres mercancias). Considere el
caso de un consumidor que elige su consumo entre cestas de consumo de dos bienes (x1,22), que dispone
de una renta m, resultado del valor de sus dotaciones iniciales, de 200 a precios (p1,p2) = (10,4). Para
este consumidor su restriccion presupuestal es el conjunto de todas las cestas de consumo tales que

10x1 + 429 < 200.

Estas cestas se representan por aquellos puntos en el drea sombreada en la Figura 2.7. Por su parte, en
la Figura 2.8 '° se muestra la grdfica de la restriccion presupuestal de un consumidor que elige entre cestas
de tres mercancias (x,y,z) a precios iguales todos a uno con una renta inicial de 100: x +y + z = 100.
Se presenta a continuacion un resultado usado para imponer condiciones sobre el problema de decision de

modo que éste tenga solucion'”.

Teorema 2.8.1. Acotamiento del conjunto presupuestal (Aliprantis, Brown y Burkinshaw,
[2]) Para un vector de precios p € Rl_i_ se tiene que todos los conjuntos presupuestales son acotados si y
solo si p > 0.

Demostracion. (Siguiendo a Aliprantis, Brown y Burkinshaw [2, p. 19]) Para la primera implicacién se
asume que cada conjunto presupuestal para un precio p € Rﬁr es acotado. Se debe mostrar que p; > 0
para todo i. Esta demostracién se realiza por contradiccién: se supone que p; = 0 para algin ¢, entonces
los vectores ne;, con ¢ = 1,2,...,1, donde n € Ry y e; denota al vector unitario estandar en la direccién
i-ésima, pertenece a cada conjunto presupuestal dado que p - ¢; = 0. Esto sigue la intuicién econémica
en la que si un bien es gratuito, se planeard consumir de este cantidades indefinidamente grandes. Ahora
se debe mostrar la implicacién en sentido contrario: si p > 0, entonces los conjuntos presupuestales son

Y5 Estas graficas han sido realizadas con ayuda de las herramientas https://www.math.uri.edu/ bkaskosz/flashmo/graph3d/
y Wolfram Alpha.

17E] desarrollo a continuacién deberfa recordar el resultado planteado por el teorema de Weierstrass, que indica que una
funcién continua definida sobre un intervalo real cerrado alcanza un méximo y un minimo local.



20 CAPITULO 2. OPCIONES, ESCENARIOS Y RESULTADOS

X2

50

Figura 2.7: Conjunto presupuestal 10x; + 4x2 < 200.

acotados. Para esto se consideran p > 0y w € Rﬂr. Ademas, sea r = min{p1, pa, ..., p;}{0. Si X pertenece
al conjunto presupuestal definido por pTx < pTx, entonces

l

0<piw; <Y prar=p x<p'w
k=1

que conduce, dividiendo las desigualdades entre p;, a
p'x _p'w
bi r

0<uz <

IN

< 00,

lo cual se tiene para cada i =1,2,...,[. Esto muestra que el conjunto presupuestal es acotado. ]

Asi, es comun fijar condiciones de positividad estricta sobre los precios para garantizar la compacidad.

2.9. Funcionales lineales positivos

Dado que las opciones del consumidor estan restringidas por una restriccion presupuestal, una ex-
tensién natural del caso tradicional a otros espacios de mercancias se obtiene mediante la nocién de
funcionales lineales positivos que actuaran como vectores de precios.

Definicién 2.7. Funcional lineal positivo [1, p. 325]: un funcional lineal real ¢ definido sobre un
espacio de Riesz E se dice un funcional lineal positivo, si para cada x € E, x > 0, se tiene que ¢(x) > 0.

En el andlisis econémico, los funcionales lineales positivos definen los precios sobre los planes de
consumo. Se plantea la existencia de una dualidad entre cantidad de mercancias y precios, en el sentido
formulado a continuacién:

Definicién 2.8. Par dual [1, p. 211]: también llamado sistema dual,es una pareja de espacios
vectoriales (A, P) junto a una aplicacion bilineal (-,-) : A x P — R, tal que

» (z,p) =0, para todo x € A, implica p= 0.

» (x,p) =0, para todo p € P, implica x = 0.
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=100
D0

X 100

Figura 2.8: Gréfica de la restriccion presupuestal x + y + z = 100.

El espacio A es el espacio de opciones, y el espacio P es el espacio de precios. Tipicamente la modelacion
presenta al espacio de mercancias A y al espacio de precios P como el espacio euclideo real de dimensién
finita [, y como aplicacién bilineal (-, -) al producto interno entre los vectores de esos espacios. Por ejemplo
para el espacio de opciones R3, el vector de precios (2,3,8) define un funcional lineal de la forma

P -X= (27378) : (LL‘]_,LUQ,LE?,) - 2$]_ +3I2 +81‘3

118

Definicién 2.9. Par Riesz es un par dual (L,L') tal que L es un espacio Riesz y L' es un ideal™® en el

orden dual L ~'9.

Es natural pensar el par (R™,R™) como un par Riesz. Otro caso seria el par (cg,[1), en el que cada
sucesién acotada en [; define un funcional lineal sobre el espacio de sucesiones convergentes a cero. Por

ejemplo, la sucesién € = [e1,€2,...] con ¢; < K, con K € R, define un funcional lineal sobre las sucesiones
111
de cg. En particular para el plan de consumo 7 = [1, 1976 ] se define el funcional lineal como:

> 1
GHZZEZﬁ
i=1

En esta caso los elementos de [; podrian interpretarse como precios en distintas fechas de obtencién
del recurso natural no-renovable cuyo consumo esta representado en la sucesién 7 de cp.

2.10. Algunas propiedades en espacios de Riesz

En esta seccion se presentan algunas propiedades que se tienen en los espacios Riesz y que serdan
empleadas en el Capitulo 5 para extender el primer y segundo teorema del bienestar a economias con
espacios Riesz de mercancias.

8Recuerde que un ideal es un subespacio vectorial sélido de un espacio de Riesz. Un subespacio vectorial S de un espacio
de Riesz L se dice sélido si para dos vectores u € L'y v € S tales que |u| < |v| implica que u € S. Véase Definicién A.34.

9Para cualquier espacio de Riesz L el orden dual es el espacio de Riesz Dedekin completo £;(L,R), esto es que todo
subconjunto no-vacio y acotado por arriba de L tiene un supremo.
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2.10.1. Identidades de operaciones de orden

Se presentan en esta seccién algunas propiedades de las operaciones de orden y algunas definiciones
derivadas. Puede consultarse un tratamiento més detallado en [3, p. 3].

v jul =uV (—u) s u—vAw=(u—v)A(u—w)
=yt =uVO0 su=ut—u (u—v)T—(u—v)" =u—v
=y =uAN0

» (u—v)" =(@—u)t

ut+ovVw=(ut+v)V(ut+w)

—lvo] <w v (=[v])

u+vAw=(u+v)A (u+w)

u—vVw=(u—o)V(u—w) —lv] < ||

2.10.2. Teorema de descomposiciéon de Riesz

Teorema 2.10.1. Teorema de descomposiciéon de Riesz - Aliprantis y Burkinshaw [3, p. 8]
Suponga que en un espacio de Riesz E se tiene la siguiente desigualdad

|ul < Jvp+vg+ -+ vy

Entonces existen elementos uy,ua,...,u, € E satisfaciendo |u;| < |v;| para cada i =1,2,...,n tales que
u = uy +us + -+ u,. Adicionalmente, si el vector u es positivo, entonces cada uno de los vectores u;
pueden también elegirse positivos.

Demostracion. Usando induccién, basta mostrar el resultado para n = 2. Suponga entonces que |u| < |v;+
va|. Definamos ahora u; como u; = [u V (—|v1])]Av1. De las desigualdades —|vi| < uV(—|vi]) y —|vi| < |v1]
se tiene que —|v1| < w3 0 —u; < |vy]. Por otro lado, de u; < |v1| se tiene que |uq| < (uq) Vug < |vg].
Ahora, si uy = u — uj, entonces

wp = u— [V (—Jou)] Av = [0 A G+ Jur) V (1 — Jo )]
Sin embargo, |u| < |v1| + |v2| implica que —|v1| — |v2| < u < |v1| + |v2], de donde se obtiene
—lva| = (=[v2) A0 < (u=[o1) AO < ug SOV (u = Jur]) < og

que implica que |ug| < |v2], que es lo que se queria mostrar. O

2.10.3. Teorema de separacion

El siguiente teorema extiende los resultados del teorema de separacién clasico para subconjuntos en
un par dual.

Teorema 2.10.2. Teorema de separacion - Aliprantis, Brown € Burkinshaw [2, p. 100] Sea
(E, E') un par dual, y sean A, B dos subconjuntos no-vacios, disyuntos y convezos. Si para alguna topologia
consistente localmente convexa en E alguno de los conjuntos A o B tiene un interior no-vacio, entonces
existe un elemento €' no-cero en el dual E' tal que

{a, e’y > (b,€)

para todo a € A y todo b € B.
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Demostracion. (Siguiendo a Aliprantis & Burkinshaw [4, p. 141,142]) Como A y B son disyuntos, entonces
0 ¢ A— B, pues al no existir elementos iguales en ambos subconjuntos no es posible que la resta algebraica
sea cero. Como A y B son convexos, entonces A — B es un subconjunto convexo. Ademds, A — B tiene al
menos un punto interior, dado que existe un punto interior en al menos uno de los conjuntos, esto implica
que alguna vecindad de dicho punto se conserva tras la resta algebraica. Se denota ¢ un punto interior de
A — B. Entonces 0 es un punto interior del conjunto convexo K = a — (A — B).

Se define V' como una 7—vecindad de cero convexa y circular que satisface V' C K. Se tiene que K
es un conjunto absorvente. Se nota que el funcional de Minkowski, px(a) = inf{A > 0:a € AK} > 1.
Si pr(a) < 1 entonces existirfa un A tal que 0 < A < 1 para el que a € AK. De ser asi, se tendria que
a= X=X+ (1—-X)0 € K, lo que implicaria de 0 € A — B, que es una contradiccién, de modo que se
tiene que pi(a) > 1.

Se considera ahora el subespacio Y = {Aa : A € R} y se define el funcional lineal no-nulo ¢’ : ¥ — R
como €'(Aa) = Apg(a). Se tiene que €'(Aa) < pi(a) para cada \. Por el teorema de Hahn-Banach se tiene
una extension lineal a todo E, que se denota €’ de nuevo. Dicha extensién resulta ser continua y cumplir
que €'(e) > 0 para todo e € E.

Se definen s := inf{e’(a)|a € A} y t :== sup{e’(b)|b € B}. Como €'(a) — €'(b) > 0, entonces —oo < t <
s < 00. Si ¢ es un nimero tal que t < ¢ < s, entonces €'(b) < ¢ < €/(a), esto es, el funcional ¢’ separa los

subconjuntos A y B.
O

2.11. Opciones fuera del mercado

Se presentan en esta seccién algunos ejemplos de consideraciones sobre la definicién de qué es o no
una mercancia y bienes que son asignados fuera del mercado o no son asignados en absoluto. Actualmente
en muchos paises no esta formalmente permitido el trabajo infantil y hay esfuerzos especificos de algunos
gobiernos y organizaciones para evitar que los ninos trabajen. El trafico de 6rganos estd prohibido y
estas “transacciones” son llevadas a cabo mediante donaciones. No hay gente que desee o que venda de
manera abierta hamburguesas con carne humana. Estd mal vista la compra y venta de votos. Estos son
algunos ejemplos que muestran que varios bienes y servicios no son objeto de intercambio en el mercado
por razones que tienen mds que ver con una cierta (aunque en ocasiones no explicitamente expuesta)
escala de valores. Siguiendo el planteamiento de Ha-Joon Chang [15], no hay mercados libres, ya que
la intervencién del gobierno y las escalas de valores de cada comunidad definen cudles cosas son o no
mercancias. Esta distincién obedece no solo a diferencias histéricas, sino también a contextos regionales.
No es comun, hoy en Bogotd, que se negocien las posiciones en una fila de banco ain cuando alguien
estuviera dispuesto a pagar por ser atendido més rapido y otra persona estuviera dispuesta a recibir el
pago por intercambiar su puesto en la fila, mientras que en Venezuela, hoy, es comin que gente madrugue
a hacer una fila y luego venda la posicién.

Algunos de estos bienes y servicios no son transados en absoluto, mientras que otros son distribuidos
por medio de mecanismos diferentes al mecanismo de precios en el mercado. Un mecanismo de asignacion
de bienes puede darse a través de senales de precios, pero fuera de la dindmica usual de mercado, por
ejemplo en el caso de algunas subastas: una obra de arte que es ofrecida segiin una subasta sellada de
segundo precio®’. Atdn por fuera de los mecanismos de sefiales de precios se hacen asignaciones de bienes,
como sucede en el caso de la organizacién centralizada de donaciones de rifiones [60].

20Una subasta sellada de segundo precio es una subasta en la que los participantes presentan sus ofertas de manera secreta
y la oferta més alta se lleva el articulo subastado, pero en vez de pagar lo que haya ofrecido, paga el valor de la segunda
oferta més alta.
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2.12. Bitacora del capitulo

Aunque el espacio euclideo, R™, es el tradicionalmente empleado para modelar el conjunto de las po-
sibles planes de consumo, hay otros espacios de opciones que modelan situaciones como la cobertura de
riesgos mediante instrumentos financieros o el consumo de un recurso no-renovable a lo largo de varios pe-
riodos que extienden la aplicacion de la teoria del consumidor a otros mercados. Se nota que en el contexto
de eleccién del consumidor sélo algunos de los planes de consumo estan disponibles dada la existencia
de una restriccion de presupuesto, o de restricciones de otro tipo sobre el conjunto de opciones como las
restricciones en la disponibilidad de informacion sobre las opciones o los estados de la naturaleza en los
que se dard el consumo. Las mercancias que se tienen en cuenta en este trabajo son mercancias regulares:
aquellas cuyo consumo presente no afecta el consumo futuro, que presentan preferencias independientes
entre individuos y cuya valoraciéon por parte del individuo es conocida. Mercancias que no cumplen es-
tas condiciones son aquellas mercancias adictivas, mercancias de red y las llamadas mercancias
experienciales [50].

En el capitulo siguiente se construye la nocién de preferencias que se define sobre el conjunto de
resultados o, como se verd, sobre el conjunto de opciones si la funcién valor estd definida de manera
adecuada.



Capitulo 3

Gustos: preferencias y utilidad

Fl siguiente elemento que se requiere en una teoria de eleccion racional es un criterio de comparacion
sobre el conjunto de resultados y, a partir de éste, un criterio sobre el conjunto de opciones de eleccién.
En este capitulo se presenta la construccién de dicho criterio de comparacion por medio de una relacion
de preferencias definida sobre el conjunto de alternativas, sus propiedades bésicas y otras que son reque-
ridas para simplificar el problema de eleccién. Ademds se presentan brevemente algunos resultados de
representacion de dicha relacién de preferencias como un funcional de valor real, la llamada tipicamente
funcion de utilidad y sus propiedades heredades de las propiedades de la relacién de preferencias original.
Al final del capitulo se presentan algunos resultados de economia comportamental y experimental que
cuestionan, entre otros, la transitividad de las preferencias en distintos contextos.

3.1. Preferencias

Considerando dos elementos del espacio de resultados, x,y € X, una relacién de preferencia es una
relacion binaria de la forma “el resultado x es al menos tan bueno como el resultado y”, simbolizado
x = 1. En la teoria econémica tradicional el conjunto de opciones y el conjunto de resultados suelen ser el
mismo, en cuyo caso las opciones estan identificadas consigo mismas como su propio resultado, por lo que
la definicién de las preferencias suele hacerse directamente sobre el espacio de opciones. Asi, considerando
un par de elementos en el espacio de opciones, a,b € A, f(a) = z, f(b) = y, se hereda una relacién de
preferencia en el espacio de opciones a partir de la definida en el espacio de resultados de la forma “la
opcién a es al menos tan buena como la opcién b”, simbolizado a = b' toda vez que = > y?. El desarrollo
que se hace en este capitulo partiendo de la definicién de preferencias débiles, >, también puede hacerse a
partir de la relacion de preferencia estricta, . Este ultimo es, por ejemplo, el camino tomado por Kreps
[40].

Definicién 3.1. Preferencias racionales - (Mas-Colell, Whinston & Green [49, p. 42]): una
relacién de preferencias racionales (=), sobre un espacio de resultados X, es una relacién binaria sobre
dicho espacio tal que sea

1. Completa o total *: cualesquiera dos resultados son directamente comparables por medio de esa
relacion, es decir que bien x es al menos tan bueno como y (x = y), o que y es al menos tan bueno

! También se suele leer como “la opcién a es preferida o indiferente a la opcién b” o “la opcién a es no-peor que la opcién
b”.

2A pesar de que la relacién sobre el conjunto de opciones se define a partir de la relacién definida sobre el conjunto de
resultados, son relaciones distintas puesto que en principio se definen sobre elementos de conjuntos diferentes. No obstante,
esta distincién no es tan esencial como para reflejarla en la notacién.

3A veces también llamada relacidn de preferencas débil.

“En contextos de teorfa de la decisién se puede encontrar esta propiedad denominada como comparabilidad, como en
Takemura [71].

25
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como = (y = x)°.

2. Transitiva: para cualesquiera tres resultados, x,y,z € X se tiene que si x =y, a la vez que y > z,
entonces necesariamente r > 25,

A una relacién con estas caracteristicas también se le conoce como una relacion racional [49]. Si
las preferencias de distintos consumidores son diferentes, esta diferencia puede indicarse incluyendo un
subindice para cada agente, denotando el perfil de preferencias del agente j como =;. La transitividad
de la relacién de preferencias implica que no se tienen ciclos de preferencia de la forma piedra = tijeras,
tijeras = papel, papel = piedra lo cual da un criterio de consistencia a la hora de tomar decisiones cuando
se consideran mas de dos opciones. Ademds de las caracteristicas de completitud y transitividad, se suele
encontrar en los manuales de microeconomia otra condicién, la reflexividad (x = z para todo x € X). Por
supuesto, dado que no se supone que x # y en la condicién de completitud, la reflexividad esta garantizada.
Una relacion de preferencia no es necesariamente una relacién de orden en sentido estricto, en tanto puede
no ser una relaciéon simétrica.

A partir de una relacion asi definida, se pueden obtener otras dos relaciones sobre el conjunto de
resultados, una relacién de indiferencia y una relacién de preferencia estricta [49, p. 6]:

Definicion 3.2. Relacion de indiferencia: se dice que dos elementos en el espacio de resultados
x,y € X son indiferentes, simbolizado x ~ vy, si se tiene que x > y a la vez que y = x.

La relacién de indiferencia es:

= Simétrica: si x ~ y entonces y ~ x. Por supuesto, si un plan de consumo es indiferente a otro,
ambos son idiferentes entre si.

» Reflexiva: x ~ z. Esto es que cada plan de consumo es tan bueno como él mismo.
= Transitiva: si x ~ ¥y, y y ~ z, entonces = ~ z.

= No-antisimétrica: x ~ y no significa que x = y. Planes consumos diferentes pueden ser catalogados
por un consumidor como indiferentes.

Notese que la relaciéon de indiferencia no es completa, dado que no necesariamente se tiene que x ~ y o
Y~ T

Definicion 3.3. Relacion de preferencia estricta: sean x,y € X, se dice que x es estrictamente
preferido o’ y si tanto x =y, como y % x, simbolizado como x >+ y.

La relacién de preferencia estricta es:

= Irreflexiva: z ¥ x. Un plan de consumo no puede ser estrictamente preferido a si mismo.

= Asimétrica®: si z > y, entonces y ¥ x. No se puede tener que un plan de consumo sea estrictamente

mejor y estrictamente peor al tiempo que algtiin otro plan determinado.

®Una relacién asi también es denominada a veces como fuertemente conera [14]. Existe una condicién mas débil: una
relacién () se dice coneza, si para x # y se tiene que = > y o bien y > x, que es a la que parecen referirse los manuales que
incluyen la reflexividad como una condicién requerida sobre la relacién de preferencias.

5Se puede tener en algunos casos una condicién més débil: la aciclicidad.

TA veces también expresado como “z es mejor que y”.

8Como sefala Kreps ([40, p. 20]) esto supone o bien que las preferencias no cambian, o que todas las comparaciones se
hacen en el momento de tomar la decisiéon. Otro ejemplo en el que este supuesto, aparentemente natural, no necesariariamente
se tiene suvede bajo el llamado el efecto contexto, sobre el que se discute en el Capitulo 3.
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= Transitiva negativamente: si x > y, entonces para cualquier tercer elemento z se tiene que = > z
0z >y, 0o ambas ?.

= Transitiva: si x > y a la vez que y > z entonces x > z. Este supuesto captura una cierta nocién
de consistencia en las decisiones que es deseable para que la eleccién tenga lugar.'?

Notese igualmente, que la relaciéon de preferencia estricta no es completa, dado que no necesariamente
x =y oy = x. Por ejemplo, para fijar ideas, si el espacio de resultados es un subconjunto de los reales, se
podria emplear como relacién de preferencia el orden usual sobre los reales, como relacién de indiferencia
la relacién de igualdad y como relacién de preferencia estricta la relacion de comparacién “mayor que”.
De manera similar una lista de opciones puntuadas, ain cuando se permitan empates, también define una
relacién de preferencias'!. En la Figura 3.1 se muestran las implicaciones que existen entre unos y otros
axiomas de las relaciones de preferencias.

>~ =

Completitud @ < — e Asimetria

' i
Reflexividad e | e Transitividad
Transitividad e === ~—— o 'Transitividad Negativa

o [rreflexividad (por definicién)

Y]

o Reflexividad

e Transitividad

o Simetria  (por definicién)

Figura 3.1: Diagrama de relacién entre axiomas de las relaciones de preferencia.

Se presentan a continuacién las implicaciones anteriores de las caracteristicas de las relaciones de
indiferencia y preferencia estricta a partir de las caracteristicas de la relacién de preferencia racional.

» La relacién de indiferencia (~) es:

e simétrica: si x ~ y entonces x = y y y = x que también significa que y ~ x.
e reflexiva: se tiene de manera trivial a partir de la reflexividad de la relacién de preferencia.

e no-completa: dado que no necesariamente se tiene que x ~ y. Por ejemplo es posible que
x = y pero y i x.

e transitiva: si x ~ y, y y ~ 2z, entonces por una parte x = y y y = z, que por la transitividad
de la relacién de preferencia significa que x = z; y por otro lado z > y y y = x, que por la

9Esta condicién es fomulada equivalentemente como: si y ¥ , x ¥ z, entonces y ¥ z [14].

10Fsta condicién garantiza que esta relacién cumpla una condicién més débil, la aciclicidad que dice que si ¢ > vy, y > 2
entonces = # z. La aciclicidad captura de manera similar la nocién de consistencia mediante la negacién de la posibilidad de
ciclos en las preferencias.

1De hecho, si no se permiten empates se obtiene una relacién de preferencias estrictas. Este tipo de preferencias son
empleadas en el articulo seminal de Gale y Shapley [27] sobre emparejamiento, College Admissions and the Stability of
Marriage, y en algunos problemas de eleccién de mecanismos de eleccién social.
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transitividad de la relacién de preferencias implica que z = . Como = = z y z = x, entonces
T~ 2.

= La relacién de preferencia estricta es:

e irreflexiva: No puede ser que una opcién sea estrictamente mejor que si misma, ya que se
requerirfa que x = z y z % z.

e asimétrica: Si z > y, entonces y 7 x por lo que no puede ser que y > x para que y > .
e no-completa: por supuesto es posible que z = y y y = ().

e transitiva negativamente: si x > y, entonces para cualquier tercer elemento z se tiene que
x> 202>y, oambas 2.

e transitiva: six > y y y > z entonces x = y y y > z con lo que, por la transitividad de la
relacién de preferencia, = = z. Ahora toca mostrar que z ¥ x, para lo cual se supone que si se
tuviera. Si z > x, etonces como = > y, por transitividad de > se tendria que z > y, pero esto
contradice que y >~ z, por lo que necesariamente z % x.

Dependiendo de las caracteristicas del espacio de opciones se pueden definir ciertas caracteristicas sobre
la relacién de preferencias racional. Las relaciones anteriores permiten definir los siguientes conjuntos:

Definicion 3.4. Sea una relacion de preferencias racionales, =, definida sobre el conjunto de resultados
X, para cada elemento © € X se definen los siguientes conjuntos:

» Indiferentes-a x: ~v={yc X |y~ z}.

» No-mejores-que x: 2z ={y € X |y 2 x}.

No-peores-que x: =z ={y € X |y = x}.

Mejores-que z: - x ={y € X |y = z}.
» Peores-que z: <x={ye€ X |y < z}.

Siguiendo a Aliprantis y Burkinshaw [3] definimos ahora lo que es una opcién deseable y una extre-
madamente deseable en el contexto de un espacio vectorial.

Definicién 3.5. Aliprantis y Burkinshaw [3, p. 216/, Aliprantis, Brown y Burkinshaw [2,
p. 9]. Sea = una relacién de preferencia sobre un subconjunto X de un espacio vectorial. Un vector v,
no necesariamente en X, es

» Deseable: si para cada x € X existe un 6 > 0 tal que para todo o € (0,0) se tiene que (x+av) € X
y ademds (x + av) > .

= Extremadamente deseable: si para cada x € X y cada o > 0 se tiene tanto que que x + av € X,
como  + v > .

En el caso tipico en el que el espacio de resultados X = R? y preferencias en las que més (componente
a componente) es mejor, un ejemplo de una cesta deseable para el subconjunto definido por la restriccién
usual podria ser cualquier canasta suficientemente grande con coordenadas positivas.

Definicion 3.6. Sea > una relacion de preferencias sobre un espacio topologico X . Se dice que la relacion
= es

12Esta condicién es fomulada equivalentemente como: si y ¥ x,z i z, entonces y ¥ z, Bridges & Mehta (1995).
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= Semi-continua superior: si para toda opcion x en X el conjunto de no-peores-que-x es cerrado.
= Semi-continua inferior: si para toda opcion x en X el conjunto de no-mejores-que-x es cerrado.
= Continua: si es semi-continua superior e inferior.

Naturalmente, se tiene que una relacién de preferencias sobre un espacio topoldgico X se dice continua
si los conjuntos de mejores-que x, y peores-que & son abiertos.

A continuacién se muestran tres ejemplos de relaciones de preferencias sobre activos financieros, si-

guiendo los principios segun los cuales se prefieren los activos con mayores rentabilidades y menor volati-
lidad:

Ejemplo 3.1.1. (Preferencias lexicogrdficas). Sean dos activos financieros con medias y desviaciones
estandar de sus rendimientos dadas por pj,0; donde j = A, B. Se define la relacion de preferencia

A~ B si, y solo si, pa > pup 0 paA=pup yoa<op.

Ejemplo 3.1.2. (Enfoque de media-varianza). Sean dos activos financieros, A y B, con medias y
desviaciones estandar de sus rendimientos dadas por jj,0; donde j = A,B. Se define la relacion de
preferencia

A > B si, y sdlo si (ua — pup) — (04 —op) > 0.

Es facilmente verificable que esta relacion de preferencia estricta cumple con las siguientes propiedades:

» Irreflexividad: Un activo financiero A no puede ser preferido a si mismo ya que (ua—pa)— (04—
o4) =0, que claramente no es mayor que cero.

» Asimetria: Si A = B, entonces (ua — up) — (04 — op) > 0. Al multiplicar por menos uno dicha
desigualdad se obtiene que (up — pa) — (op —oa) <0, que implica que B # A.

» Transitividad: Si entre tres activos financieros (A, B,C) se tiene que A = B, B = C, entonces
(A —pB) —(ca—op) > 0,a la vez que (up — pc) — (0B — o) > 0. Sumando dichas desigualdades
se obtiene que (ua — pc) — (04 —oc) >0, que es A = C.

» Transitividad negativa:Si entre tres activos financieros (A, B,C) se tiene que A % B, B # C,
entonces (pua — pp) — (04 —op) < 0,a la vez que (up — pc) — (o — o¢) < 0. Sumando dichas
desigualdades se obtiene que (ua — pc) — (04 — o) <0, que es A % C.

Esta relacion induce una relacion de preferencia, =, completa y transitiva, que ademds es continua.

Ejemplo 3.1.3. (Enfoque de tasas de rendimiento). Sean dos activos financieros A, B, cuyas tasas
de rendimiento estdn representadas por funciones fa(t), fg(t) continuas y acotadas. Se define, para T > 0,
la relacion de preferencia

T
A > B si, y sdlo si, / (fa— fp)dt > 0.
0

A continuacién se presentan dos condiciones que se suelen suponer sobre la relacién de preferencia >,
que hacen tratables de manera maés sencilla los problemas de eleccién: la monotonicidad y la convexidad.
Las nociones de convexidad capturan la idea de que entre maés se tenga de un bien, va a ser menos valorado
en relacién con los demas, es decir, que entre més se posea de un bien k, mas se estara dispuesto a cambiar
por una cantidad menor de otras mercancias. Esto es lo que se asocia tipicamente como una tasa marginal
de sustitucién decreciente.
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Definicion 3.7. Una relacion de preferencias = definida sobre un espacio convero X se dice

» Conveza: si para cualesquiera elementos x,y € X,z =y con o € (0,1) se tiene que ax+(1+a)y =
Y13,
= Estrictamente convexa: si para cualesquiera elementos x,y,z € X,x > y a la vez que z > y con

a € (0,1) se tiene que ax + (14 a)z = y.

A partir de lo anterior puede verse que para una relacién de preferencias convexas necesariamente se
tiene que los conjuntos de no-peores son convexos.

Definiciéon 3.8. Una relacion de preferencias > definida sobre un conjunto X parcialmente ordenado
mediante la relacion > se dice

s Monotona si x = y implica T > y.
s Estrictamente mondtona si x > y implica x > .

A continuacién, en la Figura 3.2, se muestran los conjuntos de preferencias para una relacién de
preferencias definidas sobre R?. En dicha relacién una cesta de consumo z es al menos tan buena como
otra cesta y si x estd a una distancia de la cesta (4,5), en el sentido de la distancia usual, menor o igual
que la distancia entre y y (4,5).

-~

P i I ST P

=
-
=
e

Figura 3.2: Ejemplo de conjuntos de preferencias no-monétonas y no-convexas.

3.2. Utilidad

Con frecuencia se emplea una representacién numeérica, una funcién de valor real, para representar,
sobre el conjunto de los ntimeros reales, el ordenamiento parcial del conjunto que induce una relacién
de preferencias. En el caso particular de los consumidores, tal funcién suele ser una funcién ordinal de
utilidad.

13Esta definicién es equivalente a decir que una relacién > sobre un espacio convexo, es convexa si y = x, z > « implica
que ay + (1 — a)z > z, para todo a € [0, 1] tal como aparece en Aliprantis, Brown y Burkinshaw [2].
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Definicion 3.9. Dada una relacion de preferencias = sobre X, una funcién ordinal de utilidad o senci-
llamente una funcion de utilidad, u(-), que representa dicha relacion es una funcion

u: X =R,

z = u(x),

tal que para cualesquiera elementos x,y € X, se tiene que x = y implica u(x) > u(y).

Noétese que las curvas de nivel de esta funcion de utilidad, llamadas comunmente curvas de indife-
rencia, son el antes llamado conjunto de indiferencia, ya que a todos los planes de consumo a los que la
funcion de utilidad les asigne el mismo valor son indiferentes entre si. Un ejemplo de funcién de utili-
dad para las preferencias representadas en la Figura 3.2 es u(z,y) = —(z — 4)? — (y — 5)?, para la que
las circunferencias concéntricas en (4,5) definen los conjuntos de indiferencia y los circulos asi definidos
los conjuntos de no-peores. Otra caracteristica de estas funciones de utilidad ordinales es que, dada una
relacion de preferencias, no estdn unicamente determinadas: una transformacién creciente de una fun-
cién de utilidad representa las mismas preferencias que la funcién original ya que el preorden inducido
por las preferencias se preserva. Asi, las preferencias de la Figura 3.2 también estian representadas por
u(z,y) = —10(x—4)? —10(y —5)%+60. Ahora se presenta una propiedad esencial de la funcién de utilidad,
la invarianza frente a transformaciones crecientes.

Teorema 3.2.1. Si f es una funcion tal que f(x) > f(y) siempre que x >y, y u(-) es una funcion de
utilidad que representa la relacion de preferencias =, entonces f(u(-)) también representa la relacion .

Demostracion. Sean dos planes de consumo cualesquiera de modo que z > y. Como u(-) representa a
~, entonces u(z) > u(y). Dado lo anterior y debido a que f es una transformacién creciente, f(u(z)) >
f(u(y)), que es lo que se queria mostrar. O

Esta propiedad es aprovechada para la estimacién econométrica de los pardmetros de una funcién
de utilidad, por ejemplo mediante el empleo de logaritmos para linealizar la funcién. Por ejemplo, si los
pardmetros a estimar son aquellos de una funcién de utilidad de la forma Cobb-Douglas [véase Seccién
3.2.3]:

entonces aplicando logaritmos se tiene una nueva representacion de las mismas preferencias que se ajusta
mejor al esquema lineal de estimacion tradicional:

u(x) = Inu(x) = Z a; - Inx;.
i=1

A pesar de que esta es la formulacion actual de la teoria, en sus inicios fue comiin pensar en una medida
objetiva de la satisfaccion, es decir una funcién cardinal de utilidad. Una de las principales desventajas de
las funciones de utilidad ordinal es la imposibilidad de compararlas entre individuos, por lo que hablar de
cosas como “utilidad promedio” no tiene sentido. En la practica, en algunos campos es necesario recurrir
a aproximaciones de medidas cardinales de utilidad. Para un comentario breve en el caso de economia de
la salud se puede ver el articulo de Garcia y Chicaiza [28].
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3.2.1. Existencia de una familia de funciones de utilidad

Las condiciones que se requieren sobre la relacién de preferencia = para garantizar la existencia de una
familia de funciones que utilidad que la representen cambian si el conjunto de eleccién es finito, contable
o no-contable. La siguiente seccién resume y adapta algunos resultados resenados en Bridges & Mehta
[14].

Teorema 3.2.2. Existencia de una funcion de utilidad en un espacio de eleccion contable Si
existe una relacion de preferencias racionales >= definida sobre X, entonces existe una funcion u en X tal
que para cualesquiera elementos x = y implica u(z) > u(y).

Demostracion. Siguiendo a Bridges & Mehta [14, p. 8] Se supone que > es una relacién de preferencia
racional definida sobre X. Como X es contable, puede ser enumerado como z1, xs,.... Ahora, para cada
par de elementos x;,x; se define
{1 si T4 >~ Ti,
rij =

0 en otro caso.

Esta es una funcién indicatriz que senala si el plan de consumo z; es al menos tan bueno como el plan de
consumo ;. Ahora, se define la funcién

fla) =) 27"y
i=1

La serie que define a f converge de modo que f estd bien definida. El valor de f en z; es una medida del
“tamano” del conjunto de elementos en X que son no-mejores que x;. Se verifica a continuacién que la
funcién f asi definida es una funcién de utilidad. Sean dos planes de consumo z,y € X, tales que x = y.
Como la relaciéon de preferencia es transitiva, entonces para cualquier plan de consumo z € X para el
que y = z, también se tiene que x > z, entonces el conjunto de indices de las opciones no-mejores que x
contiene al conjunto de indices de las opciones no-mejores que y, esto es, {i :y = x;} C {i : © = z;}, por
lo que f(y) < f(z). O

Para extender el resultado de existencia de una funcién de utilidad a un conjunto de eleccién no-
contable se emplea la nocién de separabilidad del conjunto que se define a continuacion.

Definicion 3.10. Decimos que una relacion de pre-orden en X, =, es orden-separable en el sentido
de Debreu, si existe un subconjunto contable Z de X tal que cuando sea que x >y, existe z € Z tal que
Trmzry.

Teorema 3.2.3 (Existencia de una funcién de utilidad en un espacio de eleccién no-contable). Sea >
una relacion de preferencias racionales sobre un conjunto no-contable X. Para que exista una funcion u
de valor real tal que para xz,y € X, si x =y, entonces u(z) > u(y), es suficiente que el conjunto X sea
orden-separable en el sentido de Debreu.

Demostracion. (Siguiendo a Bridges & Mehta [14, p. 16]) Se supone que X es separable en el sentido de
Debreu. Esto implica que hay un subconjunto contable Z’ tal que cuando z = y existe z € Z’ que cumple
x = z > y. Entonces Z tiene solo una cantidad contable de saltos, de modo que el conjunto G de puntos
finales de todos los saltos es contable. De esto se tiene que Z = Z’ U G es un conjunto contable. Sea
Z1, 29, ... una numeraciéon de Z. Para cada x € X sea

N(z)={n:z > z,},
y sea

flay="> 27"

neN
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Se verifica que f(z) es una funcién de utilidad que representa >=. Se consideran dos elementos z,y € X
tales que y > x. Como > es una relacién de orden completo, entonces N(x) es un subconjunto de N(y),
de modo que f(y) > f(z). O

Una versién muy empleada de un teorema de existencia de una representacion de preferencias por
medio de una funciéon de utilidad es aquella que se define para cestas de consumo en R™, tal como la
presenta Mas-Colell y se reproduce a continuacion:

Teorema 3.2.4. Mas-Colell [49, p. 47] Suponga una relacion de preferencias = racional, estrictamente
mondtona y continua en R’ . Entonces existe una funcion de utilidad continua u(x) que representa .

Demostracion. La primera parte de la demostracién sigue lo mostrado en Mas-Colell [49, p. 47.]. Sea Z el
rayo diagonal en R", esto es el conjunto de todos los vectores cuyas componentes son todas no-negativas
e iguales. Se denota como e al vector del conjunto Z cuyas componentes son todas iguales a 1. Notese que
para cada escalar a mayor o igual que cero, ae € Z. Nétese que para cada vector x € R’} la monotonicidad
implica que = > 0, y que para cualquier & tal que &e > x, necesariamente ae = .

Se muestra ahora que para cada x hay un dnico valor o = «(x), tal que o - e ~ x. Como > es una
relacién continua, para todo vector x en R™, los conjuntos de no-mejores y de no-peores son cerrados. Sean
los siguientes conjuntos de nimeros, AT = {a: ae =z} , A~ = {a : ae < 1}, entonces, por completitud
de =, Ry C (AT UA™). Como AT, A~ son cerrados, no-vacios y como R es conexo, entonces AT N A~ es
un conjunto no-vacfo. Esto es, existe al menos un valor o en AT N A~, es decir un « para el que ae ~ .
Ahora, por monotonicidad, para cualquier otro valor & tal que & > «, necesariamente &e = ae, por lo
que « es unico. Se toma ahora a(z) como la funcién de utilidad, esto es, definimos la funcién de utilidad
u(x) como u(x) = a(x). Se verifica a continuacién que dicha funcién cumpla con las propiedades que debe
cumplir una funcién de utilidad.

Se verifica inicialmente que wu(z) representa a »=. Suponga que «(z) > a(y). Por monotonicidad
a(z)e = a(y)e. Dado que z ~ a(x)e y ademds y ~ a(y)e, entonces = »= y. Por otro lado, si x »= vy,
entonces a(x)e ~ x > y ~ a(y)e y entonces por monotonia se tiene que a(z) > a(y). Ahora, siguiendo a
Lozano [45, p. 120], se muestra que u(x) es continua. Para esto basta con mostrar que la imagen inversa
de todo intervalo de la forma [ug,00) o de la forma [0, ug] es cerrada en R’;. Debido a que el rango de la
funcién u(-) es Ry, la continuidad de la relacién > implica que los conjuntos de no-mejores y no-peores
que los planes de consumo x tales que u(x) = ug son cerrados en R’} Para el conjunto de no-peores se
tiene que

u™([uo, 00)) ={x € RY |u(x)
{z € RY Ju(x)
{z e RY |z = x0}.

0},
(-TO)}7

>u
>u

De manera similar se termina la demostracién para el conjunto de no-mejores. O

Hay preferencias que no se pueden representar como funciones de utilidad, por ejemplo las preferencias
lexicograficas. Un caso de preferencias de este estilo podrian ser preferencias sobre activos financieros que
cataloguen como preferidos aquellos portafolios con mayor rentabilidad y entre los de misma rentabilidad,
prefieran el de menor varianza.
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3.2.2. Algunas propiedades de las funciones de utilidad

Se definen a continuacién las propiedades de concavidad de la funcién de utilidad.
Definicién 3.11. Una funcion de utilidad u: X — R es:

» Cuasiconcava: si para cualesquiera x,y € X, x >y , con x # vy, se tiene que u(azx + (1 — a)y) >
u(y).

» Estrictamente cuasiconcava: si para cada nimero 0 < o < 1 y cada par x,y € X, con x # y,
se tiene que u(ax + (1 — a)y) > min{u(z), u(y)}.

s Céncava: si para cada nimero 0 < o < 1 y cada par z,y € X, con x # vy, se tiene que u(ax + (1 —
a)y) =2 au(z) + (1 - aju(y).

= Fuertemente cuasicéncava: si para cada nimero 0 < a < 1 y cada par x,y € X, con x # vy, con
u(z) > u(y), se tiene que u (ax + (1 — a)y) > u(y).

= Estrictamente concava: si para cada nimero 0 < a < 1 y cada par x,y € X, con x # vy, se tiene
que u(az + (1 — a)y) > au(x) + (1 — a)u(y).

La condicién de cuasiconcavidad de la funcién de utilidad se tiene si, y sélo si, se tiene la convexidad
de la relacién de preferencia. En la Figura 3.3 se resumen las relaciones de implicaciones de las diferentes
condiciones de concavidad sobre funciones reales. Nétese que el que una funcién sea estrictamente cua-
sicéncava no implica que la funcién sea cuasiconcava. Por supuesto estas relaciones se mantienen para las
condiciones y definiciones andlogas de funciones convexas.

Estrictamente Fuertemente Estrictamente

concava cuasiconcava cuasiconcava

|

Céncava — Cuasicéncava
Figura 3.3: Relacion de condiciones de concavidad de funciones.

Teorema 3.2.5. Aliprantis, Brown y Burkinshaw [2, p. 10]. Para una relacion de preferencia
continua = definida en el cono positivo RL de algin R! se tiene que si = es convexa y mondtona con un
plan de consumo extremadamente deseable, entonces la relacion > puede ser representada por una funcion
de utilidad continua, mondtona y cuasiconcava.

Demostracion. (Siguiendo a Aliprantis, Brown y Burkinshaw [2, p. 10]). Se considera una relacién de
preferencias continua, convexa, mondtona con una cesta extremadamente deseable v. Se nota que, por
la monotonicidad de =, la cesta e = v + (1,1,...,1) es también una cesta extremadamente deseable, de
modo que se puede suponer que existe una cesta extremadamente deseable e = (e, ea,...,¢;) tal que
e; > 0 para cada 7. Se define para cada x € RlJr

u(z) = inf{a > Olae = z}.

1 Algunas de estas definiciones son adaptadas de [25].
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Como todas las componentes de e son positivas, existe un a > 0 tal que ae > x, y por tanto para
dicho valor (y cualquiera mayor) se tiene que «e = x, por lo que la funcién estd bien definida.

Se prueba ahora que z ~ u(z)e. Como el conjunto de no-peores que x es cerrado, se tiene necesaria-
mente que u(x)e = x. Ahora resta mostrar que x = u(x)e. Si u(x) > 0, entonces para para todo € > 0
suficientemente pequefio se tiene que x = (u(x) — €)e y haciendo € — 0, se ve que = = u(z)e también se
tiene. De modo que si u(z) > 0 se tiene que z ~ u(z)e. Si u(z) = 0, en cambio, como = > 0, se tiene que
x = 0 =u(x)e, por lo que también se tiene que x ~ u(x)e.

Para mostrar que la funcion definida en efecto representa las preferencias =, se muestra que si a > 0
y B > 0, entonces ae = fPe si, y sélo si, a > (. En efecto, si ae > (e, entonces § > « implica que
fe = ae + (B — a)e = ae, que es imposible. La continuidad de la funcién asi definida se deriva de la
continuidad de la relacién de preferencias. O

3.2.3. Funciones de utilidad tipicas

Las funciones de utilidad mas tradicionales en microeconomia son aquellas de la familia de elasticidad
de sustitucién constante®. A continuacion, en el Cuadro 3.1, se presentan las versiones de dichas funciones

para n mercancias'6.

—o

n 2
Funcién con elasticidad de sustitucién constante (CES) wu(x) = Z az;” ai,o,p e R p#0.
i=1

n
Lineal u(x) = Z ;T a; € R.
i=1
n
Cobb-Douglas u(x) = Hm?l, a; € R.
i=1
Leontief u(x) = min{oyz; }i;; a; € R

Cuadro 3.1: Algunas funciones de utilidad tradicionales.

= La versién lineal de la funcién CES se obtiene haciendo p = —1; 0 = 1. Esta se emplea para modelar
preferencias que consideran las mercancias involucradas como sustitutos perfectos. Por ejemplo, soy
indiferente entre un capuccino, un mocaccino o un latte.

= La funcién Leontief modela bienes que son considerados como complementarios perfectos. Al com-
prar juegos de cubiertos se prefiere por cada cuchillo, un tenedor, una cuchara sopera y una cucha-
rilla de postre, tener 3 juegos completos y 2 imcompletos da lo mismo que tener sélo los 3 juegos
completos.

'5CES por sus sigles en inglés.
16Es comtin encontrar la definicién de la funcién CES en versiones menos generales, por ejemplo asumiendo el pardmetro

o = £1, o como aparece en Nicholson (2008) donde se asume que 0 = —p := §,; = —, con lo que la funcién CES se

0

" z2. También se puede encontrar la funcién Cobb-Douglas multiplicada por un escalar y con los

1
expresa como u(x) = < » |
exponentes normalizados de forma que sumen uno. Esto tltimo es posible aprovechando que, por la misma definicién de la
funcién de utilidad, esta representa las mismas preferencias si se le aplica una transformacion creciente, bien sea multiplicar

o dividir por un escalar positivo o tomar raiz de grado igual a la suma de los exponentes de la funcién original.
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= La funcién Cobb-Douglas modela preferencias que consideran que hay una relaciéon de complemen-
tariedad y sustitucién imperfecta.

= En el caso que sélo haya una mercancia, todas estas funciones son equivalentes en el sentido de
que representan las mismas preferencias, preferencias mondtonas en las que mas de la mercancia en
cuestién es preferido.

En la Figura 3.4 se muestra la curva de indiferencia de nivel 4 para varias funciones de utilidad CES
con diferentes valores del parametro p, haciendo o = —p. Los valores de p en la Figura 3.4 son, desde el
origen, p = (0.01 (roja), 0.1 (naranja), 0.5 (azul), 1 (verde), 2 (negra), 20 (morada)). Se nota el caso lineal
como un caso particular de la CES cuando p = 1, y la funcién Leontief cuando p tiende a cero como una
forma limite de la CES. Adema4s, se nota que las preferencias representadas por esta funcién dejan de ser
convexas para valores de p mas grandes que 1.

Funcion de utilidad CES

4.0

38

X2
36
L
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30

T T 1 T 1 T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Figura 3.4: Curva de indiferencia de nivel 4 de una funcién de utilidad CES con variacién de parametros.
Elaboracién propia.

En la Figura 3.5 se muestra un posible conjuntos de cestas indiferentes para el caso en que el espacio
de cestas de consumo es R3.

3.2.4. Propiedad en las preferencias

Se define en esta seccién la nocién de propiedad de las preferencias que sera importante para describir
en los espacios Riesz uno de los resultados principales del andlisis de bienestar: el segundo teorema del
bienestar. En el caso de dimension infinita, esta propiedad compensa la ausencia de puntos interiores en
el cono positivo de eleccién. Para ello se define antes la nocién de convergencia en orden.

Definicion 3.12. Propiedad de las preferencias: sea E un espacio de Riesz. T una topologia lineal
en E, y = una relacién de preferencias sobre el cono positivo ET,

» La relacién de preferencias se dice T-propia en algin punto x € ET cuando existe algin v > 0 y
alguna T—vecindad V de cero tal que x — av + z = x en ET para a, implica que z ¢ oV .

s La relacion de preferencias se dice uniformemente T-propia en algin punto x € ET, cuando
existe algin v > 0 y alguna T—vecindad V de cero tal que para cualquier x € E* que cumpla que
r—av+z=xen ET para a, se tiene que z ¢ V.
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Figura 3.5: Superficie de indiferencia de una funcién de utilidad Cobb-Douglas de tres mercancias.

De acuerdo con Aliprantis y Burkinshaw [3, p. 116], se puede interpretar esta caracteristica de las
preferencias como el que una pérdida en el sentido de algin vector v no puede ser recuperada por una ca-
nasta “pequenia’. Otra forma en que ha sido caracterizada esta propiedad, que permite una interpretacién
geométrica, es la de Mas-Colell como sigue a continuacién y se representa en la Figura 3.6

Definicién 3.13. Sea T una topologia localmente convera'”

preferencia sobre ET. Entonces = es uniformemente T-propia si y solo si existe un cono convexo
no-vacio T—abierto I' tal que

- TN(-E*) #0;

» (x+ )N\ P(z) =0 para todo z € Et, donde P(x) es el conjunto de planes de consumo no-peores
que .

en un espacio de Riesz E y sea = una

3.3. Funciones de utilidad en situaciones de riesgo

Cuando se conocen las probabilidades asociadas a los diferentes estados de la naturaleza, se esta frente
a una situacion de decisién bajo riesgo. La modelacion tradicional de esta situacién emplea ampliamente
la figura de las loterias. Un aporte importante a la modelacién lo hicieron John von Neumann y Oskar
Morgerstern [81, p. 24] al definir los axiomas que debe cumplir una funcién de utilidad para que capture y
refleje el concepto de valor esperado desarrollado inicialmente por Bernoulli. Este es el enfoque tradicional
para abordar situaciones de decisién bajo riesgo.

3.3.1. Ciriterio del valor esperado

La primera herramienta matemaética de decisién en situaciones de riesgo es el valor esperado. Para
una loteria (0,7, X, f) caracterizada por pagos x; = f(6;) con probabilidades m; = 7w(x = x;), el valor
esperado en el caso de un conjunto contable de estados de la naturaleza © estd dado por

E(x) = Z T,

17Una topologfa lineal 7 se dice localmente convexa si todos los conjuntos de la forma {z : ||z|| < €} con ¢ siendo nimero
positivo, son convexos.
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A

v

—v+V

Figura 3.6: Representacion de preferencias uniformemente 7-propia. Tomada de Aliprantis, Brown y Bur-
kinshaw [2, p. 117].

y en el caso de que los pagos sucedan en un conjunto no-contable de estados de la naturaleza © con una
funcién de densidad de probabilidad g(z), se puede tener como

(o9}
E(x) = / zg(x)dz.
—0o0
No obstante, este criterio deja de lado la valoraciéon que el agente pueda hacer sobre dichos pagos, por
ejemplo, segin su perfil de riesgo (véase Seccién 4.2.4). Tomando el ejemplo de Hens y Rieger [32], no
necesariamente estd “el doble de feliz” si se gana un billén de pesos comparado con si se gana medio billén
de pesos. Esta modelacion es complementada con la introduccién del concepto de utilidad esperada.

3.3.2. Funciones de utilidad von Neumann-Morgenstern

Siguiendo las ideas inicialmente presentadas por John von Neumann y Oskar Morgenstern [81], es
posible deducir el comportamiento de la funcién de utilidad esperada a partir de un conjunto de axiomas,
que se relacionan con los axiomas de racionalidad de las preferencias, como se han mostrado en este
capitulo. Se presenta inicialmente la definicién de una funcién de utilidad Bernoulli que da lugar a la
definicién de la funcion de utilidad von Neumann-Morgenstern.

Definicion 3.14. Una funcion de utilidad Bernoulli u es una funcion de utilidad definida sobre el conjunto
de resultados posibles, asociados a la eleccion de una loteria y la ocurrencia de un determinado estado de
la naturaleza:

u: X =R,
Ejemplo 3.3.1. (Utilidad Bernoulli de una loteria simple). Considere el ejemplo de loteria de

la Figura 2.6. En dicho ejemplo se tiene una Accion A que puede tomar diferentes valores, diferentes
resultados, dependiendo de lo que ocurra como estado de la naturaleza: bien puede aumentar su valor
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a $38,150 o bien disminuirlo a 37,850. Sobre esos resultados se puede definir una funcion de utilidad
Bernoulli, por ejemplo, u(x) = \/x, con lo que cada resultado asociado a la loteria en cada uno de los
estados de la naturaleza queda con un valor real asociado como se ve en la Figura 3.7. De esta manera la
utilidad Bernoulli asociada al aumento de la cotizacion de la Accion A es de 195, 32025 aprorimadamente.

mg, = 0,505 Precio de AcCION A: mep  1(38,150) 2= 195, 32035
38.150

Precio de Accion A:
38.000

Precio de Accign A: =—————)  1(37,850) 7= 194, 55076
37.850

mg, = 0,495

Figura 3.7: Funcién de utilidad Bernoulli.

De esta manera, es claro que la funcién de utilidad Bernoulli es la utilidad de cada posible resultado de
una loteria escogida. A continuacién se combinan las funciones de utilidad Bernoulli de todos los posibles
estados de la naturaleza relevantes en la eleccién de una determinada loteria para crear una “funcién de
utilidad conjunta” de toda la loteria, la funcién de utilidad von Neumann Morgenstern.

Definicién 3.15. Sea B = (0,7, X, f) una loteria, donde © es el conjunto de estados de la naturaleza,
7(-) es la medida de probabilidad de los estados de la naturaleza, X el conjunto de resultados y f(-) la
funcion valor. Una funcion de utilidad esperada es una funcion U que asigna a cada loteria B un valor
tal que

M
Zw(@ =0Or)u(xg), i O es un conjunto contable con M elementos,
k=1

U(B) =

/ m(Q)u(x(0))dl, si © es un conjunto no-contable,

—00

donde u(-) es una funcion de utilidad Bernoulli.
A una funcién de utilidad esperada se le conoce también como una funcién von Neumann-Morgenstern.

Ejemplo 3.3.2. (Utilidad von Neumann-Morgenstern de una loteria simple). En el ejemplo de
la Figura 3.7 la utilidad esperada de la loteria definida por la cotizacion de la Accion A estd dada por

U(A) = 0,505 - u(38,150) + 0,495 - u(37,850) = 0,505 - 1/38,150 + 0,495 - /37,850 ~ 194, 939.

Definicién 3.16. Axiomas de la funcidén de utilidad esperada - von Neumann-Morgenstern.
Los siguientes axiomas son requeridos para caracterizar un funcional de utilidad esperada. Si se tienen
tres loterias B,C, D que se diferencian unicamente en sus medidas de probabilidad, entonces:

s Completitud: D = B o B> D.

s Transitividad: si D = B a la vez que B = C, entonces D = C.
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» Indenpedencia (frente a alternativas irrelevantes)'®: si D = B a la vez que o € (0,1],
entonces para cualquier otra loteria C' se tiene que aD + (1 — a)C = aB + (1 — a)C.

» Continuidad: si D = B = C, entonces eziste una probabilidad p tal que B ~ pD + (1 —p)C' .

Los axiomas de completitud y transitividad son andlogos a los definidos en la Definiciéon 3.1 en el
caso general. Con estos axiomas es posible garantizar la existencia de una representacién funcional real
de dichas preferencias, como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1. Hens € Rieger [32, p. 33] Si una relacion de preferencias satisface los aziomas de
la Definicion 3.16, puede ser representada por un funcional de utilidad esperada.

Demostracion. (Siguiendo a Hens & Rieger [32, p. 33]). Se considera una loteria A con una cantidad finita
de resultados x1, z9, ..., Ty, tales que 1 > x2... > x,, con probabilidades p1, p2, . . ., pn, respectivamente.
Por el axioma de continuidad un pago seguro de z; es indiferente a una loteria con pagos x; y x, con
probabilidades adecuadas ¢;' y (1—¢;) respectivamente. Ahora, por el axioma de independencia es posible
reemplazar cada uno de los pagos de la loteria A por loterfas con pagos x1 y x5, de modo que la loteria
resultante tiene unicamente dichos pagos con probabilidades > | pigi y > iy pi(1 — ¢;). Sin pérdida de
generalidad, se supone que el pago x1 es preferido al pago x,, entonces se puede definir la funcién de
utilidad de la loteria A como el valor de la probabilidad de obtener dicho pago, ya que al ser comparada
con otra loteria serd preferida aquella para la cual dicha probabilidad sea méas grande. Esto es que la
funcién de utilidad sea de la forma

U(A) =) pig
=1

Se puede ver que definiendo la utilidad de cada pago x; como u(z;) = ¢; la expresién anterior es la
expresion de una funciéon de utilidad esperada que resulta de la combinacién convexa de funciones de
utilidad Bernoulli. O

Después de definida la funcién de utilidad esperada, se puede interpretar la concavidad de la misma,
cuando se obtienen pagos monetarios, como una descripcién de cierta aversién al riesgo. De manera
analoga, una funcién de utilidad esperada convexa caracteriza un comportamiento de busqueda de riesgo
por parte del consumidor. Asi, una persona con una funcién de utilidad afin, presenta un comportamiento
riesgo-neutral. A continuacién se presenta la definicién de diferentes perfiles de riesgo a partir de la nocién
de utilidad esperada.

Definicién 3.17. Lozano [45, p. 283] Si se tiene un individuo con una relacion racional definida sobre
un conjunto de loterias, entonces,

s dicho individuo es averso al riesgo, si para toda loteria simple L, la loteria degenerativa que
da el valor esperado de L con certeza es al menos tan buena como la loteria L. Dicho individuo
es estrictamente averso al riesgo, si es averso al riesgo y ademds, la indiferencia se tiene
unicamente cuando las dos loterias son iguales; es decir, si prefiere el resultado X a cualquier
loteria simple no-degenerativa cuyo valor esperado sea X .

= dicho individuo es neutral al riesgo, si para toda loteria simple L la loteria degenerativa que da
el valor esperado de L con certeza es indiferente a la loteria L.

13En el contexto de eleccién social, la violacién de este supuesto conduce a algunos ejemplos de paradojas de ciertos

mecanismos de votacion.

. a1 , Ti — Tn
9Dicha probabilidad podria estar dada por ¢; =

T1— Tn
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» dicho individuo es propenso o amante al riesgo, si para toda loteria simple L, la loteria L es al
menos tan buena como la loteria degenerativa que da el valor esperado con certeza. Dicho individuo
es estrictamente amante al riesgo si es amante al riesgo y ademds, la indiferencia se tiene
unicamente cuando las dos loterias son iguales; es decir si prefiere loteria simple no-degenerativa
cuyo valor esperado sea X a el resultado X con certeza.

Suponiendo una funcién de utilidad de un cierto nivel de riqueza, la nocién de aversion al riesgo puede
ser capturada en la concavidad de dicha funcién de utilidad. Esto se ilustra en la Figura 3.8, donde el
conjunto de resultados son las posibles cantidades de riqueza w, la funcién de utilidad u(w) es una funcién
de utilidad Bernoulli y se definen loterias con dos escenarios de la naturaleza {61,602} con probabilidades
asociadas 71, (1 — 1) respectivamente. En este caso la concavidad de la funcién de utilida Bernoulli hace
que la utilidad von Neumann-Morgenstern, que es la combinacion convexa de las utilidades Bernoulli de
diferentes resultados (la diagonal punteada en la gréfica), tome un valor menor que el valor asociado a
la ganancia segura. Lo anterior se nota en que para cualquier par de resultados w,ws la combinacién
convexa de sus utilidades es menor que la utilidad de la combinacién convexa de los resultados.

w (wy)

-
>

l, wy w2 w

F 9

Figura 3.8: Relacion entre concavidad de la funcién de utilidad Bernoulli y aversién al riesgo.

Como un primer, y mas conocido, indicador de esta aversién al riesgo absoluta se encuentra el coefi-
ciente de Arrow-Pratt, r, calculado como

U//(./,U)

()

Noétese que funciones diferentes pueden dar lugar al mismo coeficiente de Arrow-Pratt; basta tomar
como ejemplo las funciones u(z) = —2? y u(x) = In(x), ambas para > 0. Ademas, tomando el caso de
funciones de utilidad definidas sobre el cono real unidimensional positivo, como seria el caso tradicional
sobre el consumo de una sola mercancia, se nota que esta medida no es invariante frente a transforma-
ciones monétonas. Las funciones u(z) = z%, (a > 0), u(x) = In(z) y u(x) = €” representan las mismas
preferencias para x > 0; no obstante se les asocian distintos coeficientes de Arrow-Pratt. Esto indica
que en este punto se abandona la versiéon general de la teoria de la utilidad ordinal y se recurre a una
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teoria de utilidad cardinal. En el caso de n mercancias, se podria definir la aversion respecto a la j—ésima
mercancia como:

Se presentan ahora los coeficientes para algunas de las funciones generales tradicionales?:

Lineal: r=0.
1 _ .
Cobb-Douglas =9
Ly
1-94
CES r=—0.
x

J

En el caso de la funcién de utilidad lineal se tiene neutralidad al riesgo para la j—ésima mercancia. En
el caso de la funcién de utilidad Cobb-Douglas, para valores de a; < 1 se presenta aversién al riesgo, para
aj > 1 se tiene gusto por el riesgo y si a; = 1 se tiene neutralidad al riesgo para la j—ésima mercancia.
Ademds, si bien este coeficiente no estd definido para la funcién de utilidad Leontief, tomando el limite

sobre el pardmetro d cuando este tiende a —oo se tendria una completa aversion al riesgo sobre el consumo
de la j—ésima mercancia.

Dependiendo del comportamiento del coeficiente de Arrow-Pratt, las funciones de utilidad Bernoulli
se pueden clasificar como:

= funcién de utilidad de aversién al riesgo absoluta constante, denominada CARA por sus siglas en
inglés. Ademas de la funcién lineal, un ejemplo tipico es la funcién

donde
. AQ e—Ax

r(z) = A A.

= funcién de utilidad de aversién al riesgo absoluta decreciente, denominada DARA por sus siglas en
inglés. Un ejemplo de este tipo de funciones es la funcién de utilidad Cobb-Douglas.

= funcién de utilidad de aversién al riesgo absoluta creciente, denominada TARA por sus siglas en
inglés.

= funcién de utilidad de aversién al riesgo absoluta hiperbdlica, denominada HARA por sus siglas en
inglés. Estas funciones tienen un coeficiente de Arrow Pratt de la forma

1
r(x) = m.

Esta categoria no es excluyente con las anteriores.

En el ejemplo de la Figura 3.7 los resultados estan definidos, en este caso, como una funcién sobre
los niveles del valor de la accién. Una forma diferente es sugerida en la teorfa de perspectiva®' donde el
valor asociado a cada estado de la naturaleza no es el nuevo valor de la accién, sino la diferencia entre la
nueva cotizacién de la accion y la cotizacion anterior; con esto, el resultado es negativo si la cotizacién de

20Por simplicidad se presenta aqui el coeficiente de Arrow-Pratt para una funcién como la presentada en Nicholson (2008).
El coeficiente de la versién general presentada antes serfa r = (o + p) [>1_, cuz; ] (ajx;(pﬂ)) —(p+ 1):0;1.
21M4s reconocida por su nombre en inglés, prospect theory. A veces se le ha traducido también como “teoria de prospectos”.
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la accién disminuye y es positivo si la cotizacién aumenta. Lo anterior refleja la percepcion de la nueva
situacién como una “ganancia” o una “pérdida”, ya que la pone en comparacién con una situacién de
referencia. La funcién de utilidad Bernoulli sugerida en la teoria de perspectiva hace un trato diferenciado
de ganancias y pérdidas, definiendo una funcién céncava en el dominio de las ganancias y una funciéon
convexa en el dominio de las pérdidas para reflejar el resultado experimental de aversién al riesgo en el
dominio de las ganancias y propension al riesgo en el dominio de las pérdidas [37, 78].

3.3.3. Enfoque de media-varianza

El criterio de media-varianza para decisién en situaciones de incertidumbre, tipicamente asociado a
decisiones de eleccion de portafolio, fue introducida por Markowitz en su articulo Portfolio selection de
1952 [48]. Este criterio depende tnicamente de los pardmetros de media y varianza de las loterfas involu-
cradas. En el contexto de la seleccién de portafolio las opciones (loterias) son los diferentes portafolios y
los parametros de media y varianza corresponden, grosso modo, al rendimiento promedio del portafolio y
a su volatilidad.

Definicion 3.18. Una funcion de utilidad media-varianza,
u:RxR—=R,
(b, 0) = ulp, o),
se dice
» Estrictamente mondtona, si u(p,o) > u(vy,v) para p > 7,
» Estrictamente riesgo-averso:, u(p,o) > u(vy,v) para ¢ > o.
Sin embargo el éxito de este enfoque ha sido limitado, en especial dado el siguiente resultado.

Teorema 3.3.2. Paradoja de media-varianza. (Hens € Rieger [32, p. 50,51]): Para cada funcion
de utilidad de media-varianza continua u(u,o) que representa preferencias riesgo-aversas, existen dos
activos A y B tales que A ofrece un pago no-menor en cada estado de la naturaleza que B, pero B es
preferido sobre A.

Demostracion. (Siguiendo a Hens & Rieger [32, p. 51]). Se construye un ejemplo explicito en el que se
asume que la funcién de utilidad Bernoulli asociada a cada pago es monétona por simplicidad. Se considera
la siguiente loteria

1
0 con probabilidad 1 — 5
A N = 1 N
N con probabilidad N7

El valor esperado de dicha loteria es

IE(AN):O-<1—]$2>+N(;2> -+

La varianza de dicha loteria es

1\2 1 ~1\? 1 1

Se compara a continuacién con la loteria que da un pago seguro de cero, B. A medida que N se hace
grande el valor esperado de la loteria Ay tiendo a cero, mientras que su varianza converge a 1. Como la
funcién de utilidad es continua y representa preferencias de un agente riesgo-averso
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U(An) = u(p, 0?) = u(0,1) < u(0,0) = U(B),

de modo que se puede elegir un N suficientemente grande de tal manera que

1 1

Atdn cuando la loteria Ay ofrece resultados positivos en algunos estados de la naturaleza, la loteria de
pago seguro cero es preferida bajo esta funcion de utilidad, que es el resultado de la paradoja de media-
varianza. [

3.4. Bitacora del capitulo

En el enfoque tradicional se emplea la figura de las prefencias como criterio de eleccién en el problema
del consumidor. Esta relacion binaria debe ser, en general, completa y transitiva, y ademés suele modelarse
con otras caracteristicas, como monotonicidad estricta y cuasiconcavidad, para poder ser representada en
la forma de una funcion de utilidad. En el caso del enfoque de media-varianza y en varias aplicaciones
de funciones de utilidad bajo riesgo, se emplea una funciéon de valor real que junto al orden de los
reales permite la definicién de las preferencias sobre un conjunto de resultados, caso que contrasta con el
caso tradicional donde las preferencias estan definidas sobre el espacio de mercancias. Con los elementos
definidos hasta este capitulo queda completamente caracterizado el problema de eleccion del consumidor.
En el siguiente capitulo se plantearan algunas observaciones sobre la forma en la que se realiza la eleccion
y se encuentra solucién (o no) a este problema. Varias observaciones de la economia del comportamiento
y de la economia experimental son precisas en este momento para hacer una comparacién empirica de
la teoria. Finalmente, en el Capitulo 5 se reunen los elementos construidos hasta este momento en la
plataforma de las economias de intercambio y se presentan las versiones generales de los teoremas del
bienestar.



Capitulo 4

Eleccion

Existen dos enfoques de construccion de la teoria de la eleccién: un enfoque normativo y un enfoque
descriptivo. En el enfoque normativo, presentado hasta ahora, la modelacion suele adoptar los supuestos
de racionalidad y poder de computo por parte del agente. En este enfoque se pregunta cudl deberia ser
la decisiéon del agente, del consumidor, en este contexto y se prescribe un algoritmo para encontrar el
conjunto solucién. En el enfoque descriptivo se indaga sobre como toman estas decisiones los individuos
en el mundo real y, sobretodo recientemente, se llevan a cabo experimentos y observaciones desde la
economia del comportamiento, que se nutren de aportes de areas como la fisica y la sociologia. En esta
seccién se describen las generalidades de estos enfoques en el contexto del problema del consumidor'. La
teoria que se construye en el marco presentado en este trabajo contempla tinicamente situaciones en las
que los consumidores no toman decisiones sobre los precios.

4.1. Teoria de la eleccion normativa

Se presentan a continuacién algunos de los criterios de toma de decisién méas conocidos segin las
condiciones de informacién en que se de la eleccién. La eleccion del consumidor suele presentarse en la
forma de uno de dos problemas: la maximizacién de la utilidad o la minimizacién del gasto. El desarrollo

presentado en este capitulo se concentra en el primero de esos problemas?.

4.1.1. Eleccion bajo certidumbre

En un contexto de certidumbre se conoce el estado de la naturaleza que ocurrird, o se concibe de
esta manera (véase Seccién 2.4). En economia, estados de la naturaleza relevantes para la eleccién suelen
incluir precios de bienes relacionados. Asi, el problema del consumidor se presenta ahora como el problema
de eleccién de la alternativa que maximice su utilidad sujeta a una cierta restriccién presupuestal,

?eéj( u(z = f(a)).

s.a. p-a<sm.

El algoritmo solucién del problema dependerd, en buena medida, de la naturaleza del conjunto de
eleccién. En la versién tradicional de este problema el conjunto de opciones A coincide con el conjunto
de resultados X, de modo que A = X = R", el conjunto de estados de la naturaleza © tiene un tnico

'En este trabajo se ha optado por dejar de lado una parte importante de la teorfa donde se modela la caracterizacién de
las preferencias a partir de las elecciones del individuo. En este campo surgen nociones relevantes en la caracterizacién de la
eleccién como los axiomas de preferencias reveladas, y los axiomas alfa y beta de Sen.

2En el contexto tradicional existe una dualidad entre ambos problemas, pero aquello no sera explorado en profundidad
en este documento.

45
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elemento #; con probabilidad 7 = 1y, de modo que w(# = 6;) = 1. Asi, la funcién valor del problema
tradicional es f : (R™ x {61} — R™), que es la funcién identidad I, que asocia siguiendo f(a,6;) = = = a.
En la Figura 4.1 se presenta una representacion que asocia los elementos de la teoria microecondémica
clasica de la eleccién del consumidor con este marco general.

{Aa @7 7T('>7X7 f7 i}

!
{R",{0},149,R", I,>=}

Figura 4.1: Identificaciéon del problema de eleccion del consumidor como un caso de un problema de
eleccion general.

El problema tradicional puede formularse como

I0ax u(z).

s.a. ij ~x; <m.
J

Dadas ciertas condiciones, este puede resolverse mediante la aplicacion del algoritmo de Karush-Kuhn-
Tucker para resolver problemas de optimizacién con restricciones de desigualdad. Cuando las preferencias
representadas por u(-) son crecientes en al menos una mercancia, no tiene sentido para el consumidor
no gastarse toda su dotacién, por lo que en la solucién la restriccion presupuestal se cumplird como
igualdad. En este segundo caso, cumplidas ciertas condiciones, las soluciones podrian encontrarse mediante
el algoritmo de Lagrange para solucién de problemas de optimizacién con restricciones de igualdad.

En el caso tradicional el espacio de mercancias A se establece como el espacio real de dimensién finita
R™ el conjunto de estados de la naturaleza relevantes para los consumidores © es un conjunto unitario o
aun en caso de no serlo, tiene asociada una distribucién de probabilidad degenerada, tal que la probabilidad
asociada a uno de los estados de la naturaleza es uno (7w(6 = 6;) = 1). El conjunto de resultados
es, por tanto, el mismo conjunto de opciones, con lo que la funcién valor es una funcién identidad.
Finalmente, las preferencias son definidas de manera tradicional y suelen cumplir las caracteristicas de
continuidad, crecimiento estricto y cuasiconcavidad que les permiten ser representadas mediante una
funcion de utilidad. Con frecuencia en estos casos se dan las condiciones para encontrar la solucién por
medio de la aplicacién de los algoritmos de Lagrange o de Karush-Kuhn-Tucker [70]. Se reproduce a
continuacién una version de las condiciones necesarias para que el algoritmo de Lagrange caracterice las
soluciones del problema de optimizacién sobre una funcién definida en R?. Para esto se define primero la
funcién lagrangiana.

Definicién 4.1. Sea f: X — R", con X CR" abierto y sean g; : X — R con j =1,2,...,m, funciones
Cl. A la funcion

L(z,A) = f(x) + Y Njgj (@),
Jj=1
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conx € X, sele denomina funcidn lagrangiana o lagrangiano, con funcion objetivo f(x) y restricciones
95(x).
Ahora, se presenta el teorema que da condiciones necesarias para

Teorema 4.1.1. (Algoritmo de Lagrange. [25, p. 26]: Se consideran f,g; como en la Definicion 4.1.

Se supone que z* es un mdzrimo (minimo) local de f que satisgace ademds g;(z*) =0 para j : 1,2,...,m,
y que la matriz
0g1(z*) o g1 (™)
a$1 al‘n
Jg = : :
Igm(z™)  Ogm(z")
8LU1 8xn
tenga rango m < n. Entonces existen valores A}, A5, ... Ay, tales que
al’i 3.%1 =
para it =1,2,....n
Demostracion. Se consideran inicialmente las ecuaciones anteriores para ¢ = 1,...,m. Suponiendo que

las primeras m columnas de J, son linealmente independientes, se tiene que en el sistema de ecuaciones
lineales

Z)\*agg _ _Of (@)
ox; ox;
existen AJ, A3, ..., Ay, Gnicos, ya que el rango de J,; es m. Se debe comprobar ahora que dichos valores

también cumplen las restantes n — m ecuaciones.

Sea & = (Tm+1,---,%n). Aplicando el teorema de la funcién implicita al conjunto de ecuaciones
gj(z) = 0 para j = 1 ,m, se obtiene que existen funciones h;(Z) y un conjunto ¥ C R™™" tal que
x} = hi(T*) para i = 1,...,m, €Y ygj(hi(z*),...,hm(T*),2*) = 0 para j = 1,...,m. Por lo tanto,
f(x*) = f(hl(j*)v ce 7hm(‘7~:*)7§3*)'

Ahora bien, como z* es un maximo local, entonces

Of (=*) _ i 0f(x) Ohi (%) | OF (")

=0,
ox; Pt oxp ox; ox;
parai=m+ 1,...,n. De aplicar el teorema de la funcién implicita a las restricciones se tiene que
S () M) | Be)
Ox ox; * ox;
1 k % i
para j = 1,...,m y parai=m+ 1,...,n. Al multiplicar la dltima expresién por —A y sumar sobre el
indice j se llega a
3 I oy )
7 Oxy, J o
j=1k=1
: . Of(a* .
para i =m+1,...,n. Al restarle esta expresion a il ) se obtiene
T

= [ Ohy (& < *69 _
221 axz Gmk Z axz +,§_:)\ “on =0

=1
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donde la expresién entre paréntesis rectos es cero ya que esos valores de A; son solucién del sistema de m
ecuaciones planteado originalmente, por lo cual

; Oz ’
parat = m + 1,...,n, con lo que se prueba que los valores de A; satisfacen las ecuaciones para i =
1,...,n. ]

Un ejemplo diferente seria aquel en el que la eleccién se hace sobre una dimension temporal, donde la
eleccion del consumo en cada momento del tiempo se tiene como la elecciéon en un problema de control
optimo.

La existencia de la solucién al problema suele garantizarse, ademés de con supuestos sobre las pre-
ferencias, mediante la compacidad del conjunto de eleccién. Sin embargo, tal como sefialan Aliprantis,
Brown y Burkinshaw [2], esta solucién no necesariamente esté definida cuando el espacio de eleccién es de
dimension infinita, atn si los precios son estrictamente positivos. El empleo de otros espacios de eleccién
implica el uso de otros algoritmos para resolver el problema.

Ejemplo 4.1.1. (Eleccién mediante el algoritmo de Lagrange en problema tradicional). Con-
sidere el siguiente problema tradicional del consumidor. Un consumidor con una renta inicial m debe
elegir sus consumos de dos mercancias, (x,y) considerando que los precios de las mercancias son (pz, py)
respectivamente, y que posee una funcion de utilidad u(z,y) = yo®y®, con a,B,7 > 0. En este caso la
decision ocurre bajo certidumbre, por lo que el conjunto de estados de la naturaleza es unitario © = {01}.
Con esto el conjunto de opciones A y el conjunto de resultados X coinciden siendo A = X = R?; esto
haciendo para x,y € A, f(x,y,01) = (x,y). Las preferencias son las representadas por la funcion de
utilidad. Como las derivadas parciales son positivas, las preferencias son mondtonas estrictas. Ademds, la
funcion de utilidad es estrictamente concava, por lo que es cuasiconcava y las preferencias son convexas.
Se puede emplear en este caso el algoritmo de Lagrange para resolver este problema.

Considerando la propiedad de invarianza de la funcion de utilidad frente a transformaciones crecientes,

se puede diwvidir la funcion de utilidad original entre v y se puede elevar a la ﬁ Con esto se puede
reescribir la funcion de utilidad como u(x,y) = xé‘yé, donde & = ﬁ, B = o%—ﬁ FEsta transformacion de

modo que & + 3 =1 es muy comun en la literatura, y ademds de tener una interpretacion mds adelante
en la obtencion de los resultados, permite en el caso de funciones Cobb-Douglas tratar solo con el caso de
funciones homogéneas de grado uno.

El lagrangiano del problema es

L= 2% + A(m — pyz — pyy),

y las condiciones de primer orden son

d . R
ﬁzdz“flyﬁ—/\px:(), (4.1)
dt - . 5

2Z B — = 4.2
o= Pty y =0, (4.2)
dl

— =m—px—pyy =0 (4.3)

dX
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De (4.1) y (4.2) se obtiene la llamada ecuacion de Jevons, en la que se obtiene como condicion de
optimalidad la igualdad de la relacion de precios con la relacion de utilidades marginales. Ast,

ay _ Dz
B«T Dy
de donde se puede despejar y y reemplazar en (4.3) obteniendo

/3]35033 o
m — Pz — py - 07

apy

, (4.4)

de esta manera se obtiene el consumo optimo y* de la mercancia y,

4.1.2. Elecciéon en ambigiiedad

Se estd en una situacion de decisién bajo ambigiiedad cuando hay distintos estados de la naturaleza
relevantes para la decisién de consumo, pero en los que no hay probabilidades asociadas a ellos, véase
Figura 2.5. Se pueden tomar entonces distintos criterios de asignacién de la funcién valor. Algunos de ellos
siguen algun perfil de comportamiento, por ejemplo de aversién al riesgo. Para un conjunto de eleccién A
y un conjunto de estados de la naturaleza posibles ©, ambos conjuntos finitos, se presentan a continuaciéon
algunos de los criterios de eleccion en este entorno de informacion como se presentan en Anderson et al.

[5]:

= Optimista o maximax: Este criterio tiene como funcién valor el maximo pago posible que brinde
cada opcién en cualquiera de los escenarios. Puede asociarse a perfiles mds amantes del riesgo. La
eleccion se da entonces maximizando el maximo valor posible entre los escenarios.

= Pesimista, de Wald o maximin: Este criterio puede asociarse a perfiles mas aversos al riesgo.
La eleccién se hace maximizando el minimo valor posible para cada alternativa a lo largo de los
escenarios>.

» Criterio de Hurwicz (nivel o de optimismo): En este criterio se supone la existencia de un
coeficiente a € (0,1) de optimismo que pondera los valores asociados a cada alternativa por los
criterios optimista y pesimista. La eleccién se hace maximizando este valor.

= Costo de oportunidad o de Savage: Este criterio considera minimizar el maximo costo de
oportunidad como una manera de reducir el maximo arrepentimiento al que el agente se puede
exponer. Dada una alternativa y un estado de la naturaleza se entiende el costo de oportunidad
como la diferencia entre el valor asociado a dicha combinacién alternativa-estado de la naturaleza y
el maximo valor asociado a alguna alternativa con ese mismo estado de la naturaleza.

= Razén insuficiente o de Laplace: Este criterio supone que todos los estados de la naturaleza
suceden de manera equiprobable y a cada alternativa le asigna como valor el promedio aritmético
simple de los valores asociados a dicha alternativa en los distintos estados de la naturaleza.
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Criterio Descripcién
.. Maximiza entre los mayores pagos
Optimista . v pag
posibles
.. Maximiza entre los menores pagos
Pesimista .
posibles
Maximiza una combinacién convexa,
Hurwicz de los méximos y minimos pagos po-
sibles

Minimiza el mayor costo de oportu-
nidad

Maximiza entre el pago promedio,
Laplace asumiendo que los estados de la na-
turaleza son equiprobables

Costo de oportunidad

Cuadro 4.1: Criterios de eleccion bajo incertidumbre.

Se nota que cada uno de estos criterios define de una manera diferente el “valor” de cada opcidn,
como si de una funcién de utilidad se tratara, asignando un valor real entre los cuales o bien el mayor o
el menor valor determina que opcién. A continuacion se presenta un ejemplo de los criterios anteriores.

Ejemplo 4.1.2. (Eleccion en situacion de ambigiiedad). Suponga un consumidor que se enfrenta
a una decision con cuatro alternativas a;, y cuatro estados de la naturaleza 0 con la siguiente matriz de

Pagos:

01| 02 | O3 | 04
ap | 1419 [ 10| 5
ap | 11 |10 | 8 | 7
a3 | 9 | 10| 10| 11
as | 8 10|11 | 13

Cuadro 4.2: Matriz de pagos para una elecciéon con cuatro alternativas y cuatro estados de la naturaleza.

Inicialmente se supone una situacion de ambigiedad, donde las probabilidades asociadas a cada estado
de la naturaleza son desconocidas como el el Cuadro 4.2, y se elige con cada uno de los criterios antes
considerados:

» Optimista: Considerando que bajo este criterio f(a1) = 14; f(a2) = 11; f(as) = 11; f(aq) = 13, se
elegiria la alternativa a;.

» Pesimista: Considerando que bajo este criterio f(a1) = 5; f(az) = 7; f(az) = 9; f(aq) = 8, se
elegiria la alternativa ag.

» Hurwicz: Consideremos, para efectos del ejemplo, un agente con un coeficiente de optimismo («)
de 60 %. Asi, bajo este criterio se asociarian valores como: f(a1) = 0,6(14)40,4(5) = 10,4; f(a2) =
0,6(11)+0,4(7) = 9,4; f(as) = 0,6(11)+0,4(9) = 10,2; f(as) = 0,6(13)+0,4(8) = 11, y se elegiria
la alternativa aq.

3Se puede ver la solucién del criterio optimista como el equilibrio de Nash en un juego secuencial entre el consumidor y “la
naturaleza”, donde el juego es simétrico y presenta pagos iguales tanto para el consumidor como para el jugador naturaleza.
De manera similar se puede obtener la solucién del criterio pesimista como el conjunto de equilibrios de Nash perfectos en
subjuegos en un juego secuencial entre el consumidor y “la naturaleza”, donde el juego es un juego de suma cero.
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= Costo de oportunidad: Para ilustrar este criterio conviene construir antes una matriz de costos
de oportunidad asociados a cada combinacion alternativa-estado de la naturaleza, véase el Cuadro
4.3. Note que el mazimo costo de oportunidad al que se expone el consumidor al elegir la alternativa
ay es 8, por lo que f(a1) = —8. Consecuentemente, f(az2) = —6; f(a3) = —5; f(as) = —6, por lo que
bajo este criterio se elegiria la opcion as.

= Laplace: Si se suponen todos los estados como equiprobables, los valores asociados a cada alternativa
serrian f(a1) = 9,25; f(az2) = 9; f(a3) = 10; f(as) = 10,5, de modo que se elegiria bajo este criterio
la alternativa aq.

01| 02| 63| 04
aj 0 1 1 8
a2 | 3|03 1|6
az | 5 10|12
as | 6 | 0] 010

Cuadro 4.3: Matriz de costo de oportunidad para una eleccién con cuatro alternativas y cuatro estados
de la naturaleza.

Se observa que los criterios no necesariamente coinciden, ni conducen a una mayoria concluyente a
favor de alguna alternativa en particular.

4.1.3. Eleccién bajo riesgo

La eleccién cuando las probabilidades son conocidas suelen conducirse, en el esquema normativo, bajo
el criterio de maximizar el valor esperado. Se presenta a continuacién un ejemplo tomado del Lozano [45].

Ejemplo 4.1.3. (Eleccion bajo riesgo). Sea L una loteria cuyos resultados son 10 y 20 ddlares con
probabilidades % Y %, respectivamente, y sea L' la loteria cuyos resultados son 5, 15 y 30 ddlares con
probabilidades %,g Y é, respectivamente. Se muestra que U(L) > U(L') para un individuo que es averso al
riesgo y cuyas preferencias se pueden representar por una funcion von Neumann-Morgenstern. La utilidad
esperada de la loteria L' estd dada por:

U(L) = ~u(5) + 2u(15) + éu(BO)

<;u(5)9+ ;u(15)> - é (gu(15) + ;U(30)> :

Wl Wl

Dado que u(-) es céncava, debido a la aversion al riesgo se tiene que

2 (1 1 1/2 1 2 5 15 1 30 30
i su(l = zu(l - <=z S+ = Z Y
3 (50004 5u09)) 5 () + gue0)) <3 (u(5+5)) +5 («(F+F))
2 1
= —u(10) + -u(20) = U(L).
3 3
Esto muestra que este individuo, que es averso al riesgo, declara que la loteria L es al menos tan

buena como la loteria L'.

Otro ejemplo de eleccién bajo riesgo es aquel de seleccion de portafolio en el enfoque de media-varianza
de Markowitz o la eleccién (y valoracién de opciones) de acuerdo al modelo Black-Scholes [9].
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4.2. Teoria de la eleccion descriptiva

La segunda aproximacién al estudio de los procesos de decisién es el enfoque descriptivo, en el que a par-
tir de observaciones comportamentales y experimentales se construye la teoria, en lugar de la prescripcion
obtenida a partir del andlisis normativo. Como es de esperarse, los consumidores no son completamente
racionales y caen en sesgos y “errores” de manera sistemdtica. A continuacién se resefian dos de ellos que
van en abierto desacuerdo con el esquema de preferencias racionales.

4.2.1. Reversion de las preferencias

Tanto en situaciones de eleccién bajo certidumbre, como en decisiones bajo incertidumbre, se ha mos-
trado que las personas pueden revelar tener preferencias que no satisfacen el supuesto de transitividad. El
ejemplo maés cldsico se encuentra en los trabajos de Amos Tversky, especialmente en su articulo Intran-
sitivity of preferences de 1969 [77]. En dicho trabajo Tversky presenta dos ejemplos que se reproducen a
continuacion.

Experimento de candidatos En este experimento se les presentd a un grupo de estudiantes de pregra-
do parejas de candidatos hipotéticos a la universidad y se les pidié que escogieran cudl elegirian. Cada uno
de los candidatos estaba descrito por un perfil que le puntuaba en tres dimensiones: habilidad intelectual
(I), estabilidad emocional (E) y nivel de sociabilidad (S). A continuacién se muestra un ejemplo de los
perfiles empleados:

Candidato || I | E | S
a 66 | 90 | 85
b 72 180 | 70
c 78 | 70 | 55
d 84 | 60 | 40
e 90 | 50 | 25

La instruccién dada a los participantes para la eleccién es la siguiente?:

El comité de seleccion de la universidad estd interesado en aprender sobre la opinién de los estudiantes
acerca del tipo de candidatos que deberian ser admitidos a la universidad. Por lo tanto, se le pide que
escoja cudl admitiria usted de cada uno de los pares de candidatos. Naturalmente, la habilidad intelectual
serfa el factor mas importante en su decisién, pero los demés factores también son valorados. Ademss,
usted debe tener presente que los puntajes estan basados en el ordenamiento del comité y por lo tanto
pueden no ser completamente confiables.

(Tversky, [77])

En los casos en los que la diferencia en la dimensién de habilidad intelectual fue pequena, por ejemplo
entre el par de candidatos (a,b) o (d, e), esta diferencia fue tipicamente tenida en cuenta de menor manera
y se favorecieron los candidatos con mayor puntaje en las otras caracteristicas, asi el ordenamiento de los
candidatos indica las relaciones:

a-b, b>=c, c+d, ds=e.

No obstante, cuando la diferencia en la habilidad de inteligencia fue mayor, como en el par (a,e), esta
dimension fue determinante en la eleccién de modo que

e > a.

4Traduccién propia.
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Este resultado revela unas preferencias que no son transitivas, en un contexto donde la informacién
es conocida y el esfuerzo de computo implicado en la comparacion no es alto.

Modelo de diferencias aditivas En ese mismo trabajo, Tversky [77] formula un modelo que podria
expresar este ciclo en las preferencias. El consideraba en ese modelo a cada opcién, digamos = o y, como
una especificaciéon de puntajes sobre n distintas caracteristicas, indexadas por ¢, y definia las preferencias
como

v =y sty sélosi, Y i [ui(a) — wi(ys)] > 0,
=1

con ¢ siendo una funciéon impar, definida por trozos.

Un ejemplo sencillo de una funcién de esta familia que explica el fenémeno con los valores de la tabla
anterior podria ser:
3 . .
T —Yi)°, si 1=1,
bi(wi, yi) = (i =) .
10(z; —y;), si  i=2,3,
donde el subindice i = 1 denota la dimensién de habilidad intelectual (I), y donde i = 2,3 denota las
dimensiones de estabilidad emocional (E) y el nivel de sociabilidad (S).

Causas del fen6meno de reversion de las preferencias Algunas causas que se han dado para este
comportamiento vienen desde la teoria del arrepentimiento asi como desviaciones de la invarianza de
procedimiento.

4.2.2. Efecto contexto

Otro fenémeno reportado en varios estudios es el efecto contexto® que consiste en el cambio de eleccién
por parte de los individuos simplemente por un cambio en la forma en que se presenta la eleccion. De
cierta manera, este fenémeno cuestiona la propiedad de asimetria de las preferencias estrictas. Preguntar
en un marco “positivo” ;jpodria usted retirarse con 70 % de su ingreso actual? o preguntar en un marco
“negativo” ;podria usted retirarse con un recorte/disminucién del 30% de su ingreso actual? podria
generar respuestas muy diferentes aunque la eleccién es la misma. Kreps [40, p. 20] reproduce un ejemplo
de Kahneman y Tversky [77] sobre un escenario formulado de dos maneras diferentes que genera elecciones
distintas inicamente por el marco en el que es presentada:

Formulacién 1: Usted es un doctor en una posicién de autoridad en el gobierno nacional. Se le ha
informado que un nuevo virus epidémico va a atacar su pais el siguiente invierno, y que esto resultara en
la muerte de 600 personas (los tnicos posibles resultados son la muerte o la recuperacién completa).
Hay dos programas de vacunacién disponibles y el realizar uno implica renunciar al otro. El primero
salvara 400 personas con certeza. El segundo programa salvara las 600 con probabilidad %, mientras que
con probabilidad % no salvara a nadie. ;Qué programa prefiere?

Formulacién 2: Usted es un doctor en una posicién de autoridad en el gobierno nacional. Se le ha
informado que un nuevo virus epidémico va a atacar su pais el siguiente invierno. Para luchar contra
esta epidemia se debe elegir uno entre dos posibles programas de vacunacién. En el primer programa
200 personas moriran con certeza. En el segundo hay una probabilidad de % de que no muera nadie y
de % de que 600 personas mueran. ;Qué programa prefiere?

® Framing en inglés.
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Se ha encontrado que en el contexto positivo, donde se plantea la eleccién en términos del niimero
de personas salvadas, se prefiere con mayor frecuencia el primer programa. Mientras tanto, cuando la
eleccion se presenta en el contexto negativo, en el contexto del nimero de personas que van a morir, se
prefiere el segundo programa, mas arriesgado, aiin cuando la decisién a la que se enfrentan las personas
es la misma.

4.2.3. Nudges

Para fomentar o desincentivar un comportamiento, un gobierno tiene tipicamente tres tipos de me-
canismos: la prohibicién u obligacién explicita, los incentivos monetarios (impuestos y subsidios) y los
nudges. En principio, los nudges son mecanismos que preservan de la libertad del individuo que toma la
decision, lo que implica que las opciones siguen siendo “las mismas”; no obstante, con frecuencia generan
cambios en la decision tomada (y podemos afirmar entonces que en las preferencias). Por ejemplo, se ha
encontrado una mayor tasa de vinculacion en programas de ahorro voluntario cuando la eleccién se cambia
la opcién que se tiene como predeterminada. Lo mismo ha sucedido con los aportes voluntarios en forma
de tributo para el desarrollo de ciertos programas de desarrollo urbano [73]. Una breve introduccién a
distintos tipos de nudges se encuentra en Sunstein [69], de donde se toman los siguientes ejemplos.

= Simplificacion.
= Establecimiento de opciones predetermimnadas.

s Recordatorios.

4.2.4. Paradoja de San Petersburgo

Aunque no constituye una paradoja en el sentido lgico, la llamada paradoja de San Petersburgo es
un ejemplo clasico que aparentemente presenta evidencia en contra del modelo de decisiéon basado en el
criterio convencional del valor esperado [71, p. 50]. Este juego consiste en la decisién de cudnto pagar por
participar en el siguiente juego: se lanza una moneda, si sale cara el jugador recibe 2.000 pesos, pero si
sale sello se vuelve a lanzar la moneda. Si en el segundo turno sale cara, se llevara 4.000 pesos, pero si
sale sello se volera a lanzar la moneda. Si en el tercer turno sale cara, se llevara 8.000 pesos, pero si sale
sello se volverd a lanzar la moneda, y asi de manera sucesiva, duplicando el potencial monto pagado en
cada ronda hasta que salga la primera cara. En este caso el valor esperado del juego es la suma de los
productos entre la probabilidad de que toque lanzar la moneda n veces antes de que salga la primera cara
y el pago en cada una de esas situaciones. Asi, el valor esperado es

1 1 1 1

2?’L

WE

(2" - (1,000)),

n=1

que es »_ 2, 1,000, que a su vez es infinito, por lo que cualquier persona deberia estar dispuesta a pagar
cualquier cantidad cierta de dinero por participar; sin embargo, nadie lo haria y los montos que las personas
en realidad estarian dispuestas a pagar por participar en dicho juego son mas bien pequenos. Soluciones a
esta aparente paradoja se pueden encontrar en formulaciones de la funcién de utilidad esperada convexa,
como sucede en la llamada teoria de perspectiva [37, 78]. Otra paradoja de eleccién bajo riesgo en el
esquema tradicional del valor esperado es la llamada paradoja de Allais.[71, p. 71].

4.2.5. Aversion a la ambigiiedad

En un trabajo de 1961 [23], Ellsberg presenté una aparente paradoja de decisién que evidencia el
fenémeno de aversién a la ambigiliedad, segtin el cual las personas prefieren situaciones en las que las
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probabilidades de ocurrencia de los diferentes estados de la naturaleza son conocidos sobre aquellas si-
tuaciones en las que las probabilidades no se conocen. El experimento que conduce a esta paradoja es
presentado segun la formulacién de Takemura [71, p. 71] a continuacién.

Considere la eleccién al azar de una bola de una bolsa donde se encuentran 30 bolas rojas y 60 bolas
entre negras y amarillas.

Problema 1: Elija entre las siguientes dos loterfas. Una loterfa B que le da un pago de $100 en caso
de que salga una bola roja y $0 en otro caso; y una loteria C' que paga $100 en caso de que salga una
bola amarilla y $0 en otro caso.

Problema 2: Elija entre las siguientes dos loterfas. Una loterfa B que le da un pago de $100 en caso
de que salga una bola roja o una bola amarilla y $0 en otro caso; y una loterfa C que paga $100 en caso
de que salga una bola amarilla o una negra y $0 en otro caso.

En la primera eleccién se muestra que la mayoria de las personas eligen la loteria B, esto es, se tiene
B > C, dado que en ella conocen las probabllldades de obtener cada pago. En la segunda eleccion, por
un argumento similar, se suele preferir la loterfa C, que es C' = B. Como se muestra a continuacién, estas
decisiones son inconsistentes con un esquema de elecciéon bajo utilidad esperada.

Sean los estados de la naturaleza que salga una bola roja (6,), que salga una bola negra (6,), y que
salga una bola amarilla (6,), con probabilidades (7, 7, T,) respectivamente, donde 7 = (6 = 6). De
la eleccién en el problema 1, si B = C' en la primera eleccién, es porque U(B) > U(C), que es a su vez
que 1007, > 1007, de donde m, > m,. Por su parte, de la eleccién en el problema 2 si C - B , entonces
U(C) > U(B), que es 100 (m, + m4) > 100 (7, + ), de donde m, > 7,, que es una contradiccién. Asi,
la aversion a la ambigiiedad es otro motivo por el cual no se tendria que los consumidores decidan bajo
el esquema de utilidad esperada tradicional. En contextos diferentes como la eleccién de tratamientos
médicos con riesgos menos conocidos o la participacién en mercados financieros también se ha resportado
este resultado [64, p. 165].

4.3. Bitacora de capitulos: estructura de eleccion de los problemas del
consumidor

La estructura general del problema de eleccién del consumidor es la tupla (A, ©, 7 (-), f, X, >=), confor-
mada por el conjunto de planes de consumo A, el conjunto de estados de la naturaleza O, la probabilidad
7(-) asociada al conjunto de estados de la naturaleza, un conjunto de resultados X, una funcién valor f
que asocia un resultado a cada combinacién formada por un plan de consumo y un estado de la naturaleza,
y una relacion de preferencias que describe el criterio de eleccion del consumidor. Se actualiza, a partir
de las discusiones de los capitulos previos, la Figura 1.1 en la Figura 4.2 a continuacion:

Se identifican en estos componentes los elementos cuya modelacién clasifica las diferentes formas en
que se presentan los problemas del consumidor:

= Cambios en la estructura de informacién determinan la definicion del conjunto de estados de la
naturaleza y la probabilidad asociada, dando lugar a la clasificacion de los problemas en certidumbre,
riesgo y ambigiiedad.

= Cambios en la forma de concebir las mercancias invitan modelaciones diferentes a R™ como el
conjunto de planes de consumo. En este trabajo se presentan elementos de la extensién en este
sentido a espacios de Riesz, que ademds proponen, por medio de la definiciéon del espacio dual,
nuevas formas de modelar e interpretar los precios de los planes de consumo.
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Ambiente
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I 1 . N *  5i probabilidad degenerada,
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Eleccidn por criterios: optimista, pesimista, | EIII———————. 1

Hurwicz, Savage, Laplace

Consumidor: Aversion a la ambigiedad Economia com Pn"amemal

Figura 4.2: Elementos del problema general de decisién en detalle.

= Nociones de racionalidad diferentes a la tradicional racionalidad perfecta modelan criterios de elec-
cion distinta, que se reflejan en relaciones de preferencia, y por tanto en funciones de utilidad,
diferentes.

= Cada combinacion de estructura de informacién y conjunto de planes de consumo puede tener
algoritmos de eleccion distintos, habiendo casos como el de eleccién bajo riesgo con aversién al
riesgo o el de ambigiiedad en los que diferentes criterios estan disponibles y conducen a elecciones
distintas.

Se nota que el conjunto de loterfas que conforman el espacio de opciones en el caso de los problemas bajo
riesgo y el conjunto de opciones en los casos bajo ambigiiedad no son necesariamente espacios vectoriales,
pero estos casos admiten una generalizacién al marco de espacios de Riesz como se comenté en la Seccion
2.6 y 2.7. Con esta consideracién, en el Cuadro 4.4 se presenta la siguiente clasificaciéon de las estructuras
de los problemas de consumo identificando los elementos de su estructura:

Estructura general del problema de eleccion del consumidor

Problema de eleccién
(Aa 67 71—(')’ fa X: t)
Certidumbre (£, {01}, 191.’ f’ X,z)
Caso tradicional:
(R",{61},1¢,,I,R", =)
Riesgo (L7@77T(’)7f7R7t)
Ambigiiedad (A,0,7, f, X, )

Cuadro 4.4: Estructura general del problema de eleccién del consumidor.
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Dependiendo del espacio de opciones que se considere para modelar los planes de consumo, se em-
plearan algoritmos diferentes para encontrar soluciones al problema de eleccién racional individual. En
el esquema tradicional dicho algoritmo suele ser el algoritmo de Lagrange o el de Karush-Kuhn-Tucker,
pero herramientas como el control éptimo u otras herramientas de optimizaciéon pueden ser, y son, em-
pleadas. Se nota que el algoritmo de decision puede cambiar también dependiendo de las condiciones de
informacién del problema, hablando de criterios como los fundamentados en la nocién de valor esperado
o en la dominancia estocastica en situaciones de riesgo, o criterios como el optimista o de minimizacion
del costo de oportunidad en una situacién de ambigiiedad.

Hay un contraste marcado entre lo que predice la teoria que seria una eleccién racional y lo que en
situaciones experimentales se ha encontrado que eligen las personas. Esto refleja, o bien una incapacidad
de las personas para apegarse a un algoritmo que conduzca a una eleccién mejor, o violaciones de los
comportamientos de las preferencias modelados por la teoria tradicional. Toda decisién de consumo es
susceptible de estar expuesta a diferentes heuristicas y sesgos, el efecto contexto y los fendémenos de
reversién de las preferencias son de los méds comunes y reportados en la literatura [77][64]. Algunos de
estos sesgos son especificos de la estructura de informacién en la que se desarrolla el problema. Por
ejemplo, la aversién a la ambigiiedad es particular de la eleccién en este contexto, y los fenémenos de
valoracién subjetiva de las probabilidades y aversion al riesgo son especificos de este iltimo contexto. No
hay teoria que estructure y recopile los miltiples desarrollos en economia experimental y comportamental,
ni la creciente coleccién de heuristicas y sesgos identificados. Ahora bien, se entiende esta carencia de la
teoria mas que como una falla que amerite abandono, como una invitacién a construir desde nuevas
racionalidades, bien sea con la construccién de esquemas de preferencias més flexibles o algoritmos de
decision diferentes.

Ademsds de los mencionados en este capitulo, la coleccién de sesgos en eleccién identificados en la
literatura de la economia experimental y comportamental es extensa. Cuando el nimero de opciones es
grande puede presentarse una “sobrecarga en la eleccién”®, que consiste en una eleccién que no es
6ptima debido a la fatiga que genera el procesamiento de todas las opciones [35]. Esta fatiga puede conducir
al uso de heuristicas como elegir la opcién por defecto, o a la sencilla postergacién de la eleccién [64, p. 167].
Se encuentran también situaciones denominadas de “preferencias sociales” en las que las preferencias
de las personas se ven influidas por los planes de consumo de los demds, en ocasiones motivadas por
sentimientos como culpa, envidia, o por principios de reciprocidad [16]. Una guia de desarrollos recientes
en este campo y sus aplicaciones se encuentra en [64].

Dentro de la agenda de la teoria de la decisién, y en particular de la teoria del consumidor, se encuentra
el reto de integrar las observaciones realizadas por la economia comportamental que hoy son un amplio
compendio de heuristicas y sesgos que se han reportado y replicado en forma mas o menos general segiin
el caso. En el Capitulo 5 se presentan las economias de intercambio dejando de lado inicialmente estas
observaciones de “racionalidad limitada” de los agentes; se introducen algunas formas de representar
dichas economias, algunos de ejemplos y los resultados tradicionales de bienestar.

6 Choice overload, por su nombre en inglés.






Capitulo 5

Economias de intercambio puro

En este capitulo se presenta el problema de asignacién de mercancias mediante una economia de
intercambio puro en un contexto de certidumbre y se caracteriza el concepto solucion tradicional: el
equilibrio walrasiano. Se extiende la representacion de la caja de Edgeworth a los casos en los que hay
més consumidores y una sola mercancia y se exploran diferentes ejemplos de economias de Riesz de
intercambio puro, asi como también se presentan las nociones tradicionales de equilibrio walrasiano y
6ptimo de Pareto, con sus relaciones mediante los denominados teoremas del bienestar.

5.1. Economia de intercambio puro

Ma3s alla del problema individual de eleccion racional, interesa el problema de intercambio y distri-
bucién en varios mercados. En el caso mas sencillo se considera el problema de una economia en la que,
dadas unas asignaciones iniciales de mercancias, los consumidores intencambian entre si, buscando llegar
a una asignacién mutuamente beneficiosa. A este caso se le conoce como una economia de intercambio
puro. Esta economia consiste en un conjunto de m consumidores que intercambian las mercancias que
tienen como dotacioén, descritos por sus preferencias >; (que pueden estar representadas a su vez por
funciones de utilidad u;). La definicién formal de economia de intercambio se presenta a continuacion.

Definicién 5.1. Aliprantis, Brown y Burkinshaw [2, p. 115]: Una economia de intercambio
es una tupla ¢ = {(E,E'), {(wj,u; : j = 1,2,...,m)}} donde E es el espacio de mercancias, E' es
un espacio dual de E, w; denota la dotacion inicial del consumidor j, con w; > 0, u; denota la funcion
de utilidad del consumidor j, que es creciente y cuasiconcava. Una economia de intercambio se dice una
economia de intercambio puro si u; es estrictamente mondtona.

Dentro de las simplificaciones realizadas se encuentran los siguientes supuestos:
» Se consideran mercancias en el sentido Arrow-Debreu (Definicién 2.3).
= Hay un mercado por cada mercancia en el que se determina el precio de cada una de ellas.

= Cada uno de estos mercados se comporta de manera competitiva, esto es, los consumidores son
precio-aceptantes. Condiciones tipicamente asumidas para que este supuesto tenga sentido incluyen:

e Ademas de las condiciones de informacién dadas antes, hay otros escenarios de informacién
que son importantes en la caracterizacién de los problemas de decision y de la dindmica de los
mercados; éstas son la simetria y completitud de la informacién.

o Se dice que en un mercado hay informacién completa, si toda la informacién de las
caracteristicas de los bienes y de los estados de la naturaleza esta disponible para alguno
de los agentes.

59
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o Se dice que en un mercado hay informacion simétrica, si todos los agentes disponen de

la misma informacién®.

o Si en un mercado hay informacién completa y simétrica, se dice que en dicho mercado hay
informacién perfecta.

e No hay costos de transacciéon, esto es que no hay costos de negociacién, de transporte, ni de
obtencién de la informacién.

e Racionalidad en el sentido de individuos que eligen sus planes de accién de acuerdo a un
esquema de eleccién racional.

e No existen externalidades en el consumo para ninguno de los consumidores.

= En esta primera etapa del andlisis no hay produccién. En el caso de mercancias que se distingan
entre una fecha y otra posterior, significa que no es posible conservar la mercancia (ni siquiera
asumiendo un costo) entre un periodo y otro. De manera similar, para mercancias diferenciadas
por la zona en la que estan disponibles, esto significa que no hay posibilidad de transporte. Esto
implica ademéas que no hay posibilidades de arbitraje entre mercancias con caracteristicas similares
en diferentes zonas o en diferentes fechas.

= La economia que se determina en este modelo no es una economia que permita consideraciones
monetarias tal como lo sefialan Lozano, Monsalve y Villa [46]. Esto es, el dinero no se incorpora
como mercancia en el modelo ni se pueden sacar conclusiones de la forma en que su presencia afecta
o no los precios de las deméas mercancias o el suyo mismo.

El problema de una economia de intercambio resulta, en parte, en la bisqueda de una reasignacién
de las dotaciones iniciales con las que cuentan los consumidores participantes. Una asignacién en este

contexto se define como sigue.

Definicién 5.2. Aliprantis, Brown y Burkinshaw ([2, p. 126] En una economia de intercambio

e={(E,E), {(wj,uj: j=1,2,...,m)}}, se llama asignacion o asignacion factible, a cada tupla
(1, .., 2m) tal que cada x; € BT, 3700 x5 = 370 wj.

Note que se supone una cierta condicién de no-desperdicio. Aun si los consumidores estuvieran mejor
en una asignacién en la que Z;n:l z; < Z;n:l wj, esta no serfa una asignacién factible. Por supuesto, en
el caso en el que las funciones de utilidad son crecientes, este caso queda descartado. Cada x; denota el
plan de consumo del consumidor j. Denotaremos al conjunto de todas las asignaciones como A. Como
E™ es convexo y débilmente cerrado, A es un conjunto convexo, débilmente cerrado y no vacio, ya que
(Wi,...,wm) € A, AC E™. Respecto a la compacidad de este conjunto, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.1.1. Aliprantis, Brown y Burkinshaw [2, p. 126] Si una economia de intercambio tiene
al menos dos consumidores, entonces el intervalo de orden [0,w] es débilmente compacto si, y sdlo si, el

conjunto de asignaciones A es un subconjunto débilmente compacto de E™.

Demostracion. Véase Aliprantis, Brown y Burkinshaw [2, p. 126]. O

El resultado anterior es relevante porque es empleado en las pruebas de existencia de equilibrio wal-
rasiano de la economia de intercambio.

'El ejemplo clasico de un mercado con asimetrias de informacién es el mercado de los carros usados, llamados “limones” o
“cacharros”, presentado por primera vez en el articulo seminal de George Akerlof de 1970, The Market for “lemons”: quality
uncertainty and the market mechanism.
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5.1.1. Caja de Edgeworth

Una representacién cominmente empleada en el caso sencillo de una economia de intercambio con dos
consumidores y dos mercancias es la llamada caja de Edgeworth. Esta representacion muestra un conjunto
en el que cada punto representa una asignacién factible. A continuacion se presenta una definicién més
general que la del caso tradicional en el espacio de opciones R? y posteriormente se discute la posible
representacién en otros casos de economias de intercambio en el que el espacio de opciones es R!. Cada
economfa de intercambio con espacio de opciones R! tiene un niimero de agentes (m) y un niimero de
mercancias (I). Se trata el caso de m consumidores y una mercancia antes de extender a los casos de
varias mercancias.

Sea una economia de intercambio en la que hay una cantidad fija w de una mercancia x para asignar.
Por supuesto, si hay m consumidores una asignaciéon es una especificacion de m cantidades x,, que
recibe cada consumidor tales que son todas no-negativas y su suma es w. Es posible obtener todas las
posibles asignaciones de la mercancia entre los m agentes como combinaciones convexas de las asignaciones
“extremas”, aquellas en las que la totalidad de las dotaciones iniciales de la economia de la mercancia
son asignadas a un solo consumidor. Este conjunto es esencialmente un simplejo, concepto que se define
a continuacion.

Definicién 5.3. Boyd [12, p. 32] Sean m puntos x1,x2,...,T,m € R™ afinmente independientes, esto
es, Lo — T1,...,Tm — &1 son linealmente independientes. El simplejo® determinado por dichos puntos es

m
Sm =< a1x1 + aors + - + T oy >0, =0,1,...,m; Zaizl
i=1

Asi, cada simplejo construido a partir de las asignaciones “extremas” representa el conjunto de todas
las asignaciones de la mercancia para m consumidores. Los coeficientes «; del simplejo representan el
porcentaje de la dotacion inicial de la mercancia que recibe el consumidor 7. A continuacién se presentan
los casos mas fundamentales de hasta 4 consumidores.

Dos consumidores, una mercancia: en el caso mas sencillo de una economia de intercambio con dos
consumidores A y B, y una mercancia z, la caja seria el simplejo de dimensién uno, un segmento de recta,
construido a partir de las asignaciones extremas, aquellas en las que o bien el consumidor A recibe toda
la dotacién inicial de la mercancia (w,0), o aquella asignacién en que toda la dotacién de la mercancia la
recibe el consumidor B, es decir (0, w),

Sy = {a1(0,w) + az(w,0)|ar, a > 0,1 + g = 1} .

Se ubica a los consumidores sobre los extremos, la longitud de la linea corresponde a la cantidad disponible
en la economia de la mercancia w, y cada punto sobre la linea representaria una asignacién factible como
se ilustra en la Figura 5.1, donde la cantidad disponible de la mercancia a asignar entre dos consumidores
(A, B) es z y un punto particular en la linea define una asignacién en z 4, zp.

Sea, por ejemplo, la siguiente economia de intercambio entre dos consumidores (A, B), con dotacién
inicial de la mercancia igual a 10 y una mercancia {x} donde las funciones de utilidad de los consumidores
estan dadas por:

UA<xA) - A7 wh = (6)7
UP(aP) = —(2" - 3)?, w? = (4).

Notese que para el consumidor A siempre consumir mas es mejor; esto se ve en que su funcién de
utilidad es estrictamente creciente en su consumo de z, dado por z4. Para este consumidor, cada asignacién

2Simplex en inglés.
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(0,w)

(w,0)

Figura 5.1: Caja de Edgeworth para una economia con dos consumidores y una mercancia.

es preferida a aquellas en las que reciba menos. En cambio, el consumidor B presenta unas preferencias
en las que la mayor utilidad es alcanzada cuando consume tres unidades de la mercancia y es indiferente
entre las cestas #® = 4 y 2P = 2. En esta economia se pueden representar las curvas de indiferencia del
consumidor B como “arcos” que unen las cestas indiferentes, azules para el consumidor A y naranjas para
el consumidor B en la Figura 5.2. En esta economia la asignacién dada por las dotaciones iniciales (6,4)
puede obtenerse como la combinacién convexa

ng SAAAAA/E/O
A01234567891OB

Figura 5.2: Curvas de indiferencia en caja de Edegeworth con dos consumidores y una mercancia.

Tres consumidores, una mercancia: similar al caso anterior, la caja de Edgeworth, la representacién
del conjunto de todas las asignaciones factibles para el caso de tres consumidores {4, B,C} se obtiene
mediante el simplejo de dimensién dos que resulta de las combinaciones convexas de las asignaciones
extremas (0,0, w); (0,w,0); (w,0,0),

S3 = {al(w>070) + CYQ(O,’UJ,O) + 043(0,0,1U)|061,042,0é3 > 07 o] +ag + a3 = 1}7

que es un tridngulo como el que se ve en la Figura 5.3.

Considere por ejemplo la reparticion de un mal, el pago de la cuota de arriendo de un apartamento
compartido entre tres estudiantes. Las asignaciones de las esquinas son aquellas en las que el pago lo hace
completamente una persona. En la Figura 5.3 en la esquina superior del tridangulo esta la asignacion en
la que el pago lo haria completamente C y en la base del tridngulo estan todas las asignaciones que son
combinaciones convexas de aquellas en las que o bien para A, o bien paga B, por lo que en dicha base
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(0,0, w)

(w,0,0) (0,w,0)

Figura 5.3: Caja de Edgeworth para una economia con tres consumidores y una mercancia.

del tridngulo estan todas las asignaciones en las que el pago del arriendo se lo dividen entre A y B. De
manera similar en los demas lados del tridngulo se tienen las asignaciones en las que se reparten el pago
solo entre dos companeros. Nétese en la Figura 5.3 la ubicaciéon de los consumidores en los lados donde
no le corresponde pagar.

Mas-Colell [49, p. 175, 183] hace uso de un simplex similar para representar el conjunto de loterias
posibles con tres estados de la naturaleza, en donde cada punto del simplex representa una medida de
probabilidad diferente (y por lo tanto una loteria diferente). Ese interesante uso del simplex no constituye
una caja de Edgeworth, pero inspira la siguiente construcciéon. En la Figura 5.4 se muestran las curvas de
indiferencia del consumidor A en la caja de Edgeworth, suponiendo que las preferencias son monétonas y
solo dependen de su consumo de la mercancia. La flecha indica el sentido en que crece la utilidad.

(0,0, w)

(w,0,0) (0,w,0)
C

Figura 5.4: Preferencias mondtonas en una caja de Edgeworth de tres consumidores y una mercancia.

Por supuesto cada una de dichas curvas de indiferencia es el conjunto de asignaciones donde el con-
sumidor A recibe la misma proporcién de la mercancia. Una funcién de utilidad que podria representar
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dichas preferencias serfa u4(z4) = z4. Considere ahora el caso en el que las preferencias del consumidor B
dependen positivamente de la proporcién de la mercancia que le sea asignada y de la que le sea asignada al
consumidor C, digamos acorde a la funcién de utilidad u? (2B, 2¢) = 28 + 2°. En ese caso el consumidor
B es indiferente entre una asignacién u otra siempre que otorgue la misma proporcién repartida entre él
y el consumidor C' o, lo que es lo mismo, entre todas las asignaciones en las que la proporcién asignada
al consumidor A sea igual. Con esto, si la mercancia en cuestiéon es un mal, las curvas de indiferencia de
la Figura 5.4 también podrian representar las preferencias del consumidor B. Un caso muy interesante de
asignaciones en una economia de este estilo es el caso de division de la renta y asignacion de habitaciones
de un apartamento compartido presentado en [26].

Cuatro consumidores, una mercancia: empleando el mismo método de los casos enteriores se tendria
que para una representacién de una economia con cuatro consumidores y solo una mercancia se emplee
el simplejo formado por las combinaciones convexas de las asignaciones extremas. Si, por ejemplo, la
dotacién disponible en la economia de la mercancia fuera de una unidad, podria tenerse la representacién
de la Figura 5.5.

(0,0,1,0)

A B
(1,0,0,0) (0,1,0,0)

D
(0,0,0,1)

Figura 5.5: Caja de Edgeworth en una economia de una mercancia y cuatro consumidores.

Si bien en situaciones con una sola mercancia no habria intercambio en sentido estricto, sino una
cierta asignacién y re-asignacién de un bien o un mal, al respecto hay una creciente y muy interesante
literatura sobre problemas de este estilo conocidos como el problema de la “divisiéon de una torta” cuyo
articulo seminal es [13]. Una aplicacién para el caso de divisién de la renta de un apartamento entre m
compartieros y la asignacién de las diferentes habitaciones con preferencias completas se encuentra en [22],
mientras que una en la que se disponen de las preferencias solo m — 1 companeros esté en [26]. Para una
introduccién a estos problemas para bienes divisibles perfectamente y para bienes indivisibles se remite a
[62].

Para una cantidad mayor de consumidores se considera el simplejo correspondiente, aunque no se pueda
representar. Ahora, si se desea emplear méds de una mercancia la construccién de la caja de Edgeworth
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correspondiente se obtiene mediante el producto cartesiano de tantos simplejos como mercancias haya,
cada uno de ellos de dimensién igual al niimero de consumidores involucrados en el intercambio de dicha
mercancia. Por ejemplo, para el caso de dos consumidores intercambiando dos mercancias se hara el
producto cartesiano de los dos simplejos (uno por cada mercancias) de dimensién dos (porque son dos
consumidores), obteniendo un rectdngulo. En el caso de tres consumidores intercambiando una primera
mercancia, pero solo dos de ellos intercambiando una segunda, se haria el producto cartesiano de el
simplejo representado por un tridngulo, donde se representan las asignaciones de la primera mercancia
entre los tres consumidores, y el simplejo representado por una linea, donde se representan las asignaciones
de la segunda mercancia entre los dos consumidores que la intercambian, obteniendo un prisma triangular,
donde se representarian las asignaciones de ambas mercancias en esta economia. De manera general, la
caja de Edgeworth para el caso de m consumidores y [ mercancias estaria dedo por el producto cartesiano
de [ simplejos, cada uno del caso de m consumidores, esto es

Se presentan a continuacion algunos casos de cajas de Edgeworth para varias mercancias.

Dos consumidores, dos mercancias: para construir la caja de Edgeworth en este caso se toma el
producto cartesiano de dos simplejos (uno por cada mercancia) del caso de una mercancia con dos consu-
midores. Esto es el producto cartesiano entre dos lineas que constituye un rectangulo. Una interpretacion
comun y alternativa en este caso en el de dos sistemas de ejes cartesianos, uno por cada consumidor que
se juntan formando un rectangulo de modo que las dimensiones de la caja correspondan con la cantidad
total de dotaciones iniciales disponibles en la economia de cada una de las mercancias como se ve en la
Figura 5.6.

‘ TR
[ 1 B
: .
g YB
Y IO {.) ............................. _
i Y
YA ; ”“'
I I
A TA
wxb

Figura 5.6: Caja de Edgeworth para el caso de dos consumidores {A, B} y dos mercancias reales {z,y}.

Asi, el origen de los ejes coordenados de cada consumidor se encuentran en vértices opuestos del
rectangulo. Cada punto dentro de la caja representa una asignacién factible de las mercancias entre los
dos consumidores. En la Figura 5.6 el punto divide la extensién horizontal de la caja en dos, representando
que la cantidad z4 de la mercancia = es asignada al consumidor A, mientras que la cantidad x; de la
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mercancia z es asignada al consumidor B. De manera similar con la divisién vertical de la caja. Note que
el conjunto obtenido es el formado por todas las combinaciones convexas de las “asignaciones extremas”,
aquellas en las que todo el consumo de cada mercancia es asignado a alguno de los consumidores. En
estas cajas se suelen representar las curvas de indiferencia de los consumidores y esto permite representar
todos los elementos de la economia de intercambio tradicional en una representacién.

Nétese ademéas que es posible representar cada caja rectangular con un cuadrado de lado igual a 1,
interpretando las asignaciones en esta caja como los porcentajes asignados de cada mercancia a cada
consumidor. Para lograr una representacion de las curvas de indiferencia bajo esta transformacion es
posible que se requiera reescalar los consumos de las mercancias en las funciones de utilidad.

Dos consumidores, tres mercancias: en el caso de una economia con dos consumidores y tres mer-
cancias se tiene una extension del caso tradicional donde la caja se formaria a partir del producto cartesiano
de tres simplejos (uno por cada mercancia) cada uno de dos consumidores, lo que tomaria la forma de
un paralelepipedo. Las dimensiones de la caja dependen de las cantidades disponibles de cada una de las
mercancias en la economia, de modo que cada punto dentro de la caja representa una asignacion factible.
Cada uno de los consumidores se ubica en vértices opuestos de la caja y cuenta en cada una de las tres
dimensiones desde su posicién. Las curvas de indiferencia serian superficies como la representada en la
Figura 3.5.

Tres consumidores, dos mercancias: para una economia con tres consumidores y una mercancia
no resulta evidente la existencia de tal representacién. Se conjetura a continuacién que no existe tal
representacién en dos ni tres dimensiones.

Proposiciéon 5.1.1. Si una economia de intercambio puro real estd compuesta por tres consumidores y
se transan unicamente dos mercancias reales, dicha economia no tiene una representacion del tipo caja
de Edgeworth en dos ni tres dimensiones.

Demostracion. Los vértices en las representaciones tipo caja de Edgeworth consideradas son todas las
asignaciones “extremas”, es decir aquellas en las que las asignaciones de cada mercancia que recibe cada
consumidor, en una economia normalizada son 1 o 0. En esta economia se requeririan nueve vértices (32=
9 posibles asignaciones extremas para las cantidades de la primera mercancia por tres posibles asignacio-
nes extremas para la segunda mercancia). Ademds, el niimero de aristas es el niimero de “transiciones
suaves” entre asignaciones extremas. Se entiende acd “transiciones suaves” como el nimero de parejas de
asignaciones extremas en las que la diferencia entre una y otra se encuentra a lo mas en una componente
del vector a lo mas para cada consumidor. En la caja de Edgeworth de esta economia habria doce aristas.
Se nota ademas que la representacién buscada debe ser un conjunto convexo.

Para el caso de una representacion en dos dimensiones basta sefialar que cualquier poligono convexo
cumple la caracteristica de que el nimero de vértices coincide con el niimero de lados. Claramente esto
no se tiene en esta economia, por lo que no existe tal representaciéon en dos dimensiones.

En el caso de tres dimensiones se recuerda que la ecuacién de Euler para poliedros convexos plantea
que
v+c=a+2,

donde v es el niimero de vértices, ¢ el nimero de caras y a el nimero de aristas. Como en esta economia
se tendria que v = 9 y a = 12, necesariamente ¢ = 5, esto es, que la representacién buscada debe ser un
poliedro de cinco caras, un pentaedro. Ademas, se sabe que

rv = 2a,
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donde r es el ntimero de aristas que convergen en los vértices. De ahi se concluye que r = — lo cual

no es posible, ya que no es una cantidad entera, por lo que tampoco existiria una representacion de esta
economia en tres dimensiones. O

5.1.2. Equilibrio

A continuacion se da la definicién de los principales conceptos solucién del problema de una economia
de intercambio puro: los cuasiequilibrios y los equilibrios walrasianos.

Definicién 5.4. Adaptada de Aliprantis, Brown y Burkinshaw [2, p. 135] De una asignacion
(x1,...,2m) € E™ en una economia de intercambio, se dice que esta es:

= una asignacion de equilibrio competitivo o walrasiano: siempre que exista un precio p € E’,
p # 0, tal que si tanto x; € Bj(p) como x > xj, entonces p-x > p - wj, donde Bj(p) denota a la
restriccion presupuestal usual a los precios p.

» una asignacion de cuasiequilibrio: siempre que exista un precio p € E', p # 0, tal que x =; x;
implica que p-x > p - wj.

El equilibrio walrasiano o cuasiequilibrio estd conformado tanto por la asignaciéon como por el
precio que incorpora la definicién anterior®. En un equilibrio walrasiano cada consumidor decide su plan
de consumo segin el esquema de eleccién racional en el que escoge aquel (o una de aquellos) plan en su
conjunto presupuestal que sea més preferido, sujeto a que el valor de dicho plan a los precios dados sea
igual al valor que tiene a esos precios su dotacién inicial.

Definicién 5.5. Una asignacion (z1,22,...,%m) € E™ en una economia de intercambio se dice sopor-
tada por un vector de precios, p, p# 0, p € E', cuando = = x; implica que p-x > p- ;.

Esto es, cuando una asignacion x es soportada por un precio p, cualquier asignaciéon que sea al menos
tan buena como x termina costando al menos tanto como x.

5.2. Ejemplos de economias de intercambio puro

Ejemplo 5.2.1. (Una economia tradicional en certidumbre sin sesgos) Sea la economia de in-
tercambio puro de dos consumidores (A, B) y dos mercancias {x,y} descrita por:

UA(za,y4) = TaYya w? = (8,6),

UB(xp,yB) = ©BYB wP = (2,

Se nota que la estructura de los problemas de consumo al que se enfrenta cada consumidor es de la for-
ma (R2,{01},14,, [,R?,U"). En esta economia el equilibrio walrasiano se obtiene al encontrar los precios
que hacen que las demandas, la eleccion de los consumidores, sean iguales a las dotaciones disponibles de

cada mercancia. Empleando el algoritmo de Lagrange (véase 4.1.1) se determina que las demandas de los
consumidores de cada mercancia estdn dadas por:

A:8p;v+6py .xB:2p$+4py.
2py 2ps

e

3En la definicién origial de Aliprantis, Brown y Burkinshaw [2], el equilibrio est4 conformado tinicamente por la asignacion.
En este trabajo se adapta a la concepciéon mas tradicional en economia de equilibrio que incluye tanto a la asignacién como
a los precios.
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A _ 8Pz +6py LB _ 2PstApy
2py 2py

El procedimiento es andlogo al presentado en el Ejemplo 4.1.1. Ast, el equilibrio walrasiano estd dado
por la asignacion en la que el consumidor A consume siete unidades de cada mercancia mientras que el
consumidor B consume tres unidades de cada una de las mercancias, con precios p; = py = 1.

Ejemplo 5.2.2. (Una economia de Riesz en certidumbre sin sesgos) Drnovsek, R. [21] muestra
una economia de intercambio con dos consumidores en la que el par dual que caracteriza esta economia es el
par Riesz (1°,1'), esto es, una economia en la que hay una cantidad infinita contable de mercancias y en la
que cada vector en I es un vector de precios y define un funcional lineal en el espacio de mercancias. Aqui,
cada vector © = (x1,x2,--+) es un plan de consumo. Los consumidores tienen preferencias representadas
por funciones tipo Cobb-Douglas de la forma

o0
Uz, 22,...) = Z ay log |z,
i=1

con oy, > 0 para todo K y > .2, oy = 1. Para esta economia, se considera el subconjunto de 1°° de los
vectores que tienen norma menor o igual a uno y se muestra que la cesta (x*), que maximiza la funcion
de utilidad y el vector de precios que hace que el valor de dicha cesta es maximal, es

Qg
Pk

Esta plataforma puede usarse para modelar situaciones de intercambio de sucesiones de recursos no-
renovables. El problema de consumo relacionado tiene una estructura de la forma (1°°,{601},1¢,, 1, 11 U).

T =

Ejemplo 5.2.3. (Otra economia de Riesz en certidumbre sin sesgos) Aliprantis y Burkinshaw [3]
presentan el siguiente ejemplo de una economia de intercambio puro con dos consumidores. El espacio de
opciones es el conjunto de las funciones continuas en el intervalo [0,1]. Esta economia se puede interpretar
en el contexto de intercambio de planes de consumo continuos de un recurso renovable en un intervalo de
tiempo finito, normalizado en el intervalo [0,1]. El orden de este conjunto indica que en ningin momento
del tiempo puede consumirse mds de las cantidades disponibles en la economia en dicho momento. Se defi-
nen las dotaciones iniciales como la funcion constante en uno, 1, lo que normaliza también los consumos
del recurso como si se tratara de una proporcion de la cantidad disponible. Se reparte dicha dotacion como
w1 =t; we =1—1t, es decir con un plan de consumo creciente en proporcion para el agente 1 y con un
plan decreciente en proporcion para el agente 2. Las funciones de utilidad de esta economia estdn dadas
por

1
@) = [ aa,

1
UQ($):/0 Va(t)dt.

Asi, el problema de eleccion tiene una estructura de la forma (C[0,1],{61},1e,,1,C0,1],u;). Notese
ademds, que desde la interpretacion de proporciones del consumo el hecho de que las funciones de utilidad
estén definidas sobre las proporciones y no sobre los niveles puede, en una economia de pocos agentes,
representar ciertas preferencias sociales, donde lo importante no es cudnto del recurso se consuma, sino
cudnto en proporcion e, indirectamente, en relacion al consumo de los demds. Se muestra a continuacion
que la asignacion “equitativa”, en la que cada agente consume la mitad del recurso disponible en cada
momento del tiempo, es un equilibrio walrasiano soportado por el precio p dado por el funcional

p-x= /01 x(t)dt.
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Para mostrar que es equilibrio se verifica que cualquier asignacion que fuera preferida no es factible.
Notese que el valor de las dotaciones iniciales y de la asignacion de equilibrio son todas iguales a un

medio:
1 1 1 1
p'xlzp-xzz/ dt::/ (t)dt:/ (1 t)dt.
0o 2 2 0 0

Si hubiera una asignacion “y = (y1,y2)” preferida para el consumidor 1, y1 »=1 x1, entonces

ur(y1) > ui(21),

/0 1 2(t)dt > /0 1 1 (t)dt,

p-yi1>p-x1.

que es

por lo que

Es decir que dicha asignaciona valorada a ese precio seria mds costosa que la asignacion de equilibrio
para el consumidor 1. Adicionalmente, si ya >2 x2 entonces uz(y2) > ua(x2), que es

/01 Vo @dt > /01 bt

el cual queda acotado como

[/Olm(t)dt]éZ/Ol\/mdt>/ol\/gdt_

De lo anterior se tiene que

N

[/Olyz(t)dt} > \}5

1 1
/ y?(t)dt > >
0 2

es decir,

que es
p-y2 >p-x2.

Esto significa que dicha asignacion valorada a a ese precio también seria mds costosa que la asignacion
de equilibrio para el consumidor 2.

Ejemplo 5.2.4. (Una economia de intercambio con tres consumidores con ambigiiedad). Sea
una economia de intercambio compuesta por tres consumidores (A, B, C) que eligen sus planes de consumo
entre el conjunto de cantidades enteras de tres activos x,y, z. Dichos activos otorgan pagos de acuerdo a
la realizacion de tres estados de la naturaleza {01, 02,03} segin el Cuadro 5.1.

6, | 6, | 65
|16 8 | 8
y |10 | 10 | 10
12| 7 | 14

Cuadro 5.1: Matriz de pago para una eleccién con tres alternativas y tres estados de la naturaleza.

Ast, si ocurre el estado de la naturaleza 03, cada unidad del activo x otorga un pago de 8, cada unidad
del activo y otorga un pago de 10, y cada unidad del activo z otorga un pago de 14. Inicialmente el
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consumidor A posee, como dotacion inicial, una unidad de los activos x y y. Por su parte el consumidor
B posee una unidad de los activos x y z. Finalmente el consumidor C tiene propiedad de una unidad de
los activos y y z.

El consumidor A valora cada una de las opciones bajo un criterio optimista, por lo que su valoracion
de cada una de los activos es fa(x) = 16, fa(y) = 10, fa(z) = 14, por lo que su activo preferido es el
activo x. Por supuesto él querria conservar la unidad que tiene de x y cambiar la unidad que posee de y
por alguno de los otros activos. El consumidor B valora cada uno de los activos bajo un criterio pesimista
por lo que su apreciacion de cada uno de ellos estd dada por fp(x) =8, fe(y) =10, fe(z) =7, por lo que
se tiene que su activo preferido es y, que da un pago sequro de 10, y el menos preferido para €l es el activo
z del que posee una unidad. De manera similar el consumidor C' valora las opciones segin su criterio de
minimizar el mdzimo arrepentimiento, para lo que se construye la matriz de costos de oportunidad, como
estd en el Cuadro 5.2

01| 02| 03
z | 0 2 6
y| 6] 0] 4
z| 413 0

Cuadro 5.2: Matriz de costo de oportunidad para la eleccién con tres alternativas y tres estados de la
naturaleza del Cuadro 5.1.

Para el consumidor C el arreprentimiento asociado a los activos x yy es de 6, mientras que el asociado
al activo z es 4, por lo que este dltimo es el activo preferido.

Ahora, si las tasas de intercambio entre activos son uno a uno, esto es p, = py = D2, la asignacion
que asigna dos unidades del activo x al consumidor A, dos unidades del activo y al consumidor B y dos
unidades del activo z al consumidor C es una asignacion de equilibrio walrasiano para esos precios. Notese
que este equilibrio depende de la asignacion inicial de los activos. Ademds, si los tres consumidores fueran
optimistas o pesimistas, no existe un equilibrio walrasiano como el descrito.

Ejemplo 5.2.5. (Una economia con riesgo). Sea una economia con dos tipos de activos, uno riesgoso
(x) y otro libre de riesgo (y). En el futuro hay dos estados de la naturaleza, {61,602}, dependiendo de los
cuales el activo riesgoso puede pagar 20 o cero unidades monetarias respectivamente. Dichos estados
de la naturaleza tienen probabilidades asociadas (71, 72) respectivamente. En dicha economia hay dos
consumidores, {A, B}, con funciones de utilidad dadas por:

UM y) =y + \JaA(20(m) + 0(m2)).
UB (28, yB) = 4B + 2B (20(71) 4 0(m2)) .

En este caso el consumidor A muestra cierta aversion al riesgo sobre las ganancias obtenidas con el
activo riesgoso. Si la probabilidad de cada estado de la naturaleza fuera mp = w9 = 0,5 (que es similar a
lo que sucederia en una situacion de ambigiiedad con criterio de eleccion Laplace), las funciones serian

U (2, y?) = y?* + V1024,
UB(xB,yB) = yB + 1025,

En esta economia si se asignan dotaciones iniciales ((wA w;j‘),(wB wl)) = ((0;100)(48;100)), el

equilibrio walrasiano viene dado por la asignacion ((x Ay y?)) = ((0,025; 99, 75)(39, 975; 100, 25))
con precios de los activos p, = 10, p, = 1.
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Ejemplo 5.2.6. (Otra economia sin riesgo, con diferentes probabilidades percibidas). Se pre-
senta a continuacion una economia similar a la del ejemplo anterior, con agentes simétricos y la inclusion
de la posibilidad de que las probabilidades asociadas por cada consumidor a cada estado de la naturaleza
sean diferentes. La formacion de las expectativas sobre la distribucion de los agentes se da de manera
diferente, bien porque tienen diferente informacion o la valoran de manera diferente. Sea una economia
con dos consumidores, {A, B}, y dos tipos de activos, uno riesgoso (x) y otro libre de riesgo (y). En el
futuro hay dos estados de la naturaleza, {01,602}, dependiendo de lo cual el activo riesgoso puede pagar
20 o cero unidades monetarias respectivamente. El consumidor A estima la probabilidad de que ocurra el
estado de la naturaleza 01 en 0.75, mientras que el consumidor B la estima en 0.25. La utilidad de cada
consumidor, considerando una evaluacion acorde al criterio de valor esperado, estd dada por

U (2, y) =y + 1527,
UB (2B, yP) = yP + 525,
En esta economia si se asignan dotaciones iniciales ((w;?,w;f); (wB;wP)) = ((0;100)(45;100)), el equi-

100 100
librio walrasiano viene dado por las asignaciones ((:L'A, y); (2B; yB)) = << Py : O> (45 _ Py : 200))
p

T T

con precios de los activos 5 < Pa < 15. Se nota en este ejemplo un caso de no-unicidad del equilibrio
Dy
walrasiano.

5.3. Optimalidad

Se define a continuacién una de las nociones mas importantes en la teoria del bienestar, la optimalidad
en el sentido de Pareto?.

Definicién 5.6. Aliprantis, Brown € Burkinshaw [2, p. 153] Una asignacion (x1,22,...,Tm) €
E™ factible se dice:

1. Individualmente racional, si x; =; w; se tiene para cada consumidor i.

2. Débilmente optima en el sentido de Pareto, si no existe una asignacion (yi,y2,...,Ym) tal
que y; =; x; para cada consumidor i.

3. éptima en el sentido de Pareto, cuando no exista una asignacion (Yi,y2, ..., Ym) tal que y; =; ;
para cada consumidor i, al tiempo que y; =; x; se tenga para algin conumidor i.

Este es un criterio que se suele tomar como un minimo deseable sobre cualquier situacion, en particular
sobre cualquier asignaciéon. Refleja una cierta nocién de eficiencia, pero en general no es un criterio de
equidad o justicia. Enseguida se presentan dos resultados centrales en la teoria de equilibrio, el primer y
segundo teoremas del bienestar. El primer teorema caracteriza la optimalidad en el sentido de Pareto de un
equilibrio walrasiano y el segundo da condiciones bajo las cuales seria posible implementar una asignacion
o6ptima en el sentido de Pareto como un equilibrio walrasiano por medio de un vector de precios.

5.3.1. Primer teorema del bienestar

Teorema 5.3.1. Primer teorema del bienestar - Aliprantis € Burkinshaw [3, p. 222] Suponga
que los conjuntos de consumo en una economia de intercambio son conos y que cada preferencia es semi-
continua inferior para alguna topologia lineal, entonces cualquier asignacion que es soportada por un
precio p - w # 0 es débilmente Pareto-eficiente.

“Esta nocién de “optimalidad” se conoce como una condicién de “eficiencia” en manuales como Varian, H. [79].
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Demostracion. Siguiendo a [3, p. 222]):

Sea © = (x1,22,...,%y,) € E™ una asignacién soportada por un precio p con p-w # 0 y suponga
que = no fuera débilmente Pareto-eficiente. Si z no es débilmente Pareto eficiente, entonces existe otra
asignacién z tal que z; >; x; para cada i.

Como p es un precio que soporta a x, entonces p - z; > p - x; para cada 7. Ademads, se sabe que

m m
ZP‘Zz‘ Zp'zzz‘-
i=1 i=1

Como z es una asignacion factible se tiene que

m
E 2 =p-w,
=1

y como x también es una asignacion factible, entonces

m m
p'WZP'ZOEi:ZP'JH,
i=1 i=1

de donde se tiene que p - z; = p - x; para cada i. Como cada conjunto de consumo X; es un cono, y
como limg 02; = 2; se tiene para cada topologia lineal, entonces se sigue de la semi-continuidad inferior
de las preferencias que existe algin € € (0,1) tal que 1 — e < ¢ < 1 + € implica §z; > z;. Como p es un
precio que soporta x, op - x; = 0p - z; que es igual a = p - (dz;) que es mayor a su vez que p - z; de donde
(0 —1)z; > 0paral —e < <1+ e Definiendo § = 1 + € se tiene que +ep-x; > 0 o p-z; = 0 para cada
1. Esto implica que p-w = Zﬁl p-xz; = 0 lo cual es una contradiccién. En consecuencia, x es débilmente
Pareto-eficiente. O

La importancia de este resultado reside en la demostracién del cumplimiento de un minimo criterio de
eficiencia por parte de la soluciéon del mecanismo de mercado. Este resultado se extiende a las economias
con produccién. En acasiones, este resultado se ha presentado como evidencia de las bondades del me-
canismo de precios. No obstante es importante resaltar que las condiciones de optimalidad de Pareto no
incluyen ninguna nocién de equidad o justicia.

Ejemplo 5.3.1. Una economia con riesgo En el Ejemplo 5.2.5 se puede comprobar que el equilibrio
walrasiano estd en el conjunto de Pareto, que es el conjunto de todas las asignaciones ((:UA, yA); (xB; yB))
tales que

yd =0;24 < 0,025, o

z4 =0,025, o

yd = 200; 24 > 0, 025.

5.3.2. Segundo teorema del bienestar

Se reproducen a continuacién distintas versiones de otro resultado de optimalidad en economias de
intercambio: el segundo teorema del bienestar. Primero se presenta una versién para las economias tradi-
cionales de intercambio puro para el espacio de mercancias real finito-dimensional y luego se presenta la
versién mads general para economias de Riesz de intercambio puro.

Teorema 5.3.2. Segundo teorema del bienestar - Jehle € Reny [36, p. 218] Considere una

economia de intercambio puro® con funciones de utilidad y dotaciones iniciales (uj,wj)}":l, tal que las

®Se recuerda que esto implica que las funciones de utilidad son continuas, monétonas estrictas y cuasicéncavas estrictas.
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dotaciones iniciales agregadas cumplen que Z;n:1 w? > 0. St T es una asignacion optima en el sentido
de Pareto para esta economia y que las dotaciones son reasignadas de modo que las nuevas dotaciones
iiciales son T, entonces T es una asignacion de equilibrio walrasiano de la nueva economia.

Demostracion. Siguiendo a Jehle & Reny [36, p. 218]: Como Z es una asignacién eficiente en el sentido
de Pareto, entonces T es factible, esto es

m m
Za’cj = ij > 0.
j=1 j=1

Como las funciones de utilidad son continuas, monétonas estrictas y cuasiconcavas estrictas, y ademas la
asignacion T es factible, entonces la nueva economia (u?,w’ );":1 tiene una asignacién de equilibrio walra-
siano Z.

(I) Como en equilibrio las demandas maximizan la utilidad sujeto a su restriccién presupuestal, nece-
sariamente

u(i7) > uw(z?) para todo j.

(IT) Como & es una asignacién de equilibrio de la nueva economia, entonces esta asignaciéon debe ser
factible. Asi,

m m

m
d @ =) 1= W,
j=1

j=1 j=1

de modo que la asignacién & es factible para la economia original.

Como se tienen (I) y (II), Z es una asignacién factible para la economia original y hace que los consumi-
dores estén no-peores que como estdn bajo la asignacién paretiana . Como Z es una asignacion paretiana,
entonces & no puede hacer que ningtin consumidor esté estrictamente mejor que bajo la asignaciéon z. Con
esto las desigualdades de (I) deben tenerse necesariamente como igualdad para todos los consumidores.

Hay que mostrar que T = Z. Si este no fuera el caso, entonces en el equilibrio de la nueva economia los
consumidores podrian comprar una canasta promedio entre £ y £ aumentando entrictamente su utilidad
(por la cuasiconcavidad estricta de u’), contradiciendo el hecho de que Z es maximizadora de beneficio. [

El anterior resultado muestra que es posible encontrar un vector de precios que soporta cualquier
asignacién paretiana como equilibrio walrasiano. Es posible generalizar el segundo teorema del binestar
tal como se muestra en el trabajo de Aliprantis, Brown y Burkinshaw [2] para economias de intercambio
de Riesz.

Teorema 5.3.3. Segundo teorema del bienestar en conomias Riesz - Aliprantis é Burkinshaw
[3, p. 228] En una economia de Riesz, si las preferencias son convezras, mondtonas y uniformemente
(w, V))—propias para topologia consistente localmente sdlida T en L, entonces cada asignacion débilmente
Pareto eficiente puede ser soportada por un precio p > 0.

Demostracion. Siguiendo a Aliprantis & Burkinshaw [3, p. 228]: Sea (z1, 2, . .., ;) una asignacién débil-
mente Pareto eficiente en una economia con m consumidores. Considere los conjuntos de no-peores que
los planes de consumo asignados para cada individuo ¢,
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Notemos que cada uno de esos conjuntos es no-vacio porque los planes de consumo de cada individuo
estan en su conjunto de no-peores. Ademds como las preferencias se suponen convexas, cada uno de estos
conjuntos de no-peores es convexo.

Consideremos ahora el conjunto
F:F1+F2+---—|—Fm—w,

que es un conjunto convexo y no vacio dado que cada F; es no-vacio y convexo, y que la resta de w solo
es un cambio de nivel.

1
Mostramos ahora que, como w es deseable, entonces ——w € F' para cada n. Para ello, supongamos
n

. 1 : . ..
que si se tuviera que ——w ¢ F. En ese caso para cada consumidor i = 1,2,...,m existirian elementos
n

z; € F; tales que
1
—Ew=2‘1+22+---+zm—w.

Esto es, reorganizando términos, equivalente a,
1
w=z1+2+ - +zm+—-w,
n

que se puede expresar como

1 1 1
w:<21+w>+<22+w>+---+<zm+w>.
mn mn mn

1 . . o
Definamos ahora y; = z; + —w. Como la suma de los y; seria igual a las dotaciones iniciales de
m

la economia, entonces el conjunto ?yl, Y2, - .., Ym) Seria una asignacién factible. Ademds, como w es una
asignacién deseable, entonces y; >; z; para cada consumidor, y como z; perteneceria al conjunto de no-
peores para cada consumidor, entonces z; = x;. Con lo anterior y; >=; x;, lo que no puede ser dado que
se supone que (z1,Z2,...,T;) es una asignacién débilmente Pareto eficiente, por lo que se tiene que

——w ¢ F para cada n.
n

Se muestra a continuacion que F' tiene un punto interior para emplear el teorema de separacién en su
version infinito-dimensional. Suponemos que la vecindad V es convexa y sélida. Sea

1
F:{a<w+v> \oz>0,v€V}.
m

. 1 :
Notemos que I' es un conjunto convexo y como w + —V estd contenido en I', entonces w es un punto
m

interior de I, esto es que I' tiene un interior no-vacio.

Ahora se verifica que los conjuntos F'y —I" son disyuntos. Se supone que se tuviera (—I') (| F # 0,
entonces se tendrian elementos a > 0, v € V' y z; tales que

1
—aw— —v=21+2+ - +zm—w
m
de donde, reordenando términos,

av
—E:zl—i-zQ—i—---—i-zm—(w—aw),
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aV
que es z1 + 22+ -+ 2y — (W — aw) € — (por simetria de V). Definimos z = z;, y = w — aw y se tiene
m

aV
que z —y € —. Como z —y = z — w + aqw, entonces z —y < z + aw, por lo que
m

(y—2)"=G-y " <zt+z+t +zmtaw

que se puede expresar como
« 6] o
(z—y)+ < (zl—i——w) + <z2+—w> 4 4 (Zm+7w>_
m m m

Por el teorema de descomposicién de Riesz (véase 2.10.1) es posible expresar (z — y)* (y por tanto
o'

(y — 2)7) como la suma de m elementos positivos del espacio, cada uno menor a (zi + —w), digamos
m

existen elementos s;, tales que
m
(y—2) = Z 5
i=1

«Q . «Q . s o
de modo que 0 < s; < z; + —w para cada i. Como —V es un conjunto sélido y z — y € —V, entonces
m m m

@ .
s; € —V para cada i.
m

! o o
Como s; < zi—l—gw, entonces z;+—w—s; > 0. Se define z;+—w—s; = y; y se nota que y; =; z; =; Z;,

por lo que los panes de consumo y son estrictamente preferidos que aquél asignado a cada consumidor.

Se muestra a continuacién que dicha asignacion es factible. Considérese ahora la suma de los y; que es

m m
Q@
E yz:E Zi+ —w— si,
, ; m
=1 i=1
que con las definiciones anteriores se expresa como
=z+aw—(y—2z)".

Si agregamos un elemento positivo a esa suma, (y — z)™, el resultado serd mayor o igual que lo anterior,
esto es

Syi=ztaw—(y—2)" ow—(y—2) + -2
i=1

Como (y — 2)" — (y — 2)” = y — 2, entonces

m

i=1

de modo que la asignacién y; es preferida estrictamente a x; para cada consumidor i, y es ademas factible,
por lo que la asignacién x; no puede ser débilmente Pareto-eficiente, por lo que, por contradiccién, se
concluye que F((=T) # 0.

Ahora, sabiendo que F'y —I" son dinyuntos y que F' tiene un punto interior, aplicando el teorema de
separacién en su versién infinito-dimensional se tiene que existe un precio p distinto de cero en L' y un
escalar ¢ tal que
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para cada v € I', y cada f € F. Por la definicién de I'; si v € I, entonces ay € I' para cada o > 0 , por lo
que se puede asumir ¢ como cero. De lo anterior p- (—7v) < 0 o, lo que es equivalente, p -y > 0 para todo

~v en I'. Si escogemos v como w + —wv con v € V, se tiene
m

1
prwExp-—uv >0,
m

que es

1
prw>Ep —v
m
de donde p - w es positivo.
Finalmente se muestra que p soporta la asignacién débilmente Pareto eficiente (x1,...,zy). Si z =; a;

entonces se tiene que x — x; se puede expresar como T + (z ki ycj> — w que seria un elemento de F, y

por tanto p - (x — x;) > 0, de donde p -z > p - x;, que es lo que se queria mostrar.
O

5.4. Bitacora del capitulo

FEl segundo teorema del bienestar plantea la posibilidad de implementar cualquier asignacién que
sea Optima en el sentido de Pareto como un equilibrio de mercado a través de ciertos precios. Quedan
con ello extendidos los resultados de bienestar (cuya interpretacién en términos de politica econémica
va mas alld de este trabajo) en el caso de economias de intercambio a economias de Riesz. Se finaliza
comentando que la optimalidad de Pareto es una minima condicién que se suele pedir a las asignaciones,
pero que ademds de esta nocién de eficiencia se encuentran otros criterios de valoraciéon de asignaciones
como las nociones de nicleo, asignaciones no-generadoras de envidia y asignaciones justas. En [3] hay un
tratamiento detallado de la extension en el marco de los espacios de Riesz de la nocién de niicleo.



Capitulo 6

Consideraciones finales

Al hacer una revisién histérica se vislumbran las relaciones entre el desarrollo de la teoria del con-
sumidor respecto a los desarrollos matematicos, que, en general, a medida que han surgido, han abierto
posibilidades en tanto nuevas soluciones y nuevos problemas. Como primer ejemplo, la nociéon de agente
representativo desarrollada desde Marshall [31] ha sido un instrumento poderoso de la teoria econémica.
Con esta simplificacién ha sido posible construir esquemas generales que son aplicables a una buena va-
riedad de contextos. Dentro de la teoria econdémica, uno de estos esquemas es la teoria del consumidor.
Los desarrollos que permiten el anélisis funcional y la teoria de espacios de Riesz han sentado el desarrollo
formal que caracteriza a la microeconomia desde el segundo cuarto del siglo XX. En este trabajo se pre-
sentd, como los espacios de Riesz sirven como una plataforma que generaliza la presentacion tradicional
de dicha teoria del consumidor; siguiendo los trabajos de Aliprantis, Border y Luxemburg [4], Aliprantis,
Brown y Burkinshaw [2] y Aliprantis y Burkinshaw [3]. Adicionalmente, se presentaron algunas de las
observaciones que aclaran la relacion de ciertos conceptos entre si y con algunos planteamientos tipicos
de la economia del comportamiento.

Cada vez maés se han incorporado a los planteamientos dominantes los cuestionamientos sobre la ra-
cionalidad perfecta de los agentes, representativos y abstractos, que son los sujetos de decision en las
modelaciones tradicionales. Esto ha sido impulsado por los desarrollos en los campos de la economia
experimental y comportamental, ademéas de una reciente convergencia en dialogo con las demaés ciencias
sociales. Plantear puentes entre los resultados experimentales, las hipotesis comportamentales y las herra-
mientas matematicas disponibles va a seguir permitiendo la implementacion de estructuras de incentivos
mas efectivas. Como indicador de relevancia se presentan casos como el del gobierno del Reino Unido que
tiene desde 2010 una unidad especial dedicadas al estudio del comportamiento para asesorar la formu-
lacién de politicas publicas, el Behavioural Insights Team [72], o el caso del mismo Banco Mundial y su
The Mind, Behavior, and Development Unit (eMBeD).

Se destacan a continuacion algunas dimensiones no discutidas, areas interesantes de trabajo futuro y
algunos desarrollos adicionales a lo presentado en este trabajo. Respecto a las opciones, no se ha definido
explicitamente el caso en el que los bienes son mas o menos diferenciados como en el caso de los modelos
de la familia de Hotelling [33] [19] [63]. Tampoco se ha expuesto el caso en el que los bienes son entendidos
como un conjunto de atributos y los algoritmos de eleccién suceden a partir de una evaluacién de dichos
atributos. La presentacién de la restriccién presupuestal no considera casos en los que la restriccién en
el caso usual no es lineal como cuando se ve afectada por fenémenos como cuotas, topes, impuestos o
subsidios a partir de ciertas cantidades; en el caso de descuentos por compras al por mayor que suceden en
escenarios con discriminacién de precios; o en los mismos modelos de localizacion con costos de transporte
no-lieales para los consumidores [19]. De manera similar, en el contexto de las condiciones de informacién
en los que se da la eleccién del consumidor, aunque se presentaron contextos de informacién referentes
a los estados de la naturaleza y sus distribuciones de probabilidad, en lo presentado no se consideran
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situaciones en las que el consumidor no conoce las opciones disponibles, o0 modelos dindmicos de difusién
de la informacion. Estos desarrollos podrian acompanar bien la construcciéon de una teoria de la eleccion
basado en heuristicas que enfrenten la situaciéon de preferencias incompletas.

En cuanto a las preferencias la incorporacion de esquemas de preferencias no binarias o de preferencias
definidas como relaciones difusas Barrett, Pattanaik y Salles [8], la identificacién de los algoritmos de
decisién de los consumidores en la realidad y su representacién en la modelacién, ademas de la formulacién
de nuevos algoritmos o politicas (como los nudges) que incorporen las observaciones de fenémenos como
los efectos contexto, la aversion al riesgo y la reversion de las preferencias. Hay también aproximaciones
a las explicaciones de las dindmicas de mercado desde los estudios de la economia evolucionista y los
estudios de sistemas complejos [24]. Como es habitual en la teoria microeconémica las preferencias son
exégenas. En este respecto una teoria de formacion de las preferencias podria acompanar observaciones
sobre la formacién y evolucion de las demandas y los precios.

Relacionado con la eleccidon, si bien se discutié el enfoque de eleccion en situaciones de riesgo bajo el
esquema de la utilidad esperada, se dejé por fuera la muy importante nocién de dominancia estocéastica
[68, p. 78]. En el caso de la eleccién intertemporal hay ciertas condiciones de informacién adicionales que
determinan la solucién segin el tipo de compromiso que tenga el consumidor con el plan de consumo
elegido. Si la eleccién del plan de consumo depende unicamente de las condiciones iniciales (open-loop),
si puede actualizarse con los cambios en la evolucién de los estados de la naturaleza (closed-loop), o si no
dependen en absoluto de los estados iniciales de la naturaleza (feedback) [42, p. 9]. Por otra parte no se
presenté una parte de la teoria de eleccién en el marco de la economia comportamental, apoyada mucho
en los desarrollos de las neurociencias en los que el principal interés esta en el proceso de la eleccion.

En la extension de la nocién de equilibrio a economias mas generales como las economias de Riesz, aun
falta discernir claramente las condiciones bajo las cuales dicho equilibrio es inico y bajo que modelaciones
dindmicas dicho equilibrio es estable. Una ausencia notable respecto a la teoria tradicional es la ausencia
de ejercicios de estatica comparativa como aquellos que definen la naturaleza de las mercancias sustitutas o
complementarias a partir de las respuestas de las demandas a cambios en los precios; y la natural discusién
sobre la extensién de estas caraceristicas a otros espacios. Otra extensién surge al notar que, en los
problemas de intercambio considerados, el conjunto de opciones es el mismo para todos los consumidores
y de cierta manera es independiente de cada uno de ellos; sin embargo es posible considerar que las opciones
de intercambio dependan de alguna caracteristica asociada al agente y su relaciéon con los demés como
ocurre con una estructura de red [34, p. 125]. Finalmente, en esta teoria de las economias de intercambio
se dejan de lado los problemas de agregacion de las preferencias y de las demandas y situaciones de
competencia imperfecta en las que Iso consumidores pueden afectar los precios de mercado.

Por la parte de los mecanismos de solucién sobre la conduccién del intercambio, se pueden ver situa-
ciones en las que se puede llevar a cabo un intercambio de bienes sin pasar por el mecanismo de precios
que estd en el mercado. Estas consideraciones de tipo algoritmico se encuentran en el centro de lo que
ahora se conoce como teoria de emparejamiento [61]. De particular relevancia son en este caso el mercado
de casas y el caso exitoso de intercambio de rifiones, cuya implementacion ha sido dirigida por Alvin Roth
[60]; ambos asociados a algoritmos particulares a las caracteristicas propias de cada mercado.

Un ejercicio posterior se propone la exploraciéon de diferentes proceso de decisién bajo incertidumbre
en entornos simulados con poblacién heterogéneos y dindmicas de replicacién que ilustren la evolucion de
las expectativas, los precios y la distribuciéon de mercancias.



Apéndice A
Glosario matematico

En este anexo se compilan algunos conceptos que pueden complementar el estudio del material pre-
sentado en este trabajo, sobretodo, de quienes no son matematicos de formacién, o como herramienta de
consulta rapida. En varias de las definiciones y ejemplos presentados se relacionan referencias donde se
puede extender la consulta. La presentacién de los conceptos se realiza a manera de glosario comentado,
aunque dicha presentacion no se realiza de manera alfabética. Se presupone conocimiento de las nociones
de conjuntos y funciones.

Definicién A.1. Campo[6, p. 10]: Un campo o cuerpo es un conjunto (C') con al menos dos elementos
distintos, llamados 0 y 1, y dos operaciones,suma (+) y producto, que satisfacen las siguientes propiedades:
sean a, B yAeC

s Conmutativided: « + 0 =F+a, y of=pa.

v Asociatividad: (a+ )+ A=a+ (B+N), vy (af))=a(BN).

» Identidad: \+0=X, y Al=A\.

= Inverso aditivo: Para cada o existe un unico 8 tal que o+ 3 = 0.

= Inverso multiplicativo: Para cada o # 0 existe un dnico B tal que af = 1.
» Propiedad distributiva: A\(a + ) = Ao + AS.

A los elementos de un campo se les suele denominar escalares El campo de mayor interés en economia,
y en particular en la teoria desarrollada en este trabajo, es el conjunto de los nimeros reales R. Otros
campos tipicos son el conjunto de los niimeros complejos (C) y de los niimeros racionales (Q).

Definicién A.2. Espacio vectorial: Un espacio vectorial es un conjunto (X) con un campo asociado
(C) y dos operaciones bien definidas: una suma que le asigna a cada pareja de elementos del conjunto
otro elemento del conjunto

X xX > X,

y un producto por escalar, que le asigna a cada pareja formada por un elemento del conjunto y un elemento
del campo, un elemento del conjunto

2 COx X — X,
(N x)— A x,

de forma que dichas operaciones cumplen las siguientes propiedades: sean x,y,z € X ya,B € C
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= Conmutatividad de la suma: x +y =1y + x.
» Asociatividad de la suma: (x +y)+z=z+ (y+ 2).
» Fxistencia del modulo en la suma: Existe un elemento 0 € X tal que x +0 = x.

» Fxistencia del inverso en la suma: Para cada elemento x existe un unico elemento —x € X tal que
z+ (—z)=0.

= Conmutatividad del producto por escalar: ax = xa.

» Asociatividad del producto por escalar: (aff)x = a(fx).

» Ezistencia del modulo en el producto por escalar: Eziste un elemento 1 € C tal que x1 = .
» Distribucion del producto por escalar en la suma de vectores: a(x +y) = azx + ay.

» Distribucion del producto por escalar en la suma de escalares: (a + 8)x = ax + Sx.

Definicion A.3. Funcional: Un funcional es una funcion que le asigna a elementos de un espacio
vectorial, elementos en el campo.

Definiciéon A.4. Operador: Un operador es una funcion entre espacios vectoriales.

Definicién A.5. Funcidén lineal. Una funcion f entre dos espacios vectoriales (X,Y) con el mismo
campo asociado (C) se denomina lineal si

fz + py) = Mf(z) + pnfy),
para todox € X, yeY, A, ueC.

La caracteristica de linealidad es central en microeconomia porque es tradicional en la definicién de
los precios de las mercancias y del precio de las cestas de consumo. A partir de las definiciones anteriores
A3, A4, A5, se entiende lo que es un funcional lineal y un operador lineal.

Definicién A.6. Funcional sublineal. [1, p. 214]: Un funcional p de valor real en un espacio vectorial
X que es subaditivo, esto es que

plz+y) <p(@)+py),
para todos x,y € X, es un funcional sublineal.

Definicién A.7. Topologia. ([82], p. 13.): Sea A un conjunto, entonces una coleccion T de subcon-
juntos de A es una topologia, si se tiene que

s El conjunto vacio () y el conjunto A pertenecen a T.

s 51 A, As,..., Ay €T, entonces AiNAy---NA, €.

» Si{Ai}ier, con A; € T e I un conjunto de indices, entonces | J;c; Ai € T.
A los conjuntos que pertenecen a una topologia se les denomina conjuntos abiertos.
Ejemplo A.0.1. Topologias ([82, p. 13]: Sea un conjunto A

= El conjunto de todas los subconjuntos de A conforma una topologia, usualmente denominada topo-
logia discreta.



81

s El conjunto conformado tinicamente por el conjunto vacio y A, {0, A} es una topologia, usualmente
denominada topologia trivial.

Definicién A.8. Espacio vectorial topoldgico: A la dupla conformada por una espacio vectorial A y
una topologia T definida en A, se le denomina espacio vectorial topolégico, (A,T).

Definicién A.9. Vecindad [82, p. 16]: Sea (A, T) un espacio vectorial topoldgico, y sea a € A. Un
subconjunto V-C A es una vecindad de a si existe un conjunto abierto Ay cona € Ay CV.

Definicién A.10. Continuidad [82, p. 21]: Sea f : (A,74) — (B,TB) una funcién entre espacios
vectoriales topolégicos. Entonces

» f es una funcion continua en a € A si para cada vecindad V de f(a), se tiene que f~1(V) es
una vecindad de a.

= [ es una funcién continua si la preimagen de cada subconjunto abierto de B es abierto en A.

Se nota que una funcién puede ser continua en un punto, aunque no sea continua. La nocién de
continuidad en los funcionales que definen el valor de los planes de consumo se puede interpretar como
esa condicién en la que cambios “pequenos” en los precios generan cambios “pequenios” en el valor de los
planes de consumo que estan evaluando.

Definicién A.11. Topologia lineal. [1, p. 166]: Una topologia T en un espacio vectorial X se dice
una topologia lineal si las operaciones de suma y producto por escalar que definen al espacio vectorial
son T—continuas.

Definicion A.12. Relacion binaria: Una relacion binaria en un conjunto X es un subconjunto del
conjunto X x X.

Definicién A.13. Relaciones de orden [14, p. 2,3]: Una relacion binaria es un pre-orden o cua-
storden si es reflexiva y transitiva. Si ademds la relacion es completa, se dice que la relacion es un
pre-orden completo, pre-orden total o pre-orden lineal. Si la relacion es ademds antisimétrica,
la relacion es un orden completo, orden total u orden lineal. Por su parte una relacién reflexiva,
transitiva y antisimétrica es un orden parcial.

Definicion A.14. Conjunto parcialmente ordenado: Un conjunto X con un orden parcial, >, se
denomina conjunto parcialmente ordenado, (X,>).

Definicién A.15. Intervalos de orden [1, p. 8]: Sea un conjunto X, y dos elementos x,y € X. Un
intervalo de orden, [z,y], es el conjunto {z € X|x < z < y}.

Definicién A.16. Acotamiento [1, p. 8]: Sea (X,>) un conjunto parcialmente ordenado. Una cota
superior para un subconjunto A C X es un elemento x € X tal que x > y, para todo y € A. De manera
similar, una cota inferior para un subconjunto A C X es un elemento x € X tal que x <y, para todo
y € A. Un conjunto con cota superior e inferior se dice conjunto acotado.

Definicién A.17. Supremo e infimo [1, p. 8]: Dado un conjunto parcialmente ordenado, (X,>), el
supremo de un subconjunto A C X es la menor cota superior del subconjunto. De manera similar el
infimo es la mayor cota inferior del subconjunto.

Definicién A.18. Malla o lattice [1, p. 8]: Una malla o lattice es un conjunto parcialmente ordenado
(X,>),en el que cada par de elementos tienen un supremo y un infimo.

Tal como lo senalan Aliprantis y Border [1, p. 47], hay dos tipos de topologias que resultan de particular
interés: las generadas a partir de métricas y las topologias débiles. Estas tltimas se definen a continuacion.
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Definicién A.19. Comparacion de topologias [1, p. 24]: Sea un conjunto X con varias topologias
incluyendo T y 7. Si 7' C 7, se dice que la topologia 7' es mds débil que la topologia T.

Definicién A.20. Topologia débil [1, p. 48]: Sea X un conjunto no-vacio y (Yi, 7:i)icr una coleccion
de espacios topolégicos, y sea f; : X — Y; una funcion, para cada i € I. La topologia débil o topologia
inicial en X generada por la coleccion de funciones {fi}tier es la topologia mds débil en X que hace a
todas las funciones f; continuas. Es la topologia generada por la coleccion de conjuntos

{f7YB)li € I,B e}

Definicién A.21. Topologia producto [1, p. 50]: Sea {(X;, 7;);c;} una coleccion de espacios topoldgi-
cos, y sea X = [[;c; Xi su producto cartesiano. Para cada j € I, se define la proyeccion Pj(x) = ;. Asi,
la topologia producto 7, es la topologia débil en X generada por la coleccion de proyecciones {P;|i € I}.

Definicién A.22. Funcion conjuntamente continua [1, p. 51]: Una funcion f: [[;c; Xi =Y se
dice funcion conjuntamente continua si es continua respecto a la topologia producto.

definicién ejemplos de los duales de los espacios de Riesz

Definicién A.23. Espacio dual topoldgico. ([1]. 165.) La coleccion de los funcionales lineales con-
tinuos de un espacio topoldgico X es es espacio dual, denotado X'.

Definicién A.24. Espacio dual algebraico [1, p. 195]: El espacio vectorial de los funcionales lineales
definidos sobre el espacio vectorial X es el , denotado X* .

definicion ejemplos e interpretacion econdémica de la convexidad de los espacios de opciones

Definicién A.25. Espacio vectorial localmente convexo [1, p. 205]: Un espacio vectorial X se
dice localmente convexo si toda vecindad de cero incluye una vecindad convezra de cero.

Definicion A.26. Conjunto absorbente Un subconjunto A de un espacio vectorial se dice absorbente
st para cada x € A, algin mailtiplo de A incluye los puntos ax para o € (0,1).

Definicién A.27. Cobertura abierta: Una cobertura abierta de un conjunto A es una coleccion de
conjuntos abiertos, {Vi}icr, cuya union incluye a A.

Definicién A.28. Conjunto compacto [1, p. 38]: Un subconjunto A de un espacio topoldgico es
compacto si toda cobertura abierta de A incluye una subcobertura finita.

Definicién A.29. Conjunto débilmente compacto [1, p. 53]: Un conjunto se dice débilmente com-
pacto si es compacto en la topologia producto.

Definicién A.30. Conjunto conexo [43, p. 27]: Un espacio topoldgico X se dice conexo si no es
posible expresarlo como la union de dos conjuntos abiertos disjuntos no vacios.

Definicion A.31. Cono: C es un cono si contiene todos los miltiplos no negativos de sus miembros,
esto es, A es un cono si x € A, entonces ax € A, para todo o > 0.

Definicién A.32. Interior de un conjunto: El interior de A, denotado A°, es el conjunto abierto mds
grande (respecto a la inclusion) incluido en A.Es la union de todos los subconjuntos abiertos de A.

Definicién A.33. Conjunto sélido [1, p. 321]: Un subconjunto S de un espacio de Riesz se denomina
solido si ly| < |x| a la vez que x € S, implican que y € S.

Definicién A.34. Ideal [1, p. 321]: Un subespacio vectorial sélido de un espacio de Riesz es denomi-
nado un tdeal.
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Teorema A.0.1. Teorema de Hahn-Banach [41, p. 214]: Sea X un espacio vectorial real y sea pun
funcional sublineal en X. Ademds sea f un funcional lineal que estd difinido en un subespacio Z de X y
que satisface

f(z) < p(x),
para todo x € Z. Entonces f tiene una extension linean f de Z a X que satisface

fz) < p(x),

para todo © € X. Esto es que ademds de satisfacer lo anterior, f es un funcional lineal en X y f(a:) = f(z)
para todo x € Z.






Apéndice B
Panorama temporal general

En este apéndice se presentan algunos hitos en las contribuciones al desarrollo de la teoria del consu-
midor y de la microeconomia en general. A pesar de la presentacién, no se pretende sugerir un desarrollo
lineal en la teorfa, ni un acuerdo en ningin momento. A pesar de la critica de Colander [17] al uso del
término “neocldsico”, se sigue en este recuento la estructura presentada por Lu Ming Tseng [54]. En
magenta se indican algunos desarrollos matematicos que anteceden esta teoria y en azul se ubican algunos
eventos historicos que contextualizan el momento en el que estas contribuciones tuvieron lugar. Buena
parte de lo consignado en este panorama es adaptado de las notas histéricas de los libros de equilibrio del
profesor Sergio Monsalve [51, 52, 53].

Era filosdfica

El surgimiento del homo economicus se se da con John Stuart Mill en 1836 en su tratado “On the
definition of political economy and on the method of philosophical investigation in that science”, consi-
derandole “solamente como un ser que desea poseer riqueza y que es capaz de juzgar la eficacia comparativa
de los medios para obtener tal fin”. Ya desde Smith se encuentra el supuesto de egoismo y bisqueda del
interés propio, y se asocia con el surgimiento espontaneo del orden y el bien ptblico, bajo condiciones de
libre mercado, divisién del trabajo y libre competencia. En esta era la dimensién politica y la econdémica
eran inseparables, siempre que se concibe al individuo como parte de un grupo o clase social y la pregunta
principal de la economia era la del desarrollo econémico.

» (1759) Teoria de los sentimientos morales de Adam Smith: el hombre puede elevarse por encima de
su interés al formular juicios morales.

» (1776) Investigacion sobre la naturaleza y causas de la riqueza de las naciones de Adam Smith:
funcionamiento de economia de mercado por la busqueda de los intereses individuales. Teoria de
valor-trabajo incorporado.

= (1786) I Revolucién industrial: mecanizacién.

e Empleo de la maquina de vapor a la industria y el transporte en Inglaterra.

Invento del telar mecdnico que condujo el desarrollo de la industria textil.

Materia prima: hierro.

Energia: carbon.

Inventos: calefaccion a gas, acueducto, alcantarillado y maquina de coser.

= (1789) Revolucién francesa.
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(1798) Un ensayo sobre el principio de la poblacion en lo que afecta a la mejora futura de la sociedad
de Thomas Malthus: los humanos tienen un instinto de reproduccién y comen mucho. Medios de
subsistencia nulos o limitados -; Guerras, pestes, epidemias.

= (inicios de S. XIX) Formalizacién por parte de Cauchy y Weierstrass de las nociones de limite,
continuidad, derivada e integral. Tener una nocién de limite formal permitiria luego un tratamiento
mas exacto de las series y sucesiones.

» (1809) Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium de Friedrich
Gauss: uso del método de reducciéon Gaussiano.

» (1817) Principios de economia politica y tributacion de David Ricardo: teoria del valor-trabajo
encomendado.

= (1820) “Principles of political economy” de Malthus. Concepto de demanda efectiva y la posibilidad
de atascamiento general: mercancias sin compradores.

= (1830) Poblacién mundial: 1 mil millones.

= (1838) Researches on the Mathematical Principles of the Theory of Wealth de Augustin Cournot:
trabajo pionero de economia matematica.

» (1844) Definicién clasica de marginalidad en la teorfa econémica por Dupuit.

» (1844) Doctrine of Linear Extension de Grassmann: trabajo pionero en el concepto abstracto de
espacio vectorial de dimensién arbitraria.

(1848) Principles of Political Economy de John Stuart Mill.

= (1850) J.J Sylvester: primera definicién de una matriz.

(1867) “Das Kapital” de Karl Marx .

Era neoclasica: revolucion marginalista y la construccién del mains-
tream

Aqui la nocién de maximizacién del placer toma la forma de maximizacién de utilidad (o beneficios).
En este punto no se hacen consideraciones de lo que deberia ser preferido, sino que se toman esas prefe-
rencias como dadas. Se incorpora un método deductivo y con este método viene el supuesto de perfecta
racionalidad. Este individuo puede hacer una perfecta valoracion de las mercancias y escenarios posibles,
sin consideraciones éticas, o personales (de creencias, por personalidad, valores o emociones). Las princi-
pales criticas senalan que el modelo del individuo perfectamente racional va en contra de lo que parece
observarse. La gente no aprende rapido: (1) se suelen cometer varias veces los mismos errores, (2) hay
otras motivaciones aparte del interés propio, como la norma social, (3) la informacién con frecuencia es
incompleta. Hay quienes piensan que no se debe analizar solo la accién, sino lo que le precede: el propésito.
La pregunta del entendimiento de la economia como un sistema formado por la articulacién de diferentes
instituciones, principalmente mercados se distancia de la politica en esta era.

» (1862) General Mathematical Theory of Political Economy de Stanley Jevons.

» (1871) Principles of economics de Carl Menger
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(1874;1877) Eleménts de Leén Walrds: concepto de ophelimité. (La nocién de utilidad es mucho méas
un instrumento. Jaffé diria al respecto que “su problema era mas la satisfacciéon del consumidor en
la plaza de mercado que en el comedor de la casa”) “La novedad esencial en el trabajo de estos
economistas fue que en lugar de basar su economia en producciéon y distribucién, lo basaron en
intercambio” Hicks (1976), tomado de Monsalve [52, p. 480]. Hay un transito desde la nocién de
valor de uso a la nocién de utilidad hedonista.

(1877) A contribution to the theory of manifolds de Georg Cantor: desarrollo del entendimiento de
la nocién de infinito.

(1880’s) IT Revolucién Industrial: produccién en masa/serie.

e Aplicacion de la electricidad a la industria y el transporte.
e Motor de explosién - Automovil - Industria del petréleo.

e Materia prima: acero.

e Transporte: ferrocarriles.

e Energia: electricidad.

Inventos: teléfono, alumbrado eléctrico.

(1884;1889) Capital and Interest de Bohm-Bawerk.
(1888) Geometric Calculus de Peano : teoria de Espacios Vectoriales.

(1890) Principles of economics de Alfred Marshall [Menger]. (Marshall admitia la nocién de utilidad
como una magnitud cardinal.)

(1895) Analysis Situ de Poincaré: surgimiento de la topologia.

(1906) Manuale de Vilfredo Pareto.

(1914-1918) I Guerra Mundial.

(1920) Teoria axiomética de los espacios vectoriales normados por parte de Stephan Banach.
(1918) Tratado de Versalles.

(1920) IIT Revolucién Industrial: computacién y automatizacion industrial.

e Transporte: aviacién, astrondutica.
e Comunicacién: radio, televisién, cine, informatica.
e Sistemas electrénicos y cibernéticos, informatica, telematica, robdtica. antibidticos.

e Energia: avances hacia el uso de energia atomica.

1917

Revolucién rusa.

)

1922) Proclamacién de la creacién de la URSS.
)
)

(
(
(1928) Presentacién axiomaética de los espacios de Hilbert por parte de John von Neumann.
(1929) Gran Depresion.

(

1934) Construccién de teorfa ordinal del consumidor por Hicks y Allen usando la nocién de curvas
de indiferencia de Edgeworth, desarrollada por Pareto.
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(1936) Teoria General del desempleo, el interés y el dinero de John Maynard Keynes.

(1939-1945) 1T Guerra Mundial.

(6 y 9 de agosto de 1945) Lanzamiento de las bombas de Hiroshima y Nagasaki.

(1945) Creacién de las Naciones Unidas.

(1939) Value and Capital de John Hicks.

(1943) A la recherché d’un discipline économique de Maurice Allais.

» (1947) Foundations of economic analysis de Paul Samuelson. [Teoria de preferencias reveladas].

(1949) Publicacién de ideas centrales de lo que hoy es la programacién lineal por parte de George
Dantzig. Método simplex.

1950) Poblacién mundial: 2.6 mil millones.

(
= (1954) Prueba de existencia de representacién numérica de ciertas preferencias por Debreu.
(

1959) Theory and Value de Gérard Debreu.

Era estratégica

Llega principalmente con la teoria de juegos y la incorporacién en el andlisis de situaciones estratégicas,
donde el beneficio de cada individuo estd determinado, al menos en parte, por su rol en el juego, las
decisiones de otros participantes y la forma en la que se da la interaccién con ellos.

» (1944) Theory of Games and economic Behavior de John von Neumann y Oskar Morgenstern.

1945-1989) Guerra fria.

1949) Equilibrium points in n-person games de John Nash.
1969) Intransitivity of preferences de Amos Tversky.

1979) Prospect theory de Kahneman y Tversky.

1989) Caida del muro de Berlin.
1991
1999

Disolucién de la URSS.

Poblacién mundial: 6 mil millones.

(

(1949)
(1969)
(1979)

= (1987) Poblacién mundial: 5 mil millones.

(1989)
(1991)
(1999)
(

2000’s) IV Revolucién Industrial: impresién 3D, nanotecnologia, biotecnologia, ciencia de materia-
les, computacion cudntica.

= (2012) Poblacién mundial: 7 mil millones.

A lo largo de este recuento histérico se nota cémo ciertos avances en la teoria econémica han sido
posibles por los avances en las herramientas matematicas. Durante la que se denominé era estratégica y
en los avances actuales de la economia se encuentra un mayor didlogo con otras disciplinas: la psicologia,
la sociologia, la filosofia, y esto se refleja en consideraciones mas amplias del individuo de interés de la
economia. El uso del método experimental en economia y el afianzamiento de la economia del comporta-
miento en la corriente principal son muestra de esto. Lo anterior no significa que se haya dejado de lado
(ni que se vaya a abandonar) el marco de racionalidad del individuo, pero por lo menos que se consideran
cada vez mas esquemas de racionalidad limitada.
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