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Resumen
Las ecuaciones del semiconductor han sido tema de interés en el análisis numérico de muchos
matemáticos por décadas. En 1950 van Roosbroeck describió las ecuaciones fundamentales
de los dispositivos semiconductores como un sistema de tres ecuaciones diferenciales en de-
rivadas parciales no lineales acopladas. Este sistema presenta un desafío numérico por la
no-linealidad y acoplamiento entre las ecuaciones, y a la di�cultad de resolver simultánea-
mente estas ecuaciones que incluyen el modelo deriva-difusión (en inglés, drift-di�usion) a
través de las densidades de corriente de cada tipo de portador de carga, y la ecuación de
Poisson. Este conjunto de ecuaciones se resuelve unidimensionalmente utilizando un lenguaje
de alto nivel, Matlab, que permite el uso de herramientas computacionales so�sticadas facili-
tando la búsqueda de la solución. Al día de hoy carecemos de una solución analítica general,
por lo mismo resulta conveniente apelar a resolver el sistema van Roosbroeck numéricamen-
te, con la disponibilidad de métodos matemáticos que se encuentran en la literatura de la
física de dispositivos semiconductores. En el análisis unidimensional es muy versátil aplicar
el método de diferencias �nitas ya que abre el espacio a nuevos esquemas de discretización
mucho más estables. En este trabajo se usa el esquema de Scharfetter y Gummel, el cual
se caracteriza por utilizar funciones de crecimiento exponencial, adecuadas para manejar la
variación espacial de las variables dependientes. La potencia del sistema van Roosbroeck se
aplicó a una celda solar inorgánica de estructura cilíndrica.

Palabras clave: celda solar inorgánica, juntura n-p, método de diferencias �nitas, esque-

ma de Scharfetter y Gummel, modelo deriva-difusión, coordenadas polares, ecuación

de transporte de Boltzmann, sistema van Roosbroeck, simulación numérica en una di-

mensión.
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Abstract

The semiconductor equations have been subject of interest in the numerical analysis for
many mathematicians for decades. In 1950 van Roosbroeck described the fundamental equa-
tions of the semiconductor devices like a coupled system of three nonlinear partial di�eren-
tial equations. This system presents a numerical challenge due to non-linearity and coupling
between these equations, and to di�culty to solve them simultaneously, that include the
drift-di�usion model through the current densities due to each kind of charge carrier in
the continuity equations, and the Poisson equation. This set of equations was solved in one
dimension in polar coordinates, using a high-level programming language, Matlab, which
enables the use of sophisticated computing tools applied to �nd the solution of the van
Roosbroeck system. Today we lack of a general analytic solution, for this reason is more
convenient to solve the van Roosbroeck system via numerical method, among several found
in the literature of semiconductor devices. In one dimensional analysis is very common to
apply the �nite di�erence method, since this opens the space related to the new schemes of
discretizations more stable. In this work the Scharfetter-Gummel scheme was used, which is
characterized by using growth exponential functions, suitable to drive the spatial variation
of the dependent variables. The power of the van Roosbroeck system was applied to an di-
mensional solar cell with crystalline cylindrical structure.

Keywords: inorganic solar cell, pn junction, �nite di�erence method, Scharfetter-Gummel

scheme, drift-di�usion model, polar coordinates, Boltzmann Transport equation, van

Roosbroeck system, one dimension, numeric simulation.
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1. Introducción

1.1. Objetivos del trabajo de grado

El propósito de este trabajo de grado es reproducir la simulación numérica realizada en el
artículo original "Numerical simulation and a parametric study of inorganic nanowire solar

cells" [34], la cual captura la física detrás de la operación de una celda solar inorgánica, con
simetría cilíndrica. El modelo propuesto puede ser usado para investigar otros modelos más
complejos o como una herramienta para diseñar celdas solares nanotubos (en ingles, nano-
wire).

Como un ejemplo de este tipo de celdas solares, podemos encontrar un modelo sencillo que
presenta variación con el radio, sin que la densidad de corriente dependa del ángulo azi-
mutal. Un programa realizado en MATLAB, que resuelve las ecuaciones deriva-difusión (en
ingles, drift-di�usion) y de Poisson, acopladas, fue implementado mediante el método de
Gummel [39], para resolver el problema de trasporte de carga de la celda. Finalmente los re-
sultados de la simulación fueron comparados con aquellos obtenidos en el articulo original [34].

Primero se muestran los fundamentos básicos teóricos antes de llegar al resultado propuesto.

1.2. Panorama general del trabajo de grado

En el capítulo 2, se introduce la ecuación de transporte de Boltzmann (ETB) semiclásica
para deducir el modelo deriva-difusión de las densidades de corriente.

En el capítulo 3 se introduce los fundamentos básicos de la teoría de generación de pares
electrón-hueco, el coe�ciente de absorción óptica y el modelo de recombinación usado en la
simulación de la celda.

En el capítulo 4 se presenta el conjunto de ecuaciones del semiconductor discretizadas en
el esquema de Schafetter-Gummel partiendo de las ecuaciones diferenciales del sistema van
Roosbroeck.

En el capítulo 5, se muestran los resultados de las simulaciones del sistema van Roosbroeck
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en la celda solar, con condiciones de frontera, mostrando la aplicación del solucionador im-
plementado.

En el capítulo 6 se presentan las conclusiones y futuros desarrollos de este trabajo.

1.3. Background [47]

Las celdas solares tienen una curva característica corriente-voltaje parecida a la de un diodo
de uso común, en la región de polarización directa, salvo que en estas, la región de la curva
que determina el comportamiento de una celda solar, se encuentra por debajo del eje de
voltajes horizontal y está comprendida entre dos parámetros especí�cos, corriente de corto
circuito con voltaje nulo, y el voltaje de circuito abierto con la corriente igual a cero [34]. La
parte de dicha curva, se puede desplazar hacia arriba o abajo, dependiendo de la cantidad
de energía luminica que absorbe el dispositivo, calibrado bajo parámetros de irradiancia es-
pecí�cos, de acuerdo al estándares internacional [5].

El análisis de absorción óptica que es la parte de los cálculos electromagnéticos, usualmente
se realiza mediante el método de diferencias �nitas en el dominio del tiempo [3], por medio
del cual se simula la distribución del coe�ciente de absorción distribuido en el volumen de
la celda. En este trabajo se muestra un método abreviado de cálculo, que toma en cuenta
dicho coe�ciente, tomado de una curva típica experimental [37],que se requiere para calcular
la taza de generación de carga, en celdas de silicio a temperatura ambiente.

Las ecuaciones deriva-difusión en general son no lineales en el parámetro de movilidad de
los portadores de carga, pero normalmente se maneja con un valor experimental [25] [48] [34].

El problema de transporte de carga, se resuelve a través de las ecuaciones de continuidad en
el modelo deriva-difusión de las densidades de corriente, teniendo en cuenta las variaciones
temporales de las densidad de carga, u omitiéndolas, cuando se quiere obtener la solución
estacionaria [25], y acopladas a la ecuación de Poisson. La respuesta se re�eja en la curva ca-
racterística corriente-voltaje de la celda solar. Finalmente el sistema se discretiza a través de
algún método numérico convencional, tales como el de diferencias �nitas, el de cajas �nitas
o el de elementos �nitos que es más adecuado para estudios morfológicos en celdas solares
orgánicas tipo bulk [15] [41].



2. Ecuación de transporte de

Boltzmann y el modelo

deriva-difusión

En la teoría semiclásica de conducción se describen las colisiones electrónicas como procesos
aleatorios que pueden ser tratados bajo la aproximación del tiempo de relajación, en donde
se asume que la forma de la función de distribución en cuasiequilibrio termodinámico, no
produce ningún efecto sobre la tasa de dispersión o sobre la distribución de los electrones
que emergen de las colisiones [4].

En los semiconductores de acuerdo a la teoría de Bloch, un electrón dentro de una red cris-
talina perfectamente periódica, no experimenta colisiones con el arreglo de iones, pero la
dispersión de partículas, en la aproximación de electrón independiente, puede surgir de las
desviaciones en la periodicidad perfecta, las cuales caen dentro de dos categorías [4]: por un
lado se tienen las impurezas y defectos cristalinos y la otra fuente de dispersión proviene de
las vibraciones térmicas de los iones, lo cual produce desviaciones intrínsecas de la periodi-
cidad del cristal perfecto.

Aparte de las desviaciones ya comentadas sobre la periodicidad perfecta, existe otra fuente de
dispersión que normalmente se desprecia, y corresponde a la interacción electrón-electrón que
para altas temperaturas del sólido, son menos importantes que la dispersión por vibraciones
térmicas, y a bajas temperaturas las impurezas son la fuente dominante de colisiones [4].

2.1. Probabilidad de dispersión y tiempo de relajación

Para describir las colisiones se asume que hay una probabilidad por unidad de tiempo (de-
terminada por cálculos microscópicos) de que un electrón en la banda n con vector de onda
k, será dispersado como resultado de una colisión, a una banda n′ con vector de onda k′. Por
simplicidad se supone que dicha transición ocurre dentro de una sola banda, por ejemplo n [4].

También se asume que el spin del electrón se conserva en el proceso de dispersión, es decir
que no cambia entre estados electrónicos. Finalmente se supone que las colisiones son loca-
les [4], lo cual signi�ca, que si ocurren en r, t estas son determinadas por las propiedades del
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sólido en la vecindad de dicha posición e instante de tiempo.

A continuación se de�ne la probabilidad de transición de que un electrón, en un intervalo
de tiempo in�nitesimal dt, cambia del estado ocupado, con vector de onda ~k a uno vacío,
perteneciente al elemento de volumen dk′ centrado en k′ del espacio-k, lo cual es permitido
por medio del principio de exclusión de Pauli [4],

Pk,k′ =
Wk,k′dtdk

′

(2π)3
(2-1)

La estructura de Wk,k′ depende del mecanismo particular de dispersión, y en general aparte
de que es una cantidad compleja, puede depender de la función de distribución cuasiequilibra-
da f [4]. En lo que sigue, solo importa saber que existe, aún sin que se tenga un conocimiento
especí�co de su forma [4].

La probabilidad por unidad de tiempo de que un electrón con vector de onda k sufra una
colisión se expresa por 1

τ(k)
y su estructura revela algunas de las limitaciones de la aproxi-

mación por el tiempo de relajación [4]. La tasa de transición Wk,k′ debe ser reducida por la
fracción [1− f (k′)], donde f (k′) representa estados vacíos, y por el principio de exclusión
de Pauli que prohíbe transiciones entre estados ocupados. La probabilidad total por unidad
de tiempo que ocurra una colisión está dada por la suma sobre todos los vectores de onda
�nales k′,

1

τ(k)
=

∫
dk′

(2π)3
Wk,k′ [1− f (k′)] (2-2)

2.2. Tasa de cambio de la función de distribución

debido a las colisiones

El número de electrones por unidad de volumen con vectores de onda en el elemento de
volumen dk centrado en k que sufren una colisión en el intervalo de tiempo in�nitesimal dt
es [4],

n1 = −
(
df(k)

dt

)
salen

dk

(2π)3
dt (2-3)

La ecuación 2-3 puede ser vista como el número de electrones dispersados que salen del
elemento de volumen k durante el intervalo dt. Dicho número de partículas también puede
ser expresado como,

n1 =
dt
τ(k)

f(k)dk

(2π)3
(2-4)
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Igualando las ecuaciones 2-3 y 2-4 se obtiene,

−
(
df(k)

dt

)
salen

dk

(2π)3
dt =

dt
τ(k)

f(k)dk
(2π)3

(2-5)

Simpli�cando,(
df(k)

dt

)
salen

= −f(k)

τ(k)
= −f(k)

∫
dk′

(2π)3
Wk,k′ [1− f (k′)] (2-6)

Pero ésta no es la única forma en la que la función de distribución se ve afectada por la
dispersión, también hay partículas dirigidas hacia dentro de un elemento de volumen dk

centrado en k, como el resultado de una colisión en el intervalo de tiempo in�nitesimal dt [4],
cuyo número puede ser expresado en su forma más sencilla como,

n2 =

(
df(k)

dt

)
entran

dk

(2π)3
dt (2-7)

Por otro lado, el número total de electrones antes de la dispersión f(k′)dk′

(2π)3 , de los cuales una

fracción
W
k,k′dtdk

(2π)3 son dispersados dentro de dk centrado en k, si todos los niveles de energía

en dicho elemento de volumen son vacíos [4]. Pero solo una fracción [1− f(k)] son vacíos, la
primer fracción debe ser reducida multiplicando por el último factor. Por lo tanto el número
total de partículas por unidad de volumen que llegan al elemento dk desde dk′ centrado en
k′ como el resultado de una colisión en el intervalo dt tiene la siguiente expresión,

n2 =
f (k′)dk′

(2π)3

Wk
′,kdkdt

(2π)3
[1− f(k)] (2-8)

Igualando las ecuaciones 2-7 y 2-8,(
df(k)

dt

)
entran

dk

(2π)3
dt =

f (k′)dk′

(2π)3

Wk
′,kdkdt

(2π)3
[1− f(k)] (2-9)

Después de simpli�car y sumar sobre todos los estados con vector de onda k′, �nalmente se
obtiene,(
df(k)

dt

)
entran

= [1− f(k)]

∫
dk′

(2π)3
Wk

′,kf (k′) (2-10)

Puesto que los electrones pueden ser dispersados ya sea hacia dentro o hacia fuera de dk

por colisiones,
(
df(k)
dt

)
coll

es simplemente la suma de
(
df(k)
dt

)
salen

y
(
df(k)
dt

)
entran

[13] [4],(
df(k)

dt

)
coll

= −
∫

dk′

(2π)3

{
Wk,k′f(k) [1− f (k′)]−Wk

′,kf (k′) [1− f(k)]
}

(2-11)

En general, Wk,k′ 6= Wk
′,k por procesos de absorción o emisión de fonones [13] [21].
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2.3. Ecuación de transporte de Boltzmann

Para derivar la ecuación de transporte de Boltzmann, primero se determina la función de
distribución f en el instante de tiempo t, a partir de su valor en un intervalo de tiempo
in�nitesimal dt anterior [4].

Por el momento se ignoran las colisiones en el intervalo comprendido entre t− dt y t y luego
se incluyen las correcciones [4]. Bajo esta suposición, las coordenadas r y k de cada electrón
evolucionarían de acuerdo a las ecuaciones semiclásicas del movimiento [4],

ṙ = v(k) (2-12)

h̄k̇ = e

(
E +

1

c
v×H

)
= F(r,k) (2-13)

La ecuación 2-13 representa la fuerza de Lorentz [29], donde e es la carga eléctrica del electrón
o del hueco, utilizando el signo propio del tipo de portador.

Puesto que dt es in�nitesimal, se puede encontrar una solución explícita de estas ecuaciones
de movimiento, si se expande a orden lineal en dt, es decir, un electrón en las coordenadas
r y k en el instante de tiempo t, debió haber estado en r− v(k)dt, k− Fdt

h̄
en t− dt [4]. En

ausencia de colisiones se tiene la siguiente igualdad [4] [21],

f(r,k, t) = f

(
r− v(k)dt,k− F

dt
h̄
, t− dt

)
(2-14)

Para tomar en cuenta las colisiones se debe sumar las correcciones al lado derecho de la
ecuación 2-14,

f(r,k, t) = f

(
r− v(k)dt,k− F

dt
h̄
, t− dt

)
+

(
∂f(k, r, t)

∂t

)
salen

dt

+

(
∂f(k, r, t)

∂t

)
entran

dt

(2-15)

Donde el segundo y el tercer término del lado derecho de la ecuación 2-15 representan las
correcciones debidas al número neto de partículas que salen y entran respectivamente, en un
elemento de volumen dk centrado en k del espacio-k.

Si se pasa el primer término del lado derecho de la ecuación 2-15 a restar en el lado izquierdo
y se divide la ecuación resultante por el diferencial dt, se obtiene

f(r,k, t)− f
(
r− v(k)dt,k− Fdt

h̄
, t− dt

)
dt

=

(
∂f(k, r, t)

∂t

)
salen

+

(
∂f(k, r, t)

∂t

)
entran

(2-16)
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La ecuación 2-16 se puede reescribir como,

df (k, r, t)
dt

=

(
∂f (k, r, t)

∂t

)
colisiones

(2-17)

Aplicando la regla de la cadena al lado izquierdo de la ecuación 2-17 se obtiene,

df
dt

=
∂f

∂t
+ v · ∇rf +

dk

dt
· ∇kf =

(
∂f (k, r, t)

∂t

)
colisiones

(2-18)

La ecuación 2-18 es la ecuación semiclásica de transporte de Boltzmann en sólidos [4] [13].
También se puede escribir de la siguiente manera,

∂f

∂t
+ v · ∂

∂r
f + F · 1

h̄

∂

∂k
f =

(
∂f

∂t

)
colisiones

Cuando F es por ejemplo un campo eléctrico E aplicado en un semiconductor, la función de
distribución f es asimétrica en el espacio de fase, y es la responsable del transporte eléctrico,
y ésta evoluciona en el tiempo por acción de los procesos de dispersión, en una escala del
tiempo libre medio entre colisiones, bajo la teoría de la aproximación del tiempo de relaja-
ción [13].

La ecuación de transporte de Boltzmann (ETB) es una ecuación de movimiento que gobierna
la variación de la función de distribución. En equilibrio térmico no hay transporte eléctri-
co [13], puesto que f es simétrica en el espacio de momentos (propiamente, el espacio-k). En
este caso f es la función Fermi-Dirac que depende de la energía total del tipo de portador que
se considere, no del momento, lo cual signi�ca que la probabilidad de encontrar un electrón
con vector de onda k es la misma para el estado con vector −k, por lo tanto no hay un �ujo
neto de partículas o corriente eléctrica [13].

Como caso particular, en un semiconductor que está en equilibrio termodinámico la ETB es:
∂f

∂t
+ v · ∇rf +

eE

h̄
· ∇kf = 0 (2-19)

donde f (k, t) es la función Fermi-Dirac ya mencionada, cuando el término de colisiones es
igual a cero. Esta ecuación es válida considerando aproximación de masa efectiva (la perio-
dicidad cristalina).

Las expresiones de deriva-difusión para las densidades de corriente en términos de la densi-
dad de electrónes y huecos, están basadas en la ETB cuando ésta se simpli�ca por medio de
la aproximación del tiempo de relajación [32] [29] [27] [48].
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2.4. Aproximación por el tiempo de relajación

El efecto de aplicar un campo externo, por ejemplo radiación lumínica incidiendo sobre una
celda solar, es llevar el sistema electrónico a un estado de conducción en el semiconductor,
diferente que en equilibrio termodinámico, cuando no hay transporte de carga. En este nuevo
estado de cuasiequilibrio térmico, la tendencia de los portadores de carga, es restablecer el
sistema a una nueva condición de equilibrio [32], por medio de las interacciones entre dichas
partículas y los fonones producto de las vibraciones térmicas de la red cristalina [29].

La aproximación del tiempo de relajación consiste en reemplazar el término de colisiones de
la ETB por uno que incluye la constante de relajación τm = τ(k) la cual en general, también
depende de la posición r y del índice de banda del electrón [4]. Las suposiciones que implica
esta aproximación son [4]: 1) La distribución de electrones en cualquier instante de tiempo
que emergen de las colisiones no depende de la estructura de la función de distribución justo
antes de la dispersión; 2) Si los electrones en una región centrada en r tienen la función de
distribución en equilibrio adecuada, entonces éstas no alteran su forma.

Atendiendo a las dos suposiciones señaladas arriba, los eventos de relajación son mucho más
frecuentes dentro de una banda de energía que los intercambios entre bandas, usualmente
son colisiones con la red cristalina y más rápidos debido a la abundancia de fonones [32]. Por
lo tanto,

∂f

∂t
≈
(
∂f

∂t

)
colisiones

(2-20)

La distribución de las partículas después de las colisiones se relaja exponencialmente hacia
la función cuasiequilibrio, para pequeñas perturbaciones del sistema [29], con la constante de
tiempo característica τm [32], y por tanto la ETB se puede expresar por(
∂f

∂t

)
colisiones

= −f − f0

τm
(2-21)

f0 representa la función de distribución en equilibrio y f la función cuasiequilibrio.

Si la perturbación es un campo eléctrico y en t = 0 este es igual a cero, la ecuación de
Boltzmann para t > 0 es:

df
dt

=

(
∂f

∂t

)
colisiones

(2-22)

o puede ser escrita como,

df
dt

= −f − f0

τm
(2-23)
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Si se escribe y = f − f0 aplicando la derivada con respecto al tiempo, se tiene

dy
dt

=
df
dt

(2-24)

Por otro lado se tiene,

dy
dt

= − y

τm
(2-25)

Reorganizando los diferenciales,

dy
y

= − dt
τm

(2-26)

e integrando el lado izquierdo de la ecuación 2-26,∫ y

y0

dy
y

= ln y − ln y0 = ln
y

y0

(2-27)

Integrando el lado derecho de la ecuación 2-26

−
∫ t

0

dt
τm

= − t

τm
(2-28)

Igualando ambos resultados obtenidos,

ln
y

y0

= − t

τm
(2-29)

Aplicando la función inversa en ambos lados se obtiene,

e
ln y
y0 = e−

t
τm (2-30)

Finalmente se obtiene el siguiente resultado,

y = y0e
− t
τm (2-31)

y0 se puede expresar como,

y0 = f(t = 0)− f0 (2-32)

entonces,

y = f − f0 = (f(t = 0)− f0) e−
t
τm (2-33)

La función de distribución cuasiequilibrio queda expresada por,

f = f0 + (f(t = 0)− f0) e−
t
τm (2-34)

Ahora se analiza para diferentes instantes de tiempo, primero en t = 0,

f(0) = f0 + (f(t = 0)− f0) = f(t = 0) (2-35)
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En t = τm,

f (τm) = f0 + (f(t = 0)− f0) e−1 (2-36)

Finalmente, en t→∞

f(∞) = f0 + (f(t = 0)− f0) e−∞ = f0 (2-37)

y se obtiene, f(∞) = f0. Esto signi�ca que en un tiempo in�nitamente grande, el sistema se
equilibra.

Por lo general, en el transporte de carga, las colisiones son de tipo unitarias y elásticas [29] [21].
Esto signi�ca que la energía total del electrón debe ser igual antes y después de la colisión,
a nivel de banda, y como se ha visto, solamente la dirección del vector de onda k cambia [29].
Como los fonones son importantes en la aproximación del tiempo de relajación, vale la pena
mencionar que hay dos clases de ellos: los acústicos y los ópticos. Normalmente los de la
primera clase, su energía es despreciable comparada con la de los electrones, a diferencia de
los ópticos [29].

2.5. Modelo deriva-difusión

La ecuación de transporte de Boltzmann en equilibrio termodinámico es:

∂f

∂t
+ ~v ·

−→
∇rf + ~a ·

−→
∇vf = 0 (2-38)

donde, ~v es el vector de velocidad y ~a es la aceleración.

Ahora si se expresa la ETB en una dimensión,

∂f

∂t
+

(
∂x

∂t

)(
∂

∂x

)
f +

(
∂v

∂t

)(
∂

∂v

)
f = 0 (2-39)

y con las siguientes relaciones:

m∗v = h̄k (2-40)

con m∗ la masa e�caz de la partícula, ya sea del electrón o del hueco.
despejando la magnitud del vector de ondas,

k =
m∗v

h̄
(2-41)

Aplicando la segunda ley de Newton, la magnitud de la fuerza externa o aplicada se expresa
como,

m∗a = F = Ee (2-42)
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Con E la magnitud del campo eléctrico externo. Por tanto la magnitud de la aceleración es,

∂v

∂t
=

Ee
m∗

(2-43)

Para calcular el término ∂f
∂v
, se aplica lo siguiente,

∂

∂v
=
∂k

∂v

∂

∂k
=

∂

∂v

(
m∗v

h̄

)
∂

∂k
=
m∗

h̄

∂v

∂v

∂

∂k
(2-44)

con esto se obtiene,

∂f

∂v
=
m∗

h̄

∂f

∂k
(2-45)

Aplicando estos resultados junto con el término de colisiones
(
∂f
∂v

)
c

= f0−f
τm

, donde f0 es la
función de distribución en equilibrio, y f la correspondiente función fuera del equilibrio
termodinámico, la ETB toma la siguiente forma,

∂f

∂t
+ vx

∂f

∂x
+
Ee

h̄

∂f

∂k
=
f0 − f
τm

(2-46)

Expresada en forma vectorial,

∂f

∂t
+ ~v ·

−→
∇rf +

~Ee

h̄
·
−→
∇kf =

f0 − f
τm

(2-47)

Dicha expresión de la ETB corresponde a la aproximación del tiempo de relajación [48].

La ecuación de transporte de Boltzmann en estado estacionario se obtiene al anularse la
derivada de la función de distribución con respecto al tiempo, es decir, ∂f

∂t
= 0, y por lo tanto

la ETB resulta en,

~v ·
−→
∇rf +

~Ee

h̄
·
−→
∇kf =

f0 − f
τm

(2-48)

El signo de la carga e ha sido tomado con el signo propio de la partícula [48] (positivo para
huecos y negativo para electrones).

Una de�nición general de la densidad de corriente en una dimensión [50] es:

J(x) = e

∫
vf(v, x)dv (2-49)

donde la integral representa el primer momento de la función de distribución.

Si se multiplica la ecuación 2-48, en la forma unidimensional, por la velocidad de grupo v,

v2∂f

∂x
+ ev

Ex
h̄

∂f

∂k
= v

(
f0 − f
τm

)
(2-50)
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Cuando se integra la ecuación 2-50 en ambos lados con respecto a la velocidad, y se analiza
el lado derecho, se obtiene

1

τm

[∫
vf0dv −

∫
vfdv

]
= − 1

τm

∫
vfdv (2-51)

donde se ha usado el hecho que el primer momento de la función de distribución en equilibrio
es cero, ya que esta integral es simétrica con respecto a la velocidad de grupo v. Entonces se
obtiene el siguiente resultado:

J(x) = −eτm
[∫

v2∂f

∂x
dv +

∫
evEx
h̄

∂f

∂k
dv

]
(2-52)

y usando la ecuación 2-41, se transforma en la siguiente expresión:

J(x) = −ee τm
m∗

Ex

∫
v
∂f

∂v
dv − eτm

∂

∂x

∫
v2fdv (2-53)

en donde se ha asumido que el campo eléctrico es válido para bajas velocidades, y se ha
usado el hecho que,

v2∂f

∂x
=
∂v2f

∂x
(2-54)

La siguiente integral se puede resolver por partes:∫
v
∂f

∂v
dv = [vf ]∞−∞ −

∫
f(v, x)dv = −n(x) (2-55)

Remplazando este resultado en la ecuación 2-53,

J(x) = −e
2τmEx
m∗

(−n(x))− eτm
∂

∂x

∫
v2fdv (2-56)

Ahora se puede escribir:∫
v2f(v, x)dv = n(x) < v2 > (2-57)

donde < v2 > es el promedio de la velocidad al cuadrado [50]. Por lo tanto la ecuación 2-56
se puede escribir como,

J(x) =
e2τmEx
m∗

n(x)− eτm
∂

∂x

(
n(x) < v2 >

)
(2-58)

Ahora si se usa el signo propio de la carga eléctrica para los electrones, la ecuación 2-58 se
escribe,

J(x) =
e2τmEx
m∗

n(x) + eτm
∂

∂x

(
n(x) < v2 >

)
(2-59)
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Usando las siguientes de�niciones [50]: µn = qτm
mn∗

para la movilidad de los electrones,< v2>=kBT
mn∗

,

y el coe�ciente de difusión Dn = µnkBT
q

(relación de Einstein); se obtiene la expresión de la
densidad de corriente deriva-difusión para los electrones:

Jn(x) = qµnE(x)n(x) + qτm
∂

∂x

(
n(x)kBT

mn
∗

)
(2-60)

aplicando la derivada,

Jn(x) = qµnE(x)n(x) +
qτmkBT

mn
∗

∂n

∂x
(2-61)

aplicando la de�nición para la movilidad y multiplicando arriba y abajo el segundo término
del lado derecho por el valor absoluto de la carga eléctrica q = |e|, se tiene

Jn(x) = qµnE(x)n(x) +
qµnkBT

q

∂n

∂x
(2-62)

y utilizando la expresión del coe�ciente de difusión, �nalmente se obtiene,

Jn(x) = qµnE(x)n(x) + qDn
∂n

∂x
(2-63)

la derivada parcial se convierte en una ordinaria,

Jn(x) = qµnE(x)n(x) + qDn
dn
dx

(2-64)

y como el campo eléctrico es igual a E(x) = −dψ
dx

donde ψ es el potencial eléctrico, entonces
la densidad de corriente electrónica también se puede expresar como,

Jn(x) = −qn(x)µn
dψ
dx

+ qDn
dn
dx

(2-65)

Partiendo de la ecuación 2-58 y usando el signo propio de los huecos (signo positivo), se
obtiene la densidad de corriente para los huecos,

Jp(x) = −qp(x)µp
dψ
dx
− qDp

dp
dx

(2-66)

donde los huecos se identi�can por p.



3. Generación y recombinación

En las celdas solares el proceso más importante es la generación de pares electrón-hueco,
acompañado de la absorción de fotones cuya energía es absorbida por electrones en la banda
de valencia, si su valor es mayor que el gap energético de la estructura de bandas de dichos
semiconductores [6] [36].

La probabilidad de absorción de un fotón con energía h̄ω, está de�nida por el coe�ciente de
absorción α(ω) del material, independiente de la forma de éste [6]. También es proporcional
a la densidad de estados ocupados en la banda de valencia, donde un hueco puede ser ge-
nerado, y de los estados no ocupados en la banda de conducción, donde un electrón puede
ser generado [6] [32]. El cambio de un estado al otro requiere de la conservación del momento
cristalino y de la energía total del electrón [4].

Las densidades de portadores libres dentro de sus respectivas bandas energéticas, son funcio-
nes del espacio y del tiempo [32]. Las ecuaciones de continuidad expresan la variación temporal
y espacial de cada una de estas cantidades. La concentración de electrones n(x, y, z, t) cam-
bia como un resultado neto de: a) procesos de generación, b) procesos de recombinación, c)
arrastre y difusión [32].

La generación de pares electrón-hueco incluye todos los mecanismos por los cuales un electrón
se promueve térmicamente de la banda de valencia o desde un estado ligado a la banda de
conducción; se identi�can como procesos naturales (radiativos) dentro de la celda solar y en
general para cualquier dispositivo semiconductor [48]. La otra parte que compone el termino
de generación de carga en las ecuaciones de continuidad, es aquella que se debe al exceso
de radiación electromagnética presente en la energía lumínica, cuando se supera el valor del
gap entre las bandas de valencia y conducción del semiconductor [29].

La recombinación también se compone de dos partes: una que se debe a procesos naturales y
otra al exceso de radiación; la segunda por lo general se considera despreciable [48]. Contrario
a la generación, esta incluye todos los mecanismos por los cuales los electrones libres pueden
caer a niveles más inferiores ya sea hacia un estado de impureza o a la banda de valencia.
Se introduce un modelo de recombinación típico en las celdas solares [48].
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3.1. Absorción de fotones

La absorción de fotones se da en semiconductores puros y dopados, es decir, absorción intrín-
seca y extrínseca, ambas interbanda [6]. Con base en la primera se explicará las transiciones
directas e indirectas que relacionan el coe�ciente de absorción. La razón de esto se justi�ca
por considerar las partículas cargadas sin degeneramiento en sus niveles de energía dentro
de las bandas respectivas [6].

3.1.1. Coe�ciente de absorción en semiconductores puros de gap

directo

Debido a que las bandas de energía en los semiconductores son de naturaleza cuántica, es
conveniente emplear la mecánica cuántica para calcular el coe�ciente de absorción [6]. Se con-
sideran transiciones de electrones entre la banda de valencia y la de conducción. La tasa de
transiciones, W , se puede calcular por medio de la teoría de perturbaciones dependiente del
tiempo, usando la regla de oro de Fermi [6] [32].

Primero se considera la relación entre el coe�ciente de absorción α(ω) y la tasa de transiciones
o probabilidad de transición W [6]. Se supone un chorro de radiación electromagnética de
intensidad I incidiendo sobre una muestra de espesor dx. El coe�ciente se absorción se
de�ne por la ecuación 3-1 [6]:

dI = −Iα(ω)dx (3-1)

donde dI es el cambio de intensidad del chorro después de pasar a través de la muestra. Si
A es el área de la sección transversal, entonces −AdI es la tasa de absorción de energía en
esta [6]:

dE
dt

= −AdI (3-2)

reemplazando el valor de dI, se llega a la siguiente expresión:

dE
dt

= Iα(ω)Adx (3-3)

Pero la tasa de absorción de energía también está dada por:

dE
dt

= (h̄ω)W (3-4)

Igualando las ecuaciones 3-3 y 3-4 para dE
dt
, se obtiene:

α(ω) =
h̄ωW

IAdx
(3-5)
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Alternativamente se puede expresar por:

α(ω) =
h̄ωW

IΩ
(3-6)

donde Ω = Adx es el volumen de la muestra.

Una medida conveniente de la intensidad electromagnética es el valor medio del vector de
Pointing ~S = ~E × ~H [6]. El campo eléctrico ~E y el vector de campo magnético ~H pueden ser
expresados en términos del potencial vectorial magnético ~A. Usando la condición del calibre
de Coulomb ∇ · ~A = 0, se tiene [23] [6]:

~E = −∂
~A

∂t
(3-7)

µ0
~H = ∇× ~A (3-8)

Si se considera un potencial vectorial magnético típico el cual describe una onda electromag-
nética viajera [23], de la forma

~A (~r, t) = ê~qλA0 cos (~q · ~r − ωt) (3-9)

donde ~q es el vector de onda, ω = c |~q| es la frecuencia angular; el vector de polarización
ê~qλ es unitario (|ê~qλ|2 = 1) y es normal al vector de propagación ~q. Entonces se tienen los
campos eléctrico y magnético respectivamente

~E = −ωê~qλA0sen (~q · ~r − ωt) (3-10)

~H = −~q × ê~qλA0sen (~q · ~r − ωt)
µ0

(3-11)

El campo eléctrico se calculó usando la ecuación 3-7, y para obtener el campo magnético se
necesita calcular el rotacional del potencial vectorial que se muestra en el anexo B.

El vector de Pointing tiene la forma,

~S =
ω

µ0

ê~qλA0 × ~q × ê~qλA0sen
2 (~q · ~r − ωt) (3-12)

Aplicando la identidad vectorial ~A×
(
~B × ~C

)
=
(
~A · ~C

)
~B −

(
~A · ~B

)
~C al factor

ê~qλA0 × ~q × ê~qλA0 de la ecuación 3-12 se tiene,

ê~qλA0 × ~q × ê~qλA0 = (ê~qλA0 · ê~qλA0) ~q − (ê~qλA0 · ~q) ê~qλA0 (3-13)

Finalmente se obtiene,

ê~qλA0 × ~q × ê~qλA0 = A0
2~q (3-14)
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ya que el segundo término del lado derecho en la ecuación 3-13 es cero, porque el vector de
onda es perpendicular al vector de polarización unitario [6]. Ahora el vector de Pointing se
puede expresar como

~S =
ω

µ0

A0
2~qsen2 (~q · ~r − ωt) (3-15)

Despreciando la parte imaginaria del índice de refracción N(ω) = n(ω) + iK(ω), la relación
de dispersión c2q2 = ω2ε(ω) se reduce a q = ω

c
n(ω) [6]; estas relaciones se explican en el anexo

C. Y si se toma el promedio temporal de la magnitud del vector de Pointing resulta [6],〈
~S
〉

=
ω2n(ω)

2µ0c
A0

2 (3-16)

Si se reemplaza
〈
~S
〉
por I en la ecuación 3-6 el resultado es

α(ω) =
2µ0ch̄W

ωΩn(ω)A0
2

(3-17)

La ecuación 3-17 es otra expresión para el coe�ciente de absorción, pero falta calcular la
probabilidad de transición total, la cual se explica a continuación.

Probabilidad de transición

El Hamiltoníano de un electrón en un campo electromagnético con potencial vectorial ~A y
potencial eléctrico V (~r) es dado por [6],

Ĥ =
1

2m

[
p̂− e

c
~A (~r, t)

]2

+ V (~r) (3-18)

En el análisis completo de la electrodinámica cuántica de este problema, los campos electro-
dinámicos son cuantizados [6]. A continuación se presenta la descripción semiclásica donde
el potencial vectorial ~A es tomado como un campo clásico [6]. Expandiendo el término de la
energía cinética en la ecuación 3-18 produce,

Ĥ = Ĥ(0) + Ĥ′ + Ĥ′′ (3-19)

Ĥ(0) ≡ p̂2

2m
+ V (3-20)

Ĥ′ = − e

2mc

[
p̂ · ~A+ ~A · p̂

]
(3-21)

Ĥ′′ = e2

2mc2
A0

2 (3-22)



3.1 Absorción de fotones 19

Se desprecia el término Ĥ′′ por considerarse una interacción débil [6] [29]. Ĥ′ es la perturbación
del Hamiltoníano del sistema sin perturbar Ĥ(0).

Usando teoría de perturbaciones dependiente del tiempo, la probabilidad de transición de
un electrón desde un estado de Bloch en la banda de valencia |vk〉 a un estado de Bloch en
la banda de conducción |ck′〉 se puede calcular por medio de la regla de oro de Fermi [6],

W (vk→ ck′) =
2π

h̄

∣∣∣〈ck′|Ĥ′|vk〉 ∣∣∣2 δ (Eck′ − Evk − h̄ω) (3-23)

El elemento de matriz de Ĥ′ entre el estado inicial |vk〉 y el estado �nal |ck′〉 está dado
por [6],

〈ck′|Ĥ′|vk〉 = − e

2mc

∫
ψ∗ck′

(
p̂ · ~A+ ~A · p̂

)
ψvkd

3r (3-24)

El primer término en la integral de la ecuación 3-24 puede ser escrito como,

p̂ · ~Aψvk =
h̄

i
∇ ·
(
~Aψvk

)
=
h̄

i

[
ψvk

(
∇ · ~A

)
+
(
~A · ∇

)
ψvk

]
(3-25)

Con la condición del calibre de Coulomb ∇ · ~A = 0, la ecuación 3-25 se reduce a,

p̂ · ~Aψvk =
h̄

i

(
~A · ∇

)
ψvk (3-26)

Por lo tanto, el elemento de matriz del Hamiltoníano de la interacción puede escribirse de
dos formas [6] [38]:

〈ck′|Ĥ′|vk〉 = − e

mc

∫
ψ∗ck′

~A · p̂ψvkd
3r (3-27)

〈ck′|Ĥ′|vk〉 = − e

mc

∫
ψ∗ck′p̂ · ~Aψvkd

3r (3-28)

La ecuación 3-27 representa el proceso de emisión de un fotón debido al sistema electrón-
fotón [6], y la ecuación 3-29 es la absorción, del cual se tiene interés para el calculo de dicho
coe�ciente. Ambas integrales son equivalentes, por tanto la probabilidad de ambos procesos
son iguales [6].

Si se reemplaza el potencial vectorial por su valor ~A (~r, t = 0) = ê~qλA0 cos (~q · ~r) en el ele-
mento de matriz 〈ck′|Ĥ′|vk〉 este queda expresado como [6],

〈ck′|Ĥ′|vk〉 = − e

2mc
〈ck′|p̂ · ê~qλA0 cos (~q · ~r) |vk〉 (3-29)

Tomando en cuenta que el vector de onda del fotón ~q es muy pequeño comparado con un
vector de onda típico de electrón ~k, y que p̂ = h̄~k entonces ~k + ~q ' ~k; por tanto el elemento
de matriz de la interacción queda expresado como [6],

〈ck′|Ĥ′|vk〉 = − eA0

2mc
〈ck′|p̂ · ê~qλ|vk〉 (3-30)
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La probabilidad de transición resulta,

W (vk→ ck′) =
2π

h̄

∣∣∣∣− eA0

2mc
〈ck′|p̂ · ê~qλ|vk〉

∣∣∣∣ 2δ (Eck′ − Evk − h̄ω) (3-31)

W (vk→ ck′) =
πe2A0

2

2h̄m2c2
|〈ck′|p̂ · ê~qλ|vk〉| 2δ (Eck′ − Evk − h̄ω) (3-32)

La proyección del momento cristalino del electrón en la dirección del potencial vectorial [6],

〈ck′|p̂ · ê~qλ|vk〉 = ê~qλ · 〈ck′|p̂|vk〉 (3-33)

Requiere que se calcule la matriz del momento del electrón 〈ck′|p̂|vk〉 por algún método
por ejemplo recurriendo a primeros principios si la estructura de bandas es completamente
conocida [9] [6]. Como dicho elemento de matriz se calcula entre dos autofunciones de Bloch
de la forma [6] [29],

ψk (~r) = exp
(
i~k · ~r

)
uk (~r) (3-34)

donde uk (~r) es periódica, tal que esta función puede ser expandida en una suma de ondas
planas sobre los vectores de la red reciproca [6],

uk (~r) =
1√
Ω

∑
G

vG(k) exp
(
i~G · ~r

)
(3-35)

lo cual conduce a,

ψk (~r) =
1√
Ω

∑
G

vG(k) exp
(
i
(
~k + ~G

)
· ~r
)

(3-36)

Los coe�cientes de Fourier pueden ser calculados por medio de la siguiente integral [38],

vG(k) =
1√
Ω

∫
Ω

d3ruk (~r) exp
(
−i ~G · ~r

)
(3-37)

o de manera alterna,

vG(k) =
1√
Ω

∫
Ω

d3rψk (~r) exp
(
−i
(
~k + ~G

)
· ~r
)

(3-38)

la cual es equivalente a,

vG(k) =
1√
Ω

∫
Ω

d3rψk,G (~r) exp
(
−i
(
~k + ~G

)
· ~r
)

(3-39)

y por lo tanto se concluye que,

vG(k) = v(k + G) (3-40)
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La ecuación 3-40 signi�ca que vG(k) no depende separadamente deG y k sino de su suma [30].
El elemento de matriz 〈ck′|p̂|vk〉 no depende exclusivamente de k o también se puede decir
que depende débilmente de este [2] [35] [6].

Teniendo en cuenta este argumento, volvemos al cálculo de 〈ck′|p̂ · ê~qλ|vk〉,

〈ck′|p̂ · ê~qλ|vk〉 =

∫
Cristal

d3r exp (−ik′ · ~r)u∗ck′ (~r) (p̂ · ê~qλ) exp (ik · ~r)uvk (~r) (3-41)

Si se divide el volumen del cristal Ω en celdas unitarias conduce a una expresión alterna de
la ecuación, 3-41

〈ck′|p̂ · ê~qλ|vk〉 =
∑
j

∫
Celdaj

d3r exp (−ik′ · ~r)u∗ck′ (~r) (p̂ · ê~qλ) exp (ik · ~r)uvk (~r) (3-42)

Ahora, usando la periodicidad de la red cristalina directa ~r = ~r′ + ~R(l) en la función unk (~r) [4]

unk (~r) = unk

(
~r′ + ~R(l)

)
= unk (~r′) (3-43)

entonces,

〈ck′|p̂ · ê~qλ|vk〉 =
∑
j

exp
(
i ( k− k′) · ~R(j)

)
×
∫
Celdaj

d3r′ exp (i ( k− k′) · ~r′)u∗ck′ (~r
′) (p̂ · ê~qλ)uvk (~r′)

(3-44)

Usando la propiedad para redes puramente cristalinas [6],

∑
j

exp
(
i ( k− k′) · ~R(j)

)
= Nδkk′ (3-45)

y asumiendo que las funciones u∗ck′ (~r
′) y uvk (~r′) son ortogonales lo cual requiere que k = k′

dentro de la integral, por tratarse de una transición directa (ver �gura 3-1), entonces la
ecuación 3-44 se puede simpli�car como,
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Figura 3-1.: Representación esquemática de una transición directa entre estados cerca del
borde de las bandas de valencia y de conducción.

〈ck′|p̂ · ê~qλ|vk〉 = Nδkk′
∫
Celdaj

d3r′ u∗ck (~r′) (p̂ · ê~qλ)uvk (~r′) (3-46)

En los semiconductores típicos la integral de la ecuación 3-46 depende débilmente del vector
de onda k, a través de la parte periódica de las funciones de onda de Bloch; por lo tanto
dicha integral se puede aproximar a una constante [35] [6]. Introduciendo,

P = N

∫
Celdaj

d3r′ u∗ck (~r′) (p̂ · ê~qλ)uvk (~r′) (3-47)

siendo P una constante y N el número de celdas unitarias en la primer zona de Brillouin [6],
la ecuación 3-46 se reduce a,

〈ck′|p̂ · ê~qλ|vk〉 = Pδkk′ (3-48)

Usando la ecuación 3-48 en la ecuación 3-32 se obtiene la probabilidad de transición de
estados electrónicos [6],

W (vk→ ck′) =
πe2A0

2P 2

2h̄m2c2
δ (Eck′ − Evk − h̄ω) δkk′ (3-49)

Ahora, se calcula la probabilidad total de transiciones entre la banda de valencia y la de
conducción sumando W (vk→ ck′) sobre todos los vectores k y k′ teniendo en cuenta el
principio de exclusión de Pauli [6],

Wtotal = 2
∑
k

∑
k
′

W (vk→ ck′) fvk (1− fck′) (3-50)
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donde,

fnk =
1

exp [β (Enk − EF )] + 1
(3-51)

es la función de distribución de Fermi-Dirac, donde se asume que no hay degeneramiento en
los estados de ocupación en las bandas de valencia y de conducción, β = 1

kBT
es el inverso

del baño térmico, EF es la energía de Fermi o potencial químico y Enk es la energía total del
electrón [6].

Reemplazando la expresión de W (vk→ ck′) en la ecuación 3-49 se tiene,

Wtotal = 2
∑
k

∑
k
′

πe2A0
2P 2

2h̄m2c2
δ (Eck′ − Evk − h̄ω) fvk (1− fck′) δkk′ (3-52)

simpli�cando se tiene,

Wtotal =
∑
k

πe2A0
2P 2

h̄m2c2
δ (Eck − Evk − h̄ω) fvk (1− fck) (3-53)

la sumatoria se puede convertir en una integral por medio de,∑
k

→ Ω

8π3

∫
d3k (3-54)

entonces la ecuación 3-53 se convierte en,

Wtotal =
Ωe2A0

2P 2

8π2h̄m2c2

∫
d3k δ (Eck − Evk − h̄ω) fvk (1− fck) (3-55)

Un caso particular cuando T = 0 y asumiendo bandas de energía parabólicas sin tener en
cuenta la interacción spin-órbita ni el degeneramiento de la banda de valencia, implica que
fvk = 1 y fck = 0, además de [6],

Eck − Evk = Eg +
h̄2k2

2m∗c
+
h̄2k2

2m∗v
= Eg +

h̄2k2

2m̄∗
(3-56)

donde m̄∗ es la masa reducida del electrón respecto de las dos bandas de energía y Eg es la
energía del gap. La expresión de la probabilidad total queda,

Wtotal =
Ωe2A0

2P 2

8π2h̄m2c2

∫
d3k δ (Eck − Evk − h̄ω) (3-57)

Ahora se resuelve la integral de la delta de Dirac que expresa la conservación de la energía
en la ecuación 3-57 [21],∫
d3k δ (Eck − Evk − h̄ω) =

∫
d3k δ

(
Eg − h̄ω +

h̄2k2

2m̄∗

)
(3-58)
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Se resuelve en coordenadas esféricas cambiando solamente el diferencial de volumen
d3k = k2senθdkdθdϕ, con lo cual,∫
d3k δ

(
Eg − h̄ω +

h̄2k2

2m̄∗

)
= 4π

∫ ∞
0

dk k2δ

(
Eg − h̄ω +

h̄2k2

2m̄∗

)
(3-59)

La integral del lado derecho en la ecuación 3-59 se resuelve aplicando la siguiente propiedad,∫ ∞
0

dx f(x)δ(g(x)) =
f (c1)∣∣dg
dx

(c1)
∣∣ +

f (c2)∣∣dg
dx

(c2)
∣∣ + ... +

f (cn)∣∣dg
dx

(cn)
∣∣ (3-60)

donde ci ∈ [0,∞) son los ceros del argumento de la función delta de Dirac. Se hace las
siguientes sustituciones,

g(k) = Eg − h̄ω +
h̄2k2

2m̄∗
= 0 (3-61)

f(k) = k2 (3-62)

El único cero calculado es,

k =
√
h̄ω − Eg

√
2m̄∗

h̄2 (3-63)

y la derivada de g(k) es,

dg
dk

=
h̄2k

m̄∗
(3-64)

entonces,

4π

∫ ∞
0

dk k2δ

(
Eg − h̄ω +

h̄2k2

2m̄∗

)
=

4π
(√

h̄ω − Eg
√

2m̄∗

h̄2

)
2

2h̄2

2m̄∗

(√
h̄ω − Eg

√
2m̄∗

h̄2

)
=

2π (h̄ω − Eg) 2m̄∗

h̄2
2m̄∗

h̄2(√
h̄ω − Eg

√
2m̄∗

h̄2

)
= 2π

√
h̄ω − Eg

(
2m̄∗

h̄2

) 3
2

(3-65)

Por lo tanto se tiene,

∫
d3k δ (Eck − Evk − h̄ω) =


2π
√
h̄ω − Eg

(
2m̄∗

h̄2

) 3
2 si h̄ω > Eg

0 si h̄ω < Eg

(3-66)
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La expresión para la probabilidad total, ecuación 3-57 queda entonces,

Wtotal =


Ωe2A0

2P 2

4πh̄m2c2

√
h̄ω − Eg

(
2m̄∗

h̄2

) 3
2 si h̄ω > Eg

0 si h̄ω < Eg

(3-67)

Reemplazando el resultado para la probabilidad total en la ecuación 3-17 se obtiene el coe�-
ciente de absorción,

α(ω) =


2µ0e2P 2

4πω n(ω)m2c

√
h̄ω − Eg

(
2m̄∗

h̄2

) 3
2 si h̄ω > Eg

0 si h̄ω < Eg

(3-68)

el factor µ0

4π
se le puede atribuir a la constante P que está relacionada con el elemento de

matriz del momento [36], luego la expresión del coe�ciente de absorción se reduce a,

α(ω) =


2e2P 2

ω n(ω)m2c

(
2m̄∗

h̄2

) 3
2
√
h̄ω − Eg si h̄ω > Eg

0 si h̄ω < Eg

(3-69)

3.1.2. Coe�ciente de absorción en semiconductores puros de gap

indirecto

La diferencia entre momentos de los extremos de banda en semiconductores de gap indirec-
to, es demasiado grande para que se cumpla la conservación del momento en procesos de
absorción óptica relacionados con un solo fotón [36]. Para que se produzca la transición debe
haber emisión o absorción de un fonón, como se muestra en la �gura 3-2.



26 3 Generación y recombinación

Figura 3-2.: Representación esquemática de una transición indirecta. El fotón (�echa recta)
provee la mayor parte de la energía, mientras que el fonón (�echa ondulada)
suministra el momento requerido.

Como se trata de un proceso que implica dos cuantos de energía, fotón y fonón, la transición
es de segundo orden, y una teoría de perturbaciones de segundo orden se debe usar para
calcular su probabilidad [36]. Al tratarse de un proceso en el que intervienen tres partículas
(electrón, fonón y fotón), es de esperar que su probabilidad será inferior, por lo que en las
transiciones indirectas, los valores del coe�ciente de absorción son dos o tres órdenes de
magnitud inferiores a los de las transiciones directas [40] [36]. Las ecuaciones de conservación
son:

Eck′ = Evk + h̄ω ± h̄ωfon (3-70)

h̄kc = h̄kv + h̄q± h̄kfon (3-71)

A continuación se presenta una derivación fenomenológica del coe�ciente de absorción para
transiciones indirectas, que a diferencia de las directas, el momento cristalino en los estados
inicial y �nal no es el mismo [36]. Como se muestra en la �gura 3-2 las energías de ambos
estados están expresadas por,

Ec = Eind
g + E (3-72)

Ev = −E ′ (3-73)

donde Eind
g es el gap indirecto, y E y E ′ se asumen cantidades positivas. En la ecuación 3-70,

que es la conservación de la energía, h̄ωfon es la energía del fonón implicada en la transición;
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el signo + es para la absorción de un fonón y el signo - es para la emisión de un fonón. Si se
sustituye Ec y Ev de las ecuaciones 3-72 y 3-73 en la ecuación 3-70 se obtiene,

E = h̄ω − Eind
g − E ′ ± h̄ωfon (3-74)

Para un valor �jo de E ′ la densidad de estados en la banda de conducción, usando la apro-
ximación de bandas de energía parabólicas, se expresa como,

Nc(E) = acE
1
2 = ac

(
h̄ω − Eind

g − E ′ ± h̄ωfon
) 1

2 (3-75)

donde se ha usado la ecuación 3-74 y ac =
(

1
2π

)2
(

2m∗c
h̄2

)
3
2 . Para obtener la densidad de es-

tados conjunta, se multiplica Nc(E) con la densidad de estados de la banda de valencia,
Nv (E ′) = avE ′

1
2 , e integrar con respecto a E ′ desde 0 hasta algún valor máximo E ′m,

g(E) = acav

∫ E ′m
0

dE ′
(
h̄ω − Eind

g − E ′ ± h̄ωfon
) 1

2E ′
1
2 (3-76)

E ′m es determinado haciendo E = 0 en la ecuación 3-74,

E ′m = h̄ω − Eind
g ± h̄ωfon (3-77)

Para cualquier valor h̄ω ± h̄ωfon, pueden ocurrir transiciones desde el borde superior de la
banda de valencia a estados dentro de la banda de conducción si se satisface la conservación
de la energía, es decir, si la diferencia de energía entre transiciones es igual a h̄ω ± h̄ωfon,
�gura 3-3. Sustituyendo E ′m en la ecuación 3-76 se obtiene,

Figura 3-3.: Esquemático para la determinación de E ′m.
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g(E) = acav

∫ E ′m
0

dE ′ (E ′m − E ′)
1
2E ′

1
2 =

acavπ

8
E ′2mθ (E ′m) (3-78)

donde,

θ(x) =


0 para x < 0

1 para x > 0

(3-79)

es la función Heaviside que expresa el hecho que la integral tiene una solución real únicamente
para E ′m > 0. Además se ha usado,

∫ y
0
dx(y − x)

1
2 (x)

1
2 = πy2

8
. Por lo tanto se obtiene,

g(E) =
acavπ

8

(
h̄ω − Eind

g ± h̄ωfon
)

2θ
(
h̄ω − Eind

g ± h̄ωfon
)

(3-80)

Por lo tanto, el coe�ciente de absorción depende de la frecuencia cerca del gap, y se expresa
por medio de,

α(ω) = A
(
h̄ω − Eind

g ± h̄ωfon
)

2θ
(
h̄ω − Eind

g ± h̄ωfon
)

(3-81)

con el signo + para absorción de fonones y el signo - para emisión de fonones. La constante A
contiene el elemento de matriz de la transición el cual se asume es independiente del vector
de onda del electrón k, y es dependiente de la temperatura, debido a los factores de población
de fonónes. La ley cuadrática de la absorción para transiciones indirectas se evidencia en las
medidas experimentales de un material especí�co [6].

La dependencia con la temperatura del coe�ciente de absorción se puede calcular usando
argumentos basados en la mecánica cuántica. Los procesos de absorción y de emisión de
fonones se consideran separadamente. En el primer proceso se elimina un fonón del sistema. Si
el estado inicial, denotado por |nkfon〉, contiene nkfon , el estado �nal del sistema tiene un fonón
menos, es decir, |nkfon − 1〉. El proceso de transición implica un operador de aniquilación â,
y la intensidad está relacionada al elemento de matriz,

|〈nkfon − 1|â|nkfon〉| 2 = |〈nkfon − 1|â|nkfon − 1〉| 2 = nkfon (3-82)

donde se ha usado la ecuación de valores propios â|nkfon〉 =
√
nkfon |nkfon − 1〉 y la ortogona-

lidad de los estados, es decir, 〈nkfon − 1||nkfon − 1〉 = 1. nkfon es el número de ocupación para
fonones que sigue la estadística de Bose-Einstein,

nkfon =
1

exp
(
h̄ωfon
kBT

)
− 1

(3-83)

El coe�ciente de absorción puede ser escrito como,

αa(ω) = A′
(
h̄ω − Eind

g + h̄ωfon
)

2

exp
(
h̄ωfon
kBT

)
− 1

θ
(
h̄ω − Eind

g + h̄ωfon
)

(3-84)
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con A′ una constante.

El estado �nal, |nkfon + 1〉, para el caso de la emisión de un fonón contiene un fonón extra,
y el operador de transición en este caso es de creación â†. El elemento de matriz es,∣∣〈nkfon + 1|â†|nkfon〉

∣∣ 2 = nkfon + 1 =
1

exp
(
h̄ωfon
kBT

)
− 1

+ 1 =
1

1− exp
(
− h̄ωfon

kBT

) (3-85)

donde se ha usado â†|nkfon〉 =
√
nkfon + 1|nkfon + 1〉. Consecuentemente, el coe�ciente de ab-

sorción para el caso de emisión de fonones se convierte en la siguiente expresión,

αe(ω) = A′
(
h̄ω − Eind

g − h̄ωfon
)

2

1− exp
(
− h̄ωfon

kBT

) θ
(
h̄ω − Eind

g − h̄ωfon
)

(3-86)

En general, cuando ambos procesos están presentes, el coe�ciente de absorción para transi-
ciones indirectas α(ω) esta dado por α(ω) = αa(ω) + αe(ω) o la expresión general,

α(ω) = A′


(
h̄ω − Eind

g + h̄ωfon
)

2

exp
(
h̄ωfon
kBT

)
− 1

+

(
h̄ω − Eind

g − h̄ωfon
)

2

1− exp
(
− h̄ωfon

kBT

)
 θ

(
h̄ω − Eind

g ± h̄ωfon
)

(3-87)

3.2. Tasa de generación

El coe�ciente de absorción es una propiedad macroscópica cuya medida experimental sumi-
nistra toda la información acerca de la probabilidad total de las transiciones de la banda de
valencia a la de conducción [7]. Para el cálculo de la tasa de generación par electrón-hueco se
asume que el índice de refracción n y la velocidad de grupo de onda electromagnética c′ = c

n

no dependen de la energía del fotón [7].

La intensidad de la radiación del cuerpo negro tiene la siguiente expresión [24],

g(v , T ) =
8πhv 3

c′3
[
exp

(
hv
kBT

)
− 1
] (3-88)

si se tiene en cuenta el índice de refracción,

g(v , T ) =
8πhv 3n3

c3
[
exp

(
hv
kBT

)
− 1
] (3-89)

ambas expresiones son una medida de la energía por unidad de volumen por unidad de fre-
cuencia.
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Si la ecuación 3-89 se divide por la energía del fotón, se obtiene,

Φ(v , T ) =
g(v , T )

hv
=

8π v 2n3

c3
[
exp

(
hv
kBT

)
− 1
] (3-90)

la ecuación 3-90 indica el número de fotones por unidad de volumen por unidad de frecuencia.
Si se multiplica por un diferencial de frecuencias,

Φ(v , T )dv =
8π v 2n3dv

c3
[
exp

(
hv
kBT

)
− 1
] (3-91)

ésta expresión indica el número de fotones por unidad de volumen en el rango de frecuencias
dv del espectro electromagnético.

La radiación interactúa dentro del semiconductor de diferentes formas. La que particular-
mente produce pares electrón-hueco está descrita por el coe�ciente de absorción; la tasa por
unidad de volumen a la cual dichos pares son generados radiativamente estando la materia
en equilibrio termodinámico viene dada por,

Gr =

∫ ∞
0

c′α(v)Φ(v , T )dv =
c

n

∫ ∞
0

α(v)
8π v 2n3

c3
[
exp

(
hv
kBT

)
− 1
]dv

=
8πn2

c2

∫ ∞
0

α(v)
v 2[

exp
(

hv
kBT

)
− 1
]dv (3-92)

Si a la última expresión de la ecuación 3-92 se multiplica en el numerador y denominador
por el factor h3 la integral queda expresada en función de la energía fotonica,

Gr =
8πn2

c2h3

∫ ∞
0

α(hv)
(hv)2[

exp
(

hv
kBT

)
− 1
]d(hv) (3-93)

La ecuación 3-93 representa la tasa de generación radiativa de pares electrón-hueco. Las
unidades son pares de portadores por unidad de volumen en la unidad del tiempo.

En lo que sigue, se quiere encontrar una expresión para la tasa de generación de pares
electrón-hueco en función de la energía fotónica y de la distancia de penetración de la ra-
diación electromagnética. La ecuación de continuidad para la concentración de fotones viene
expresada por [49],

∂nγ(x)

∂t
= Gγ(x)−Rγ(x)−∇ ·~jγ (3-94)

Si una densidad de corriente de fotones externa ~jγ incide sobre la celda solar y no se crean
fotones dentro de ésta, Gγ = 0, en estado estacionario se tiene,

∂nγ(x)

∂t
= −Rγ(x)−∇ ·~jγ(x) = 0 (3-95)
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con Rγ = αjγ, la proporcionalidad esperada entre la tasa de aniquilación y la densidad de
corriente fotónica, entonces se deriva la siguiente ecuación,

djγ
dx

= −Rγ = −αjγ (3-96)

Se resuelve la ecuación diferencial 3-96 para jγ,∫
djγ
jγ

= −
∫
αdx (3-97)

Ln [jγ] = −αx + C (3-98)

eLn[jγ ] = e−αx+C = eCe−αx = jγ,abe
−αx (3-99)

La expresión resultante es,

jγ = jγ,abe
−αx (3-100)

y la densidad de corriente fotónica de absorción es,

jγ,ab = (1− r)jγ,in (3-101)

Luego la ecuación 3-100 se reescribe,

jγ = (1− r)jγ,ine−αx (3-102)

donde r es el coe�ciente de re�exión y jγ,in es la densidad de corriente fotónica incidente.

Asumiendo que el semiconductor está en equilibrio térmico, en cada posición y en cada ele-
mento de ángulo sólido, exactamente el mismo número de fotones emitidos internamente,
debe ser igual a los absorbidos [49]. Puesto que la emisión de fotones generalmente es isotró-
pica (ángulo sólido igual 4π), la radiación en el medio también lo debe ser [49].

Un diferencial de la densidad de corriente incidente se expresa por,

djγ,in(v) =
8πn2v 2

c2

dv[
exp

(
hv
kBT

)
− 1
] (3-103)

Y por la ecuación 3-96 se encuentra la tasa de generación par electrón-hueco como una
función de la distancia de penetración de la radiación electromagnética,

Gr(x) =
8πn2

c2

∫ ∞
0

(1− r)α(v)v 2 e−α(v)x[
exp

(
hv
kBT

)
− 1
]dv (3-104)
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También se puede expresar en función de la energía del fotón,

Gr(x) =
8πn2

h3c2

∫ ∞
0

(1− r(hv))α(hv)(hv)2 e−α(hv)x[
exp

(
hv
kBT

)
− 1
]d(hv) (3-105)

La distribución de la tasa de generación, se puede calcular numéricamente, para una muestra
de silicio bajo una iluminación de 1-sol y AM0 (air-mass-zero) a 300K para las propiedades
ópticas, evaluando la integral de la ecuación 3-105, variando la distancia x por debajo de la
super�cie expuesta de la celda solar. En la �gura 3-4 se muestran dos distribuciones de la
tasa de generación par electrón-hueco, la curva 1 sin calibración y la curva 2 calibrada para
una iluminación de 1-sol y AM0.

Figura 3-4.: Tasa de generación de pares electrón-hueco. La curva 1 se trazó con ayuda de la
ecuación 3-105 usando la radiación del cuerpo negro a 6000K de temperatura
en la super�cie del sol [24]; la curva 2 fue trazada para simular una celda solar
inorgánica calibrada a una intensidad de la radiación de 1-sol y AM0 [15]. Se
emplearon datos experimentales para las constantes ópticas [1].

3.3. Cálculo de la tasa de recombinación

La tasa de recombinación que se utilizó fue la Shockley�Read�Hall, con centros de carga o
recombinación, de un solo nivel Et, siguiendo la expresión que se utiliza en [48]:

RSRH =
np−Ni

2

τp

(
n+Ni exp

(
Et−Ei
Vt

))
+ τn

(
p+Ni exp

(
Ei−Et
Vt

)) (3-106)
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La expresión 3-106 representa la estadística de las transiciones indirectas (dominantes) a
través de los centros de recombinación con densidad Nt y energía Et presentes en el gap [46].
La estructura de bandas para el silicio es de gap indirecto, en éste caso los tiempos de vida
para portadores minoritarios, τp y τn, vienen dados por,

τp =
1

σpvthNt

(3-107)

τn =
1

σnvthNt

(3-108)

donde, vth =
√

3kBT
m∗

es la velocidad térmica, σp y σn son los coe�cientes de captura de hueco
y electrón, respectivamente; además m∗ es la masa e�caz de portador. La densidad de los
centros de recombinación normalmente se encuentra en el rango de 1014 − 1017.
Alternativamente, se puede recurrir a la siguiente tabla, [48]:

Tabla 3-1.: Algunos valores críticos de tiempos de vida
de portador, electrón y hueco.

τn0[s] N ref
n [cm−3] τp0[s] N ref

p [cm−3]

5× 10−5 5× 1016 5× 10−5 5× 1016

3,94× 10−14 7,1× 1015 3,94× 10−14 7,1× 1015

donde se debe utilizar las siguientes expresiones:

τn =
τn0

1 + Na+Nd
Nref
n

(3-109)

τp =
τp0

1 + Na+Nd
Nref
p

(3-110)

El valor de RSRH se maximiza cuando Et = Ei, [46].



4. El sistema van Roosbroeck y su

discretización

El sistema van Roosbroeck, conformado por las tres ecuaciones básicas del semiconductor:
ecuación de Poisson y ecuaciones de continuidad para electrones y huecos; se ha conver-
tido en un modelo estándar para describir el �ujo de electrones y huecos en dispositivos
semiconductores [47] [12]. A �nales de los años sesenta, Scharfetter y Gummel presentaron el
primer esquema de discretización estable para las densidades de corriente de portadores de
carga dentro del modelo deriva-difusión [39]. Bajo este mismo modelo existen otros esque-
mas de discretización tales como Slotboom [17] [41] y uno basado en el teorema del valor medio
para integrales [45], que también resuelven numéricamente el problema de transporte de carga.

Hay otras aproximaciones del �ujo de portadores de carga, consistentes termodinámicamen-
te, aplicando el método del volumen �nito de Voronoï, usando estadísticas más allá de la
estadística de Boltzmann [12]. Este capitulo presenta el esquema de discretización de Scharfet-
ter y Gummel basado en la estadística de Boltzmann para coordenadas cartesianas y polares;
y al �nal se incluye la solución del semiconductor en equilibrio térmico.

4.1. Las tres ecuaciones básicas

Una descripción analítica de las tres ecuaciones básicas de los semiconductores, requiere un
estudio de las propiedades de existencia y unicidad, así como también en la forma de las
soluciones; esenciales para la selección apropiada del método de solución numérico [41]. Las
tres ecuaciones del sistema van Roosbroeck [47] son:

∇ · (∇ψ) =
q

ε
(n− p− C)

∇ ·
−→
Jn − q

∂n

∂t
= qR(ψ, n, p)

∇ ·
−→
Jp + q

∂p

∂t
= −qR(ψ, n, p)

(4-1a)

(4-1b)

(4-1c)

donde la ecuación 4-1a es la de Poisson, y las ecuaciones 4-1b y 4-1c son las de continuidad
de electrones y huecos, respectivamente. También se tienen las relaciones de corriente para
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electrones, ecuación 4-2a, y de huecos, ecuación 4-2b, del modelo deriva-difusión,

−→
Jn = −q (µnn∇ψ −Dn∇n)
−→
Jp = −q (µpp∇ψ −Dp∇p)

(4-2a)

(4-2b)

En las ecuaciones 4-1a a 4-2b, se han omitido efectos de temperatura y del gap entre las
bandas de conducción y de valencia, por considerarse perturbaciones del sistema muy pe-
queñas [41].

Sustituyendo las ecuaciones 4-2a y 4-2b en las ecuaciones de continuidad 4-1b y 4-1c, res-
pectivamente, se obtiene un sistema de tres ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
no lineales, acopladas a través de las variables dependientes ψ, n, p:

∇ · (∇ψ)− q

ε
(n− p− C) = 0 (4-3)

∇ · (Dn∇n− µnn∇ψ)−R(ψ, n, p) =
∂n

∂t
(4-4)

∇ · (Dp∇p+ µpp∇ψ)−R(ψ, n, p) =
∂p

∂t
(4-5)

Bajo la suposición que R(ψ, n, p) no contiene operadores diferenciales espaciales de segundo
orden, ni temporales de primer orden, aplicados a n y p; las ecuaciones 4-4 y 4-5 se pueden
considerar parabólicas [41]. En tanto la ecuación 4-3 representa una ecuación eliptica [41].

El sistema van Roosbroeck admite condiciones de frontera tipo Dirichlet y de Newmann a lo
largo de la super�cie que envuelve toda la región del semiconductor, tanto para el potencial
eléctrico como las densidades de carga [41].

4.2. Variables dependientes

Para propósitos analíticos usualmente es de gran ayuda, usar variables dependientes diferen-
tes a n y p en las ecuaciones básicas [41]. Un conjunto de variables frecuentemente empleado
es (ψ, u, v), el cual se relaciona con el conjunto (ψ, n, p) por las siguientes expresiones:

n = ni exp

(
ψ

Ut

)
u (4-6)

p = ni exp

(
− ψ
Ut

)
v (4-7)
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en donde:

Ut =
k · T
q

(4-8)

representa el voltaje térmico.
Sustituyendo las expresiones 4-6 y 4-7 en las ecuaciones 4-3 a 4-5 se obtienen,

∇ · (∇ψ)− q

ε

(
ni exp

(
ψ

Ut

)
u − ni exp

(
− ψ
Ut

)
v − C

)
= 0 (4-9)

∇ ·
(
Dnni exp

(
ψ

Ut

)
∇u
)
−R(ψ, u, v) = ni exp

(
ψ

Ut

)(
∂u

∂t
+

u

Ut

∂ψ

∂t

)
(4-10)

∇ ·
(
Dpni exp

(
− ψ
Ut

)
∇v
)
−R(ψ, u, v) = ni exp

(
− ψ
Ut

)(
∂v

∂t
− v

Ut

∂ψ

∂t

)
(4-11)

y las relaciones de corriente se transforman en:

−→
Jn = qDnni exp

(
ψ

Ut

)
∇u (4-12)

−→
Jp = −qDpni exp

(
− ψ
Ut

)
∇v (4-13)

En las ecuaciones 4-10 a 4-13 se han utilizado las siguientes relaciones de Einstein [41]:

Dn = µnUt (4-14)

Dp = µpUt (4-15)

La principal ventaja de usar el conjunto de variables (ψ, u, v) es el alto grado de e�ciencia
para encontrar las soluciones estacionarias, es decir, cuando las derivadas temporales se hacen
iguales a cero [41]. Despejando de las ecuaciones 4-6 y 4-7, para las variables u, v , se tienen

u =
n

ni
exp

(
− ψ
Ut

)
(4-16)

v =
p

ni
exp

(
ψ

Ut

)
(4-17)

A una temperatura de 300 K, el voltaje térmico es igual a 0.02585 V. De esta manera
los términos exponenciales en las expresiones 4-16 y 4-17 pueden variar más de 32 ordenes
de magnitud para el rango [−1, 1]V en ψ. Por esta razón el conjunto de variables (ψ, u, v)

se limita a las aplicaciones de voltajes bajos, pero en investigaciones analíticas es muy útil [41].
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Otro conjunto de variables dependientes es (ψ, ϕn, ϕp), conformado por el potencial eléctri-
co y los potenciales cuasiFermi de electrones y huecos, respectivamente. Estas variables se
relacionan con (ψ, n, p) a través de las siguientes expresiones,

n = ni exp

(
ψ − ϕn
Ut

)
(4-18)

p = ni exp

(
ϕp − ψ
Ut

)
(4-19)

El sistema van Roosbroeck en las variables (ψ, ϕn, ϕp) se expresa de la siguiente manera:

∇ · (∇ψ)− q

ε

(
ni exp

(
ψ − ϕn
Ut

)
− ni exp

(
ϕp − ψ
Ut

)
− C

)
= 0 (4-20)

∇ ·
(
µnni exp

(
ψ − ϕn
Ut

)
∇ϕn

)
+R (ψ, ϕn, ϕp) =

1

Ut
ni exp

(
ψ − ϕn
Ut

)(
∂ϕn
∂t
− ∂ψ

∂t

)
(4-21)

∇ ·
(
µpni exp

(
ϕp − ψ
Ut

)
∇ϕp

)
−R (ψ, ϕn, ϕp) =

1

Ut
ni exp

(
ϕp − ψ
Ut

)(
∂ϕp
∂t
− ∂ψ

∂t

)
(4-22)

Las relaciones de corriente se transforman en:
−→
Jn = −qµnni exp

(
ψ − ϕn
Ut

)
∇ϕn (4-23)

−→
Jp = −qµpni exp

(
ϕp − ψ
Ut

)
∇ϕp (4-24)

Nuevamente se han utilizado las relaciones de Einstein 4-14 y 4-15. La ventaja de usar éstas
variables se debe a que ellas son del mismo orden de magnitud. La desventaja se encuentra
en las relaciones de corriente y por lo tanto en las ecuaciones de continuidad, ya que son
exponencialmente no lineales en ϕn y ϕp.

4.3. Factores de escala y adimensionamiento del

sistema van Roosbroeck

Puesto que las variables dependientes (ψ, n, p) son de diferentes ordenes de magnitud y mues-
tran un comportamiento distinto en regiones con pequeña y alta carga espacial, el primer
paso para encontrar una solución numérica del sistema van Roosbroeck es normalizar sus
ecuaciones transformándolas adimensionalmente [41].

En la Tabla 4-1 se muestran unos factores de escala adecuados cuando se utilizan las variables
(ψ, n, p).
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Tabla 4-1.: Factores de escala [41]

Cantidad Símbolo Valor
~x1 x0 máx [~x, ~y] , ~x, ~y ∈ D
ψ ψ0 k T

q

n, p, C C0 máx |C (~x)| , ~x ∈ D2

Dn, Dp D0 máx [Dn (~x) , Dp (~x)] , ~x ∈ D
µn, µp

D0

ψ0

R D0C0

x0
2

t x0
2

D0

1 ~x denota las variables espaciales independientes
2 D representa el dominio del dispositivo semiconductor

Existe otro conjunto de factores de escala, interesante desde el punto de vista computacional,
que se muestra en la tabla4-2,

Tabla 4-2.: Otros factores de escala [48] [10]

Variable Variable de escala Formula

Espacio Longitud de Debye LD =
√

εkBT
q2N

Potencial Eléctrico Voltaje térmico VT = kBT
q

Densidad de Portadores de Carga Densidad intrínseca N = Ni

Coe�ciente de difusión Unidad práctica D = 1 cm2

s

Movilidad de portadores M = D
VT

Generación-recombinación R = DN
LD2

Tiempo T = LD
2

D

Implicítamente, los factores de escala que aparecen en la tabla 4-1 adimensionan las tres
ecuaciones básicas de los semiconductores, y las relaciones de corriente, de la siguiente ma-
nera:
La ecuación de Poisson,

∇ · (∇ψ)− q

ε
(n− p− C) = 0 (4-25)

se multiplica por,

ε

qC0

(4-26)

La ecuación de continuidad de electrones

∇ · (Dn∇n− µnn∇ψ)−R(ψ, n, p) =
∂n

∂t
(4-27)
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se multiplica por

x0
2

C0D0

(4-28)

La ecuación de continuidad de huecos

∇ · (Dp∇p+ µpp∇ψ)−R(ψ, n, p) =
∂p

∂t
(4-29)

es multiplicada por

x0
2

C0D0

(4-30)

y las densidades de corriente,

−→
Jn = −q (µnn∇ψ −Dn∇n) (4-31)

−→
Jp = −q (µpp∇ψ +Dp∇p) (4-32)

se multiplican por:

x0

−qD0C0

(4-33)

Como resultado de esto, se obtiene el siguiente sistema van Roosbroeck adimensional, a pesar
de que no se haga distinción entre las variables y parámetros con dimensiones físicas y sus
correspondientes adimensionales [41].

λ2∇ · (∇ψ)− (n− p− C) = 0

∇ · (Dn∇n− µnn∇ψ)−R(ψ, n, p) =
∂n

∂t

∇ · (Dp∇p+ µpp∇ψ)−R(ψ, n, p) =
∂p

∂t
−→
Jn = µnn∇ψ −Dn∇n
−→
Jp = µpp∇ψ +Dp∇p

(4-34a)

(4-34b)

(4-34c)

(4-34d)

(4-34e)

donde λ2 = ψ0ε
x0

2qC0
. Para regresar a las cantidades con sus dimensiones originales, se multi-

plican las soluciones obtenidas, por sus respectivos factores de escala.

4.4. Discretización de las ecuaciones de los

semiconductores

El segundo paso en la solución del sistema van Roosbroeck es discretizar las ecuaciones de
los semiconductores estando ya adimensionadas. El dominio o malla de la simulación del
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dispositivo semiconductor se divide en un número �nito de subintervalos, donde las ecuacio-
nes diferenciales del sistema se aproximan en cada uno de los puntos extremos de estos, por
medio de ecuaciones algebráicas en las variables dependientes (ψ, n, p) o (ψ, ϕn, ϕp). Como
resultado se obtiene un sistema de ecuaciones algebráicas, en general no lineales, dependien-
do del conjunto de variables dependientes que se use [48] [41] [45].

La clave para obtener esquemas de discretización estables en la tarea de encontrar las so-
luciones numéricamente, es encontrar funciones de crecimiento adecuadas cuyos argumentos
vienen siendo las variables dependientes evaluadas en cada punto interno de la malla, cuando
se usa el método de diferencias �nitas [25] [43] [41] [20] [48].

Este trabajo se enfoca en encontrar soluciones estacionarias dentro de un modelo de dis-
cretización estable, para lo cual se deben anular las derivadas temporales en el sistema van
Roosbroeck, el cual reduce a,

λ2∇ · (∇ψ)− (n− p− C) = 0 (4-35)

∇ · (Dn∇n− µnn∇ψ)−R(ψ, n, p) = 0 (4-36)

∇ · (Dp∇p+ µpp∇ψ)−R(ψ, n, p) = 0 (4-37)

4.4.1. Aplicación del método de diferencias �nitas en coordenadas

cartesianas

El esquema de discretización se desarrolla en una dimensión espacial el cual se puede exten-
der a dos dimensiones [41]. Para su obtención se aplica el método de diferencias �nitas donde
el dominio de simulación se divide en subintervalos más pequeños de acuerdo a la cantidad
de puntos que se elija según la precisión deseada [48].

En la �gura 4-1 se ilustra una parte de la malla unidimensional, círculos grandes, la cual tie-
ne la posibilidad de sobreponer una malla virtual, círculos pequeños, con el �n de aproximar
las variables dependientes en los puntos internos a través de los intermedios, respectivamen-
te. Esto se verá más adelante para el caso de las densidades de corriente. Adicionalmente,
la malla sobrepuesta nos brinda la posibilidad de manejar parámetros físicos, tales como el
coe�ciente de movilidad o el de difusión, ya sea porque no son lineales o el semiconductor
no es homogéneo en estas propiedades [48] [16] [41].
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Figura 4-1.: Malla unidimensional. Los círculos grandes son los puntos internos de simula-
ción y los pequeños son los virtuales o intermedios.

Los puntos internos de la malla de la �gura 4-1, coinciden en los extremos del dominio con
las fronteras. Los puntos intermedios además nos permiten tratar algunas singularidades
presentes, cuando se trabaja en coordenadas polares, donde una malla como ésta es indis-
pensable, sobre todo cuando se trabaja en dos dimensiones [14] [26] [3].

Dentro de un esquema de discretización, todas las variables de simulación se expresan me-
diante subíndices, los cuales cubren todo el dominio discreto. Cualquier subintervalo se ex-
presa mediante,

hi = xi+1 − xi (4-38)

donde i = 1, N − 1

El valor de cualquier variable dependiente en un punto interno,

ui = u (xi) (4-39)

donde i = 1, N

y en puntos intermedios,

ui+ 1
2

= u

(
xi + xi+1

2

)
(4-40)

donde i = 1, N − 1.

En el análisis unidimensional, las ecuaciones básicas del semiconductor quedan expresadas
de la siguiente forma:

λ2

(
d2ψ

dx2

)
− n+ p+ C = 0 (4-41)
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d

dx

(
Dn

dn
dx
− µnn

dψ
dx

)
−R(ψ, n, p) = 0 (4-42)

d

dx

(
Dp

dp
dx

+ µpp
dψ
dx

)
−R(ψ, n, p) = 0 (4-43)

Por simplicidad, se asumirá que el semiconductor es homogéneo en sus propiedades macros-
cópicas, por lo tanto los coe�cientes de movilidad y de difusión serán constantes en el domi-
nio de simulación.

Si u representa cualquiera de las variables dependientes, y es tres veces diferenciable con
respecto a la variable espacial, todas las primeras derivadas se pueden expresar por [41],(
du
dx

)
i

∼=
ui+ 1

2
− ui− 1

2

hi+hi−1

2

+
hi−1 − hi

4

(
d2u

dx2

)
i +O

(
h3
i + h3

i−1

hi + hi−1

)(
d3u

dx3

)
i (4-44)

El tercer término en el lado derecho de la expansión 4-44 es el residuo de la aproximación de
la primer derivada espacial de u, de segundo orden en el espaciamiento de la malla, y pesado
con la tercer derivada espacial de u; el cual se supone que es el mismo error de truncamiento
local producto de discretizar una ecuación diferencial continua [41]. Por lo tanto el sistema
van Roosbroeck discreto se puede aproximar por medio de las siguientes ecuaciones,

λ2

(dψdx )i+ 1
2

−
(
dψ
dx

)
i− 1

2

hi+hi−1

2

+O(h)

(
d3ψ

dx3

)
i

− ni + pi + Ci = 0 (4-45)

(−Jn)i+ 1
2
− (−Jn)i− 1

2

hi+hi−1

2

+O(h)

(
d2Jn

dx2

)
i +Gi −Ri(ψ, n, p) = 0 (4-46)

(Jp)i+ 1
2
− (Jp)i− 1

2

hi+hi−1

2

+O(h)

(
d2Jp

dx2

)
i +Gi −Ri(ψ, n, p) = 0 (4-47)

Las relaciones de corriente normalizadas, en una dimensión se expresan por,

Jn = µnn
dψ
dx
−Dn

dn
dx

(4-48)

Jp = µpp
dψ
dx

+Dp
dp
dx

(4-49)

Para encontrar el valor de la primer derivada del potencial eléctrico, en los puntos de la
malla intermedios o virtuales, Scharfetter y Gummel propusieron que la variación espacial del
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potencial es lineal, es decir, que el campo eléctrico entre dos puntos internos consecutivos se
mantiene constante [39] [41]. Por lo tanto, aproximando en diferencias centrales [14] [41], se tiene,(
dψ
dx

)
i+ 1

2

=
ψi+1 − ψi

hi
+O

(
h2
)(d3ψ

dx3

)
i+ 1

2
(4-50)

(
dψ
dx

)
i− 1

2

=
ψi − ψi−1

hi−1

+O
(
h2
)(d3ψ

dx3

)
i− 1

2
(4-51)

Reemplazando las expresiones 4-50 y 4-51 en la ecuación 4-45 se obtiene,

λ2

( ψi+1−ψi
hi

− ψi−ψi−1

hi−1

hi+hi−1

2

+O(h)

(
d3ψ

dx3

)
i

)
− ni + pi + Ci = 0 (4-52)

La evaluación de las densidades de corriente en los puntos virtuales es mucho más elaborada.
Expandiendo en Taylor [41],

Jn (x ∈ [xi, xi+1]) = (Jn)i+ 1
2

+

(
x− xi −

hi
2

)(
dJn
dx

)
i+ 1

2

+O
(
h2
)(d2Jn

dx2

)
i+ 1

2
(4-53)

Jp (x ∈ [xi, xi+1]) = (Jn)i+ 1
2

+

(
x− xi −

hi
2

)(
dJp
dx

)
i+ 1

2

+O
(
h2
)(d2Jp

dx2

)
i+ 1

2
(4-54)

Para electrones, ignorando el residuo de la expansión 4-53 y utilizando la relación de corriente
normalizada 4-48, se obtiene la siguiente ecuación diferencial de primer orden, en el intervalo
[xi, xi+1],

µnn
dψ
dx
−Dn

dn
dx

= (Jn)i+ 1
2

+

(
x− xi −

hi
2

)(
dJn
dx

)
i+ 1

2

(4-55)

Sujeta a las condiciones de frontera:

n (xi) = ni (4-56)

n (xi+1) = ni+1 (4-57)

En la ecuación 4-55, (Jn)i+ 1
2
representa un parámetro el cual se debe calcular resolviendo la

ecuación diferencial [41]. En el anexo A se calcula para huecos, sin tener en cuenta los demás
términos de la expansión en Taylor. Sin hacer uso de las condiciones de frontera 4-56 y 4-57,
y teniendo en cuenta los demás términos para la expansión de la densidad de corriente 4-53,
se obtiene [41],

n (x ∈ [xi, xi+1]) = C exp

(
ψ(x)

Ut

)
+ hi

(Jn)i+ 1
2

(µn)i+ 1
2

1− exp
(
ψ(x)
Ut

)
ψi+1 − ψi

+

+hi
2

(
dJn
dx

)
i+ 1

2

(µn)i+ 1
2

(
Ut

ψi+1−ψi −
1
2

)(
1− exp

(
ψ(x)
Ut

))
+ x−xi

hi

ψi+1 − ψi

(4-58)
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Donde Ut es igual a uno si el potencial se escala con respecto al voltaje térmico Vt [41]. El
último término en la ecuación 4-58 es el residuo de orden O (h3). Si se ignora este término y
se usan las condiciones de frontera 4-56 y 4-57, se obtiene

n = (x ∈ [xi, xi+1]) = (1− gxi (x, ψ))ni + gxi (x, ψ)ni+1 (4-59)

donde

gxi (x, ψ) =
1− exp

(
ψi+1−ψi

Ut

x−xi
hi

)
1− exp

(
ψi+1−ψi

Ut

) (4-60)

Es una función de crecimiento exponencial en función del potencial eléctrico entre dos puntos
de malla consecutivos, que cuando ψi+1 = ψi converge a una función lineal,

gxi (x, ψ) =
x− xi
hi

(4-61)

La densidad de huecos tiene la siguiente expresión [41],

p = (x ∈ [xi, xi+1]) = (1− gxi (x,−ψ)) pi + gxi (x,−ψ)pi+1 (4-62)

En la �gura 4-2 se muestra la función de crecimiento exponencial, parametrizada en la
cantidad adimensional ψi+1−ψi

Ut
desde -20 hasta 20 [41]. Todas las curvas mostradas en ésta

�gura corresponden a un baño térmico de 300 [K] para el semiconductor. Cualquiera de
estas predice la forma en que varia la densidad de portadores de carga, entre dos puntos
consecutivos de la partición del dominio, con diferentes variaciones del potencial eléctrico.
Dada una resolución espacial especi�ca de la malla de simulación, con pequeñas variaciones
del potencial, la densidad de portadores puede cambiar de un punto a otro en el espacio,
varios ordenes de magnitud en sus unidades físicas reales.
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.
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Por medio de la expanción 4-55 y la expresión para la densidad de electrones 4-59, �nalmente
se obtiene [41],

(Jn)i+ 1
2

= (Dn)i+ 1
2

B
(
ψi−ψi+1

Ut

)
ni −B

(
ψi+1−ψi

Ut

)
ni+1

hi
+

hi

(
1

2
coth

(
ψi+1 − ψi

2Ut

)
− Ut
ψi+1 − ψi

)(
dJn
dx

)
i+ 1

2

(4-63)

Por el mismo procedimiento se obtiene el parámetro para la densidad de corriente de huecos,

(Jp)i+ 1
2

= (Dp)i+ 1
2

B
(
ψi−ψi+1

Ut

)
pi+1 −B

(
ψi+1−ψi

Ut

)
pi

hi
+

hi

(
1

2
coth

(
ψi − ψi+1

2Ut

)
− Ut
ψi − ψi+1

)(
dJp
dx

)
i+ 1

2

(4-64)

Donde B(x) es la función de Bernoulli la cual se de�ne por [41],

B(x) =
x

ex − 1
(4-65)

Si se ignora el último término en las expresiones 4-63 y 4-64 y se reemplazan en las ecuaciones
4-46 y 4-47, �nalmente se obtienen las ecuaciones de continuidad discretizadas por el esquema
Scharfetter-Gummel [41],

(Dn)i+ 1
2

B
(
ψi+1−ψi

Ut

)
ni+1 −B

(
ψi−ψi+1

Ut

)
ni

hi
hi+hi−1

2

− (Dn)i− 1
2

B
(
ψi−ψi−1

Ut

)
ni −B

(
ψi−1−ψi

Ut

)
ni−1

hi−1
hi+hi−1

2

+

Gi(x)−Ri(ψ, n, p) = 0

(4-66)

(Dp)i+ 1
2

B
(
ψi−ψi+1

Ut

)
pi+1 −B

(
ψi+1−ψi

Ut

)
pi

hi
hi+hi−1

2

− (Dp)i− 1
2

B
(
ψi−1−ψi

Ut

)
pi −B

(
ψi−ψi−1

Ut

)
pi−1

hi−1
hi+hi−1

2

+

Gi(x)−Ri(ψ, n, p) = 0

(4-67)

El error de truncamiento local para cada una de las ecuaciones del sistema van Roosbroeck
tienen las siguientes expresiones [41]:

Tψ < O(h)

∣∣∣∣d3ψ

dx3

∣∣∣∣ (4-68)

Tn < O(h)

∣∣∣∣dJndx

∣∣∣∣+O(h)|d
2Jn

dx2 | (4-69)

Tp < O(h)

∣∣∣∣dJpdx

∣∣∣∣+O(h)|d
2Jp

dx2 | (4-70)
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4.4.2. Ecuaciones del semiconductor en coordenadas polares

En primer lugar se asume que no hay variaciones del potencial y de la corriente con el ángulo
azimutal, debido a la con�guración de la celda, de esta manera el operador Laplaciano en
coordenadas polares se escribe ∇2 = ∂2

∂r2 + 1
r
∂
∂r
, y aplicando el método de diferencias �nitas

a las ecuaciones 4-25, 4-27, 4-29, con las derivadas temporales iguales a cero, se obtienen las
ecuaciones del semiconductor en el nuevo sistema coordenado: La ecuación de Poisson toma
la forma,

εSi
q

( ψi+1−ψi
∆ri

− ψi−ψi−1

∆ri−1

∆ravgi

+
1

ri

ψi+1 − ψi−1

∆ri + ∆ri−1

)
+Ni exp

(
ϕpi−ψi
Vt

)
−Ni exp

(
ψi − ϕni

Vt

)
+Ndi −Nai = 0

(4-71)

donde ∆ravgi = ∆ri+∆ri−1

2
es la diferencia de radios promedio entre dos puntos de malla con-

secutivos. La ecuación de continuidad de electrones se transforma en,

1

q

(
(Jn)i+ 1

2
− (Jn)i− 1

2

∆ravgi

+
1

ri
Jni

)
+GLi(z)−Ri = 0 (4-72)

por tanto en,

Dn
i+ 1

2

B
(
ψi+1−ψi

Vt

)
ni+1 −B

(
ψi−ψi+1

Vt

)
ni

∆ri∆ravgi

−Dn
i− 1

2

B
(
ψi−ψi−1

Vt

)
ni −B

(
ψi−1−ψi

Vt

)
ni−1

∆ri−1∆ravgi

+
1

2ri

Dn
i+ 1

2

B
(
ψi+1−ψi

Vt

)
ni+1 −B

(
ψi−ψi+1

Vt

)
ni

∆ri
+Dn

i− 1
2

B
(
ψi−ψi−1

Vt

)
ni −B

(
ψi−1−ψi

Vt

)
ni−1

∆ri−1

+

GLi(z)−Ri = 0

(4-73)

Similarmente para la ecuación de huecos:

−1

q

(
(Jp)i+ 1

2
− (Jp)i− 1

2

∆ravgi

+
1

ri
Jpi

)
+GLi(z)−Ri = 0 (4-74)

resulta,

Dp
i+ 1

2

B
(
ψi−ψi+1

Vt

)
pi+1 −B

(
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Vt

)
pi

∆ri∆ravgi
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B
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)
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+
1
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(
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)
pi+1 −B

(
ψi+1−ψi

Vt

)
pi
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+Dp

i− 1
2

B
(
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Vt

)
pi −B

(
ψi−ψi−1

Vt

)
pi−1

∆ri−1


GLi(z)−Ri = 0
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(4-75)

La corriente en un punto interior de la malla se puede calcular mediante [3], para los electrones:

Jni =
1

2

(
(Jn)i+ 1

2
+ (Jn)i− 1

2

)
(4-76)

y para los huecos:

Jpi =
1

2

(
(Jp)i+ 1

2
+ (Jp)i− 1

2

)
(4-77)

donde, B(x) = x
ex−1

es la función de Bernoulli y Vt = kBT
q

es el voltaje térmico.

4.5. Solución de la ecuación de Poisson en equilibrio

térmico

La solución del potencial eléctrico en el estado de equilibrio termodinámico para la celda
solar, parte del cálculo de éste a partir de la condición de neutralidad de la carga local. En
dicho estado de equilibrio la corriente eléctrica es nula lo cual implica que los potenciales
cuasi-Fermi son constantes [12], es decir: Jn = Jp = 0 implica que ϕ0 ≡ ϕn = ϕp = constante.
Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que ϕ0 = 0. Como una consecuencia de ésto, se
reduce el modelo van Roosbroeck a la ecuación unidimensional de Poisson no lineal:

− d

dr

(
εSi

dψ
dr

)
= q

(
Nv exp

(
Ev − qψ
kBT

)
−Nc exp

(
qψ − Ec
kBT

)
+ C(r)

)
(4-78)

Sujeta a condiciones de frontera tipo Dirichlet ψ(0) = ψ0(0), ψ(L) = ψ0(L). La solución de
la ecuación 4-78 con dichas condiciones de frontera es lo que se conoce como el potencial
built-in denotado como Vbi. En general, no se puede esperar encontrar expresiones analíticas
para dicho potencial [12]. Cuando se aplica el concepto físico de la neutralidad de la carga, el
lado izquierdo de la ecuación de Poisson se deja igual a cero, lo que conduce a:

0 = q

(
Nv exp

(
Ev − qψ0

kBT

)
−Nc exp

(
qψ0 − Ec
kBT

)
+ C(r)

)
(4-79)

Resolviendo para ψ0, lo cual implica resolver una ecuación cuadrática y despreciando las
soluciones no físicas, se encuentra que,

ψ0(r) =
Ec + Ev

2q
− 1

2
Vt log

(
Nc

Nv

)
+ Vtarcsenh

(
C(r)

2Ni

)
(4-80)

donde la densidad de portador intrínseco se puede expresar como:

N2
i = NcNv exp

(
−Ec − Ev

kBT

)
(4-81)
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El potencial ψ0 sirve para dos propósitos, uno de los cuales es aplicarlo como una estimación
inicial en la obtención del potencial eléctrico en el estado de equilibrio y el otro, en los
contactos óhmicos donde se aplica el concepto de neutralidad de la carga local.
La otra forma de obtener una estimación inicial para la solución de la ecuación de Poisson
es por medio de la aproximación de la región de agotamiento o región de carga espacial [22],
donde el potencial electrostático, ψ, en una juntura pn está gobernado por la ecuación de
Poisson como sigue:

d2ψ

dx2 = −ρ
ε

(4-82)

donde ε = εrε0 es la permitividad dieléctrica del semiconductor, ε0 la permitividad del vació,
y εr es la permitividad relativa, ρ es la densidad de carga en cm−3. Asumiendo que los
dopantes están totalmente ionizados, la densidad de carga dentro del semiconductor esta
dada por:

ρ = q (p− n+Nd −Na) (4-83)

El per�l de carga C(x) = Nd −Na se asume que es conocido. La caída de voltaje a través de
la región de agotamiento, conocido como Vbi, está dado por:

Vbi =
kBT

q
log

(
NaNd

Ni
2

)
(4-84)

Para obtener una ecuación para ψ como una función de la variable radial r, se debe expresar
las concentraciones de portador de carga n y p también como funciones de r. Sin embargo,
p y n son funciones del potencial eléctrico.

La aproximación de la región de agotamiento establece que la densidad volumetrica de carga
ρ por fuera de dicha región es igual a cero, y dentro de ésta, las concentraciones de portadores
n y p se asumen despreciables comparadas con las densidades de dopado por átomos donores
y aceptores. Por lo tanto, el problema se reduce a resolver la siguiente ecuación diferencial:

d2ψ

dx2 =

{
qNa
ε
, −wp ≤ x ≤ 0

− qNd
ε
, 0 ≤ x ≤ wn

(4-85)

Sujeta a las condiciones de frontera, para el campo eléctrico E (−wp) = E (wn) = 0, y para
el potencial, ψ (−wp) = ψp, ψ (wn) = ψn; donde wp y wn son los anchos en la región de
agotamiento en los lados p y n respectivamente:

wp =

√√√√ 2εVbi

q
(
Na + Na2

Nd

) (4-86)

wn =

√√√√ 2εVbi

q
(
Nd + Nd2

Na

) (4-87)
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ψp es el valor del potencial en el lado p lejos de la juntura, y ψn en el lado n lejos de la
juntura. Ambos vienen expresados por:

ψp = −kBT
q

log

(
Na

Ni

)
(4-88)

ψn =
kBT

q
log

(
Nd

Ni

)
(4-89)

Es de notarse que ψn − ψp da el mismo valor para Vbi en la ecuación 4-84. La solución del
potencial electrostático es:

ψ(x)

{
qNa
2ε

(x+ wp)
2 + ψp, −wp ≤ x ≤ 0

−qNd
2ε

(x− wn) 2 + ψn, 0 ≤ x ≤ wn
(4-90)

4.5.1. Aplicación del método de Newton-Raphson

En equilibrio termodinámico se resuelve la ecuación de Poisson para el potencial eléctrico en
la celda solar, mediante el método de Newton-Rapshon [42]. Utilizando los factores de escala
de la Tabla 4-1, la ecuación de Poisson normalizada en coordenadas polares se expresa como,

−λ2d
2ψ̃

dr̃2
− λ2 1

r̃

dψ̃

dr̃
= ρ̃ (4-91)

donde ρ̃ es la densidad de carga reescalada y es igual a,

ρ̃ =
Ni

Co
exp

(
−ψ̃
)
− Ni

Co
exp

(
ψ̃
)

+
Nd

+ −Na
−

Co
(4-92)

donde los signos positivo y negativo para las densidades de dopado indican que todos los
átomos aceptores y donores han sido activados o ionizados por toda la región (en ingles,
bulk) del dispositivo semiconductor, siendo una función de la posición.

El potencial eléctrico se puede reescribir como ψ = ψ0 + δψ [42], es decir, expresado como la
suma de un valor estimado y un incremento diferencial. Sujeta a las condiciones de frontera
ψ0(0) = ψp y ψ0(R) = ψn, la ecuación de Poisson se escribe como,

−λ2
d2
(
ψ̃0 + δ̃ψ

)
dr̃2

− λ2 1

r̃

d
(
ψ̃0 + δ̃ψ

)
dr̃

= ρ̃
(
ψ̃0 + δ̃ψ

)
(4-93)

Haciendo la expansión en serie de Taylor a primer orden, para la densidad de carga volumé-
trica, la ecuación 4-93 se aproxima a:

−λ2
d2
(
ψ̃0 + δ̃ψ

)
dr̃2

− λ2 1

r̃

d
(
ψ̃0 + δ̃ψ

)
dr̃

= ρ̃
(
ψ̃0

)
+
∂ρ̃

∂ψ̃
δ̃ψ (4-94)
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Reorganizando los términos de la ecuación 4-94, se obtiene:

−λ2
d2
(
δ̃ψ
)

dr̃2
− λ2 1

r̃

d
(
δ̃ψ
)

dr̃
−
(
∂ρ̃

∂ψ̃

)
ψ̃0

δ̃ψ = ρ̃
(
ψ̃0

)
+ λ2

d2
(
ψ̃0

)
dr̃2

+ λ2 1

r̃

d
(
ψ̃0

)
dr̃

(4-95)

El lado izquierdo de la ecuación 4-95 es el Jacobiano, en el dominio continuo [42]. Discretizando
con el mismo esquema presentado en 4-71, la ecuación de Poisson discreta se expresa como,

−λ2

 δ̃ψ
k+1
i+1−δ̃ψ

k+1
i

∆r̃i
− δ̃ψ

k+1
i −δ̃ψk+1

i−1

∆r̃i−1

∆r̃avgi

+
1

r̃i

δ̃ψ
k+1

i+1 − δ̃ψ
k+1

i−1

∆r̃i + ∆r̃i−1

+
2Nint

Co
cosh

(
ψ̃ki

)
δ̃ψ

k+1

i =

λ2

 ψ̃k+1
i+1 −ψ̃

k+1
i

∆r̃i
− ψ̃k+1

i −ψ̃k+1
i−1

∆r̃i−1

∆r̃avgi

+
1

r̃i

ψ̃k+1
i+1 − ψ̃k+1

i−1

∆r̃i + ∆r̃i−1

− 2Nint

Co
senh

(
ψ̃ki

)
+
Ndi −Nai

Co

(4-96)

La ecuación 4-96 es indicial donde k indica las iteraciones del método de Newton. Además, la
matriz Jacobiana es tridiagonal. Multiplicando ésta ecuación por el factor ∆r̃avgi = ∆r̃i+∆r̃i−1

2
,

cada una de sus diagonales viene expresada por:
Para la subdiagonal

Ji−1 =
−λ2

r̃i − r̃i−1

+
λ2

2r̃i
(4-97)

Para la diagonal principal:

Ji =
λ2

r̃i+1 − r̃i
+

λ2

r̃i − r̃i−1

+ (r̃i+1 − r̃i−1)
Nint

Co
cosh

(
ψ̃ki

)
(4-98)

y para la superdiagonal:

Ji+1 =
−λ2

r̃i+1 − r̃i
− λ2

2r̃i
(4-99)

La ecuación 4-96 se puede representar de forma matricial,

(
∂Fψ̃

∂ψ̃i−1

∂Fψ̃

∂ψ̃i

∂Fψ̃

∂ψ̃i+1

) δ̃ψi−1

δ̃ψi
δ̃ψi+1

 = −
(
Fψ̃
)

(4-100)



5. Simulaciones de una celda solar

inorgánica de juntura cilíndrica

En este capítulo se muestran los resultados de las simulaciones obtenidas con una celda solar
inorgánica homojuntura tipo np, de estructura cilíndrica (en inglés se conoce como nanowi-
re), homogénea e isotrópica en las propiedades macroscópicas del semiconductor: coe�cientes
de movilidad, difusión, de absorción, constante dieléctrica, conductividad eléctrica, etc; y de
simetría radial. Lo cual limita el problema a una simulación unidimensional con la única
variable independiente, el radio de la celda. Las dimensiones físicas del semiconductor están
en la escala de manómetros. Se comparan algunos resultados, con los simulados en el artículo
original Numerical simulation and a parametric study of inorganic nanowire solar cells [34], de
donde se tomaron los datos físicos de entrada de una celda solar inorgánica real, tipo nano-
tubo, la cual constituye un sistema van Roosbroeck, que se puede solucionar numéricamente,
por medio de dos métodos clásicos: el método de Gummel [48] y el de Newton-Raphson [12],
relacionados con los conjuntos de variables dependientes (ψ, n, p) y (ψ, ϕn, ϕp), respectiva-
mente.

Se muestran el potencial y el campo eléctrico de la celda solar en equilibrio termodinámico,
y la respuesta del sistema van Roosbroeck en cuasiequilibrio, para estado estacionario. Se
programo en Matlab el método de Gummel, y se adaptó un programa escrito en Matlab [45],
adaptándolo a la estructura cilíndrica de la celda, sujeta a las condiciones de frontera; pa-
ra simular mediante algoritmos diferentes, por Gummel, densidad de portadores de carga,
densidades de corriente y potencial eléctrico, y por Newton-Raphson, los niveles de energía
cuasiFermi, generadores de la densidad de corriente en el semiconductor [18].

El sistema van Roosbroeck esta limitado a la estadística de Boltzmann, para temperatura
ambiente y con niveles de dopado adecuados, con niveles de energía no degenerados.

5.1. Esquema y parámetros físicos de la celda solar

El esquema físico [34] de la juntura se muestra en la �gura (5-1), la radiación lumínica incide
por la cara superior.
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Figura 5-1.: Esquema físico de la celda solar nanotubo

Los parámetros y constantes físicas de la celda se muestran en la tabla 5-1 [34], también se
especi�can las dimensiones físicas de ésta.

Tabla 5-1.: Parámetros y constantes físicas del silicio y las dimensiones
del nanotubo.

Parámetro Valor Parámetro Valor

T (K) 300 Eg(eV) 1,17−
(

4,73× (10−4)× T 2

T+636

)
Na (cm−3) 1017 Nc (cm−3) 6,2× (1015)× T 3

2

Nd (cm−3) 1017 Nv (cm−3) 3,5× (1015)× T 3
2

εSi 11,7 µn (cm2/V · s) 68,5 +

(
1414−68,5

1+
(

Nd
9,2×1016

)
0,711

)
Ni (cm−3) 1010 µp (cm2/V · s) 44,9 +

(
470,5−44,9

1+
(

Na
2,23×1017

)
0,719

)
L(µm) 5 S(cm/s) 104

R(nm) 250 Rp(nm) 0,65×R
T es la temperatura absoluta [K].

Na es la concentración o densidad de impurezas aceptoras.

Nd es la concentración o densidad de impurezas donoras.

εSi es la permitividad relativa o constante dieléctrica del silicio.

Ni es la densidad de portadores intrínseca.

L es la longitud de la juntura.

R es el radio total de la celda solar.

Eg es el gap de la estructura de bandas.

Nc es la densidad de estados en la banda de conducción.

Nv es la densidad de estados en la banda de valencia.

µn es la movilidad electrónica.

µp es la movilidad de los huecos.

S es la velocidad de recombinación super�cial en los contactos ohmicos de la

celda.

Rp es el radio total comprendido por el material tipo p.
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El ánodo es el eje central de la estructura radial y el cátodo es la super�cie lateral que en-
vuelve el material tipo n, ambos formando los contactos óhmicos de la celda solar nanotubo.

Para la simulación de la celda solar se trabajó con una iluminación de AM1.5G (Air Mass
1.5 Global), para calcular la tasa de generación par electrón-hueco. La industria fotovoltáica
junto con la Sociedad Americana para Materiales y Pruebas (ASTM: American Society for
Testing and Materials) de�nieron y desarrollaron dos estandares para la distribución del
espectro de irradianza solar terrestre, normal directo y total (global, hemisférico, dentro de
un campo de vista de 2π[sr] -estereo radian- con inclinación del plano respecto a la hori-
zontal). El espectro normal es la componente directa del global, y ambos estándares están
incorporados en un solo documento, ASTM G-173-03 [5].

Se utilizó el modelo de recombinación Shockley-Read-Hall, ecuación 3-106, con los siguientes
parámetros: nT = 1,4267× 1012cm−3, pT = 1,4929× 1013cm−3, Et = Eg

2
[eV], τn = 1

Rec×Na [s],

τp = 1
Rec×Nd y Rec = 1× 10−15

[
cm3

s

]
.

Se utilizó una tasa de generación par electrón-hueco, G = 2,97× 1022 [cm−3s−1], la cual se
calculó como se explica en la sección 5.3.

5.2. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera, se toman del artículo base [34]:

En la super�cie r = R la densidad de corriente de huecos es igual a la densidad de
corriente de recombinación.

Jp(R) = qSp (p(R)− pn0) (5-1)

1

2q

(
(Jp)N+ 1

2
+ (Jp)N− 1

2

)
= Sp (p(R)− pn0) (5-2)

La condición previa, incluye el indice N + 1 que excede la estructura. De esta manera,
la densidad de corriente no di�ere del punto medio, que precede a la super�cie externa.
Por lo tanto, se puede escribir,

1

q
(Jp)N− 1

2
= Sp (pN − pn0) (5-3)

−

(Dp)N− 1
2

B
(
ψN−1−ψN

Vt

)
pN −B

(
ψN−ψN−1

Vt

)
pN−1

∆rN−1

 = Sp (pN − pn0) (5-4)



54 5 Simulaciones de una celda solar inorgánica de juntura cilíndrica

pN =

B
(
ψN−ψN−1

Vt

)
pN−1 + ∆rN−1

(Dp)
N− 1

2

Sppn0

B
(
ψN−1−ψN

Vt

)
pN + ∆rN−1

(Dp)
N− 1

2

Sp
(5-5)

donde, pn0 es la concentración de huecos en el estado de equilibrio.

El potencial eléctrico en los contactos: Se asume que el cátodo es la super�cie r = R

y el ánodo es el eje de la celda, es decir, r = 0, por lo tanto el potencial eléctrico tiene
la siguiente condición de frontera:

ψ(r = R)− ψ(r = 0) = Vbi − V (5-6)

donde, Vbi = Vt log
(
NdNa
Ni2

)
es el voltaje built-in [34] y V es el aplicado o Bias1. Pero

también, se tiene la condición de Neumann para el potencial electrostático:(
∂ψ

∂r

)
r=R

= 0 (5-7)

ψN = ψN−1 (5-8)

En el eje se asume que el ánodo esta localizado, la densidad de corriente de portadores
minoritarios es igual a la densidad de corriente de recombinación super�cial, y puede
aproximarse por [34]:

J0 = J 1
2

(5-9)

1

q

(
(Jn) 1

2

)
= Sn (n0 − np0) (5-10)

(Dn) 1
2

B
(
ψ1−ψ0

Vt

)
n1 −B

(
ψ0−ψ1

Vt

)
n0

∆r0

 = Sn (n0 − np0) (5-11)

n0 =

B
(
ψ1−ψ0

Vt

)
n1 + ∆r0

(Dn) 1
2

Snnp0

B
(
ψ0−ψ1

Vt

)
+ ∆r0

(Dn) 1
2

Sn
(5-12)

1Es un voltaje DC aplicado en la celda solar el cual hace que el campo eléctrico en la región de agotamiento

disminuya, para facilitar el incremento en la corriente de difusión.
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5.3. Cálculo de la tasa de generación

Se debe usar la curva del coe�ciente de absorción tomada de alguna fuente de medidas ex-
perimentales. Varios artículos y manuales reportan este coe�ciente especí�camente para el
silicio, cuya estructura de bandas presenta transiciones ópticas directas e indirectas [37] [8] [19] [1].

En la �gura 5-2 se muestra el coe�ciente de absorción para el silicio intrínseco a temperatura
de 300 K [19].
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Figura 5-2.: Coe�ciente de absorción para silicio intrínseco.

En aplicaciones fotovoltáicas es indispensable trabajar con la componente hemisférica del
espectro de irradiancia solar, que incluye las componentes directa y difusa de la radiación
solar que llega hasta la super�cie terrestre. Por lo general, en los trabajos de simulaciones de
celdas solares inorgánicas se aplica una irradiancia integrada de 1000 [W ·m−2] que equivale
a 1 [sun].
Para comparar el desempeño de celdas solares diferentes, probadas en varios lugares de la
super�cie terrestre, una norma debe ser de�nida, a la cual se re�eren todas las mediciones
de radiación de la luz solar [11]. Actualmente la organización internacional que se encarga de
un estandar para esto es The American Society for Testing and Materials (ASTM), quien
provee los espectros estandarizados para las aplicaciones fotovoltáicas [31].
En este trabajo se aplicó la norma ASTM:G173-03 que suministra separadamente la irra-
diancia normal directa y la hemisférica (global), ésta última con relación a una super�cie
inclinada 37◦, para reducir el desperdicio de energía solar debida a la parte difusa, comparado



56 5 Simulaciones de una celda solar inorgánica de juntura cilíndrica

a lo que sucede en un plano horizontal [5].
En el trabajo original [34], para el mismo tipo de celda, se utilizó el espectro de irradiancia
Air Mass 1.5G (AM1.5G). Aunque los autores no muestran el cálculo de la tasa de gene-
ración solar, en la literatura se encuentran algunas expresiones equivalentes para calcular
dicha tasa [15] [28] [3]. Cualquiera que se use para este propósito, implica conocer el espectro de
radiación.
Con relación a lo anterior, se aplicó el espectro de irradiancia solar AM1.5G hemisférico,
porque es mayor que la potencia radiante directa espectral. Ambos espectros, calculados
teóricamente por la ASTM, son comprendidos por una distribución de longitudes de onda
que va desde 300[nm] hasta 1000[nm], con un paso de 10[nm], ver �gura 5-3.
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Figura 5-3.: Distribución de la irradiancia espectral solar terrestre AM1.5G.

Como se mencionó antes hay varias fuentes donde se utilizan diferentes expresiones para el
cálculo de la tasa de generación, por ejemplo en [15],

g(x) =

∫ ∞
0

Nph (Eph, 0)α (Eph) exp (−Ephx) dEph (5-13)

donde, Nph (Eph, 0) es la distribución del �ujo de fotones incidente y α (Eph) es el coe�ciente
de absorción. Otra expresión muy común [28],

G(x) = (1− s)
∫
λ

(1− r(λ))f(λ)α(λ) exp (−α · (x+ wn)) dλ (5-14)

para fotones con λ ≤ hc
EG

que contribuyen a la tasa de generación óptica, donde, EG es la
energía del gap, y cabe señalar otros parámetros tales como, r(λ) que es el coe�ciente de
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re�exión, y f(λ) es el �ujo de fotones incidente en la celda, que penetra por la capa tipo n.
Debido a que no se tiene un conocimiento preciso de s que es el factor de sombra de grilla [28],
ni del coe�ciente de re�exión, se quiso aplicar la siguiente fórmula, también aplicada en [3],
para el cálculo de la tasa de generación de una celda solar con estructura cilíndrica, en cuya
simulación los autores asumen que toda la radiación solar incide sobre la celda en un ángulo
normal con polarización lineal, y porque además también utilizaron el mismo espectro de
irradiancia usado en este trabajo.

G(x) =

∫ λmáx

λmı́n

λ

hc
I(λ)α(λ, x)dλ (5-15)

donde, λ = 2πc
ω
, ω = 2πf. I(λ) es la irradianza solar, que junto con la curva del coe�ciente de

absorción se calculo numéricamente en Matlab, la integral entre las dos curvas ya mostradas,
para diferentes valores de la distancia de penetración de la radiación electromagnética, por
debajo de la super�cie de exposición, el resultado es la grá�ca trazada, �gura 5-4.
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Figura 5-4.: Tasa de generación en función de la distancia de penetración de la energía
radiante.

5.4. Simulaciones en equilibrio termodinámico

La ecuación de Poisson discretizada por el método de diferencias �nitas, se aplica para
encontrar la distribución del potencial eléctrico en cada punto interno de la malla. Durante
la implementación del solucionador programado en Matlab, se intentó por ensayo y error
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encontrar la solución a dicha ecuación, usando particiones no uniformes, lo que hizo más
ine�ciente el programa, sin obtener una ganancia concreta. Se estimo desde un comienzo que
la juntura, posiblemente induciría cambios bruscos del potencial eléctrico en la transición de
un tipo de material a otro [41]. La respuesta obtenida se muestra en la �gura 5-7. El voltaje
Vbi (o de barrera) que cae a través de la región de agotamiento tiene la expresión dada por
la ecuación 4-84. Su distribución espacial se muestra en la �gura 5-5. También se requiere el
per�l de la densidad de carga ionizante o de impurezas del semiconductor, �gura 5-6, donde
las concentraciones donoras corresponde al material tipo n, y las aceptoras al material tipo
p.
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Figura 5-5.: Estimación inicial para resolver el potencial eléctrico por Newton-Raphson.
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Figura 5-6.: Per�l de dopado en la celda solar.
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El potencial eléctrico fue calculado por el método de Newton-Raphson, partiendo de la distri-
bución del potencial Vbi y con dicho per�l de impurezas. Se quiso comparar con la respuesta
obtenida de la aproximación de la región de agotamiento, �gura 5-7. Dicha aproximación es
una solución analítica que sirve para calcular el campo eléctrico a través de la juntura.

0 50 100 150 200 250

radio en [nm]

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

P
o
te

n
c
ia

l 
E

lé
c
tr

ic
o
 [
V

]

Solución por Newton-Raphson

Aproximación Región de Agotamiento

Figura 5-7.: Potencial electrostático.

Se realizó un barrido de la densidad de portador intrínseca desde el valor suministrado en
la tabla 5-1 hasta un orden de magnitud menor al de las densidades de impurezas, que son
iguales para cada tipo de material, �gura 5-8. Se observa que el ancho de la región de agota-
miento no varía, luego se corrobora que este no depende de la densidad de portador intrínseca.

Luego se calcularon las densidades de portadores de electrones y huecos por medio del po-
tencial eléctrico calculado, a través de las siguientes expresiones,

n = Ni exp

(
ψ

Vt

)
(5-16)

p = Ni exp

(
− ψ
Vt

)
(5-17)

En la �gura 5-9, se muestran las grá�cas de n y p.
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Figura 5-8.: Distribución del potencial electrostático para un barrido de la densidad de
portadores intrínseco.
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Figura 5-9.: Densidades de electrones y huecos en equilibrio térmico.

Para dibujar el diagrama de bandas de energía en los bordes de la capa de valencia y de
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conducción, se pueden utilizar las siguientes ecuaciones:

Para la energía del extremo inferior en la banda de conducción,

Ec = −ψq +
Eg
2

(5-18)

Para la energía del extremo máximo en el borde superior de la banda de valencia:

Ev = −ψq− Eg
2

(5-19)

Para calcular el nivel Fermi intrínseco, se aplica

Ei = −kBT log

(
n

Ni

)
(5-20)

donde se usa la constante de Boltzmann con las siguientes unidades, kB = 8,62× 10−5 eV
K

Las respectivas grá�cas se muestran en la �gura 5-10 y las obtenidas en el artículo original [34]

en la �gura 5-11.
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Figura 5-10.: Diagrama de bandas de energía en equilibrio termodinámico simulado.
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Figura 5-11.: Diagrama de bandas de energía en equilibrio termodinámico, reportado en el
articulo original [34].

En equilibrio termodinámico, la celda solar es un sistema aislado inmerso dentro de un baño
térmico a la temperatura ambiente. Corresponde a un macroestado donde el semiconductor
alcanza su valor máximo de entropía. Por agitación térmica se presentan �uctuaciones que
en total representa un valor muy pequeño comparado al número total de partículas para
dicho estado, se sabe que hay electrones que saltan a la banda de valencia y también se tiene
lugar a la recombinación entre huecos y electrones.
La distribución espacial de los niveles cuasiFermi es constante, como se ve en la �gura 5-10.
Una vez que el potencial eléctrico sea determinado, el diagrama de bandas de energía es cal-
culado. Aunque existe un número muy grande de microestados relacionados con la entropía
de la celda no existen procesos de deriva ni de difusión. El sistema se mantiene en equilibrio
térmico porque existe un balance entre los procesos de radiación por absorción y emisión del
cuerpo negro de los alrededores.
Finalmente se muestra la distribución espacial del campo eléctrico que corresponde al gra-
diente del potencial de la juntura, �gura 5-12. Esta grá�ca es muy parecida a la de un diodo
np [48]. Aparte, se aplicó algunos voltajes, por fuera del equilibrio termodinámico, y el efecto
inmediato es la disminución del pico del campo eléctrico, que se presenta dentro de la región
de agotamiento con respecto al estado de equilibrio. Por fuera de esta región se encuentran
las zonas neutras en las cuales el campo eléctrico es diferente de cero.
El campo eléctrico es mas acentuado en forma de pico dentro de la región de agotamiento. En
equilibrio termodinámico no existen corrientes eléctricas netas de ningún tipo de portador.
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Figura 5-12.: Campo eléctrico en equilibrio térmico.

5.5. Solución del problema de transporte de carga en

la celda solar

Esta sección corresponde a la solución del semiconductor en cuasiequilibrio termodinámico,
y en estado estacionario. El objetivo es encontrar la curva característica corriente-voltaje,
puesto que con esta grá�ca, se reconoce si es una celda solar o no. Cuando incide radia-
ción lumínica se produce una corriente eléctrica, conformada por dos componentes, una de
arrastre y otra de difusión para cada tipo de portador. La corriente eléctrica es generada por
los potenciales cuasiFermi, ya que a través de estos, dependen las densidades de huecos y
electrones [12]. Antes de explicar el método de Gummel, se introduce la ecuación de Poisson
lineal discreta.

5.5.1. Ecuación de Poisson lineal y función de Bernoulli

Por medio de variables dependientes (ψ, n, p), se resuelve el problema de transporte de carga
por el método de Gummel, a través de la ecuación de Poisson discreta 5-21, linealizada en
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el espacio continuo [48].
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(5-21)

donde, ∆r̃i = r̃i+1 − r̃i, ∆r̃i−1 = r̃i − r̃i−1.
Cuando se programa la función de Bernoulli ya sea en Matlab u otro lenguaje de progra-
mación, se debe evitar el desbordamiento numérico por exceso o defecto, al momento de
evaluar el potencial eléctrico dentro del dominio de simulación. Esta se puede implementar
por medio de una función a trozos [44],

B(t) =



−t, t ≤ t1
t

exp(t)−1
, t1 < t ≤ t2(< 0)

1− t
2
, t2 < t ≤ t3(> 0)

t exp(−t)
1−exp(−t) , t3 < t ≤ t4

t exp(−t), t4 < t ≤ t5

0, t5 < t

(5-22)

donde los valores, t1, ..., t5 corresponden a t1 = −t4 = −22,8738565, t2 = −t3 = −2,5266464601× 10−3

y t5 = 89,4159861.

5.5.2. Método de Gummel

El sistema van Roosbroeck por este método de solución lo constituyen las ecuaciones 5-21,
4-73, 4-75, 4-76 y 4-77. Después de resolver la ecuación de Poisson en equilibrio, se procede
a calcular las densidades de electrones y huecos. Con este conjunto de valores se calcula
nuevamente el potencial eléctrico con la ecuación linealizada, seguido por las ecuaciones de
continuidad, actualizando los valores de manera secuencial para las variables dependientes,
hasta que se alcance el valor de precisión deseado para la convergencia. Lo anterior se repite
hasta que el BIAS llegue a su valor máximo de barrido. La �gura 5-13 muestra el diagrama
de �ujo del método de Gummel.
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potencial eléctrico.  

✁ Se actualiza el Jacobiano: diagonal de la matriz de coeficientes.  

✂ Se actualiza la función forzante de la ecuación matricial.  

✄ Se resuelve la ecuación matricial para el vector de error del potencial 

eléctrico aplicando el algoritmo de Thomas. 

☎ Se actualiza el vector de potencial eléctrico.  

✆ Se calcula la norma cuadrática del vector de error del potencial eléctrico, 

el cual es igual al Error o Tolerancia del método de Newton-Raphson.      

Error > 10* eps 

✝ Con el potencial calculado (Vbi), se calculan n y p.   

✞ Se inicializa el vector BIAS con un rango de 0 hasta 0.57 [V].  

✟ Se inicializa el vector de corriente en ceros.  

✠ Se evalúan las condiciones de frontera con el vector BIAS, para el 

potencial eléctrico. 

✡ Se evalúan las condiciones de frontera para las densidades n y p.  

☛ Se resuelve la ecuación de continuidad para electrones: 

☞ Se actualiza la matriz de coeficientes y la función forzante. 

✌ Se resuelve la ecuación matricial para el vector n por medio 

del algoritmo de Thomas.  

✍ Se resuelve la ecuación de continuidad para huecos: 

✎ Se actualiza la matriz de coeficientes y la función forzante. 

✏ Se resuelve la ecuación matricial para el vector p por medio 

del algoritmo de Thomas.  

✑ Se resuelve la ecuación de Poisson linealizada: 

✒ Se actualiza la matriz de coeficientes y la función forzante. 

✓ Se resuelve la ecuación matricial para el vector V por medio 

del algoritmo de Thomas. 

✔ Se evalúa la condición de frontera de  Neumann para el 

potencial eléctrico. 

✕ Se calcula la norma cuadrática del vector de error del potencial V, el cual 

es igual al Error o Tolerancia del método de Gummel.    

 

✖ Se calcula el vector de densidad de corriente de electrones. Se aplica su 

respectivo factor de escala para volver a las unidades reales.   

✗ Se calcula el vector de densidad de corriente de huecos. Se aplica su 

respectivo factor de escala para volver a las unidades reales. 

✘ Se calcula el vector de densidad de corriente total. 

✙ Se calcula la corriente eléctrica para el valor de BIAS actual que 

corresponde a un elemento del vector BIAS. Asimismo se almacena en el 

vector de corriente.   

¿Máximo BIAS? 

Error > 10* eps 

Para el proceso. Se grafican todas las curvas deseadas. Algunas variables físicas deben 

ser multiplicadas por sus respectivos factores de escala para volver a las unidades reales.  

Equilibrio 

No Equilibrio 

✚ Inicializa constantes físicas 

✛ Inicializa valor de temperatura del baño térmico 

✜ Inicializa voltaje térmico.  

✢ Inicializa parámetros físicos del semiconductor: 

-Niveles de energía de borde de bandas.              

-Densidades de estados de bandas.                     

-Niveles de dopado en cada capa y del intrínseco. 

-Movilidades de partículas y coeficientes de difusión. 

-Parámetros y coeficientes modelo de recombinación. 

-Tamaño de la malla. 

✣ Inicializa los factores de escala tomados de la referencia [43]. Se 

normalizan todos los parámetros y variables físicas.  

✤ Inicializa dopado a lo largo de la malla.  

✥ Calcula potencial eléctrico basado en la condición de neutralidad de 

la carga.   

Figura 5-13.: Diagrama de �ujo del solucionador del modelo deriva-difusión donde se mues-
tran las iteraciones de Gummel en el problema de no equilibrio térmico.
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Con el método de Gummel se trazaron varias distribuciones del potencial eléctrico para los
voltajes indicados en la �gura 5-14. En esta �gura se nota que el potencial conserva la mis-
ma forma obtenida en equilibrio, sin presentar ensanchamientos en la región de agotamiento.
Las densidades de carga, para cada voltaje incremental, después de convergir la ecuación
de Poisson lineal, se calculan, �gura 5-15, para encontrar las respectivas densidades de co-
rriente, �gura 5-16, derivando de esta manera la curva característica corriente-voltaje, por
ejemplo la �gura 5-19. Con un paso incremental del BIAS, y a excepción de la condición de
corto circuito, es decir BIAS = 0[V ], las densidades de portadores no coinciden exactamente
con las respectivas del artículo original, cuando se realiza el barrido completo del BIAS o
voltaje aplicado. Sin embargo, para una condición diferente, por ejemplo, con la celda solar
iluminada y cargada, con un BIAS de 0,43[V ] aplicado directamente sin barrer antes otros
voltajes, la curva simulada muestra bastante similitud con respecto a la original, �gura 5-17.

Finalmente, se obtuvieron las curvas características corriente-voltaje con el esquema Schar-
fetter y Gummel, para la celda solar en oscuridad, �gura 5-18, y la celda iluminada 5-19. De
la última �gura, el error porcentual entre el valor del voltaje de circuito abierto calculado en
este trabajo, y el original, fue del 2 %. En el artículo base, se utilizaron variables cuasiFermi
en el esquema de Scharfetter y Gummel [34].
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Figura 5-14.: Potencial eléctrico para diferentes valores de voltaje aplicado.

El potencial eléctrico para la celda cilíndrica aparece reportado únicamente en este trabajo,
y es compatible con la forma esperada que se encuentra en la literatura de simulación de
semiconductores [48], por ejemplo en el caso de un diodo recti�cador, donde el sistema van
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Roosbroeck se expresa mediante coordenadas cartesianas, en general, y con niveles de dopado
iguales en cada capa de la juntura, la zona de agotamiento es mucho más angosta. Una
característica importante de la celda de estructura cilíndrica es el ancho de esta región, es
más amplia comparada al de una celda solar típica de estructura convencional.
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Figura 5-15.: Densidades de carga para un barrido DC.

Normalmente el método de Gummel se aplica para el cálculo de las variables dependientes,
potencial eléctrico y densidades de portadores de carga. La similitud de las grá�cas de den-
sidad con respecto a las mostradas en el artículo [34], se logra únicamente cuando se aplica
un BIAS particular, contrario a un barrido de voltajes antes de este.

Para que el método de Gummel converja a una solución, es necesario establecer los factores
de escala adecuados [41], de esta manera la matriz de coe�cientes actualizada en cada ite-
ración no pasa a ser una matriz singular. En el artículo original [34], los autores aplican el
método de Newton-Raphson usando variables cuasiFermi, envés de densidades de portadores
de carga. En dicho trabajo no se nota una precisión acerca de cuales factores de escala usaron.

En el trabajo original [34] además se realizó un estudio paramétrico de la celda solar, lo
cual hubiera aumentado aquí la complejidad en la programación de las ecuaciones para su
solución. Los autores además compararon sus resultados con los simulados en el software
COMSOL, y con la solución analítica obtenida por medio de la teoría de las funciones de
Green que ellos mismos calcularon [33].
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Otro aspecto importante para resaltar, es la falta de claridad en el trabajo base [34] respecto a
las unidades físicas de la corriente eléctrica de huecos, electrones y total. Aunque las grá�cas
respectivas son muy claras en cuanto a la manera de obtener la corriente total en la celda,
constante a través de esta, no se encuentran las expresiones necesarias para su cálculo, y
además estas curvas �jan la precisión del simulador desarrollado por los autores [34]. Tenien-
do en cuenta esto, sin embargo se calculó numéricamente la densidad de corriente para el
barrido DC de la �gura 5-16. Acerca de esta misma �gura, se precisa que dentro del algorit-
mo desarrollado por el método de Gummel, fue necesario reescalar máximo hasta cien veces
más pequeñas las densidades de corriente obtenidas, producto del cálculo de las derivadas
de las densidades de portadores de carga. Por lo tanto, la densidad de corriente eléctrica es
bastante sensible a la densidad de portadores de carga obtenida en la simulación.
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Figura 5-16.: Densidad de corriente para un barrido DC.

Cuando la celda solar está conectada a una carga resistiva y se encuentra iluminada con
un espectro de irradiancia AM1.5G, esta aprovecha el �ujo de portadores de carga, o la
fotocorriente, y crea una caída de potencial en la región de agotamiento polarizada en di-
recta, acompañado de una modi�cación en la estructura de bandas del semiconductor [34].
Esto se explica a través de una disminución de las barreras formadas por los electrones y
huecos mayoritarios en la región de agotamiento, debido a un voltaje aplicado, produciendo
un incremento en la corriente bajo oscuridad y una disminución de la corriente de corto cir-
cuito [34]. En la �gura 5-17 se muestran las densidades de portadores de carga minoritarios
que generan dicha condición en la celda.
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Figura 5-17.: Densidades de carga para la celda iluminada y cargada a 0.43 [V].

La simulación de la celda solar sin iluminación se realizó aplicando un barrido DC (biasing)
con polarización directa (forward biased), en consecuencia se genera la curva característica
mostrada en la �gura 5-18, con un ligero o�set si se compara con la curva original [34].
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Figura 5-18.: Curva característica voltaje-corriente, para la celda en la oscuridad.

Con la celda solar iluminada, y el mismo biasing del caso anterior, la simulación produjo
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como resultado la curva que se muestra en la �gura 5-19, donde aparece la corriente de
corto circuito de la celda, que es el valor del cruce por el eje vertical, con el voltaje apli-
cado igual a cero; el voltaje de circuito abierto, es el valor dado por el cruce con el eje
horizontal, con corriente igual a cero. La potencia máxima de carga se ubica en el codo de
la curva, de tal manera que la e�ciencia sea la máxima, ya que ésta depende de dichos valores.

Ya que por tratarse de una celda solar inorgánica, basta con realizar dicho tipo de barrido
de voltaje; tanto en este trabajo como el original, coinciden en tal aspecto. Por ejemplo en el
caso de las celdas solares híbridas que tienen una parte orgánica y una inorgánica el biasing
debe ser en ambos sentidos, es decir, forward biased y luego reverse biased, ya que éstas
presentan histéresis en la curva característica corriente-voltaje [18].
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Figura 5-19.: Curva característica voltaje-corriente, para la celda iluminada.

5.5.3. Solución por el método de Newton-Raphson

Se utilizó el método de Newton-Raphson para resolver el sistema van Roosbroeck discreto
unidimensional [45]. En las grá�cas 5-20 y 5-21 se presentan los niveles de energía cuasiFermi
para cada tipo de portador, en condiciones de corto circuito y celda cargada, respectivamen-
te. Aquí no se usa el método de Gummel, ya que todas las ecuaciones discretas del sistema,
son no lineales el cual es el precio que se debe pagar por emplear las variables dependientes,
potencial eléctrico y potenciales cuasiFermi. Los factores de escala tampoco son los mismos
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del método anterior, aquí se utilizan los de la referencia [10]. Dicha información se desconoce
en el artículo original [34].

Se logró la convergencia hasta un BIAS igual a 0.48[V], con un paso incremental de 0.01[V].
Para valores más grandes que este voltaje, el método no converge. Se realizó un barrido
de BIAS forward biased sobre la celda solar, para obtener la curva característica corriente-
voltaje. Sin embargo no se muestra aquí, debido a que di�ere bastante de la forma obtenida
por el método de Gummel. La discretización de las ecuaciones de continuidad se basó en la
aplicación del teorema del valor medio para integrales [45], diferente al esquema Scharfetter y
Gummel, este último usado por los autores del artículo [34].

La simulación numérica es muy útil para estudiar la variación espacial interna de los pará-
metros físicos de la celda solar, que no se podría obtener por métodos analíticos, y dicho
conocimiento es de gran ayuda para comprender mejor el comportamiento de las celdas. Sin
embargo tanto en este trabajo como en el original [34], los parámetros que se manejaron fueron
exactamente los mismos de la tabla 5-1 y con estos se obtuvieron los niveles cuasiFermi de la
celda solar con iluminación en corto circuito, �gura 5-20, y con carga máxima e iluminada,
�gura 5-21.
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Figura 5-20.: Niveles de energía cuasiFermi para la condición de celda iluminada en corto
circuito.

En equilibrio termodinámico los niveles cuasiFermi de cada tipo de portador de carga son
iguales, �gura 5-10. Sin importar donde se �je el nivel Fermi Ei, con la celda solar iluminada y
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en condición de corto circuito, los niveles cuasiFermi de los portadores minoritarios provocan
que se desplacen del equilibrio las densidades de portadores de carga, debido al exceso de
concentraciones generadas por la luz solar, que es evidente si se comparan las �guras 5-9
y 5-15. La corriente de cortocircuito se da cuando no hay carga conectada a la celda, y es
la máxima corriente que se puede producir en el semiconductor cuando el voltaje a través
de la celda es igual a cero. Esta depende de la tasa de generación de pares electrón-hueco.
Como ya se ha visto, la generación depende del número de fotónes, es decir, de la potencia
radiante de la luz solar incidente. Por lo tanto depende directamente de la irradiancia, ya
que cambiando el espectro de la luz incidente sobre la celda, cambian todos los parámetros
incluyendo la corriente de corto circuito. El área de la celda también es un factor in�uyente
sobre esta cantidad [34].
Cuando se conecta una carga a la celda solar tal como una resistencia, el diagrama de bandas
de energía cambia, �gura 5-21. Los niveles cuasiFermi en esta condición, son casi aplanados
lo cual no signi�ca que no haya fotocorriente; sin embargo, este comportamiento sucede
debido a que las longitudes de difusión de ambos tipos de portador, huecos y electrones, son
mucho más grandes que la distancia a la cual, los portadores deben recorrer antes de ser
extraídos por los electrodos de la celda solar [34].
Cuando se comparan celdas solares del mismo tipo de material, el parámetro más crítico es la
longitud de difusión, entre otros. En una celda con tasa de generación uniforme, la ecuación
para la densidad de corriente de corto circuito se puede expresar aproximadamente por [34],

Jsc ' qG (Ln + Lp) (5-23)
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Figura 5-21.: Niveles de energía cuasiFermi para la condición de celda iluminada y cargada.
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en donde Jsc es la corriente de corto circuito, Ln y Lp son las longitudes de difusión de elec-
trones y huecos respectivamente. La aproximación 5-23 indica que Jsc depende fuertemente
de la tasa de generación G y de la longitud de difusión. Las longitudes son Ln = 15,2[µm] y
Lp = 12[µm] [34].
En el artículo original [34] no se explica como se simula la parte electromagnética de la radia-
ción incidente sobre la celda solar, para conocer los diferentes valores de la tasa de generación.
En este trabajo al respecto, no se simuló completamente dicho fenomeno, que es una de las
grandes diferencias entre ambos trabajos. En cambio se supuso una tasa de generación, �-
gura 5-4, que va en disminución con respecto a la profundidad de la celda, y de hecho, en
las simulaciones presentadas aquí no se incluyó la variación espacial a lo largo del eje de
la celda. Mas aún, los datos tomados del coe�ciente de absorción [1] corresponden al silicio
intrínseco, a 300K de temperatura ambiente, siendo este un caso ideal. La única información
común entre ambos es el espectro de la potencia radiante de la luz solar AM1.5G [5].
En conclusión, los cálculos relacionados sobre la parte electromagnética de la radiación solar,
fueron realizados bajo condiciones ideales, lo cual aporto únicamente un valor representativo
de la tasa de generación, que si se excede no reproduce las mismas curvas corriente-voltaje
como las de las �guras 5-19, 5-22 y 5-23. Las dos últimas, fueron calcadas del artículo
original mediante el programa GetData, en su versión demo. Con respecto a dicho artículo,
los autores realizaron un estudio paramétrico aplicado a la variación de la corriente de corto
circuito con respecto a la longitud de la celda solar.
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Figura 5-22.: Niveles de energía cuasiFermi para la condición de celda iluminada en corto
circuito [34].
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Figura 5-23.: Niveles de energía cuasiFermi para la condición de celda iluminada y carga-
da [34].

Durante todos los intentos de simulación, en este trabajo, se probaron algunos aspectos
importantes como por ejemplo, el nivel de dopado, siguiendo el mismo criterio del artículo
original [34], coincidiendo con el valor especi�cado en la tabla 5-1. Con una densidad de
dopado menor a la especi�cada, el ancho de la región de agotamiento alcanza las fronteras,
y las condiciones de frontera del sistema no serían válidas y por lo tanto, tomaría lugar un
rompimiento de la celda solar.
Dentro de los resultados presentados en el artículo [34], se comprobó que el comportamiento
de la celda solar, depende fuertemente del radio, cuando cambia el nivel de dopado. Se
mostró también que cuando aumenta el nivel de dopado en la capa activa tipo n, el ancho
de la región de agotamiento disminuye solamente desde el lado externo de la celda, y por
consiguiente se incrementa la e�ciencia. Por otro lado, si se incrementa la densidad de dopado
en la capa tipo p, en consecuencia disminuye la e�ciencia. En cambio aquí se comprobó que
aumentando la densidad de dopado en ambas capas con el mismo valor, el ancho de la región
de agotamiento disminuye.



6. Conclusiones y recomendaciones

6.1. Conclusiones

Desde la ecuación de transporte de Boltzmann semiclásica se derivaron las ecuaciones deriva-
difusión (en inglés, drift-di�usion) para las expresiones de las densidades de corriente de los
semiconductores, usando la aproximación del tiempo de relajación, bajo la suposición de que
los fenómenos de dispersión son más frecuentes dentro de una banda de energía, comparado
con los que ocurren por intercambio entre ellas (transporte semiclásico). Para su derivación
también se utilizó la aproximación por bandas parabólicas, que supone la aplicabilidad de
la ecuación de masa e�caz en sólidos cristalinos. A temperatura ambiente es válido usar la
estadística de Boltzmann para la distribución de portadores de carga: huecos y electrones,
en los semiconductores. La ventaja de usar un modelo deriva-difusión se debe a su aplicación
para encontrar la respuesta ante campos externos aplicados, en el estado cuasiequilibrio, en
lugar de encontrar la solución de la ecuación de transporte de Boltzmann a través de algún
método computacional más complejo. En general, las tres ecuaciones del semiconductor que
son, ecuación de Poisson y la de continuidad para cada tipo de portador de carga eléctrica,
constituyen un sistema van Roosbroeck, dentro del cual se aplica el modelo drift-di�usion.
En equilibrio termodinámico los semiconductores no presentan corrientes eléctricas, al no
haber campos externos aplicados. En cambio, en el estado cuasiequilibrio el efecto inmediato
es la presencia de una corriente eléctrica.

Se resolvió el problema de trasporte de carga para una celda solar inorgánica de juntura
n-p cilíndrica tipo bulk, en estado estacionario, resolviendo el sistema van Roosbroeck en
coordenadas polares con simetría radial, lo cual constituye un problema unidimensional. Los
parámetros, constantes y dimensiones físicas de la celda solar se mantuvieron �jos en el
dominio de simulación, cuyos valores se encuentran en la tabla 5-1 y la �gura 5-1. Dicha
información fue tomada del articulo [34] Numerical simulation and a parametric study of inor-

ganic nanowire solar cells. Los principales resultados alcanzados en el presente trabajo se
compararon con los obtenidos de dicho artículo, las curvas características corriente-voltaje
de la celda solar iluminada y en oscuridad, �guras 5-18 y 5-19.

El modelo de recombinación que se uso fue el de Shockley-Read-Hall, cuyos parámetros no
dependen de los coe�cientes de movilidad y difusión de cada tipo de portador, y además no
contiene factores que dependan de las derivadas espaciales de las variables dependientes. La
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tasa de generación de pares electrón-hueco se calculo con base en el espectro de irradiancia
solar terrestre del estándar ASTM G-173-03 [5] para una iluminación de AM1.5G, �gura 5-3
y con el coe�ciente de absorción para el silicio intrínseco, �gura 5-2, el cual contiene toda la
información de las transiciones ópticas en el cristal de silicio.

El primer paso para encontrar la solución del sistema van Roosbroeck consiste en discretizar
adecuadamente las tres ecuaciones diferenciales del semiconductor. Se aplicaron dos esque-
mas, uno basado en el teorema del valor medio para integrales [45], y otro, el de Scharfetter
y Gummel que es muy común en simulaciones de semiconductores. Con el primero se cal-
culó mejor los niveles cuasiFermi, y con el segundo las densidades de portadores de carga
eléctrica. En ambos casos, fue necesario aplicar una función de crecimiento tipo exponencial
de Bernoulli, cuyo argumento son los potenciales cuasiFermi o el potencial eléctrico, según
el tipo de esquema; deducible a partir del método de diferencias �nitas. Se presentaron dos
versiones de variables discretas para el sistema: (ψ, ϕn, ϕp) y (ψ, n, p). Ambas corresponden
a sistemas de ecuaciones algebráicas no lineales sujetas a condiciones de frontera discretas.
Los parámetros físicos de las ecuaciones de continuidad se mantuvieron constantes en todo
el dominio de simulación, lo cual representó una mayor facilidad para manejar las ecuaciones
del semiconductor en el computador. La única ecuación diferencial en el dominio continuo
que fue necesario linealizarla fue la de Poisson.

Para resolver cada conjunto de ecuaciones algebráicas generadas, se emplearon respectiva-
mente dos métodos de solución. Para el sistema con variables (ψ, n, p) se aplico el método
de Gummel, y para el sistema con variables (ψ, ϕn, ϕp), el método de Newton-Raphson. Las
ecuaciones discretas se expresaron en términos de las variables con subíndices, consecuencia
de aplicar el método de diferencias �nitas en ambos casos, los cuales indican la posición de
las variables en cada punto de la malla. Ambos métodos requirieron la solución de la ecua-
ción de Poisson no lineal para el potencial eléctrico, en equilibrio termodinámico, asumiendo
niveles cuasiFermi iguales a cero. Para la solución de equilibrio, también se aplicó el método
de Newton-Raphson partiendo de la condición de neutralidad de la carga, el voltaje Vbuilt
que depende de la densidades de impurezas y de portadores intrínseco. La distribución del
potencial eléctrico obtenida, se puede ver en la �gura 5-14, el cual coincide con la condición
de corto circuito, es decir, cuando el BIAS aplicado es 0[V ]. Con este potencial se inicia un
proceso iterativo, �guras 5-14.

El método de Gummel consiste en calcular primero, el potencial eléctrico ψ, y luego las
densidades n y p a través de sus respectivas ecuaciones, de manera secuencial, con los valores
actuales del potencial, obteniendo al �nal de cada iteración un conjunto nuevo de valores de
dichas variables; para cada punto del dominio, el cual se convierte en la estimación inicial
para la siguiente iteración. Aquí se utiliza la ecuación de Poisson linealizada. El proceso
converge hasta que la norma del vector de error del potencial eléctrico, sea menor a un valor
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pequeño pre�jado.

A diferencia del método anterior, en el de Newton-Raphson, el proceso iterativo toma en
cuenta el conjunto completo de ecuaciones algebráicas, de manera simultánea, a través de la
matriz Jacobiana, la cual contiene toda la información de las variaciones de las ecuaciones
del semiconductor, con respecto a las variables dependientes y el método converge hasta que
se cumpla el criterio de la condición de número, aplicado al vector de error general.

Con el potencial eléctrico hallado en equilibrio térmico se calcularon las densidades n y p,
�gura 5-9, con las cuales se generó el barrido de concentraciones, �gura 5-15, para el rango
de voltajes DC (BIAS) que aparece en la misma �gura. El método de Gummel se aplica para
cada paso de BIAS, generando una distribución nueva en la densidad de corriente, a lo largo
de la malla, respecto a la cual se calcula su valor promedio que se asocia con el valor de
BIAS actual, y así sucesivamente hasta alcanzar el valor máximo de voltaje. De esta manera
se reprodujeron, la curva característica corriente-voltaje de la celda iluminada, �gura 5-18
y la de oscuridad, �gura 5-19 donde se comparan las respuestas obtenidas en este trabajo
con las del artículo original [34].

Se obtuvieron diferencias en la aplicación de ambos métodos para generar las curvas caracte-
rísticas corriente-voltaje de la celda iluminada. En el esquema de Scharfetter y Gummel con
variables (ψ, n, p) se logró cubrir un rango de voltajes entre 0[V ] y 0,57[V ], reproduciendo
con una buena similitud la curva del articulo original, con un error porcentual del 2 % en el
valor del voltaje de circuito abierto, �gura 5-19, con iluminación de AM1.5G.

El método de Gummel fue más efectivo para resolver el problema de transporte de carga en
la celda solar, y además bastante �exible ya que permitió generar las curvas corriente-voltaje,
para la celda iluminada y en oscuridad, convergiendo para un barrido de voltajes DC (BIAS)
hasta 0,56[V ]. La motivación de resolver por el método de Newton-Raphson, fue examinar la
forma funcional correcta que debe tener los niveles de energía cuasiFermi, �guras 5-20 (celda
iluminada en corto circuito) y 5-21 (celda iluminada y cargada), comparando con el artículo
original [34]. En el esquema de Gummel, y con la discretización de Scharfetter y Gummel, la
densidad de corriente total tiende a incrementar la escala de su amplitud, mientras se va
haciendo el barrido (biasing), �gura 5-16, por un desbalance numérico en las densidades de
corriente de huecos y de electrones durante la simulación, observado a través de ensayo y
error.

Finalmente se concluye que el método de Gummel es autoconsistente a través de la ecuación
de Poisson, en este caso se linealizo para mejorar la convergencia. La aplicación de los facto-
res que reescalan las ecuaciones del sistema van Roosbroeck es crucial para la convergencia
de los métodos y algoritmos aplicados para la solución numérica del problema de transporte.
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Aunque no se realizó un estudio paramétrico sobre una celda solar de estructura cilíndrica,
en este trabajo, se nota la importancia de aplicar un método, como el de Gummel, que im-
plica mayor sencillez para solucionar un conjunto de ecuaciones algebráicas, en principio no
lineales. El reto consiste en aplicar los factores de escala adecuados para lograr la conver-
gencia de la solución del sistema.

Las celdas solares de estructura cilíndrica actualmente representan un nuevo paradigma en
este tema, comparado a las celdas de geometría convencional, en donde ya se tiene diversos
estudios relacionados con la e�ciencia del dispositivo. Por tal razón es importante estudiar
la corriente de corto circuito y el voltaje de circuito abierto en una celda solar cilíndrica.

6.2. Recomendaciones

Hay dos temas interesantes, que podrían complementar este trabajo. Ambos están relaciona-
dos con la solución numérica del sistema van Roosbroeck, cuando las densidades de dopado
son muy altas, se debe utilizar la estadística de Fermi-Dirac, utilizando el esquema de discre-
tización Scharfetter y Gummel y el otro esta relacionado con la simulación de celdas solares
con estructura de Perovskite que explican la histéresis que se observa, cuando se reproduce
su curva corriente-voltaje, donde además se debe realizar barridos de BIAS inversos (en in-
gles, unforward biased). Sería muy interesante, simular una celda solar orgánica en donde se
requiere calcular la tasa de generación de excitones, lo cual implica trabajar con una nueva
partícula, sumada a los electrones y huecos.
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A. Anexo: Esquema de dicretización

Scharferter-Gummel

Debido a las no-linealidades en las ecuaciones que describen la distribución de huecos, elec-
trones y campo eléctrico; para obtener una solución transitoria o incluso una DC de estado
estacionario, una solución numérica puede llegar a ser bastante difícil. La estructura del se-
miconductor es analizada, inicialmente subdividiendo en un número de intervalos pequeños
el dominio del dispositivo, y luego, las ecuaciones son normalizadas para reducir los cálculos
evitando coe�cientes redundantes, y la aproximación por diferencias �nitas estándar, se usa
para aproximar las derivadas espaciales en la ecuación de Poisson y las de continuidad para
cada incremento dentro de la malla del semiconductor [39].

A continuación, se muestra de manera heurística el esquema de discretización Scharferter-
Gummel (SG), con base en la expresión de la densidad de corriente de huecos, en una
dimensión:

Jp = −
(
qµpp

dψ
dx

+ qDp
dp
dx

)
(A-1)

Se normaliza esta expresión multiplicando por el siguiente factor:
x0

−qD0C0

(A-2)

lo cual produce lo siguiente, después de algunas simpli�caciones:

Jp =
x0

D0C0

µpp
dψ
dx

+
x0

D0C0

Dp
dp
dx

(A-3)

reescribiendo la ecuación A-3

Jp =
µp
D0

p

C0

dψ

d
(
x
x0

) +
Dp

D0

d
(

p
C0

)
d
(
x
x0

) (A-4)

Ahora, si se supone que D0 = Dp y considerando que
µp
Dp

= 1
VT

la ecuación A-3 �nalmente se
expresa como, con VT el voltaje térmico,

Jp =
p

C0

d
(
ψ
VT

)
d
(
x
x0

) +
d
(

p
C0

)
d
(
x
x0

) (A-5)
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Utilizando tildes en la anterior expresión, se obtiene la densidad de corriente normalizada,
así

−
Jp =

−
p
d
−
ψ

d
−
x

+
d
−
p

d
−
x

(A-6)

Para evitar dicha notación con tildes, supondremos a continuación que las variables sin tilde
ya están escaladas salvo donde se indique lo contrario.

Comúnmente se aplica el método de diferencias �nitas en su forma estándar, a la expresión
de la densidad de corriente y luego se sustituyen estos resultados en las ecuaciones de conti-
nuidad del semiconductor; sin embargo se puede demostrar que este procedimiento presenta
problemas de convergencia y de estabilidad cuando el cambio en el potencial, entre dos pun-
tos consecutivos de la malla, excede el valor 2kBT

q
[39]. En cambio, la densidad de corriente,

se manipula matemáticamente como una ecuación diferencial con Jp, µp y Ex siendo pará-
metros constantes entre puntos vecinos [39].

Siguiendo con la demostración, la densidad de corriente para huecos, en el punto (virtual)
medio del camino entre puntos vecinos, se discretiza de la siguiente manera,

dp(x)

dx
+
ψi+1 − ψi

hi
p(x) = (Jp)i+ 1

2
(A-7)

sujeto a, p (xi) = pi; p (xi+1) = pi+1. Esta es una ecuación diferencial lineal de primer or-
den que se puede resolver por el método del factor integrante. Por lo tanto, multiplicando

la ecuación A-7 por e(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

)
(con hi = xi+1 − xi) e integrando desde xi a xi+1 con

ψi+1 6= ψi, se tiene,

(Jp)i+ 1
2
e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

)
=(

dp(x)

dx
+
ψi+1 − ψi

hi
p(x)

)
e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

)
=

dp
dx
e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

)
+
ψi+1 − ψi

hi
p(x)e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

)
=

d

dx

(
p(x)e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

))
(A-8)

(Jp)i+ 1
2
e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

)
=

d

dx

(
p(x)e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

))
(A-9)

Integrando,∫ xi+1

xi

(Jp)i+ 1
2
e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

)
dx =

∫ xi+1

xi

d

dx

(
p(x)e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

))
dx (A-10)
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la integral del lado izquierdo se resuelve mediante las siguientes sustituciones:

a =
(ψi+1 − ψi)

hi
(A-11)

b =
(ψi+1 − ψi)

hi
xi (A-12)

u = ax− b (A-13)

du = adx (A-14)

Con estas sustituciones,

(Jp)i+ 1
2

∫ xi+1

xi

eax−b dx =
1

a
eax−b =

(Jp)i+ 1
2
hi

ψi+1 − ψi
eax−b|xi+1

xi
=

(Jp)i+ 1
2
hi

ψi+1 − ψi
e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

)
|xi+1
xi

=

(Jp)i+ 1
2
hi

ψi+1 − ψi

[
e

(ψi+1−ψi)
(
xi+1−xi

hi

)
− e(ψi+1−ψi)

(
xi−xi
hi

)]
=

(Jp)i+ 1
2
hi

ψi+1 − ψi
[
e(ψi+1−ψi) − 1

]
(A-15)

la integral del lado derecho en la ecuación A-10, se evalúa de la siguiente manera:∫ xi+1

xi

d

dx

(
p(x)e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

))
dx = p(x)e

(ψi+1−ψi)
(
x−xi
hi

)
|xi+1
xi

=

pi+1e
(ψi+1−ψi)

(
xi+1−xi

hi

)
− pie

(ψi+1−ψi)
(
xi−xi
hi

)
= pi+1e

(ψi+1−ψi) − pi

(A-16)

Igualando los resultados de las ecuaciones A-15 y A-16, se obtiene el siguiente resultado,

(Jp)i+ 1
2
hi

ψi+1 − ψi
[
e(ψi+1−ψi) − 1

]
= pi+1e

(ψi+1−ψi) − pi (A-17)

Despejando (Jp)i+ 1
2
de la ecuación A-17:

(Jp)i+ 1
2

=
ψi+1 − ψi

hi

[
pi+1e

(ψi+1−ψi)

e(ψi+1−ψi) − 1
− pi
e(ψi+1−ψi) − 1

]
(A-18)

Dividiendo arriba y abajo en el primer término de la suma de la ecuación A-18 por e(ψi+1−ψi),
la ecuación se reescribe como,

(Jp)i+ 1
2

=
ψi+1 − ψi

hi

[
pi+1

1− e(ψi−ψi+1)
− pi
e(ψi+1−ψi) − 1

]
(A-19)

Con la de�nición de la función de Bernoulli:

B(ξ) =
ξ

eξ − 1
(A-20)
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e imponiendo la condición B(0) = 1, �nalmente se obtiene,

(Jp)i+ 1
2

=
1

hi

[
(ψi+1 − ψi) pi+1

1− e(ψi−ψi+1)
− (ψi+1 − ψi) pi
e(ψi+1−ψi) − 1

]
=

1

hi

[
− (ψi − ψi+1) pi+1

− (−1 + e(ψi−ψi+1))
− (ψi+1 − ψi) pi
e(ψi+1−ψi) − 1

] (A-21)

simpli�cando,

(Jp)i+ 1
2

=
1

hi
[B (ψi − ψi+1) pi+1 −B (ψi+1 − ψi) pi] (A-22)

El mismo desarrollo se puede aplicar para los electrones.

Las ecuaciones discretizadas por el esquema de Scharferter-Gummel, proporcionan estima-
dos estables numéricamente de la densidad de corriente bajo todas las condiciones [39]. Si
el potencial en los puntos internos de la malla es pequeño, estas ecuaciones se aproximan
a las relaciones en diferencias estándar; en tanto cuando el cambio en voltaje sea grande,
estas se aproximarán a la densidad de corriente en deriva, en cualquier punto del dominio
de simulación [39].



B. Anexo: Indice de refracción y

rotacional potencial vectorial

magnético

El potencial vectorial magnético se expresa por medio de

∇× ~A = det

 î
∂
∂x

ex~qλf (~r, ~q, t)

ĵ
∂
∂y

ey~qλf (~r, ~q, t)

k̂
∂
∂z

ez~qλf (~r, ~q, t)

 (B-1)

Desarrollando el rotacional de la ecuación B-1 se obtiene, teniendo en cuenta
f (~r, ~q, t) = A0 cos (~q · ~r − ωt)

∇× ~A = î

[
∂

∂y

(
ez~qλf (~r, ~q, t)

)
− ∂

∂z

(
ey~qλf (~r, ~q, t)

)]
+ĵ

[
∂

∂z

(
ex~qλf (~r, ~q, t)

)
− ∂

∂x

(
ez~qλf (~r, ~q, t)

)]
+k̂

[
∂

∂x

(
ey~qλf (~r, ~q, t)

)
− ∂

∂y

(
ex~qλf (~r, ~q, t)

)]
(B-2)

Se efectúan las siguientes derivadas, teniendo en cuenta que las componentes del vector de
polarización son constantes,

∂

∂x
f (~r, ~q, t) =

∂

∂x
A0 cos (qxx+ qyy + qzz − ωt) =

−A0qxsen (~q · ~r − ωt)
(B-3)

∂

∂y
f (~r, ~q, t) = −A0qysen (~q · ~r − ωt) (B-4)

∂

∂z
f (~r, ~q, t) = −A0qzsen (~q · ~r − ωt) (B-5)

Por lo tanto,

∇× ~A = −A0sen (~q · ~r − ωt)
[̂
i
(
qyez~qλ − qzey~qλ

)
+ ĵ

(
qzex~qλ − qxez~qλ

)
+ k̂

(
qxey~qλ − qyex~qλ

)]
=

−~q × ê~qλA0sen (~q · ~r − ωt)
(B-6)



C. Anexo: Propiedades ópticas de los

semiconductores

C.1. Ecuaciones de Maxwell en un medio material

La ecuaciones de Maxwell en medios materiales son:

∇ · ~E =
ρ

ε0
(C-1)

∇× ~E = −µ0
∂ ~H

∂t
(C-2)

∇ · ~H = 0 (C-3)

∇× ~H = ε0
∂ ~E

∂t
+ ~J (C-4)

donde ~E y ~H, son el campo eléctrico y magnético, ρ es la densidad carga eléctrica, y ~J es
la densidad de corriente eléctrica. La permitividad del espacio vacío cuyo valor experimental
es 1

4πε0
' 9× 109 N.m2

C2 y la permeabilidad del espacio libre es µ0 = 4π × 10−7 Wb
A·m .

En el caso de materiales magnéticos se usa,

∇× ~E = −∂
~B

∂t
(C-5)

∇ · ~B = 0 (C-6)

donde ~B es la inducción magnética. Si se introduce la magnetización ~M , es decir, el momento
dipolar magnético por unidad de volumen y la permeabilidad magnética como cantidad
tensorial, ←→µ , la inducción magnética se expresa como

~B = µ0

(
~H + ~M

)
= µ0

←→µ · ~H (C-7)

con

~M =
←→
X m · ~H (C-8)
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donde
←→
X m es el tensor de suceptibilidad magnética, entonces

~M =
←→
X m · ~H = µ0

(
~H +
←→
X m · ~H

)
= µ0

(
1 +
←→
X m

)
· ~H (C-9)

con

←→µ = 1 +
←→
X m (C-10)

donde 1 es la matriz identidad. Para materiales no magnéticos
←→
X m = 0 y ~B = µ0

~H.

Para la derivación de las relaciones que caracterizan la interacción entre el campo electromag-
nético y un medio polarizado eléctricamente se introduce el vector de polarización eléctrica
~P , de�nido como el momento dipolar eléctrico por unidad de volumen, y el desplazamiento
eléctrico ~D, relacionados por la expresión

~D = ε0 ~E + ~P (C-11)

con ~P = ε0
←→
X e · ~E y

←→
X e el tensor de susceptibilidad dieléctrica. Entonces el desplazamiento

eléctrico en función de estas cantidades se expresa

~D = ε0 ~E + ε0
←→
X e · ~E = ε0

(
1 +
←→
X e

)
· ~E (C-12)

se de�ne entones el tensor dieléctrico ←→ε = 1 +
←→
X e, y por lo tanto

~D = ε0
←→ε · ~E (C-13)

El tensor dieléctrico contiene la información sobre la respuesta del medio material ante cam-
pos electromagnéticos. En un cristal de estructura cúbica, los tensores

←→
X e = Xe1 y←→ε = ε1

son múltiplos escalares del tensor unidad 1, y el medio se puede caracterizar por las canti-
dades escalares Xe y ε.

En general, las cantidades de campo ~E, ~H, ~D y ~B son funciones de ~r y el tiempo. Si la
variación temporal se hace a una frecuencia ω, los parámetros del material

←→
X e,
←→ε y←→µ son

en general, funciones de ω. Los campos son evaluados en la misma posición en ambos lados
de las siguientes ecuaciones

~B (~r, t) = µ0
←→µ · ~H (~r, t) (C-14)

~D (~r, t) = ε0
←→ε · ~E (~r, t) (C-15)
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C.2. Propagación de una onda electromagnética en un

medio material

En un material conductor, dieléctrico y no magnético la densidad de corriente total se expresa
por,

~Jt = σ̃ ~E (C-16)

donde σ̃ es la conductividad eléctrica compleja, en la aproximación de respuesta lineal.

La densidad de corriente total en un medio material contiene una parte estacionaria, relacio-
nada con el movimiento de cargas libres, y otra que se debe al movimiento de cargas ligadas,
relaciona con ∂ ~P

∂t

~J = ~Jcond +
∂ ~P

∂t
(C-17)

donde ~Jcond = σ ~E es la parte debida al movimiento de cargas libres o de especie conductora.

La ley de Ampere en su forma general para sistemas variantes con el tiempo se expresa por

∇× ~H = ε0
∂ ~E

∂t
+ ~J = ε0

∂ ~E

∂t
+ ~Jcond +

∂ ~P

∂t
(C-18)

y aplicando la derivada temporal al desplazamiento eléctrico ~D = ε0 ~E + ~P lo cual produce

∂ ~D

∂t
= ε0

∂ ~E

∂t
+
∂ ~P

∂t
(C-19)

entonces se obtiene,

∇× ~H =
∂ ~D

∂t
+ ~Jcond (C-20)

Cuando se consideran procesos ópticos en los semiconductores se desprecia la parte estacio-
naria de la densidad de corriente total,

∇× ~H =
∂ ~D

∂t
(C-21)

Si se aplica la divergencia al desplazamiento eléctrico y se usa la ecuación de poisson C-1, se
obtiene,

∇ · ~D (~r, t) = ρ (~r, t) +∇ · ~P (~r, t) (C-22)

Usando la ecuación de continuidad

∂ρ (~r, t)

∂t
+∇ · ~J = 0 (C-23)



92 C Anexo: Propiedades ópticas de los semiconductores

y asumiendo

~J =
∂ ~P

∂t
(C-24)

se tiene

∇ · ~D = −∇ · ~P +∇ · ~P = 0 (C-25)

∇ · ~D = 0 (C-26)

Como el medio material no es magnético, entonces

∇× ~E = −µ0
∂ ~H

∂t
(C-27)

Aplicando el rotacional a ambos lados de la ecuación C-27,

∇×
(
∇× ~E

)
= −µ0∇×

(
∂ ~H

∂t

)
= −µ0

∂

∂t

(
∇× ~H

)
= −µ0

∂

∂t

(
∂ ~D

∂t

)

= −µ0
∂2 ~D

∂t2

(C-28)

Si se restringe la atención a cristales con estructura cúbica, tal que

~D = ε0ε ~E (C-29)

donde ε es la función dieléctrica escalar, entonces

∇×∇× ~E = −µ0 (ε0ε)
∂2 ~E

∂t2
(C-30)

usando, c = 1√
µ0ε0

, por lo cual, c2 = 1
µ0ε0

, o 1
c2

= µ0ε0, se obtiene

∇×∇× ~E = − ε

c2

∂2 ~E

∂t2
(C-31)

Aplicando la siguiente identidad vectorial,

∇×∇× ~E = ∇
(
∇ · ~E

)
−∇2 ~E (C-32)

se tiene

∇
(
∇ · ~E

)
−∇2 ~E = − ε

c2

∂2 ~E

∂t2
(C-33)
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y como

~E =
~D

ε0ε
(C-34)

usando el resultado ya obtenido ∇ · ~D = 0, entonces

∇ · ~E = 0 (C-35)

y �nalmente se llega a la ecuación de onda,

∇2 ~E =
ε

c2

∂2 ~E

∂t2
(C-36)

Si se supone una solución en onda plana,

~E (~r, t) = ~E0 exp [i (~q · ~r − ωt)] (C-37)

El campo eléctrico se puede expresar en forma de componentes cartesianas,

~E (~r, t) = E0x exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)] î
+E0y exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)] ĵ
+E0z exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)] k̂

(C-38)

De esta manera se puede calcular las componentes cartesianas del Laplaciano del campo
eléctrico,[
∇2 ~E (~r, t)

]
x =

∂2

∂x2
E0x exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)]

∂2

∂y2
E0x exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)]

∂2

∂z2
E0x exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)]

(C-39)

[
∇2 ~E (~r, t)

]
y =

∂2

∂x2
E0y exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)]

∂2

∂y2
E0y exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)]

∂2

∂z2
E0y exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)]

(C-40)

[
∇2 ~E (~r, t)

]
z =

∂2

∂x2
E0z exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)]

∂2

∂y2
E0z exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)]

∂2

∂z2
E0z exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)]

(C-41)



94 C Anexo: Propiedades ópticas de los semiconductores

Reemplazando las componentes del Laplaciano del campo eléctrico en la ecuación de onda,
usando
G = exp [i (qxx+ qyy + qzz − ωt)]

E0xi
2G
[
qx

2 + qy
2 + qz

2
]
î+ E0yi

2G
[
qx

2 + qy
2 + qz

2
]
ĵ + E0zi

2G
[
qx

2 + qy
2 + qz

2
]
k̂ =

i2
ε

c2
Gω2 ~E0

(C-42)

que es equivalente a

Gi2 |~q |2 ~E0 = Gi2 ε
c2
~E0ω

2 (C-43)

se obtiene la relación de dispersión para ondas electromagnéticas propagandose en un medio
dieléctrico,

q2 =
εω2

c2
(C-44)

El campo eléctrico ahora se puede expresar como

~E (~r, t) = ~E0 exp [i (~q · ~r − ωt)]

= ~E0 exp
[
i
(ω
c

[ε(ω)]
1
2~κ · ~r − ωt

)]
= ~E0 exp

[
iω

(
[ε(ω)]

1
2

c
~κ · ~r − t

)] (C-45)

donde ~κ es el vector unitario en la dirección del vector de onda ~q y [ε(ω)]
1
2 = N(ω) es el indice

de refracción. La relación de dispersión calculada es válida para cristales con simetría cúbica.

Si se incluye la densidad de corriente de conducción,

∇× ~H =
∂ ~D

∂t
+ ~Jcond = ~Jt (C-46)

∇× ~H = σ̃ ~E (C-47)

que también se puede expresar como

∂ ~D

∂t
+ σ ~E = σ̃ ~E (C-48)

con ~D = ε0ε ~E.

Haciendo la siguiente aproximación del campo eléctrico,

~E = ~E0 exp [i (~q · ~r − ωt)] ' ~E0 exp[−iωt] (C-49)
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entonces,
∂

∂t

(
ε0ε ~E

)
+ σ ~E = σ̃ ~E (C-50)

produce lo siguiente,

−iω
[
ε0ε ~E0 exp(−iωt)

]
+ σ ~E0 exp(−iωt) = σ̃ ~E0 exp(−iωt) (C-51)

de la cual se obtiene

σ̃ = −iωε0ε+ σ (C-52)

que es la expresión de la conductividad eléctrica compleja.

Si se reorganiza la expresión para la densidad de corriente total de la siguiente manera,

~Jt = −iωε0
(

i

ωε0

)
σ̃ ~E (C-53)

se obtiene la función dieléctrica compleja,

ε̃ =
iσ̃

ωε0
(C-54)

y reemplazando la expresión de la conductividad eléctrica compleja,

ε̃ =
i

ωε0
(−iωε0ε+ σ) = ε+

iσ
ωε0

(C-55)

ε̃ = ε+
iσ
ωε0

(C-56)

C.3. Indice de refracción

La función dieléctrica es por lo general una cantidad compleja e igualmente el indice de
refracción. Si se escribe

ε̃ = ε′(ω) + iε′′(ω) (C-57)

y

N(ω) = n(ω) + iK(ω) (C-58)

y se reemplazan en

ε̃(ω) = [N(ω)]2 (C-59)

se produce lo siguiente,

ε′(ω) + iε′′(ω) = [n(ω) + iK(ω)]2 = n2(ω) + 2in(ω)K(ω)−K2(ω) (C-60)

igualando las partes reales y las imaginarias en ambos lados de la ecuación, se obtienen

ε′(ω) = n2(ω)−K2(ω) (C-61)

y

ε′′(ω) = 2n(ω)K(ω) (C-62)



D. Anexo: Programas implementados

en Matlab

En este anexo se muestran todos los programas desarrollados en Matlab, iniciando con el
script principal, que calcula la curva corriente-voltaje, de la celda solar descrita en el capitulo
quinto. La administración de los archivos .m: el programa principal y las funciones o scripts
que se invocan dentro del mismo en orden secuencial; se guardan dentro de una misma car-
peta, ubicada ya sea en el escritorio o en la carpeta de documentos del computador. En este
caso se utilizó un computador portátil con las siguientes especi�caciones: Intel(R) Core(TM)
i5-3210M CPU @ 2.50Ghz, con memoria RAM de 6,00 GB, con sistema operativo de 64 bits.
La versión de Matlab utilizado con �nes educativos, fue MATLAB R2017a.

A continuación se muestra el programa principal que calcula la curva corriente-voltaje, el
cual se ejecuta con el botón de çorrer"(Run) para iniciar la simulación. Todos los programas
se escriben en el editor de Matlab.

clear all
close all
clc;
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%Parametros y constantes de la celda solar

er=11.7;%permitividad relativa

eps0=8.854e-14;%F/cm
eps1=eps0*er;%F/cm
kb=1.381e-23;% J*K−1

kb1 = 8,6173e− 5; %eV ∗K−1

q = 1,6e− 19; %C

T = 300; %K Temperatura absoluta

V t = (kb ∗ T )/q; %V voltaje termico

Ev = 0,2; %eV energia nivel superior banda de valencia

Ec = 1; %eV energia nivel inferior banda de conduccion

Eg = 1,17− (4,73 ∗ 1e− 4) ∗ (T 2)/(T + 636); %eV energia del gap
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Et = Eg/2; %eV energia del estado trap

EvJ = Ev ∗ 1,60218e− 19; %J Joules

EcJ = Ec ∗ 1,60218e− 19; %J Joules

Nv = (3,5e15) ∗ ((T )(3/2)); %cm− 3 densidad de estados en la banda de valencia

Nc = (6,2e15) ∗ ((T )(3/2)); %cm− 3 densidad de estados en la banda de conduccion

Na = 1e17; %cm− 3

Nd = 1e17; %cm− 3

Ni = 1e10; %cm− 3

mun = 68,5 + ((1414− 68,5)/(1 + (Nd/(9,2e16))0,711)); %cm2/V ∗ s
mup = 44,9 + ((470,5− 44,9)/(1 + (Na/(2,23e17))0,719)); %cm2/V ∗ s
Dn = mun ∗ V t; %cm2 ∗ s−1

Dp = mup ∗ V t; %cm2 ∗ s−1

Sn = 1e4; %cm/s

Sp = 1e4; %cm/s

Cn = 1e− 29; %cm6 ∗ s−1

Cp = 1e− 29; %cm6 ∗ s−1

r_spont = 1e− 10; %cm3 ∗ s−1

Rec = 1e− 15; %cm3 ∗ s−1 coeficiente de recombinacion

tao_n = 1/(Rec ∗Na); %s tiempo de vida del portador minoritario electron

tao_p = 1/(Rec ∗Nd); %s tiempo de vida del portador minoritario hueco

nT = Nc ∗ exp((Et−Ec)/(kb1 ∗ T )); %cm− 3 densidad de carga de referencia electronica

pT = Nv ∗ exp((Ev − Et)/(kb1 ∗ T )); %cm− 3 densidad de carga de referencia huecos

Gen = 2,97e22; %cm−3 ∗ s−1 2,97e22

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%grilla y factores de escala

L = 2,4e− 5; %cm nanometros, este es el radio externo

Rp = 0,65 ∗ L; %cm radio externo del material tipo p.

RpN = Rp/L;

Co = max(abs(Nd), abs(Na));

Do = max(Dn,Dp);

muo = Do/V t;

Ro = Do ∗ Co/(L2);

to = (L2)/Do;

Io = −q ∗Do ∗ Co/(L);

So = L/to;

lambda2 = (V t ∗ eps1)/((L2) ∗ q ∗ Co);
dx = 2e− 7; %cm

x1 = 0;

x2 = L;

%grilla uniforme o no uniforme
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x = (x1 : dx : x2)′. ∗ (1/L);

%x=[x1:dx:0.4*x2 0.4*x2+0.1e-7:0.1e-7:0.7*x2 0.7*x2+dx:dx:x2]'.*(1/L);
NP = numel(x);

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%dopado

[C] = dopado(x, x(NP ), NP,Nd,Co,Na,RpN);
%aproximacion de neutralidad de la carga
[V o] = neutralidad(NP, V t,Na,Nd,Ni, x, x(NP ), RpN);
%se resuelve la ecuacion de Poisson no lineal en equilibrio
V=Vo;
iteraPoisEquil=0;
Error=1;
while Error >10*eps
iteraPoisEquil=iteraPoisEquil+1;
u = updated_n(V,Ni,NP,Co);
v = updated_p(V,Ni,NP,Co);
[V, dV ] = poisson(V,C, u, v, x, lambda2, NP );
Error=norm(dV,2)/sqrt(NP-2);
end
Vo=V;
n=Ni.*exp(V);
p=Ni.*exp(-V);
n1=n(1)/Co;
pN=p(NP)/Co;
n=n./Co;
p=p./Co;
%se escalan los demas parametros
NI=Ni/Co; DN=Dn/Do; DP=Dp/Do; MUN=mun/muo; MUP=mup/muo;
SN=Sn/So; SP=Sp/So;
%Solucion por el Metodo de Gummel
%con ecuacion de Poisson linealizada
BIAS=0:0.005:0.57;%0.001 para comparar maximo BIAS hasta 0.57 para convergencia
%BIAS=0;
corriente=zeros(numel(BIAS),1);
for kk=1:numel(BIAS)
bias=BIAS(kk);
Va=Vo(1)+1;%antes en 2 el o�set
Vc=Vo(NP)-(bias)/(Vt);
iteraGummel=0;
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Error=1;
while Error >0.0001
iteraGummel=iteraGummel+1;
[n(1), p(NP )] = evalBC(n, p, x, V,DN,DP, SN, SP, n1, pN,NP ); n(NP)=Nd/Co;
p(1)=Na/Co;
[n, dn] = continuidadN(n, p, V, x,DN,Ro, Co,Ni,NP,Gen, tao_n, tao_p, nT, pT );
[p, dp] = continuidadP (n, p, V, x,DP,Ro, Co,Ni,NP,Gen, tao_n, tao_p, nT, pT );
[V, dV ] = poissonL(n, p, x, V a, V c, lambda2, C, V,NP );
Error=norm(dV,2)/sqrt(NP-2);
end
[Jn] = corrienteN(x,NP, n,Dn, V, L, q, Co);
[Jp] = corrienteP (x,NP, p,Dp, V, L, q, Co);
Jn=Jn(2:NP-3)./100;%/100
Jp=Jp(2:NP-3)./10;%/10
Jt=Jn+Jp;%x va desde x(2:NP-3) para la corriente.
Jpromedio=trapz(Jt)/(NP-4);
corriente(kk)=Jpromedio;
W=V;
A(:,kk)=W;
B(:,kk)=Jt;
C(:,kk)=n;
D(:,kk)=p;
end
corriente(1)=corriente(2);
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%Gra�ca IV carcateristica de la celda
plot(BIAS,corriente,'B�','LineWidth',1)
%grid on;
%xlabel('Voltios [V]')%(10µ)′

%ylabel(′Densidad de Corriente [A/cm2]′)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%Grafica la densidad de corriente

%plot(x(2 : NP − 3), Jnn)

%plot(x(2 : NP − 3),−Jpp)
%plot(x(2 : NP − 3), Jpp, x(2 : NP − 3), Jnn)



100 D Anexo: Programas implementados en Matlab

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%Grafica densidad de portador de carga

%semilogy(x, n ∗ Co)
%semilogy(x,Co ∗ n, x, Co ∗ p)
iteraPoisEquil

iteraGummel

%subplot(2, 2, 1)

%plot(x,Co ∗ n, x, Co ∗ p)
%subplot(2, 2, 2)

%plot(x(2 : NP − 3), Jp)

%subplot(2, 2, 3)

%plot(x(2 : NP − 3), Jn)

%subplot(2, 2, 4)

%plot(x, V, x, V o)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%Grafica variacion del potencial electrico con el BIAS

%plot(x. ∗ 250, V t ∗ A(:, 1 : 15 : length(BIAS)),′ LineWidth′, 2)

%grid on

%legend(′BIAS = 0[V ]′,′BIAS = 0,075[V ]′,′BIAS = 0,15[V ]′,′BIAS = 0,225[V ]′,′BIAS =

0,300[V ]′,′BIAS = 0,375[V ]′,′BIAS = 0,450[V ]′,′BIAS = 0,525[V ]′)

%hold on

%ylabel(′Potencial elctrico [V ]′)

%xlabel(′radio [nm]′)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%plot(x(2 : NP − 3). ∗ 250, B(:, 1 : 8 : length(BIAS)),′ LineWidth′, 2)

%grid on

%legend(strcat(′BIAS[V ] =′, num2str(BIAS(1 : 8 : length(BIAS))′)))

%ylabel(′Densidad de corriente, J [A/cm2]′)

%xlabel(′radio[nm]′)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%Grafica la variacion de la densidad J con el BIAS

%semilogy(x. ∗ 250, Co. ∗ C(:, 1 : 10 : length(BIAS)),′ LineWidth′, 2)
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%hold on

%grid on

%semilogy(x. ∗ 250, Co. ∗D(:, 1 : 10 : length(BIAS)),′−∗′,′ LineWidth′, 1);

%grid on

%legend(strcat(′BIAS[V ] =′, num2str(BIAS(1 : 10 : length(BIAS))′)))

%ylabel(′Densidad de portadores, n y p [cm−3]′)

%xlabel(′radio [nm]′)

A continuación se presentan las diferentes funciones utilizadas en el anterior programa prin-
cipal, en el orden secuencial en que son llamadas.

function [C] = dopado(x,a,NP,Nd,Co,Na,Rp)
C= zeros(NP,1);
for i=1:NP
if x(i) <= Rp*a%NP+1 en el otro caso
C(i)=-Na/Co;

else
C(i)=Nd/Co;
end
end

function [Vo] = neutralidad(NP,Vt,Na,Nd,Ni,x,a,Rp)
Vo = zeros(NP,1);
for i=1:NP
if x(i) <Rp*a%Material tipo p
Vo(i)=-(Vt/Vt)*log(Na/Ni);

else
Vo(i)=(Vt/Vt)*log(Nd/Ni);%Material tipo n
end
end

function [n] = updated_n(V,Ni,NP,Co)
y=zeros(NP,1);
for i=2:NP-1
y(i)=(Ni/Co)*exp(V(i));
end
n=y;



102 D Anexo: Programas implementados en Matlab

function [p] = updated_p(V,Ni,NP,Co)
y=zeros(NP,1);
for i=2:NP-1
y(i)=(Ni/Co)*exp(-V(i));
end
p=y;

function [V,dV] = poisson(V,C,u,v,x,lambda2,NP)
a=zeros(NP-2,1);
b=zeros(NP-3,1);
c=zeros(NP-3,1);
d=zeros(NP-2,1);
%condiciones de frontera
V(1)=V(1);%condicion de Dirichlet
V(NP)=V(NP);%condicion de Dirichlet
%cargar diagonales para Jacobiano
m=0;
for i=3:NP-2
m=m+1;
c(m)=lambda2/(2*x(i))-lambda2/(x(i)-x(i-1));%dV(i-1)
end
m=0;
for i=2:NP-1
m=m+1;
a(m)=(1/2)*(x(i+1)-x(i-1))*(v(i)+u(i))... %p=(Ni/Co)*exp(-V(i)), n=(Ni/Co)*exp(V(i))
+lambda2/(x(i+1)-x(i))...
+lambda2/(x(i)-x(i-1));%dV(i)
end
m=0;
for i=2:NP-2
m=m+1;
b(m)=-lambda2/(x(i+1)-x(i))-lambda2/(2*x(i));%dV(i+1)
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
m=0;
for i=2:NP-1
m=m+1;
d(m)=lambda2*(V(i+1)-V(i))/(x(i+1)-x(i))...
-lambda2*(V(i)-V(i-1))/(x(i)-x(i-1))...
+lambda2*(V(i+1)-V(i-1))/(2*x(i))...
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+(1/2)*(x(i+1)-x(i-1))*((v(i)-u(i))+C(i));
end
%resolver el sitema de ecuaciones lineales
[V_sub, a, c] = Thomas(c, a, b, d);
L=eye(NP-2)+diag(c,-1);
U=diag(a)+diag(b,1);
g=L*U*V_sub-d;
error=BackSubstitution(U,g);
dV=V_sub-error;%las
V(2:NP-1)=V(2:NP-1)+dV;

function [x,a,c]=Thomas(c,a,b,x)
% THOMAS resuelve un sistema lineal tridiagonal
% [x,a,c]=Thomas(c,a,b,x) resuelve el sistema lineal con una
% matriz tridiagonal A=diag(c,-1)+diag(a)+diag(b,1). En el lado derecho
% x se sobreescribe con la solución. La descomposición LU es
% calculada sin pivotes, resultando en L=eye+diag(c,-1),
% U=diag(a)+diag(b,1).
n=length(a);
for k=1:n-1% Descomposicion LU sin pivotes
c(k)=c(k)/a(k);
a(k+1)=a(k+1)-c(k)*b(k);
end
for k=2:n% sustitucion en adelanto
x(k)=x(k)-c(k-1)*x(k-1);
end
x(n)=x(n)/a(n);% sustitucion en retroceso
for k=n-1:-1:1
x(k)=(x(k)-b(k)*x(k+1))/a(k);
end

function x=BackSubstitution(U,b)
% BackSubstitution resuelve un sistema lineal por sustitucion en retroceso
% x=BackSubstitution(U,b) soluciona Ux=b, U es triangular superior por
% sustitucion en retroceso
n=length(b);
for k=n:-1:1
s=b(k);
for j=k+1:n
s=s-U(k,j)*x(j);
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end
x(k)=s/U(k,k);
end
x=x(:);

function [a,b] = evalBC(n,p,x,V,Dn,Dp,Sn,Sp,n1,pN,NP)
n(1)=(B(V(2)-V(1))*n(2)+(Sn*(x(2)-x(1))*n1)/(Dn))/(B(V(1)-V(2))+(Sn*(x(2)-x(1)))/(Dn));
p(NP)=(B(V(NP)-V(NP-1))*p(NP-1)+(Sp*(x(NP)-x(NP-1))*pN)/(Dp))/(B(V(NP-1)-V(NP))+
(Sp*(x(NP)-x(NP-1)))/(Dp));
a=n(1);
b=p(NP);

function [n,dn] = continuidadN(n,p,V,x,DN,Ro,Co,Ni,NP,Gen,tao_n,tao_p,nT,pT)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
m=NP-2;
%se construye matriz de coe�cientes ecuacion de continuidad electrones
c=DN.*B(V(2:m,1)-V(3:m+1,1))./(x(3:m+1,1)-x(2:m,1))-(x(4:m+2,1)-x(2:m,1)).*DN.*B(V(2:m,1)
-V(3:m+1,1))./((x(3:m+1,1)-x(2:m,1)).*4.*x(3:m+1,1));
a=-DN.*B(V(2:m+1,1)-V(3:m+2,1))./(x(3:m+2,1)-x(2:m+1,1))...
-DN.*B(V(2:m+1,1)-V(1:m,1))./(x(2:m+1,1)-x(1:m,1))...
-DN.*B(V(2:m+1,1)-V(3:m+2)).*(x(3:m+2)-x(1:m,1))./(4.*x(2:m+1,1).*(x(3:m+2,1)-x(2:m+1,1)))...
+DN.*B(V(2:m+1,1)-V(1:m,1)).*(x(3:m+2)-x(1:m,1))./(4.*x(2:m+1,1).*(x(2:m+1,1)-x(1:m,1)));
b=DN.*B(V(3:m+1,1)-V(2:m,1))./(x(3:m+1,1)-x(2:m,1))...
+DN.*B(V(3:m+1,1)-V(2:m,1)).*(x(3:m+1,1)-x(1:m-1,1))./(4.*x(2:m,1).*(x(3:m+1,1)-x(2:m,1)));
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
R=(1/Ro).*recomb(Co.*n,Co.*p,Ni,NP,tao_n,tao_p,nT,pT);
d=(1/2).*(R(2:m+1,1)-(Gen/Ro).*ones(m,1)).*(x(3:m+2,1)-x(1:m,1));
%Condiciones de frontera
n1=n;
d(1)=d(1)-n(1)*DN*B(V(1)-V(2))/(x(2)-x(1))+n(1)*(DN/4)*B(V(1)-V(2))*(x(3)-x(1))/(x(2)*(x(2)-
x(1)));
d(m)=d(m)-n(m+2)*DN*B(V(m+2)-V(m+1))/(x(m+2)-x(m+1))-n(m+2)*(DN/4)*B(V(m+2)-
V(m+1))*(x(m+2)-
x(m))/(x(m+1)*(x(m+2)-x(m+1)));
[n_sub] = Thomas(c, a, b, d);

n(2:NP-1)=n_sub;
dn=n-n1;

function [p,dp] = continuidadP(n,p,V,x,DP,Ro,Co,Ni,NP,Gen,tao_n,tao_p,nT,pT)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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m=NP-2;
%se construye matriz de coe�cientes ecuacion de continuidad huecos
c=DP.*B(V(3:m+1)-V(2:m))./(x(3:m+1,1)-x(2:m,1))...
-DP.*(x(4:m+2,1)-x(2:m)).*B(V(3:m+1,1)-V(2:m,1))./(4.*x(3:m+1,1).*(x(3:m+1,1)-
x(2:m,1))); a=-DP.*B(V(3:m+2,1)-V(2:m+1,1))./(x(3:m+2,1)-x(2:m+1,1))...
-DP.*B(V(1:m,1)-V(2:m+1,1))./(x(2:m+1,1)-x(1:m,1))...
-DP.*(x(3:m+2,1)-x(1:m,1)).*B(V(3:m+2,1)-V(2:m+1))./(4.*x(2:m+1,1).*(x(3:m+2,1)-
x(2:m+1,1)))...
+DP.*(x(3:m+2,1)-x(1:m,1)).*B(V(1:m,1)-V(2:m+1,1))./(4.*x(2:m+1,1).*(x(2:m+1,1)-
x(1:m,1)));
b=DP.*B(V(2:m+1,1)-V(3:m+2,1))./(x(3:m+2,1)-x(2:m+1,1))...
+DP.*(x(3:m+2,1)-x(1:m,1)).*B(V(2:m+1,1)-V(3:m+2,1))./(4.*x(2:m+1,1).*(x(3:m+2,1)
-x(2:m+1,1)));
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
R=(1/Ro).*recomb(Co.*n,Co.*p,Ni,NP,tao_n,tao_p,nT,pT);
d=(1/2).*(R(2:m+1,1)-(Gen/Ro).*ones(m,1)).*(x(3:m+2,1)-x(1:m,1));
%Condiciones de frontera
p1=p;
d(1)=d(1)-p(1)*DP*B(V(2)-V(1))/(x(2)-x(1))+p(1)*DP*(x(3)-x(1))*B(V(2)-V(1))/((x(2)-
x(1))*4*x(2));
d(NP-2)=d(NP-2)-p(NP)*DP*B(V(NP-1)-V(NP))/(x(NP)-x(NP-1))-p(NP)*DP*(x(NP)-
x(NP-2))*B(V(NP-1)-V(NP))/((x(NP)-x(NP-1))*4*x(NP-1));
[p_sub] = Thomas(c, a, b, d);

p(2:NP-1)=p_sub;
dp=p-p1;

function [R] = recomb(n,p,Ni,NP,tao_n,tao_p,nT,pT)
y=zeros(NP,1);
for i=2:NP-1
y(i)=(n(i)*p(i)-Ni*Ni)/(tao_p*(n(i)+nT)+tao_n*(p(i)+pT));
end
R=y;

function [V,dV] = poissonL(n,p,x,Va,Vc,lambda2,C,V,NP)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
m=NP-2;
%se construye matriz de coe�cientes ecuacion de Poisson linealizada
c=lambda2./(x(3:m+1,1)-x(2:m,1))-lambda2./(2*x(3:m+1,1));
a=-lambda2./(x(3:m+2,1)-x(2:m+1,1))-lambda2./(x(2:m+1,1)-x(1:m,1))...
-(1/2).*(x(3:m+2,1)-x(1:m,1)).*(n(2:m+1,1)+p(2:m+1,1));
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b=lambda2./(x(3:m+1,1)-x(2:m,1))+lambda2./(2*x(2:m,1));
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
d=(1/2).*(x(3:m+2,1)-x(1:m,1)).*(n(2:m+1,1)-p(2:m+1,1)-C(2:m+1,1))...
-(1/2).*(x(3:m+2,1)-x(1:m,1)).*(n(2:m+1,1)+p(2:m+1,1)).*V(2:m+1,1);
%Condiciones de frontera
V1=V;
d(1)=d(1)-Va*(lambda2/(x(2)-x(1))-lambda2/(2*x(2)));
d(NP-2)=d(NP-2)-Vc*(lambda2/(x(NP)-x(NP-1))+lambda2/(2*x(NP-1)));%NP-2 por la
dimension del vector d
[V_sub, a, c] = Thomas(c, a, b, d);
L=eye(NP-2)+diag(c,-1);
U=diag(a)+diag(b,1);
g=L*U*Vsub− d;

error = BackSubstitution(U, g);

V (2 : NP − 1) = V_sub− error;
V (NP ) = V (NP − 1);

dV = V − V 1;

function [Jn] = corrienteN(x,NP,n,DN,V,L,q,Co)
m=NP-2;
Jn=(Co*q*DN/L).*B(V(3:m+2,1)-V(2:m+1,1)).*n(3:m+2,1)./(x(3:m+2,1)-x(2:m+1,1))...
-(Co*q*DN/L).*B(V(2:m+1,1)-V(3:m+2,1)).*n(2:m+1,1)./(x(3:m+2,1)-x(2:m+1,1));

function [Jp] = corrienteP(x,NP,p,DP,V,L,q,Co)
m=NP-2;
Jp=-(Co*q*DP/L).*B(V(2:m+1,1)-V(3:m+2,1)).*p(3:m+2,1)./(x(3:m+2,1)-x(2:m+1,1))...
+(Co*q*DP/L).*B(V(3:m+2,1)-V(2:m+1,1)).*p(2:m+1,1)./(x(3:m+2,1)-x(2:m+1,1));

La función de Bernoulli se implementa de la siguiente manera:

function [ BB ] = B( t )% La función de Bernoulli
BB = zeros(size(t));
i = �nd(abs(t) <1e-12);
i2 = �nd(abs(t) >= 1e-12);
BB(i) = 1;
BB(i2) = t(i2) ./ (exp(t(i2)) - 1);
end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
A continuación se presenta el programa principal utilizado para un solo BIAS, el resto de
las funciones son las mismas que se mostraron,

clear all
close all
clc;
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%Parametros y constantes de la celda
er=11.7;%permitividad relativa
eps0=8.854e-14;%F/cm
eps1=eps0*er;%F/cm
kb=1.381e-23;% J*K−1

kb1 = 8,6173e− 5; %eV ∗K−1

q = 1,6e− 19; %C

T = 300; %K

V t = (kb ∗ T )/q; %V

Ev = 0,2; %eV energia nivel superior banda de valencia

Ec = 1; %eV energia nivel inferior banda de conduccion

Eg = 1,17− (4,73 ∗ 1e− 4) ∗ (T 2)/(T + 636); %eV energia del gap

Et = Eg/2; %eV energia del estado trap

EvJ = Ev ∗ 1,60218e− 19; %J Julios

EcJ = Ec ∗ 1,60218e− 19; %J Julios

Nv = (3,5e15) ∗ ((T )(3/2)); %cm− 3 densidad de estados en la banda de valencia

Nc = (6,2e15) ∗ ((T )(3/2)); %cm− 3 densidad de estados en la banda de conduccion

Na = 1e17; %cm− 3

Nd = 1e17; %cm− 3

Ni = 1e10; %cm− 3

mun = 68,5 + ((1414− 68,5)/(1 + (Nd/(9,2e16))0,711)); %cm2/V ∗ s
mup = 44,9 + ((470,5− 44,9)/(1 + (Na/(2,23e17))0,719)); %cm2/V ∗ s
Dn = mun ∗ V t; %cm2 ∗ s−1

Dp = mup ∗ V t; %cm2 ∗ s−1

Sn = 1e4; %cm/s

Sp = 1e4; %cm/s

Cn = 1e− 29; %cm6 ∗ s−1

Cp = 1e− 29; %cm6 ∗ s−1

r_spont = 1e− 10; %cm3 ∗ s−1

Rec = 1e− 15; %cm3 ∗ s−1, coeficiente de recombinacion

tao_n = 1/(Rec ∗Na); %s tiempo de vida del portador minoritario electron

tao_p = 1/(Rec ∗Nd); %s tiempo de vida del portador minoritario hueco
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nT = Nc ∗ exp((Et−Ec)/(kb1 ∗ T )); %cm− 3 densidad de carga de referencia electronica

pT = Nv ∗ exp((Ev − Et)/(kb1 ∗ T )); %cm− 3 densidad de carga de referencia huecos

Gen = 2,97e22; %cm−3 ∗ s−1 7e22

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%grilla y factores de escala

L = 2,5e− 5; % cm nanometros, este es el radio externo

Rp = 0,65 ∗ L; % cm radio externo del material tipo p.

RpN = Rp/L;

Co = max(abs(Nd), abs(Na));

Do = max(Dn,Dp);

muo = Do/V t;

Ro = Do ∗ Co/(L2);

to = (L2)/Do;

Io = −q ∗Do ∗ Co/(L);

So = L/to;

lambda2 = (V t ∗ eps1)/((L2) ∗ q ∗ Co);
dx = 2e− 7; %cm

x1 = 0;

x2 = L;

%grilla uniforme o no uniforme

x = (x1 : dx : x2)′. ∗ (1/L);

%x=[x1:dx:0.4*x2 0.4*x2+0.1e-7:0.1e-7:0.7*x2 0.7*x2+dx:dx:x2]'.*(1/L);
NP = numel(x);

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%dopado

[C] = dopado(x,x(NP),NP,Nd,Co,Na,RpN);
%aproximacion de neutralidad de la carga

[Vo] = neutralidad(NP,Vt,Na,Nd,Ni,x,x(NP),RpN);
%se resulve la ecuacion de Poisson no lineal en equilibrio

V = V o;

iteraPoisEquil = 0;

Error = 1;

while Error > 10 ∗ eps
iteraPoisEquil = iteraPoisEquil + 1;

u = updated_n(V,Ni,NP,Co);

v = updated_p(V,Ni,NP,Co);
[V,dV]=poisson(V,C,u,v,x,lambda2,NP);
Error = norm(dV, 2)/sqrt(NP − 2);

end

V o = V ;
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nO = Ni. ∗ exp(V );

pO = Ni. ∗ exp(−V );

n = Ni. ∗ exp(V );

p = Ni. ∗ exp(−V );

n1 = n(1)/Co;

pN = p(NP )/Co;

n = n./Co;

p = p./Co;

%se escalan los demas parametros

NI = Ni/Co;DN = Dn/Do;DP = Dp/Do;MUN = mun/muo;MUP = mup/muo;

SN = Sn/So;SP = Sp/So;

%Solucion por el Metodo de Gummel

%con ecuacion de Poisson linealizada

BIAS = 0,43;

V a = V o(1); %1

V c = V o(NP )−BIAS/(V t);
iteraGummel = 0;

Error = 1;

while Error > 0,0001

iteraGummel = iteraGummel + 1;

[n(1),p(NP)]=evalBC(n,p,x,V,DN,DP,SN,SP,n1,pN,NP);
n(NP ) = Nd/Co;

p(1) = Na/Co;

[n] = continuidadN(n,p,V,x,DN,Ro,Co,Ni,NP,Gen,tao_n,tao_p,nT,pT);
[p] = continuidadP(n,p,V,x,DP,Ro,Co,Ni,NP,Gen,tao_n,tao_p,nT,pT);
[V,dV] = poissonL(n,p,x,Va,Vc,lambda2,C,V,NP);
Error = norm(dV, 2)/sqrt(NP − 2);

end

[Jn] = corrienteN(x,NP, n,Dn, V, L, q, Co);
[Jp] = corrienteP (x,NP, p,Dp, V, L, q, Co);
Jn=Jn(2:NP-3)./100;
Jp=Jp(2:NP-3)./10;
Jt=Jn+Jp;%x va desde x(2:NP-3) para la corriente.
Jpromedio=trapz(Jt)/(NP-4);

fn=V-log(Co.*n/Ni);
fp=V+log(Co.*p/Ni);
%plot(Jn)
%plot(x(2:NP-3),Jn)
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%plot(x(2:NP-3),Jp)
%plot(x(2:NP-3),Jp,x(2:NP-3),Jn)
%semilogy(x,n*Co)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%Gra�ca las densidades de portador n y p para un BIAS determiado
semilogy(x.*250,Co*n,x.*250,Co*p,'-*','LineWidth',1)
grid on
legend('n',' p')
ylabel('Densidad de portadores, n y p [cm−3]′)

xlabel(′radio [nm]′)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

x = x. ∗ L;

E = diff(V ∗ V t)/dx;

%plot(x(2 : NP ),−E)

%Campo electrico%plot(x, V, x, V o)

iteraPoisEquil

iteraGummel

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%plot(x(2 : NP − 3), Jt)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
Ahora se presenta el programa que calcula los niveles cuasiFermi. Este programa es una
modi�cación de un código tomado del texto de referencia [45] para adaptarlo a la celda solar
con estructura cilíndrica. Este programa esta basado en el teorema del valor medio para
integrales, en este caso no se basa estrictamente en el método clásico de diferencias �nitas.

clc
clear all% clears variables
clear global% clears global variables
% initial constants
I = sqrt(-1);% remember not to overwrite pi or i !



111

pi = 3.141592653589793e+000;
c = 2.998e+10;% speed of light in free space [mi/ps]
q = 1.602e-19;% elemental charge [C]
hs = 4,135667731e− 15; %eV ∗ s 6,62606885e− 34; %Planck′s constant [J ∗ ps]
kB = 1,3807e− 23; %Boltzman′s constant [J/K]

T = 300.; %temperature [K]

kT = kB ∗ T/q; %kT [eV ]

UT = kB ∗ T/q; %UT thermal potential [V ]

factor = 1,01; %ajuste 1,01

UT = factor ∗ UT ;

eps0 = 8,854e− 14; %F/cm 8,854e− 18; %vacum permittivity [F/mi]

m0 = 9,11e− 31; %electron mass [kg]

%input diode parameters (Si)

Eg = 1,17− (4,73 ∗ 1e− 4) ∗ (T 2)/(T + 636); %eV energia del gap

Et = Eg/2; %eV energia del estado trap

Ev = 0; %J Joules

Ec = Eg ∗ 1,60218e− 19; %J Joules

Wgn = 1,12; %bandgap [eV ]

epsn = 11,7; %relative dielectric constant

Na = 1e17; %cm− 3

Nd = 1e17; %cm− 3

miu_n = 68,5+((1414−68,5)/(1+(Nd/(9,2e16))0,711)); %cm2/V ∗s 0,1; %electron mobility [mi2/(V ∗
ps)]

miu_p = 44,9+((470,5−44,9)/(1+(Na/(2,23e17))0,719)); %cm2/V ∗s 0,1; %hole mobility[mi2/(V ∗
ps)]

%n side first

ND = Nd; %1e+ 4; %effective dopant concentration [1/mi3]

thick_n = 0,875e− 5; %cm 5,0; %thickness [mi]

%p side

NA = Na; %ND; % effective dopant concentration [1/mi3]

thick_p = 1,625e− 5; %cm 5,0; %thickness [mi]

%calculating basic parameters for n side and p side :

Nc_n = (6,2e15)∗((T )(3/2)); %cm−3 2.e+7; %electron effective density of states [1/mi3]

Nv_n = (3,5e15) ∗ ((T )(3/2)); %cm− 3 2.e+ 7; %hole effective density of states [1/mi3]

ni_n = 1e10; %cm− 3 7,82e− 3; %intrinsic carrier concentration [1/mi3]

%Barrier potential calculated directly since energy

%is expressed in eV

N_po = 100; %number of points on L

%recombination coefficient

Rec = 1e− 15; %cm3 ∗ s−1, coeficiente de recombinacion
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tau = 1/(Rec ∗Na); %10; %SRH lifetime [ps]

Coo = 1; %ajuste 26

B_n = eps_n ∗ eps0/(Coo ∗ tau ∗ ni_n ∗ q ∗miun); %tener en cuenta que se uso Li.

B_p = eps_n ∗ eps0/(Coo ∗ tau ∗ ni_n ∗ q ∗miu_p);
Gen = 1e22; %2,97e22

hao = eps_n ∗ eps0 ∗Gen/(Coo ∗ q ∗ ni_n ∗ ni_n ∗miu_n);

hao_p = eps_n ∗ eps0 ∗Gen/(Coo ∗ q ∗ ni_n ∗ ni_n ∗miu_p);
%normalising relevant parameters

%Nc_n = Nc_n/ni_n;

%Nv_n = Nv_n/ni_n;

ND = ND/ni_n;

NA = NA/ni_n;

Wg_n = Wg_n/UT ;

Li = sqrt(eps_n ∗ eps0 ∗ UT/(q ∗ ni_n)); %Debyelength

%calculation parameters

thick = (thick_n+ thick_p)/Li; %device length [Li]

N_po = 100; %number of points on L

dx = thick/(N_po); %step dz [Li]

x_pos = dx ∗ (1 : N_po)′; %setting doping profile

Rp = round(0,65 ∗N_po);
eps1 = eps0 ∗ eps_n; %F/cm

A222 = eps1/q;

[C] = dopado(N_po,Nd,Na,Rp);
[Vo] = neutralidad(N_po,UT,Na,Nd,ni_n,Rp);
V = V o;

[V] = poissiton(A222,ni_n,V,Vo,C,N_po,UT,dx*Li);
V o = V ;

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

V Barrier = V o′/UT ;

Cooo = 1,0; %ajuste 1,8

Co = ni_n ∗ Cooo;
KN = C./Co; %sintonizar

%bias voltage

V Bias = 0,0; %bias voltage [V ]

dV Bias = 0,01; %bias voltage step

%normalisation of bias voltage and of the bias voltage step

V Bias = V Bias/UT ;

dV Bias = dV Bias/UT ;

%initial quasi− Fermi level distribution
vi(1 : 64) = V Barrier(1 : 64);
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vi(65 : 100) = 0;

wi(1 : 64) = 0;

wi(65 : 100) = V Barrier(65 : 100);

ui = V Barrier;

ue(2 : N_po+ 1) = ui; %vector va desde 1 hasta N_po+ 2

ve(2 : N_po+ 1) = vi;

we(2 : N_po+ 1) = wi;

%external loop stepping up bias voltage

lambda = 0,50;

DDD = ones(N_po, 1);

DD1 = ones(3 ∗N_po, 3 ∗N_po);
for jbias = 1 : 43

%setting boundary conditions

ue(1) = V Barrier(1)− 20;

ue(N_po+ 1) = V Barrier(N_po)− V Bias+ 3,5;

ue(N_po+ 2) = ue(N_po+ 1); %V Barrier(N_po)− V Bias;
ve(1) = V Barrier(1) + (lambda) ∗ V Bias;
ve(N_po+ 2) = 0− (lambda) ∗ V Bias;
we(1) = 0 + (lambda) ∗ V Bias;
we(N_po+ 2) = V Barrier(N_po)− (lambda) ∗ V Bias;
for j = 1 : 4000 %main loop start

%setting auxiliary vectors

for i = 1 : N_po
a1(i) = ue(i+ 1)− ve(i+ 1)− ue(i+ 2) + ve(i+ 2); a2(i) = ue(i+ 1)− ve(i+ 1)− ue(i) +

ve(i); b1(i) = we(i+1)−ue(i+1)−we(i+2)+ue(i+2); b2(i) = we(i+1)−ue(i+1)−we(i)+

ue(i);A3(i) = (ve(i+ 2)− ve(i+ 1))/(dx ∗ dx);A4(i) = (ve(i+ 1)− ve(i))/(dx ∗ dx);B3(i) =

(we(i+ 2)−we(i+ 1))/(dx ∗ dx);B4(i) = (we(i+ 1)−we(i))/(dx ∗ dx);B5(i) = (ve(i+ 2)−
ve(i))/(2 ∗ (i− 1/2) ∗ dx ∗ dx);B6(i) = (we(i+ 2)−we(i))/(2 ∗ (i− 1/2) ∗ dx ∗ dx);B7(i) =

(ve(i+ 2)− ve(i))/dx;B8(i) = (we(i+ 2)− we(i))/dx; endfor i = 1 : N_po
a3(i) = ui(i)− vi(i);
b3(i) = wi(i)− ui(i);
A1(i) = Bern(a1(i));

A2(i) = Bern(a2(i));

AP1(i) = Bernp(a1(i));

AP2(i) = Bernp(a2(i));

B1(i) = Bern(b1(i));

B2(i) = Bern(b2(i));

BP1(i) = Bernp(b1(i));

BP2(i) = Bernp(b2(i));

E1(i) = exp(a3(i));
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E2(i) = exp(b3(i));

E3(i) = 1/(2 ∗ (i− 1/2));

end

DEN = E1 + E2 + 2;

NUM1 = E2− 1./E1;

NUM2 = E1− 1./E2;

%setting off diagonals of Jacobian for dEQudu

for i = 1 : N_po
left_diag(i) = 1,0/(dx ∗ dx)− 1/(2 ∗ (i− 1/2) ∗ dx ∗ dx);

right_diag(i) = 1,0/(dx ∗ dx) + 1/(2 ∗ (i− 1/2) ∗ dx ∗ dx);

end

%setting Jacobian elements start

%setting dEQudu, dEQudv, dEQudw

main_diag = −2,0/(dx ∗ dx)− E1− E2;

dEQudu = spdiags([left_diag′ main_diag′ right_diag′],−1 : 1, N_po,N_po);
dEQudv = spdiags([E1′], 0, N_po,N_po);
dEQudw = spdiags([E2′], 0, N_po,N_po);
%setting dEQvdu, dEQvdv, dEQvdw

left_diag = AP2. ∗ A4;

left_diag = [left_diag(2 : N_po)0]; %shifting for spdiags

main_diag = AP1. ∗A3−AP2. ∗A4 +B_n ∗ ((−E2 + 1./E1). ∗DEN −NUM1. ∗ (E1−
E2))./(DEN. ∗DEN) + hao./E1 + eps;

right_diag = −AP1. ∗ A3;

right_diag = [0right_diag(1 : N_po− 1)]; %shifting for spdiags

dEQvdu = spdiags([left_diag′ main_diag′ right_diag′],−1 : 1, N_po,N_po);
left_diag = −AP2. ∗ A4 + A2/(dx ∗ dx)− E3/(dx ∗ dx);

left_diag = [left_diag(2 : N_po) 0];

main_diag = −AP1.∗A3+AP2.∗A4−A1/(dx∗dx)−A2/(dx∗dx)+B_n∗((−DEN./E1)+

NUM1. ∗ E1)./(DEN. ∗DEN)− hao./E1 + eps;

right_diag = AP1. ∗ A3 + A1/(dx ∗ dx) + E3/(dx ∗ dx);

right_diag = [0 right_diag(1 : N_po− 1)];

dEQvdv = spdiags([left_diag′ main_diag′ right_diag′],−1 : 1, N_po,N_po);
dEQvdw = spdiags([(B_n∗(E2.∗DEN−NUM1.∗(E1+E2))./(DEN.∗DEN))′], 0, N_po,N_po);

% setting dEQwdu, dEQwdv, dEQwdw
left_diag = -BP2.*B4;
left_diag = [left_diag(2:N_po) 0];
main_diag = -BP1.*B3+BP2.*B4-B_p*((E1-1./E2).*DEN-NUM2.*(E1+E2))./(DEN.*DEN)
+hao_p./E2+ eps;
right_diag = BP1.*B3;
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right_diag = [0 right_diag(1:N_po-1)];
dEQwdu = spdiags([left_diag' main_diag' right_diag'],-1:1, N_po, N_po);
left_diag = BP2.*B4+B2/(dx*dx)-E3/(dx*dx);
left_diag = [left_diag(2:N_po) 0];
main_diag = BP1.*B3-BP2.*B4-B1/(dx*dx)-B2/(dx*dx)-B_p*((DEN./E2)-NUM2.*E2)./(DEN
.*DEN) -hao_p./E2+eps;
right_diag = -BP1.*B3+B1/(dx*dx)+E3/(dx*dx);
right_diag = [0 right_diag(1:N_po-1)];
dEQwdw = spdiags([left_diag' main_diag' right_diag'],-1:1, N_po, N_po);
dEQwdv = spdiags([(-B_p*((DEN.*E1)+NUM2.*E1)./(DEN.*DEN))'], 0, N_po, N_po);
% setting the Jacobian
Jacobian = [dEQudu dEQudv dEQudw;dEQvdu dEQvdv dEQvdw;dEQwdu dEQwdv
dEQwdw];
% setting Jacobian elements �nish
% setting dEQu, dEQv and EQw
for i = 2:N_po+1
EQu(i-1)=-(2.0*ue(i)-ue(i-1)-ue(i+1))/(dx*dx)-exp(ue(i)-ve(i))+exp(we(i)-ue(i))+KN(i-1)+(ue(i+1)-
ue(i-1))/(2*(i-1/2)*dx*dx);
end
EQv = A1.*A3-A2.*A4+B_n*(E2-1./E1)./DEN+B5-hao./E1;
EQw = B1.*B3-B2.*B4-B_p*(E1-1./E2)./DEN+B6+hao_p./E2;
% setting F
EQ = [EQu EQv EQw];
FF1 = EQ*EQ';
%creating unknown vector
Vi = [ui vi wi];
dVi = -(Jacobian-eps*DD1)';
Vi = Vi+dVi';
ui = Vi(1:Npo);

vi = V i(N_po+ 1 : 2 ∗N_po);
wi = V i(2 ∗N_po+ 1 : 3 ∗N_po);
ue(2 : N_po+ 1) = ui; ve(2 : N_po+ 1) = vi;we(2 : N_po+ 1) = wi;

residual = dV i′ ∗ dV i;
%[j residual V Bias ∗ UT ]

if residual < 1.e− 5

break

end%residual check

end%main loop stop

%[j dV i′ ∗ dV i V Bias ∗ UT ]

V Bias = V Bias+ dV Bias;
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Jn = (−q ∗miu_n ∗ ni_n ∗ UT/(2 ∗ Li)). ∗ E1. ∗B7;

Jp = (−q ∗miu_p ∗ ni_n ∗ UT/(2 ∗ Li)). ∗ E2. ∗B8;

J = Jn+ Jp;

J(3) = J(4);

J(2) = J(3);

J(1) = J(2);

Jpromedio = trapz(J(2 : N_po))/(N_po);
%Jpromedio = mean(J(2 : N_po));
corriente(jbias) = Jpromedio;

voltaje(jbias) = V Bias;

W = ui′;

WW = J ′;

A(:, jbias) = W ;

BIAS(jbias) = V Bias;

B(:, jbias) = WW ;

%hold on

%plot(x_pos ∗ Li, J)

end%external loop stop

%legend(strcat(′BIAS =′, num2str(UT. ∗BIAS ′)))
% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%Grafica la curva IV

%voltaje(1) = voltaje(2);

%plot(voltaje ∗ UT, corriente,′ LineWidth′, 2)

%plot(x_pos∗Li, ui∗UT, x_pos∗Li,−ui∗UT, x_pos∗Li,−vi∗UT, x_pos∗Li,−wi∗UT )

%plot(x_pos ∗ Li, J)

%plot(x_pos ∗ Li, ui ∗ UT )

plot(x_pos∗ ((1e7)∗Li),−vi∗UT,′−o′, x_pos∗ ((1e7)∗Li),−wi∗UT,′−∗′,′ LineWidth′, 1)

grid on

legend(′E_Fn′,′E_Fp′)
xlabel(′radio [nm]′)

ylabel(′Niveles de energia cuasiFermi [eV ]′)

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

%Grafica la variacion del potencial en cuasiequilibrio y de la densidad J

%plot(x_pos ∗ ((1e7) ∗ Li), UT. ∗ A(:, 1 : 5 : length(BIAS)),′ LineWidth′, 2)

%plot(x_pos ∗ ((1e7) ∗ Li), B(:, 1 : 2 : length(BIAS)),′ LineWidth′, 2)

%grid on
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%legend(strcat(′BIAS [V ] =′, num2str(UT. ∗BIAS(1 : 2 : length(BIAS))′)))

%ylabel(′Densidad de corriente, J [A/cm2]′)

%xlabel(′radio [nm]′)

%legend(strcat(′BIAS [V ] =′, num2str(UT. ∗BIAS(1 : 5 : length(BIAS))′)))

%ylabel(′Potencial electrico [V ]′)

%xlabel(′radio [nm]′)

A continuación se muestran las funciones que utiliza el programa principal,

function [C] = dopado(NP,Nd,Na,Rp)
C= zeros(NP,1);
for i=1:NP
if i <Rp%NP+1 en el otro caso
C(i)=-Na;

else
C(i)=Nd;
end
end

function [Vo] = neutralidad(NP,Vt,Na,Nd,Ni,Rp)
Vo = zeros(NP,1);
for i=1:NP
if i <Rp%Material tipo p
Vo(i)=-Vt*log(Na/Ni);

else
Vo(i)=Vt*log(Nd/Ni);%Material tipo n
end
end

function [V] = poissiton(A2,Ni,V,Vo,C,NP,Vt,dx)
%Jacobiano
m=NP-2;%para hacer el Jacobiano cuadrado
r=zeros(m+2,1);
for i=1:m+2
r(i)=i-1/2;
end
Error=1;
iter=0;
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while Error >0.0001
iter=iter+1;
V(1)=Vo(1);
V(NP-1)=Vo(NP);
V(NP)=V(NP-1);
iter=iter+1;
Mj=(A2/(dx2)). ∗ ones(m, 1) + (Ni/V t). ∗ cosh(V (2 : m+ 1, 1)/V t); %dV (i)

Mre = (−A2/(2 ∗ dx2)). ∗ ones(m− 1, 1) + (A2/(4 ∗ dx2))./r(3 : m+ 1, 1); %dV (i− 1)

Mad = (−A2/(2 ∗ dx2)). ∗ ones(m− 1, 1)− (A2/(4 ∗ dx2))./r(2 : m, 1); %dV (i+ 1)

CM = sparse(1 : m, 1 : m,Mj,m,m) + ...%V (i)

sparse(2 : m, 1 : m− 1,Mre,m,m) + ...%V (i− 1)

sparse(1 : m− 1, 2 : m,Mad,m,m); %V (i+ 1)

F = (A2/(2 ∗ dx2)). ∗ V (1 : m, 1)− (A2/(4 ∗ dx2)). ∗ (V (1 : m, 1)./r(2 : m+ 1, 1))...

− (A2/(dx2)). ∗ V (2 : m+ 1, 1)−Ni. ∗ sinh(V (2 : m+ 1, 1)/V t)...

+(A2/(2∗dx2)).∗V (3 : m+2, 1)+(A2/(4∗dx2)).∗V (3 : m+2, 1)./r(2 : m+1, 1)+(1/2).∗C(2 :

m+ 1, 1);

DV = CM ;

V (2 : m+ 1) = V (2 : m+ 1) +DV ;

Error = norm(DV, 2)/sqrt(m);

end

% calculates Bernoulli function
function wynik = Bern(x)
if abs(x) <0.01
wynik = 1-x/2+x*x/12-x*x*x*x/720;
else
wynik = x/(exp(x)-1);
end

% calculates derivative of Bernoulli function
function wynik = Bernp(x)
if abs(x) <0.01
wynik = -1/2+x/6-x*x*x/180;
else
wynik = (exp(x)-1-x*exp(x))/(exp(x)-1)2;

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
El programa que sigue carga los datos de irradiancia del estándar [5] y traza los espectros



119

directo y hemisférico de potencia radiante solar AM1.5G,
clear all;
close all;
clc;
A=dlmread('datosAtmos.txt');
x=A(:,1);%las longitudes de onda
y=A(:,2);%lee coe�ciente de absorción Silicio Intrínseco
z=A(:,3);%las irradiancias hemisfericas con tilt
u=A(:,4);%las irradiancias Direct mas CircumSolar
%plot(x,z,x,u)
%semilogy(x,y,'b','LineWidth',2)
%grid on
%xlabel('Longitud de onda λen [nm]′)

%ylabel(′Coeficiente de absorcion α [cm−1]′)

%title(′Coeficiente de absorcion del silicio intrnseco a 300K ′)

%trapz(x, u)

plot(x,z,'b',x,u,'r','LineWidth',2)
grid on
xlabel('Longitud de onda λen [nm]′)

ylabel(′Irradiancia solar [W.m−2.nm−1]′)

[a,b]=legend('Hemisferica con tilt 37◦','Directa + Circumsolar','Location','North');
set(a(1),′ LineWidth′, 1,′Color′,′ y′)

set(b(1),′ fontsize′, 11,′Color′,′ b′)

set(b(2),′ fontsize′, 11,′Color′,′ r′)

El siguiente código calcula la tasa de generación en función de la profundidad de penetración
de la celda solar:

clear all;
close all;
clc;
A=dlmread('datosAtmos.txt');
x=A(:,1);%las longitudes de onda
y=A(:,2);%lee coe�ciente de absorcion Silicio Intrínseco.
z=A(:,3);%las irradiancias hemisfericas con tilt
u=A(:,4);%las irradiancias Direct mas CircumSolar
%plot(x,z,x,u)
semilogy(x,y)
deep=[0:5e-6:3e-4]'; %longitud en cm, es el largo de la celda
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n=length(deep);
Gen=zeros(n,1);
for i=1:n%las columnas cuentan deep

Gen(i)=trapz((1000*5.03e11).*x.*y.*z.*exp(-y*deep(i)));

end
plot(deep,Gen,'b','LineWidth',2)
grid on
xlabel('Profundidad de penetración x en [cm]')
ylabel('Tasa de generacion optica [cm−3.s−1]′)

Ahora se muestra el código que traza las funciones de crecimiento exponencial,
close all
clear all
clc
x=0:0.01:1;
auxx=[0.05 0.17 0.25 0.32 0.4 0.6 0.7 0.8 0.85];%para los diferentes colores
auxy=[0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1];
sita=[-20 -10 -5 -2.5 0.001 2.5 5 10 20];
hold on
for i=1:numel(sita)
y=(1-exp(sita(i)*x))/(1-exp(sita(i)));
plot(x,y)
r_str = num2str(sita(i),2);
h = text(auxx(i),auxy(i),rstr);
ylabel(′Funcion de crecimiento′)

xlabel(′Intervalo en diferencias normalizado′)

end


