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Resumen

En este trabajo presentamos la descripcion, implementacion y aplicaciéon de un método de
reconstruccién libre que hace uso del efecto de lente gravitacional para poder producir una
estimacion del perfil de masa de un cimulo galactico. En particular, se hace uso de los sis-
temas de multiples imagenes presentes (régimen fuerte), y de las elipticidades aparentes de
fuentes de fondo (régimen débil) para realizar la reconstruccién. Este método corresponde a
una extension del esquema dado en SWUnited, en donde hemos incluido una aproximacion
alternativa al refinamiento irregular adaptativo de la red, asi como también dos posibles fun-
ciones de penalizacién x? asociadas al régimen fuerte, las cuales para nuestra implementacién
han probado ser numéricamente més estables que la sugerida en SWUnited.

El método se aplicé a dos modelos de prueba, donde los resultados han mostrado la efec-
tividad del método al recobrar el perfil de la lente, incluso cuando solamente se consideran
las multiples imédgenes. Al incluir las elipticidades se amplia el campo de accién. El método
es capaz de recobrar las curvas criticas producidas por la lente, sin embargo, se presentan
dificultades para recobrar en su totalidad algunos de los sistemas de multiples imégenes
utilizados. Por otro lado, se realizé la reconstruccién del cimulo galactico Abell 370, donde
fue posible recobrar tanto en posicién como en forma el arco caracteristico de este cimulo.
Ademas, se obtuvo una estimacién de la masa encerrada en un radio 6 ~ 1.1 (arcmin) que
se encuentra en el rango de (4.5 — 4.7) x 10 M.

Palabras clave: Lentes gravitacionales - Ctimulos galacticos - Abell 370.
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Abstract

In this work, we present the description, implementation, and application of a free-form
reconstruction method that makes use of the gravitational lensing effect to produce an esti-
mation of the mass profile of a galaxy cluster. In particular, multiply-imaged systems (strong
regime) and the apparent ellipticity of background sources (weak regime) are employed. This
method is an extension of the scheme given in SWUnited, where we have included an alterna-
tive approach to the irregular and adaptive grid refinement, as well as two penalty functions
X2 for the strong regime, which for our implementation have proven to be numerically more
stable than the one suggested in SWUnited.

The method was applied to two mock models, for which their mass profiles have been re-
covered effectively, even when only multiply-imaged systems are considered. If ellipticities
are included, the region of action widens. This method has also demonstrated to be capable
of recovering the critical curves produced by the lens, nonetheless, there are difficulties in
recovering some of the multiply-imaged systems in their entirety. The reconstruction met-
hod was also applied to the galaxy cluster Abell 370, where it was possible to recover in
both shape and size its characteristic arc. Furthermore, the mass enclosed within a radius of
0 ~ 1.1 (arcmin) was found to be in the range of (4.5 — 4.7) x 10" M.

Key words: Gravitational lensing - Galaxy clusters - Abell 370.
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1. Introduccion

Los cimulos galécticos son objetos de vital interés pues presentan una prueba directa de
la formacién y evolucién de estructura en el universo, por lo cual son pruebas directas
que permiten restringir el modelo cosmoldgico y los procesos astrofisicos que hay detras
(e.g JAEMII, [PABT19] y las referencia alli incluidas), ademds, dichas estructuras pueden ser
utilizadas como telescopios cosmicos, pues como consecuencia del efecto de lente gravitacional
se produce un efecto de magnificacion significativo en fuentes de fondo, a tal punto que es
posible observar fuentes que de otro modo serian invisibles para los instrumentos actuales
(e.g. [BTAT09, HBH™15, PGL™18]). Es por tanto de gran interés determinar la distribucién
de masa de dichas estructuras.

El efecto de lente gravitacional es una herramienta de gran valor ya que es sensible a toda
la distribucién de masa independientemente de su naturaleza, es por ello que ha sido utili-
zado de forma extensiva para determinar la distribucién de masa de cumulos galdcticos (ver
[KNT11, HBD*13,[Ume20]), lo que ha llevado al desarrollo de diferentes algoritmos que aprove-
chan los diferentes observables propios de este efecto, entre ellos podemos encontrar por ejem-
plo LENSTOOL [KES™96, JKL™07, [JK09, SFK20, INJJ"20], GLAFIC [Ogul0], SWUnited
[BSLEOS, BES™05, BTAT09], SaWLens(2) [MCM™09, MCD"11, [Mer16, HTM™19|, LensPer-
fect [CEBT08, [CBM10], GRALE [LDRDO06, LDRDB09, LWWDR20, [GWTL20], WSLAP(+)
[DPSTO05, DTPS07, SDBL14. IDBC™T16], quienes han sido ampliamente aplicados en el caso
particular de cimulos galacticos.

En esencia se dispone de dos tipos de métodos: Tenemos los métodos paramétricos, en los
cuales se propone un modelo que se cree es capaz de describir las propiedades y estructura
que presenta el cimulo de interés. Dicho modelo consta de un conjunto (pequenio) de pardme-
tros que lo caracterizan, asi que el objetivo de este tipo de métodos es ajustar los parametros
del modelo tal que este sea capaz en efecto de reproducir los datos de entrada. Para realizar
el ajuste es comin implementar métodos como MCMC o Nested Sampling. Por otro lado,
tenemos el tipo de métodos que son comunmente conocidos como no paramétricos, ya que a
diferencia de los métodos paramétricos aqui no se impone un modelo que describa explicita-
mente la distribucién de masa, no obstante, no es correcto llamar este tipo de métodos como
no paramétricos, pues si hay parametros a ajustar que corresponden a alguna cantidad de
interés (puede ser por ejemplo la convergencia o el potencial deflector) definida sobre una
red bidimensional respecto a la cual se realiza la reconstruccion. Por tanto, es conveniente
llamar a este tipo de métodos simplemente como métodos de forma o reconstruccién libre.
Como caso particular también es posible realizar una reconstruccion hibrida como es el caso



de [N.JJ*20], donde se impone un modelo en la regién central (régimen fuerte) de la distri-
bucién, mientras que a su vez se permite una reconstruccion libre en la regiones externas
(régimen débil), donde entenderemos por régimen fuerte la regiéon donde se presentan multi-
ples imagenes, y por régimen débil la regién donde las deformaciones en tamano y forma de
las imagenes no son significativas, tal que sea posible caracterizar dichas fuentes por medio
de su elipticidad aparente.

En este trabajo presentamos el desarrollo, implementacion y aplicacion de un método de
reconstruccién libre basado en SWUnited [BSLEOS, BTAT09], que consiste en un método de
dos niveles de iteraciones, cuyo objetivo radica en encontrar el potencial deflector sobre una
red bidimensional adaptativa irregular, donde como datos de entrada se toma la posicién
de sistemas de multiples imagenes y la elipticidad de fuentes de fondo. Para esta tarea se
plantea una funciéon de penalizacion general que incluye la contribucién de cada régimen,
las cuales contrastan los observables con su respectiva representacion dada por la teoria
de lentes gravitacionales. Adicionalmente, la funciéon de penalizacién incluye dos términos
de regularizacion que permiten visualizar la estructura del cimulo, y a su vez controlar
el ruido propio del método. La minimizaciéon de esta funcion de penalizacion respecto al
potencial deflector en cada punto de red conduce a un sistema de ecuaciones lineales cuya
solucion arroja una nueva estimacién del potencial deflector en dicha red. El proceso de
minimizacion se repite hasta que el perfil converja. Asi pues, para entender el método de
reconstruccion este trabajo esta organizado como sigue: En el capitulo |2 establecemos el
modelo cosmoldgico a partir del cual podemos describir las distancias involucradas en la
descripcion del efecto de lente gravitacional, cuyas propiedades y efectos se discuten en el
capitulo [3] Luego, se describe el método de reconstruccién en el capitulo[d] y se aplica a dos
modelos de prueba, cuyas propiedades y resultados se presentan en el capitulo [ lo que nos
permite entender las fortalezas y debilidades del método, estableciendo asi el terreno para
realizar la reconstruccién de un cimulo galdctico real, en este caso particular Abell 370,
cuyos resultados se presentan en el capitulo [0 Por ultimo, en el capitulo [7] se presentan las
conclusiones.



2. Elementos de Cosmologia

En este trabajo tendremos como trasfondo cosmolégico el modelo ACDM, por tanto en el
presente capitulo haremos una descripcion puntual de las principales caracteristicas de este
modelo, haciendo énfasis en las herramientas que nos permitan definir y calcular lo que
conocemos como la distancia angular diametral; indispensable para el desarrollo de la teoria
de lentes gravitacionales. Usaremos como principales referencias [Carl19, [CL0O3, MVdBW10,
Wei0g].

Iniciaremos con una descripcién del Principio Cosmolégico (seccién , luego establece-
remos la geometria del sistema por medio de la métrica de Robertson-Walker y con ello
describiremos la dindmica del universo segin este modelo (seccién , con lo cual tenemos
un entorno para definir y establecer cémo calcular la distancia angular diametral (seccién

23).

2.1. Principio Cosmoldégico

El principio cosmoldgico establece que el universo a grandes escalas es espacialmente ho-
mogéneo e isétropo. Aqui la homogeneidad indica que hay una distribucién uniforme (en
promedio) de galaxias, y que observadores que se mueven siguiendo el movimiento medio del
universo (o también conocidos como observadores coméviles) miden las mismas propiedades
fisicas; es decir, hay una invarianza ante traslaciones espaciales entre estos observadores. Por
otro lado, la isotropia implica que las propiedades fisicas son independientes de la direccién
en que se observe, lo cual implica una invarianza ante rotaciones; valido solamente para
observadores coméviles.

2.2. Un universo homogéneo e is6tropo

En este trabajo consideraremos la Relatividad General como el paradigma que describe de
forma correcta la interaccién gravitacional. Por lo tanto, es necesario determinar la métrica
que describe al sistema; el universo en este caso. Es aqui donde el Principio Cosmolégico entra
en juego, pues proporciona los cimientos necesarios para plantear una primera aproximaciéon
a un modelo que describa el universo. Asi pues, considerando que la gravedad es la fuerza
fundamental que gobierna la evolucién del universo, la métrica que satisface el principio
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cosmoldgico estd data por medio del elemento de linea

dr?

d82 = —dt2 + de, con de = CLQ(t) |:1——_[(7’*2

+r? <d02 + sin? 9d¢2)] : (2-1)
Esta métrica es cominmente conocida como la métrica de Robertson-Walker (RW), pues fue
presentada de forma independiente por Howard Robertson [Rob35] y Arthur Walker [Wal37].
Aqui se encuentra escrita en términos del tiempo cosmoldgico t, y de las coordenadas
polares espaciales coméviles (r,0, @), las cuales estan definidas respecto a un observador
comévil. Este sistema de coordenadas al ser comédvil, una vez establecido evoluciona en
conjunto con el universo, por lo cual las coordenadas se mantienen fijas y no representan
la posicion fisica respecto al observador comévil. Por lo tanto, se introduce el término a(t)
conocido como factor de escala, cuya tarea es describir la evolucién del universo. El factor
de escala solamente depende de t como consecuencia de la homogeneidad del espacio.

Por otro lado, la constante K representa la curvatura espacial del universo. Solamente existen
tres posibles geometrias que satisfacen el principio cosmolégico, dadas por un K que es igual
que —1, 0 6 +1, representando respectivamente un universo abierto, plano 6 cerrado.

Una forma clara de entender el papel que juega a(t) es por medio de la distancia propia
d, entre dos objetos coméviles ubicados en los puntos Py = (11,601, ¢1) y Py = (r2, 02, ¢2)
en en un tiempo t fijo. Si consideramos que el primer punto corresponde al origen del
sistema de coordenadas, mientras que el segundo punto corresponde a una posicion de del
objeto comovil de interés, entonces a través del elemento de linea dl dado en se obtiene

I8 dr/
d, = a(t — = qft r), 2-2
y=alt) | s = alt) 1) 22
donde la distancia comodvil se encuentra definida como

sinh™'(r) si K=-1
fr(r) = r si K=0 . (2-3)
sin~!(r) si K=1

Vemos que a pesar que la distancia propia es diferente en diferentes tiempos, la distancia
como6vil no cambia. Desafortunadamente [, es de poca utilidad pues no es observable, ya
que esta dada en un tiempo fijo. Sin embargo, en la practica los observables se definen
en general a partir de la radiacion electromagnética emitida por el objeto de estudio, y esta
radiacién no puede propagarse de forma instantanea, lo que implica que el tiempo de emisién
y observacion de dicha radiacién son diferentes. Como resultado, es necesario utilizar otra
definicion de distancia que si pueda ser derivada de las observaciones.

Para esta tarea se hace uso del corrimiento al rojo z (redshift) cosmolégico debido a la
expansién del universo, EI el cual vincula la longitud de onda (frecuencia) de la radiacion

'En general se tiene tanto un corrimiento al rojo (aumento de la longitud de onda z > 0) como un
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cuando es emitida (subindice «e») y observada (subindice «0»), tal que

)\0_)\6 Ve — 1

= 2-4
)\e y ’ ( )
cuya relacion con el factor de escala esta dada por la expresion
t
1+z:a( 0):@. (2-5)
a(te) a

Esta es un forma simple de relacionar la observacién con la teoria. Es claro entonces que a
es indispensable para describir la dinamica del Universo, y para hallarlo se hace uso de las
ecuaciones de Friedmann

N 2
87 AK  AA
H? = a) = — 9_
(2) -5+ 5 (26)
' 4G 3P ZA
a T c
-7 = — 2-7
a 3 (p—l— 02) R (2-7)
en conjunto con la ecuacion de conservacion
. 3a P
p+— <P+—2) :0, (2'8>
a c

donde H (t) := a/a se conoce como el parametro de Hubble y representa la rapidez con la que
se expande o contrae el universo; su valor en ¢y suele ser llamado la constante de Hubble H
[Hub29]. El punto representa la derivada respecto al tiempo cosmolégico ¢. Adicionalmente
se tiene P = P(t) y p = p(t) quienes representan respectivamente la presién y densidad del
fluido perfecto E| que describe las diferentes componentes de materia y energia en el universo.
Por ultimo, A, conocida como la constante cosmolégica es la responsable de la expansién
acelerada del universo [F'THOS].

Para obtener a hace falta conocer la ecuacion de estado que relacione P y p, donde en el
caso cosmologico se puede modelar de forma sencilla como P = wp con w constante, la cual
es consistente con las contribuciones de materia no relativista, materia relativista y energia
oscura (o constante cosmolégica A) que se considerardn en este trabajo. En consecuencia,
esta ecuacion de estado permite solucionar facilmente , dando como resultado

3(1+w/c2)

poxa

a0>3(1+w/c2) | (2.9)

e p:p[)(—
a

corrimiento al azul (disminucién de la longitud de onda z < 0), sin embargo, las observaciones muestran
que la tendencia es un corrimiento al rojo debido a la expansién del universo. Los corrimientos al azul se
deben a movimientos peculiares (fuera de la expansién) a nivel local debido a la interaccién especialmente
gravitacional entre los miembros del sistema, por ejemplo de un cimulo galactico, como lo es en el caso
de La Via Lactea y Andromeda.

2Se considera un fluido perfecto pues este satisface el Principio Cosmoldgico.
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Asi pues, para las componentes de materia y energia que nos interesan toma la forma

4
Materia relativista: w=c3 = p.=pro (%)
i vi ’ (2-10)
Materia no relativista: w =0 = Pm = Pmo <%0)
Energia oscura: w=—c2 = pp = Constante
Siguiendo ([2-6) se puede definir la densidad asociada a la energia oscura como
A
=SA 2-11
PA= ( )

y de forma andloga por fines préacticos se puede definir una densidad efectiva para la curvatura
K dada por

3K
8rGa3

De esta forma la ecuacion de Friedmann (2-6)) se puede escribir en términos de una densidad

a

2
PK ‘= PK,0 (f) con  pgo = — (2-12)

efectiva p.y como

G
H? = ﬂ—Tpefa (2_13)
siendo
ap\ 4 ap\ 3 ap\ 2
Pef = Pro (f) + Pmo (;0) + P (f) + pa- (2-14)

Definamos ahora un parametro adicional €2; (aqui ¢ = r,m, K, A) denominado parametro
densidad, el cual esta dado por

i 3H?
Q=0 con py =

; = (2-15)

siendo p.- 1o que se conoce como densidad critica, que corresponde a la densidad de un
universo plano, por lo cual sirve de referencia para determinar la curvatura del universo. Al
aplicar esta definicién en (2-14)) obtenemos como resultado la propiedad

Q4+ Qp + Qi + Q) =1, (2-16)
valida para cualquier tiempo ¢. De es claro que
Qr=1—-Q con Q:=Q,.+Q,+Q, (2-17)
en consecuencia el valor de ) permite determinar la curvatura de universo, tal que

(0 <1 = Universo abierto
2=1 == Universo plano (2-18)
}>1 = Universo cerrado
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Ahora, la ecuacién de Friedmann ([2-6) se puede escribir de forma maés practica dividiendo
por pe-o (la densidad critica evaluada en t = ¢y) y aplicando la definicién (2-15)), dando como
resultado

4 3 2
H? = H02 |:Qr,0 <@> + Qo <@) + Qk o <@> + QA,O} ) (2-19)
a a a
o en términos de z (por medio de ([2-5))
H? = H2 [Qro (14 2)" 4+ Qo (14 2) + Qo (14 2)* + Qu o], (2-20)
con _ ,
H=%—-__*% (2-21)
a 1+ 2

segun corresponda. Es claro a partir de que g no es una cantidad independiente
en el sistema. Tenemos entonces que al conocer Hy, €20, 2,0 y a0, en conjunto con las
ecuaciones , , y es posible describir la geometria y la dinamica del
Universo. La solucién de (2-19)) permite obtener a(t), donde se suele tomar como condiciones
iniciales a(t = 0) = 0 (origen del Universo) en conjunto con ag = 1, donde ¢, se puede obtener
al solucionar (2-20)) considerando que z(t = 0) — oo mientras que z(ty) = 0. Esto esta sujeto
al valor de los pardametros densidad, ya que en algunos modelos de Universo a(t) nunca se
hace cero (es decir que no hay un inicio), dando como resultado que la edad del Universo
es infinita. Al estudiar modelos de juguete que permiten entender el comportamiento de
estas ecuaciones, en particular cuando se considera una contribucién de materia o energia
dominante se puede obtener facilmente una solucién analitica, sin embargo, en general es
necesario solucionarlas de forma numérica.

A partir de los resultados de la colaboracién Planck [AAAT20] tomaremos un modelo AC DM
para un universo plano con pardmetros densidad €2, o = 0.315 y Q¢ = 0.685, junto con el
pardmetro de Hubble Hy = 67.4 km s=' Mpc~!. Con estos pardmetros al solucionar ([2-20))
se obtiene que la edad del universo es aproximadamente 13.8 x 10° afios, mientras que al
solucionar se obtiene que el factor de escala evoluciona como se muestra en la figura
[2-1] en la cual el punto negro representa el presente. Vemos que el universo se expande cada
vez mas rapido, siendo consistente con las observaciones.

2.3. Distancia angular diametral

La distancia angular diametral es una extension en nuestro contexto de la relacién ds = Rdf
definida en un espacio Euclideo, donde ds representa la longitud de arco de un circulo de
radio R cuando se abarca un angulo df. Por lo tanto, la distancia angular diametral D se
puede definir como el cociente entre la longitud propia dl, del objeto de interés, y su amplitud
angular df (en radianes), es decir D := dl,/d#.

Consideremos que el objeto de interés se encuentra a un corrimiento al rojo zy, y se quiere
determinar la distancia angular diametral D = D(z;, z2) que hay entre este y un punto a un
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1.5
e Presente: ty~13.8x10° anos
1.0
=]
]
~
=
=]
0.5 1
0.0 T . ,
-15.0 -10.0 -5.0 0.0 5.0

(t — t0)(10° anos)

Figura 2-1.: Evolucion del factor de escala a partir de los pardmetros obtenidos por la
colaboracién Planck [AAAT20].

corrimiento al rojo z1; aqui 2z; y 25 estan medidos respecto a un observador con corrimiento
al rojo z = 0. Definamos ahora un sistema de coordenadas coméviles (7,6, ¢) centrado en
21, tenemos entonces que la longitud propia del objeto de interés en un tiempo ty (cuando
emite la radiacién) se puede obtener por medio del elemento de linea dl dada por , tal

que
dl, = a(te)r(z1, z2)d6, (2-22)

con lo cual .
D = a(ta)r(z1,20) = 1 +0Z27‘(21, 22), (2-23)

siendo r = r(z1, 29) la coordenada comdvil entre puntos ubicados a un corrimiento al rojo z;
v 22 (21 < z2). Ahora bien, por medio de (2-1]) es claro que para la radiacién se satisface

cdt dr
i T 2-24
a V1—Kr? ( )

donde r disminuye mientras que ¢ aumenta, por lo que se toma el signo negativo en ([2-24)).
Por tanto

2 et *2 cdz " dr *2 cdz
= - _ - = _f(r) =y = — = r), (2-25
/t1 a /z1 aoH /0 V1— Kr? Jie(r) Y /zl aoH fr(r).  (2:25)

donde H = H(2) y fi(r) estan dados por y (2-3), respectivamente. Como resultado
r se puede escribir facilmente como r = gx(y), con lo cual la distancia angular diametral
entre dos puntos con corrimiento al rojo z; y 29 se puede escribir como

aop
1+ 29

D(z1,2) = gr(y(21, 22)) (2-26)
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0 20 40 60 80 100

Figura 2-2.: Distancias angulares diametrales como solucién de la ecuacién de Dyer-Roeder
para un universo caracterizado por los pardametros cosmoldgicos presentados

por la colaboraciéon Planck [AAAT20].

siendo
sinh(y)  si =-1
gk (y) = y st K = : (2-27)
sin(y) si K =

Como caso particular tenemos que D(z) = D(0, z).

Ahora bien, a gran escala el universo parece satisfacer el principio cosmoldgico, sin embargo,
a nivel local el universo presenta inhomogeneidades en la distribucion de materia, lo que
hace conveniente introducir una correccién en la estimacion de las distancias angulares dia-
metrales que de cuenta de estas inhomogeneidades, y a su vez se reduzca a en el limite
homogéneo. La ecuacién diferencial de segundo orden que cumple con estd tarea se conoce
como la ecuacién de Dyer-Roeder [DR73], y permite por tanto hallar la distancia angular
D = D(z, z) entre dos puntos ubicados a un corrimiento al rojo z; y z (21 < 2) en presencia
de inhomogeneidades. Para un universo tipo ACDM dicha ecuaciéon se puede escribir comoEr]

0= D ab
* 2 > 1+ 2 e

BCLQmO 1 QmO 7Qm 0% (1 + 6z + 322)91\0 dD
J— ? 3 + ) _ )
2(1+2) 1+=2

(2-28)

2 Q D
+ <1+Qm7oz— 22+2) A’O>d

(1+2)2 dz?’

3En [Cas00] se puede encontrar una deduccién detallada de esta ecuacién.
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cuyas condiciones de frontera son

dD
D(z1,1) =0y e

-1
_ Aol +21) . (2-29)
z=z1 C\/(l + Zlﬂmp)(l -+ 21)2 — ZT(2 + Zl)QAp

En (2-28) tenemos que a € [0, 1] representa un pardmetro de suavidad que da razén de las
inhomogeneidades presentes entre los puntos de interés. La figura muestra el comporta-
miento de las soluciones de (2-28)) ante la variacién de a, donde la homogeneidad se recobra
cuando a = 1.



3. Efecto de lente gravitacional

El objetivo principal de este trabajo radica en hacer una estimacién del perfil de masa de
un cumulo galdctico haciendo uso del efecto de lente gravitacional, por ende en este capitulo
haremos una breve descripcion de los elementos propios de la teoria de lentes gravitacionales
que permiten caracterizar los observables que utilizaremos. Tomaremos como principales
referencias [SEF92, MR02l, SKW06, [CK18].

Iniciaremos con la obtencién de la ecuacion de la lente y estableceremos bajo qué condiciones
se satisface (seccion , luego, obtendremos una forma de calcular el angulo de deflexién
producto de la presencia de la lente (seccién y definiremos el potencial deflector junto con
la convergencia y el shear (seccién , donde al definir el peso cosmolégico es posible obtener
dichas cantidades en términos de un observador de referencia (seccién [3.4] Posteriormente,
centraremos nuestra atencién en cémo actia la lente (seccién [3.5), en especial cuando se
producen multiples imagenes asociadas a una tnica fuente (seccién y cuando las fuentes
se ven débilmente afectadas por la lente (seccién [3.7).

3.1. Ecuacion de la lente

El efecto de lente gravitacional es consecuencia de la presencia de campos gravitacionales
producto de distribuciones de materia, sin embargo, qué significativo es el efecto depende
principalmente de la magnitud del campo gravitacional involucrado y cémo esté distribuida
la materia. En un contexto en donde el campo gravitacional es fuerte, por ejemplo en las
cercanias de un agujero negro o una estrella de neutrones, es necesario aplicar la Relatividad
General sin ninguna aproximacién, sin embargo, en la mayoria de aplicaciones astrofisicas se
puede describir este efecto de manera mas simple ya que en las escalas de interés el campo
gravitacional presente es débil; lo que se conoce como aproximacién de campo débil. Bajo esta
aproximacion se puede considerar que la luz viaja siguiendo trayectorias rectas y por tanto
se pueden tratar como rayos; de forma analoga a la éptica geométrica. Igualmente, es posible
aplicar la aproximacion de la lente delgada en la cual el tamano de la lente (particularmente
a lo largo de la linea de visién) es mucho mas pequenio que la distancia que hay entre el
observador y la lente, la lente y la lente, y el observador y la fuente. Asi pues, aunque el
efecto de lente gravitacional se produce por toda distribucién de materia ubicada entre la
fuente y el observador, consideraremos que solamente hay una distribucién de materia (o
inhomogeneidad ) dominante entre la fuente y el observador que es responsable del efecto de
lente gravitacional, esta distribucién de materia es conocida como la lente o deflector.
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Consideremos entonces la existencia de dos planos perpendiculares a la linea de visién (LDV)
(conocida también como eje éptico) entre el observador (O) y la fuente (f), los cuales se
encuentran ubicados en la posicién de la lente (I) y en la posicién de la fuente, por lo
cual se conocen como el plano de la lente y el plano de la fuente (ver figura . Sila
lente y la fuente se encuentran respectivamente a un corrimiento al rojo z; y z; respecto al
observador, tenemos que las distancias (angulares diametrales) involucradas en el sistema
son: la distancia entre el observador y la lente D; = D(z;), la distancia entre el observador
y la fuente Dy = D(zy), y finalmente la distancia entre la lente y la fuente D;; = D(z, 2y).
Para que se satisfaga la aproximacién de la lente delgada se debe satisfacer Dy, Dy, Dy < d,
siendo d el espesor de la lente.

Definamos un sistema de coordenadas cartesianas en cada plano centradas en el punto de
corte entre el plano y la LDV, donde m = (11,72) v € = (&1, &2) representan respectivamente
las posiciones propias en el plano de la fuente y en el plano de la lente. Por simplicidad
ambos sistemas coordenados tiene la misma orientacién. Ahora bien, desde la perspectiva
del observador no es posible determinar estas posiciones, pues lo que se observa es la posi-
cién (o tamano) angular de las fuentes dada como B = (31, f2) en ausencia del deflector y
0 = (01, 0,) en presencia del deflector. Se pueden considerar como vectores definidos sobre el
plano de la fuente y el plano de la lente gracias a las aproximaciones mencionadas anterior-
mente [SEF92]. Por lo tanto, es posible escribir dichas posiciones propias en términos de sus
correspondientes posiciones angulares como n = D3y & = D;0. Vemos que en el contexto
de lentes gravitacionales la nocién mas natural de distancia es la nocién de distancia angular
diametral.

Dicho esto, a partir de la figura [3-1] tomemos 1 como la posicién propia real de la fuente en su
respectivo plano, y tomemos & como la posicién propia en donde el rayo de luz proveniente de
la fuente corta con el plano de la lente. Vemos entonces que para la fuente su posicion propia
real y su posicién propia aparente difieren, donde esta ultima estd dada por n, = n +n,,.
Aqui n, = D;sé representa la posicion propia relativa entre n y m,, siendo & = (&, Go)
el angulo de deflexién ( quien al igual que B y @ se puede definir como un vector en un
plano) el rayo de luz proveniente de la fuente y el que llega al observador, asi que este angulo
representa qué tanto y en qué direccion ha cambiado la posicién de la fuente vista por el
observador respecto a su posicion real. Con esto en mente, si comparamos la posicién propia
aparente de la fuente en el plano de la lente (§) con su respectiva posicién propia aparente
en el plano de la fuente (n,) podemos ver que por semejanza de tridngulos se satisface

§ _ntn Diy .
o-& _Ntma . g_g, Duy 31
DD, B+ D, (3-1)
Esta expresion se conoce como ecuacion de la lente, y una forma més limpia de escribirla es
D
B=0—-—a con a:= —lfd, (3-2)
Dy

donde & = (a1, az) se conoce como el angulo de deflexién escalado, sin embargo, de ahora en
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Plano de la fuente

Plano de la lente

Figura 3-1.: Esquema en el cual se muestra la disposicion de los diferentes actores en una
situacion donde se presenta el efecto de lente gravitacional bajo las aproxima-
ciones de campo débil y lente delgada. En el plano de la fuente tenemos que n
representa la posicién propia real de la fuente (circulo amarillo), n, representa
la posicién propia aparente de la fuente (elipse amarilla la cual muestra una
deformacién respecto a la fuente real), y por tltimo n, representa la posicién
propia relativa entre la fuente aparente y la fuente real. En el plano de la lente
& representa la posicién propia donde corta el plano de la lente con el rayo
de luz proveniente de la fuente; punto en el cual se produce la deflexién del
mismo rayo en una cantidad & conocida como angulo de deflexién. Desde la
perspectiva del observador O tenemos que B y @ corresponden respectivamen-
te a la posicion angular real y aparente de la fuente. La recta sélida que une
al observador con los planos de la lente y la fuente corresponde al eje dptico,
mientras que el circulo de color gris oscuro en el centro del plano de la lente
corresponde a la lente misma o al deflector si se prefiere. Las distancias D son
distancias angulares diametrales.
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adelante por simplicidad llamaremos a « el angulo de deflexion, o simplemente deflexion. El
angulo de deflexién depende de la distribucién de materia, por lo cual en general no es lineal
respecto a 6, en consecuencia dado un 3 la ecuacion de la lente tampoco es lineal respecto
a 0, lo que lleva a la obtenciéon de miiltiples imégenes dada una tnica fuente. En general
dichas soluciones deben obtenerse de forma numérica, a diferencia de obtener 3 dados @ y
a lo cual se puede hacer directamente reemplazando en ((3-2]).

3.2. Angulo de deflexién

En la seccion anterior obtuvimos la ecuacién que nos permite relacionar una fuente real con
una aparente , sin embargo, para poder aplicarla nos hace falta determinar &. En el caso
méas simple se puede considerar el deflector como una distribucién de masa esfericamente
simétrica con una masa total M, tal que si el rayo de luz pasa cerca del deflector con
pardmetro de impacto £ = €] > R, := 2M/c? siendo R, el respectivo radio de Schwarzschild
de la distribucién (esta condicién garantiza que se satisfaga la aproximacion de campo débil),
como resultado el angulo de deflexién toma la forma

&= 4572/[ con &= |&. (3-3)
En este caso particular & y & poseen la misma direccion. En es especial se satisface
para una masa puntual.
Consideremos ahora una situacién més general donde se tienen N deflectores puntuales cuya
posicién propia respecto a la LDV es € (con i € {1,...,N}), en este limite & satisface el
principio de superposicién (ver [SEF92]) asi que se puede escribir como

4G~ E- 6

& = > ™t
2 A _ / 27
S € — &

(3-4)
siendo M; y |€ — &| la masa y el pardmetro de impacto para el i-ésimo deflector y £ la
posicién propia del punto de corte entre el plano de la lente y el rayo de luz proveniente de la
fuente. Bajo estas condiciones (3-4)) se puede extender facilmente al limite continuo, dando
como resultado i c_e
E(El)—/g
£ — £

donde la integral se realiza sobre el plano de la lente. En este caso la cantidad X se conoce

a =

d*¢', (3-5)

2 Jge
como la densidad de masa superficial y esta definida como

Y= /00 p(&,2)dz. (3-6)

[e.e]

Aqui z representa la coordenada a lo largo de la LDV, por lo que no se debe confundir con
el corrimiento al rojo. Ahora bien, como indicamos en la seccién anterior, en (3-2)) no se usa
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explicitamente & sino a;, el cual a partir de (3-5)) se puede escribir como

a:4Gle/ 2(5/) E_E d2£/:M/ 2(0/) 6—-60 dQH/
R2 R?

2Dy € —¢'|? 2Dy |6 — 6’|
1 0—-0

— 0" ———d*¢ 3-7
ﬂ_/RQI{( )‘9_01’2 ? ( )

siendo k una cantidad que se conoce con el nombre de convergencia y estd definida como

_ Dy
B 47TGDlle .

(3-8)

/4;::2 , con D :
cr

La densidad superficial critica X, sirve de guia para estimar si se producen multiples image-
nes en el sistema dado el deflector y las distancias angulares diametrales propias del sistema.

3.3. Potencial deflector

Dentro de la teoria de lentes gravitacionales, y especialmente en este trabajo, una cantidad
fundamental definida sobre el plano de la lente es el conocido potencial deflector ) = 1(8).
Su importancia radica en la simplicidad y versatilidad que aporta a la descripcion del efecto
de lente gravitacional y las propiedades de la lente, permitiendo que estas se representen en
términos de derivadas de diferente orden de v respecto a 6. Dicho esto, el potencial deflector
se encuentra definido como

o= 2 / 5(0)1n|0 — 0|20 (3-9)
R2

™

Para empezar, tomemos el gradiente respecto a 8 de (3-9)), lo cual se traduce en

1 1 0—-0
= — 0 \Vin|0 — 0'|d*0 = —/ 0\ ———d%0' = 3-10
Voo [ KOV —010 = [ KOG —a (310)
donde se hizo uso de la identidad
-0
nl@—-—0=—— 11
v n| | |0_0/|2 (3 )

y se comparé con (3-7). Queda claro que el dngulo de deflexién se puede escribir como
a = Vi, lo que lleva a la ecuacion de la lente (3-2)) a tomar la forma

B=6—Vi. (3-12)
Si tomamos ahora el laplaciano respecto a 8 de (3-9)), y aplicamos la identidad

V2In|0 — 0| =2716(0 — '), (3-13)
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obtenemos como resultado

V2= - / K(0)V2In |0 — 0|20 — / K(0') [zwa(e . 0’)}d29/ —2k(0).  (3-14)
™ JR2 ™ JRr2

Como resultado la convergencia y el potencial deflector estan relacionados por medio de la
ecuacién de Poisson en dos dimensiones V21 = 2.

Vamos a definir ahora una cantidad que sera de particular utilidad en la descripcién del
régimen débil (ver seccién [3.7). Esta cantidad se conoce como shear (pues induce deforma-
ciones anisétropas en las fuentes (ver seccion [3.5))) y se denota como v = 71 + 72, siendo
una cantidad compleja con componentes v; v ¥ las cuales se encuentran definidas como

_1(0‘% a?w) _— 824

71 (3—15)

2\ 907 902 72T 90,00,
Es posible definir diferentes cantidades a partir de derivadas de mayor orden de ¢ respecto
a 0 dependiendo de las propiedades que se quieran estudiar, como lo es el caso de la flexion
[SEQS], sin embargo, para el desarrollo de este trabajo serd suficiente con saber como obtener
a, Ky 7y en términos de .

3.4. Peso cosmoldgico

En la practica es comun usar multiples fuentes, no obstante, tenemos una tnica lente segun la
descripcion que se ha hecho del efecto de lente gravitacional en este trabajo. Es conveniente
por lo tanto caracterizar las diferentes propiedades de la lente y los efectos que esta produce
en términos de una fuente de referencia ubicada a un corrimiento a rojo z, > z; respecto al
observador. Es comun tomar como fuente de referencia aquella que satisface z, — 0o, que en
términos practicos suele ser z, = 1000, sin embargo es conveniente dejar esta opcién libre.
A partir de la definicién de & , es claro que esta depende de las distancias angulares
diametrales Dy, D; y D;y, para una fuente cualquiera. Podemos entonces escribir « facilmente
en términos de las distancias angulares diametrales D, y D correspondientes a nuestra
fuente de referencia; la lente no cambia. Es decir

4rGD,Dyy DD, \ { 4rGD,D,,
- ¢ E = Z = Z Ty 3_ 16
T T ap, D; Dy, 2D, " (3-16)

donde &, representa la convergencia asociada a la fuente de referencia, y Z = Z(z) se conoce

como el peso cosmoldgico de una fuente ubicada a un corrimiento al rojo z. Es claro que
Z(z.) = 1. Podemos definir entonces el peso cosmoldgico como

1 1z >
Z(z) = ——==—=H(z) con H(z)= oA : (3-17)
0 si z2<z
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lo cual garantiza que no se incluyan fuentes que no estan siendo afectadas por la lente.
Es claro entonces que dada una fuente Z es constante, por ende ¥ se puede escribir como
Y = Z1, gracias a su definicion (3-9), siendo v, el potencial deflector asociado a la fuente
de referencia. Si tenemos en cuenta que a y v estdn dados como derivadas de v (ver (3-10))
y ) se obtiene que o« = Zax, y v = Z7,, con «, y 7, el angulo de deflexion y el shear
correspondientes a la fuente de referencia. En consecuencia, es posible escribir facilmente en

términos de una fuente de referencia cualquier cantidad que dependa de k, o, . Por ejemplo,
el shear reducido (3-22)) se puede escribir como

Zr

=_—T -1
1—Zk, (3-18)

9

Este resultado nos sera de gran utilidad mas adelante, tal como se evidencia el la seccion 4.2
y en el anexo [A]

3.5. Deformaciones

Como producto del mapeo entre la posicion angular aparente y real de la fuente dado por
(3-2)), es decir 8 — B, tenemos que los cambios o deformaciones que experimentan los
elementos de area (o fuentes infinitesimales) a nivel local estén caracterizados por

d*B = | det(J)|d*0 (3-19)

donde J se conoce como la matriz Jacobiana del mapeo, cuyas entradas toman la forma

0, Py

= = 0. — ). 1,2 -2
-.Z] 89] iJ aezaej con Zaje{ ) } (3 O)

como consecuencia de (3-12)). Por lo tanto, haciendo explicitas (3-14) y (3-15) en (3-20)
obtenemos como resultado

j_(1—/<;—71 —72 )_(1_@(1—91 —0> > (3-21)

2 l—k+m —92 1+

donde g = g1 + igs se conoce como shear reducido (sera de gran utilidad mas adelante (ver

seccion [3.7)) y se define como
g

= . 3-22
9= (3-22)
Por tanto, el determinante de (3-21]) se puede escribir como

det J = (1— k)=’ =1 -~ )L = r+]y]), (3-23)

con \y = 1—kr=x|y] = (1 —k)(1 % |g|]) corresponden a los valores propios de J. Aqui
vl =Y +73y 9] = /9% + g5 representan la magnitud del shear y del shear reducido. A la
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B2

CRN Ry

Imagen real Imagen aparente

Figura 3-2.: Esquema en el cual se muestra el efecto que produce el efecto de lente gravita-
cional a nivel local sobre una fuente con un perfil circular de radio Ry cuando
la ecuacion de la lente puede ser linealizada en dicha regién. A la derecha se
muestra la fuente circular centrada en 3, (imagen real), mientras que a la
izquierda se muestra cémo cambia la fuente debido a la presencia de la lente
(imagen aparente), dando como resultado una elipse centrada en 8, cuyo se-
mieje mayor a y semieje menor b presentan una rotacién ¢ respecto al eje 0, y
0y respectivamente. Aqui el circulo punteado de radio R representa la imagen
aparente de la fuente cuando solamente actia k.

inversa de J (cuando existe), denotada como M, se le conoce como matriz de magnificacion
pues caracteriza el mapeo 3 — @ a nivel local.

Puesto que estamos considerando una fuente infinitesimal, su tamano angular es lo suficien-
temente pequefio de manera tal que a no cambia de forma significativall] Como resultado
podemos linealizar la ecuaciéon de la lente alrededor de la posicion central real 3, y
aparente 8y = 0(8,) de la fuente, tal que la ecuacién de la lente ahora satisface

AB = TJoAO, con Jy=JT0y), AB:=B-8, v A8 :=0—0,. (3-24)

Si multiplicamos ([3-24)) a izquierda por su traspuesta, y a su vez consideramos que la fuente
es circular con radio Ry = AS = |AS| se obtiene como resultado

ABTAB = AOTTEANO <= RI=A0"JA6. (3-25)

De acuerdo con la descripcién de las secciones conicas en términos de formas cuadraticas
podemos ver que (3-25)) representa una elipse centrada en 6, y la cual esta rotada un angulo

'Esto es equivalente a tener que las propiedades de la lente no cambien significativamente en el respectivo
angulo solido.
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¢ respecto al eje 0 positivo, pues JZ no es diagonal. Los semiejes de la elipse se encuentran
alineados con los vectores propios de JZ (que son los mismos de Jy) quienes forman una
base ortogonal respecto a la cual la elipse no esta rotada. En términos de esta nueva base se
puede mostrar facilmente que los semiejes de elipse evaluados en 8y son

R R R R
Al L=k =]l Al M =r+ ]I

a (3-26)
siendo a el semieje mayor y b el semieje menor (ver la figura .

Si centramos nuestra atencién en podemos ver que al tomar |y| = 0 se obtiene a = b =
Ry/|1—k| = R, lo que indica que k produce una deformacién isétropa de la fuente; solamente
cambia el radio de la fuente. Por otro lado, al tomar |y| > 0 se producen deformaciones
anisotropas, pues la fuente ve afectada su elipticidad y su orientacion, donde la componente
~9 es la responsable de la rotaciéon ya que corresponde a los términos cruzados en Jy. De
hecho, se puede mostrar a partir de los vectores propios de J, que

tan(2p) = 22, (3-27)

71
siendo 2¢p la fase tanto de v como de g, por ende ambas cantidades se pueden escribir de
forma mas practica como

v =ye** vy g=]gle*. (3-28)

En particular queda claro que g gracias a su definicion alberga simultdneamente la
informacion correspondiente a la deformacion isétropa inducida por k, y la deformacion
anisotropa inducida por ~.

Ahora bien, las imagenes observadas son consecuencia del mapeo 3 — @, con lo cual
sugiere que a nivel local el mediador de las deformaciones respecto a la fuente original sea
| det J|~!. Para caracterizar estas deformaciones en términos observacionales es conveniente
hacer el uso de la distribucién de brillo superficial o intensidad de la fuente real Iy y apa-
rente I, pues el efecto de lente gravitacional no produce emision ni absorcién de radiacién;
solamente produce la deflexién de los rayos de luz. Como consecuencia I se conserva, es
decir 1;(8(0)) = 1(0). Por esta razén si una fuente posee isofotas (curvas de igual brillo)
circulares es de esperar que para el observador estas sean mas elipticas bajo la presencia de
lente gravitacional, segin el andlisis hecho anteriormente.

El brillo superficial es una cantidad intrinseca de la fuente la cual no se puede medir direc-
tamente, no obstante, se puede medir su respectivo flujo dF = Idf2, siendo

bz bz
Q) = D—g — 23y A, = D—? — @20 (3-29)

el angulo sélido que abarca la fuente real o aparente segin corresponda. Por tanto, vemos
que el cociente entre el flujo observado y el flujo real da informacion respecto a los cambios
aparentes que sufre la fuente. Asi pues, denominamos este cociente como |u|, donde p se
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conoce con el nombre de factor de magnificacién o simplemente magnificacion. Como
resultado tenemos que

dF 1d) d*0 1
= = e = e = : (3-30)
dff Ifde dﬂ ]detj\
donde p se puede definir como
1 1
r (3-31)

Cdetg (1—kK)2— |y
Vemos que p puede ser negativo 6 positivo, dicho signo se conoce como la paridad de la
magnificacién, la cual representa la orientacién de la imagen respecto a la fuente real. Una
paridad positiva indica que la fuente y la imagen poseen la misma orientaciéon, mientras que
una paridad negativa indica una orientacién opuesta, que es equivalente a tener una imagen
especular de la fuente junto con las respectivas deformaciones en tamano y forma.

En la practica pu no es un observable, pues no es posible determinar el flujo real de la fuente y
los flujos son positivos como lo indica , en consecuencia solamente es posible determinar
la magnitud de magnificaciones relativas |;|/|p;] (coni # j € {1,..., N}) cuando se dispone
al menos un sistema con N multiples imégenes. Es claro entonces que p permite estudiar el
comportamiento de modelos, mientras que |u| permite la introduccién de observaciones al
momento de modelar sistemas que presentan el efecto de lente gravitacional.

Cuando se presenta la existencia de un sistema con N multiples imagenes se puede definir
la magnitud de la magnificacién total |u;| de una fuente infinitesimal (en el limite puntual)
como la suma de la magnitud de las magnificaciones individuales.

N
D! (3:32)
=1

La definicién de p indica que esta no estd bien definida en la region donde se genera
un cambio de paridad, es decir cuando se satisface la ecuacion det J = 0, la cual en general
debe ser resuelta numéricamente. Los puntos en el plano de la lente que satisfacen esta
condicion forman una curva que se conoce como curva critica, y su respectivo mapeo en el
plano de la fuente por medio de arroja como resultado lo que se conoce como curva
caustica. Estas dos curvas son indispensable para el estudio del efecto de lente gravitacional,
pues delimitan la region donde se producen multiples imédgenes y deformaciones en forma de
arco que siguen las curvas criticas, quienes son resultado de fuentes que se encuentran en las
cercanias de alguna curva caustica; cuando esto sucede las lentes también sueles ser llamadas
lentes criticas. Estas propiedades son dominio del régimen fuerte. Igualmente, cuando una
fuente se encuentra alejada de las curvas cdusticas, tenemos que esta fuente se encuentra
débilmente deformada; dichas deformaciones caen en el dominio del régimen débil. Si la
lente es suave es de esperar que en este régimen solamente se produzca una imagen. En el
caso de un lente puntual siempre se producen dos imagenes, solamente que para una de ellas
la magnitud de su magnificacién disminuye significativamente a medida que la fuente se aleja
de las curvas causticas, con lo cual en fines practicos no seria observable.
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3.6. Régimen fuerte: Miiltiples imagenes

Como mencionamos al inicio del este capitulo, para nosotros es de particular interés y utilidad
la presencia de multiples imagenes, por lo cual haremos una breve descripcion respecto a
la formacién de imégenes debido a la presencia de la lente. Para esta tarea veamos que la
ecuacién de la lente puede reescribirse como

v(%w—m?—@b):o <~ Vo¢=0, (3-33)

donde 1
6= 510- 81— v (331

se conoce como el potencial de Fermat. En este caso particular 8 funciona como un parame-
tro, asi que dado un 3 los valores de @ que satisfacen (3-33|) representan puntos estacionarios
de ¢, los cuales corresponden a maximos, minimos o puntos de silla de ¢. Por ende, es po-
sible determinar la existencia de multiples imagenes y sus posiciones al explorar las curvas
de nivel de ¢.

Para determinar la naturaleza de cada punto extremo haremos uso del criterio de la segunda
derivadafl Por esta razén requerimos la respectiva matriz Hessiana H de ¢, la cual coincide
con la matriz Jacobiana J , tal que sus respectivas entradas estan dadas por

%

Al aplicar explicitamente el criterio de la segunda derivada obtenemos como resultado:
1. Una imagen es un minimo de ¢ si se satisface det 7 >0y Ji; =1 —k —~; > 0, donde
esta ultima es equivalente a considerar Ay > 00 TrJ > 0.

Si la fuente tiende al limite puntual (fuente infinitesimal) y a su vez se satisface k > 0,
a partir de la condicion TrJ > 0 se obtiene que 0 < x < 1. Asi pues, junto con la
condicién det J > 0 se llega a que para al menos una imagen se satisface [SKW00]

O<detT=(1-r)?—<(1-k)?<1 <= 0<detJ <], (3-36)

que es equivalente a tener p > 1. Este resultado se conoce como el teorema de mag-
nificacién [Sch84]. En el caso méas general donde se tienen multiples lentes delgadas el
resultado sigue siendo vélido [SS92].

2. Una imagen es un maximo de ¢ si se satisface det 7 >0y J11 =1 —k —7; <0, donde
esta ultima es equivalente a considerar A+ < 0 o TrJ < 0.

3. Una imagen es un punto de silla de ¢ si se satisface det J < 0.

2Este criterio se puede encontrar en cualquier libro de Célculo Vectorial.
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Consideremos una situaciéon donde no se forman multiples imagenes, es de esperar entonces
que la imagen existente sea un minimo de ¢, pues se satisface u > 0 (det J > 0), con lo
cual la imagen no ha sido invertida. Como resultado al menos una de las imagenes formadas
debe ser un minimo de ¢. Ahora bien, para que se formen multiples imagenes debe existir
entonces al menos un punto donde la imagen esté invertida, es decir p < 0 (det J < 0).
Por ende, para que se produzca un cambio en el nimero de imagenes producidas la fuente
debe atravesar una curva cdustica. Como caso particular, Dyer y Roeder [DR80] (para lentes
circulares) y posteriormente Burke [Bur81] (para lentes més generales) mostraron que si
la lente no posee divergencias y decrece mds rdpido que |67 cuando @] — oo (tal que
la lente tenga una masa finita) el numero total de imdgenes producidas estd dado como
N =N, +N_=2N_+1, con N, el nimero de imagenes con paridad positiva y N_ el
nimero de imagenes con paridad negativa. Por lo tanto, se presenta un nimero impar de
imégenes con al menos una de ellas con paridad positiva, dando origen al teorema del niimero
impar de imégenes. Este resultado también se mantiene cuando se tienen miiltiples lentes
delgadas transparentes [SS92]. Tenemos entonces que cada vez que la fuente atraviesa una
curva caustica hay un cambio de +2 imagenes cada una de diferente paridad.

Cuando se considera una lente puntual el resultado anterior no se satisface, pues a posee una
divergencia. En este caso particular como ya hemos mencionado antes se forman siempre dos
imédgenes. De forma andloga una esfera singlar isoterma también presenta una singularidad
en a, con lo cual no se obtiene en general un nimero impar de imagenes, en particular
solamente se producen como maximo dos imagenes cada una de diferente paridad, y cuando
la fuente se aleja lo suficiente de la respectiva curva cdustica se obtiene una tnica imagen. Una
generalizacion del teorema de un nimero impar de imagenes en presencia de singularidades
o divergencias tanto en el caso de una tnica lente delgada como cuando se tienen miultiples
lentes delgadas fue presentado por Peters y Werner [PW10]. En el caso de una tnica lente
delgada si esta posee n singularidades entonces el nimero de imagenes que se produce es
N = 2N_ + 1 — n (para mas detalles ver [PW10]). Tanto la lente puntual con la esfera
singular isoterma poseen una singularidad, con lo cual el nimero de imagenes que se produce
es N = 2, pues en ambos casos N_ = 1, lo cual concuerda que el nimero de imagenes que son
capaces de producir estas distribuciones. Para mas detalles sobre la formacién y clasificacién
de imdgenes ver por ejemplo [McK85, [BN86, [SEF92], I(GLI9, PWT0].

3.7. Régimen débil: Elipticidades

En este régimen nos concentraremos en regiones donde la ecuacion de la lente (3-12f) puede
ser linealizada, lo que corresponde a regiones donde las propiedades de la lente no cambian
significativa especialmente . Por tanto, como describimos en la seccién [3.5] en este dominio
el mapeo 3 — 6 induce cambios en el tamano, elipticidad y orientacién de las fuentes (ver
figura , los cuales es de esperar estén codificados en g pues podemos ver que en el caso
mas simple correspondiente a una fuente con perfil circular el cambio en su orientacion esta
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dado como el cociente de las componentes del shear (reducido) (3-27)) mientras que el cambio
en su tamano y forma se puede caracterizar tomando el cociente entre los semiejes (3-26)) de
la elipse producida, es decir

b

a

1 b
<1 donde ¢g— — = —=
g* a

lg| —1
lg| +1

1 —|g|
1+ |g|

(3-37)

Aqui el cambio g — 1/¢* (donde * representa el conjugado complejo) produce un cambio de
signo en el numerador de b/a, sin embargo, como b/a es un observable, en la préctica no es
posible dar razén de este cambio de signo y asi diferenciar si el mediador de los cambios en
la imagen es g 6 1/¢*. Tal como indica el valor absoluto tomado en (3-37)). Esto se conoce
con el nombre de degeneracion local [SS95]. El cambié g — 1/¢* implica un cambio de signo
en A_ lo que es equivalente a tener < 0 o en su defecto |g| > 1, por tanto la imagen se
encuentra dentro de una curva critica. Con este resultado es de esperar que g sea el mediador
de la deformacién fuera de la regién critica o en la presencia de una lente no critica (régimen
débil) pues se satisface |g| < 1 (equivalente a > 0) , mientras que 1/¢* sea el mediador de
la deformacion en el interior de lar regién critica (régimen fuerte) ya que satisface |g| > 1
(equivalente a < 0 ).

Tenemos entonces que la elipticidad de la imagen y su orientaciéon pueden brindar infor-
macién respecto a las propiedades de la lente por medio de g, lo que lleva a definir una
elipticidad compleja que incluya simultdneamente el cambio en tamano y forma (b/a), y su
orientacién ¢ respecto al eje 6, positivo. Hay diversas definiciones de elipticidad, no obstante,
dos definiciones de particular utilidad son

X=x1+ix2=|x]e* vy e:=e +iey = |e|e*? (3-38)

X[ =\XT+x3 v ld =/l +6, (3-39)

las cuales poseen la misma fase y magnitud, sin embargo su forma funcional no es idéntica

con

pues estan definidas como

1 — h? 1—nh b
m y |€| = ]_—|——h7 con h= E S 1. (3—40)

En particular, y permite mostrar la existencia del la invarianza ante el cambio g — 1/g*

x| =

(ver [SS95]), mientras que € ha sido adoptada como una definicién estandar de elipticidad
pues como veremos mas adelante permite realizar una estimacién directa de g 6 1/g*, segun
corresponda.

Queremos estudiar fuentes de fondo por medio de sus elipticidades lo que hace necesario
definir una forma de determinar dichas elipticidades a través de las observaciones. Para esta
tarea vamos a considerar que las fuentes pueden ser aisladas, y vamos a hacer usos de los
segundos momentos de area de la imagen los cuales estan definidos como

Q= [ mi)lay — voall@Id's con ije (L2, ()
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con x la posicién de los pixeles en la imagen y @y una posicién de referencia (3-45)), mientras
que

N = /q[l(a:)]d% (3-42)

representa un factor de normalizacién. Por conveniencia se puede escribir (3-41) de forma
mas compacta como

Q= /%/, / AzxAzxTqI(x)]d*z, donde Az :=x — x. (3-43)

Aqui ¢ = g[I(x)] es un factor de peso que claramente depende del brillo superficial I de
la fuente y delimita su contorno, por tanto ¢ se puede considerar como un factor de forma.
Siguiendo [BS01] podemos ver que hay diferentes maneras de definir ¢ considerando que en
la practica se trabaja con los pixeles que forman la imagen: la definicion mas simple consiste
en tomar ¢ = 1 si el pixel de interés esta dentro del contorno de la imagen y ¢ = 0 si este
esta fuera, es decir

1 si xe X,

| (3-44)
0 si ¢ X.

ql(x)] = H(x) con H(x)= {
siendo X . el conjunto de todos los pixeles que forma la imagen. En este contexto xy repre-
senta el centro geométrico o de masa de la imagen.
En términos directamente de I, siendo I el brillo o intensidad de cada pixel, se puede definir
q[I(x)] = I(x), tal que @ representa el centro de brillo de la imagen, e igualmente se puede
definir ¢[I(x)] = I(x)H(x) con lo cual xy representa el centro de brillo geométrico de la
imagen. Como resultado x( representa el primer momento geométrico de la imagen pesado
por ¢, es decir

2o = /%/ / gl (@) . (3-45)

Dicho esto, para obtener los momentos de area de la fuente real y aparente simplemente

debemos reemplazar @ en (3-41) (o en ), en y en por 3 6 0 segin
corresponda.

Como resultado, las elipticidades se pueden escribir en términos de los segundos
momentos de drea como

Y= Q11 — Qo + 21915 Q11 — Qoo + 21915

y €= ) (3_46>
Qi1 + 9O Q11 + Qo + 2/ Q1192 — Q%
las cuales estas relacionadas entre si, tal que
X = ¢ y €= S S (3-47)

1+41-— |X‘2‘

Ahora bien, las fuentes reales en general tienen una elipticidad intrinseca cuyo valor influye
en la respectiva elipticidad aparente u observada. El principal problema radica en que no
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es posible determinar la elipticidad intrinseca pues se desconoce la fuente real, lo que se
traduce como ruido en los estudios donde se incluya la elipticidad como un observable. Para
manejar este ruido y disminuir su influencia es conveniente hacer un anélisis estadistico de las
diferentes elipticidades que hayan sido medidas, el cual queda sujeto al tipo de estudio que
se esté realizando. Por tanto, es conveniente buscar una relacion explicita entre la elipticidad
intrinseca y observada de la fuente. Para ello consideremos el momento de area de la imagen

real Qf dado por como
1
Qs = [ 8828 l1(B) 5

Z% / (JoAA0)(ToA0) q[1(6)]d%0

_7 (% / AeAeTqu(e)]cFe) gr
=50QJ; = JoQJo. (3-48)

No se hace explicito el Jacobiano de la transformacién |det J| pues esta informacién esta
incluida en ¢, quien da cuenta de la forma de la imagen, y N no cambia ya que tanto I como
el nimero de pixeles que forman la imagen (aunque sean de diferente tamano) se conserva.

Para hallar x; = x7(x,9) v € = €s(€, g) debemos reemplazar (3-48) en (3-46]), asi pues, si

iniciamos con xs (ya que su definicién en términos de Q;; es més sencilla) se obtiene que

5995

X — 29+ g°X" 1 g «f, 1
XX, 9) = — donde g— — = xs(X,9) = X (X,—*) 3-49
1:9) 1+ |g> — 2Re(gx*) g sx9) g\ Mg (3-49)

Para obtener x = x(xyf,g) simplemente se debe hacer los cambios x — xfy g — —g¢
en . En la préctica no conocemos xy para ninguna fuente de fondo, asi que vamos
a considerar que tenemos N fuentes ubicadas a un mismo corrimiento al rojo z en una
pequena regién donde g no cambia significativamente, asi que g es constante en dicha regién.
Si ademas consideramos que las fuentes estan orientadas de forma aleatoria (no hay una
direccién preferente en el universo) podemos suponer que el promedio de las elipticidades de
dichas fuentes satisface (xy) = 0. De esta manera, a partir de es claro que

1 & 1 g 1
—_ — i i _ — Z : iy T o - O 3—50
) = ;:1 Xrilxis9) = & ;:1 s <X g*> (3-50)

Por tanto, al solucionar esta ecuacién se puede obtener tanto g como 1/¢* en la region
de interés, aunque no es una tarea necesariamente sencilla. Esta dualidad dio origen a la
denominada degeneracién local (ver [SS95] para més detalles) pues en la préctica no es
posible diferenciar estos dos casos como discutimos anteriormente. El inconveniente con el
uso de x radica en qué (x) no se encuentra relacionado de forma directa o simple con g
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[SS95, SKW06], haciendo que sea necesario aplicar una definicién alterna de elipticidad que
simplifique esta tarea. Aqui es donde entra en juego € [SS97, BSO1].

Para hallar e la forma més directa es aplicar (3-49) en (3-47), dando como resultado [SS97]

— 1 1
er(€,9) = 16_ gg*e donde ¢ — E = ¢f(€,9) = %e} (e, E), (3-51)

o su equivalente

€—g €f+9
1—ge s |g[<1 L+grey sifgl <1
€f = y €= : (3-52)
1—9ge si|gl >1 L+ 96 sifgl>1
6*—9* ch‘l'g*

donde se ha hecho explicita € = €(ef, g) pues la necesitaremos mas adelante.

Como ya discutimos anteriormente, para obtener informacion 1til de las elipticidades ne-
cesitamos obtener su promedio (e). Para ello consideremos que P(Jes|) es la densidad de
probabilidad asociada a las elipticidades reales de las fuentes. Vemos que P(Jes|) no presen-
ta una dependencia de ¢ debido a la isotropia que se asume presentan estas elipticidades
(de manera andloga como se considerd en el caso de x), siendo €; = |e;|e*?. S{ ademds las
fuentes se encuentran a un mismo corrimiento al rojo z y las propiedades de la lente en
especial g no cambian de forma significativa en la regién donde se desea promediar (es decir
que es constante en dicha regién), se obtiene a partir de (derecha) que la elipticidad
promedio de las imagenes asociadas a dichas fuentes es resultado de la integral

Q=] [ Plehetcrlelderlde, (353)

donde el factor de normalizacién N’ estd dado por

1 2
§ = [ [ Plesblestdierlag = 2n. (3-54)
0 0

Al realizar la respectiva integral se llega a una expresion de la forma

( 1 2m €f+gd B

%/0 1+g*6fg0—g st gl <1
(€) = , (3-55)
1 2”1+ge;zd 1

5- PR
2m )y € +yg g

si|g] >1

\

la cual como mencionamos anteriormente es valida cuando se promedian las elipticidades
de fuentes a un mismo corrimiento al rojo z, por esta razén para evitar confusiones es
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conveniente expresar este resultado explicitamente en términos de z, lo que se logra facilmente
a través del peso cosmolégico Z(z), asi que a partir de (3-18)) se obtiene que

(e(2)) = , (3-56)

con v y k asociados a una fuente de referencia.

Es claro finalmente que € es una definicién conveniente de elipticidad ya que si se promedia
sobre suficientes fuentes aparentes entonces (e(z)) arroja una estimacién directa de las pro-
piedades de la lente por medio de g(z). Entre mayor sea el nimero de elipticidades usadas
maés se reduce el ruido inducido por la elipticidad intrinseca de dichas fuentes [SS97, [SKWO06].

3.8. Degeneracion por una lamina de masa

El objetivo de este trabajo es obtener el perfil de masa de una distribucién que actia como
lente gravitacional, donde se hace hace uso de la forma de fuentes de fondo caracterizadas
por medio de sus elipticidad aparente, al igual que se utilizan las posiciones de fuentes que
presentan multiples imagenes. Es por tanto importante preguntarnos hasta qué punto el per-
fil obtenido es tnico o si existe la posibilidad de que haya alguna transformacion que permita
la reproduccién de los valores observacionales de entrada, haciendo que el perfil obtenido no
sea unico. Dicha transformacién existe y se conoce con el nombre de mass sheet dege-
neracy o como la llamaremos nosotros degeneracién por una lamina de masa (DLM)
[EGS85| [GES88, [SS95]. Esta degeneraciéon béasicamente indica que si agregamos una ldmina
con densidad de masa superficial constante y reescalamos la densidad superficial original,
entonces la mayor parte de las propiedades de la lente se mantienen invariantes, especial-
mente aquellas que son accesibles a las observaciones. Asi pues, la convergencia transforma
como

K'=M+(1—-X) con \=#0, (3-57)

siendo A una constante. A pesar del nombre que recibe esta degeneracion, es necesario el
término de reescalamiento en la convergencia para compensar la presencia de la lamina de
masa. Aunque A en principio es una constante arbitraria es posible imponer restricciones
como por ejemplo que ' no sea negativa [SS95].

Ahora, si consideramos la relacion existente entre la convergencia y el potencial deflector
dada por (3-14)), tenemos que la DLM (3-57) conduce a un potencial deflector de la forma

1—-A
W = =210 + xe (3-59)
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a partir del cual se puede deducir facilmente que el shear v y el dngulo de deflexién «
transforman como
Y=MN y & =(1-)0+\a, (3-59)

quienes no son invariantes ante la DLM. A pesar de esta propiedad no es posible romper la
degeneracion a partir de ellos como veremos mas adelante. En el caso del angulo de deflexion
su efecto se encuentra mediado por la ecuacién de la lente, por tanto, consideremos una fuente
ubicada en B y cuyas imagenes estan ubicadas en 6 (posiciones dadas por las observaciones),
entonces gracias a la DLM la ecuacion de la lente transforma como

B—60-o — Z_6-a, (3-60)

donde podemos ver que ambas ecuaciones predicen dos posiciones diferentes para la fuente,
quienes difieren en un factor 1/A. Desafortunadamente 8 no es un observable, por tal razén
la degeneracion persiste.
Por otro lado, como resultado del mapeo 3 — 0 las fuentes presentan una magnificacion
W (ver seccién , quien es de gran importancia para determinar la magnitud de la
deformacién inducida en la fuente. Asi pues, la DLM induce la transformacion

p_ 1 lpal” il

w = —=u > =
A2 gl )

: (3-61)

lo cual indica que la magnificaciéon no es invariante ante la DLM. El problema radica en la
dificultad de determinar dicha magnificacién pues como discutimos en la seccién |3.5| esta
depende del flujo intrinseco (o el flujo observado en ausencia de la lente) cuyo valor en
general se desconoce. En [BTP95] se presenta como es posible hacer una estimacién de la
magnificacién. Pese a las dificultades ha sido posible implementar la magnificacién de forma
exitosa en el estudio de cumulos galdcticos, ver por ejemplo [UBZT11, [Umel3] [UMNT14,
DHHJ16]. Si no es posible estimar la magnificacién de la imagenes se podria pensar en hacer
uso de la magnitud de las magnificaciones relativas cuando se dispone de un sistema de
multiples imagenes, sin embargo, estas si son invariante ante la presente degeneracion tal
como se muestra en (3-61J).

Veamos qué sucede en la regién critica de la lente. Como consecuencia de la DLM las curvas
criticas son soluciéon de

det 7' =0=det 7, (3-62)

lo que indica que la posicion y forma de las curvas criticas tampoco se ven alteradas. Por
tanto en definitiva la existencia de miltiples imégenes y en especial grandes arcos (que siguen
aproximadamente la forma de las curvas criticas) no son capaces de romper la DLM.

Consideremos ahora qué pasa en el régimen débil, donde la elipticidad aparente de las fuentes
es un observable de gran valor en cuanto al efecto de lente gravitacional se refiere (ver

secciones y , siendo el shear reducido g (3-22)) el mediador entre las observaciones y
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el modelo (3-56). Aqui tenemos que ante la DLM el shear reducido satisface

g =g, (3-63)

lo que muestra que es invariante ante la DLM. Como caso particular consideremos una
fuente ubicada lo suficientemente lejos de la regién critica de la lente tal que se satisfaga
V| <1 (v < 1)y r <1 (k< 1). Esto indica que el shear reducido se puede escribir
como ¢ ~ ' = ~. En consecuencia, en este limite el potencial deflector transforma como
[BLS04]

g =120+ (364

Es claro entonces que la forma aparente de las fuentes por si sola no es suficiente para romper
la degeneracién [SS97, [SKWO06].

La discusion anterior es valida para fuentes que se encuentran a un mismo corrimiento al rojo,
y por tanto de gran importancia especialmente cuando no se dispone de dicha informacién, no
obstante, con el avance de la tecnologia la calidad de las observaciones mejora constantemente
lo que permite tener acceso en muchas ocasiones a catalogos de fuentes cuyo corrimiento al
rojo se conoce. Ante esta posibilidad consideremos que para una fuente de referencia las
propiedades de la lente transforman como se describié anteriormente. Por tanto, podemos
relacionar estos resultados con los correspondientes a una fuente arbitraria localizada a un
corrimiento al rojo z gracias al peso cosmoldgico Z = Z(z) (ver seccion (3.4])). De esta forma,
respecto a la fuente de referencia la DLM es ahora

ZK' =NZK)+ Z(1+ X)) =XZkr)+[1 = (ZX—Z +1)], (3-65)

lo cual muestra que el tinico valor de A que pueden compartir fuentes ubicadas a diferente
corrimiento al rojo es A = 1.
En particular si centramos nuestra atencion en la ecuacion de la lente es claro que se satisface

B=0-7a = B=(1-2+2)N0-\Za), (3-66)

donde la forma funcional de ecuacién de la lente se recupera solamente si se cumple A = 1.
Esto es cierto cuando no puede ser linealizada, ya que de lo contrario seria posible
obtener un reescalamiento en la posicién real andlogo a . Por tanto, en principio la
degeneracion por una lamina de masa se rompe si se hace uso de fuentes ubicadas a diferentes
corrimientos al rojo y que presenten multiples imdgenes [BLS04] (una justificacién alterna-
tiva se puede encontrar en [Sah00]). No obstante, en la practica es ideal que los diferentes
corrimientos al rojo sean tales que el peso cosmoldgico para dichas fuentes difiera lo suficiente
para que no sea posible hallar un A # 1 comun. Como consecuencia de estas consideraciones
es comun encontrar que los cumulos galacticos no se ven significativamente afectados por
esta degeneracion, pues disponen de un amplio niimero de sistemas de multiples imégenes a
diferentes corrimientos al rojo.
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Ahora bien, la siguiente cantidad de interés es el shear reducido como funcién del corrimiento
el rojo, donde se satisface

7 = zZy _ ANZ7)
1—Zr  1—{MZr)+[1—(ZX—Z+1)]}

(3-67)

Aqui es claro que en general la degeneracion se rompe, pues solamente A = 1 es el parametro
comun entre fuentes a un corrimiento al rojo diferente. No obstante, para fuentes alejadas
de las regiones criticas el potencial deflector transforma como , lo que lleva a que en
este limite el shear reducido se pueda aproximar a

9'(2) = 29 = Z~, (3-68)

lo que implica que cuando se hace uso de las elipticidades de fuentes lejanas a la regién
critica para estudiar las propiedades de la lente se satisface (e(z)) ~ Zv , donde no es
posible romper la degeneracion ya que no hay una dependencia con A. En caso de también
tomar fuentes cercanas a la regién critica se ha mostrado que la degeneraciéon se rompe
[BLS04]. La efectividad de esta ruptura estd sujeta a la capacidad de las observaciones de

evitar que se satisfaga ([3-68)).



4. Método de reconstruccion

El tamano y masa presente en los cimulos galacticos hace posible la presencia del efecto
de lente gravitacional tanto en el régimen fuerte como en el régimen débil, donde cada uno
es dominante a un radio diferente. Como resultado, la aplicacién simultanea de estos dos
regimenes presenta una herramienta de gran poder para entender la distribucion de masa
de un cimulo galactico como un todo y no solamente en una regiéon limitada, tal como ha
sido aplicado por ejemplo en [ASWISD, BEST05, BCGT06, LGHMOT7, MCM™09, BTAT09,
SU11, IOBD™12, ICUS™18, ISBH™18], entre otros. De los diversos métodos existentes si bien
han sido aplicados de forma exitosa, tenemos que solamente una porcién de ellos ha sido
mejorado con los anos, y es usado de forma activa. Este es el caso de aquellos métodos que
estan siendo usados en el programa Hubble Space Telescope Frontier FieldsE].

En este capitulo presentaremos el método que usaremos para realizar la reconstruccion del
perfil de masa de un ctimulo galactico, por lo cual iniciaremos haciendo una descripcién
del método y los requerimientos que este exige (seccién , para luego explicar como se
construye el sistema de ecuaciones lineales acoplado (eje central del método) (seccién [4.2).
Los célculos explicitos se muestran en el anexo [A]

4.1. Descripcion del método de reconstruccion

Al abordar el problema de cémo reconstruir el perfil de masa de un cumulo galdctico (y
en general cualquier problema que involucre la reproduccién de observaciones), tenemos
que la soluciéon mas directa consiste en tomar un modelo que es propuesto bajo diversas
consideraciones fisicas propias del sistema, el cual se considera que es capaz de reproducir las
observaciones de entrada. Ahora bien, en nuestro caso el modelo consiste en una distribucién
de masa que depende de una serie de parametros, quienes describen la masa, densidad, forma
geométrica o alguna otra propiedad relevante. El objetivo del método es por tanto obtener
el conjunto de pardmetros (con sus respectivas incertidumbres) que mejor se ajusta a las
observaciones.

El principal inconveniente con este tipo de métodos se manifiesta como un problema de
eleccion, ya que en la mayoria de los casos es posible tener diferentes distribuciones que
reproducen las observaciones de forma satisfactoria, y que proveen resultados que son con-
sistentes entre si. ;Cudl es la distribucién correcta? No hay realmente una forma simple

Thttps://archive.stsci.edu/prepds/frontier/
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de decidir. Es necesario estudiar otro tipo de propiedades fisicas del sistema que permitan
descartar modelos.

Para superar esta dificultad, un método no paramétrico o de forma libre representa una
gran alternativa. Por tanto, aqui presentamos una descripcion de la implementacién que
hemos adoptado del método propuesto en [BSLE0S, BCGT06, BTAT09] junto con algunas
correcciones que encontramos convenientes.

Este método decimos que no es paramétrico puesto que no depende de una serie de parame-
tros los cuales estan atados a un determinado modelo. Por consiguiente se disminuye el error
humano introducido en la reconstruccién. Los tinicos supuestos propios de este método son el
potencial gravitacional inicial, y dos constantes que ayudan a que los resultados no diverjan.
Mas adelante explicaremos la necesidad de introducir estas cantidades. Por otro lado, este
método es paramétrico en su trasfondo, pues es necesario obtener el potencial deflector en
diferentes posiciones en el plano de la lente (que llamaremos puntos de red), tarea que se
logra usando una funcién de penalizacién x? la cual es minimizada respecto al potencial
deflector.

Se podria pensar en una aproximacion bayesiana al problema, sin embargo, a diferencia de la
reconstruccion puramente paramétrica que en general involucra del orden de diez parametros,
nosotros debemos obtener miles de parametros. Es por ello que aplicar métodos bayesianos
como MCMC o Nested Sampling son computacionalmente costosos, y resultan poco efectivos
para nosotros.

En la siguiente seccion definiremos la funcion de penalizacion, y realizaremos una descripcion
detallada de como minimizarla, y cémo esto nos lleva a la reconstruccion del perfil de masa
de un cumulo galactico.

4.1.1. Descripcion del método

Consideremos que queremos conocer el potencial deflector en N puntos sobre el plano de
la lente, los cuales llamaremos puntos de red. Dichos potenciales ¢ (con k € {1,...,N})
forman el conjunto de parametros a determinar. Al concentrarnos en el potencial deflector
directamente, eliminamos el problema generado a la hora de escoger un modelo que describa
de forma satisfactoria el sistema de interés.

La importancia de determinar el potencial deflector radica en que a partir de este se definen
las cantidades clave que describen el efecto de lente gravitacional como lo son k, v y a. Es
por tanto adecuado definir x? en términos de observables que se puedan caracterizar por
medio de estas cantidades. Asi pues, respecto al régimen fuerte usaremos como observables
sistemas de multiples imédgenes, los cuales se pueden caracterizar por medio de la ecuacién de
la lente, mientras que en el régimen débil utilizaremos las elipticidades de galaxias de fondo,
donde la elipticidad permite dar razon del shear reducido. Hay otros observables provenientes
del efecto de lente gravitacional, como lo es la flexién (ver [SE0S])) y la magnificacién, sin
embargo no haremos uso de ellas pues a nivel practico presentan dificultades al ser medidas.
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Siguiendo [BSLEO05, BCGT06, Mer16] definiremos la funcién de penalizacién como

X2 = X0+ X5+ Xor) + Xy (4-1)

donde x? y x? se ajustan a los observables provenientes del régimen débil y fuerte, res-
pectivamente. Adicionalmente tenemos dos términos de regularizacion, Xi( R Y Xi( r)» donde
respectivamente se usa la convergencia y el shear (ambas componentes) para controlar la
evolucion del método. Mas adelante definiremos cada término presente en .

Para realizar la reconstruccion se minimiza respecto a cada 1. Esto es equivalente a
derivar respecto a 1 e igualar a cero, con lo cual se obtienen N ecuaciones de la forma

92 2 9 i Ov2
X +3xs 4 ey | T
oY, Oy, OV Oy,

las cuales en general no son lineales. Obtenemos entonces un sistema de N ecuaciones con

=0, (4-2)

N incognitas que no es facil de solucionar.

Con el fin de llegar a un sistema de ecuaciones que sea soluble, es conveniente linealizar
(4-2)). En la seccion describiremos como llegar a un sistema de ecuaciones lineales.

El sistema de ecuaciones es el nticleo del método, sin embargo, por si solo no es suficiente
para llegar a una reconstruccion satisfactoria. Por esta razén es conveniente incorporar esta
idea dentro de un algoritmo més completo, el cual sigue el diagrama de flujo que se muestra
en la figura [4-1] El método estd compuesto por un sistema de dos niveles de iteraciones, los
cuales llamaremos el nivel interno y el nivel externo.

Para empezar, es necesario introducir un potencial deflector inicial (9, el cual es conveniente
que esté definido sobre una red con una densidad de puntos baja, pues esto le brinda una
mayor libertad al método para adaptarse a los datos de entrada. Luego, se calcula los valores
iniciales o de entrada x(©, %0) y 750) sobre la misma red usando , ya que son necesarios
para el proceso de regularizacién. Aqui se inicia la reconstruccién dando inicio al nivel externo
(m = 0). Tenemos que al inicio de cada iteracién externa se calculan los coeficientes KC;;,
Gnij ¥ Dpij (ver ) en todas las posiciones 8; que correspondan a puntos de red y puntos
donde se tiene algin dato de entrada. Realizar esta tarea al inicio de cada iteracién externa
disminuye el tiempo de calculo, pues los coeficientes solamente dependen del nimero de
puntos de red y sus posiciones (ver las ecuaciones y ), y estos son fijos para todo
nivel interno.

Ahora bien, una vez disponemos del conjunto de coeficientes se da inicio al nivel interno
(n = 0), cuya tarea principal es calcular el sistema de ecuaciones y solucionarlo, obteniendo

n+1

asf una nueva aproximacién al potencial deflector /("1 en la red. En este punto es necesario

determinar qué tan bien se estd comportando la reconstruccion, por lo cual se calcula la nueva

convergencia k"t y se compara con la convergencia de la iteracién interna anterior s,

0)

6 con k@ en caso de encontrarnos en la primera iteracién interna. Por tanto, el criterio de

convergencia toma la forma

(n+1) _

E ) | < tolerancia, (4-3)
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Figura 4-1.: Diagrama de flujo del método implementado en este trabajo.

donde la tolerancia es establecida por el usuario. Esta comparacion se hace punto a punto.
Si (4-3) no se satisface se inicia una nueva iteracién interna, en donde se utiliza "D para
calcular el nuevo sistema de ecuaciones. El nivel interno continua hasta que se satisfaga.
Una vez la solucion es aceptable el nivel interno finaliza, y llegamos a la etapa final de la
iteracion externa en la que nos encontramos. Aqui se procede a aumentar el nimero de
puntos en la red (como se hace el refinamiento se explica en la siguiente seccién), lo cual

permite obtener una mayor resolucién en la reconstruccién. Luego se calcula ™+ gm+1)

'yfmﬂ) y vémﬂ) en la nueva red a partir del potencial deflector resultante del ultimo nivel
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interno haciendo uso de la ecuacion . Hecho esto, se inicia la siguiente iteracion externa
y se realiza de nuevo el nivel interno, lo cual continua el nimero de veces que indique el
usuario.

En la siguiente seccién vamos a describir como discretizar el plano de la lente, y cémo
construir el sistema de ecuaciones lineales que requerimos.

4.2. Sistema de ecuaciones lineales

En esta seccion vamos a describir como podemos linealizar , para lo cual es primordial
que el plano de la lente se encuentre discretizado. Con ello, es posible definir el potencial
deflector en cada uno de estos puntos de red, lo que permite calcular s, v y a en un punto
cualquiera 6; sobre el plano de la lente. Esto es

N N N
K = Z Kijtbjs g = Z Gnij¥j, Oy = Z Dy, n€{1,2} (4-4)
j=1 j=1 j=1

donde n hace referencia a las componentes ya sea del shear o del angulo de deflexién. En ({4-4])
se usa un esquema de diferencias finitas para expresar explicitamente las diferentes derivadas
requeridas en términos del potencial deﬂectoxﬂ Aqui K;j, Gnij v Dy,ij corresponden a los
pesos de cada punto de red producto del esquema de diferencias finitas, los cuales en su
mayoria valen cero. Mas adelante veremos que en total hay mas contribuciones al peso de
los puntos de red.

El valor que toma cada uno de estos pesos depende de como se este discretizando el espacio,
y de cuantos puntos de red se estén tomando. La forma quizd mas directa para discretizar
el espacio es por medio de una red uniforme, cuyas celdas son cuadradas. Este tipo de
discretizacion corresponde al usado en [BSLEOQS]. El problema que presenta una red con
celdas cuadradas o a lo sumo rectangulares, es que no se adapta facilmente a los datos
disponibles, y lo que se observa es que tiende a inducir una sobre estimacion de . Es por
tanto mas conveniente hacer uso de una red irregular.

Siguiendo [BTAT09], consideremos que nuestro interés se centra en un punto cualquiera cuya
posicién es 6; definido sobre el plano de la lente (puede o no hacer parte de la red). Para
poder calcular el potencial deflector y sus diferentes derivadas en este punto vamos a tomar
los M puntos de red 8 (k € {1,...,M}) més cercanos a 6;, llamados vecinos mas cercanos
(VC). Si expandimos el potencial deflector para cada VC alrededor de 6; hasta derivadas de
segundo orden Y] , obtenemos como resultado

’Hay otros métodos numéricos que permiten calcular derivadas en un espacio discreto, sin embargo, el
método de diferencias finitas es bastante simple y a su vez lo suficientemente efectivo para poder linealizar
(4-2)).

3En este trabajo tomamos las derivadas de hasta segundo orden puesto que estas son suficientes para
determinar k;, 7; y a; que son las cantidades que son de nuestro interés. En caso de querer incluir
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O oy 1 5 071y
:H—G—@i——l—ﬁ—@i——k—ﬁ—@i
Ui =i + (O1x 1) 5a- (62,1 2’>802 5 (1 = 014) o0
1 1 2 0%
+ (01 —014) (O2k —025) —=——— + = (0o — 02,)" —5. 4-5
(01 — 013) (B2 — O2,) 3600, 5 (02 = 024) 0 (4-5)
Asi pues, podemos construir un sistema de ecuaciones de la forma Ax = b dado por
Y
ann a2 13 Q14 413 Q16 O, (0
90,
0y
96
ag1  Gr2 Qg3 Qg4 Qs Qg (?;;Zzi =1 % |, (4-6)
327711%' :
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donde los coeficientes de la matriz A son

ag = 1,
Qg2 = (91,k - 91,z‘)7 a3 = (02,k - 92,1‘)7

Ak4 = %(91,/% - 91,¢>2, axs = (91,k - 91,i> (92,k - 92,i>, ake = %(‘%,k - 92,1’)2- (4-7)

El sistema de ecuaciones claramente posee M ecuaciones y 6 incognitas, siendo estas
ultimas el potencial deflector y sus derivadas hasta segundo orden evaluadas en 6;. En la
préactica se evidencia que es conveniente que se satisfaga M > 6, de lo contrario la solucién
del sistema no es aceptable, y en peor de los casos la matriz obtenida es singular. En nuestro
caso la solucién es satisfactoria para 16 < M < 36.

Es claro entonces que la matriz obtenida no es simétrica, y por tanto se debe hallar la solucién
usando algin método que permita calcular su matriz pseudo inversa. En este caso el método
de descomposicién de valores singulares (o SVD por sus siglas en inglés como es cominmente
conocido) prueba ser efectivo. El proceso de construir este sistema de ecuaciones auxiliares
se debe repetir para cada punto 8; en donde se desea interpolar.

Vale la pena mencionar que si M es muy grande, esta interpolacién induce ruido en la
solucién, y como consecuencia la reconstruccion arroja un perfil suavizado en regiones donde
se espera una alta concentraciéon de masa (por ejemplo en las regiones alrededor de los
deflectores principales del cimulo), y ademads suele arrojar una sobre estimacion de masa en
regiones donde el régimen débil es dominante.

por ejemplo correcciones dadas por la flexién, solamente hay que tomar derivadas de mayor orden en la
expansion. Una vez se tenga claro hasta que orden se desea hacer la expansién, el proceso es andlogo al
presentado en este trabajo.
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Red inicial 1

Red inicial 2

Red inicial 1+2

b

01

0

Figura 4-2.: Esquemas de refinamiento posibles en nuestra implementacién. Los puntos de

color negro representan los puntos de red, el punto de color verde (lima) repre-

senta la posicion del deflector principal considerado en este ejemplo, mientras

que los puntos de color rojo representan las posiciones un las cuales se tiene

algin valor observacional de entrada, ya sea la posicién de galaxias de fondo

para las cuales se posee su respectiva elipticidad, o las posiciones de sistemas

de multiples imagenes.
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Ahora bien, ya que tenemos claro el esquema con el que se piensa construir el sistema
de ecuaciones, vamos a discutir como definir la red que vamos a usar y cémo realizar el
refinamiento de la red descrito en la seccién anterior.

Iniciaremos con una red de entrada rectangular formada con N; y N, puntos de red en
las coordenadas rectangulares 6, y 65, respectivamente, lo que lleva a tener N = Ny X Ns
puntos de red iniciales. A partir de esta red inicial consideraremos tres posibles esquemas de
regularizacion que llamaremos esquema 1, esquema 2 y esquema 1+ 2, los cuales se muestran
en la figura [4-2]

Recordemos que el proceso de refinamiento se lleva a cabo al final de cada iteracion externa,
por lo cual para construir la red de la iteracién externa m + 1 debemos tomar como red de
entrada la red utilizada en le iteracion externa m. En el caso de estar en la iteracion externa
inicial (m = 0) tomamos como red de entrada la red rectangular inicial. Esto es comin para
los tres esquemas. En la figura se muestra la evolucién de cada esquema en direccién
descendente, donde la primera imagen corresponde a la red rectangular inicial, la segunda
imagen muestra el resultado de luego de hacer el primer refinamiento de la red, donde esta
nueva red se usa como red de entrada para el siguiente refinamiento. Este proceso se repite
tantas veces como iteraciones externas se consideren necesarias, y como resultado final se
obtiene una red como la que se muestra en la tercera imagen.

A continuacién vamos a describir en qué consiste cada esquema:

= Esquema 1: Se busca distribuir de forma aleatoria N; nuevos puntos de red alrededor
de cada deflector considerado. Para ello, se usa como referencia un circulo de radio
Ry centrado en la posicién de cada deflector, dentro del cual se encuentra la mayoria
de los puntos. El objetivo de este esquema es lograr una buena resolucién en regiones
donde se espera altas concentraciones de masa, y con ello lograr una buena estimacién
de las curvas criticas. En la figura (izquierda en orden descendente) vemos como
ejemplo la evolucion de este proceso de refinamiento. La primera imagen muestra la red
rectangular inicial, donde se traza el circulo de referencia (de color morado) alrededor
del tnico deflector presente, asi, una vez se distribuyen los nuevos puntos vemos como
en efecto la mayor concentracion se encuentra dentro del circulo de referencia. Esto se
hace més evidente a medida que se realizan mas refinamientos, lo cual se aprecia en
las regiones a color presentadas, donde una mayor intensidad representa una mayor
concentracion de puntos.

» Esquema 2: Se busca realizar un refinamiento adaptativo (irregular), donde los nuevos
puntos de red se ubiquen alrededor de las posiciones 8; donde se posee algin dato
observacional de entrada (puntos rojos en la figura . Para esta tarea se traza un
circulo de radio ry alrededor de 6; y se cuenta cuantos puntos de red hay dentro del
circulo. Si este nimero es menor que M (recordemos que M es el nimero de VC),
entonces se distribuyen de forma aleatoria dentro del circulo el nimero de puntos
que haga falta para que el total sea igual que M. Si por el contrario el nimero de
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puntos dentro del circulo es mayor o igual que M no se colocan nuevos puntos de red
dentro de esta regién. En la figura (centro en orden descendente) vemos como
ejemplo la evolucién de este proceso de refinamiento. La primera imagen muestra la
red rectangular inicial, donde se traza el circulo de referencia (de color azul) alrededor
de un punto arbitrario 8;, una vez se determina el nimero de puntos de red dentro
del circulo se sigue con el proceso anteriormente descrito. Como resultado vemos que
de forma progresiva se obtiene una mayor densidad de puntos alrededor de todo 8;, lo
cual es méas evidente en la red final: Aqui vemos que a mayor concentraciéon de puntos
mayor es la intensidad del la region de color azul. Esto nos lleva a que solamente se
tenga una buena resolucién en la reconstruccion en las regiones donde se tiene datos
de entrada.

= Esquema 142: Aqui se busca realizar un refinamiento que involucre los esquemas 1
y 2. Para ello iniciaremos con el esquema 1, donde se distribuyen N, nuevos puntos
de red alrededor de cada deflector considerado. Una vez se ha hecho esto, se procede a
implementar el esquema 2, donde se busca que haya una concentracion de puntos de
red que se adapte a la distribucion de datos de entrada. En la figura (derecha en
orden descendente) se puede apreciar la evolucién de este esquema, donde es claro que
hay una mayor cantidad de puntos de red alrededor del deflector y de las posiciones
donde se tienen datos de entrada.

A continuacién vamos a discutir cémo escribir cada uno de los términos presentes en (4-2)) a
partir del potencial deflector, y con ello encontraremos el sistema de ecuaciones deseado.

4.2.1. Régimen débil

Como ya se ha mencionado, el régimen débil podemos estudiarlo por medio de las eliptici-
dades que presentan las fuentes, donde para fuentes a un mismo corrimiento al rojo en una
regién donde las propiedades de la lente no cambien significativamente tenemos que el pro-
medio de las elipticidades (¢) = (e(z)) provee una estimacién directa a nivel local del shear
reducido g(z) (3-18) (ver seccién para mds detalles). Asi pues, si tenemos N,, galaxias
para las cuales se ha sido posible determinar su elipticidad ¢;, definiremos la funcién x?2, como

N,
e — () |
X =) 2 (4-8)
i=1 i

g
donde 1
o2 = — (1= |{e) [*)* 0% + 02, (4-9)
NW»

Aqui N,; representa el nimero de fuentes sobre el cual se estd promediando, o, es la
desviacion estandar correspondiente a la elipticidad intrinseca de las fuentes, mientras que
Oerr €5 la desviaciéon estandar o incertidumbre correspondiente a las elipticidades observadas.
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En este trabajo tomaremos NV, ; = 1, que es equivalente a considerar la elipticidad de interés
como una excelente representante de la muestra a nivel local [BSLEOS]. En la practica se
puede considerar o., ~ 0.2 — 0.3 como una buena aproximacién a la desviacién estandar de
la elipticidad de las fuentes [BSLEOS, [CBMMO06]. A medida que N, ; aumenta vemos que la
influencia de las elipticidades intrinsecas disminuye dando como resultado o; ~ o.,,, en este
caso simplemente se debe tomar ¢; en (4-8)) como el promedio de dichas elipticidades.
Segin (¢;) (dado por (3-56))) tenemos que la funcién de penalizacién tiene dos posibles
formas: para |g;| < 1 tenemos que

Ny 2

1 Zivi ol 1 2
2 7/
zg — €6 — ——— :E ———— €& — Zi€iki — Zivil| 4-10
Xuw i—1 0'7;2 1-— Zi/‘ii =1 (1 — Ziﬁi>2 022 7 ( )
mientras que para |g;| > 1 la funcién de penalizacién es
N, 2 N
=1 1 — Z;k; = 1 2
2 1y *

:E — &6 — ———— :E ——55 | Zi€&"Y; Zmi—l‘. 4-11
. i=1 | Zivi i=1 Zi2|%'|20i2‘ e ( )

Para obtener la contribucién del régimen débil al sistema de ecuaciones (4-2)) debemos de-

rivar ya sea (4-10) 6 (4-11)) (segun corresponda) respecto a 1. Este proceso se presenta
detalladamente en el anexo [A] en donde se muestra que en ambos casos se obtiene que

O _
O

donde W y V;’ son cantidades escalares dadas como

Ny
Wy -y
=1

+ A3.:G1,i601,5 + A1:G2G245 + As i KiKij,

N
2> Wi — 2V, (4-12)
j=1

Ay (guk’Cij + ]Cz'kgl,z’j) + Ag; (gz,iklcij + Kikg2,z’j>

Y

Ny
V;iw) = Z (al,z’gl,ikz + az,;Ga ik + a3,iKik> . (4-13)

i=1
Los coeficientes K y G, son resultado de la linealizacién de k y v, (con n € {1,2}) dados
por , lo que hace que dependan solamente de la posicion de la imagen de la fuente en
el plano de la lente, y también del esquema de discretizacion usado (ver seccién . Esto
hace que solamente sean calculados al inicio de cada iteracién externa. Por otro lado, los
diferentes coeficientes A,,; (con m € {1,2,3,4,5}) y a;; (con [ € {1,2,3}) dependen de |g;|,

tal que para |g;| < 1 estos son

Z? Z? Z? Z?

7 7 7
A= —5 €1,i» A2,i = —5 €24, A3,i = A4,i = ) A5,i = 3

0 02 0<,i 0<i

) )

’€i|27 (4'14>



42 4 Método de reconstruccion

y
_Z 7 Zi ol
A1 = 5 €14y Q25 = 5 €24, A3, = |Ez| ) ( - 5)
< 0<i <

mientras que para |g;| > 1 se satisface

Z? 72 72 72
7 7 7 2 7
Al,i = —5 €1, A2,i = —5 €2, A3,z‘ = A4,i = 3 |€z| ) As,i = 3 (4‘16)
> 05 > >,
Y Z. Z. A
a1; = 5 €1,i5 A2 = 5 €21, as; = 5 - (4—17)
> 05 0%

Aqui, las cantidades 02 ; := (1 — Zik;)0} y 02 ; := Z7|v;|*0} rompen la linealidad buscada
en (4-2), por lo cual k; y |y;| no se escriben explicitamente en términos del potencial deflector
siguiendo . Por esta razon, Uivi y O'i’i son calculados por medio de los resultados de
la iteracion inmediatamente anterior; manejandolos como constantes. Si la iteracién dada
corresponde al inicio del nivel interno, entonces estos términos se calculan con los resultados
de la iteracién externa anterior, o los valores de entrada en su defecto si se estd iniciando la

reconstruccion.

4.2.2. Reégimen Fuerte

Como ya se ha mencionado anteriormente, una caracteristica fundamental del régimen fuerte
es la existencia de sistemas de multiples imagenes asociadas a un unica fuente. Por tanto,
si consideramos que tenemos Ny sistemas de miltiples imdgenes, cada uno con N; (con
i€ {l,...,Ns}) imagenes asociadas a la i-ésima fuente, tenemos que una forma directa de
definir la funcién de penalizacién en este régimen es

N, [/ N
X2=> | Y phSapi | (4-18)
i=1 n=1
siendo )
o1 0
Stin={ 1™ 4-19
b ( 0 U%,in ) ( )
la matriz de covarianzas en el plano de la lente, y p;, := 0, — 052, con OEQ la posicién

real de la n-ésima imagen del i-ésimo sistema, y 6;, es la respectiva imagen producto de
la reconstruccion. No obstante, requiere resolver la ecuacién de la lente (lo que es
computacionalmente costoso) para obtener 6;,, el cual no es posible escribir de forma directa
en términos del potencial deflector siguiendo el esquema descrito en la seccién [4.1.1] Es por
tanto conveniente trabajar en el plano de la fuente, pues al aplicar la ecuacion de la lente se
obtiene una dependencia con el potencial deflector por medio del dngulo de deflexion (3-10)).
Para esta tarea describiremos dos esquemas diferentes que permiten definir la funcién de
penalizacién x? en términos de las posiciones angulares reales de las fuentes. Mds adelante
cuando apliquemos el método veremos la efectividad de cada uno de estos esquemas.
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Opcion 1

Para poder definir x? en términos de las posiciones angulares reales de las fuentes debemos
tener presente que estas presentan un error que en general difiere del error observacional
obtenido para las posiciones angulares aparentes pues el mapeo @ — 3 induce una distorsién
a nivel local en los elementos de drea caracterizada por J (tal como se describié en la seccién
. Por tanto, debemos involucrar este cambio a la hora de definir x2. Con esto en mente,
es posible definir x? como

Ns N;
2= (Z bZ;LSM}me) : (4-20)
=1 n=1

donde by, := M;,(8,, — (B,)), siendo (3;) el valor promedio de la posicién de fuente para
el 7-ésimo sistema de iméagenes, y el cual se considera constante en cada iteracion, pues se
calcula a partir de los resultados de la iteracion inmediatamente anterior, asi pues

1 &
(B;) = N, Z,Bma (4-21)
tn=1

con B3,, = 0;, — Z;ou,. Por otro lado, M, representa la matriz de magnificacién evaluada
en 0;,, la cual estd dada por

1- 27 in Zz in Zz i 7 7
Mm = Lin ( iR + M1, Y2,in ) = Lin ( myin M2in ) . (4_22)

ZiY2.in 1 — Zikin — ZiV1,in M3in M4 in

Esta aproximacion para funciona muy bien siempre y cuando se garantice que las
imagenes obtenidas con el modelo estén lo suficientemente cerca de las observadas [SKW06,
Parte II, Seccién 4.6]. La introduccién de M, es necesaria siempre que se trabaje en el plano
de la fuente y no en el de la lente. En las primeras etapas del método M,,, no fue introdu-
cida explicitamente [BSLE0S, BEST05], aunque el efecto que introduce la magnificacién fue
implementado como un aumento de cinco veces en la incertidumbre de las posiciones de las
fuentes (en ambas coordenadas), o lo que es equivalente, la incertidumbre en el plano de la
fuentes es cinco veces menor a la obtenida de las observaciones. El inconveniente radica en
que en general M;, varia a lo largo del plano, y de forma significativa cerca a las curvas
criticas. Como veremos mas adelante, el no introducir explicitamente el efecto de M, hace
que no sea posible dar una descripcion confiable de regiones que presentan una alta concen-
tracion de masa en la distribucién; este es el caso de la regiones donde se encuentran los
deflectores principales del cimulo. La necesidad de introducir M;,, se hace presente incluso
con distribuciones simples al igual que simétricas, como lo es una NIS.

La forma maés directa de solucionar el problema es solamente considerar el efecto de i,
[BCGT06, L JKLT07, [JK09, INJJT20], cuya ventaja se encuentra en que es facil de implementar,
en particular considerando la naturaleza del método presentado en este trabajo, sin embargo,
aqui optamos por implementar también M;,, de forma completa. Ya sea que se este tomando
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solamente p;, [BCGT06] 6 M,,, ambas cantidades se consideran constantes durante cada
iteracion y se obtienen a partir de los resultados de la iteracién anterior, lo que garantiza que
sea lineal. Se deja a eleccion del usuario determinar si desea usar p;,, M, 0 ninguna
de estas correcciones.

Habiendo definido , el siguiente paso consiste en derivar esta funcién respecto a 1y, lo
cual lleva a un expresién compacta analoga a la obtenida en el régimen débil. Esta es (ver
el anexo [A| para ver la deduccién)

X3 ) (&)
siendo
N, N;
Wéj) = Z Z (Bl,inpl,inkpl,inj + B2 inD1,inkD2.inj + B2,in D2 inkD1.inj
i=1 n=1
+ Bs,mDQ,mkD2,mj) ) (4-24)
y
Ns Ni
V,Es) = Z Z <bl,mD1,mk + 02,inD1ink + 03,in Do ink; + b4,mD2,mk> - (4-25)
i=1 n=1

Aqui los coeficientes B,,; (con m € {1,2,3}) y by; (con [ € {1,2,3,4}) se han definido como
Bl,m = Zizli?nAmLm, B2,m = Zf,uanmzm, B3,m = ZEM?nAms,ma
bl,m = Zz'/i?nAml,m (91,m - <ﬁlz> )7 bz,m = Ziﬂ?nAmzm (92,m - <52@> >7

b3,m = Zz‘M?nAmz,m <91,m - <51;z> >7 b4,m = Zz-,uanmgm (92,m - <B2,i> );

siendo
m} m3 my in™M2 M3 inTMq
1,in 3,in L ,in ,in ,in ,in
Aml,i’n = P} + 2 ) Am?,in L P} + 2
07 in 03in 07 in 03%in
2 2
ms ms
2,in 3,in
Amgvm = B} + 3 . (4—26)
07 in O4in
Opcién 2

En la opcion 1 comparamos la posicién angular real de la fuente predicha por el modelo para
la n-ésima imagen del i-ésimo sistema, con la posicién angular promedio para dicho sistema.
A diferencia de la opcién 1 en esta opcién vamos a comparar de forma directa de a parejas
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las posiciones angulares reales predichas por el modelo para las respectivas imagenes que se
estén usando, las cuales debe converger a un tnico valor. De esta forma x? se puede definir
como
N, N;
Xi = Z ( Z Z bznm linm mm); (4_27>
i=1

n=1 m=n-+1

con bym = B, — Bim, siendo B, = 0y, — Ziay, v By = iy — Zi0ti,. En esta ocasiéon
definimos la matriz de covarianzas como

2 =2 2 =2
Sinm = ( O1inkin T 01 imHim 0 ) ‘ (4-28)

2 -2 2 -2
0 0. intin T 02 jmbim

Incluimos en cada componente de la covarianza el error observacional correspondiente a la
posicién del par de imagenes que se estdan comparando, junto con un factor de correccién
para dar cuenta de las distorsiones producto del mapeo 8 — 3, siguiendo la discusién
realizada para la opcion 1. En esta ocasion no es posible implementar de forma directa la
matriz de magnificacién M, por lo que la correccion se introduce solamente por medio de
las magnificaciones p;, y pim correspondientes a cada imagen. Esta correccién prueba ser
eficaz como veremos en el siguiente capitulo. Si no se incluyen las magnificaciones no es
posible obtener una buena aproximacion al perfil de masa en regiones que presentan una
alta densidad de masa, lo que lleva a obtener un perfil suavizado en dichas regiones.

Ahora bien, la siguiente tarea consiste en derivar respecto a un 1 arbitrario, lo que
lleva a una expresion idéntica a , es decir

ox? N
=2y W; — 20, (4-29)

cuyos coeficiente W,S) y V,i"‘) en esta ocasiéon toman la forma ( la deduccién se encuentra en

el [A)

s N;— N; ZQ
Z < ADl mmkApl Janmj + - ADQ mmkADZ mm]) (4_30>

,znm 0-2 Janm

y
Ny Ni—1 N, Z Z
V]E;S) = Z ( ADI znmkAgl Jinm + A7)2 znmkAQQ mm) ) (4’3]—>
- O'
i=1 n=1 m=n+1 1inm 2 anm
siendo

ADp,inmq = Dp,inq — Dp,imq y A9p,mm = 9p,m — prim, con p c {1, 2} (4—32)
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4.2.3. Regularizaciéon

Estos términos de regularizacion se encargan de controlar el ruido introducido por los calculos
numéricos, y el ruido propio de las observaciones, al igual que prevenir que las soluciones
diverjan. Siguiendo [BSLE0S, BCG™06, MerI6] tenemos que una forma efectiva de regularizar
es por medio de las funciones

N

2
i =me 3 (i = 1), (4-33)

i=1

N
% _ ©))? 0))?
= Ty Z Vi~ Vi ) 72 V2, ) (4-34)

N
2
Xy(R) = 7772 Yi — Y

i=1 =1

donde n,, y n, son constantes (positivas) que determinan el impacto que tiene la regularizacién
sobre la reconstruccién. Aqui 7, tiene un mayor impacto en la regién donde el régimen fuerte
es dominante, mientras que 7, ayuda a controlar la reconstruccién en la regiéon donde el
régimen débil es dominante, particularmente en los casos donde N, no es muy grande o hay
amplias regiones donde no se tienen elipticidades. Es importante hacer énfasis en que valores
muy grandes de estas constantes suavizan el perfil de masa, por lo cual el efecto de es
anulado, mientras que en el otro extremo tenemos que valores muy pequenos producen una
sobre estimacion del potencial deflector.

Por otro lado, el superindice (0) en y indica que los valores de HEO), ”yﬁ?, y
Wé?i) usados son obtenidos de la iteracién externa inmediatamente anterior a la actual, siendo
interpolados en la nueva red por medio de . Por tanto, son cantidades constantes a lo
largo de cada iteracion externa. En el caso de estar en la iteracion externa inicial, los valores
usados son los valores de entrada (ver figura . Por ultimo, k;, 71,4, ¥ 72, estdan dados por
(4-4)).

Ahora bien, al igual que se hizo en el caso del régimen débil y el régimen fuerte, la derivada
de y (4-34) se puede escribir de forma compacta como

X?(R)
Oy,

N
=23 Wi —2v)", (4-35)
j=1
donde r se puede reemplazar por k 6 v segun corresponda. Aqui en el caso de k tenemos que
N N
WIEI;) =Mk Z ’Clklclj y V]gn) =Tk Z HZ(»O)’CZ'k7 (4-36)
=1 i=1

mientras que para -y

N N

W;g) =Ty Z (gl,ikgl,ij + gz,ikgz,ij) y V;Sj) =Ty Z (P)é?i)gl,ik + ’Yg,)z‘)guk)a (4-37)

i=1 i=1
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4.2.4. Resultado final

A partir de los resultados anteriores es claro que (4-2)) se reduce a

N
> (Wéﬁ-”) + W W + Wéf) b =V LV v 4y, (4-38)

Jj=1

la cual es una ecuacién lineal respecto 1;, y corresponde a la k-ésima ecuacion del sistema
de N ecuaciones que requerimos para realizar la reconstruccion.

Aqui los coeficientes Wy = W,g”) + W,S) + W,i;) + W,gj) son cantidades escalares evaluadas
en el j-ésimo punto de red, y representan el peso que tiene dicho punto respecto al k-ésimo
punto de red. La mayoria de estos coeficientes es igual que cero, lo cual facilita la solucién
del sistema de ecuaciones. Igualmente, V;, = V,gw) + V,ES) + V,gﬁ) + V,iv) es una cantidad escalar.



5. Reconstruccion de prueba

En este capitulo vamos a aplicar el método de reconstruccion para dos casos de prueba, y con
ello poder evaluar las fortalezas y debilidades que presente el método. Para poder realizar
la comparacion de los resultados obtenidos con la reconstruccion respecto al modelo real
vamos a definir dos cantidades que nos seran de utilidad para esta tarea. Supongamos que
X representa la variable de interés, de forma tal que Xz y X, son respectivamente el valor
de la variable obtenida a partir de la reconstruccion y la variable dada por el modelo. De
esta forma podemos definir

AX = Xp — Xy, (5-1)

la cual nos permite determinar dénde se encuentran excesos (AX > 0) o defectos (AX < 0)
en Xp respecto a Xj;. Ahora bien, para determinar la magnitud de estos excesos o defectos
definiremos la diferencia relativa porcentual como

AX
AX o = 100
% X

M

. (5-2)

Iniciaremos con la descripcion de los parametros implementados para construir los catalo-
gos de prueba (seccién , luego expondremos las propiedades de cada modelo de prueba
usado y presentaremos los resultados obtenidos al aplicar el método de reconstruccién. Pri-
mero trabajaremos con un modelo sencillo constituido por una lente formada por una Esfera
Isoterma No Singular (NIS) . Para el segundo modelo aumentaremos un poco la com-
plejidad de la lente tomando dos NIS, con lo cual podremos evaluar el comportamiento del
método cuando la lente presenta diferentes deflectores cuyo efecto es de diferente magnitud

(seccion [5.3)).

5.1. Catalogos

Con el fin de probar la efectividad del método de reconstrucciéon debemos crear un catalogo
de prueba tanto en el régimen débil como en el régimen fuerte para los modelos de prueba.
Para el régimen débil vamos a generar un catalogo de elipticidades considerando 1000 fuentes,
donde obtendremos cada componente de la elipticidad de dichas fuentes por medio de un
distribucién normal con una desviacién estdndar o., = 0.2 (siguiendo [BSLEO05]). Asi pues,
las elipticidades aparentes se obtienen aplicando , luego, al respectivo resultado le
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sumaremos un término dado por una distribucién normal con desviacion estandar o, = 0.1
(siguiendo [BSLEOQS]) el cual simula la incertidumbre observacional.

Para el régimen fuerte generaremos un catalogo con 40 sistemas de multiples imagenes, las
cuales se obtienen solucionando numéricamente la ecuacién de la lente ; en particular
usaremos el método descrito en [Bar(3]. A cada componente de la posicién de las diferentes
imagenes le sumaremos el valor obtenido por una distribuciéon normal con desviacién estandar
os = 0.3 (arcseg) (la cual corresponde a las entradas de las matrices de covarianza
y . Esta misma correccién se introduce a cada componente de las posiciones en el
catalogo de elipticidades.

Por 1ultimo, para ambos catalogos, puesto que estos dependen del corrimiento al rojo al que
se encuentran las fuentes, sumaremos de forma aleatoria un término equivalente a lo sumo el
+10 % respecto al valor original, con lo cual aseguramos que el corrimiento al rojo no cambie
de signo.

5.2. Prueba 1: NIS

Como primera prueba vamos a aplicar el método a una lente constituida por una Esfera
Isoterma No Singular, comtinmente conocida como NIS por sus siglas en inglés. Esta distri-
bucién se encuentra caracterizada por un potencial deflector de la forma [HCT14]

Ara®D
= Ry\/0?+ 03 con Ry:= —WCZDflf, (5-3)

el cual posee simetria axial pues solamente depende de la coordenada radial 6 = |0 =
/0% + 03. Este potencial estd caracterizado por su dependencia de las distancias angulares
diametrales entre el observador y la fuente D; y entre la lente y la fuente D;y, la dispersion
de velocidades ¢ y el radié angular del nticleo de la distribucion 6.

Como discutimos en el capitulo [ la convergencia  es proporcional a la densidad de masa
de la distribucion o lente cuando esta es proyectada en el plano de la lente, asi que el perfil
de masa se obtiene de forma directa por medio de k. Es indispensable entonces obtener x
para una NIS pues nos permite generar el modelo de prueba y posteriormente comparar
los resultados de la reconstruccién. Por tanto, aplicando la ecuacion de Poisson al
potencial deflector obtenemos que x para una NIS toma la forma

1
/{Zﬁvziz}:@

. (5-4)

(02 1 02)372

62 + 262 ]

tal que junto con (3-8) podemos afirmar que para una NIS la masa encerrada en un radio

angular 6 es
wolD; 0

2
G P

(5-5)

0
M(< 0) = 2rD}%,, / k(0)0'do" =
0
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donde el término D? proviene del término de integracion &'d¢’ = D?6'dd’. E| Podemos ver que
en el caso limite 8y = 0 recobramos la masa correspondiente a una Esfera Isoterma Singular
(conocida como SIS por sus siglas en inglés) [SKWO06]. Haremos uso de méas adelante
para contrastar los resultados de la reconstruccion.

Ahora bien, si queremos hacer uso de las elipticidades como un dato de entrada para restringir
la reconstruccién, tal como vimos en la seccién tenemos que (€) es un estimador
del shear reducido g, por tanto, ya que tenemos x necesitamos obtener el shear v para poder
crear un catalogo de elipticidades de prueba, asi pues, aplicando la definicion de ,
tenemos que su respectivas componentes son

Ry

==

5 (5-6)

@+o2p2| Y OPT Ty

03 — 03 ] R0,0;

Por ultimo, debemos solucionar la ecuacién de la lente (3-12f) para poder tener un catélogo
de muiltiples imédgenes, por ende necesitamos el angulo de deflexién a (3-10)), con lo cual este
toma la forma

Ry0

lo que permite escribir la ecuacion de la lente como

a=Vy = (5-7)

R
B=[1-—2— 0
V0% + 63
Es claro a partir de (5-8)) que la posicién real y aparente de la fuente son proporcionales, por
lo cual las imagenes aparentes deben estar ubicadas sobre la recta que pasa por el origen

(5-8)

de coordenadas y la posicion real de la fuente. Por esta razon es conveniente escribir ((5-8))
solamente en términos de las respectivas coordenadas radiales, es decir

Iy

cuya solucién arroja las posible imagenes asociadas a la fuente de interés. Si la solucién

implica que el término al interior del valor absoluto es negativo, eso quiere decir que hay un
desfase de 7 radianes entre la coordenada angular de la fuente real y la respectiva imagen,
si por el contrario dicho término es positivo entonces la fuente y su imagen poseen la misma
coordenada angular.

Para entender la formacion de imagenes en el sistema debemos determinar las correspon-
dientes curvas criticas y cdusticas, no obstante, como describimos en la seccion 3.5 en general
resolver det J = 0 no se puede hacer analiticamente, afortunadamente cuando la lente posee
una simetria axial es posible hallar dichas curvas a través de la ecuacion

_Bds _
det J = 20 =0 con 6#0, (5-10)

IEsta expresién para la masa es vélida siempre y cuando se tengan 6 y 6y en radianes.
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la cual se puede obtener facilmente a partir de considerando coordenadas polares
[SKW06]. Con hay un mayor chance de poder hallar las curvas criticas de forma
analitica pues estds son resultado de resolver 5(0)/0 = 0 (cuya curva cdustica es el punto
B = 0)y ds0)/do = 0. Como resultado para la NIS obtenemos dos curvas criticas con
simetria axial respecto al eje de simetria de la lente, dando como resultado

Curva critica 1

6(0)—0 0% = R? — 02 5-11
9 - = 1) — b (5-11)

Curva critica 2
7\

e ~N

NG 4
Ry Ry

cuyas respectivas curvas cdusticas se obtiene al realizar el mapeo 8 — 3 (5-8)), las cuales al
igual que las curvas criticas poseen simetria axial respecto al eje de simetria de la lente, tal

MZO - QIHORQ

-12
— , (512)

que
Curva c;é\ustica 1
Curva critica 1 = B =0 o suequivalente (% =0 (5-13)
y

Curva cdustica 2
7\
-~

0, 1/3 0, Ry 2/372
20 _ 00 (e
(R0> Ry (90)

Es claro que la curva caustica 1 esta dada por un punto o un circulo de radio cero respecto al

Curva critica 2 = 3% = 6yRy (5-14)

eje de simetria de la lente. Ahora bien, para lentes con simetria axial es posible obtener 5(6)
de forma equivalente a , lo que facilita estudiar la formacién de imagenes en el sistema
de forma gréfica. Si graficamos 3(0) tenemos que para una fuente ubicada en 3, = (8, ¢) es
posible obtener el nimero de imagenes producidas por la lente y sus respectivas coordenadas
radiales por medio de los puntos de corte entre la recta constante (3, y la curva (), es decir
son solucién de la ecuacién g, = ().

5.2.1. Modelo

Como continuacion de la descripcion realizada anteriormente respecto a las propiedades de
una NIS, vamos a considerar como modelo de prueba una lente constituida por una NIS
ubicada a un corrimiento al rojo z = 0.375 con o = 1500 km/s y 6y = 0.375 arcmin.
Tomaremos una fuente de referencia ubicada a un corrimiento al rojo z = 9. Bajo estas
condiciones el perfil de masa dado por la convergencia asociada a la lente se muestra en la
figura [5-1] (izquierda), y la masa encerrada en un radio 6 (es decir M (< 6) (5-5))) se muestra

en la figura (derecha).
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M(< 6) (x10% M)

Os(arcemin)

-1 0 1
01 (arcmin) 01 (arcmin)
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Figura 5-1.: A la izquierda se presenta la convergencia correspondiente al modelo de prueba
para una fuente de referencia ubicada a un corrimiento al rojo z = 9, mientras
que a la derecha se presenta la masa encerrada en un radio #. Las curvas de
nivel en la figura de la derecha indican la masa encerrada por dicha curva.

Por otro lado, un factor importante en la reconstruccion no es solo recobrar el perfil de masa
sino también las curvas criticas y cdusticas, pues como discutimos en la seccion [3.6|estas son
indispensable para estudiar la formacién de imagenes. Por tanto, recobrar estas curvas es
un indicativo de la efectividad del método de reconstrucciéon. Como ya hemos mencionado,
en general las curvas criticas deben obtenerse numéricamente, por esta razén aplicamos el
método descrito en [Bar03], el cual para nuestro modelo arroja las curvas que se muestran
en la figura (izquierda), quienes coinciden con y . En este caso particular
conocemos la forma real de dichas curvas, lo que permite mostrar que el método numérico
para hallarlas funciona y que se encuentra bien implementado. No obstante, para lentes que
presentan una forma muy irregular, como seria el caso de un cimulo galactico real, podemos
determinar si las curvas criticas halladas son correctas realizando la gréfica de |p| pues
las curvas criticas corresponden a las regiones donde se presentan grandes magnificaciones
(que tienden a infinito) tal como se muestra en la curva de color amarillo (regién de gran
magnificacién) en la figura (centro) para nuestro modelo. Como resultado podemos ver
que en efecto la grafica de |u| en el dominio de interés indica la posicién y forma de las curvas
criticas ya que coinciden con las curvas halladas numéricamente tal como se presenta en la
figura (derecha).

Con el fin de entender el proceso de formacion de imagenes vamos a considerar cuatro
casos de estudio. Para ello supongamos que la fuente se encuentra ubicada en la posicién
B = (B,, ¢) con ¢ constante, tenemos entonces que 5(¢) dada por arroja como resultado
la curva de color azul que se muestra en la figura[5-3], en donde la parte discontinua representa
iméagenes cuya coordenada angular es ¢+, mientras que la parte sélida representa imagenes
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Curvas criticas (z =9) || (z=9) Curvas criticas + |u| (z =9)
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Figura 5-2.: A la izquierda se presentan las curvas criticas correspondiente al modelo de
prueba para la fuente de referencia. En el centro se muestra en escala re colores
logaritmica (para poder apreciar de forma clara su estructura) la gréfica de |u|
en la regién de interés, donde las regiones de mayor intensidad (color amari-
llo) son aquellas que presentan mayor magnitud. Por tltimo, a la derecha se
presenta una superposicién de las curvas criticas y |u|. La fuente de referencia
se encuentra a un corrimiento al rojo z = 9.
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Figura 5-3.: Gréfica de 3(#) (color azul) donde se muestra formacién de imdgenes en tres
casos diferentes dada una fuente en tres posiciones diferentes (recta horizonta-
les de color negro). Las imédgenes que se encuentren sobre la curva discontinua
de color azul presentan un desfase de 7 radianes respecto a la coordenada an-
gular de la fuente, mientras que las imégenes que se encuentren sobre la curva
continua de color azul poseen la misma coordenada angular que la fuente. Los
puntos rojos presentan la posicién de las curvas criticas (al proyectar sobre el
eje 0) y las curvas cdusticas (al proyectar sobre el eje [3).
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con ¢ como coordenada angular. En esta misma figura se muestra 5, = () para los casos
1 — 3, donde es claro que estas rectas cortan en tres, dos y un punto con la curva de color
azul respectivamente. Como describimos anteriormente, estos puntos de corte nos indican la
cantidad y posicién de las imagenes. De forma adicional la figura nos servird de apoyo
para confirmar dichas afirmaciones, Para dicha figura en cada caso tenemos que la figura
de la izquierda representa la posicién de la fuente (punto de color negro) respecto a las
curvas causticas presentes (curvas de color gris). La figura del centro muestra la posicién
de la imdgenes generadas por la lente (puntos de color negro) respecto a las curvas criticas
(curvas de color gris). Por ltimo, la figura de la derecha muestra el potencial de Fermat y
sus respectivas curvas de nivel, donde se indica si la imagen producida es un maximo (punto
de color rojo), un minimo (puntos de color azul) 6 un punto de silla (punto de color verde)
de dicho potencial:

» Caso 0: Tomemos 3, = 0, en este caso la fuente se encuentra sobre la curva cdustica
1 , dando como resultado dos posibles imagenes: La primera imagen se forma en
0 = 0 y esta débilmente magnificada, por lo cual en la practica no podria ser observada.
La segunda imagen esta dada como un anillo producido sobre la curva critica 1 .
En este caso no es conveniente hacer uso del criterio de la segunda derivada (ver seccién
3.0) ya que la fuente al encontrarse sobre una curva caustica satisface det J = 0.

» Caso 1: Consideremos que /3, ha aumentado y ahora la fuente se encuentra entre las dos
curvas causticas producidas en este sistema. En este caso se forman tres imagenes que es
el nimero maximo de imagenes que puede generar el sistema. Dos de ellas se producen
en el interior de las respectivas curvas criticas y poseen ¢+m como coordenada angular,
donde la imagen dentro de la curva critica 2 corresponde a un minimo del potencia de
Fermat, mientras que la imagen que se encuentra entre las dos curvas criticas es un
punto de silla del potencial de Fermat. Por tltimo, la tercera imagen se produce fuera
de la region critica del sistema por lo cual corresponde a un minimo del potencial de
Fermat .

» Caso 2: Si 8, aumenta lo suficiente hasta coincidir con la curva cdustica 2 se
producen dos imégenes. Tenemos que las dos imagenes internas descritas en el caso
anterior se mezcla en la curva critica 2 dando como resultado una imagen que
corresponde a un punto de silla del potencial de Fermat. La segunda imagen producida
fuera de la regién critica se encuentra fuera de la regién critica corresponde a tin minimo
del potencial de Fermat.

» Caso 3: Una vez la fuente esta fuera de las curvas causticas tenemos como resultado
una tunica imagen ubicada fuera de la regién critica la cual corresponde a un minimo
del potencial de Fermat.

Como resultado de evaluar estos cuatro casos podemos ver que las imagenes se crean y
se destruyen en las curvas criticas produciendo un cambio de 4+2 imégenes. En este caso
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Figura 5-4.: Formaciéon de imédgenes para una NIS. A la derecha se presentan las curvas

causticas y la fuente. En el centro se encuentran las respectivas curvas criticas

y las imagenes producidas. A la derecha se presenta el potencial de Fermat y

sus curvas de nivel. La fuente de referencia se encuentra a un corrimiento al

rojo z = 9.
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Figura 5-5.: Catédlogo de prueba. Las curvas de color rojo representan la orientacién ob-
servada de las fuentes, mientras que los puntos de color azul representan la
posicion de los sistemas de multiples imagenes.

particular vemos que una lente caracterizada por una NIS satisface el teorema del nimero
impar de imagenes descrito en la seccion [3.6|

Para este modelo de lente los dos catdlogos que usaremos se muestran en la figura [5-5| en
donde los puntos de color azul representan las posiciones de las multiples imégenes, mientras
que las barras de color rojo representan la orientacion de las fuentes para quienes se conoce
su elipticidad. En el caso ideal donde no se considera ninguna fuente de error se tendria
que la orientacién de las fuentes sigue la forma de la curva critica mas externa; circulos en
este caso, o en su defecto son tangenciales a las curvas de contorno del perfil. Respecto al
catalogo correspondiente al régimen fuerte tenemos que los 40 sistemas considerados poseen
tres imagenes, pues como discutimos en la seccion anterior para una lente formada por una
NIS solamente se puede tener tres 6 dos multiples imagenes, donde el segundo caso se da
en dos situaciones muy particulares que son dificiles de conseguir cuando las fuentes se
distribuyen de forma aleatoria tanto en posicién como en corrimiento al rojo.

5.2.2. Reconstruccion

Con el objetivo de entender las capacidades del método vamos a realizar la reconstruccion
solamente utilizando multiples imagenes, y luego realizaremos la reconstruccién utilizando
también las elipticidades de las fuentes de fondo. Ademas, recordemos que disponemos de
dos funciones de penalizacién x?, por tanto, analizaremos cudl de dichas funciones presenta
mejores resultado ¢ si en su defecto son igualmente efectivas.
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Figura 5-6.: Red final resultado de la reconstruccién para las dos funciones de penalizacion
disponibles en el régimen fuerte (puntos de color negro. Los puntos de color
azul corresponden a la posicién de los sistemas de multiples imagenes, mientras
que la curva discontinua de color verde delimita este conjunto de puntos.

Régimen fuerte

En esta reconstruccién para las dos opciones de x? hemos tomado una red inicial con 20 x 20
puntos de red definida sobre una regién de 3 x 3 (arcmin)?. En cada punto de red se ha
impuesto (®) = 0, es decir que no estamos imponiendo ninguna condicién inicial respecto
a la forma del perfil. Ahora bien, en cuanto a la regularizacién los valores que mostraron
un buen resultado son 7, = 1, = 120. Valores mas grandes (a partir de 200) restringen la
magnitud del pico central presente en el perfil, y valores més pequenos producen picos en
toda la distribucién que no corresponden con el perfil real. Por otro lado, los procesos de
interpolacién y obtencién de derivadas se realizaron con 25 VC. Por otro lado, respecto al
centro de la distribucién en cada iteracion externa se agregaron 1000 nuevos puntos de red
siguiendo una distribucién normal con una desviacién estandar de 0.7 (arcmin); recordemos
que estos puntos permiten una mejor resolucién de las curvas criticas y del nicleo de la
distribucién. De forma andloga, el proceso de refinamiento se realizé tomando un radio
inicial de 0.5 (aremin) el cual se redujo en un factor de 0.7 en cada iteracién externa. Para
esta reconstruccién particular se realizaron 7 iteraciones externas.

Como producto de la reconstruccién se obtuvieron los perfiles que se presentan en la figura
los cuales estdn definidos sobre la redes dadas en la figura [5-6] Bajo estas condiciones
tenemos que respecto a x? la opcién 1 arrojo en términos generales una mejor reproduccién
del perfil original (ver figura (superior)) pues la regién dentro de la curva discontinua de
color verde (donde el régimen fuerte es dominante) la mayor parte de esta regién presenta
una diferencia relativa menor que el 10%. Un resultado comin consiste en la presencia
de una sobre estimacion en la convergencia en una region en forma de anillo, la cual se
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Figura 5-7.: Resultados obtenidos para una NIS utilizando solamente el catdlogo de multi-
ples imégenes (régimen fuerte). Aqui la fuente de referencia se encuentra a un
corrimiento al rojo z = 9. En las tres figuras la curva discontinua de color
verde representa la frontera que encierra las multiples imagenes. La figura de
la izquierda representa la convergencia reconstruida, mientras que en el centro
y a derecha tenemos respectivamente la diferencia y la diferencia relati-
va porcentual entre la convergencia reconstruida y la real (dada por el
modelo)

presenté en las diversas reconstrucciones de prueba que se realizaron, la tnica diferencia
radico en la magnitud de esta sobre estimacion. Es claro que fuera de la region critica no
es posible hacer una estimacion confiable del perfil. Esta afirmacién toma mayor validez si
consideramos la masa encerrada a un radio 6 (M (< 6)) dada en la figura[5-8] En ambos casos
la diferencia relativa de masa entre el modelo y la reconstruccién es menor que el 10 % para
0 <1 (arcmin), donde este radio corresponde al radio que cubren los sistemas de mltiples
imédgenes. A partir de este radio la densidad estimada por la reconstruccién disminuye, lo
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Figura 5-8.: Masa encerrada en un radio 6. La recta vertical en § ~ 1.03 (arcmin) marca

el radio que delimita el sistema de multiples imagenes.
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Figura 5-9.: Curvas criticas obtenidas a partir de la reconstruccién. Se comparan las curvas

criticas dadas por el modelo (color rojo) con aquellas dadas por la reconstruc-

cién (color gris). la fuente de referencia se encuentra a un corrimiento al rojo

z=09.
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cual representa un disminucién en la masa estimada.

Por otro lado, podemos ver que también se recobran las curvas criticas, no obstante, debemos
tener presente que debido a la naturaleza del método las curvas no son igual de suaves que
las reales o las que se podrian obtener con un método paramétrico.

Una caracteristica que suelen compartir los métodos de forma libre es la dificultad para
recobrar las posicién de los sistemas de multiples imédgenes [SKWO06]. En esta reconstruccion
tenemos que para ambas funciones de penalizacion de los 40 sistemas empleados no fue
posible recobrar de forma cerrada las imédgenes para uno de ellos, pues como resultado de
la reconstruccion la fuente (representada por un punto de color azul en la figura se
encuentra sobre la curva caustica central. Vemos que el recobrar este sistema esta sujeto a
la suavidad con la que sea posible recobrar las curvas criticas, mas no necesariamente con el
aumento de los puntos de red. Respecto a las curvas causticas resultado de la reconstruccién
podemos ver que mantienen aproximadamente su simetria axial, sin embargo, su radio se ha
reducido (como resultado del déficit en el valor de la convergencia en la regién interior) y su
centro se ha trasladado respecto a las curvas originales. Vale la pena agregar que segun la
descripcion hecha respecto a la formacion de imagenes para una NIS, si se forman multiples
imédgenes las fuentes deben estar dentro de las curvas cdusticas, cosa que se satisface en
ambos casos, tal como se puede apreciar en la figura [5-10|
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Figura 5-10.: Curvas causticas obtenidas en el régimen fuerte. En ambas figuras las curvas
criticas dadas por el modelo son aquellas de color rojo, mientras que sus equi-
valentes dadas por la reconstruccién son de color gris. Los puntos de color
negro corresponden a las posiciones de las fuentes obtenidas por cada recons-
truccion, y el punto de color azul representa la posicién de la fuente cuyas
imagenes no fue posible recobrar de forma cerrada. La fuente de referencia se
encuentra a un corrimiento al rojo z = 9.
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Régimen fuerte + débil

Con respecto a las reconstrucciones anteriores las diferencias en este caso radican en la
inclusién del catalogo de elipticidades, solamente se realizaron 6 iteraciones externas, con un
aumento de 500 nuevos puntos de red en lugar de 1000. Este tultimo cambio se debe a que
al incluir las elipticidades se produce un aumento significativo en el nimero de puntos de
red durante el proceso de refinamiento. Las demaés cantidades se mantienen fijas con el fin
de poder observar la influencia que tienen las elipticidades en la reconstruccion.

Los perfiles obtenidos resultado de la reconstruccién se pueden observar en la figura [5-12]
los cuales se encuentran definidos respectivamente en las redes que se muestras en la figura
[6-11] Es claro que hay una mejora substancial en los resultados pues se ha producido una
disminucion de al menos un 20 % en la diferencia relativa, y solamente son pequenas regiones
donde se produce una diferencia relativa mayor que el 20 %, especialmente en aquellas zonas
de baja densidad. Ademds, respecto a x? se ha producido una mejora en la estimacién del
perfil al interior de la regiéon critica en el caso de la opcién 2, mientras que para la opcién
1 ha habido un aumento en la estimaciéon de la convergencia respecto a los resultados que
se muestran en la figura Si bien un una regién que presenta una diferencia relativa de
alrededor del 40 % puede no parecer un resultado prometedor, al observar la masa encerrada
en un radio 6 como se muestra en la figura [5-13| es claro que a partir de § = 1 el déficit de
masa presente en la figura[5-8|se reduce significativamente. Por tanto, incluir las elipticidades
presenta un gran valor agregado en la reconstruccion, pues en efecto permite ampliar el campo
de accion del método.

La dificultad que presenta el método para recobrar el perfil de masa en la regién mas externa
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Figura 5-11.: Red final (puntos de color negro) cuando se incluyen multiples imégenes
y elipticidades. Los puntos de color azul corresponden a la posicién de los
sistemas de multiples imagenes, mientras que la curva discontinua de color
verde delimita este conjunto de puntos.
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Figura 5-12.: Resultados obtenidos para una NIS utilizando los catélogos de multiples
imagenes y elipticidades (régimen fuerte + débil). Aqui la fuente de referen-
cia se encuentra a un corrimiento al rojo z = 9. En las tres figuras la curva
discontinua de color verde representa la frontera que encierra las multiples
imagenes. La figura de la izquierda representa la convergencia reconstruida,
mientras que en el centro y a derecha tenemos respectivamente la diferencia
y la diferencia relativa porcentual entre la convergencia recons-
truida y la real (dada por el modelo)

en este caso particular se debe la orientacién de las fuentes de fondo, ya que no son del todo
tangenciales a las lineas de contorno del perfil (ver figura .

Ahora bien, la capacidad de recobrar la posicién y forma aproximada de las curvas criticas
se mantiene, tal como se puede verificar en la figura [5-14] Desafortunadamente, a pesar de
la inclusién de las elipticidades atin se mantiene la dificultad de recobrar de forma cerrada
las imagenes del mismo sistema presente cuando se utilizaron solamente las multiples image-
nes. Para ambas reconstrucciones la dificultad se presenta debido a que dicha fuente sigue
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Figura 5-13.: Masa encerrada en un radio #. La recta vertical en 6 ~ 1 (arcmin) marca el
radio que delimita el sistema de multiples imagenes.
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Figura 5-14.: Curvas criticas obtenidas a partir de la reconstruccién. Se comparan las curvas
criticas dadas por el modelo (color rojo) con aquellas dadas por la recons-
truccion (color gris). La fuente de referencia se encuentra a un corrimiento al
rojo z = 9.
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Figura 5-15.: Curvas causticas obtenidas en el régimen tanto fuerte como débil. En ambas
figuras las curvas criticas dadas por el modelo estan son aquellas de color
rojo, mientras que sus equivalentes dadas por la reconstruccién son de color
gris. Los puntos de color negro corresponden a las posiciones de las fuentes
obtenidas por cada reconstruccién, y el punto de color azul representa la
posicion de la fuente cuyas imagenes no fue posible recobrar de forma cerrada.
La fuente de referencia se encuentra a un corrimiento al rojo z = 9.

ubicandose sobre la respectiva curva caustica interna.

La unica forma de solucionar este problema es encontrando una combinacién de parametros
que permitan suavizar los contornos de la reconstruccion y por ende de las curvas criticas.
Una posibilidad es el aumentando del nimero de VC que se utilizan para los procesos de
interpolacién y calculo de derivadas, o también es posible modificando las constantes de
regularizacion. En el caso de aumentar el nimero de VC como consecuencia se produce un
aumento importante en el nimero de puntos de red en cada iteraciéon externa, y por tanto
un aumento en el tiempo de célculo de cada iteracion interna. Se debe ser prudente con el
valor que se asigna estos parametros, pues si bien pueden suavizar la reconstruccién también
pueden conducir a una sobre estimacién de densidad (significativa en muchos casos) en las
regiones externas de la distribucién, al igual que producir una dificultad en la reproduccién
del perfil en las regiones de mayor densidad. Por ende, es conveniente implementar diferentes
combinaciones de parametros iniciales con modelos de prueba, para establecer un rango en
el que es posible obtener buenos resultados y luego pasar a una distribucion real.

Respecto a las curvas cdusticas tenemos que para la opcién 1 (ver figura|5-15|) no se presenta
un cambio significativo al incluir las elipticidades, pues el radio de la curva externa ha
disminuido respecto a la curva original, y su centro se ha movido hacia la derecha una pequena
fraccion, no obstante, en esta ocasién todas las fuentes estan dentro de la curva caustica
externa original. Por otro lado, para la opcion 2 las curvas causticas presentan un cambio
importante, pues el corrimiento del centro de las curvas es de mas de 0.2 (arcmin), haciendo
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que este se encuentre incluso por fuera de la curva caustica externa original. Este corrimiento
tanto de las fuentes como de las curvas causticas respecto al modelo real son consecuencia
de la libre evolucién que presente el potencial deflector a lo largo de la reconstruccién. A
continuaciéon vamos a discutir como disminuir este efecto a la hora de obtener las curvas
causticas.

5.2.3. Correccion

Hasta el momento hemos dejado que el potencial deflector evolucione libremente a lo largo de
la reconstruccién, y como vimos anteriormente funciona bastante bien. El problema radica
en el escalamiento por el cual se ve afectado el potencial deflector [BSLEQS]

Y=Y+ +a-0, (5-15)

donde 1)y es un escalar y a un vector bidimensional. Ambas cantidades son constantes. Esta
transformacion mantiene x y v invariantes, sin embargo, el angulo de deflexién se ve afectado,
tal que @ — a + a. Esto se traduce en una traslacién del plano de la fuente, lo que permite
corregir el problema presente en la figura [5-15] Por esta razén, para mantener fija dicha
traslacion lo que haremos es fijar el potencial deflector en tres puntos de la red, en particular
tomaremos ¢ = 0 en tres de las cuatro esquinas de la red.

Si aplicamos esta correccion y realizamos la reconstruccion bajo las mismas condiciones
empleadas anteriormente, obtenemos que para la opcién 1 el método presenta problemas
para adaptarse y arroja un perfil con valores de convergencia negativa y que en general no
describe el perfil real. Para solucionar este problema se puede modificar la tolerancia de
la reconstruccién para que la solucién converja mas rapido y asi evitar el punto donde la
reconstruccién arroja valores sin sentido fisico, o se pueden modificar los parametros iniciales.
Por otro lado, para la opcién 2 no hay problema alguno, y se obtienen resultados analogos
a los presentados anteriormente, salvo la correccién en la posicion de las curvas causticas y
la posicién de las fuentes que es lo que buscabamos.

Las figuras y muestran que si es posible corregir la traslacién del plano de la
fuente, aunque muestra ser mas efectiva para la opciéon 2.

A partir de este punto los resultados presentados son tales que para la opcién 1 dejaremos
que el potencial deflector evolucione libremente, esto para evitar los problemas descritos
anteriormente. Podemos hacer esto ya que las posiciones en el plano de la lente no son
observables, y en particular para esta opcién la traslacién del plano de la fuente no es
significativa. Por otro lado, ya que para la opcién 2 los desplazamientos que se presentan en
el plano de la fuente son importantes (a pesar de no afectar las cantidades fisicas de interés),
vamos a realizar dicha correccion fijando el potencial deflector en tres esquinas de la red, lo
que es posible gracias a que el método no presenta cambios que afecten su rendimiento mas
alla de quizas requerir mas iteraciones internas para convergir dada una tolerancia.
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Figura 5-16.: Curvas cdusticas obtenidas en el régimen fuerte manteniendo el potencial de-
flector fijo en tres puntos de red. En ambas figuras las curvas criticas dadas
por el modelo estan son aquellas de color rojo, mientras que sus equivalentes
dadas por la reconstruccion son de color gris. Los puntos de color negro co-
rresponden a las posiciones de las fuentes obtenidas por cada reconstruccion,
y el punto de color azul representa la posicién de la fuente cuyas imdgenes no
fue posible recobrar de forma cerrada. La fuente de referencia se encuentra a
un corrimiento al rojo z = 9.
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Figura 5-17.: Curvas causticas obtenidas en el régimen fuerte + débil manteniendo el po-
tencial deflector fijo en tres puntos de red. En ambas figuras las curvas criticas
dadas por el modelo estan son aquellas de color rojo, mientras que sus equi-
valentes dadas por la reconstruccién son de color gris. Los puntos de color
negro corresponden a las posiciones de las fuentes obtenidas por cada recons-
trucciéon, y el punto de color azul representa la posicién de la fuente cuyas
imagenes no fue posible recobrar de forma cerrada. La fuente de referencia se
encuentra a un corrimiento al rojo z = 9.
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5.3. Prueba 2: 2NIS

Como segunda prueba vamos a aplicar el método a una lente constituida por dos NIS.
Aprovechando que bajo la aproximacién de campo débil y lente delgada el efecto de lente
gravitacional satisface el principio de superposicioén , entonces como caso general si la lente
esta formada por N NIS (claramente ubicadas al mismo corrimiento al rojo z;) tenemos que
a partir de (5-3)) el potencial deflector de esta distribucion se puede escribir como

al l Ao D
i 1
O=3 =3 Roi/10:— 0 + 63, con Ry = Wff’ (5-16)
i=1 i=1

donde o; es la dispersion de velocidades de cada NIS, 0. ; = (614, 02..i) es la posicién angular
del centro de cada NIS mientras que 6y ; representa el respectivo tamano angular de su ntcleo.
Gracias a la ecuacion de Poisson y al potencial deflector es claro que la con-
vergencia toma la forma

1 1
K:§V2wzézlv2wz— ZROz

tal que la masa encerrada en un radio angular 6 respecto al centro de la lente se obtiene al

(5-17)

|9 _9“|2+92 )32 |

— 0,2 + 262, ]

realizar la integral
M(<L0) =%,D; / Kkd®0 (5-18)
R2

la cual en esta ocasién es conveniente resolverla numéricamente. De forma andloga las com-

ponentes del shear (3-15) son

N
921 620 z) (Ql,i - 010,@')2
PP ILTI R P et o)
Y N
1= Boitins = Daei) O = ) (520

(10; — 0.4+ 65,)%/?

=1

Por ultimo, el déngulo de deflexién (3-10)) se puede escribir de la forma

N
o = Z RO,’L(H’L - Oc,i) , (5_21)
=1 \/’01 — 90,i|2 + 9372

dando como resultado la ecuacion de la lente

N
,8 0 — Z R()z T 002) : (5_22)

\/ i~ cz|2+9
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Figura 5-18.: Convergencia correspondiente al modelo de prueba para una fuente de refe-
rencia ubicada a un corrimiento al rojo z = 9.

cuyas soluciones deben obtenerse numéricamente, pues a menos que las N NIS sean concéntri-
cas la lente no posee simetria axial, por lo que no es posible escribir en términos de [
y 6 con el fin de obtener una expresién andloga a , y con ello simplificar el problema.
Como consecuencia de esta asimetria en la lente no es posible obtener las curvas criticas
analiticamente, y debemos acudir de nuevo a una solucién numérica. La forma de dichas
curvas y por ende la cantidad de imégenes que puede producir la lente depende especialmente
de la separacion de las NIS y el tamano de sus ntcleos.

5.3.1. Modelo

A partir de este punto vamos a concentrarnos en una lente formada por dos NIS (N=2
en la descripcién anterior). Por ello, como modelo de prueba consideremos que la lente se
encuentra ubicada a un corrimiento al rojo z = 0.375, donde las dos NIS que la conforman son
idénticas y estan centradas en 6.7 = —0.2 = (0.2,0.4) (arcmin), mientras que su dispersion
de velocidades y el tamano de sus nicleos son respectivamente o1 = oo = 1000 km/s y
6o1 = 0p2 = 0.2 (arcmin). Adicionalmente, vamos a tomar z = 9 como el corrimiento a rojo
de referencia.

Esta lente posee un perfil como el que se muestra en la figura el cual abarca 3 X
3(arcmin)?. Para la fuente de referencia las curvas cdusticas y criticas que genera la lente
son mas complejas que las obtenidas por una sola NIS, sin embargo, como se muestra en
las curvas de color gris en la figura (curvas cdusticas a la izquierda y curvas criticas
en el centro) estds poseen simetria especular respecto a la recta que es perpendicular a la
recta que une los centros de las NIS. Dicha simetria se debe a que las NIS son idénticas. En
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Figura 5-19.: A la izquierda se presentan las curvas criticas correspondiente al modelo de
prueba para la fuente de referencia. En el centro se muestra en escala de
colores logaritmica (para poder apreciar de forma clara su estructura) la
grafica de |p| en la regién de interés, donde las regiones de mayor intensidad
(color amarillo) son aquellas que presentan mayor magnitud. Por tltimo, a
la derecha se presenta una superposicién de las curvas criticas y |u] .

la figura se puede apreciar que las curvas obtenidas numéricamente que se muestran
como curvas criticas en efecto los son, pues coinciden con las curvas de gran magnificacién
en la lente (centro y derecha).

Veamos ahora como es el proceso de formacién de imagenes para este modelo. Tomemos
cuatro casos particulares, donde la figura nos servira de apoyo. En cada caso tenemos
que la figura de la izquierda representa la posicién de la fuente (punto de color negro) respecto
a las curvas cdusticas presentes (curvas de color gris). La figura del centro muestra la posicién
de la imagenes generadas por la lente (puntos de color negro) respecto a las curvas criticas
(curvas de color gris). Por ultimo, la figura de la derecha muestra el potencial de Fermat y
sus respectivas curvas de nivel, donde se indica si la imagen producida es un maximo (punto
de color rojo), un minimo (puntos de color azul) é un punto de silla (punto de color verde)
de dicho potencial:

» Caso 0: Consideremos que la fuente se encuentra ubicada en 3, = 0. Para esta posicion
la fuente se encuentra dentro de todas las curvas cdusticas que posee el sistema, y
cuando esto sucede se obtiene el maximo nimero de imagenes que puede producir la
lente, siendo siete para este modelo. De ellas dos son méximos, dos son minimos y tres
son puntos de silla del potencial de Fermat.

= Caso 1: Aqui la fuente ha salido de la curva caustica interna por lo cual debe producirse
una disminucién de dos imégenes cada una de diferente paridad; es claro que debe
desaparecer un punto de silla del potencial de Fermat (paridad negativa). En este caso
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Figura 5-20.: Formacién de imagenes para dos NIS. A la derecha se presentan las curvas
causticas y la fuente. En el centro se encuentran las respectivas curvas criticas
y las imagenes producidas. A la derecha se presenta el potencial de Fermat y
sus curvas de nivel. La fuente de referencia se encuentra a un corrimiento al

rojo z = 9.
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particular debido al desplazamiento de la fuente las dos imagenes ubicadas en la parte
inferior se combinan y destruyen al entrar en contacto con la curva critica mas cercana
a ellas, dejando como resultado un méaximo, dos minimos y dos puntos de silla del
potencial de Fermat. Por ende en este caso se producen cinco imagenes.

= Caso 2: Si la fuente sigue la misma direccién de movimiento que el caso anterior,
quedando ahora solamente dentro de una curva cdustica después de haber salido de la
segunda curva caustica, tenemos que de nuevo se debe producirse una disminucion de
dos imagenes de diferente paridad. En este caso las dos imédgenes més cercanas a la
curva critica mas interna se mezclan y destruyen al llegar a ella, dando como resultado
las tres imagenes esperadas que son ahora dos minimos y un punto de silla del potencial
de Fermat.

= Caso 3: Por ultimo, tan pronto la fuente esta fuera de las curvas causticas ya no se
producen miltiples imagenes (aunque la imagen resultante puede estar fuertemente
deformada), donde la imagen resultante corresponde a un minimo del potencial de
Fermat. En este caso las imagenes se combinaron al pasar por la curva critica.

Podemos ver que este modelo satisface el teorema del niimero impar de imagenes, y que en
efecto hay un cambio de £2 imégenes al atravesar una curva critica, en particular se crea o
destruye un punto de silla del potencial de Fermat.

Ahora bien, nuestro modelo arroja los catdlogos que se muestran en la figura [5-21], donde
las curvas de color rojo representan la orientacion de las fuentes, mientras que los puntos de
color azul corresponden a la posicion de las multiples imédgenes. Como discutimos hace un
momento, este sistema es capaz de producir un maximo de siete imagenes cuando la fuente se
encuentra encerrada por todas las curvas causticas, por tal razén, ya que al crear el catdlogo
las fuentes se distribuyen de forma aleatoria tanto en posicién como en corrimiento al rojo
(lo que afecta el tamaifio de las curvas causticas) no es sencillo obtener un sistema con siete
imagenes. En el catdlogo aqui presentado se tienen sistemas con maximo cinco imagenes.

5.3.2. Reconstruccion

Vamos a estudiar el comportamiento del método en una situacién un poco mas compleja
siguiendo los resultados de las reconstrucciones obtenidas con el modelo 1.

Régimen fuerte

A partir de las resultados obtenidos con el modelo 1 hemos decidido usar unos parametros
iniciales similares. Para las dos opciones de x? hemos tomado una red inicial con 25 x 25
puntos de red definida sobre una regién de 3 x 3 (arcmin)?, lo cual permite que se manifieste
con mayor precision los deflectores de forma individual. En cada punto de red se ha impuesto
) =0, es decir que no estamos imponiendo ninguna condicién inicial respecto a la forma
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Catalogo de prueba. Las curvas de color rojo representan la orientacién ob-
servada de las fuentes, mientras que los puntos de color azul representan la
posicién de los sistemas de multiples iméagenes.

del perfil. En cuanto a la regularizacién hemos mantenido los valores 7, = 7, = 120. Por
otro lado, los procesos de interpolacién y obtencién de derivadas se realizaron con 36 VC.
Respecto al centro de cada deflector se agregan 500 nuevos puntos de red siguiendo una

distribucién normal con una desviacién estdndar de 0.4 (arcmin). De forma andloga, el

proceso de refinamiento se realizé tomando un radio inicial de 0.5 (arcmin) el cual se redujo

Figura 5-22.:
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Red final resultado de la reconstruccion para las dos funciones de penaliza-
ci6n disponibles en el régimen fuerte (puntos de color negro). Los puntos de
color azul corresponden a la posicion de los sistemas de multiples imagenes,
mientras que la curva discontinua de color verde delimita este conjunto de
puntos.
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Figura 5-23.: Resultados obtenidos para 2NIS utilizando solamente el catalogo de multiples
imégenes (régimen fuerte). Aqui la fuente de referencia se encuentra a un
corrimiento al rojo z = 9. En las tres figuras la curva discontinua de color
verde representa la frontera que encierra las multiples imégenes. La figura
de la izquierda representa la convergencia reconstruida, mientras que en el
centro y a derecha tenemos respectivamente la diferencia (b-1)) y la diferencia
relativa porcentual entre la convergencia reconstruida y la real (dada
por el modelo)

en un factor de 0.7 en cada iteracién una de las 7 iteraciones externas. Es proceso arrojo
como resultado la red final que se muestra en la figura [5-22

Los resultados obtenidos de la reconstruccién se muestran en la figura [5-23] Podemos ver de
nuevo que la reconstruccion es efectiva solamente en el interior de la regién delimitada por
las miltiples imdgenes o region critica. Para ambas funciones de penalizacién x? es claro que
en la mayor parte de la regién critica se presenta una diferencia relativa menor que el 10 %,
y solamente se presenta una diferencia relativa mayor que el 20 % en una pequena region.
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Figura 5-24.: Masa encerrada en un radio 6. La recta vertical en 6 ~ 0.85 (arcmin) marca
el radio que delimita el sistema de multiples imagenes.
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Figura 5-25.: Curvas criticas obtenidas a partir de la reconstruccién. Se comparan las curvas
criticas dadas por el modelo (color rojo) con aquellas dadas por la recons-
truccion (color gris). La fuente de referencia se encuentra a un corrimiento al
rojo z = 9.
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Fuera de la regién critica la diferencia relativa escala hasta un poco més del 80 %.

Al comparar la reconstruccién con el modelo original (ver ﬁgura, vemos que se recobran
los dos deflectores, donde las posiciones de los centros reales estan representadas por las
cruces presentes en la figura[5-23] Los deflectores centrados en la posicién (0.2, 0.4) (arcmin)
y (—0.2,—-0.4) (arcmin) los denominaremos respectivamente deflector superior e inferior. A
partir de la figura es claro que dentro de la region critica para ambas reconstrucciones
la mayor diferencia relativa se presenta en la region alrededor del deflector superior, lo que se
puede explicar debido a la ausencia de miltiples imagenes en esta region. Si nos fijamos en la
posicién de las multiples imdgenes (ver figura [5-21)) podemos ver una mayor concentracién
de multiples imégenes alrededor del deflector inferior, lo que permite que el método se adapte
mejor en dicha regién.

Como se muestra en la figura[5-24] la masa estimada dentro de circulos centrados en 8 = 0
con radio méximo 6 =~ 0.85 (arcmin) (siendo este radié el radio limite de la regién critica
para este sistema) coincide de forma satisfactoria con la masa correspondiente al modelo,
especialmente en el caso de la opcion 2, pues dentro de la region critica presenta una diferencia
relativa no mayor que el 10 %. Con respecto a la opcién 1 hay un déficit de masa en la region
centrar del perfil, lo que produce una diferencia relativa de hasta un 30 %. En esta ocasion la
opcion 2 ha presentado mejores resultados. Ambas reconstrucciones muestran ser efectivas a
la hora de recuperar las curvas criticas tanto en posicion como en forma, lo que se evidencia

en la figura [5-25|
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Figura 5-26.: Red final resultado de la reconstruccion para las dos funciones de penalizacion
disponibles en el régimen fuerte +débil (puntos de color negro). Los puntos de
color azul corresponden a la posicion de los sistemas de multiples imagenes,
mientras que la curva discontinua de color verde delimita este conjunto de
puntos.
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Régimen fuerte + débil

En esta ocasion la tinica diferencia presente en los parametros de la reconstruccién respecto a
la reconstruccién anterior, radica en que para cada iteracion externa se agregaron 1000 nuevos
puntos de red distribuidos por medio de una distribucién normal con desviacién estandar
de 1 (arcmin) centrada en cada deflector. De esta forma es posible también producir un
refinamiento de la red fuera de la regién critica. Como resultado se obtiene un red final como
la que se muestra en la figura [5-26
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Figura 5-27.: Resultados obtenidos para 2NIS utilizando los catalogos de multiples image-
nes y elipticidades (régimen fuerte + débil). Aqui la fuente de referencia se
encuentra a un corrimiento al rojo z = 9. En las tres figuras la curva disconti-
nua de color verde representa la frontera que encierra las multiples imagenes.
La figura de la izquierda representa la convergencia reconstruida, mientras
que en el centro y a derecha tenemos respectivamente la diferencia (5-1)) y
la diferencia relativa porcentual entre la convergencia reconstruida y la
real (dada por el modelo)
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Figura 5-28.: Masa encerrada en un radio 6. La recta vertical en 6 ~ 0.85 (arcmin) marca
el radio que delimita el sistema de multiples imagenes.
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Figura 5-29.: Curvas criticas obtenidas a partir de la reconstruccién. Se comparan las curvas
criticas dadas por el modelo (color rojo) con aquellas dadas por la recons-
truccion (color gris). La fuente de referencia se encuentra a un corrimiento al
rojo z = 9.
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Como resultado global tenemos que se mantiene la recuperacién de las curvas criticas como
se muestra en la figura [5-29] y se presenta una mejora en la reconstruccién como minimo
del 20 % fuera de la regién critica, tal como se puede observar en la figura (derecha),
sin embargo, los resultados fuera de la region critica no han presentado una mejora de igual
magnitud respecto a los resultados obtenidos con el modelo 1. Con el objetivo de mejorar los
resultados se intentaron diferentes combinaciones de parametros iniciales en la reconstruc-
cién, no obstante, el resultado siempre fue analogo. Respecto a la masa tenemos que fuera de
la regién critica se presenta una disminucion en la diferencia relativa de aproximadamente
un 10 %. En este caso el método no es capaz de escalar de forma significativa fuera de la
region critica ain con la inclusién de las elipticidades.



6. Abell 370

El cimulo galdctico Abell 370 (A370) ubicado a un corrimientoal rojo z; = 0.375 presenta
una de las manifestaciones més significativas del efecto de lente gravitacional a estas escalas,
pues presenta un prominente arco [LP86, [SEMP8T7] (ver figura . Dicha caracteristica
llevo a A370 a ser el primer cimulo galactico en donde el efecto de lente gravitacional fue
aplicado de forma exitosa [Sou87), MSEMSS| ISMF*88, [(GN89]. Los modelos de A370 como
lente gravitacional se han llevado a cabo aplicando métodos paramétricos (e.g. |[RKL10,
LRC™17]) al igual que métodos de forma libre (e.g. [ASW98al, IDSB™ 18 [SBH™18]). Como se
puede apreciar en la comparacién de los mapas de magnificacién |u| realizada en [SBHT18|
respecto a los diferentes modelos producto del programa HFF, las curvas criticas muestran
que hay una propiedad comin que presenta A370 en los diferentes modelos (y por tanto
es de esperar que sea propia de A370), que corresponde a la presencia dominante de dos
galaxias que consideraremos los deflectores o componentes principales de la lente. Es de
esperar entonces que la efectividad de nuestra implementacion este sujeta a la capacidad de
recobrar esta caracteristica, a igual que reproducir el prominente arco presente en el cimulo.
En este capitulo aplicaremos el método de reconstruccién descrito en el capitulo [4], por lo
cual presentaremos la respectiva reconstruccion y un analisis de los resultados.

6.1. Reconstruccion

En esta reconstruccion en el régimen fuerte aplicaremos el catalogo con 45 sistemas de
multiples imagenes, donde el sistema mas lejano constituido por dos imagenes se encuentra
a un corrimiento a rojo z; = 8.593 £+ 0.432 |[LRBT19], mientras que en el régimen débil
aplicaremos el catdlogo de elipticidades usado en [SBH™18|, y disponible en la péagina del
programa HFH Las disposicién de estos catélogos se presentan en la figura

Al igual que se hizo en el capitulo anterior para cada caso de prueba, vamos a realizar la
reconstruccion solamente tomando los sistemas de multiples imagenes, y luego agregaremos
las elipticidades para asi poder hacer una estimacion de la efectividad del método cuando
no se dispone de elipticidades. Por lo tanto, para llevar a cabo la reconstruccion tomaremos
os = 0.3 (arcsec) como la incertidumbre en cada componente de la posicién de cada imagen,
y respecto a las elipticidades tomaremos 0., = 0.2 y 0., = 0.1.

Thttps://archive.stsci.edu/pub/hlsp/frontier /abell370 /models/bradac/v4.1/


https://archive.stsci.edu/pub/hlsp/frontier/abell370/models/bradac/v4.1/
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Figura 6-1.: Abell 370 centrada en Ra = 39.970° (0;) y Dec = —1.575° (65). Aqui Ra se
ha tomado creciente hacia la derecha. Esta imagen compuesta fue obtenida a
partir de las imagenes en los filtros F435W, F606W, y F814W tomadas con
la cdmara (ACS) por el Telescopio Espacial Hubble como parte de programa
HFF. Las imagenes se pueden encontrar en: https://archive.stsci.edu/pub/
hlsp/frontier/abell370 /images/.


https://archive.stsci.edu/pub/hlsp/frontier/abell370/images/
https://archive.stsci.edu/pub/hlsp/frontier/abell370/images/
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Figura 6-2.: Catédlogo para A370. Las curvas de color rojo representan la orientacién ob-
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servada de las fuentes, mientras que los puntos de color azul representan la

posicion de los sistemas de multiples imagenes.

Régimen fuerte

Para esta reconstruccién hemos tomado una red inicial de 20 x 20 puntos de red definidos
sobre una regién de 3 x 3 (arcmin)?. En cada punto de red se ha impuesto ¢(*) = 0, por lo
cual no hemos impuesto ninguna condicion inicial respecto a la forma del perfil al igual que se
hizo en los dos modelos de prueba. Con respecto a la regularizaciéon tomamos 7, = 1, = 120,
como consecuencia de los resultados obtenidos en las reconstrucciones de prueba. Por otro
lado, los procesos de interpolacion y obtenciéon de derivadas se realizaron con 36 VC. En
cada iteracion externa respecto al centro de los deflectores mas brillantes se agregaron 500
nuevos puntos de red siguiendo una distribucion normal con una desviaciéon estandar de
0.4 (aremin). El proceso de refinamiento se realizé tomando un radio inicial de 0.5 (arcmin)
el cual se redujo en un factor de 0.7 en cada una de las 7 iteraciones externas aplicadas.

La reconstruccién dada en la figura [6-3| muestra ser efectiva en recobrar la posicién de los dos
principales deflectores, especialmente para la opcion 2, pues para la opcién 1 la posicion del
deflector superior esta desplazada un poco. En particular, la opciéon 1 muestra un valor menor
de convergencia para el deflector inferior, el cual sin embargo no afecta significativamente los
resultados pues la diferencia se presenta en una regién pequena. Como vemos en la figura
la masa encerrada en un radio # respecto al centro del perfil en ambos casos es en esencia la
misma. La diferencia presentada es del orden de 10*?M), que corresponde a dos ordenes de
magnitud que la masa estimada del cimulo. A un radio § ~ 1.1 (arcmin) la masa encerrada
es del orden de 4.5 x 10 M, la cual es consistente con el valor estimado en [RKL*10].
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Tanto el perfil como las curvas criticas resultado de la reconstruccién (dadas por las curvas
de color amarillo en la figura[6-3] (derecha)) presentan caracteristicas morfoldgicas andlogas
a los resultados presentados en [SBH*18].

Aunque el método falla en recobrar en su totalidad los sistemas de multiples imagenes, este
es capaz de reproducir de forma aproximada el arco caracteristico de A370, tal como se
puede apreciar en la figura Aqui se ha tomado de forma aproximada el contorno de la
galaxia que produce el arco (ver [RKLT10]), dado por la curva de color rojo en la ﬁgura
(superior). Luego, este contorno se puede llevar al plano de la lente por medio del potencial
deflector reconstruido, asi que, una vez se tiene la forma de la fuente podemos determinar
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X2 - Opcion 1 18
15
s 1.2
E
) 1.0
~
S
= 0.8
>
0.5
0.2
0.0
. Dok 2.0
X - Opcion 2
15
N g 1.0
S ‘3
o™
< o)
~—
0.5
0.0
-1.0 0.0 1.0
01(arcmin) 01(arcmin)

Figura 6-3.: Resultados obtenidos en el régimen fuerte para las dos posibles funciones de
penalizacién x2. La curva discontinua de color verde representa la frontera que
encierra las multiples imédgenes. La figura de la izquierda representa la conver-
gencia reconstruida, mientras en la figura de la derecha tenemos la magnitud
de la magnificacion. Las cruces marcan la posicion de los deflectores mas bri-
llantes del cimulo. La fuente de referencia se encuentra a un corrimiento al
rojo z = 9.
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Figura 6-4.: Masa encerrada dentro de un radio # =~ 1.1 (arecmin), el cual delimita la regién
critica del ctimulo. Aqui AMy; = (My — M) (< 0)(x102My,).

su forma al ser afectada por el cimulo. Su forma se puede obtener solucionando de forma
directa la ecuacion de la lente, o se puede pueden usar curvas de contorno como se sugiere en
[SEF92], pues permite obtener una mejor estimacién del contorno de las posibles imagenes
cuando la fuente no es puntual.

Para hallar el contorno de las posibles imagenes vamos a tener presente que al igual que el
contorno que se muestra en la figura (superior), la fuente posee un contorno eliptico,
descrito por una ecuacion de la forma

f(B1,B2) = afBy + bB1f2+ B3+ dBr + efa =1, (6-1)

con a, b, ¢, dy e constantes. El valor de estas constantes estd sujeto a la forma de la elipse, y se
pueden obtener usando algiin método de optimizacién, en particular usamos el método Istsq
(least-squares). Una vez se tienen dichas constantes, el contorno de la fuente corresponde a
la curva de nivel de f dada por . Para obtener el contorno de las imagenes simplemente
se debe considerar que por medio de la ecuacién de la lente se satisface

Br=01—Zo, y [po=10y—Zos,, (6-2)

donde Z representa el peso cosmoligico de la fuente (en el caso del arco de A370 tenemos
que Z = Z(0.725)), v a, corresponde al dangulo de deflexién para el observador de refe-
rencia (ubicado a un corrimiento al rojo z = 9 en nuestro caso). Como consecuencia del
mapeo las curvas de nivel en general cambian tanto en tamano como en forma. Las imagenes
corresponden a las curvas de nivel f(6y,6,) = 1.

La opcién 2 muestra un mejor ajuste del arco tanto en posicién como en forma. Para ambas
opciones no es posible reproducir el extremo izquierdo del arco, sin embargo, esto es conse-
cuencia de la forma del contorno que se ha tomado de la galaxia (ver figura (superior)).



84 6 Abell 370

-0.50

Oy (aremin)
S
ot
ot

1
o
o
S

-0.65
-0.50

-0.55 R
N -
- .

arcmin)

>

= -0.60 K —

x2 - Opcion 1

)

-0.65
-0.50

1
=]
(@]
ot

O (aremin)
S
(=

2 RO
X; - Opcion 2

.65
-0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.30
61 (arcmin)

Figura 6-5.: En la figura superior se muestra un contorno de color rojo que aproximada-
mente encierra a la galaxia que forma el caracteristico arco de A370. En la
figura del medio y en la figura inferior se presenta el contorno de la galaxia
predicha por la reconstruccion para las dos posibles funciones de penalizacion
cuando se hace uso solamente del régimen fuerte.
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Debido a la distorsion que experimenta la fuente no es sencillo obtener un contorno eliptico
que encierre a toda la galaxia.

Régimen fuerte 4+ débil

Para realizar la reconstruccién involucrando tanto el régimen fuerte como el régimen débil,
hemos implementado unas condiciones consistentes con las descritas anteriormente. En parti-
cular, ya que la regién que abarcan las elipticidades es mayor que la region la implementada
para la reconstruccién anterior, vamos a tomar una red inicial de 20 x 25 puntos de red
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Figura 6-6.: Resultados obtenidos considerando tanto el régimen fuerte como régimen débil
para las dos posibles funciones de penalizacién x2. La curva discontinua de color
verde representa la frontera que encierra las multiples imagenes. La figura de
la izquierda representa la convergencia reconstruida, mientras en la figura de
la derecha tenemos la magnitud de la magnificacién. Las cruces marcan la
posicion de los deflectores mas brillantes del cimulo. La fuente de referencia
se encuentra a un corrimiento al rojo z = 9.
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Figura 6-7.: Masa encerrada dentro de un radio # ~ 1.1 (arcmin), el cual delimita la regién
critica del ctimulo. Aqui AMy; = (My — M) (< 0)(x102My,).

definidos sobre una regién de 3 x 3.8 (arcmin)?. Para realizar el refinamiento de la red,
respecto a cada iteraciéon externa se agregaron 1000 nuevos puntos de red siguiendo una
distribucién normal con una desviacién estandar de 1 (arcmin) centrada en cada deflector.
Esto con el fin de abarcar una mayor area. Por 1ltimo, el proceso de adaptacion de la red
se llevo a cabo solamente para las posiciones de las multiples imagenes. Esto es posible ya
que las elipticidades nos interesan a nivel local en una pequena region, mas no en un punto
particular del espacio, pues el shear reducido provee una estimacion del promedio de las
elipticidades y no de un valor particular. Por tanto, no es necesario que la resolucién de la
red sea demasiado alta en dichas regiones. Los demas parametros son idénticos a aquellos
usados en la reconstruccién anterior.

Como vimos especialmente en la reconstruccion del modelo 1, aqui también tenemos que la
introduccion de las elipticidades permite cubrir una regiéon mayor fuera de la region critica.
No obstante, esta mejora esta limitada a la region donde haya elipticidades. Si comparamos
los perfiles obtenidos a partir de la reconstruccién, que se muestran en la figura [6-6] y la
regién que cubren los catalogos (ver figura , es claro que en las regiones donde no hay
elipticidades el método no es capaz de escalar alli. Es posible forzar un escalamiento, por
ejemplo tomando un nimero inicial de puntos de red menor que el usado en la reconstruccion.
También se puede lograr disminuyendo tanto 7, como 7., o en su defecto tomando 7, > 7,,
sin embargo, no es conveniente forzar este escalamiento pues no sabemos hasta qué punto
estamos introduciendo mas error del aceptable. Esto fue observado en las reconstrucciones
de prueba, pues al forzar el escalamiento se obtuvieron valores en la convergencia por encima
de los valores reales, produciendo un rapido aumento en la masa de la distribuciéon. También
fue observado que esto puede producir tanto una disminucién o aumento significativo en la
convergencia en la regiones donde se espera una alta concentraciéon de masa. Esto depende
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Figura 6-8.: En la figura superior se muestra un contorno de color rojo que aproximada-
mente encierra a la galaxia que forma el caracteristico arco de A370. En la
figura del medio y en la figura inferior se presenta el contorno de la galaxia
predicha por la reconstruccion para las dos posibles funciones de penalizacion
cuando se hace uso tanto del régimen fuerte como del régimen débil.
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de c¢émo se ha forzado el escalamiento. Una tltima opcion consiste en tomar un potencial
deflector inicial diferente de cero, sin embargo se debe ser cuidadoso, pues si la convergencia
inicial posee valores mayores que los reales el método muestra dificultades en producir una
reconstrucciéon satisfactoria.

Como resultado de la reconstrucciéon se ha producido un aumento en la masa estimada del
cumulo, en particular fuera de la regién critica. Dentro del limite de dicha region la masa
estimada es de aproximadamente 4.7 x 10** M), valor que no ha variado significativamente
respecto al valor obtenido en caso donde no se incluyen las elipticidades, y que es consistente
con el valor obtenido en [RKL™10|. La forma de las curvas criticas internas se mantiene,
mostrando asi la importancia de los deflectores principales. En esta ocasion se ha producido
una mejora en la estimacién del arco, en especial para la opcién 2, aunque no es significativa.



7. Conclusiones

En este trabajo hemos descrito un método de reconstruccion libre que permite hacer una
estimacion del perfil de masa de un ciimulo galactico haciendo uso del efecto de lente gravita-
cional, donde se toman como observables las posiciones de las multiples imagenes existentes
(régimen fuerte), y las elipticidades aparentes de fuentes de fondo (régimen débil), y los
cuales se comparan con cantidades propias del efecto de lente gravitacional por medio de lo
que se conoce como una funcién de penalizacién. En el caso del régimen fuerte hemos con-
siderados dos posibles funciones de penalizacion que hemos denominado opcién 1 y opcién
2.

Para evaluar la efectividad del método este fue aplicado a dos modelos de prueba, donde se
realiz6 la reconstruccion utilizando solamente las multiples imagenes, y luego agregando las
elipticidades. Como resultado de estas pruebas obtuvimos que al considerar solamente las
multiples imagenes el método es efectivo en recobrar el perfil de masa dentro de la regién
delimitada por las multiples imégenes (que hemos llamado regién critica). En particular,
respecto a los modelos de prueba la diferencia relativa de la convergencia en la mayor parte
de la region critica ha sido menor que el 10 %, y solamente en pequenas regiones ha sido del
orden del 20 %. Fuera de la regién critica la diferencia relativa escala rapidamente a valores
incluso por encima del 80 %. En consecuencia, se obtiene una estimacién confiable de la masa
encerrada dentro de la regién critica. Por otro lado, se han recuperado de forma satisfactoria
las curvas criticas, y las curvas causticas, sin embargo estas dltimas en general se encuentran
trasladadas respecto a su posicién real. Esta traslacién no es un observable, por lo que no
afecta la estimacién del perfil de masa.

Estos resultados abren la posibilidad de obtener una estimacién del perfil de masa de un
cumulo galactico dentro de la regién critica cuando no se dispone de informacién propia
del régimen débil. La calidad de la reconstruccion esta sujeta a la cantidad de sistemas de
multiples imagenes que se disponga, pues si son pocos el método no es capaz de dar una
estimacion confiable del perfil. En cada reconstruccion de prueba utilizamos 40 sistemas de
multiples imagenes.

Una vez se introducen las elipticidades el campo de accién del método se amplia, sin embargo,
estd limitado a las regiones en donde se tengan dichas elipticidades. Se espera que al poseer
una mayor densidad de elipticidades a un mismo corrimiento al rojo se obtenga un mejor
ajuste fuera de la region critica, pues disminuye la influencia de la elipticidad intrinseca de
las fuentes. Aun asi, tenemos que la introduccién de las elipticidades induce en el peor de los
casos una mejora de al menos un 20 % en la diferencia relativa fuera de la regién critica para
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la convergencia, y por tanto, también se produce una mejora en la estimacién de la masa de
la lente fuera de la regién critica.

Vale la pena resaltar que en las reconstrucciones presentadas en este trabajo se ha considerado
que el potencial deflector es igual que cero en todo el espacio de interés, lo que implica que
no hemos impuesto ningtin modelo inicial en la reconstruccién. Esto afianza atin mas el
poder del método. Por otro lado, entre las debilidades del método tenemos que no es sencillo
obtener una reconstruccién con una alta resolucion debido a la naturaleza propia del método,
lo que lleva a que se produzcan ciertas irregularidades en la estimacion de las curvas criticas
y causticas, lo que a su vez no permite que en algunos casos se recobren todas las multiples
imagenes. Por otro lado, el método no permite obtener una estimaciéon de la incertidumbre
de la reconstruccion.

Dada la efectividad del método, lo hemos aplicado al cimulo galdctico Abell 370, donde se
obtienen resultados satisfactorios, los cuales estan de acuerdo con la reconstruccién presen-
tada en [SBH™18§|, donde se aplicé un método anédlogo al que hemos usado. Para hacer una
estimacion de la calidad de la reconstruccion hemos considerado la capacidad del método de
recobrar el gran arco que caracteriza a este cimulo (lo cual no fue realizado en [SBHT18]),
el cual corresponde a una galaxia ubicada a un corrimiento al rojo z = 0.725. Para esta ta-
rea siguiendo [RKL™10] hemos seleccionado el contorno aproximado de una de las imagenes
de dicha galaxia, y como resultado fue posible recobrar casi en su totalidad el arco tanto
en posicién como en forma. En particular, respecto a la funciéon de penalizacion en el régi-
men fuerte tenemos que la opcién 2 presenta un mejor resultado. La introduccién de las
elipticidades induce una mejora en la estimacién del arco. En cuanto a la masa del cimulo,
hemos obtenido una estimacién de aproximadamente (4.5 —4.7) x 10 M, dentro de un radio
0 ~ 1.1 (arcmin). Este valor de masa es consistente con estimaciones previas [RKLT10].
En nuestra implementacion del método, se observé que bajo ciertas combinaciones de los
parametros iniciales que rigen la reconstruccion es posible aumentar la suavidad de las curvas
criticas, y también es posible recobrar casi en su totalidad (si no es que todas) las multiples
imédgenes. Por tanto, a futuro es conveniente explorar en mayor detalle el comportamiento
del método para poder restringir tanto como sea posible el rango de los parametros que
llevan a una reconstruccién tan certera como sea posible. Con este rango de parametros
establecido es posible realizar varias reconstrucciones y promediar el resultado de cada una
de ellas, y con ello seria posible hacer una estimacion de la incertidumbre que presenta la
reconstruccién. Sin embargo, esto no es posible para nosotros actualmente, pues nuestra
implementacion lleva a un gran consumo de recursos computacionales, y con el aumento de
la resoluciéon también crece rapidamente el tiempo de calculo, por lo cual, a futuro se busca
optimizar el método de forma tal que sea mas versatil y permita estudiar en mas detalle los
objetos de interés.



A. Anexo: Coeficientes

En este anexo presentaremos la deduccion detallada de los coeficientes que caracterizan el
sistema de ecuaciones lineales discutido en el capitulo [4] y que corresponde al nicleo del
método. Recordemos que todo término que no sea lineal respecto al potencial deflector se
considera constante, y se obtienen a partir de los resultados de la iteracién inmediatamente
anterior (ya sea interior o exterior).

Por otro lado, en las diferentes contribuciones que dan forma a la funcién de penalizaciéon
x? tenemos que k, 7 v « entran en juego, asi que debemos recordar que estas cantidades
se pueden escribir en términos del potencial deflector 1) como se muestra en , la cual
permite obtener facilmente su correspondiente derivada respecto a un v arbitrario, dando

como resultado
N

alﬂ
N Al
I ; Y 8w Z’Cw5jk Kik, (A-1)

DVq.i
aqu Z gq,z] aw Z gq,zg jk — gq,ik con q € {17 2} (A—Q)
y
804 i N

61;’; - ]Z q,ij aw ZDq 1]5]k qzk con q € {1’2}_ (A—B)

Aqui 0;; representa la delta de Kronecker. Este resultado lo vamos a usar de forma extensiva
a lo largo de este anexo.

En cada una de las siguientes secciones una vez tengamos definida la respectiva funcién de
penalizacién el paso que sigue es derivar dicha expresion respecto a un ¥, con lo cual podre-
mos determinar el peso que tiene cada punto de red, que son equivalentes a los coeficientes
que definen el sistema de ecuaciones lineales que requerimos.

A.1. Régimen débil

En este régimen tenemos que la funcién de penalizacién x2 toma dos formas diferentes dadas
por (4-10) y (4-11)), las cuales por conveniencia se pueden escribir de forma compacta como

X2w = ZXi(w)a (A-4)

=1
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asi que al tomar su derivada respecto v, obtenemos la expresion

R ) e
TP T (4-5)

Por tanto, una vez la forma funcional de Xi(w) este definida dependiendo de si estamos
trabajando con |g;| < 1 o |g;] > 1 podemos obtener facilmente la contribucién del régimen
débil al sistema de ecuaciones lineales que nos interesa. A continuacién vamos a evaluar cada
uno de estos casos.

A.1.1. Caso |gi| <1

Si expandimos (4-10]) tenemos que XZ»(w) toma la forma

2 2
(w) (El,z' - Zzﬁ,z"ﬁ - Zﬁl,z’) + <€2,z‘ - Zz'€2,z'/€z' - Zz‘72,z‘>
XY =

7 - 2 )
0<i

(A-6)

2 : ) .
donde tomaremos 02 ; := (1 — Z;k;)” 0 como una cantidad constante. Asf pues, la derivada

de (A-6)) con respecto a v, es

oxl" 2z Ori O,
— == — (61,i — Zi€1,iKi — Zi’Yl,i) ( SR >

o o2, R T
ig (eg,i  Zyea ki — me) (eg,ig—;i + %Z)
<>]

72
=2 Z UTl lﬁl,z' <gl,iklcij + ,Cik:gl,ij> + €2, <g2,iklcij + Kikg2,ij>
j=1 St

+ GrixGrij + Go.ixGaij + |€i KinkCij | 1

27;
- <€1 zgl ik + €9 zg2 ik + |€z| sz)

<z

—2Zm W — 2V, (A-7)
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donde se ha definido

Wl%;) =A, (gl,iklcij + ’Cikgl,ij> + Ay <g2,iklcij + Kikg2,ij>

+ A3G1i601,i5 + A4,iG2,i1G245 + As i KikKij

y
w o, __
o= 1,91 + a2,G2 + a3 Kik, (A-8)
con
A 72 72 72
7 7 7 7 2
Au = i A2,i = i As; = A4,z = ) AS,i =5 |€z| ) (A-9)
<i < 0<i <
y Z Z Z,
7 i 7 2
Al = —5 €14, Q25 = 5 €24, A35 = — |61‘ (A—lO)
<, 0<i <

A.1.2. Caso |g;| > 1

De forma andloga al caso anterior, al expandir (4-11]) tenemos que Xi(w) se puede escribir

como
2 2
(Zilii + Zi€1,iV1, + Zi€a i, — 1) + 77 (’52,2"71,1' — 61,2'72,1‘)
X : (A1)
0>
con 02 ; == Z?|vi[*07, el cual tomaremos como una cantidad constante. Asf pues, la derivada
de (A-11]) con respecto a v es
8X(w 2Z 6/@ 8’71 ) 8’)/2 i
p Z ) + Z; 11, Zi a2, ) +e€ ) K -
B U>,z< Ki €11, T Zi€2472, (ad)k €1 D + € FI
+ 2Z12 ( > 871 7 872 i
—5 |\ €2,i71,; — €172 €24 — €14
Ui,i Oy, Oy,
272 a")/l i OK; 8'72 i OK;
=—|a + M + €2, + 72,
02 ( TN B N T T
o, 072, Ok;
2 2 ) 7 % ) 7
(ELi + 62,1') (71,1 D, + V2, D, + K D
2Z 0 i 0 i 8/4,1'
€1, i | €2, 124 (A-12)
0> i Oy, Oy Oy

72
=2 Z UTZ [61,1' (gl,iklcij + Kikgl,ij> + €2, (gzz‘klcij + ICikQQ,ij)
j=! >0
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+ |€1*G1.ixGrij + |€i*Go.ikGaij + Kirklij | 1

27;
-5 (ﬁ,iguk + €2,Ga,i1 + |€i|21Cz‘k>

<t

N
=23 Wi — 2V, (A-13)
j=1
donde se ha definido

Wz(;;j) =A, (glﬂ'klcij + ICile,ij) + Ay <g2,ikzlcij + Kikgzzj)

+ A3:G1i601,i5 + A4,iG2,6G245 + As i KikKij,

y
w o, __
ik = Cl1,1;g1,¢k + az,igzik + a3,ilcik7 (A‘14>
con
7?2 7? 7?2 Z?
7 7 7 2 7
Al,i = —5 €1, AQ,i = —5 €24, A3,i = A4,i =5 |€z| ) A5,i = 5 (A‘15)
0Si > > T
y
Zi Zi Zi
A1 = —5 €14y, @25 = —5 €24, A3 = 5 - (A‘16)
> 05 0%

A.1.3. Coeficientes

Como consecuencia de los resultados anteriores es claro que (A-5) se puede escribir para
ambos casos como

@X%U al al w w al w w
B = ST Wi —2v ) =23 Wiy, — 21, (A-17)
i=1 j=1 j=1
con
Nw Nw
W =2y v =3 (A-18)
=1 =1

cuya forma funcional estd sujeta a las condiciones |g;| < 1y |g;| > 1, tal como discutimos en
las dos secciones anteriores.
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A.2. Régimen Fuerte

En este trabajo para el régimen fuerte estamos considerando dos posibles funciones de pe-
nalizacién x?2, por lo cual determinaremos la contribucién de cada una de estas funciones al
sistema de ecuaciones lineal que nos interesa. A diferencia del régimen débil las funciones de
penalizacién aqui consideradas no es posible escribirlas de forma equivalente donde las fun-
ciones involucradas simplemente cambien segiin sea necesario, por tal motivo trabajaremos
con cada funcién de penalizacion de forma independiente.

A.2.1. Opcién 1

La primera funcién de penalizacién definida para este régimen dada por (4-20) se puede
escribir de forma més practica como

Ns N;
=) X, (A-19)

i=1 n=1

tal que al expandir (4-20)) es claro que Xi(s) es

2 2
Xi(s) :# [mz(-il)(el,m - Zial,in - <512>) + ml(-ylf)(ez,m - ZiOQ,m - <52z>)]

1,n

2 2
+ :Qi [m,(-il)(el,m — Zion i — (B14)) + m,(;ZQ)(QQ,m — ZiQg in — <521>)] ) (A-20)
2,in
donde tomaremos Sy, (4-19)), M, (4-22)), y (3;) como constantes (ver seccién [4.2| para més
detalles). Ahora bien, la derivada de (A-19)) respecto a un 1)y arbitrario toma la forma

o2 N

S

& axy
Oy,

oy,

(A-21)

i=1 n=1

lo que nos lleva a la expresion

OXy i,

[ml,m(@l,m - ZiOél,m - <611>) + m2,m(92,m - Zz‘OéQ,m - <521>)}

Ny 0t
8041 in 8062 in
X Z@ ina T — Zl m ’
2
+ /;m |:m3,m(61 in — Zi0 jn — <61,2>> + m4’m(92,in o ZiOQ’M <ﬁ2’l>)]
2,in

da i, dag i,
— Zimgin——— — ZiMain— —
g ( T T ) }
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2 o [ M1,inM2in ms3,inM4.in 8041,m
+ Z; i, D) D) Q2.in )
O1in 03in UV
2 92 mMy,inMM2in ms3,inM4.in aa?,in
+ Z; Wi, 5 3 A in ==
O1in 03in UV
2
72,2 Mo in  Myin Oag in
+ i Hin 2 a9 in a
O1in 02%.in (o
m?2 m 0
71,2 1,in 3,in 9 1in
— iy 2 3 lin — <51,z‘> b
07 in 03%in (e
M in M. M3 in M ooy
2 1,in!1t2in 3,in!lt4in 1,in
— Ziflin, 2 92 in — 52,i> ) O
Ul,in 02 ,in wk
M in M. M3 in M oo
2 1,in!1t2in 3,in!lt4in 2,in
- Zz#’zn 2 91 an T ﬁl z>> a
Ul,in 02 ,in ¢k
2 2
ms . m oo
2 2,in , 2,in
— Ziltin | —— + (92,m — (B2,1) > 3
O1,in (e
aq ,in (9061 ,in
=2 Bl,inal,zn + B2 in®2in
0Py, Oy
a 2 zn a 2 ’L’I'L
+ BZ znal ,in a + BB zna2 in a
Yy, Py,
b aal,m b aal,m b a042,m b 8042,m A-99
— Lma— - 2,in6— - 3,z‘n8— - 4,in8— ) ( - )
Uy, Uy, Uy, Yy,
Aqui por simplicidad se ha definido
72 72 72
B1,m = Z; /vbmAm1 in B2,m = Z; ,umAmQ in Bs,m = Z; /ﬁmAm?) in (A'23)
y
2 2
by in = ZiMmAml,m (91,m - <51,z’> ), by in == Zz‘MmAm2,m (92,m - <52,i> )7
2 2
b3,m = Zz‘,umAmzm (91,m - </3u> ), b4,m = Zz‘MmAm:s,m (Qz,m - <52z> ), (A-24)
con
m? m2
1,in 3,in 1,in!102in 3,in!lt4 in
A - A [ myim M3 inM
miin P} 2 ) main ‘= P} + 2
07 in 03in 07 in 03%in
2 2
ms . ms,
2,in 3,in
Am&m P} 2 (A—25)
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Continuando con nuestro calculo tenemos que

N

ox 3
(9—wm = (Bl,le,mkDLmj + B2,inD1,ink Dain; (A-26)
k .
J=1

+ B2,in D2 ink D1 inj + BS,inDQ,inkDZ,inj) ;
-2 (bl,inpl,mk + b2.in D1 ink + 03,in D2 ink + b4,m®2,mk> (A-27)

=2 Z anj B 2‘/27;2?

donde se ha definido

sz(nk:] = Bl anI znkDI Jing + B2 anI mkDQ ang + BQ mDZ znkD1 Jing + B3 mDQ znkDZ Ango (A_28)
y
V“(fk b1.in D1 ink + 02,in D1 ink + 03,in D2 ink + ba,in D2 ink- (A-29)

Como resultado tenemos que (A-21)) es finalmente

ébcs Z Z (2 > Wikgton = 2V ) =2 Z Wil =20, (A-30)

i=1 n=1

siendo

s ’L S ’L

we =SS Twl oy v =33 vl (A-31)

i=1 n=1 i=1 n=1

A.2.2. Opciéon 2

Al igual que hicimos en el esquema anterior, vamos a escribir (4-27) de la forma

Ns N;—1 N;

=> > > X (A-32)

i=1 n=1 m=n+1

tal que al expandir (4-27)) obtenemos que

2
§© (91,m — Z;0q iy, — O1im + Zial,im) (92,m — Zi0g iy, — Oim + Zﬂz,m)

nm 2 + 2 )
Ul,inm UQ,inm

2

(A-33)

donde tomaremos Sy inm (4-28]) como una constante. Por tanto, la derivada de (A-32)) respecto
Y es ahora

aXS S N 1 l an
o0 = 2 2 > ° T (A-34)

i=1 n=1 m=n+1
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lo que nos lleva a la expresién

OX i 2Z; Oayin O im
= O1,in — Zia1in — 01im + Zi zm) ’ :
O a%,mm< o i = o 2, ( Mk O )
27; D in Oz im
02,in — ZiQ2,in — O2,im + Z; zm) - ’ :
" U%,inm( > “ > * . ( 8¢k‘ awk )
27; dou,in 01, im
(91 in 01 zm < - o
01 anm 8¢k a
2Z2 aaZ Jin aa?,im
) <02,in ‘92 zm) -
Jl,inm 521% a¢k
n 223 ( ) aCkl,m aOél,’m”b
Q1 in, A1 im -
O—%,inm b b 8¢k 5¢k
" QZZQ ( ) aaZ,in aaQ,zm
Q2 in, Q2 im -
U%,mm > > 8¢k awk
27;
) <D1,ink - Dl,zmk) (91,1'11 - 91,im>
Ul,inm
27;
) <D2,ink DQ,imk) (92,1'71 - 92,im>
U2,inm
272 al
+ : <Dl,mk Dl,ink) (Dl,m Dy im )w
O-%,inm ; ! ’ ’
272 al
+ 0_2 ‘ (DQ,ink DQ zmk) [Z (DQ injg DQ zm]>¢]]
2,inm j=1
=2 Z Wz(nsmk]wj - 2‘/Z£Lsmk’ (A_35>
j:
donde se ha definido
Z2 2
Z(q-f?)nkj = A,Z)l 'mmkADI Jinmj + AID2 znmkADQ Jinmj (A'36>
1 Janm 2 ,anm
Y Z, Z,
thﬁlk == . AD1 inmi A0 jnm + . AD3 irmie A2 irm (A-37)
1,inm 2,inm
con
AD,inmg = Dping — Dpimg Y ADOpinm = 0pin — Opim, con g€ {1,2}. (A-38)
En consecuencia, la expresién ((A-34]) se reduce a
aX Ns Ni—1 N;
W ID I O NIEEIEN O ST VTS
i=1 n=1 m=n+1 J=1
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siendo

Ns N;—1 N; Ns N;—1 N;

i=1 n=1 m=n+1 i=1 n=1 m=n+1

A.3. Regularizacion

Segun lo descrito en la seccién vemos que (4-34)) se puede escribir como

N 2 N 2
0 0
Xi(R) = X’Q)/l(R) + X%g(R) =Ty E (’Yu - ’Yii)) + 17y E (’Yzﬂ' - ’Yé,i)> ) (A-41)

=1 1=

2 2 2 . . . . ,
con lo cual es claro que Xa(r): Xo1(R) ¥ Xo(r) tienen una forma funcional similar. Asi pues,
estas tres funciones de penalizacion se pueden escribir de forma general como

N
2
XE(R) =Tl Z <’I"i - r£0)> ) (A-42)

i=1

donde solamente hay que reemplazar r en (A-42) por k, 71 6 72 (segun corresponda) para
recobrar (4-33) y (4-34). Aqui 7, = n,, = n,,. Ahora, el siguiente paso es derivar (A-42)
respecto a 1, con lo cual se obtiene que

(0) 87"i
c‘?@/}k — 2y Z<n—r )6% (A-43)

0 I o
©) o5 constante. Entonces, siguiendo (4-4)) podemos escribir r; como

donde r;
N
j=1

con lo cual (A-43) toma la forma

81/% 2 Z R'Lkszw] 2777" Z R;

i,j=1
:2777‘ Z ( Z Rszm> % 2777" Z R;
7j=1 =1
zzzw,i?wj -2, (A-45)
j=1

siendo

N N
ng) =T Z RiRij y V,ET) =1y Z rgo)Rik. (A-46)
i=1

i=1
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A.3.1. Coeficientes

Como resultado de la descripcién anterior, la derivada de (4-33|) respecto a 1y se puede
escribir como

aXQ(R) N
G 22 Wi =, (A-47)
con
N N
W,Ej.”) = Tk Z KKy vy WV =n. Z K\ K, (A-48)
=1 i=1

mientras que la derivada de (4-34)) (y por tanto (A-41f)) respecto a v, toma la forma

N

- Z(W,ﬁjl W)y =2V )

Mo _ P |, P
Oy O Oy

N
=23 Wi - 27, (A-49)

donde

N

N
W;S) =Ty Z <g1,ikg1,ij + g2,ikg2,ij) y V;E;W) =Ty Z <7§Oz)g1,ik + ’Yé?z‘)gzik)v (A-50)
i=1

i=1
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