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Resumen

En cosmologia uno de los grandes retos es proporcionar técnicas y modelos que permitan
describir la formacion de grandes estructuras en el universo. Asi, en este trabajo, se retoma
por medio de herramientas semianaliticas la construccién del espectro de potencias de ma-
teria a segundo orden. Para ello, inicialmente se construyen las ecuaciones de movimiento
generales para un fluido de materia oscura, que debido a la alta complejidad en su solucién,
primero se abordan en un régimen lineal y luego son representadas en el espacio de Fourier
para reproducir soluciones a segundo orden, que con ayuda de algunos elementos de la teoria
cuantica de campos permiten obtener las correcciones deseadas a un loop. Finalmente, se
presentan las ecuaciones de movimiento para un fluido mixto de materia oscura y barionica.

Abstract

In cosmology one of the great challenges is to provide techniques and models that allow
describing the formation of large structures in the universe. Thus, in this work, we rebuild
through semi-analitical tools the matter power spectrum to second order. Therefore, initially
we build the general movement equations for a dark matter fluid, that involving a the com-
plex work in its solution, first we tackle a linear regime and then they are represented in
the Fourier space to reproduce solutions to second order, with the help some elements of
quantum field theory we obtain the desired solutions a one loop. Finally, we present the
movement equations for a fluid mix of dark matter and baryonic.
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1. Introduccion

En la cosmologia moderna la dindmica de formacién de estructuras a gran escala en el uni-
verso es uno de los grandes enigmas que se han investigado durante las ultimas cinco décadas.
La complejidad de abordar este problema, por sus descripciones altamente no lineales para
evolucionar las ecuaciones de movimiento de un fluido compuesto en general por radiacion,
materia oscura, bariones y neutrinos, bajo el paradigma denominado ACDM, han llevado
a la cosmologia a articularse con diversas herramientas traidas de la mecéanica de fluidos y
la teoria cuantica de campos, con el objetivo de enriquecer la fisica que hay detras de las
herramientas numéricas, en especial de las simulaciones de N-cuerpos, que en la cosmologia
computacional son en gran medida dispendiosas en términos de sus costos y tiempos de
computo. En especial, bajo este modelo de universo, poder describir las fluctuaciones de
dicho fluido compuesto de varias especies y su transicién de un régimen lineal al no lineal,
es una tarea que en general no es sencilla[27]. Por lo tanto, en este trabajo se presenta una
reconstrucciéon detallada del espectro de potencias para un fluido de materia oscura (con el
esquema estandar para los estudios de formacién de estructura[27]), herramienta indispensa-
ble en el modelo de halo[7, 20], bajo una modalidad semianalitica empleando teoria euleriana
de perturbaciones cosmoldgicas a segundo orden.

Por lo tanto, para cumplir con este objetivo se dispone de la siguiente ruta: en el capitu-
lo 2 se abordan los elementos necesarios, para los fines de este trabajo, de la cosmologia
estandar FLRW; seguido de ello, se encuentra el capitulo 3 en donde se presenta una intro-
duccion a la teoria de perturbaciones, con ayuda de la ecuacion de Boltzmann y la dinamica
euleriana abriendo paso a las ecuaciones de movimiento que describen la evoluciéon de un
fluido de materia oscura en términos de su campo de fluctuaciones y velocidades peculia-
res, enmarcadas en la época de dominio de materia, para un régimen no relativista y en la
aproximacién de subhorizonte. En este capitulo, ademas se presenta una soluciéon completa
de dichas ecuaciones en el régimen lineal[l, 8, 11|, proporcionando el factor de crecimiento
de las perturbaciones y se cierra éste con la representaciéon de las mismas ecuaciones en
el campo de la dindmica no lineal[4]. En capitulo 4, eje central del trabajo, se reconstru-
ye la solucién general para el régimen no lineal a las ecuaciones de movimiento con ayuda
del método propuesto en[10, 13, 16] y se aborda la solucién a segundo orden, permitiendo
reproducir de forma grafica y semianalitica el espectro de potencias de materia a segundo
orden. Finalmente, en el capitulo 5, se complementa el trabajo con una descripcion de las
ecuaciones de movimiento, pero en esta oportunidad, para un fluido mixto de materia oscura
y bariénica de la mano de investigaciones como las hechas por[17, 24, 27].



2. Cosmologia de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker

En este capitulo se realiza un acercamiento al marco tedrico que permite la interpretacion
de diversos datos observacionales, de tal manera que propiedades de diversos objetos en el
universo, tal como el corrimiento al rojo (redshift), luminosidad o tamario, entre otras, pueden
ser interpretadas de forma muy acertada. En contraste, la corriente tedrica mas aceptada es
el modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW); este modelo, cimentado en la
creencia de un universo gobernado por la Teoria General de la Relatividad (TGR) junto con
un principio de homogeneidad e isotropia a gran escala, conforman la base para la explicacion
de la formacién de estructura bajo el paradigma ACDM. Asi en la seccién 2.1, se hace una
descripcién detallada de la métrica que obedece al principio cosmolégico!, en la seccién 2.2
se abordan los parametros de Hubble-Lematrie y desaceleracién, y se finaliza con la seccién
2.3 en donde se presentan las ecuaciones de Friedmann-Lemaitre.

2.1. Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Partiendo del supuesto que el universo es homogéneo e isotrépico, se puede establecer, sobre
el espacio-tiempo, un elemento de linea, llamado métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW), que satisfaga estas necesidades. Dados los lineamientos proporcionados|2,
28], inicialmente se establece la forma de una métrica que describa un espacio 4-dimensional
que contenga un subespacio 3-dimensional de geometria homogénea. Asi, bajo las hipdtesis
matematicas en donde:

1. Las lineas de mundo de los objetos no se intersecan y a su vez son ortogonales a
hipersuperficies como de espacio.

2. Existe una coordenada temporal 2° para cada hipersuperficie.

3. Todo subespacio 3-dimensional, con valor constante en la coordenada temporal z°, es
localmente isotrépico.

4. Todos los puntos sobre un subespacio 3-dimensional, con valor constante en la coorde-
nada temporal z°, son equivalentes.

ISiguiendo a [26], las leyes de la fisica y la cosmologfa en cualquier otro lugar del universo son similares a
las que se obtienen desde nuestra posicién presente.
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En virtud de las hipétesis 1y 2 la métrica toma la forma ds* = (da°)*+g, dz'dx?. Respecto a
las hipotesis 3 y 4, respectivamente, por un lado la isotropia local implica que las coordenadas
espaciales en el elemento de linea evidencien simetria esférica y la equivalencia entre todos
lo puntos en la hipersuperficie, determina que la razén de las distancias propias entre dos
puntos en el espacio, es constante en el tiempo, de tal forma que ds? toma la forma

ds? = (dz®)? — 9@ O [dr? 4 r2(d6? + sin? 0dy?)]. (2-1)

Para determinar la forma explicita de los coeficientes de la métrica, se exploran las ecuaciones
de campo de Einstein, con constante cosmologica, que en componentes mixtas toman la forma

. 1, 5 8rG,
Ry = SRy u+ Mg = == TV (2-2)
Con el fin de cumplir el objetivo, es necesario via las ecuaciones de Euler-Lagrange, obtener
las conexiones de la métrica, ya que son indispensables para determinar el tensor de Ricci,

asi las componentes no nulas de dicho tensor son (ver Anexo A.1y A.2)

3 3
Ry, = 59” + Z(g/)Za (2-3)
1 1 3
R, =f"+ "% — eI ) {ég” + Z(g’)z} : (2-4)
1 1 3 1 3
R, =1’ [Ef” ()P = e (59” + Z(Q’F)] : (2-5)
1 1 3 0 1 3
2002 S N2 2 et g@P)+f () [ o SN2 _
R,, = r°sin 0{2]“ +4(f) +27"f e (29 +4(9))}. (2-6)

Escribiendo R,,, # 0, en componentes mixtas y calculando el escalar de curvatura (ver Anexo
A.2), encontramos el sistema de relaciones dado por las ecuaciones de campo

3 ot . 1 1 8¢
_1(91)2 +e [g( N)+£( )} {f” + Qf? + Z(f’)2 +A=— =2 Too, (2-7)
3 ~[ota0 ] fo1 : 8rG
o 20 N2 g@)+f(M)| |1 4 22 = — 1 -
g =) e L] =T, (2:8)
3 —a(z° r 1 1 1 87 81G
_g// . Z(g/)? +e [9( )+I( )} |:§f” + 2_Tf’ +A=— 2 T22 = — 2 T337 (2—9)

que permiten simplificar y encontrar el elemento de linea; sin embargo, para completar
estd tarea se debe discutir como se relaciona el supuesto de isotropia local sobre el tensor de
momentum-energia. Ya que el tensor 7%, es invariante bajo una transformacion ortogonal, en
todo punto del espacio-tiempo, para cualquier sistema coordenado, las coordenadas espaciales
cumplen la equivalencia T, = T2y = T®;. De manera que, para el conjunto de ecuaciones
(2-8) y (2-9), se puede establecer

f'=are!/?, (2-10)
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con a como una constante de integracion. De tal forma que la métrica que satisface el supuesto
de isotropia en las componentes espaciales es (ver Anexo A.3)

b2
e [dr® + r*(d6? + r* sin® 6dp?)], (2-11)
14 ——
[ ! 4ra}

y al escribirse en su presentacion estdndar tiene la forma (ver Anexo A.4)

ds* = (dz)* — e9()

ds® = *dt* — R*(t) { dr® 4 r*(d6? + sin’® Odp?) | | (2-12)

1 —Ekr?

en donde R(t) se conoce como el factor de escala y k toma valores de 0,1 y —1 para un
modelo de universo plano, cerrado y abierto, respectivamente.

2.2. Geometria espacial de la métrica FLRW

Para un primer acercamiento a la interpretaciéon del factor de escala R(t), véase el caso
para k = 1, en la métrica (2-12). Considerando tinicamente la parte espacial, y haciendo
7, =constantes, se obtienen respectivamente la longitud de una curva (circulo), el drea de
una 2—esfera y la distancia fisica radial (con t, 6, ¢ =constates),

C= Q/OW\/%dQ = /OW\/—[— R2(t)r?]df = 2mrR(t),

A= / / V [P2R(6)] [r2R2(t) sin? 6] dbdyp = /0 " /0 " V2R2(1) sin? 0d0dip — AmrtRE(L),

" R(1) S
d. = ———~—dr = R(t)sin" " (r),
e = || A = Rlt)sin ™ (1)

presentando, especialmente en el ultimo resultado, una interpretacién fisica de la funcién
R(t) como un factor de escala, siendo éste un aspecto fundamental en la geometria espacial
del modelo FLRW. Con la finalidad de proporcionar una idea més clara de la parte espacial
de la métrica, recuérdese que el objeto geométrico indispensable, en la TGR, para determinar
caracteristicas geométricas del espacio, es conocido como el tensor de Riemann, asi calculando
las conexiones de Christoffel y posterior a ello las componentes no nulas de dicho tensor, se
observa una dependencia directa con k (ver Anexo A.5); de tal forma, que para k = 0 se tiene
un espacio plano, k£ = 1 un espacio de curvatura constante positiva y k = —1 un espacio de
curvatura constante negativa[29].



2.3 Parametro de Hubble-Lemaitre 5)

2.3. Parametro de Hubble-Lemaitre

En estd seccion se presenta una de las deducciones cinematicas mas sobresalientes de la
geometria de FLRW?. Para ello, suponga que en una hipersuperficie (nuestra galaxia) esta
localizada en r = 0 y cualquier otra galaxia en una hipersuperficie con coordenada r, asi la
distancia propia L, desde nuestra posicién (considerando una linea radial df = dp = 0y
dt = 0) estd mediada por la métrica de FLRW (2-12), de tal forma que

R
1 —Fkr?

N . " R(t) . " dr B . )
L= [ e = [ ar =R [ S = RO, (213)

en donde f(r) es una funcién de la coordenada r y su forma funcional depende de la eleccién

ds? = dr?,

para el pardmetro k; sin embargo, independiente de la eleccién en k[12], observe la relacién
de proporcionalidad dada entre el factor de escala y la distancia propia ecuacién (2-13). En
este sentido, la velocidad a la cual un objeto se aleja de un observador, tiene la forma

dL  d - . L Rt
= ——=_—_[R(t = R(t =R{t)=—=—=-=<L=H(t)L 2-14
v="G = B0 = RO f) = Rl s = gl =HOL - (214)
t
en donde se ha definido H(t) = L, conocida como la constante de Hubble-Lemaitre, con

R(t)
dimensiones de T 1. Est4 expresién se conoce como la Ley de Hubble-Lemaitre y expresa lo
siguiente: cuanto mds lejos estd ahora un objeto (astrofisico) mds rdpido se aleja ahora de
nosotros.

2.4. Ecuaciones de Friedmann-Lemaitre

Bajo el paradigma que el universo esta gobernado por la TGR y ademas que la evolucién,
y formacion de estructura a gran escala para éste, es controlada y modelada por medio
de un fluido cosmolégico compuesto de materia, radiacién y energia oscura. Entonces, las
ecuaciones de campo de Einstein son aquellas que modelan dicha evolucién, ya que desde
su misma esencia, la distribucion de energia hace que el espacio se curve implicando una
redistribucién de materia. De manera que, utilizando las ecuaciones de campo (2-2), teniendo
la forma explicita de la métrica [seccién 2.1 ecuacién (2-12)], la parte geométrica de las
ecuaciones de campo es conocida (miembro izquierdo: tensor de Einstein) y si se determina
una forma para el tensor de momentum-energia (miembro derecho) es posible encontrar una
solucion analitica o numérica para las ecuaciones de campo. En contraste, para los modelos

de FLRW se considera una forma especifica del tensor T}, ésta establece que el universo

ws

2También se podrian realizar otras deducciones como definir distancias (de luminosidad o diametral angu-
lar), volimenes, entre otras[29].
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puede ser modelado por medio de un fluido perfecto compuesto por materia, radiacion y
energia oscura. Asi, las componentes del tensor momentum-energia estan descritas por

P
Ty = (p + 0—2) Uty — Pgp,. (2-15)

Con estas herramientas, dado que la geometria del espacio-tiempo esta ligada al factor de
escala R(t) (2-12), ahora se deben resolver las ecuaciones de campo (2-2) para determinar

dicho factor; sin embargo, para tal fin es conveniente escribir las ecuaciones de la forma (ver
Anexo A.6)

8rG 1

R;w = _7 |:T;W - §Tg,u1/:| + Agw/a (2_16)
considerando que el sistema coordenado comovil tiene la cuadrivelocidad, en componentes
covariantes, como [u,] = [02, 0,0, 0} = c2(52, se logra escribir el tensor momento-energia de
la forma T = ¢*p — 3P. Y manipulando el factor [...] de (2-16), se obtiene en general (ver

Anexo A.6)

8t 1

Ry = = l(&p + P)c*8,0, — 5(c*p = P)Qw} + Ay (2-17)

Asi para las componentes no nulas (@ = v), con ayuda de los célculos encontrados en el
anexo A.5 en las ecuaciones (A-15) a (A-19), se encuentra el conjunto de relaciones para las

componentes temporal y espacial

328 - —4:2(; (p+3P) + A%, (2-18)
R(t)R(t) + 2R(t) + 2%k = 4:4(; (Pp— P)+ A| PR(t), (2-19)

despejando R(t) de la ecuacién (2-18) y sustituyendo en (2-19), se obtienen las ecuaciones
de campo cosmolégicas (ecuaciones de Friedmann-Lemaitre) que brindan informacién sobre
la evolucion temporal del factor de escala

. 1
R2() = %Rz(t)p AR — Ok, (2:20)

.. 4 1

()=~ G (@p+3P) R(t) + LCAR(). (2-21)

Con ayuda del postulado de conservacién de la energia, 7", = 0, y considerando (2-15) se
tienen las ecuaciones, corriendo 7,5 = 1,2,3

. P P
T, =T% +T", = (p + §> (u'u”) + (p + g) (u'u”)  — g™ P, =0, (2-22)

] ] i P i,V P i v 17
T, :T’O;O+T];j = (p—i—;) (u'u”) + (p—|— ?) (u'u );V—g P, =0, (2-23)
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representando la ecuacién de continuidad y la ecuacién de Euler para un fluido perfecto,
respectivamente. Téngase presente en este punto, que la densidad p tnicamente es funcién
del tiempo césmico t y en el sistema comévil la 4—velocidad es dada por el cuadrivector [u*] =
[1, 0,0, O} ; por lo tanto, se puede confirmar con relativa facilidad que la ecuacién (2-23) es una
identidad, confirmando que las particulas del fluido tiene un movimiento uniforme geodésico.
Por otro lado, dada la ecuacién (2-22), puede establecerse una relacién tipo barotrépica entre
la densidad, la presion y el factor de escala (ver Anexo A.7)

dp P\ _R(t)
hutud 13222 — 2-24
a " (p+ c2) R(t) (2-24)
que al reorganizarse de forma alternativa, toma la estructura
d 3P
SIR(0)] = — S R0, (2-25)

Reconociendo que la densidad y la presion, para cada componente del fluido, se relacionan
por medio de una ecuacién de estado de la forma P = wpc?, se puede determinar, resolviendo
la ecuacién diferencial para p (2-25), como la densidad de energia evoluciona como funcién
del factor R(t) en el tiempo césmico

p(R) = CR(t) 5+, (2-26)

con C' como una constante y w = 0,1/3,—1, si se considera un fluido con presién nula,
radiacion y vacio (constante cosmoldgica), respectivamente. De estda forma, para el fluido
cosmoldgico, que consiste de tres componentes: materia, radiacién y vacio, cada una de ellas
con ecuacion de estado diferente mediada por los valores normalizados de w. La densidad de
masa total en un tiempo césmico ¢, empleando la relacién (2-25), es

R(ty)]’ R(to)
R(t) } T Pro [R(t)

4
PO = p(©) + (0) + 92(0) = pno | |t o
en donde pn0, Pro YV Pa0, son las densidades propias en el tiempo césmico presente ty y
asi el modelo de universo considerado, se fija conociendo estos parametros en algin tiempo
cosmico particular. Definiendo parametros adimensionales, conocidos como parametros de

densidad
(t) = ﬁp»(t) i: masa, radiacién o vacio (2-28)
’ SH2(t)"" ’ ’
H (t) considerado como el parametro de Hubble-Lemaitre, cuyo valor estimado actualmente
es aproximadamente 700 km/s- Mpc™!, y registrando unos valores para Q,,0 ~ 0.3, Qo ~
0.00005 y Qa0 ~ 0.7. Se puede obtener una interpretacién sobre la estructura geométrica
del universo, incluyendo estos parametros, de tal forma que manipulando la ecuacién (2-20),

se logra establecer que

1=, +% +%+Q2 —0=1—-Q,=Q, +Qr +Q,, (2—29)
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8rG Ac? A2k _ )
S0 HQ(t)p’ Qpn = VIRl Q. = SEOE0) definido como el pardmetro de

curvatura y €2 entendido como el parametro de densidad total. De este modo,

con ), =

w si Q + Qp + Qf > 1, se tiene un espacio con curvatura constante positiva (k = 1).
w siQ,, + Qa4+ Q = 1, se tiene un espacio con curvatura nula (k = 0).
w si ), + Qa4+ Q < 1, se tiene un espacio con curvatura constante negativa (k = —1).

Finalmente escribiendo las ecuaciones de campo cosmoldgicas (2-20) y (2-21), fijando las
cantidades Hy, 2,0, 0, 240, se obtienen las expresiones (ver Anexo A.8)

H2(t) = H(to) [Qumo(z +1)* + Qo2 + 1) + Qo2 +1)% + Qa o], (2-30)

q(t) = %[Qm + 20, — 20, ], (2-31)

en donde el subindice cero, en las cantidades €2, indica que estos parametros son medidos
en un tiempo cosmico actual, z denota el corrimiento al rojo cosmolégico y la expresién
q(t) = —R(t)R(t)/R*(t), es conocido como el pardmetro de desaceleracion.

En muchas ocasiones es 1til fijar una nueva coordenada temporal, que usualmente es llamada
tiempo conforme dr = dt/R(t); por tanto, las ecuaciones de campo cosmoldgicas quedan
escritas de la forma (ver Anexo A.9)

1 0 1
k==H(T)[Q—1], =H(r)= %)= Q1) — zQ.(1)| H*(7), (2-32)
C2 87' 2
permitiendo normalizar la curvatura £ = 0,1, —1 asociada a un 2 =1, Q2 > 1y Q < 1,
respectivamente y tomando a H(7) = H(t)R(t).



3. Introduccion a la Teoria de
Perturbaciones

Con el fin de dominar las herramientas y conceptos necesarios para abordar la teoria de
perturbaciones cosmoldgicas, se seguiran los lineamientos trazados en [26]. En estd direc-
cion, este capitulo presenta inicialmente una descripcion de la ecuacién de Boltzmann en
cosmologia, sin colisiones denominada ecuacion de Vlasov, y posterior a ello se expondran y
desarrollaran aspectos vitales de la teoria euleriana lineal y no lineal de perturbaciones.

3.1. Ecuacién de Boltzmann en cosmologia

En el capitulo anterior se considero un universo modelado a partir de un principio de homoge-
neidad e isotropia; sin embargo, ahora se quieren introducir perturbaciones en la densidad de
materia que consecuentemente implica perturbaciones en la métrica (2-12) de dicho modelo
de universo[26]. En otras palabras, si se quieren dar avances sobre la formacion de estructura,
es necesario conocer, de acuerdo a las ecuaciones de campo (2-2), como estas perturbaciones
afectan las componentes de la métrica y simultaneamente las componentes que describen el
contenido de materia en el universo. De tal forma que, siguiendo a [26], el punto inicial para
este tratamiento es la ecuacién de Boltzmann

df of = of dx’ (9fdpi_8f dx

dr  Or Ozt dr 8pid7'787'+%.vx"f+

dp
dr

Vo =dfl, (3-1)

en donde f(x,p,7) es una funcién de distribucion, que describe como varian los estados, de
un sistema, en el espacio posiciones y momentos respecto al tiempo conforme 7; el término
c|f] relaciona las posibles formas funcionales de interaccién entre las particulas, el término
Jf /Ot esté relacionado con la fuerza ejercida sobre las particulas por una influencia externa
(gravedad) y el término restante es asociado con un efecto de difusion.

En este punto, se hace conveniente fijar que el analisis de interés, es decir, el sistema a
estudiar, es un fluido de materia oscura (CDM), ya que en principio ésta, domina la densidad
de materia y se desacopla de la radiacién mucho antes que la materia ordinaria[26]. Para
el analisis del fluido, se posible suponer que éste se encuentra en el interior de una esfera
de Hubble, cuyo radio (Horizonte de Hubble) equivale a la distancia comévil, para la cual
la recesion es idénticamente igual a la velocidad de la luz. Ademas de esto, se considera el
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sistema compuesto de particulas, con masa m, no relativistas y no colisionantes (¢[f] = 0),
de manera que la ecuacién de Boltzmann se ve reducida a

af dx dp B
St Vsl oV f =0, (3-2)

denominada ecuaciéon de Vlasov. Dados estos supuestos, es posible usar la gravedad newto-
niana para dar razén de la evolucién, en tiempo conforme, del fluido de materia oscura[5].
Asi, al usar la teoria newtoniana, para describir las ecuaciones de movimiento de particulas,
de materia oscura, bajo la accion del potencial

/ N[y
o= —G/ o) gy AV G/ PN =) s (3-3)
V’|r_r,| dt v |I"—I‘|3

se debe efectuar una redefiniciéon de la posicién y el momentum de las particulas, de tal
forma que desde este punto en adelante, la coordenada fisica (posicién) serd representada
por medio de un conjunto de coordenadas eulerianas de la forma r = R(t)x, que obedecen
a un conjunto de coordenadas comdéviles para cada punto de la variedad. En este sentido, el
campo de velocidad fisica respecto a la hipersuperficie comévil serd

dr drdr d 1 .oodt 1 dx 1
vor) =3 = Ta = o RO g = RO T RO
v(x,7) = H(t)R(t)x + Z—j =H(T)x +u(x,7), (3-4)

con u(x, 1), definida como la velocidad peculiar respecto a la grilla comévil. A su vez, para
describir las perturbaciones cosmologicas, es conveniente fijar la densidad de fluido de materia
oscura, denominada densidad de contraste, de la forma

p(x,7) =p(1)[1+6(x,7)], (3-5)
siendo §(x, 7) el campo de fluctuaciones y p(7) la densidad media del fluido. De esté forma,
el potencial newtoniano (3-3) asociado al fluido de materia oscura, denotado de la forma
®py, es descrito como

cI)cDM = _GRQ(t)/ ﬁ(Ti/|d3X/ - GRQ(t)/Mdg)(,? (3_6>

|x — [x —x’

en donde el primer término de la expresién habla sobre la componente homogénea del po-
tencial y el segundo se relaciona directamente con el término perturbador. Por lo tanto, el
potencial en general puede ser entendido

CDCDM(Xa 7) = CI)HOM(Xa T) + CDPER(Xa 7'), (3'7)

cuyas ecuaciones de Poisson asociadas, en coordenadas eulerianas y tiempo conforme, seran
[1/R%(t)|V2i®yuon(x, 7) = 47Gp(T) para el potencial homogéneo y para el potencial pertur-

bador sera )
R2—<t)vp2c®PER(X7 T) = 47TGﬁ(T)(5(X, 7-)7 (3'8)
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2(1)Q
y haciendo uso de los parametros adimensionales p,,(7) = %—R;&({), se obtiene el po-
tencial debido a las perturbaciones en densidad
2 3,2
Vi®per(x,7) = 57—[ (7)) (T)0(x, 7). (3-9)

Finalmente las ecuaciones de movimiento mediadas por este potencial, y por la definiciéon de
la cantidad de movimiento lineal, p = mR(t)u(x, 7), proporcionada por el segundo y tercer
término de la ecuacién

d dvdr dr d 1 [dH(7) dx du
") = g T arar PHx Tl = 1 { g XHHO | (310)

permiten encontrar ecuaciones diferenciales para particulas de materia oscura, en términos
del tiempo conforme, de la forma

fl_f = R() VD, (3-11)
cu;’( );li - R(t);l_ﬂ — R(E) VB,
di L0 )dT R )ddT fz}; =~ Vxom,
LESRNE L X . (3-12)
y en tiempo cosmologico
‘57’2‘ + (t)fl—’; = —R%@vxcbm, (3-13)

que a nivel computacional son de gran utilidad para simulaciones de N cuerpos en cosmologia.
Asi la ecuacién que describe la funciéon de distribucién de particulas de materia oscura en
términos de coordenadas coméviles, tiempo conforme y del potencial perturbador, esta dada,
con ayuda de la cantidad de movimiento lineal, las ecuaciones (3-2) y (3-11), por

G _of b
dr — Or  mR(t)

V., f = mR()VyPper -V f = 0. (3-14)

Cabe resaltar, que hasta el momento no se conocen soluciones analiticas al conjunto de ecua-
ciones (3-9) y (3-14) y resolver este sistema implica una ardua tarea analitica y computacional
en caso de que se conozca alguna solucion general explicita para la funcién de distribucién
f(x,p, 7). Ya con las ecuaciones descritas en esta seccién, es posible, para la intencién de este
trabajo, aproximar soluciones, de forma analitica, que permitan dar cuenta de la evolucién
del campo de densidad de materia, tarea que se presentara en las secciones siguientes.
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3.2. Dinamica euleriana

Inicialmente es importante reconocer que no es necesario dar cuenta de las soluciones analiti-
cas de la ecuacién (3-14). En vez de ello, se recurre a los momentos y funcién generadora de
momentos, establecidos por medio de las relaciones[26]

[ #priep.) = plx.r) = p(r)[1 4 6x. 7). (3-15)
[ o x.po) = i () (316
/dSP%JC(x, p,7) = p(x, T)wi(x, 7)u;(x, 7) + 045(x, 7), (3-17)

en donde u(x, 7) es definido como el campo de velocidades peculiares y 0;;(x, 7) representa el
tensor de esfuerzos, que jugara un papel importante en la evolucion de las ecuaciones para un
fluido que incluya diversas especies como por ejemplo bariones o neutrinos. Ahora, observe
que si se toma el primer momento de la ecuacién de Vlasov (3-4) e integrando sobre el espacio
de momentos (ver Anexo B.1), se obtiene la ecuacién de continuidad para la densidad de
contraste

0
B [6(x,7)] + V.- [[1+dx,7)]ux,7)| =0. (3-18)
-
Y de la misma forma, multiplicando la ecuaciéon de Vlasov por el momentum e integrando

de nuevo sobre el espacio de momentos, se encuentra la ecuaciéon de Euler para fluidos (ver
Anexo B.2)

agu(x, )+ H(r)u(x, 1) + [u(x,7) -V, ]u(x,7) = =V, Ppyp — va o(x,7). (3-19)
T p(x,7)

Asi pues el problema central, se liga a resolver el sistema de ecuaciones dado por el conjunto
de relaciones proporcionadas en (3-9), (3-18) y (3-19), permitiendo encontrar la densidad
de contraste §(x,7) y el campo de velocidades peculiares u(x, 7). Para ello, es posible dar
solucion a este sistema de ecuaciones via dos regimenes que serdan expuestos en detalle a

continuacion y de vital importancia para el desarrollo del trabajo.

3.2.1. Teoria euleriana lineal de perturbaciones

La solucién al sistema de ecuaciones mencionado esta orientada, por lo menos, en este trabajo
a entender la formacién de estructura en el dominio de materia, regida por un modelo
de universo tipo FLRW, que como ya se senalo tiene base fundamental, la visién de un
universo homogéneo e isotrépico a gran escala. En este sentido, considerando en una primera
aproximacién la solucion del sistema de ecuaciones, ligada a pequenas fluctuaciones, en
la densidad y campo de velocidades peculiares, respecto al fondo cosmoldgico, es posible
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contemplar que los términos a segundo orden, orden superior y cruzados (productos) tanto en
la densidad de contraste como en el campo de velocidades peculiares, pueden ser despreciados,
de manera que

V. [6(x, 7)u(x,7)] =0; [u(x,7) -V, Ju(x,7) =0, (3-20)

X

y a su vez asumiendo el tensor de esfuerzos como nulo (para un fluido de materia oscura),
se establece el conjunto de ecuaciones es reducido a

0
5.0 7) + Vo ulx,7) =0, (3-21)
D7) + HEUT) = Vb (3-22)

Ahora, como cualquier campo vectorial, el campo de velocidades peculiares puede ser com-
pletamente descrito por su divergencia y su vorticidad,

Vi -u(x,7) =0(x,7); w(x,7) = Vx x u(x,7), (3-23)

de tal forma que calculando la divergencia sobre la ecuacién (3-22) y luego empleando (3-9),
se obtiene,

0
Vi | 500 7) + HE)ue7) | = =V Vi,

%Vx ‘u(x,7)+ H(T)Vx-ux,7) = —Vi i Dppn,
g@(x, )+ H(T)0(x,7) + Vil ®Pppn = 0,
-
%Q(X, T)+ H(T)0(x,7) + g%Q(T)Qm<T)(5(X, 7)=0. (3-24)

Y de la misma forma aplicando el rotacional, en la misma ecuacién

Vi X %u(x, 7) FH(Tux, 7) | = =V X ViPrpp,

a%vx xu(x,7)+ H(T)Vx x u(x,7) =0,

en donde se utilizé la identidad vectorial Vi X V®Pppr = 0, la expresion toma la forma

%W(X, T)+ H(T)w(x,7) = 0. (3-25)

Asumiendo que la vorticidad, w(x,7), depende tinicamente del tiempo conforme ficilmente
se puede verificar, para la ecuacién diferencial (3-25), que cualquier vorticidad en el fluido
cosmoldgico, decae por la expansion del universo, mediada por el factor de escala, de la
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forma w(7) o [R(t)]fl. Asi, haciendo uso de la divergencia de la ecuacién (3-21) como

0(x,7) = ——=0(x,7) y aplicandola en (3-24), se obtiene la ecuacién diferencial, de segundo
orden lineal yThomogénea para la densidad de contraste
8—2(5()( T)+ H(T)Q(S(X T) — §H2(T)Q (1)6(x,7) =0 (3-26)
orz 7 or 7 2 " ’ '
Esta tdltima ecuacién sera el objetivo a resolver para estd seccion, ya que describe de forma
aproximada como evoluciona, en tiempo conforme, el campo de fluctuaciones §(x, 7). De
manera que, proponiendo una solucién de la forma d(x,7) = D(7)d(x, 7,) con D(7) conocido
como el factor de crecimiento, D™)(7), o decrecimiento lineal D) (7). En tiempo conforme
igual a cero, d(x,7) = D(7)0(x), se logra establecer para (3-26) una ecuacién diferencial de
segundo orden de la forma

g;&mDuw4uﬂ§ﬁ@ﬂxﬂ—gﬁ%ﬂmAﬂ&wawza
%D(T) + H(T)%_D(T) — ;H2(T)Qm(T)D(T) = 0. (3-27)

Relacién que, junto con las ecuaciones de campo cosmolégicas (2-32) determinan el crecimien-
to en la densidad de perturbaciones, en un régimen lineal, en funciéon del tiempo conforme
7. De igual manera, la ecuacién (3-27) puede ser escrita en funcién del tiempo césmico t;
identificando la funcién compuesta D [7(t)] y escribiendo las siguientes lineas

D D D 1 D D
db _dDdr _ d b _ R(t)dd_t’ recordando que dr = %,

W drdt RO ar
d*D d [dD] d [dD 1 dD] 1 R(t)dD 1 d*D R(t)dD
dt2  dt [ dt| dt|dr R(t)| dt|dr| R(t) R2(t)dr  R2(t)dr? R(t) dt’

&D @D . dD
g2 = R (t)ﬁ + R(t)R(t)E7

d

pues al aplicar en (3-27) las expresiones para la primera y segunda derivada de D en T,
ademds de utilizar los pardmetros adimensionales (2-28), se obtiene una ecuacién diferencial
con la estructura

G D)+ 20 D0 = 4G, (D) (3:28)

Por otro lado, se puede declarar que las ecuaciones de campo cosmolégicas (2-20), permiten

encontrar una relacién entre la constante de Hubble-Lemaitre y los parametros adimensio-
nales (2-28), dada por (ver Anexo A.8)

Q Q 1—Qn0—Q.0—Q
2 2 m,0 7,0 m,0 7,0 A0
H*(t) = H*(to) R3—(75)+R4—(t)+QA’O+ R0 ;

(3-29)
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que al ser derivada una y dos veces, ésta tltima equivalencia, con respecto al tiempo césmico
t, se obtiene el par de ecuaciones

R(t) - Q.o Qo 1= Qo — Qo — Qo] R
2%111@) = —H>(to) {3 O Ay Ol 2 0 } 08 (3-30)
H(t) = H2(t) E Jg;zf) +8 ;7"(’2) 491~ $hmo ];2(%’0 — QA’O] H(b). (3-31)

Sumando, las ecuaciones (3-30) y (3-31), y adicionalmente despreciando la contribucién de
radiacion, se encuentra

() + 2 L) = 1) s a2 () = 12000 | oo (),

Pm,0
RGLEAH(0) = 4nGpn(O)H (D
en donde se ha invocando la ecuacién (2-27), p.,(t) = }';Z;"(;) Debido a lo cual se determina
. R(t) )
H(0) + 235 (1) = 4nGipn(DH (1) (3-32)

Concluyendo, por comparacién directa entre (3-28) y (3-32), que D(t) y H(t), son directa-
mente proporcionales. En virtud de ello, este andlisis induce una solucién, en la ecuaciéon
(3-28), que consiste en afirmar que el factor de decrecimiento lineal es

DOty = CH(¢),

con C' como una constante de proporcionalidad. Y haciendo uso del método de reduccion de
orden, dada ya una solucién a la ecuacién (3-28), para ecuaciones diferenciales ordinarias

—o [ H(t)dt 2 / [R(t)/R(t)]dt
DW(t) = DO (1) / C  _at=CH(t) / ¢ dt,
[DO)(1)]) [H(t)]?
B [RH] ™, dt
- CH(t)/m—(t)dt - CH(t)/W’
DH(t) = CH(t) /0 %, (3-33)

con H?(l) proporcionado por la relacién (3-29)!. Para poder determinar la solucién de la
ecuaciéon (3-33), se seguirdn los lineamientos dados en[l11], de tal forma que en primera

'En la ecuacién (3-33), simplemente se efecttio un cambio de variable de ¢ en .
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instancia se reescribird la ecuacién (3-27) en términos del redshift z, esto se logra por medio
de la sustitucion[11] (ver Anexo C.2)

dz

= = —H(to)(z + )P(2), (3-34)
3
con P(z) = Qy,02° + §Qm’0 +q(to) + 1| 22 +2[1+ q(to)] 2 + 1, que cumple con la relacién
H?(t) .
(2) = Ho(t)’ De manera que, la ecuacién (3-27) toma la forma (ver Anexos C.1y C.2)
0

(c+1)P(2) L2 + Q(z)‘;—lj -2

O, 1)2D = 0. 3-35
- o(z+1) (3-35)

Por lo tanto si D(t) o< H(t) o< P(2), entonces D7) (z) = CPY%(z), con C como una cons-
tante. Por lo tanto, empleando la solucién (3-33), se puede establecer

)(z) = @ ey [ [HE)GE+DPEE]
DW(2) CH@/ [R(t)]" H(t) e / [R<t0><z+1)-1]2H2<to>P<Z>d |
_ 1/2 (Z T 1>2
= —CH(to)P" (Z)/H?’(tg)RQ(to)(Z"‘ 1)P3/2(z)dz’
D(+)(Z) _ CPl/Q(Z)/ Pi)/LQ((lS)dS, (3_36)

ecuacion equivalente a (3-33) y que si se quiere profundizar, en los esfuerzos, por dar cuenta
de soluciones analiticas, bajo ciertas consideraciones, se recomienda seguir las investigaciones
realizadas por Heath y otros[8, 11]. Con el fin de encontrar una interpretacién a la evolucién
de las perturbaciones en el régimen lineal, en este trabajo se obtuvo la solucién a la ecuacion
(3-36), por medio del método de integracién de Simpson 1/3 en lenguaje de programacion
Python, obteniendo los gréaficos presentados en la Figura 3-1, por lo menos inicialmente, para
tres tipos de universos. Para obtener los graficos se utilizaron los parametros adimensionales
reportados por el satélite artificial Planck[6], con los siguientes valores para el pardametro de
masa 2,0 = 0.308 £0.92 y el pardmetro de desaceleracién ¢(tp) = —0.538 £0.013. Ademas,
se considero la constante de integraciéon C, en (3-36), como la unidad, recurriendo al hecho
de que un miltiplo constante, para una solucién a (3-36) también es solucién a la ecuacién
diferencial (3-35).

En la Figura 3-1(a), se puede apreciar la solucién general de la ecuacién (3-36), representando
un factor de crecimiento en las perturbaciones, para la época actual, muy cercano a la unidad
~ 1.0176. Sin embargo, la pregunta que se podria formular serfa ;qué tan grande debe ser
la perturbacién, en el campo de densidad de energia, para el momento de desacople, de
manera que un objeto astrofisico, por ejemplo una galaxia, crezca en el intervalo de tiempo
permitido? Siguiendo a [8, 11]; es posible, para un periodo determinado de tiempo, estimar
el crecimiento de las perturbaciones, con ayuda de la razén entre el valor del factor de
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crecimiento de las perturbaciones en una época de finalizacion, D(+)[z(e)], y el mismo factor
evaluado en la época de desacople radiacién-materia (inicio) DP[z(y], llamado factor de
amplificacién

DMz

A=___"7°9°
D)z

(3-37)

asi, considerando valores para un zg ~ 1000 y z.) =~ 4, justificados en los registros hechos
por [8, 11, 26] y la integracién numérica de (3-36), se obtiene un valor para el factor de
amplificacién igual a 7.99 x 10%. Y el reciproco de este valor conocido como la fluctuacién
de desacople, para que la densidad de contraste alcance el valor de la unidad es 1.25 x
1075, permitiéndonos responder a la pregunta planteada. En los graficos 3-1(b) a 3-1(d),
se exploraron algunos casos particulares, diferenciados por medio de la funcién P(z), tales

COmao:
CRECIMIENTO DE PERTURBACIONES - REDSHIFT (INTEGRAL GENERAL) CRECIMIENTO DE PERTURBACIONES-REDSHIFT (CCC)
1.0 1 —— Factor de Crecimiento 0.6 4 —— Factor de Crecimiento
0.5 A
0.8 A
0.4
0.6 A
5 5037
0.4 A
0.2 A
0.2 4
0.1
0.0 A 0.0
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
z z
(a) Solucién general. (b) CCC: Constante Cosmoldgica Cero.
CRECIMIENTO DE PERTURBACIONES - REDSHIFT (UEE) CRECIMIENTO DE PERTURBACIONES - REDSHIFT (UEDS)
—— Factor de Crecimiento 0.40 4 —— Factor de Crecimiento
12
0.35 4
1.0+ 0.30
0.8 0.25 4
2 0.6 1 5 0201
0.15
0.4 4
0.10
027 0.05
0.0 0.00
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
z z
(¢) UEE: Universo Estético de Einstein. (d) UEDS: Universo Einsten-De Sitter

Figura 3-1.: Factor de crecimiento de las perturbaciones en el régimen lineal.
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3-1(b): Universo modelado con constante cosmolégica cero (CCC): con ayuda de la funcién,
propuesta por [11], P(z) = (Qm02 + 1)(z + 1)?. Se observa un crecimiento en la perturba-
ciones inferior respecto a la solucién general en la época actual ~ 0.60533. Y valores para
el factor de amplificacién y fluctuacién de desacople dados por 6.44 x 10* y 1.55 x 107,
respectivamente.

3-1(c): Universo estético de Einstein (UEE): con ayuda de la funcién, propuesta por [11],

4 (3 ? 9
= WTEW <§Qm70z + qo + 1) (3Qm,oz + EQW’O —1- qo). Es curioso apreciar, que

en este modelo de universo, se presenta el mayor valor para el factor de crecimiento, en la

P(z)

época actual &~ 1.3033. Si es estatico el universo ;cémo se puede entender la amplificacion
de las perturbaciones? Ademads, en este modelo se registran los valores para el factor de
amplificacién y fluctuacion de desacople dados por 6.68 x 10* y 1.50 x 1075, respectivamente.

3-1(d): Universo de Einstein-De Sitter (UEDS), con P(z) = 2°+ 322+ 32+ 1. Representa el
modelo con el valor mas bajo en el factor de crecimiento en las perturbaciones, en la época
actual ~ 0.40141. y valores para el factor de amplificacion y fluctuacion de desacople dados
por 8.02 x 10* y 1.25 x 107°, respectivamente.

Dados estos casos particulares para la integracion de la ecuacién (3-36) y sus respectivos
valores en el factor de crecimiento, también es posible partir de una cosmologia arbitraria
tomando valores arbitrarios para los parametros adimensionales de €2,,, o y Q4 0, tal que cum-
plan la regla de suma césmica €, o+ o = 1. De manera que, sea posible decir cual o cudles
serfan los posibles escenarios del factor de crecimiento D™*)(2). En virtud de ello, como se
puede apreciar en la Figura 3-2, se concluye que independiente de los valores que se tomen,
éste factor, aumenta a medida que z disminuye abriendo paso a la formacion de estructura;
sin embargo, no aumentara indefinidamente ya que al expansién, en el dominio de energia
oscura, es muy rapida y esto implica que las perturbaciones dejen de crecer[1, 18].

Es de especial importancia identificar que tomando de manera arbitraria valores a los parame-
tros en cuestién, normalizada su suma a la unidad, el resultado obtenido para el factor de
crecimiento con los datos registrados por Planck[6], Figura 3-1(a), tiene una diferencia por-
centual de 2.1 % para el caso de €, 0 = 0.3 (linea roja) en la Figura 3-2. Por ultimo vale la
pena, para los fines de este trabajo, profundizar un poco mas en el modelo Einstein-De Sitter;
ya que, considerando este tipo de universo, se puede obtener una solucién analitica a (3-36)
y de esta forma, se tendrd una manera de comparar sobre los resultados numéricos de ésta,
descritos arriba en la Figura 3-1(d). En contraste con lo anterior, reescribiendo la ecuacién
diferencial (3-35) con los valores para los pardmetros 2,0 = 1, Qx0 =0y ¢(t,) = 1/2, en
donde se ha utilizado la ecuacién (2-31), se tiene tanto para P(z) como para Q(z)

P()= (41, Q)= (= +1)"
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CRECIMIENTO DE PERTURBACIONES - REDSHIFT

— Om,0=0.1, Op0p=0.9, D(z=0)=2.3637
— Op,0=0.2,040=0.8, D(z=0)=1.4137
—— Om,0=0.3,040=0.7, D(z=0)=1.0386
— Om,0=0.4, Qr0=0.6, D(z=0)=0.83140
Om,0=0.5Qp0=0.5, D(z=0)=0.69798
—— Om,0=0.6,0p0=0.4, D(z=0)=0.60410
— Om,0=0.7, Qa0=0.3, D(z=0) = 0.53406
131 —— Om,0=0.8040=0.2, D(z=0)=0.47959
Om,0=0.9, Qa0=0.1, D(z=0) = 0.43590
—— Om,0=1,Qn0=0, D(z=0)=0.40000

2.0+

D(z)

10+

0.54

0.04 ——— =

Figura 3-2.: Factor de crecimiento para distintos valores en los parametros €2,,, 0 y €24 0.

de aqui la ecuacién diferencial toma la forma

d>D 1 dD
(z+ 1>4W + §(z + 1)35 - ;(z +1)®D =0, diviendo entre (2 + 1),
d>D 1 D 3
| R PRI | L
(z+1) d22+2(z+ )dz 2 0

y efectuando la sustitucién v = z + 1 — dz = du,

D 1
Y du? 2u

dD 3

Tu §D =0, (3-38)
que al resolver por medio de la sustituciéon D = u" (ecuacién de Cauchy-Euler), se obtienen
los valores para la ecuacion caracteristica r = 3/2 y r = —1. De manera que, se encuentran las
soluciones para el factor de decrecimiento D~ (z) = (z41)%2 y crecimiento D*(z) = (2+1)71.
Sin embargo, recuerde que estas soluciones estan ligadas a constantes de proporcionalidad,
cuyos valores pueden ser encontrados, imponiendo algtin problema de valor inicial sobre la
ecuacion (3-38).

Como se pudo apreciar en parrafos anteriores, si se grafica directamente la solucién para
(3-36), bajo un modelo de universo de Einstein-De Sitter, Figura 3-1(d); y el factor de
crecimiento, D (z), encontrado resolviendo la ecuacién diferencial (3-38), se evidencia una
discrepancia considerable entre la solucién analitica y numérica como se muestra en la Figura
3-3(a). Estéa discrepancia, evidentemente, puede ser ajustada considerando las constantes de
integracion desconocidas en la solucién a (3-38) por falta de una condicién inicial en las
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perturbaciones. Sin embargo, desarrollando la integral (3-36), de forma simbdlica se obtiene
el resultado presentado en el anexo C.3. en donde se hace evidente el factor de 2/5, que difiere
de la solucién encontrada via la ecuacién diferencial (3-38) y que al ser representada de forma

grafica, Figura 3-3(b), se obtiene un excelente ajuste a la solucién numérica presentada en
la Figura 3-1(d).

CRECIMIENTO DE PERTURBACIONES - REDSHIFT (UEDS) CRECIMIENTO DE PERTURBACIONES - REDSHIFT (UEDS)
10+ —— Factor de crecimiento Einstein-De Sitter (ANALITICO) 0.40 - —— Factor de Crecimiento Einstein-De Sitter (ANALITICO)
— Factor de Crecimiento Einstein-De Sitter (NUMERICO) —— Factor de Crecimiento Einstein-De Sitter (NUMERICO)
0.35
0.8
0.30 1
064 0.25
% g 0.20 1
047 0.15 4
0.10 4
0.2 1
& 0.05 1
0.0 4 0.00 4
(I) 160 2 60 SCIF(J 460 560 6 lCIFG 2 60 360 460 5[;0
z z
(a) Comparacién directa de soluciones. (b) Comparacién analitica y numérica.

Figura 3-3.: Comparacién del factor de crecimiento de las perturbaciones en el régimen
lineal para un universo de Einstein-De Sitter.

3.2.2. Teoria euleriana No-Lineal de perturbaciones

Considerando ahora la evolucion en los campos de densidad de materia y velocidades pecu-
liares mas allé de la teoria lineal, descrita en la secciéon anterior, es posible erigir un conjunto
de ecuaciones que respondan a ésta necesidad, estableciendo la suposicion que: expandiendo
los campos de densidad de materia y velocidad de contraste alrededor de soluciones lineales,
tratando la varianza (pardmetro perturbativo) de las fluctuaciones lineales como un pardme-
tro pequeno (02 < 1) y asumiendo vorticidad nula en el campo de velocidades a lo largo de
toda la evolucion, es viable encontrar soluciones que permitan describir la evolucién de dichos
campos en un régimen no lineal. En virtud de esto, y retomando el conjunto de ecuaciones
(3-9), (3-18) y (3-19), se buscan soluciones de la forma,

d(x,7) = Zé"(x, T); 0(x,7) = ZQ”(X, 7), (3-39)

en donde &' y 0! representan la solucién al tratamiento lineal, 2 y 62 corresponden a términos
cuadraticos de las soluciones lineales y asi sucesivamente. Asi, en correspondencia con la
suposicion, establecida arriba, al aplicar rotacional sobre la ecuacién (3-19), y considerando
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nuevamente como nulo el tensor de esfuerzos, para el fluido de materia oscura

%[Vx xu(x,7)] + H(T)[Vx X u(x,7)] + Vx x {[u(x, 7) - Vi u(x, 7')} = —Vyx X Vyi®ppz,

%W(X, T) + H(T)W(X,T) + Vx X {[u(x, 7) - Vi u(x, 7')} =0, (3-40)

en donde se ha utilizado la identidad V x Vi = 0 y la ecuacion (3-23) para la vorticidad del
fluido. Ahora explorando el tercer término, de la tltima expresién, por medio de la relacién
vectorial

V(A'B)=Ax (VxB)+(A-V)B+Bx (VxA)+ (B-V)A,

pues para la ecuacién (3-40), se puede emplear como

V(u-u)=ux (Vxu)+ (u-V)u+ux (Vxu)+(u-V)u,
V(u-u) :uxw+(u-V)u+uxw+(u-V)u,
V(u2 :2u><w—|—2(u-V)u,
(- V)u= V() ~uxw (3-41)

de manera que aplicando (3-41) sobre (3-40), se obtiene

0 1 2

EW(X7 )+ H(T)w(x,T) + Vi X §V[u (x, T)] —u(x,7) X w(x,7)| =0,
encontrando finalmente, la ecuacion para la vorticidad

0
a—W(X,T) + H(T)w(x,7) — Vx X [u(x,7) x w(x,7)] = 0.
-
Reorganizando (3-18) y aplicando divergencia sobre (3-19), se tiene respectivamente, el par
de ecuaciones

%5(){, T)+0(x,7) = =Vx - [5(X, T)u(x, 7‘)}, (3-42)

%9(){, T)+H(T)0(x,7) + gHQ(T)Qm(T)(S(X, 7) = —=Vx- |[u(x,7)  Vi]u(x,7)|, (3-43)
en donde se ha hecho uso de la ecuacién (3-9) sobre la la ecuacién (3-43). A gran escala,
la teoria lineal de perturbaciones cosmoldgicas proporciona una descripcion apropiada de
los campos en cuestién, siempre y cuando las fluctuaciones de estos sean pequenas|4]. Sin
embargo, si se quiere entender la formacion de estructura en etapas tempranas del universo,
especificamente, para los fines de este trabajo, en los primeros momentos de la era de materia,
se deben explorar las no linealidades de los campos en densidad y velocidades peculiares. De
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manera que, las no linealidades pueden ser entendidas como acoples de modos lineales. Por
lo tanto, para cuantificar la amplificacién de las fluctuaciones en los campos mencionados,
es conveniente hacer una representacién de éstos en un espacio de Fourier, de manera que
los diferentes modos de Fourier se desarrollaran de manera independientemente y las no
linealidades se introduciran por medio de acoples entre los posibles modos. Asi, utilizando
la transformada de Fourier para cada campo y recordando que el campo de velocidades
peculiares queda caracterizado por su divergencia 6(x,7), se tienen las transformadas[13]
(ver Anexo D.1)

_ e—i(k-x) 5 » e—i(k-x) 5
5(k, 7') = /(27)35()(, T)d X, g(k, T) = /WQ(X, T)d X. (3—44)
De manera que, las ecuaciones de movimiento (3-42) y (3-43) pueden reescribirse, respecti-
vamente en términos de una representacién de Fourier, de la formal[4, 13]

0 ~

3_5(1" )+ 0k, T) = —/ / Pyd®k1 6P (k — kg — ko)a(ky, ko)d(ky, 7)0(ksy, 7),  (3-45)
T ki Jko

con la funcién a(ky, ko) =1+ (ky - ko) /k3. Y

(k1) + (K, 7) + S H()Q7)i K, )

= — / / Phod®k1 67 (k — kg — ko) B(ky, ko)0(ky, 7)0(ko, 7), (3-46)
ki J ko

con la funcién S(ky, ko) = |k; + ko|? (k; - ko) /2k?k3. En donde estas funciones, estén relacio-
nadas con la no linealidad de la evolucion de los campos y surgen de considerar los términos
no lineales de las ecuaciones de movimiento para el fluido de materia oscura. Por lo tanto, es
posible asumir que la evolucién en los campos de densidad ) (k,7) y velocidades peculiares,
mediado por la divergencia é(k, T), estard determinada por la forma de acoplamiento de los
vectores de onda ki, ko y su suma representada como k, encontrados de forma explicita en
las ecuaciones (3-45) y (3-46)[4, 23, 27].
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En este capitulo se seguira el método usual de abordar la solucion a las ecuaciones de movi-
miento (3-45) y (3-46); que consiste en un método analitico, fundamentado en una expansién
perturbativa de los campos en cuestién. Esta técnica desarrollada en [10] y abordada por
diversos expertos en el tema [4, 13, 23|, sera expuesta en estd seccion, de tal forma que se
haran explicitas las expresiones para determinar el espectro de potencias a primer y segundo
orden.

4.1. Soluciones generales

Con las ecuaciones de movimiento para el fluido de materia oscura, se direcciona el trabajo
a encontrar soluciones de forma perturbativa, como son abordadas por [10, 16] y referentes
para varios autores en la teoria de perturbaciones cosmolégicas. De manera que, retomando
las ecuaciones (3-39), las soluciones perturbativas para los campos en cuestién son

g(k, T) = Sl(k, T) + SZ(k,T) + 53(k, T)+ -,
O(k,7) =0'(k,7) + 0%k, 7)+ Pk, 7))+,

que al mantener, por el momento, los términos a primer orden en (3-45) y (3-46), se tienen
asociadas las ecuaciones en el espacio de Fourier

%S(k, T) + QN(k, 7) =0,
a%é(k, )+ H(T)0(k, T) + gHQ(T)Qm(T)S(k, T) =0,

de donde, si 0(k, T) = —agg(k, T) es posible establecer que
T

0* - J + 3.9 < B
Wé(k’ T) + H(T)E5(k, T) — 57—[ (T)Qn(1)o(k, 7) = 0, (4-1)

d
ecuacién similar a la encontrada en (3-26). Identificando H(7) = = logR = H(t)R(t) y la
T

evolucién del factor de escala viene dada por la expresién[12]

dR1® 1 1 2
{E} = H? [Qm,om + QT,ORQ—@ + QR () +1 — (Qm,o + Qo + QA,O)] ;o (4-2)
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es posible determinar la equivalencia H(7) = 277!, para un universo tipo Einstein-De Sitter.
Al ser aplicado éste resultado en la ecuacién (4-1), se obtienen las soluciones para el régimen
lineal (ver Anexo D.2)

Sl(k, 7) = R(7), él(k, T) = —R(T)H(7). (4-3)

De manera que, considerando la expansién perturbativa alrededor de estas soluciones lineales
[16], se escribe

=Y R(r)5"(k), (4-4)
O(k,7) = —H(7)> R"(7)0"(k), (4-5)

que al considerar un valor para R(7) — 0, claramente se aprecia que las series estan domi-
nadas por el primer término; es decir, d(k,7) = R*(1)6 (k) v O(k,7) = —H (1) R (1)0" (k).
Al ser utilizadas estas soluciones a los campos en la ecuacion de continuidad para el régimen
lineal, se pueden determinar las equivalencias

5. )
5-0(k,7) = —0(k, 7),
5y [RD80] = = [ R (7)6" ()]
OR'() OR!(r) R()

61
or (k) = or  RY(1)
0! (k) = 0'(k),
estableciendo que el campo de densidad de energia caracteriza las fluctuaciones lineales al
igual que la divergencia del campo. Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento (3-45) y

(3-46), al poseer la solucién a los campos 0" (k) y 0"(k), a todos los ordenes, respecto a las
fluctuaciones lineales, pueden reescribirse, para n > 2 como (ver Anexo D.3)

né"(k) — 0" (k) = A"(k), (4-6)
[1+2n] 0"k — 36" (k) = B"(k), (4-7)

en donde se han tomado las definiciones para

A™(k) = /k /k &’k d’ky6” (k — ky — ko) o (ky, ky) nzlém(kl)enm(kQ), (4-8)

n—1

//d3 kid’kad” (k — ki — ko) 28 (ki,ka) Y 0™ (k)0 " (ks). (4-9)
ko J kg

m=1
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Resolviendo el sistema de ecuaciones algebraicas (4-6) y (4-7) para 6" (k) y 0™ (k) multipli-
cando la ecuacién (4-7) por n 'y (4-6) por 3, con la intencién de eliminar 6" (k), se obtiene

n [l + 2n] 0"(k) — 30" (k) = nB" (k) + 34" (k),

[2n* +n — 3] 6"(k) = nB"(k) + 34" (k),
nB"(k) + 3A"(k) nB"(k) + 34"(k)

0" (k) = m2+n—-3  (2n+3)(n—-1)"

(4-10)

y para el campo §"(k), de la ecuacién (4-6), utilizando (4-10)

AM(k) +0"(k)  A"(Kk)[2n* +n — 3] +nB"(k) + 3A"(k)

n B n(2n +3)(n—1) ’

(2n + 1)A™(K) + B"(k)
(2n+3)(n—1)

De manera que la solucién general, a los campos en cuestion, puede ser escrita por medio de

5 (k) =

(k) = (4-11)

las relaciones, respectivamente para (4-11) y (4-10), como

(2n+1)
(2n+3)(n—1

§"(k) = /k /k &’k d’ky6” (k — k; — ko) kl,k2 10" (k)

3 ||MH

-1

+(2n+3 (n—1 //d3k1d3k 07 (k — ki —kg) 25 (k1, ko) > 0™(k1)0" " (ky),
— 1) JkoJi,

=1

3

reescribiéndose de la forma

1 enm

3 3 D m
/1<1/1<2d 1 dPkad” (k — ki — ko) {Z e 1)[a(1+2n)5 (k1)

+ 2597”(1{1)} } (4-12)

Y para la divergencia del campo

n—1

//d3k1d3k25D (k — ki — ko) 26 (ky, ko) Zem )0" " (ko)
ko Jkq

m=1

0" (k) =

(2n—|—3

3

por lo tanto,

1 enm

3 3 D o m
/kl/bdkdké (k — k; — k) {ZQ 3 1>[2nﬁ8 (k1)

+ 3a5m(k1)} } (4-13)
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Que al ser expandidas para todo n > 2, se pueden escribir a través de funciones de grado
cero, con dependencia de los vectores de onda {qy, ...,q,} (ver Anexo D.4, para ver detalles
de equivalencia entre las ecuaciones (4-12) a (4-17), por lo menos para uno de los casos de
interés n = 2), estas funciones son':

n—1
ql)' aqm)
F.(a1, ., qn 142 ki, ko) Forn(Qint1s s An
(a1, An) m§:1 201 3) n_l){( + 2n)a(ky, ko) From (A1, - An)
+ 26(1{17 kQ)Gn—m(qm-l—lu ceey qn):| ) (4_14>
y la relacién para
= Gm(as, - Am)
Gol(d1, -y O Ej 2 2 30 (ky, Ka) Fy o (Gt - G
(s - dn) m:1 (2n + 3) n—l){(ﬂ 1, ko) (Qm+1 an)

+ 2”6(k17 k2)Gn—m(qm+17 sy qn):| ) (4_15)

donde ki =qi+ -+ Qm, ks = Qg1 + -+, k = ki + ko, y [y = Gy = 12, Asi, las
ecuaciones (4-12) y (4-13), pueden ser escritas como

= /d3q1 - /d3qn5D(k — a1 — = dn) Fu(drs oy )0 (A1) - M (an),  (4-16)
= /d3q1 e /d3qn5D(k —q1 — - — q,)Gr(qy, .., qn)dl(ql) . -51(qn). (4-17)

Ahora haciendo uso de la simetrizacion de las funciones F,, y G,, con el objetivo de permitir
todas las posibles permutaciones entre los vectores de onda, se escribe[23]

1

Fés)((h, e Cn) = EZFn |:q7r(1)7 -'-7q7'r(n)] ) (4-18)
1

G7(18) (q17 ceey qn) = EZGn [Qw(l), ceey qﬂ(n)} y (4—19)

con 7 = {1,2,...,n}. En el caso particular, tomando el segundo orden (n = 2) para las
)

ecuaciones descrltas en este capitulo, se puede establecer para el niicleo F,” ) la forma®

1
F (a1, q0) = 2,2F2 (Ar(1), Ur(2)) = 3 [FS (a1, a2) + Fa (a2, q1)] (4-20)

'Revisar [10, 16] para precisar detalles sobre la construccién de las expresiones (4-16) y (4-17).

2Para conocer algunas propiedades de estas funciones ver [4] y para profundizar [19)].

3Es importante reconocer la fisica que hay en cada uno de estos nicleos asociando respectivamente de
izquierda a derecha la contribucién de monopolo, dipolo y cuadrupolo para la ecuacién (4-21).
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y con ayuda de las definiciones para « y 3, dadas en el final del capitulo 3 (Ver Anexo D.4),

1 1 a1 g2 a1 + g (a1 - q2)
2 %) 7[ @+ 24] 7 { ( g ) " 24343 ’
1 + Qo) (q -
Fo(qo, qu) = [50[_’_25} [5 (1+ Q1 Q2) +2|Q1 @|” (a1 012)] ’
7 Ch 2%92
que al ser sustituidas en (4-20), se obtienen las siguientes lineas de algebra
s L5 Sai- 1|Q1+Q2| (Q1'Q2) 51 - d2
B (anae) = 5 |22 + oo + 22 + ,
> (@ q2) 207 7T ¢ 7 44 T o4
§+ 5 q1 Qs 1|Q1+QQ|2(Q1 q2) +3Q1'Q2
T4 ¢ T g5 4 ¢ 7
5 5 5 1 : : +
_ 2 2 2‘12 +_Q1 92 +_(Q1 Q2)Q12 2(Q1 q2)
14 g 14 91 7 41493
L2 1(q - Q2)QQ ((h +qs)
7 CI1(12 ’
(s) 5 lai-drpoy o 2(qi @)
EFy7(a, qo +3 G +a|+ o 4-21
(@) =7+ 57 it e] 7 aid5 2
Y de la misma forma para
Gé ((117 Q2 Q'ZGQ Ar(1), qw(2)) [G2 (Q17 Q2) + G (CI2; Q1>] ) (4‘22>

junto a las definiciones para a y 3, nuevamente,

1 1 + o2 .
Golar, q2) = _[3a+4m _ 1 [3 <1+ a1 Q2) _'_4\(11 Q| (1 Q2)] ’
7 7 % 247 g3
1 1 qi - 92 a1 + @ (a1 - a2)
GQQZan :_3a+4ﬁ :_|:3<1+ )+4 )
() = 7 I=3 qi 24743
al ser reemplazadas en (4-22), se desarrollan las siguientes lineas de algebra
1 3ai-q2 | 4lai+ e’ (qu-ad2) | 3ai-qe
G( qla q2 =3 |:2 + = - + = )
2 TG T G T 4
3 3 2|aq1 + q2f* (qu - 3q-
242 di - Q2 +_\Q1 Q2’2 goh Q) i o Q1 2(12’
T4 g 7 a149; 14 ¢
3 3 3 2 . . +
_ 2 o q 2012 i 0 q1-Q2 4 _(0h Q2)Q12 2(011 q2)
T4 g 14 g 7 414>
42 2 (q Q2)Q2 ((h + q2)
7 0 q3 7
s 3, ldi-q 4 (q - Q2)2
G()q,q =4z q2_|_q2 IR S A 4-23
2 () =5+ 5 e e+ 77 “23)

Con las funciones propuestas en (4-21) y (4-23), es posible encontrar soluciones a las inte-
grales (4-16) y (4-17) a segundo orden.
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4.2. Espectro de potencias a segundo orden

Considerando el universo como un conjunto estadistico, en donde se asume la hipdtesis
ergddical20]: como la parte observable de éste, existen muchas otras independientes. Asi, las
fluctuaciones en los campos de densidad de materia y velocidades peculiares, y en general
cualquier otro campo, pueden ser abordadas por medio de campos aleatorios estadisticamente
homogéneos e isotrépicos; es decir, si el conjunto de puntos de la funcién de distribucion de
probabilidad permanecen invariantes bajo una traslacién y rotacion, respectivamente, de
coordenadas en el espacio[4]. Por lo tanto, el espectro de potencias, para el campo 0(x, 7)
esta definido como el conjunto promedio del producto escalar de dos variables aleatorias, del
campo de densidad de materia en dos ubicaciones diferentes, de manera que la funcién de
correlacion entre dos puntos se definird como

<6(x, T)0(x +r, 7')> =¢(r), (4-24)

la cual es dependiente inicamente de la norma de r, en virtud de la homogeneidad e isotropia.
Recordando el par de ecuaciones (D-1), encontradas en el anexo D, la funcién de correlacion
de dos puntos, con X’ = x +r, en el espacio de Fourier sera calculada de la forma

<5(k1,7)(5(k2,7)> - < / (g;’)‘ge—ikr%(x, 7) / é:/ge_ik?x"s(xlﬁ)>’
([ e ses)
<// d3x d3 _Zkl.xe—z‘kz-(xﬁ)g(x,7)5(x+r,r)>,
// d3x d3 (k1+k2).x—ik2-r<(5(x7 7)5(X+r,7)>,

utilizando (4-24), el teorema de Fubini y la representacién delta de Dirac en el espacio de

d3x d3 —ikor
// —i(ki1+k2) ko f('l"),

= [ / e e

Fourier, se establece

— (SD(kl + kz)/ (57:)'3 €_ik2'rf(7”),
<5(k1,r)6(k2, 7)> = 0P (k; + ko) P(ky), con P(k) := / (;i:;ge_ik'rg(r), (4-25)

definido como el espectro de potencias en densidad. Por lo tanto, para determinar este
espectro a cualquier orden, sera necesario utilizar las relaciones de recursion encontradas en
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(4-14) y (4-15). De manera que, empleando la solucién en el régimen lineal (4-4), se tiene

<6(k1, o(ky, 7 > <ZR” )6™ (k1) ZR” )6" (k2) >
= R*(1)(6"(k1)8" (ko)) + R*(7 [<51 (k1)6%(ka)) + (6° (k) 51(k2)>}
+ RY(r {<51 (k1)0% (ko)) + (6°(k1)0% (ko)) + (6° (ki) 61(k2)>}
+ R(7 [<51 (k1)0* (ko)) + (0%(k1)6° (ko)) + (6° (k1) 52(k2)>} S
<(5(k1,7')(5(k2,7')> (7)(0" (k1)8" (ko)) + R*(7 {(51 (k1)0° (ko)) + (6°(k1)0°(k2))
+ <(53(k1)61(k2)>1 + R%(1)0 [6°(k)]
asumiendo que en general (6™ (k)6" "™ (k') = Py - (k)67 (k+k'), se consideran inicamente

las contribuciones a cuarto orden en el campo de densidad y segundo orden en el espectro
de potencias, asi empleando (4-25) sobre el miembro izquierdo

5D(k1 + kg)P(ng) RQ(T)PLl(kQ)(SD(kl + kg) + R4(7') |:P272(k2> + 2P173(/€2)] 5D(k1 + kg),
P(k) = R*(1)Pia(k) + R (1) [Pan(k) + 2Py 5(k)],

P(k) = R*(1) Py, (k) + R (1) P (k), (4-26)

con Pj;(k) como el espectro de potencias en el régimen lineal, proporcionado por para-

digmas inflacionarios y que para el fin de este trabajo se empleard como se establece en
3, 13] y Py(k) = Pyo(k) + 2P 3(k), que corresponde a la contribucién a segundo orden al
espectro de potencias, también conocida en teoria cudntica de campos como correccién a un
loop[22, 23, 25], representada en la Figura 4-1.

Figura 4-1.: Correccién a un Loop. Imagen tomada de [23].

En consecuencia, para poder determinar el espectro de potencias a segundo orden se esta-
blecen las expresiones para Py(k), (ver Anexo D.5)

Poa(k) = 2 / PaPuy(@)Pra(k — a) [F(a.k — q)]’, (4-27)

2P 3(k) = 6P1,1(k)/d3qP1,1(Q)F:§S)(Qa —q, k). (4-28)
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En donde se ha utilizado una técnica traida de la teoria cuantica de campos conocida como
el teorema de Wick[4], para poder evaluar la funcién de correlacién de cuatro puntos del
campo de densidad, en el régimen lineal, en cada una de las ultimas dos ecuaciones (4-27) y
(4-28). De manera que, la forma funcional del espectro de potencias a segundo orden serd

PAR) = APa) + RY0) |2 [ @aPsaPuallic - al) [F(ak - )]

#6P ) [Paru@F @ —a k)} - (129)

ecuacion que para los fines del trabajo sera objetivo a resolver con la técnica empleada por
[10, 13, 16]*. Asi, reescribiendo las integrales en coordenadas esféricas (¢, 0, ¢) (Figura 4-2),
en donde q = (q1, ¢2, q3) = (gsiné cos p, gsin O sin @, g cos §), con € entendido como el angulo
polar y ¢ como el angulo azimutal. Para el elemento de volumen en las coordenadas ¢, se

tiene una representacién en coordenadas esféricas de la forma®

ds
A
(4,6, 0)

> >

4

Figura 4-2.: Representacion en coordenadas esféricas.

a8 s v~ i o

/d3q = (271?)2//q2dqd(cos 9), (4-30)

de manera que para la contribucién Pss(k), se tiene la integral (Ver Anexo D.6),

3r+ Tx — 10rz?)?
(1472 —2rx)?

k’3 oo pl
PQ,Q(k) = W/O /1dT‘d$P171(kT>P171 [k(l + 7“2 — 27‘1‘)1/2} ( s (4—31)

4Para el desarrollo de estas integrales se han empleado diversos métodos, tanto analiticos como numéricos,
ver por ejemplo[22, 23, 25, 27].

5Observe que el vector de onda k se ha alineado con uno de los ejes coordenados en el espacio de las q por
simplicidad, para efectos del calculo y reescritura de las integrales.
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y para la contribucién P 3(k) (Ver Anexo D.6),

2P 5(k) 7r)2P1,1(l<:) / drPy(kr) {ﬁ — 158 4 1007 — 427
0

T 252(2

3 1
(2 = 1)*(7r* +2)In | T

=

} . (4-32)

-

que coinciden con el método desarrollado por Goroff y Makino [10, 16] y corresponden al
objetivo central de este trabajo, tanto en su construccién matematica como en su compa-
racion, con el régimen lineal, y reconstruccion del espectro de potencias en un régimen no
lineal o correccién a un loop®. Se observa directamente de las ecuaciones (4-31) y (4-32) la
dependencia de estas contribuciones de la funcién P ;(k)7, ecuacién (4-33), cuya estructura
general es[3, 13]®

P(k,7) = [D*(7)*Py(k) = A[D* ()K" T*(k),

1 + 9.36k)

1 B 2
Pi(k) = Ak n S 30n [1+15.6k + (64.4k)* + (21.8k)* + (26.8k)*] Y (4033

aqui se ha tomado el resultado obtenido en el capitulo 3, respecto a la normalizacion del
factor de crecimiento D) (z) = 1, recuperado del régimen lineal para la época actual, como

Espectro de Potencias a Primer Orden

logao[P(K)] (Mpc?)

-2 -1 0 1
logag(k) (Mpc™1)

Figura 4-3.: Espectro de potencias a primer orden para z = 0.

indice espectral n, = 1, esto es lo que se conoce en la literatura como el espectro de poten-
cias de Harrison-Zeldovich y finalmente T'(k) llamada funcién de transferencia que describe

5Un procedimiento andlogo se puede efectuar para el campo de velocidades peculiares[8].

"Esta deriva de la evolucién lineal de las fluctuaciones en el campo de densidad a través de la época de
radiacién y su posterior desacople con la materia[4].

8Modernamente son empleados cédigos Boltzmann como por ejemplo los desarrollados por CAMB o CLASS
para obtener este tipo de funciones.
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la evolucion de las perturbaciones en el campo de densidad hasta el dominio de materia.
Ademsds se toman los valores de A = 2.19 x 10* Mpc* conocida como amplitud de campo
primordial y se asumen los parametros €2, = 1, (modelo de universo tipo Einstein-De Sitter),
Hy = 70.0 km-s~'-Mpc~! (constante de Hubble-Lemaitre) y og = 1 (amplitud del espectro
de potencias), como pardmetro de suma importancia en el crecimiento de las fluctuaciones
en el universo temprano. En la figura 4-3, se presenta un grafico del espectro de potencias
lineal®, ecuacién (4-33), en escala logo-logio para la época actual en z = 0.

Espectro de Potencias a Primer Orden y Contribucion P;, 5(k)
3 7

P
=

I [
2200

1
|
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1
1
1
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'
|
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1
1
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logyg[P(K)] (Mpc?)
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|
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logia(k) (Mpc1)

(a) EP a primer orden y contribucién Ps 2(k).

Espectro de Potencias a Primer Orden y Contribucion Py (k)

logyg[P(K)] (Mpc?)

1
: :
. .
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0
logia(k) (Mpc1)

(b) EP a primer orden y contribucién |P; 3(k)|.
Figura 4-4.: Espectro de potencias lineal y contribuciones P s(k) y Py 3(k) en z = 0.

Ahora, identificando cada contribucién en Py (k), ecuacién (4-26), y representandola junto al

9Recuerde que el espectro de potencias se define como la transformada de Fourier de la funcién de correlacién
y permite determinar la distribucién de potencia de una senal en un intervalo de frecuencias.
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espectro lineal P ;(k), para z = 0, se obtienen respectivamente los graficos encontrados en la
Figura 4-4, que muestran una tendencia similar para cada integral (4-31) y (4-32), pero con
una contribucién mucho mayor, al espectro de potencias, de la componente P (k) que la
componente, casi nula, de P 3(k) para un intervalo dado de nimero de onda k. Estos gréfi-
cos, fueron construidos con ayuda del lenguaje de programacién Python y las rutinas para
integrales dobles encontradas en la biblioteca SciPy, especificamente con el médulo nquad,
para un intervalo de 5000 puntos en k. La gréfica en la Figura 4-5, muestra el objetivo cen-

Espectro de Potencias a Primer Orden y Segundo Orden

—— Lineal
No Lineal

logyg[P(K)] (Mpc3)

logo(k) (Mpc~1)
Figura 4-5.: Espectro de potencias no lineal P(k) en z = 0.

tral de este trabajo que consiste en determinar el espectro de potencias a segundo orden; es
decir, identificar como con las correcciones a un loop se presenta el espectro de potencias
del campo aleatorio §(x) y asi, de estd manera, cuantificar la densidad de perturbacién en
términos de una superposicion de ondas caracterizadas, cada una, con un nimero de onda
k = 2m/A. En ésta, un primer acercamiento, permite identificar que tanto el régimen lineal
como el no lineal (a segundo orden) para valores pequenos de k, aproximadamente k < 0.22
Mpc~1, representado por la recta negra vertical, coinciden. De manera que, en este intervalo
los efectos no lineales pueden ser despreciados. Y en contraste, para valores mayores a 0.22
Mpc~! los efectos no lineales comienzan a presentarse considerables.

En la Figura 4-6 se presenta la evolucién del espectro de potencias a segundo orden para dife-
rentes redshift, con valores de 0, 1,4 y 9, correspondientes a un factor de escala de 1,0.5,0.2 y
0.1 respectivamente. Es de especial importancia, apreciar que independiente de la ubicacién
en términos de su valor en z, tanto el régimen lineal como el no lineal son practicamente
indistinguibles para ciertos intervalos en k, como se puede identificar en este conjunto de
cuatro graficas, desde aqui puede obsérvese que la tendencia en la contribucién no lineal se
mantiene para diferentes valores en redshift. En contraste, es preciso identificar el rango de
k para determinar el intervalo en el que los efectos no lineales son considerables; de manera
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Espectro de Potencias a Primer Orden y Segundo Orden 5 Espectro de Potencias a Primer Orden y Segundo Orden

— Llnealz=1
No Lineal z=1

— Llnealz=0
No Linealz=0

T
1
1
|
'

4

logyglP(K)] (Mpc?)
log1olP(K)] (Mpe?)

logo(k) (Mpc1) logyo(k) (Mpc1)
(a) z =0, Lineal k < 0.224 (linea purpura). (b) z =1, Lineal & < 0.575 (linea amarilla).
Espectro de Potencias a Primer Orden y Segundo Orden 5 Espectro de Potencias a Primer Orden y Segundo Orden

—— Llnealz=9
No Lineal z=9

— Llineal z=4
No Lineal z=4

log1[P(K)] (Mpc?)
logolPk)] (Mpc?)

logglk) (Mpc1) logqg(k) (Mpc—1)

(¢) z =4, Lineal k < 1.38 (linea rosada). (d) z =9, Lineal k& < 3.01 (linea verde).

Figura 4-6.: Espectro lineal y no lineal para algunos valores en z.

que, visualizando la Figura 4-6, se asocia que los efectos no lineales, por lo menos a segundo
orden, se desplazan a medida que tomamos valores cada vez mas cercanos a la unidad en el
factor de escala. En este sentido, si se efectia una lectura de los gréficos de (d) a (a), en la
Figura 4-5, cuando se observa mas lejos, los efectos de la dindmica no lineal no son conside-
rables o apreciables por estd teoria a un loop. Esto coincide con algo que se esperaba, dado
que las consecuencias perturbativas, no son significativas a medida que k se desplaza hacia
valores mayores, pues el cambio fraccional en la densidad de materia es menor o igual a 1,
dp/p < 1,y los efectos de la dindmica no lineal serian despreciables comparados con el régi-
men lineal[13, 20]. En esta instancia, ademas, se ha querido evaluar las integrales numéricas
tomando un intervalo de 20000 puntos en k con la intencion de identificar que el espectro de
potencias tiene un comportamiento decreciente para valores mayores en k, acompanado esto
con una magnitud mayor para el espectro de potencias, respecto al espectro lineal, como se
identifica claramente en la Figura 4-7.
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Espectro de Potencias a Segundo Orden z= 0.

logya[P(K)] (Mpc3)

logig(k) (Mpc™1)

Figura 4-7.: Espectro de potencias no lineal P(k) en z = 0.

Al considerar unicamente las contribuciones a segundo orden P 5(k) y P 3(k) representadas
en la Figura 4-8, puede apreciarse, que la contribucion dominante viene dada por la integral
(4-31), pues la integral (4-32) proporciona valores en P»(k) que se encuentran en un orden
de magnitud entre 107% y 1072 en sus valores numéricos Figura 4-8 (b).

Contribucién P, 5(k) Contribucion Py, 3(k)
: : ‘ 0.0000 - ‘ : |

1.2 -

104 -0.0002

0.8 1 —0.0004

0.6
—0.0006 -

P(k) (Mpc3)

0.4
—0.0008
0.2 1

—0.0010 -
0.0

k (Mpc~1) k (Mpc1)

(a) Contribucién P (k) con z = 0. (b) Contribucién P; 3(k) con z = 0.
Figura 4-8.: Contribucion P (k) y Py s(k).

Adicionalmente, es posible identificar que al considerar solamente la contribuciéon a un loop
Py(k), ecuacién (4-26), identificada por las cruces y puntos rojos, en la Figura 4-9, tiende
a cero a medida que el nimero de onda crece, lo cual también justifica lo discutido en el
parrafo anterior y nuevamente se evidencia un problema para esté teoria. Como aspecto final,
la Figura 4-10 muestra un compendio de la construccién del espectro a segundo orden para
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Contribucion al Espectro de Potencias P, (k) + 2Py 3(k) Contribucion al Espectro de Potencias Py, »(k) + 2Py 3(k)
— Paath] ‘ | § § i i § f i |
— LK) e " ! ™ domoooo S [— I |
— J2PL3(k)] ‘ i i ‘ ‘ . |
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log1o(k) (Mpc™) k(Mpc~1)
(a) Contribucién Pso(k) v P1,3(k) con z = 0. (b) Contribucién P 2(k) y P13(k) con z = 0.

Figura 4-9.: Contribucién al espectro de potencias a un loop P (k) = Py2(k) + 2P, 5(k).

Espectro de Potencias a Segundo Orden
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logyg (k) (Mpch)

Figura 4-10.: Espectro de potencias no lineal P(k) en z=0,1,4y 9.

diferentes valores en z y como es posible discernir, independiente del valor en este parametro,
la tendencia del espectro de potencias es la misma, indicando que la correlaciéon que existe
en el espacio para la formacién de grandes estructuras obedece al principio cosmolégico, por
lo menos para el paradigma ACDM.



5. Materia Barionica en la Teoria
Euleriana de Perturbaciones

En este capitulo final, el propdsito consiste en escribir las ecuaciones de movimiento para
un fluido de varias especies, en especial de materia oscura fria (CDM) y materia bariénica
(B), escribiéndolas tanto en el espacio real como en el espacio de Fourier. De manera que,
se pueda abrir un espacio de discusion y andlisis, con respecto a la estructura matematica y
contenido fisico de las ecuaciones de movimiento a lo largo de todo el capitulo, cuando se es
incluida materia bariénica para comprender la formacién de estructura a gran escala.

5.1. Ecuaciones de movimiento para CDM y Bariones

Uno de los objetivos principales de este trabajo fue encontrar soluciones perturbativas a
la densidad de contraste §(x,7), para un fluido de materia oscura, en donde el gradiente
de presion fue despreciado. Ahora, se construird este mismo conjunto de ecuaciones, de
forma simultanea, para un fluido de materia bariénica en donde el gradiente de presién
es considerado. De manera que, ésta sera la unica diferencia fisica entre estos dos fluidos
que evolucionan a pequenas escalas, bajo las mismas condiciones iniciales, ya sea como un
sistema tinico o como un fluido de dos componentes[27]. Utilizando nuevamente la estructura
desarrollada en la seccion 3.2, es posible plantear las ecuaciones de continuidad para un fluido
de CDM y materia baridnica, respectivamente

0
E [5CDM (X7 T)] + Vi - |: [1 + dcom (Xv 7—)} uCDM(X7 7—)} =0, (5‘1)
% [05(x,7)] + Vx - {[1 + 9s(x, 7)| up(x, T)} =0, (5-2)
y las ecuaciones de Fuler, para materia oscura
0
EUCDM@Q T) + H(T)uCDM(X7 T) + [uCDM <X7 T) : vx} Ucpm (X7 T) = _vxq)PEm (5‘3)
y materia bariénica
0 V., - ,
a—uB(x, ) + H(T)ug(x,7) + [us(x,7) - V Jus(x,7) = =V, Pppp — M. (5-4)
T ps(x,7)

En donde la ecuacién (5-3) esté caracterizada, a diferencia de (5-4), por considerar el tensor
de esfuerzos y deformaciones aproximadamente nulo, es decir o(x,7) ~ 0.
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Siguiendo a [4, 14], los efectos de presién, incluidos en la ecuacién de Euler para el fluido de

materia barionica, pueden ser incluidos via el tensor de esfuerzos para un fluido newtoniano
2

oij = —Poi; +n | Viu; + Vju;, — gaijv -u| +£0;;V -u, en virtud del limite establecido en la

secciéon 3.1., con i y € conocidas como primera y segunda viscosidad respectivamente. Con-
siderando estas viscosidades nulas y asumiendo una ecuacién barotrépica P(p), es plausible
establecer para el segundo término del miembro derecho de la ecuacién (5-4), las siguientes

lineas
Vi o(x,7) V;[—P(p)d] 1 9, 1 0
- _ ~_P(p)§yj = ——————P
ps(x,T) ps(x,T) ps(x, T) 0! (P)2% pu(x, T) Oz 2

1 9Pdpy  CXx,7)0ps _ C2(x,7) O [
T T N0 00 pur) 97 pulox,r) 0 [P 06l T
_ Gl Ipu(r) 0 Cx,p(r) 0

B pe(x,7)  Oxd (3, 7) = D (T) [1+ 05(x, 7)] O

Vi-o(x,7)  C2x,7)Vids(x,7)
ps(x,7) 1+ 0g(x,7)

(5]3(1']', 7-)7

de manera que , por lo tanto la ecuacién (5-4) toma la

forma
C?(x,7)VxIs(x,T)
1+ 0s(x,7)

%UB(X’ T)+H(T)us(x, 7)+ [us(x,7)-V, ]us(x,7) = =V Pppr+ . (5-5)
Es importante resaltar que esta ecuacion viene acompanada de un aspecto fisico de relevancia,
ya que para la especie de fluido que se quiera trabajar, se puede asumir que la variacion de
la presion respecto a la densidad de energia, corresponde a la velocidad efectiva del fluido
en un proceso adiabatico[l]. Y junto a la ecuacién de Poisson, para el potencial perturbador
debido a estd combinacién de fluidos

VECDPER(X’ T) = 47GR? <t> Pepm (T)(SCDM (X’ T) + IBB(T)(SB (X’ T) )

3 6
V2®ppr(x,7) = 57—[2(7)5()(, T) = —6(x,7), (5-6)

T
en donde se ha utilizado nuevamente el pardmetro adimensional €2,,(7) y se ha definido la
densidad de contraste para estd mezcla de fluidos como 0(x,7) = fepmOeom(X, 7) + fais(X, 7)

QCDM — IBCDM
Qm ﬁCDM + ﬁB

27, 24]. Reescribiendo las ecuaciones de continuidad (ecuaciones

y la fraccion de materia bariéni-

con la fraccién de materia oscura fopy =

£y P

cafg= — = —>—
T QDo Py

equivalentes a 3-42)

%6CDM (X7 T) + GCDM(X7 T) =-V,- |:5CDM(X7 T)uCDM <X7 T):| ) (5‘7>

%@(x, )+ 0s(x,7) ==V, - {5B(x, T)ug(X, 7')} , (5-8)
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en donde se ha definido la divergencia del campo de velocidades peculiares, para cada com-
ponente del fluido, como Ocpy(x,7) = V, - Uepu(X, 7) v O5(X,7) = V, - ug(x, 7). Calculando
la divergencia para las ecuaciones de Euler

0 2 6
EQCDM(Xa T) + FQCDM(X7 T) + ﬁQm(T)(SCDM(X7 T)

=—V,- [[UCDM (x, T) : vx] Ucpu (X, 7—)} ) (5‘9)
ecuacion equivalente a la encontrada en (3-43). Y para materia bariénica

%QB(X, T)+ %93(X7 T)+ %Qm(T)(SB(X, T)=—-V,- [[uB(X, 7) - V] ug(x, 7'):|
C%(x,7)VxIs(x, T)

1+ 05(x,7)

+V,- { } . (5-10)

en donde se ha utilizado, para estas tiltimas dos expresiones la ecuacién de Poisson (5-6). Este
conjunto de ecuaciones, (5-6) a (5-10), proporcionan una generalizacién de las ecuaciones de
continuidad, de Euler y Poisson (vélida para la suma de los fluidos) y son las ecuaciones de
movimiento para el fluido mixto de materia oscura fria y bariénica que permitirian dar cuenta
de la evoluciéon tanto del campo de velocidades peculiares, caracterizado por su divergencia
y la densidad de contraste[17, 24]. Es sustancial identificar, que este grupo de ecuaciones
son altamente no lineales; representado este hecho, por medio de los términos del miembro
derecho de cada ecuacién [excepto un término incluido en el segundo término del miembro
derecho de la ecuacién (5-10)] y por lo tanto, la presencia de ellos desprende una complejidad
enorme para suministrar soluciones de caracter analitico y numérico.

Si se asume que la velocidad del sonido es homogénea, respecto a las coordenadas comoviles,
es decir, que depende tnicamente del tiempo conforme, la ecuacién de Euler para el fluido
de materia barionica toma la forma

6

%QB(X, T) + gﬁB(x, T) + ﬁQm(T)&g(X, 7)==V, |[us(x,7) - V] us(x, 7‘):|

+ O V2 [0(x, 7)] = Vi - [0(x, T) V.0 (%, 7)] + Vi - [(8(x, 7)) *V.p(x, 7)] + (9(54)} :

Asi pues, las ecuaciones de movimiento en el espacio real para el régimen lineal, se pueden
escribir como

0
EaODM<X, T) + GCDM(X7 T) — O, (5‘11)
0
E(SB(X, T)+ 05(x,7) =0, (5-12)
0 2 6
EeCDM(X’ T)+ ;QCDM(X7 T) + ﬁQm(T)(SCDM(X, 7)=0, (5-13)
9 g 7) 4 200(x.7) + S0 (F)oa(x,7) = C2V26,(x, 7) (5-14)
GTBX’T TBX,T TQWTBX,T—SX[)Xﬂ', -
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que generan las ecuaciones diferenciales, de segundo orden, para la densidad de contraste,

0? 2 0 6

wécDM(Xa T) + ;g(scDM(X) 7_) - ﬁQm<T)5CDM<X7 7_) =0, (5"15>
T e 4 2 L ) - S0 (M) = ~ OV 7).  (5-16)
aTzBX,T TaTBX,T 7'2 m\T BX,T = s be,T. -

Observe que la ecuacién (5-15) fue aquella que se resolvié en la seccién 3.2.1 con la ayuda
de herramientas béasicas de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para la ecuacion
(5-16) el escenario no es tan simple ya que representa una ecuacién diferencial parcial para
el campo d(x,7) y el mismo método empleado en la ecuacién para materia oscura no podria
ser empleado de forma andloga, por lo tanto es mas practico llevar este grupo de ecuaciones
al espacio de Fourier.

5.2. Ecuaciones de movimiento en el espacio de Fourier

La representacion en el espacio de Fourier para las ecuaciones (5-7) y (5-9) serfan exactamente
iguales a las ecuaciones (3-45) y (3-46) demostradas en el anexo D.1.

O - -
E(SCDM(ku T) + HCDM(kv T)

S / / Phod’ky 67 (k — kg — ko) a(ky, ko) depu (K1, 7)0epn (Ko, 7),  (5-17)
ki J ko

con la funcién a(ky, ko) =1+ (ky - ko) /k3. Y
o - _ B

3
EQCDM(k, 7) + H(T)0com(k, 7) + §H2(T)Qm(7')§CDM(k, )

_ / / Pod®ky 5 (K — Ky — ko) B(K1, ko)t (K1, 7) oo (Ko, 7), (5-18)
ki J ko

con la funcién B(ky, ko) = |ki + ko|? (k; - ko) /2k?k3. Para el caso de los bariones, tenemos un
procedimiento analogo con una pequenas diferencia sobre el término que incluye los efectos
de presién, como se muestra a continuacién: (1) la representacion de la ecuacién (5-8) es

o - 3
EéB(k’ T) + 0s(k, 7)

= —/ / Phod®ky 67 (k — kg — ko) ov(ky, k) ds(ky, 7)05 (ko 7), (5-19)
ki1 J ko

idéntica a (5-17) y (2) la representacién de la ecuacion (5-10) es andloga a la de la ecuacion
(5-18), a diferencia del ultimo término,

%éB(k, )+ H(1)0s(k, T) + g'HQ(T)Qm(T)SB(k, T)

- _/ / Phod®k1 67 (k — kg — ko) B(ky, ko)0s(ky, 7)0s (ko 7) + F{H(x,7)}, (5-20)
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con F{H (x,7)}, para una teoria a segundo orden, como

e

F{H(x,71)} = ]—"{Vx- {
F{H(x,7)} = —C?k? [S(k, T) — /k /k Phod®ky 67 (k — kg — ky)dp(ky, 7)05(ks, 7)

De manera que la ecuacion (5-20), para una expansion a segundo orden en la transformada
de Fourier para el término que vincula los efectos de presion, toma la forma

& 0, 7) 4 a0 )+ SH() 0 (7)50 (K, )

— —/ / Phod’k1 67 (k — kg — ko) (ky, ko)0s(ky, 7)05 (ko, 7)
ki J ko
— C%k? [SB(k, T) — %/ / dPkod®’k 07 (k — k; — ko )ks - (k; + ko)
k1 k2
b k1, 7)bs ko, 7)] - (5-21)

en donde las expresiones encontradas en el paréntesis [-- -], corresponden a los efectos de
presion asociados a la materia barionica.



6. Conclusiones y Perspectivas

La motivacién principal de este trabajo siempre estuvo ligada a perseguir, resaltar, valorar,
comprender y sobre todo abrir caminos que permitan describir de forma clara del gran
trabajo analitico y semianalitico, realizado por varios investigadores de primer nivel[l, 10,
11, 13, 24, 25, 27], entre otros, que buscan proponer métodos para acceder a soluciones
en gran parte analiticas, respecto al calculo del espectro de potencias de materia y sus
respectivas correcciones a diferentes loops, con el objetivo de que dichas soluciones puedan
ser contrastadas con las simulaciones para N-cuerpos|9, 15] y de ésta manera aprender mucho
mas sobre la cosmologia fisica que hay de fondo en las muy elaboradas tareas computacionales
para poder responder a uno de los més importantes enigmas de la cosmologia como lo es
la formacion de las grandes estructuras en el universo. De manera tal, que la realizacién de
esta tesis permite fijar las siguientes conclusiones y perspectivas de trabajo futuro:

= A lo largo del capitulo 3 se presenté un desarrollo completo de la teoria lineal de per-
turbaciones cosmologicas a primer orden, logrando obtener de forma general, valores
para el factor de crecimiento D7 (z), presentados en la Figura 3-2 que justifican su
normalizacién a la unidad para la época actual, con valores para los pardametros cos-
moldgicos tanto en densidad de energia del vacio €2, ¢ y materia €2, acordes a los
registros proporcionados por las observaciones[27].

= Al plantearse como uno de los objetivos principales, la reconstruccion del espectro de
potencias a segundo orden, el trabajo expuesto proporciona un documento de referen-
cia sélido frente a la manipulaciéon matematica de las ecuaciones de movimiento, del
fluido de materia oscura y baridnica, escritas en términos, naturalmente, del campo
de velocidades peculiares y densidad. En consecuencia a ello, en este trabajo se logro
exponer de forma detallada la necesidad de representar éstas en un espacio de Fourier,
tarea reflejada con procedimientos ricos en matematicas explicitos en el anexo D. Vale
la penda destacar la valiosa tarea analitica, que emprendimos, para obtener la repre-
sentacién de las contribuciones a un loop, soportadas por los trabajos de [10, 13, 16],
y desarrolladas en los anexos D.5 y D.6.

= Los resultados obtenidos en el capitulo 4, con respecto a la reconstruccion del espectro
de potencias a segundo orden, en donde se utilizé el método desarrollado por[13, 16],
evidencian un esfuerzo considerable para mostrar la gran tarea, que hay de fondo,
puesto que las contribuciones a un loop son reproducidas y representadas por medio
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de integrales que en su soluciéon no implican un alto costo computacional, el desarrollo
expuesto aqui tuvo en gran medida éxito por lo siguiente:

1. El cédigo Python empleado, registrado en el anexo E, nos proporciono los datos
para reconstruir el espectro de potencias de la Figura 4-5, considerando z = 0.
Aqui, se visualiza la importancia de considerar los efectos no lineales a partir
de un valor en k > 0.22 Mpc™!, valor que se aproxima de forma considerable
al reportado en la literatura con un valor de referencia de 0.20 Mpc~! como se

presenta en [7] pag 341.

2. Las contribuciones a un loop que se obtuvieron de manera independiente, en
este trabajo para Pao(k) v P13(k) (Figura 4-4), presentan la misma tendencia a
los resultados reportados en[22; 25]. En contraste, la técnica empleada en estas
investigaciones (bastante elaboradas y robustas), en donde [22] es fundamento
de las ideas expuestas en [25], parten de generar el espectro de potencias en el
régimen lineal a partir de la expansién de éste como una superposicion de ley
de potencias [25] y que es obtenido igualmente, por medio de una trasformada
rapida de Fourier en [22]. Este es un aspecto de especial atencién para identificar
la diferencia de valores obtenidos en estos graficos, ya que en nuestro trabajo se
tomo como punto de partida el espectro lineal proporcionado en[13].

3. Por medio de las representaciones hechas en las Figuras 4-8 y 4-9 para las con-
tribuciones P 5(k) y P 3(k), se logro confirmar que la contribucién a un loop se
anula a medida que se toma un alto valor en k, ya que una contribucion se cancela
respectivamente con la otra y asi el espectro de potencias se reduce nuevamente
a su régimen lineal. En este punto se hace pertinente considerar el importante y
profundo andlisis que se debe realizar a cada contribuciéon para concluir ello no
solo por una tendencia grafica sino también por un riguroso analisis matematico
como se muestra en [16, 21].

= La construccién del espectro de potencias de materia resulta uno de los ingredientes
mas sobresalientes para abordar el problema dinamico sobre la formacién y evolucién
de las grandes estructuras en el universo. Si se visualiza el universo bajo la éptica
del modelo ACDM, suponiendo que la materia se distribuye, de forma disyunta, en
halos de materia oscura (modelo de Press & Schechter) y su distribucion espacial es
gaussiana, es posible establecer una funcién de masa para objetos colapsados de forma
jerarquica que tiene como soporte la eleccién de un espectro de potencias. De manera
que, la eleccién més empleada es tomar el espectro lineal y una eleccién mas fina
esta relacionada con la eleccion del espectro no lineal, como el espectro de potencias
a segundo orden, para un fluido de materia oscura, como el reproducido de forma
semiandlitica a lo largo de este trabajo.
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Perspectivas

= Kl trabajo realizado a lo largo de esta tesis podria, eventualmente, servir como punto
de partida para profundizar y proponer métodos cuya finalidad sea la inclusién de
materia bariénica con el firme propésito de aprender méas alrededor de la fisica con
bariones y su importancia en la formacién de estructuras a gran escala en el universo,
ya que los métodos analiticos y simulaciones con este tipo de especies no sobresalen de
manera considerable.

= El desarrollo expuesto en esta tesis, que tiene como base la teoria de perturbaciones
cosmoldgicas estandar, nos permitird abordar, técnicas mas avanzadas, como lo es
la teoria de perturbaciones para bariones en el marco de la teoria renormalizada de
perturbaciones.

= A lo largo de la tesis se abordaron herramientas que consideramos pueden extenderse
a teorfas de gravedad modificada tipo f(R).

= En el capitulo 5 se plantean las ecuaciones de movimiento generales para un fluido
mixto de materia oscura y baridnica, escribiéndolas en un espacio de Fourier a segundo
orden en el campo de densidad y dejando abierta la posibilidad de una extension del
método desarrollado aqui para el caso de materia oscura.



A. Anexo: Algunos Calculos para la
Métrica de FLRW

A.1. Conexiones de Christoffel

Dado el elemento de linea (2-1), reconociendo que L = g, 42" y utilizando las ecuaciones
de Euler-Lagrange, se pueden determinar las ecuaciones de movimiento del sistema

ds®*  [da®]’ O [drE | ,d6? d?
w = [E] — 9 9(@)+£(r) |:dt2 +7r d +T sin HW] 3
(é)2 = (x'o)2 — G’ [( ¥+ (0) + 72 sin? 0(p) } ,

en donde G(z° 1) = g(2°) + f(r). De tal forma, que para cada etiqueta, (z° r,0, ), se tiene
asociada una ecuacion de movimiento

AN

dt [029] 020 7
el [21.0] o i |:<CCO)2 _eG(x ) |:( ) +r (9)2+T281H29< )2:|:| =0
dt 0z 4 o

1 0 )
B4 0N (12 4202 + 2 sin? 0(g)] =0 (A1)

2
afoL) or
ot oxl
d 0 J r,. 20, : . .
g7 [ 2eC(® T)r} ~ 5.1 [(330)2 G(a"r) [(7“)2 +7%(0)? + r? sin? 9(90)2” =0,
P+ %f’(r)2 + ¢'i% (fE + %) [r2(9)2 + % sin? 9(@)2] =0. (A-2)
A oLy oL _,
02 ox2 7
d d 1,. 200 [/ - . .
7 —2r2eG, 7)0} ~ 52 |:<.T0)2 — dnn) [(7’)2 +7%(6) + 1 sin® 9(90)2“ =0,
6 + 276 F + f?} + ¢'i° — (sin 6 cos B)(¢)? = 0. (A-3)
r

i[aL} oL

PR
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0

dt ox3

/

2

< [-2rsin® 0" N p| — o [(i0) = e (1) 4 r2(0)% + 12 sin0(3)?] | =0,

1 .
@+ 2 [L + ;} + g% + 2(cot )6y = 0. (A-4)

Asi desde el sistema de ecuaciones de (A-1) a (A-4), se identifican los simbolos de Christoffel

no nulos de la métrica. Esto es posible ya que, por comparacién, al sustituir el lagrangiano

en las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene la ecuacion geodésica para un parametro afin,

de manera que para cada coordenada se encuentra

..0 0 pv
@+ I, at" =0,

P+ F?l(ﬂz + F82(9)2 + ng(@)g =0,
comparando con (A-1)

1 o,
F(l)l = 90 )g/

1 1
2 L Do = eyt Ty = O g sin® g,

de la misma forma para las coordenadas espaciales,
il 4T, =0,
P4 T % + Thgra® 4+ Th(0)% + Thy(9)? + Th () = 0,
1 o1 _ [ 1
Iy, =T, = 59’, ry, = —r? (5 + ;) , T3y = —r?sin® 0 (7 + ) I, = 5f’7
i 412 it =0,
0 4 12,i%0 + D270 + 12,70 + T2,0:° + T2,(¢)? = 0,

1 1 !
1ﬂ(2)2 = F%o = 59/, I, =03 = ” + %, F§3 = —sinfcos ¥,
A )

B+ Tigip + T3 + Ty00 + T + T3 7 + T8 = 0,

1 1 !
Fg3 = Fgo = 59/7 F?g = Fgl = - + ‘%, F§3 = F§2 = cot 6.

A.2. Componentes del tensor de Ricci

(A-5)

(A-6)

(A7)

(A-8)

Dado que el tensor de Ricci se define como una contraccion del tensor de Riemann, asi

Ry =T, =T 4TS =Tl = [0/l | =Ta, +T3,T, =T [Iny/=Ig]]
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3 3
con In/| —g| = ig(xo) + éf(r) + 2In(r) + In|sinf|, para la métrica. En términos de

componentes mixtas, g* R),, se tienen las siguientes componentes no nulas
R*, = g™ R, + " Ry, + g* Ray + g™ Ry,

asi utilizando las relaciones dadas de (2-3) a (2-6) y las componentes contravariantes del
tensor métrico (2-1), se obtiene

3 3

0o _ < n < \2 _
Loy 3, z0,r " /

RYy = g+ ()7 - >[f +L } (A-10)
1 3 1 3

2. 2 N2 —GEE) [ e T 2 / _

B = 2g" +5(d) (21" +1() +—2rf), (A-11)
Ly 3, —G(z Loy Lo, 3

333259 +Z(9)2—€ o ( f +Z(f)2+§f)~ (A-12)

Finalmente aplicando contraccion sobre el tensor de Ricci, se obtiene el escalar de curvatura
para la métrica que obedece al principio cosmoldgico

R=R',=R",,
R=R%+ R' + R*, + R%;,

1 :t?“ 1 ! 1 !
R=3[¢"+(¢9')?] — 2e —G( f +2f + (M. (A-13)

4

A.3. Isotropia del tensor Momento-Energia

Dada la invarianza del tensor momento-energia T, = T?, = T3, se permite encontrar la
primera integral de la funcién f(r), por lo tanto desde (2-8) y (2-9), se puede concluir:

T =T2,,
A

S
%:%%f’,

d 1 1
o In(f")]=-+ éf/’ integrando respecto a ,
r r

In(f') =1In(r) + %f +a,— f'(r) = are!™/?
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que al resolver deja la solucién general
/e_f(r)md [f(r)] = a/rdr, efectuado la sustitucién simple a u = —f(r)/2,

¢l 1 2 +
—z€° = —ar C
9 )

1
e//? = — —  definiendo la constante b = 1/,
ar
1
-]
b2
GO —. (A-14)
1— a—br2
4
Definiendo ab en términos de una dimensién inversa a la longitud, es decir, ab = —k/r2, con
k= —1,0y 1, que al sustituir en el elemento de linea (2-1), la métrica toma la forma dada

en (2-11).

A.4. Deduccion de la forma estandar de la métrica FLRW

Con el fin de presentar la métrica (2-11) en su forma tradicional, reportada en la gran mayoria
de la literatura, sigase el siguiente procedimiento algebraico. Dada la métrica

k r? 2
14—
[ *47%;]

ds? = (da°)? — 9" [dr? + 12d0? + r? sin® 0d?]

reescribiendo la métrica toma la forma ds? = (dz°)2—e9@02F(r) [dr? + r2df? + r?sin? 0dy?],

k2]
en donde se ha definido F(r) = [1 + ZT—Q} , asi
o

ds? — (d$0)2 — e9@)p2 [F(r)dTQ + F(r)rQ(dG2 + sin? Hdgoz)] .
Haciendo el cambio de variable 2 = F(r)r?, y diferenciando ésta implicitamente respecto a
r, se obtiene la relacién

dx 2xdx
20— = 2rF S dr =
xdr rE(r) + i F(r) — dr 2rF(r) + r2F'(r)’

de manera que para el término de la métrica F(r)dr?,

F(r)dr?* = F(r)

2xdx 2 B (22 /r?)4a?dx? B rida?
(r)

2rF(r) + r2F B A {TF(T) (1 n ZP;((:;)F ) riF2(r) [1 + ZZ((:))}Q
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F(r)dr? = {1 + M] B dz®.

2F (1)
Ahora, trabajando sobre la razén F'(r)/F(r), pero primero recordando que
e k2] kr
Firy=[1+-2| —Fr)=-201+-2| —
0= |1+55 n==2[+i5] 5
F’ k
como consecuencia, se obtiene para el cociente F((T)) = ——g[F(r)]l/ 2. Por lo tanto
r s
dx?

F(r)dr* =

PR
r ( kr Er2\
A L
[ 2(7"8( +4r§) )]

trabajando sobre la expresién que se encuentra dentro del cuadrado del denominador

] kr?

| r [ kr 1+k:7“2 -1 _q kr? 1 B 47"8
2\ r? 472 a 2r2 kr? kr?’
1+ — 1+ —3

4rg 4rg

212
r
y recordando que z? = r? [1 + p] , se obtiene una ecuacién de segundo grado en r, de la
o
1+ 4/1— (ka?/r3)
; de manera que, después de

kx )
forma —7r° —r 42 = 0, cuya raiz es r =

Ar?2 kx/2r}
algunos procedimientos algebraicos
k| ka?\ Jhe)|
4rg 2rg | 7o o] . ka?
2 - -2 — -T2
1— k’_r2 54 k e ka? kx "o

4rg 2rk 2 2r2

por lo tanto F'(r)dr? = dz?/[1 — (kx?/r2)]. Asi el elemento de linea, toma la forma

dz?

ds? = (dz")? — g(mo)bQ
S T

+ 2%(d#* + sin® 9dg02)} :

. ., X .
Y recurriendo a la transformacion x — r = —, en donde r puede ser entendida como una
To

coordenada adimensional, quedando la métrica como

2 _ 0\2 _ _g(29)12,.2
ds® = (dz”)° — 9" b7rg [1—kr2

dr® + r*(d6” + sin? 0d<p2)} .

Finalmente definiendo la expresiéon R(t) = eg(mo)b%g, como el factor de escala, se encuentra
la forma estandar de la métrica de Robertson-Walker, explicita en la ecuacion (2-12).
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A.5. Componentes del tensor de Riemann para la métrica
de FLRW

Considerando las componentes espaciales del tensor métrico (2-12),

R2(t .
9 = _—()27 G2 = —R2(t)7“27 Gss = —R2(t>7’2 sin? 0,

1—kr
L 9ga | Qg Ogju
27 | aut + oxi Ozt

y calculando las conexiones no nulas de Christoffel, I', =

kr 1 (1.2 (2 1
]‘—%1 = —1 — k,,,.2’ F33 - (kr 11)T S 97 F?S = Fgl — ;’
F2 = FQ = —

12 21 r?

P = (kr® = 1)r, ['2, = —sinf cosb, I3, =13, = cotd.

Asf las componentes no nulas del tensor R%,5, =1, , — I}, 5+ ngl“g“ — 051, llamado

tensor de Riemann, son:

1 _ 1 7.2 2 _ 2 722
R 991 = —R 919 = k17, R?330 = —R%303 = kr*sin“ 0,
R1331 - —R1313 = kTQ SiIl2 9 R3 _ RS o k
’ 1B1= 3 = 5,
1—Ekr
R%*151 = —R%*15 = —L R3550 = —R3993 = —k1?
1 — k2’ 232 = —Ii17923 = —KRT".

obsérvese que las componentes no nulas del tensor de Riemann todas dependen de k, asi si
éste parametro es nulo, se tiene un espacio plano (Riemann totalmente nulo). Finalmente, las
componentes del tensor de Ricci y el escalar de curvatura, para el tensor métrico de FLRW
(2-12), considerando su componente temporal y calculando las conexiones,

o _ RR Il — kr I3, = —sinf cosb,
11 — CQ(]_ _ ]{?7”2>7 11 1 — k?"Q’
[y = —r(1— kr?), R
ng = %RRT2, Fg?) = Fgo = R
¢ I, = —(1—kr¥)rsin®6,
1 _. :
0o _ 2 12 1
I3 = = RRr?sin“ 0, 1—\(2)2 _ F§0 _ E, F‘;’3 _ F§1 _——
R r
R 1
Ioy =T = R [t =T% = o I3, =T%, = cotd,
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para Ricci igual a R, = R* 0, = R%,0, + R 1y + R% 2, + R? 3., se determina

Roo = R%00 + R'o10 + R%020 + R*030,
R R R R
_ At A-1
Roo 0+R+R+R 3R’ (A-15)
Rii = Ro1 + Ry + Ry + 331317
RR 2k + R? 2k + R? B RR + 2R? + 2¢%k

i = _02(1 — kr?) +0- A(1 — kr?) B A(1 — kr?) - (1 —kr?2) 7 (A-16)

Rgy = R0 + R'912 + R%990 + 33232,
RERr? B r2(ké® + R?) Lo r2(kc® + R?) _ _T‘Q(RR +2R2 + 2]662)’ (A17)

c2 c? c? c?
Rss = R'303 + R'313 + R2303 + R%33,
_RRT2 sin” 6 7% sin’ 6(c’k + R?) _ r?sin® (Pk + R?)

Roy = —

2 c? c2 ’
RR + 2R? + 2¢%k
Rs3 = —r*sin® 0 + 5 e : (A-18)
c
Y calculando el escalar de curvatura,
R = gowRaz/ = Ryuu
= ¢"Roo + 9" Ri1 + ¢ Ras + g% Ras,
L Rl 1-k?| RR+2R*+2%k| 1 | r*(RR+2R*+ 2k
2 |"R R? (1 —kr?) R2r? c?
1 o . o, | RR+2R? + 2%
— ————5 |—r"sin"0 5 ,
r2R?sin” 0 c
6 . 9 o
R= o | RR+ R+ %] (A-19)

A.6. Manipulacion algebraica de las ecuaciones de campo

Dadas las ecuaciones de campo de Einstein en componentes mixtas (2-2), es correcto afirmar
lo siguiente

R') = g™ Ry, sip=v —= R, =R,

gul/ = ga'ugaw si nw=v— ga'ugau =4,

T, = ¢ TW, sip=v— g™, =T", =T,
de tal forma que sustituyendo sobre (2-2)

1
R— JR(4) + A(4) = 8T L R —an+ 8:_4@T7

ct
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y asi las ecuaciones de campo en componentes covariantes se reescriben de la forma

1 [ G G

R,uz/ - 5 4N + 7T:| Guv + Ag;w = _C_4T;w7

efectuando algunos renglones de algebra se obtiene

_87TG [ 1

RHV = TNV — ETg'uV:| —+ Ag/“,.

ct

Por otro lado, con el fin de reescribir el tensor momento-energia para el fluido perfecto,
considérese que la 4—velocidad del fluido en componentes covariantes y contravariantes tiene
la forma en el sistema comovil

[u,] = [¢%,0,0,0] = 26,
[u“] - [1707070} = 627

por lo cual el tensor 7}, se puede reescribir como
P
T, = (p + g> Uy, — Pgu,
oL P QL ap e
g Tau: p+g g Uauu_Pg g,
P P
™, = (P+g) u'u, — 4P = <p+c—2) A —4P=c*p—-3P=T.
Reescribiendo el término 7}, — ETgW,

1 P 1
T;w - §Tg/u/ = (P + g) UpUy — Pg,uu - 5 (CQP - 3P) Guv,

1 3
= (¢*p = P) 0,0, = PG = 560G + 5 PG,

. 1
T = 5Tgu = (0 + P)6,0) = S (*p = P)g.

A.7. Ecuacion de continuidad

Desde la ecuacion (2-22)

- P P
T =10 1% = (o g) 0 (o ) (), =0

P
Pw T 2 )

(uu”) + (p - C—IZ) [(u°) Ju” +u” (u”) ] =0,
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calculando la derivada covariante y utilizando las conexiones de Christoffel (ver Anexo A.5)

y O, o -, R
Uy = %"‘FMUA - @—i_rouuo =Ty + Ty + T53 :3}_% =34,
por lo tanto, se concluye,
0,0 Py
po(uu’) + p+c—2 w3H =0,

dp P\ _R(t)

= - )35 =0. A-20
a (’0+ c2> R(t) (A-20)

A.8. Ecuaciones de campo cosmologicas

Dividiendo la ecuacién (2-20) entre R?(¢) e identificando a p, como la densidad de materia,
radiacion y constante cosmolégica, se obtiene

8¢ 1 2k 8rG 2k
H?(t) = — —Ac? — =— i | — S
) ==r+3h— =3 (;p) R2(t)’

de tal forma, que introduciendo los pardmetros adimensionales (2-28), y la solucién (2-26),

=5 o () o () ]
2 [t foun () o () e < s ()’

HQ(t) = HQ(to) [Qmp(z + 1)3 + Qng(z + 1)4 + Qk,g(z + 1)2 + QA,O} .

En donde se ha utilizado la definiciéon de corrimiento al rojo z + 1 =

la ecuacién (2-21), multiplicando por 20 se identifica

R(t)R(1) i R(t) 1 2 AR2(t)

RQ(t) = — 302 (62p+3P)R2—(lf)+3 R2—<t)a
4nG A 4rG
— 0 p(1+3w)— 47TG:| = EVCE) sz‘(l + 3w;),
R(t)R(1) e

TOREED [pm +2pr — 2p4 ],
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y utilizando, nuevamente los pardmetros adimensionales y de desaceleracion ¢(t)

RMR(E) 1 B
TRa) —QQm(t) Q,.(t) + Qa(t),
o(t) = %[Qm(t) 120, (1) — 204 (8)].

A.9. Ecuaciones de campo cosmoldgicas en tiempo
conforme

Dadas las ecuaciones de Friedmann en sus componentes espaciales (2-20),

8@ 1 A2k G Ak
H(t)? = ——p+ -Ac* — = —[pn(t t t)| —
e introduciendo las densidades de materia en funciéon del tiempo conforme
8t
H DR (1) = = lom(0) + pr(8) + pa (O] B() = ¢,

_d dR dt 1

8rG 37—[2(7') 3H(T) 3H(T)
2, 2
7—[()——3 v Qm(T)+—87TG Q.(1) + G ——=Ou(7)| — °k,

HA (1) = HA(T)QUT) — Pk, con QT) = Qun(T) + Q.(7) + Qa(7),

A’k
1= Q(T) - H2(7')’
HA(T
k= [am) - 11757,
- _AnG 1
Y para la componente temporal R(t) = 3.2 (?p+3P)R(t) + gCZAR(t), se establece
R(t)  4rG,, 2
RO - 32 (c°p+3P) + 3Ac :
ArG
=5 |2+ 3]
ArG
=3 [om + 2pr — 2pa]
R(t) o AnG B 9
OH(r) _  4nG SH2(T) QU (T) 49 37—[2( )Q2(1) 23H2(T)QA(T)
or 3 81 81 87
oH(T) 1 5
5 = {QA(T) Q.(7) 2Qm(7') H(T).



B. Anexo: Ecuaciones hidrodinamicas a
partir de los momentos de la
ecuacion de Vlasov

B.1. Conservacion de masa y Ecuacion de continuidad

Para el desarrollo de este anexo se seguird a [5]. Integrando sobre el espacio de momentos la

ecuacion (3-14)

[ |5 P Vs - mR(t)VX@PER-va<x,p,T>] &'p =0,

Jd a—f /
9 / pf+ / [ /v, p} ROV B+ [ EpTf =0,

asumiendo que no hay ﬂuJO neto sobre la superficie de momentos, por el teorema de la

f] ( )/dgp(vxq)PER ’ vpf) =0,

divergencia, /dgp (Vpf) = ¢ d*Sf =0, se encuentra

p sup
2/d3pf(x p,7)+V -/d3p
or T x

reconociendo que V_ - p = 0, pues éstas son variables conjugadas

f _
t)f(x7p77—> _/dsme(t)vx P = 07

0 .
55 [ #p16ep. )+ 9, [@pps e pr) <o

y haciendo uso de las definiciones para el momento cero y primer momento (3-15) y (3-16),
es posible escribir la ecuacion de continuidad para este fluido de materia oscura, en el marco

comovil, de la forma

a% (x,7)+ V. - [p(X,T)u(X, 7)} —0. (B-1)

Junto con la ecuacién de continuidad para la densidad de contraste d(x,7) del fluido de

materia oscura,

0 [6(x,7)] +V, - Ul +0(x, 7)]u(x, 7'):| = 0. (B-2)

T
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B.2. Ecuacion de Euler

Para obtener la conservacién de momentum, inicialmente se multiplica por el cociente entre
el momentum p; y mR(t), la ecuacién (3-14) e integrando, nuevamente, en el espacio de

momentos,

of i PDi A .
/ {87 mR(t) * m?R2(t) Vo = () V, Prin Vof|d’p =0,

oo |G| s [an| P ] - [ 009 0 sl =0, ()

Analizando término a término estd ecuacién, para la primera integral, se determina (por

medio de la regla del producto)
of | _pi 0 fpz / 9 pz
3.1 9] -2 [ #p
/d P L?T] mR(t) Ot f
. a 3 fpz auz
o7 / / f
— 0 3 fpz _/ 3 o . Di
g [ = [ s | =V, — )|

or  marR(t)

usando la relacién (3-11), de manera que

_ 0 fpi Ipi
— E/d:ime(t) + /dgpfvxq)PER ‘f‘H(T)/dSme(t),

empleando de nuevo el teorema de Gauss sobre la segunda integral,

_ 0 Ipi Ipi
~or / dSme(t) +H() / dSme(t)’

y utilizando la definicién del primer momento (3-16)

en donde se ha explorado la derivada utilizando la regla del cociente y

/d3p {Z_ﬂ m]];i(t) = %[p(x, 7)u(x, 7')} + H(T) [,O(X, 7)ui (X, 7')} (B-4)

Para la segunda integral de (B-3), se tiene (nuevamente con la regla del producto)

7" vx 7
/d?’p{ljﬁTQ(tﬂ Z/d?’pRg(l)) 5 V.- (fp) =V, -pl,
pifP pifV, P
= Vs / m?R2(t) / Ry T

fppi
- d3 J
8@/ pRQ( tym?’




B.2 Ecuacién de Euler 57

en donde se ha hecho uso del convenio de suma de Einstein (estd herramienta se seguird
empleando a lo largo de este anexo). Utilizando el segundo momento (3-17) y primer momento
(3-16), respectivamente

[0 | Pl | = o oot ) + )| (B-5)

Y finalmente para la tercera integral de (B-3), se presentan los siguientes desarrollos

f K of
3 . . 3 — .
/d p[(Pz)Vx(I)PER pf] 96; PER/d papjpu

identificando que 3 ( fp)=1f gﬁz + %pi,
J J
of 0 Ip;

0
a—pjpz‘ = @(fpi) - f@pj = %(fpz‘) - f5ij-

De manera que

0 s Of 0 3 0 N
arj CI)PER/d papjpz = axj @PER/d p l (fpz) ffsz]} )
0 0

- 2 3 iy
— 8$j q)PER/ (fpz) 6% qDPER/d pf(sl]?

haciendo uso del teorema de Gauss sobre la primera integral, se puede apreciar que este
término es nulo. asi, si se considera i = j y después de ello se aplica el momento cero (3-15),
se establece

0 0 f 0 0P
d3 _ d3 _ PER ‘ B-6
_8353 PER/ ap] _axl PER/ pf = o p(x,7) ( )
Por lo tanto, aplicando (B-4), (B-5) y (B-6), la ecuacién de Vlasov (B-7) toma la forma

& ot Pyl )] + A7) ol T(x,7)] +

[p(x, T (X, T)us (X, 7) + 045(X, 7')}

)
+ 2 (. ) = 0,

0z

y restando a ésta, u;(x, 7) veces la ecuacién

0
ui(x7 T)a_p(xa T) + Ui(X, T)Vx ’ [p(X, T)U(X, 7-):| = 07
T
se obtiene la expresion, en términos de indices

9 [p(X,T)ui(X, 7')] + H(T) [p(X,T)ui(X,T)] + o [p(x, T)ui (X, T)u; (X, 7')}

OPprr 0
- Ui(X, T)Vx ’ IO<X7 T)U(X, T) = - IO(X7 T) - _O-i'(X7T>7
[ ] 8@ 81Ej J




B Anexo: Ecuaciones hidrodinamicas a partir de los momentos de la
58 ecuacion de Vlasov

desarrollando la regla del producto en el primer y tercer término, y luego simplificando

p(x, T)a%_ [ui(x, 7')] + H(7T)p(x, T)ui(x, 7) + (X, T)ﬁix] p(x, T)u;(x, 7)]

acI)PER 0
- B p(xaT)_%o'ij(Xﬂ—)?

J

o, 7, >ai s (3, 7)] (3, 7) V- [, (e, 7)) =

se obtiene la ecuacion

p(x, T)a%_ [ui(x, 7')] + H(T)p(x, T)ui(x, 7) + p(x, T)u;(x, 7))V, - u(x,7)
o a(bPER

= p(x,7) — 5—04(x,7),

8@ 8x]

que al ser escrita de forma vectorial, se encuentra la ecuacion de Euler para el campo de
velocidades peculiares.

0
g [u(T, X)} +H(r)u(r,x) + [11(7', X) - Vx]u(T, x) = -V, Pppr — e



C. Anexo: Aspectos algebraicos para la
teoria de perturbaciones lineales

C.1. Relacién de proporcionalidad entre P(z) y H(t)

Recordando que las ecuaciones de campo (2-20) pueden ser escritas como

Zpi

haciendo uso del anexo A.8, y considerando €2,y como nulo, estas pueden reescribirse como

H2(t) = ?

_ k.
R2(t)’

HQ(t> = H2<t0) [Qm,()(Z + 1)3 + Qk70<2 + 1)2 + QA70],

de tal forma que al utilizar la definicién de los pardmetros de densidad para la constante

A002 C2]€0
cosmologica {2y g = ———— y curvatura (), g = ———————, se puede escribir
A002 Czk'o

(z+1)?]. (C-1)

H%(t) = H?*(ty) |Qmolz +1)> + —
() = H(0) a1+ s = g
Es conveniente recordar que la constante cosmoldgica y la curvatura pueden ser escritas
en términos de los pardmetros de densidad (2-28) y desaceleracién (2-31). En este sentido,
manipulando al ecuacién (2-31) y (2-20), se obtiene respectivamente

A= 200 {%’” Lo, - q<t>] | (C-2)
k= w Eam £, —qt) - 1} , (C-3)

que al ser aplicadas sobre (C-1), y despreciando nuevamente el parametro de radiacién

H(0) = H(00) | Ol + D+ 58 = a(t0) = (590m0 = alt0) ~1) (4 7] . (-

logrando obtener

H(t)
H2(to)

= Qm70z3 + <;QO,m + q(to) + 1) 224 2[q(t0) + 1}z +1=P(z2). (C-5)
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C.2. Ecuacion para el factor de crecimiento y
decrecimiento en funcién de 2

Dada la ecuacién diferencial (3-28) y la sustitucién (3-34), considerando que D(t(z)), se
establecen los diferenciales

dD  dD dt dD dDdz dD

T M i e el
dD dD

— H(to)(z + 1) P3(z)],

o —H(to)(z + 1)P1/2(z)5, (C-6)
-] - & | 0P - —re g e+ P ),
= () | e+ | PR - B+ 0 [P
= () PP — 1) [P PR G
utilizando la sustitucion (3-38), sobre los diferenciales d—j,
= H2(to) (= + )P(2) 5 — SH0) (= + P S [~H (o) + )PY(2) &
+ H?(to)(z + 1)2P(z)%,
CD i)+ )P+ Lo+ 10229 ) 4 112p0 2R ()
de manera que, sustituyendo (C-6) y (C-7) en (3-30), se obtiene la equivalencia
0= H(w)(: + VPG )92 4 La) 10292 22 b (2 12 T2
- % —H(to)(z + 1)P1/2(z)62—l; —AnGppo(z +1)°D. (C-8)

En donde sobre el dltimo término se ha utilizado la solucién a la ecuacién (2-26), y consi-

derando la relacién entre el redshift y el factor de escala, R(t) = R(to)/(z + 1), se tiene la
expresion

R(t) = R(to) 5 = —R{to) H(t0) (= + 1)P'(2),

R(t)  R(to)H(to)(z + 1)PV?(2) 1/2
RO~ R+ = —H(to)P'*(2),
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3
que al ser sustituida en (C-8), junto con 47Gpy, 0 = iﬁm,on(to), y reagrupando algunos

términos se obtiene la ecuacién

d*D 1 dP dD 3
2 3 —
: o] dpP : :
Analizando el término —(z+1)—— — P(z), con ayuda de la igualdad [establecida en el anexo

dz
3
anterior, ecuacién (C-5)] P(z) = Q02° + (§Qm70 +q(to) + 1) 224+ 2[1+q(tg)]z+ 1,y

después de varias lineas de algebra, es posible establecer y definir

1 dP 1 3 3
5(2: + 1)% - P(Z) = §Qm7023 + §Qm,022 + §Qm,02 + Q(tO) = Q(Z)7

asi, finalmente la ecuacién diferencial (C-8), toma la forma

2
(2 + 1)13@)% + Q(z)% = ng,o(Z +1)2D = 0. (C-9)

C.3. Solucién analitica a la integral (3-36) en un universo
de Einstein-De Sitter

Dada la integral (3-36), que describe la evolucién del factor de crecimiento de las perturba-
ciones D)(2), en el régimen lineal, como funcién del redshift z. Es posible encontrar una
solucién analitica a ésta, en un universo de Einstein-De Sitter, ayudados de la expresion para
P(z) = (2 + 1)3. Pues, se tiene la integral,

(D(z) = pU2(s) [ 5L g s [T_sHL Lo s [T L
D (z)=P (z)/z P3/2(s)ds_(z+1) / (S+1)9/2d8—(2+1) i (s+1)7/2d8’

z
efectuando la sustitucion u = s + 1 con ds = du,

b

o 2 1
+ _ 3/2 —7/2 _ 3/2 17
2 1 1 2 1
__= 1 3/2 1f . _ =z 1 3/2_ -~
52+ D7 lim {(b TP (24 1)5/2} sV e
2 1
DM (z) == : (C-10)



D. Anexo: Aspectos algebraicos para la
teoria de perturbaciones No-Lineal

D.1. Representacion en el espacio de Fourier de las
ecuaciones de movimiento

Dado que los campos 0(x,7) y 0(x, ), pueden reescribirse de la forma[27]

F{o(k,7)} =6(x,7) = / dPke™*6(k, 7),

N d3x ) (D'l)
F{é(x,7)} =d(k,7) = /(27T)36—1k~x5(x7 ),
Flok, 1)} =0(x,7) = / d*ke™ >0 (k, 7),

N d3x ) (D_2)
FLo(k, 1)} = O(k, 7) = / D e,

y como se ha asumido que el campo de velocidades peculiares u(x,7) es irrotacional, de
manera que existe un campo escalar v(x,7), tal que siempre es posible escribir el campo
de velocidades como u(x,7) = —Vyxv(x,7). Asi, inicialmente se establecen las siguientes
relaciones (con i como una componente vectorial e i = /—1):

Flu(x,7)} = —F{0v(x,7)} — /d?’keik'xdi(k, T) = —iki/d?’keik'xfj(x, T),

0— / ke [0k, 7) + ik (K, 7)]
fi(k,7) = —iki(k, ). (D-3)

Trabajando la divergencia del campo,

} = f{vx ’ u(XvT)} = ‘F{a’tiui(va)}?

{0(x, T
X } = 1kz.7:{ul(x, T)},

v )
F{O(x,7)

0(k,7) = ikai;(k, 7) — O(k, 7) = ik; [—ik;d(k, )] = kiki0(k, 7),
0(k,7) = k*o(k, 7). (D-4)



D.1 Representacion en el espacio de Fourier de las ecuaciones de
movimiento 63

De manera que, haciendo uso de (D-3) y (D-4), se tiene

N L0k, T
uk,7) = —ik (k2 ) (D-5)
luego, para la ecuacién de movimiento (3-42), si se define f(x,7) = —Vi - {(5(){, Tiu(x, 7)} :

aplicando las representaciones en el espacio de Fourier (D-1) y (D-2), se obtiene

Vi - [5(}{, u(x, T)] = aii { / Pk ™15 (ky, 7) / ko™X, (ko, )} ,

_ 9 { / / d3k2d3klei(k“+k2i)“5(k1,T)di(kg,T)},
8% ki Jko

= / / d3k2d3k1i(k’1i + k2i>€i(k1+k2)'xg(k1, T)ﬁ(kg, T),
ki J k2

. - 0(k
= / / AP kod®Kyi(ky; + ki) M *5 (ko 7) [_ik% ( e T>],
k1 k2 2

en donde se ha empleado (D-5), en componentes, asi

(ki + ko) - k -
Vi - {(5(){ Tu(x T] / / PPkod’k, 1+k22) 2eillatke) x5y 7)0(ky, 7).
ki1 J ko

De manera que la ecuacién de movimiento (3-42), toma la forma

3(5()( T)—l—@ X, 7. //dSk d3 k1+k22) ko 1(k1+k2 x§<k1’ )é(kQ,T),
87— ki J ko k'

y aplicando transformada de Fourier, sobre toda la ecuacion

k k k ~
}"{agé(x,r) +0(x, T }: —]—"{ / / Bk d3k1 L +k;) 2 pillathe) x5y )9(1@,7)},
T ki1J ko

y trabajando sobre el miembro derecho de esta ecuaciéon, recordando que

F{fXT} fkT /(;i))cg _ikxf(x T),

(k1 + ko) - k ~
ﬂkx [/k /l; d3k2d3k1 1 +k22> 261 (k1+k2) x5(k1, )e(kz,T)] 7
1/ ka2

d’x (k; + ko) - ko < _
= —i(k—ka1— 3 31, \K1 T Kg) - X2
/kl/'k2 [/ (27T) :| d k d kl k.% 5(k17T)0(k277)7

haciendo uso de la representacion integral de la funcion delta de Dirac en tres dimensiones
1 .
5D(k _ kl _ kg) — /6—1(k—k1—k2)~xd3x

(2m)3
Flk,7) = / / Pkod®k, 60 (k — k, —kg)%&klm)é(k%r),
ki J ko 2
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se obtiene finalmente la ecuacién de movimiento (3-45), en el espacio de Fourier

gd(k )+ 0(k, ) / / d*kyd®k; 6P (k — ki — ky)a(ky, ky)d(ky, 7)0(ks, 7),  (D-6)
T ki J ko

(k1 + ko) - ko ki - ko
A M VA
W2 T2

miento (3-43), se reescribe el miembro derecho de la ecuacién

con a(ky, ks) =

. De la misma forma para la ecuacién de movi-

o(x.7) = = [ [ut 1) VuJut )| =~ ¥ | Ol ) -ux o)

en donde se ha utilizado la propiedad (3-41), con el hecho de que la vorticidad decae con la
expansion, asi la expresion toma la forma

1 :
g(x,7) = —§Vx~ {V [/ k™ *a(ky, 7) - / dgkgelk?xﬁ(kQ,T):| ],
ko

1 .
ki Jko
utilizando (D-5),
B __V / / Pkod’ k'Rt > ik19(k12, (- ik?a(k? o '
Sk, ki k3

1 ki ko
S { { / / APk d’k, etk tke)x — — 20(k,, )e(kz,T)H,
2 1Sk k2 k2
1
2

k; - ko -
//d3k2d ik, + ko)t xS 2500 ydge, o)
- K2k

k ~
B __/ / d3k2d3k1’k1+k ‘2 (ks Hhea)x K1 29(k177)‘9(k277)7
ki J ko

k2k32
k; +kol? (ki - ko) ~ ~
g(x, T —__//d3k APk, eillatka)x ki + ko (ki - 2)9(k177)0(k2,7'),
i i k3k3

por lo tanto la ecuacién (3-43), queda escrita de la forma
0 3. 9
—O0(x,7) + H(T)0(x,T) + —7—[ (7)) (T)0(x, 7)

or
2 ~ ~
= ——/ / Plegdk iK1 +k2|2 (2k1 52 1y, 7180k, ).
o S K3k

de manera que aplicando transformada de Fourier,
0 3 9
F EQ(X’ T) ¢ + FSH(T)O(x,7) ¢ + —.7: HA (1) (7)0(x, T)

ki + kol (k; - ko) ~ ~
—F / / d3k d3k i(k1+k2) x’ 1 + 2| ( 1° 2)0(1{1,7_)9(1(277_) ’
16/ 2k3 k3
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y para el término derecho, de la misma forma como se hizo para la ecuacién (D-6),
Px .
a(k — —ik-x
g( 77—) /(271')36 g(X,T),

d*x ki + kof? (ki - ko) .
3k, ) = / | [ ettt ol ol (l o) a7
i 273

que permite obtener finalmente,

a%é(k’ )+ H(T)0(k,T) + 2H2<T>Qm(7>5(k, 7)

—/ / Phyd’k; 67 (k — kg — ky) Bk, ka)0(ky, 7)0(ko, 7), (D-7)
ki J ko

ki + k2| (ky - ko)
2k2k§ ’

con B(kl, kg)

D.2. Soluciones en el espacio de Fourier para el régimen
lineal

Para entender la construccién de las soluciones en el régimen lineal (4-3), es plausible esta-
blecer el siguiente procedimiento: dada la ecuacién de evolucién del factor de escala (4-2) y
considerando un universo tipo Einstein-De Sitter, se establece que

dR1®  H?
dt | R(t)
dR 3 1*°
— = Ho[R(t A / VE )R = HO/ dt' —s R(t) = [ HO} £2/3,
R(t) o t2/3,
s . : dt
de manera que, como se describio en el capitulo 2, si 7 = / %, se encuentra

2 2/3/t dt’ 2 2/33t1/3 12 1/3151/3
T = _— _— —_— fry —_—
3H, o t2/3 3H, H02 ’

H2
y despejando, t = 1—57’

3 HE o HG o Hg 2 2
R= [QHO(12 )] il iy = — Roc 7",

3. se establece

H? 2
Por lo tanto, H(T) = di log R = di log { 40 2} = —. Resultado que al ser sustituido en la
T

ecuacién (4-1), proporciona una ecuacién diferencial de Cauchy-Euler,

0? 0 ~
T wé(k T)+ 278—5(k 7)—6d(k,7) =0, (D-8)
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cuya solucién es obtenida por el conjunto de funciones d(k,7) = 77, &'(k,7) = nt" 'y

0"(k,7) = n(n — 1)7"2; en donde, los primados denotan derivadas respecto al tiempo con-
forme 7. Asi, para la ecuacién (D-8), se tiene

72 [n(n — 1)7”_2] + 27 [nT”_l} — 67" =0,
T" [n2—|—n—6] =0,

cuyas soluciones para 7" # 0, son n = —3 y n = 2. Permitiendo escribir la solucién general,
recordando que 72 o R, en términos de R, como

o(k,7) = Cy73 4+ Cor? = CLR™/% + C4R.

En donde € y (5 son constantes. Enfocado el trabajo inicamente en el andlisis del factor
de crecimiento, la solucion para la densidad de energia, en el régimen lineal, junto al campo
de velocidades peculiares, caracterizado por su divergencia, es

o' (k,7) = R(7), (D-9)
0 (k,7) = —835(1{ T) = gf = —R(T)H(7). (D-10)

D.3. Construccién de las ecuaciones (4-6) y (4-7)

Sustituyendo las relaciones (4-4) y (4-5) en las ecuaciones de movimiento (3-45) y (3-46),
para n = 2,

— / / Pk d*ky0” (k — k; — ky)a(ky, ko)
k2 Jki

ZR" 6“k1][— ZR" 9"k2],

n=1
[eS)

3 {an—l(T) 8R(T)5"(k) - %(T)R"(T)en(k)]

or
ZR" 5”k1] ZR” 9"k2],

Reescribiendo el producto de sumatorias encontrado en el miembro derecho de la tltima

n=1

//d3k ko8P (k — k; — ky)a(ky, ky)
kaJky

expresion, como

ZR” )6 (k1) ]

oo n—1

ZRn )0 (k) ] =Y k)R ()0 a),

n=2m=1
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de manera que, se tiene

OR(T
nr = () P 5 00) () () (1)
n—1
7) / / Pk d’ky6” (k — k; — ky)a(ky, kg)Z(Sm(kl)Rn(T)H”_m(kg).
kaJ k1 m=1
Dividiendo la ultima expresién por R"~1(1) 81;<T),
-
n—1 n
o (9(;%)(7) Tor g — Do
R1(7) ()
or or
n—1
— (T / / d*k1d’ka0” (k — ki — ko)or(ky, ko) Y 0™ (ki) R (7)0" " (ko),
R(n— 1)( ) k2 Jk1 m=1
87’
y simplificando se obtiene la ecuacién (4-6),
n—1
nd" (k) — 0" (k) = / / dkydko8” (k — ki — ko) a (ki ko) Y 6™ (ki)8" " (ky). (D-11)
ka/ kg m=1

Y para la ecuacién de movimiento (3-46) con €,,,(7) = 1, con un procedimiento similar al
descrito para (3-47),

° [—H(T)ZR”(ﬂ@"(k)

7) [—H(ﬂZR”(T)e"(k)]
ZR” )" (k ]
ZR” )6™ (ki) ]

+H2

ZR” )" (ks) ] ,

/ / Pk d’ko0” (k — ki — ko) B(ky, ko) H
ko J k1

Z{ O lom(r) R () 07 (1) + 2H2(r) R (1)0" (k) — 3%2<T>R”<r>6”<k>}

or
ZR” )0™( k1] ZR" )0™( k2].

Reescribiendo el producto de sumatorias y la derlvada del primer término del miembro

n=1

/ / A’k d’ky6” (k — kg — ko)28(ky, ko) H
k2 Jk1

izquierdo de la ultima ecuacion,

ZR” )0™ (k) ]

co n—1

ZR” 60" (ko) ] Zzem 7)0" " (ka),

n=2m=1
8

57 [H(TR'(7)] = =2 R*(7) + H(7)nR""(7)

OR(T)
or ’
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asi paran > 2,

[%R”(T) + 2H(T)nR" (1 )ag’i )] 0" (k) — 3H?*(T)R"(7)0" (k)
— / / d*k; d®ky6” (k — ky — ko)28(ky, k2)7{2(7)iem(kl)m(f)en—m(kg,

dividiendo toda la expresién entre H2(7)R"™ (1),

|:H2(T)Rn(7') + 2H(T)nR" (1) 8R<7)] k) 37-[ (7) B ()" (k)

or | H3(T)R™(T) H2(T)R"™(7)

/ / Pk dka6P (K — iy — k) 28(ky, k) HZWL()()W(kl)R"(T)en—m(kQ),

quedando finalmente la ecuacion (4-7),

1+ 2n] 6" (k) — 30" (k)

//d3k k07 (k — ki — ko) 26 (ky, ko) Zem )07 (ky). (D-12)
k2 k]_

m=1

D.4. Soluciones generales para el caso n =2y n = 3.

Dadas las ecuaciones (4-12) y (4-13) para el caso de n = 2, se tienen las expresiones a segundo
orden para los campos,

— /I(Q/kld?’kld‘gkg(SD (k —k; — ko) {01(71<2) [5ad’ (k1) + 286" (ki) }
= /kQ/kld?*kld?’k?aD (k — k; —ky) {% [5a + 28] }51(k1)61(k2), (D-13)

con F(ky, ko) = %[504 +28] y G(ki) =1

= /1(2/kld3k1d3k25D (k —k; —ky) {91<7k2) (456" (k1) + 3ad" (ki) }

_ /k /k Py Plad” (K — Ky — ko) {% [46 + 3a] }51(k1)61 (ks), (D-14)
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1
con Gk, ko) = ?[45 + 304} y F(ky) = 1. Cuando n = 3, se tienen las soluciones, a los

campos, a tercer orden de la forma

8 (k) = /lq/kld‘gkld?’kg(SD (k — k; — k) {i%ék” [Tad™ (ky) + 286" (ky)] }

m=1
2

6 (k) = /k 2 /k Pladld” (ki ~ o) {293?—?‘2) 6607 (k1) + 300™ (k)] }

m=1
Ahora utilizando las soluciones generales dadas por [10, 16] y presentadas en este escrito en
las ecuaciones (4-16) y (4-17), se obtiene para n = 2

52(k) = / iy / PP (K — a1 — q2) Fs(at, 62)5 ()0 (),

0%(k) = / iy / Pad®(k — a1 — q2)Ca(ar, a2)8 ()5 (),

con (4-14) y (4-15)

G (diy -, Om
F2(CI1> q2) - <q17 q ) |:505F2m(qm+17 ) q2) + 26G27m(qm+17 () q2):| )
m=1
1(a1) 1
Fy(qu,q2) = 7 [BaFi(q2) + 268G (q2)] = - [5a+24],
2-1
Gm y ey Am
Ga(d1,q2) = (q17 9n) |:304F2—m(qm+17 oy d2) + 4BG 2 Qg1 - %)] ;
m=1
1(q1) 1
Ga(q1,q2) = - [3aFi(q2) +48Gi(q2)] = - [Bar 4 44],
de manera que, se obtienen ecuaciones equivalentes a las proporcionadas en (D-13) y (D-14).
1
) = [dar [Pk ai - ) Bo+ 205 @) @). (1)
1
92(1{) = /dgql/d3q2(5D(k —q1 — CIQ)? [30é + 45] 51((11)51((]2) (D—16)

Procediendo de la misma forma para n = 3, se encuentras las soluciones a los campos
5 (k) = /dSQ1/d3Q2/d3Q35D(k — a1 — @2 — q3) F3(q1, 92, q3)0" (q1)8" (q2)8" (qs)

93(k) = /d?’%/dg%/dg%ﬂsD(k —q1 — Q2 — Q3)G3(Q17Q2>Q3)51(Q1)51(Q2)51(Q3)

Con estos desarrollos para n = 2 y n = 3 (segundo y tercer orden), se ha mostrado la
equivalencia de las ecuaciones (4-12) y (4-13) con las expresiones generales (4-16) y (4-17),
respectivamente, y se evidencia la necesidad de un proceso que se efectiia de manera iterativa
para la solucién de las ecuaciones de movimiento. Cada vez que se incrementa el orden, debe
conocerse la solucion a ordenes anteriores.
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D.5. Integrales que contribuyen al espectro de potencias
a segundo orden

En este apéndice se mostrard como es posible obtener las expresiones (4-27) y (4-28). Si-
guiendo a [4]. Se considera que cualquier ensamble promedio de un producto de variables
puede ser obtenido por medio del producto de ensambles de pares promedios, de manera
que, citando el teorema de Wick,

(0(k1) -~ (kapy1)) =0,
(0(ki) - O(kap)) = > [T (6)icky)).

todos los pares p parejas(i,j)

Por lo tanto, para el fin de esta seccién se determina que la funcién de correlacion de cuatro
puntos, en el campo de densidad, es

(0(k1)d (k2)d(ks)d(ka)) = (O(k)d(ke))(0(k2)d(ka)) + (3(ki)d(ks))(d(ka)d(Ka))
+ (6(k1)d(ka))(0(k2)d(ks)),

y utilizando la generalizacion (6™ (k)6"™(K')) = Py p-m(k)6?(k+Xk'), con m =n—m =1,
se establece para la funcién de correlacion

(0(k1)6(ko)d(k3)d(ka)) = Pr1(ka)d” (ki + ko) Py (ka)d” (ks + ka)
+ P11 (k3)6P (kg +ks) Py (ky)0” (ko + ky)
+ Py (k)67 (kg + k) Py (k3)6P (kg + k). (D-17)

Asi para cada contribucién a un loop, Pss(k) y 2P 3(k), se tiene
Pao(k)0” (k + k') = (ba2(k, 7)d2(K', 7)),
utilizando la ecuacién (4-16), para el caso de interés n = 2, y utilizando (D-17)
= </d3Q1/d3Q35D(k —q - Q3)F2(S)(Q1,%)51(011)51(013)
/d3Q2/d3Q45D(k/ —dq2 — Q4)F2(8)(q27 Q4)51(Q2)51(Q4)>,
= /dSQ1/d3Q3/d3Q2/d3Q45D(k — a1 — Q3)F2(s)(<11, Q3)5D(k/ —d2 — Q4)F2(S)(Q2, qu)
(a0 (@s'(@s'tan ),

= /d3ql/d3qs/d3q2/d3q45D(k —q1 — q3) S (a1, q3) 0 (K — q2 — q4) Fs? (o, qa)

[Pr1(g2) P1,1(qa)8" (a1 + 92)8” (a3 + ) + Pr1(g3) Pr1(qa)6” (a1 + q3)0” (g2 + qu)
+ P1,1(Q4)P1,1(Q3)5D(Q1 +q4)0” (g2 + Cls)}a
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analizando, respectivamente cada una de las tres integrales

/d3Q1/d3Q3/dSQ2/dSQ45D(k —q — Q3)F2(S)(Q1, Q3)5D(k/ —q2 — Q4)F2(S)(Q2a CI4)
P1,1(Q1)P1,1(Q3)5D(Q1 + Q2>5D(Q3 +qq),

- /dSQ1/d3q3F§s)(q1, q3)0” (k — q1 — qg)P1,1(q1)P1,1(q3){/dng/d3q4F§S)(qz, q4)
07 (K — a2 — q4)0” (a1 + 42)8” (a3 + q4)}. (D-18)
Desarrollando la integral que se encuentra dentro de corchetes
/dg%/dg%Fz(s)(QQ, q1)0” (K — a1 — q3)0” (a1 + q2)6” (q3 + qu),
= /dSQ25D(Q1 + Q2)/d3Q4F2(S)(Q2, a4)0” (K — a2 — q4)6” (a3 + qu),

)

reconociendo la simetria, en la funcién FQ(S (d2,q4) = F2(S) (—q2, —q4),

= /d3Q25D(Q1 + Q2)/d3<14F2(S)(—C12, —Q4)5D(k’ —q2 — Q4)5D(<13 +d4),
utilizando la propiedad 6°(qs — [—q4})F2(8)(—q2, —qq) = 6 (q3 — [—q4])F2(S)(—q2, a3),
= /d3QQ5D(Q1 + q2)/d3Q4F2(S)(_Q2> q3)0” (K" — q2 — q4)6” (a3 + qu),

= /d3q25D(q1 + qo) FYY (—q, qs)/d3q45D(k' — o — q4)6” (s + qa),

= /d3Q25D(Q1 + Q2)F2(S)(—Q2, Q3)5D(k/ — Qg2+ Qq3),
empleando de nuevo la propiedad §”(q; — [—qg])Fés)(—qg, q3) = 0°(q; — [—qQ])Fz(S)(ql, as),

= /d3q25D(q1 + qQ)FQ(S)(Q1> a3)0” (k' — q2 + q3),

= B (qu, Q3)/dBQ25D(Q1 +q2)6” (K — q2 + q3),
= FQ(S)(%, QS)dD(k/ +q1 +q;).

De manera que, aplicando sobre (D-18),

2
= /d3Q1/d3Q3 [FQ(S)(Cha Q3)} 5D(k —q1 — Q3)P1,1(Q1)P1,1(Q3)5D(k/ +q + Q3)7
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identificando a k' = q» + q4 y k = q; + q3,

2
= /d3Q1/d3Q3 [Fz(s)(%, QS)} 5D(k —q1 — Q3)P1,1(Q1)P1,1(Q3)5D(k/ + k)>

aplicando propiedades e integrando sobre qs,

2
— [@aPu@) [¢a [F k- a)] 80 a - a) Pk - a)s (< + k)
D,/ 3 (s) 2 3., sD
=06 (k' + k)/d a1 Prai(q) [Fg (a1, k — ql)] Pk — Q1|)/d a30” (k — a1 — a3),
finalmente la integral (D-18), serd equivalente a
2
= 5D(k/ + k)/d3q1P171<ql) |:F2(S)(ql, k — ql)] P171(|k — Q1|) (D—19>
Para la segunda integral, se considera
/ d'q / 'y / P / a6 (k — a1 — a3) Fy” (a1, a3)6” (K = a2 — ) F” (a2, )
Pii(q1)Pia(g2)8" (an + a3)6” (a2 + qu),
= /dB%/dSQ:st(S)(Qh QB)éD(k — a1 — Q3)P1,1(Q1)5D(Q1 + Q3){/dSQ2P1,1(Q2)
/d3Q4F2(S)(QQ> Q4)5D(k/ —q2 — Q4)5D(<12 + %)}7 (D-20)
resolviendo la tltima integral relacionada en (D-20),
/d3CI4F2(S)(OI27 Q4)5D(Q2 - [—Q4])5D(k/ — Q2 — Q)
= /d3Q4F2(5)(Q4, —a4)6” (a2 + q4)6” (K — g2 — q4) = 0,
se encuentra que ésta es idénticamente igual a cero, ya que de acuerdo con la simetria de

los nicleos, establecidos en (4-14) y (4-15), F;S)(qél, —q4) = 0[20]. Para la tercera integral
proporcionada en (D-18),

/d3Q1/d3Q3/d3Q2/dBQ45D(k —q1 — Q3)F2(S) (Q1>Q3)5D(k/ —q2 — (I4)F2(s)(<127<14)
Pii(q1)Pia(g3)0" (a1 + a4)6” (a2 + a3),

= /d?’ql/d?’ngés)(qh qs)6” (k —q; — q3)P1,1(QI)P1,1(Q3){/d3QQ5D(q2 + q3)

/d3Q4F2(S)(Q2> 014)5D(k/ —q2 — 014)5[)((11 + Q4)}- (D-21)
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De forma que por argumentos semejantes a los empleados para las ecuaciones entre (D-18)
y (D-19), es posible dar cuenta, que la integral es la misma relacion encontrada en (D-19);
por lo tanto la contribucion P (k), sera

2
Pyo(k) = 2/d3Q1P1,1(Q) [Fz(s)(% k — Q)] P11k —q), (D-22)
quedando demostrada la ecuacién (4-27). Para (4-28) se procedera de forma equivalente:
P173(k)6D(k + kl) = <51(k7 7)53(k7 T>>7

en donde se hace evidente, la necesidad de utilizar la expansién del campo de densidad a
tercer orden, encontrado en el par de ecuaciones finales del anexo D.4. Por lo tanto,

= <51(Q1)/d3Q2/d3Q3/d3Q45D(k — Q2 — Q3 — Q4)F3(QQ7QI3;Q4)5l(QQ)51(Q3)51(Q4)>7
= /d3Q2/dSQ3/d3Q45D(k — 2 — 3 — d4) F3(q2, qs, (14)<51(Q1)51(QQ)51(Q3)51(Q4)>7
utilizando (D-17),

/d?’QQ/dng/dS%(SD (k—aqe—qs — Q4)Fgfs)(QQ,Q37Q4)

[Pri(q1)Pra(g3)d” (a1 + @2)8” (as + qa) + Pri(q1) Pra(g2)d” (a1 + a3)8” (qz + qa)
+ Pra(q1)Pri(g3)8” (an + qa)d” (g + Q3)]a (D-23)

y resolviendo cada integral por separado, respectivamente se encuentra:

P1,1(ql)/d3q2/d3q3/d3q4P1,1(q3)5D(k — @ — qs — q1) F{) (2, q3, q4) 0P (q1 + o)

5D(CI3+Q4);
_ 3 3 D 3., sD/, B _ (s)
—P1,1(Q1) d°qs dQ3P1,1(C]3)5 (Cl1+<12) d’q46 (k d2 — Qs Q4)F3 (Q27Q3,Q4)
5D(Q3+Q4),
= Pii(q1) | d*qe | PasPra(gs)0” (ar + @) [ d*qud® (k — g2 — a5 — 1) S —q3)
1,1(q1 q2 q311,1(g3 dq: +~ g2 q4 g2 — g3 —q4)f's (92,93, —q3
5D(Q3+Q4);
= P11 Q1 / 2/ CI3P11 Q3 )(Q2,QS» Q3)5D(CI1 +Q2)/dBQ45D(k—Q2 — Q3 —Q4)

5D(Cl3 +q4),

=Pii(q /dSQQ/dg 3P 1(q3)F. )(Q2>Q3, Q3)5D(Q1 + Q2)5D(k —q2),

dqy | PasPr1(qs)F. )(k; az, —q3)0” (qi + q2)6° (k — qv),
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= P1,1(Q1)/d3QQ5D(Q1 + Q2)5D(k - Q2)/d3Q3P1,1(Q3)F3(S)(ka qs3, —Q3)a
zﬂﬂmﬁWm+M/f%HM%ﬁﬁ&q&ﬂw,

= P1,1(/€)5D(k + k/)/dSQ3P1,1(Q3)F:§S) (g3, —as, k). (D-24)

Y de la misma forma para las dos integrales restantes de la ecuacién (D-23), se obtiene una
expresion idéntica a (D-24); de manera que, se tiene para estd contribucién

2P, 5(k)6P (k +K') = 6Py (k)0P (k + K') / d*qsPr1(g3)F? (a3, —qs, k),

2P 5(k) = 6P171(k)/d3qP171(q)F3(8)(q, -q,k), (D-25)

quedando demostrada también la ecuacién (4-28).

D.6. Contribuciones al espectro de potencias en
coordenadas esféricas

Considerando que el vector k esta alineado con el eje g3, es posible establecer las siguientes
equivalencias

k—q=(0,0,k) — (gsinv cos p, gsin ¥ sin ¢, g cos ),
k —q=(—¢gsin¥cosp, —gsin¥sin p, k — qcos ),

2
|k—Q|:\/C]2+k2—2kqC0819=k‘\/1+%—2%(}0519

definiendo a r = ¢/k, junto con cos? = x

k —q| = kV1+1r2—2rz.

Por consiguiente, para el kernel FQ(S)(q, k — q), con ayuda de la ecuacién (4-21), se puede
escribir de la forma

s 5 1q-(k—q)
FOqk—q)= 2 -2 27"
2 (q7 q) 7 + 2 q2|k_q|2

2[q- (k—qg)]?
2 2

q + ‘k - q| + 5 )

: ] 7 ¢’k —qf

reconociendo que el producto escalar enter los vectores k y q, se puede expresar como
k-q=qkcost = kqx

5 1 qgkx — ¢? 2 (gkx — ¢*)?
Fqk—q) =2+ - L1 -1t =2 —
> (@ a) 7 + 2?k%(1+ 12— 2rx) [+ B (A= ro)] + TPk (14r2 = 2rz)’
5 kx —q 1 2 2 2 2
== - E°(1—r°—2 —q(kx —
7 + qgk?(1 + 172 —2rx) |2 (q + " r:z:)) + 7q( v—4q)
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5 kx —q 3q% + Tk% 4+ Tk*r? — 14k%rx + 4qkx
7 qk*(1 + 12 — 2rx) 14 ’
T0qk*(1 412 — 2rz) + (Tha — 7q)[3¢* + Tk* + Tk*r? — 14k*ra + 4Aqkz)
98¢k2(1 4 r?2 — 2rzx) ’
10rk® + 10r°k% — 20r%k3x + k(x — r)(3r2k? + Tk* + Tk*r? — 14k*rz + 4rk*z)
14rk3(1 + r2 — 2rzx) ’
10r + 10r® — 2072z + (z — r)(10r* + 7 — 10rz)
4r(l + 72 = 2rz) ’

asi
3r 4+ 7x — 10rz?

4r(1+7r2 —2rx)

Por lo tanto la contribucién P o(k), toma la forma

A (q,k —q) =

7r -1 2
22 2 //2k:2 Tk dxpu(kr)P“[k 1+ 72 QTx] 3r+Tx Orx

14r(1 4+ r2 — 2rx)
(3r + Tz — 10rz?)?
(1+72—2rx)?

P2,2(k> - W/{) /ldefL‘PLl(k?T)PH [k‘(l + 7’2 — 27“1’)1/2} s (D—26)

que corresponde a la ecuacién (4-31). Para determinar la contribucién P 3(k), se realiza un
procedimiento analogo al que se llevo para la ecuacién (D-26), con la finalidad de obtener el
Kernel F3(s)(q, —q, k). Por lo tanto, de la ecuacién (4-18),

F( )(qlaq27q3 3‘2 q7r (1) Ar( 2)>q7r(3)}

De marea que, todas los posibles permutaciones para los vectores de onda, seran

1
[F5(d1,92,93) + F5(q1,93,92) + F3(q2,q1,93) + F3(d2,93,q1)

Ffim)(%a qs2,q3) = 30

+F3(q37 qi, q2) + F3(q3’ q2, ql)] .

Asi asociando pares de términos [19],

sim 1 S S S
F&™) (qr, g, q3) = = [Fg()(QMClZaCIS)“‘F?E (e, as, q1) + Fi (a3, qi, a2) | (D-27)

3

haciendo uso de las funciones (4-14) y (4-15) para n = 3, se encuentra

2
Gu(q, ., am) |k -k
FS(q17q27q3) = Z ( 118 ) |:7 L2 1F3—m(q’m+17 ---7Q3)
= 1

m=1
k%(kq - ko)

k%k‘% G3—m(qm+17 ERRS) q3):| )
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de manera que corriendo la sumatoria

n=3,m=1
[C k-k 2k, -k
F3(qi,92,93) = @) T— LFy(da, qs) + #Gz(%,%)
18 ;2 K252
Gl(CIh Q2) k-ky kQ(kl : kz)
Ja pMARL T R2)
+ 13 7 W2 1(ds) + 1202 Gi(as)|,
n:3;1:2
ki -k k2 (ky - k
y reescribiendo en términos de las funciones a(ky, ko) = 12]{;2 Ly Bk, ko) = %7
1 1/2

1
Fi(qi1,92,493) = e Ta(ky, ko) Fo(a2, q3) + 20(ki, ko) Ga(qz, q3)
+ Tk, ko) Gao(qr, q2) + 28(ky, ko) Ga(q1,92) |,

reconociendo para el primer término (n = 3,m = 1) los acoples en los vectores de onda
como k; = q1 y ke = @2 + q3 = qg3 y para el segundo término (n = 3,m = 2) como
ki = q1 + a2 = d12, ko = q3 y para ambos k = q; + q2 + q3, se puede escribir, para todas
las permutaciones

S 1 S S
F(qu, a2, q3) = 8 Ta(ay, da3) Fi¥ (da, s) + 26(a1, d3) G5 (a2, a3)

+ Ta(are, 43) G (a1, o) + 28(ciz, 43) G5 (qu, q2) | (D-28)

Es importante resaltar, como se aborda en [19], que cualquier Kernel, a cualquier orden en
la teoria de perturbaciones puede reconstruirse si se conoce la forma en que se acoplan los
vectores de onda. Por ejemplo, para este caso particular los primeros dos términos de la
ecuacién (D-28) evidencian un acople, sobre un primer vértice, entre los vectores de onda

1)
(12)

tE]
(3)

(a) Primeros dos términos. (b) Ultimos dos términos.
Figura D-1.: Acople de los vectores de onda para el kernel Fés)(ql, d2,93)-

Q2 y g3 cuyo resultado se acopla a un segundo vértice con qi, Figura D-1(a), y de la misma
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forma los tltimos dos términos de la ecuacién discutida, presentan un acople inicial entre q;
y g2 que luego se acopla en un segundo vértice con qz, como lo muestra la Figura D-1(b).
Introduciendo (D-28) en (D-27), reescrita esté ultima como

sim 1 s s s
F3( )(qa _q7k) = § [FEI( )(q7 _q>k) +F?S )(_q7qvk) +F3( )(kaq> _q) )

de acuerdo a las necesidades explicitas en (4-28). Por lo tanto, con ayuda de las propiedades
en [4], las ecuaciones (4-21) y (4-22), después de algunas lineas de &lgebra

) 1 (k- q)? q-k—¢°
F(Elm) —aq. k)= —|-7 k2 2 e _ k2 AN B

§(k~Q)q-k—q2_Qk_2q~k+q2_k'q(k2 z>q-k+q2_§(k'Q)2q-k+q2

7T ¢* |k—dq? T7¢ [k+qf? q* k+q2 7 ¢ |k+qf?

k- k-q)2k?—k- k2 4+ k-
q+4( q) q, k" +k-q

6k’q-k—¢*> k-q

E-k-q 7k-q

+3 (K* + ¢*)

k—q2 2k’ k — qf? k2¢> |k —qf? k + q[2
7k-q,,, 2/{:2+k~q (koq)2k2+k-q
Z k D-29
+2k2q2( +q)lk+q!2 k22 |k+qf? |’ (D-29)

que con el cambio de coordenadas establecido en el comienzo de este anexo, junto con
2

la relacién |k + q| = /¢ + k2 + 2kgcos?) = k\/l + % + 2% cost = kv/1+1r2+2rz, e

integrando cada componente de la ultima ecuacion, en el intervalo de [—1,1] para z, se

obtienen las integrales y las funciones

1 2 141 2
/ T2+ 1) de = —

L2 3 r?

/_j%ﬁdw——% {(rz—l)lnHi—Z +2r] :
/_Z%x(llifj)_(xz;xr)dx = —#(1 +7?) {(r4 — 1)lnHi: — 2 +2r1 :

Kt%ﬂ—:%dm: —% [(14—7‘2)2(7*2 - 1)111‘14::: —2r5+§r3+2r] ,

/_t%ﬁdw- % [(r2 —1)In 11—: +27} )
/Z%x(lli:;:(_g:;)dx = ﬁ(l +7?) {(1 — 7% n 11—: + 273 — 21“] ,

/j%lfg—igzﬂxdx = % [(1+r2)2(r2 —1)In 14__: —2r° + §r3+2r} ,

/113“_17;—_mmdx: _2_37“ {(73— 1)In 11_: —27“} :

/ 1(1—{-7“2) m(l—?“l') dx:_i(1+r2) |:(,r,4_1)1n 14—7“

_12r 1472 —2rx 8r3

—27“3—|—2r},
—r
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1—7"91: 1 1+7r 8
4 d =—o3 1 -1 — 2 — 342
/11+T2—27"x$ {( ) )nl—r " 3T+T}’
1+7rx
33— 1— 2
/1 1+r2+2m’ { r ‘ * T]’
1
7 x(1+ )(1—1—7’1:) 1+7r 5
— = 1 — 1)1 -2 2
/12r 14+7r242rx (+r) (v )nl—r T

/4Md:p: o [(1+7")(r 1) H”

1 1472+ 2rx —

— 20 — 27“3 — 27"} .

Introduciendo el conjunto de estas 13 integrales en (D-29), se encuentra para Fgfsm’) (q,—q, k)

1+7r
1—1r

1 [ 14(0*+1) 6
54 3 r? r3

[(ﬁ —1)In

+ 27"}

14r

1 N
+2—705(1+7") (r"—=1)In

7i5 [(1+r 2(r* —1)In

+ 2r — 27"3}

147
1—r

147
1—r

—2r5+§r3+2r} —% |:(T2—1)1I1'

_ Qr}

7 [ 1+7r
—(1 t-1)1 —2r® 42
+4r3( +r)_(7“ )nl—r r+r1
1 1 8
—3 [(1+r)( —1)In 11_:: —2r5—§7’3—|—27“H.

Después de efectuar los productos, agrupar los términos que tienen el logaritmo y los que no
lo tienen, finalmente se obtiene el Kernel

1125 791 31 3 3 (r*—1)»
(s) _ 2 2
F37(a, —q,k) B4 {7_ﬁﬁ+?r_4_§r +2_87“—5(7T +2)1, (D-30)

que al ser sustituido, para una de las contribuciones a un loop

2P, 5(k) = 6Py (k) / PqPiy(@)F (@ —q. k),

25 791 31 3, 3(2—1)
_ 21.2 a0 gL 9.2 9
- 6P1’1(k)/(27r)r g d<rk)P“(kT)54 { R vi-R i Ul - U B
%, 1 31 3., 3(@-1°

— P (R 20K [ dr Py (k) | 2202 LI I S I VT A
11(k)(27) /T“( T)[63 126 632 18 22 1@ (7r+)}’

por lo tanto

Pra(k)k° 1
2P, 5(k) = m / dr Py (kr) [1007“2 — 158 + 12— — d2r!
3 2 1 +r
+7’3(T —1)%(7r +2)1n’1_r } , (D-31)

que corresponde a la ecuacién (4-32).
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D.7. Representacion en el espacio de Fourier de la
ecuacion (5-21)

Para la representacién de la ecuacién (5-20) en el espacio de Fourier; el miembro izquierdo
junto con el primer término del miembro derecho, tienen un procedimiento igual al encontra-
do en el anexo D.1. En este anexo, por lo tanto, se quiere presentar al detalle la representacion
del término que incluye los efectos de presion debido a la presencia de materia bariénica en
una teoria a segundo orden. De manera que considerando unicamente la expresion

o] o [R585)

H(x,7) =V, - [

Aplicando transformada de Fourier F{H (x,7)} y expandiendo al funcién al interior de los
paréntesis cuadrados [---]|, que para los efectos de este trabajo se presentard unicamente
para un teoria a segundo orden, se encuentra

—o%r{ aiz K%m )) 1+ Ga(as >J‘1} }

_ 02]:{ 8(12 K%ég(%ﬁ)) 1 - 513(931‘,7)]} }7
52

:Cff{wé (24, 7) = ail [53(931, )a(9 Or (i, )} }

= ? 'f{aa: (i, 7 } F{ oz, { (@i, 7 iié (%T)] H ’

= C? |2 F {0 (i, 7)} — f{ ai. [ / Blyge®i®iby, (ki ) aa‘ d3k2ieik2m<§3(kzi,7)} H

k1s

=C? 2k2]-“{6 (z,7)} — f{ B, [ /k ) kmd%md% (€ RS (R, )ik b (Ko, )] H ,
derivando nuevamente el integrando,
= C? [Pk F{oy (2, 7)
+f{ { /k  d Toasd® ko i tR2T 5 (o 7V Kooy (Ko +k2i)53(k2i,7)] H :
factorizando,
= —C?K* [F{6s(zs,7)
——f{ [ /k  d B Y e (kh+k21)53(ku,r)5]3(k2i,7)} H :

= —C2k2 {SB(kT / / Pkod’k 67 (k — kg — kg)kQ-(k1+k2)53(k1,7)53(k2,7)}.
ki J ko
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De manera que la transformada de Fourier F{H (x,7)}, toma la forma
. 1 - .
~C2k? {%(km) ~ = / / Pkod®ki6° (k — ki — ko)ks - (k1 + ko) 05 (ky, 7)05 (Ka, 7)
ki J ko

Este término revela la inclusion de materia bariénica y sus efectos de presion, considerados
en las ecuaciones de movimiento para este fluido mixto. Es posible apreciar que, de la misma
forma para materia oscura, se obtiene una funciéon que representa la inclusion de los términos
no lineales en su evolucion, por lo menos a segundo orden.



E. Cddigos Python

En este anexo se vinculan los cédigos empleados para el desarrollo de las integrales Pso(k) y
P, 5(k), para las correcciones a un loop, ecuaciones reescritas en el capitulo 4 y etiquetadas
con los numeros (4-31) y (4-32).

E.1. Perturbaciones en el régimen lineal

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import colors as mcolors

def p(z):
return ((z+41)/((0.308%z%%3)4+(0.924%z%%2)+(0.924%z)4+1)*%(3/2))

def simpsonl3(p,a,b):

m =(a+b)/2
integral=(b—a)/6x(p(a)+4*xp(m)+p(b))
return integral

for a in range(500):
def h(a):
return (((0.308*a*%3)+(0.924%a*+2)+(0.924%a)+1)*x(1/2))

ha.append(h(a))

b=1000

n=2000

h=(b—a)/n

suma=0

for 1 in range(n):

b= a+h
area=(simpsonl3(p,a,b))
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suma—suma-tarea
a=b

y .append (suma )
print (y)

print (ha)
print (len(y))
print (len (ha))

import operator

producto=list (map(operator.mul, y, ha))
print (producto)

print (len (producto))

fig = plt.figure()
plt.plot (producto,
plt.grid ()
plt.xlabel (7z7)
plt.ylabel ('D(z) ")
plt. title (’CRECIMIENTO DE PERTURBACIONES — REDSHIFT (INTEGRAL GENERAL) ")
plt .legend ([ 'Factor de Crecimiento ’],loc="upper right ’)

plt .show ()

fig.savefig (”1.png”);

Y

m-)

E.2. Integral Py (k)

import numpy as np

from scipy import integrate

from scipy.integrate import nquad
import csv

def F1(r,k):

return

(((np.log (149.36xkxr))/(9.36%kxr))*x2)*((1+(15.6xkxr)
+(64.4xksr )* %24 (21.8xkkr )34+ (26.8xk*r )xxd)xx(—1/4))%%2

def F2(x,r ,k):

return
(((np.log(149.36xkxpow((1+pow(r,2)—2x1r*x),0.5)))
/(9.36xkspow ((1+pow(r,2)—2xr*x),0.5)))*x2)
*((1+(15.6xkspow((1+pow(r,2) —2%r*x),0.5))

+ (64.4xkxpow((14+pow(r,2) —2%r*x),0.5))*%2
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+ (21.8xkxpow((14+pow(r,2) —2%r*x),0.5))*%3
+(26.8xkxpow ((1+pow (r,2) —2krxx),0.5))s*x4)xx( —1/4))*%2

def fl1(x, r, n, k):

return
nx(pow(k,3)/((98)*(2%np.pi)**2))*(4.80*%pow(10,8))
«(pow (k,2))* rxpow((14+pow(r,2) —2*rxx),0.5)«F1(r, k)
*F2(x,r,k)*(pow((3*r+7+«x—10%r*pow(x,2)) ,2)

/(pow ((1+pow(r,2) —2%1r%*x),2)))

def expint(n, k):
return nquad(fl, [[—1, 1],[0, np.inf]], args=(n, k))[0]

vec_expint = np.vectorize (expint)
vec_expint (1 ,np.arange(0.1,2000,0.1))

with open(’DATOSL.csv’,’w’ , newline="") as file:
writer = csv.writer (file ,delimiter=",")
writer . writerow (vec_expint (1,np.arange(0.1,2000,0.1)))

print (vec_expint (1,np.arange(0.1,2000,0.1)))

E.3. Integral P, 5(k)

import numpy as np

from scipy import integrate

from scipy.integrate import nquad
import csv

def T(k):

return
((((np.log(149.36x%k))/(9.36xk))**x2)*((14+(15.6xk)
+(64.4%k)*%24+(21.8%k)*«x34(26.8%k )*xd)xx(—1/4))xx2)

def P(k):
return ((2.19%(10%%(4)))xk«T(k))

def F1(r,k):
return
(((np.log (149.36xkxr))/(9.36%kxr))**2)*((1+(15.6xkxr)
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+(64.4xksr )x%24 (21.8xksr )*x3+(26.8xkkr )sxd)skx(—1/4))%%2

def f(k):
return (pow(k,3)/((252)«(2xnp.pi)*x2))*P(k)

def f2(r, n, k):

return
nx0.5%f(k)x(F1(r,k))*((6/pow(r,2))—79+50«pow(r,2)
—2Lxpow (1,4)+(3/2) * ((pow ((pow(r,2) —1),3))/pow(r,3))
x(7xpow(r,2)+2)*(np.log(np.absolute((1+r)/(1—-1)))))

def expint(n, k):
return nquad(f2, [[0.00001, np.inf]], args=(n, k))[0]

vec_expint = np.vectorize (expint)
vec_expint (1,np.arange(0.1,2000,0.1))

with open (’DATOS2.csv’,’w’ , newline="") as file:
writer = csv.writer (file , delimiter=",")

writer . writerow (vec_expint (1, np.arange(0.1,2000,0.1)))

print (vec_expint (1,np.arange(0.1,2000,0.1)))
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