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valiosa compañ́ıa en todos mis proyectos y su disposición siempre para escucharme y hacer-
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Resumen

En cosmoloǵıa uno de los grandes retos es proporcionar técnicas y modelos que permitan

describir la formación de grandes estructuras en el universo. Aśı, en este trabajo, se retoma

por medio de herramientas semianáliticas la construcción del espectro de potencias de ma-

teria a segundo orden. Para ello, inicialmente se construyen las ecuaciones de movimiento

generales para un fluido de materia oscura, que debido a la alta complejidad en su solución,

primero se abordan en un régimen lineal y luego son representadas en el espacio de Fourier

para reproducir soluciones a segundo orden, que con ayuda de algunos elementos de la teoŕıa

cuántica de campos permiten obtener las correcciones deseadas a un loop. Finalmente, se

presentan las ecuaciones de movimiento para un fluido mixto de materia oscura y bariónica.

Abstract

In cosmology one of the great challenges is to provide techniques and models that allow

describing the formation of large structures in the universe. Thus, in this work, we rebuild

through semi-analitical tools the matter power spectrum to second order. Therefore, initially

we build the general movement equations for a dark matter fluid, that involving a the com-

plex work in its solution, first we tackle a linear regime and then they are represented in

the Fourier space to reproduce solutions to second order, with the help some elements of

quantum field theory we obtain the desired solutions a one loop. Finally, we present the

movement equations for a fluid mix of dark matter and baryonic.
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2.1. Métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker . . . . . . . . . . . . . . . 2
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Λ Constante cosmológica 1/m2

ρ Densidad kg/m3
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i, j, k Índices espaciales con letras latinas
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1. Introducción

En la cosmoloǵıa moderna la dinámica de formación de estructuras a gran escala en el uni-

verso es uno de los grandes enigmas que se han investigado durante las últimas cinco décadas.

La complejidad de abordar este problema, por sus descripciones altamente no lineales para

evolucionar las ecuaciones de movimiento de un fluido compuesto en general por radiación,

materia oscura, bariones y neutrinos, bajo el paradigma denominado ΛCDM, han llevado

a la cosmoloǵıa a articularse con diversas herramientas tráıdas de la mecánica de fluidos y

la teoŕıa cuántica de campos, con el objetivo de enriquecer la f́ısica que hay detrás de las

herramientas numéricas, en especial de las simulaciones de N -cuerpos, que en la cosmoloǵıa

computacional son en gran medida dispendiosas en términos de sus costos y tiempos de

computo. En especial, bajo este modelo de universo, poder describir las fluctuaciones de

dicho fluido compuesto de varias especies y su transición de un régimen lineal al no lineal,

es una tarea que en general no es sencilla[27]. Por lo tanto, en este trabajo se presenta una

reconstrucción detallada del espectro de potencias para un fluido de materia oscura (con el

esquema estándar para los estudios de formación de estructura[27]), herramienta indispensa-

ble en el modelo de halo[7, 20], bajo una modalidad semianaĺıtica empleando teoŕıa euleriana

de perturbaciones cosmológicas a segundo orden.

Por lo tanto, para cumplir con este objetivo se dispone de la siguiente ruta: en el caṕıtu-

lo 2 se abordan los elementos necesarios, para los fines de este trabajo, de la cosmoloǵıa

estándar FLRW; seguido de ello, se encuentra el caṕıtulo 3 en donde se presenta una intro-

ducción a la teoŕıa de perturbaciones, con ayuda de la ecuación de Boltzmann y la dinámica

euleriana abriendo paso a las ecuaciones de movimiento que describen la evolución de un

fluido de materia oscura en términos de su campo de fluctuaciones y velocidades peculia-

res, enmarcadas en la época de dominio de materia, para un régimen no relativista y en la

aproximación de subhorizonte. En este caṕıtulo, además se presenta una solución completa

de dichas ecuaciones en el régimen lineal[1, 8, 11], proporcionando el factor de crecimiento

de las perturbaciones y se cierra éste con la representación de las mismas ecuaciones en

el campo de la dinámica no lineal[4]. En caṕıtulo 4, eje central del trabajo, se reconstru-

ye la solución general para el régimen no lineal a las ecuaciones de movimiento con ayuda

del método propuesto en[10, 13, 16] y se aborda la solución a segundo orden, permitiendo

reproducir de forma gráfica y semianaĺıtica el espectro de potencias de materia a segundo

orden. Finalmente, en el caṕıtulo 5, se complementa el trabajo con una descripción de las

ecuaciones de movimiento, pero en está oportunidad, para un fluido mixto de materia oscura

y bariónica de la mano de investigaciones como las hechas por[17, 24, 27].



2. Cosmoloǵıa de Friedmann-Lemâıtre-

Robertson-Walker

En este caṕıtulo se realiza un acercamiento al marco teórico que permite la interpretación

de diversos datos observacionales, de tal manera que propiedades de diversos objetos en el

universo, tal como el corrimiento al rojo (redshift), luminosidad o tamaño, entre otras, pueden

ser interpretadas de forma muy acertada. En contraste, la corriente teórica más aceptada es

el modelo de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW); este modelo, cimentado en la

creencia de un universo gobernado por la Teoŕıa General de la Relatividad (TGR) junto con

un principio de homogeneidad e isotroṕıa a gran escala, conforman la base para la explicación

de la formación de estructura bajo el paradigma ΛCDM. Aśı en la sección 2.1, se hace una

descripción detallada de la métrica que obedece al principio cosmológico1, en la sección 2.2

se abordan los parámetros de Hubble-Lematr̂ıe y desaceleración, y se finaliza con la sección

2.3 en donde se presentan las ecuaciones de Friedmann-Lemâıtre.

2.1. Métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker

Partiendo del supuesto que el universo es homogéneo e isotrópico, se puede establecer, sobre

el espacio-tiempo, un elemento de ĺınea, llamado métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-

Walker (FLRW), que satisfaga estas necesidades. Dados los lineamientos proporcionados[2,

28], inicialmente se establece la forma de una métrica que describa un espacio 4-dimensional

que contenga un subespacio 3-dimensional de geometŕıa homogénea. Aśı, bajo las hipótesis

matemáticas en donde:

1. Las ĺıneas de mundo de los objetos no se intersecan y a su vez son ortogonales a

hipersuperficies como de espacio.

2. Existe una coordenada temporal x0 para cada hipersuperficie.

3. Todo subespacio 3-dimensional, con valor constante en la coordenada temporal x0, es

localmente isotrópico.

4. Todos los puntos sobre un subespacio 3-dimensional, con valor constante en la coorde-

nada temporal x0, son equivalentes.

1Siguiendo a [26], las leyes de la f́ısica y la cosmoloǵıa en cualquier otro lugar del universo son similares a

las que se obtienen desde nuestra posición presente.
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En virtud de las hipótesis 1 y 2 la métrica toma la forma ds2 = (dx0)2 +g
ij
dxidxj. Respecto a

las hipótesis 3 y 4, respectivamente, por un lado la isotroṕıa local implica que las coordenadas

espaciales en el elemento de ĺınea evidencien simetŕıa esférica y la equivalencia entre todos

lo puntos en la hipersuperficie, determina que la razón de las distancias propias entre dos

puntos en el espacio, es constante en el tiempo, de tal forma que ds2 toma la forma

ds2 = (dx0)2 − eg(x0)+f(r)
[
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

]
. (2-1)

Para determinar la forma expĺıcita de los coeficientes de la métrica, se exploran las ecuaciones

de campo de Einstein, con constante cosmológica, que en componentes mixtas toman la forma

Rν
µ −

1

2
Rgνµ + Λgνµ = −8πG

c2
T νµ. (2-2)

Con el fin de cumplir el objetivo, es necesario v́ıa las ecuaciones de Euler-Lagrange, obtener

las conexiones de la métrica, ya que son indispensables para determinar el tensor de Ricci,

aśı las componentes no nulas de dicho tensor son (ver Anexo A.1 y A.2)

R00 =
3

2
g′′ +

3

4
(g′)2, (2-3)

R11 = f ′′ +
f ′′

r
− eg(x0)+f(r)

[
1

2
g′′ +

3

4
(g′)2

]
, (2-4)

R22 = r2

[
1

2
f ′′ +

1

4
(f ′)2 +

3

2r
f ′ − eg(x0)+f(r)

(
1

2
g′′ +

3

4
(g′)2

)]
, (2-5)

R33 = r2 sin2 θ

[
1

2
f ′′ +

1

4
(f ′)2 +

3

2r
f ′ − eg(x0)+f(r)

(
1

2
g′′ +

3

4
(g′)2

)]
. (2-6)

Escribiendo Rµν 6= 0, en componentes mixtas y calculando el escalar de curvatura (ver Anexo

A.2), encontramos el sistema de relaciones dado por las ecuaciones de campo

−3

4
(g′)2 + e−

[
g(x0)+f(r)

] [
f ′′ + 2

f ′

r
+

1

4
(f ′)2

]
+ Λ = −8πG

c2
T 0

0, (2-7)

−g′′ − 3

4
(g′)2 + e−

[
g(x0)+f(r)

] [
f ′

r
+

1

4
(f ′)2

]
+ Λ = −8πG

c2
T 1

1, (2-8)

−g′′ − 3

4
(g′)2 + e−

[
g(x0)+f(r)

] [
1

2
f ′′ +

1

2r
f ′
]

+ Λ = −8πG

c2
T 2

2 = −8πG

c2
T 3

3, (2-9)

que permiten simplificar y encontrar el elemento de ĺınea; sin embargo, para completar

está tarea se debe discutir como se relaciona el supuesto de isotroṕıa local sobre el tensor de

momentum-enerǵıa. Ya que el tensor T νµ, es invariante bajo una transformación ortogonal, en

todo punto del espacio-tiempo, para cualquier sistema coordenado, las coordenadas espaciales

cumplen la equivalencia T 1
1 = T 2

2 = T 3
3. De manera que, para el conjunto de ecuaciones

(2-8) y (2-9), se puede establecer

f ′ = aref/2, (2-10)
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con a como una constante de integración. De tal forma que la métrica que satisface el supuesto

de isotroṕıa en las componentes espaciales es (ver Anexo A.3)

ds2 = (dx0)2 − eg(x0) b2[
1 +

k

4

r2

r2
0

]2

[
dr2 + r2(dθ2 + r2 sin2 θdϕ2)

]
, (2-11)

y al escribirse en su presentación estándar tiene la forma (ver Anexo A.4)

ds2 = c2dt2 −R2(t)

[
1

1− kr2
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

]
, (2-12)

en donde R(t) se conoce como el factor de escala y k toma valores de 0, 1 y −1 para un

modelo de universo plano, cerrado y abierto, respectivamente.

2.2. Geometŕıa espacial de la métrica FLRW

Para un primer acercamiento a la interpretación del factor de escala R(t), véase el caso

para k = 1, en la métrica (2-12). Considerando únicamente la parte espacial, y haciendo

r, ϕ =constantes, se obtienen respectivamente la longitud de una curva (ćırculo), el área de

una 2−esfera y la distancia f́ısica radial (con t, θ, ϕ =constates),

C = 2

∫ π

0

√
−gθθdθ =

∫ π

0

√
−
[
−R2(t)r2

]
dθ = 2πrR(t),

A =

∫ ∫ √[
r2R2(t)

][
r2R2(t) sin2 θ

]
dθdϕ =

∫ 2π

0

∫ π

0

r2R2(t) sin2 θdθdϕ = 4πr2R2(t),

d
f́ısica

=

∫ r

0

R(t)√
1− kr2

dr = R(t) sin−1(r),

presentando, especialmente en el último resultado, una interpretación f́ısica de la función

R(t) como un factor de escala, siendo éste un aspecto fundamental en la geometŕıa espacial

del modelo FLRW. Con la finalidad de proporcionar una idea más clara de la parte espacial

de la métrica, recuérdese que el objeto geométrico indispensable, en la TGR, para determinar

caracteŕısticas geométricas del espacio, es conocido como el tensor de Riemann, aśı calculando

las conexiones de Christoffel y posterior a ello las componentes no nulas de dicho tensor, se

observa una dependencia directa con k (ver Anexo A.5); de tal forma, que para k = 0 se tiene

un espacio plano, k = 1 un espacio de curvatura constante positiva y k = −1 un espacio de

curvatura constante negativa[29].
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2.3. Parámetro de Hubble-Lemâıtre

En está sección se presenta una de las deducciones cinemáticas más sobresalientes de la

geometŕıa de FLRW2. Para ello, suponga que en una hipersuperficie (nuestra galaxia) está

localizada en r = 0 y cualquier otra galaxia en una hipersuperficie con coordenada r, aśı la

distancia propia L, desde nuestra posición (considerando una ĺınea radial dθ = dϕ = 0 y

dt = 0) está mediada por la métrica de FLRW (2-12), de tal forma que

ds′2 = − R2(t)

1− kr2
dr2,

L =

∫ r

0

√
−grrdr =

∫ r

0

R(t)√
1− kr2

dr = R(t)

∫ r

0

dr√
1− kr2

= R(t)f(r), (2-13)

en donde f(r) es una función de la coordenada r y su forma funcional depende de la elección

para el parámetro k; sin embargo, independiente de la elección en k[12], observe la relación

de proporcionalidad dada entre el factor de escala y la distancia propia ecuación (2-13). En

este sentido, la velocidad a la cual un objeto se aleja de un observador, tiene la forma

v =
dL

dt
=

d

dt

[
R(t)f(r)

]
= ˙R(t)f(r) = ˙R(t)

L

R(t)
=

˙R(t)

R(t)
L = H(t)L, (2-14)

en donde se ha definido H(t) ≡
˙R(t)

R(t)
, conocida como la constante de Hubble-Lemâıtre, con

dimensiones de T−1. Está expresión se conoce como la Ley de Hubble-Lemâıtre y expresa lo

siguiente: cuanto más lejos está ahora un objeto (astrof́ısico) más rápido se aleja ahora de

nosotros.

2.4. Ecuaciones de Friedmann-Lemâıtre

Bajo el paradigma que el universo está gobernado por la TGR y además que la evolución,

y formación de estructura a gran escala para éste, es controlada y modelada por medio

de un fluido cosmológico compuesto de materia, radiación y enerǵıa oscura. Entonces, las

ecuaciones de campo de Einstein son aquellas que modelan dicha evolución, ya que desde

su misma esencia, la distribución de enerǵıa hace que el espacio se curve implicando una

redistribución de materia. De manera que, utilizando las ecuaciones de campo (2-2), teniendo

la forma expĺıcita de la métrica [sección 2.1 ecuación (2-12)], la parte geométrica de las

ecuaciones de campo es conocida (miembro izquierdo: tensor de Einstein) y si se determina

una forma para el tensor de momentum-enerǵıa (miembro derecho) es posible encontrar una

solución anaĺıtica o numérica para las ecuaciones de campo. En contraste, para los modelos

de FLRW se considera una forma espećıfica del tensor Tµν , ésta establece que el universo

2También se podŕıan realizar otras deducciones como definir distancias (de luminosidad o diametral angu-

lar), volúmenes, entre otras[29].
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puede ser modelado por medio de un fluido perfecto compuesto por materia, radiación y

enerǵıa oscura. Aśı, las componentes del tensor momentum-enerǵıa están descritas por

Tµν =

(
ρ+

P

c2

)
uµuν − Pgµν . (2-15)

Con estas herramientas, dado que la geometŕıa del espacio-tiempo está ligada al factor de

escala R(t) (2-12), ahora se deben resolver las ecuaciones de campo (2-2) para determinar

dicho factor; sin embargo, para tal fin es conveniente escribir las ecuaciones de la forma (ver

Anexo A.6)

Rµν = −8πG

c4

[
Tµν −

1

2
Tgµν

]
+ Λgµν , (2-16)

considerando que el sistema coordenado comóvil tiene la cuadrivelocidad, en componentes

covariantes, como [uµ] =
[
c2, 0, 0, 0

]
= c2δ0

µ, se logra escribir el tensor momento-enerǵıa de

la forma T = c2ρ − 3P . Y manipulando el factor [. . . ] de (2-16), se obtiene en general (ver

Anexo A.6)

Rµν = −8πG

c4

[
(c2ρ+ P )c2δ0

µδ
0
ν −

1

2
(c2ρ− P )gµν

]
+ Λgµν . (2-17)

Aśı para las componentes no nulas (µ = ν), con ayuda de los cálculos encontrados en el

anexo A.5 en las ecuaciones (A-15) a (A-19), se encuentra el conjunto de relaciones para las

componentes temporal y espacial

3
R̈(t)

R(t)
= −4πG

c2

(
c2ρ+ 3P

)
+ Λc2, (2-18)

R(t)R̈(t) + 2Ṙ2(t) + 2c2k =

[
4πG

c4

(
c2ρ− P

)
+ Λ

]
c2R2(t), (2-19)

despejando R̈(t) de la ecuación (2-18) y sustituyendo en (2-19), se obtienen las ecuaciones

de campo cosmológicas (ecuaciones de Friedmann-Lemâıtre) que brindan información sobre

la evolución temporal del factor de escala

Ṙ2(t) =
8πG

3
R2(t)ρ+

1

3
ΛR2(t)c2 − c2k, (2-20)

R̈(t) = −4πG

3c2

(
c2ρ+ 3P

)
R(t) +

1

3
c2ΛR(t). (2-21)

Con ayuda del postulado de conservación de la enerǵıa, T µν;ν = 0, y considerando (2-15) se

tienen las ecuaciones, corriendo i, j = 1, 2, 3

T 0ν
;ν = T 00

;0 + T 0i
;i =

(
ρ+

P

c2

)
;ν

(u0uν) +

(
ρ+

P

c2

)(
u0uν

)
;ν
− g0νP;ν = 0, (2-22)

T iν;ν = T i0;0 + T ij;j =

(
ρ+

P

c2

)
;ν

(uiuν) +

(
ρ+

P

c2

)(
uiuν

)
;ν
− giνP;ν = 0, (2-23)
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representando la ecuación de continuidad y la ecuación de Euler para un fluido perfecto,

respectivamente. Téngase presente en este punto, que la densidad ρ únicamente es función

del tiempo cósmico t y en el sistema comóvil la 4−velocidad es dada por el cuadrivector [uµ] =[
1, 0, 0, 0

]
; por lo tanto, se puede confirmar con relativa facilidad que la ecuación (2-23) es una

identidad, confirmando que las part́ıculas del fluido tiene un movimiento uniforme geodésico.

Por otro lado, dada la ecuación (2-22), puede establecerse una relación tipo barotrópica entre

la densidad, la presión y el factor de escala (ver Anexo A.7)

dρ

dt
+

(
ρ+

P

c2

)
3
Ṙ(t)

R(t)
= 0, (2-24)

que al reorganizarse de forma alternativa, toma la estructura

d

dR

[
ρR3(t)

]
= −3P

c2
R2(t). (2-25)

Reconociendo que la densidad y la presión, para cada componente del fluido, se relacionan

por medio de una ecuación de estado de la forma P = ωρc2, se puede determinar, resolviendo

la ecuación diferencial para ρ (2-25), como la densidad de enerǵıa evoluciona como función

del factor R(t) en el tiempo cósmico

ρ(R) = CR(t)−3(ω+1), (2-26)

con C como una constante y ω = 0, 1/3,−1, si se considera un fluido con presión nula,

radiación y vaćıo (constante cosmológica), respectivamente. De está forma, para el fluido

cosmológico, que consiste de tres componentes: materia, radiación y vaćıo, cada una de ellas

con ecuación de estado diferente mediada por los valores normalizados de ω. La densidad de

masa total en un tiempo cósmico t, empleando la relación (2-25), es

ρ(t) = ρm(t) + ρr(t) + ρΛ(t) = ρm,0

[
R(t0)

R(t)

]3

+ ρr,0

[
R(t0)

R(t)

]4

+ ρΛ,0, (2-27)

en donde ρm,0, ρr,0 y ρΛ,0, son las densidades propias en el tiempo cósmico presente t0 y

aśı el modelo de universo considerado, se fija conociendo estos parámetros en algún tiempo

cósmico particular. Definiendo parámetros adimensionales, conocidos como parámetros de

densidad

Ωi(t) =
8πG

3H2(t)
ρi(t), i: masa, radiación o vaćıo, (2-28)

H(t) considerado como el parámetro de Hubble-Lemâıtre, cuyo valor estimado actualmente

es aproximadamente 700 km/s· Mpc−1, y registrando unos valores para Ωm,0 ≈ 0.3, Ωr,0 ≈
0.00005 y ΩΛ,0 ≈ 0.7. Se puede obtener una interpretación sobre la estructura geométrica

del universo, incluyendo estos parámetros, de tal forma que manipulando la ecuación (2-20),

se logra establecer que

1 = Ωm + ΩΛ + Ωk + Ωr 7→ Ω ≡ 1− Ωk = Ωm + ΩΛ + Ωr, (2-29)
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con Ωm =
8πG

3H2(t)
ρ, ΩΛ =

Λc2

3H2(t)
, Ωk = − c2k

H2(t)R2(t)
definido como el parámetro de

curvatura y Ω entendido como el parámetro de densidad total. De este modo,

si Ωm + ΩΛ + Ωk > 1, se tiene un espacio con curvatura constante positiva (k = 1).

si Ωm + ΩΛ + Ωk = 1, se tiene un espacio con curvatura nula (k = 0).

si Ωm + ΩΛ + Ωk < 1, se tiene un espacio con curvatura constante negativa (k = −1).

Finalmente escribiendo las ecuaciones de campo cosmológicas (2-20) y (2-21), fijando las

cantidades H0, Ωm,0, Ωr,0, ΩΛ,0, se obtienen las expresiones (ver Anexo A.8)

H2(t) = H2(t0)
[
Ωm,0(z + 1)3 + Ωr,0(z + 1)4 + Ωk,0(z + 1)2 + ΩΛ,0

]
, (2-30)

q(t) =
1

2

[
Ωm + 2Ωr − 2ΩΛ

]
, (2-31)

en donde el sub́ındice cero, en las cantidades Ω, indica que estos parámetros son medidos

en un tiempo cósmico actual, z denota el corrimiento al rojo cosmológico y la expresión

q(t) ≡ −R(t)R̈(t)/Ṙ2(t), es conocido como el parámetro de desaceleración.

En muchas ocasiones es útil fijar una nueva coordenada temporal, que usualmente es llamada

tiempo conforme dτ = dt/R(t); por tanto, las ecuaciones de campo cosmológicas quedan

escritas de la forma (ver Anexo A.9)

k =
1

c2
H2(τ)

[
Ω− 1

]
,

∂

∂τ
H(τ) =

[
ΩΛ(τ)− Ωr(τ)− 1

2
Ωm(τ)

]
H2(τ), (2-32)

permitiendo normalizar la curvatura k = 0, 1,−1 asociada a un Ω = 1, Ω > 1 y Ω < 1,

respectivamente y tomando a H(τ) = H(t)R(t).



3. Introducción a la Teoŕıa de

Perturbaciones

Con el fin de dominar las herramientas y conceptos necesarios para abordar la teoŕıa de

perturbaciones cosmológicas, se seguirán los lineamientos trazados en [26]. En está direc-

ción, este caṕıtulo presenta inicialmente una descripción de la ecuación de Boltzmann en

cosmoloǵıa, sin colisiones denominada ecuación de Vlasov, y posterior a ello se expondrán y

desarrollarán aspectos vitales de la teoŕıa euleriana lineal y no lineal de perturbaciones.

3.1. Ecuación de Boltzmann en cosmoloǵıa

En el caṕıtulo anterior se considero un universo modelado a partir de un principio de homoge-

neidad e isotroṕıa; sin embargo, ahora se quieren introducir perturbaciones en la densidad de

materia que consecuentemente implica perturbaciones en la métrica (2-12) de dicho modelo

de universo[26]. En otras palabras, si se quieren dar avances sobre la formación de estructura,

es necesario conocer, de acuerdo a las ecuaciones de campo (2-2), como estas perturbaciones

afectan las componentes de la métrica y simultáneamente las componentes que describen el

contenido de materia en el universo. De tal forma que, siguiendo a [26], el punto inicial para

este tratamiento es la ecuación de Boltzmann

df

dτ
=
∂f

∂τ
+
∂f

∂xi
dxi

dτ
+
∂f

∂pi
dpi

dτ
=
∂f

∂τ
+
dx

dτ
· ∇xf +

dp

dτ
· ∇pf = c[f ], (3-1)

en donde f(x,p, τ) es una función de distribución, que describe como vaŕıan los estados, de

un sistema, en el espacio posiciones y momentos respecto al tiempo conforme τ ; el término

c[f ] relaciona las posibles formas funcionales de interacción entre las part́ıculas, el término

∂f/∂τ está relacionado con la fuerza ejercida sobre las part́ıculas por una influencia externa

(gravedad) y el término restante es asociado con un efecto de difusión.

En este punto, se hace conveniente fijar que el análisis de interés, es decir, el sistema a

estudiar, es un fluido de materia oscura (CDM), ya que en principio ésta, domina la densidad

de materia y se desacopla de la radiación mucho antes que la materia ordinaria[26]. Para

el análisis del fluido, se posible suponer que éste se encuentra en el interior de una esfera

de Hubble, cuyo radio (Horizonte de Hubble) equivale a la distancia comóvil, para la cual

la recesión es idénticamente igual a la velocidad de la luz. Además de esto, se considera el
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sistema compuesto de part́ıculas, con masa m, no relativistas y no colisionantes (c[f ] = 0),

de manera que la ecuación de Boltzmann se ve reducida a

∂f

∂τ
+
dx

dτ
· ∇xf +

dp

dτ
· ∇pf = 0, (3-2)

denominada ecuación de Vlasov. Dados estos supuestos, es posible usar la gravedad newto-

niana para dar razón de la evolución, en tiempo conforme, del fluido de materia oscura[5].

Aśı, al usar la teoŕıa newtoniana, para describir las ecuaciones de movimiento de part́ıculas,

de materia oscura, bajo la acción del potencial

Φ = −G
∫

V’

ρ(r′)

|r− r′|
dV ′ −→ dv

dt
= G

∫
V’

ρ(r′)(r′ − r)

|r′ − r|3
d3r′, (3-3)

se debe efectuar una redefinición de la posición y el momentum de las part́ıculas, de tal

forma que desde este punto en adelante, la coordenada f́ısica (posición) será representada

por medio de un conjunto de coordenadas eulerianas de la forma r = R(t)x, que obedecen

a un conjunto de coordenadas comóviles para cada punto de la variedad. En este sentido, el

campo de velocidad f́ısica respecto a la hipersuperficie comóvil será

v(x, τ) =
dr

dt
=
dr

dτ

dτ

dt
=

d

dτ

[
R(t)x

] 1

R(t)
= Ṙ(t)

dt

dτ
x

1

R(t)
+R(t)

dx

dτ

1

R(t)
,

v(x, τ) = H(t)R(t)x +
dx

dτ
= H(τ)x + u(x, τ), (3-4)

con u(x, τ), definida como la velocidad peculiar respecto a la grilla comóvil. A su vez, para

describir las perturbaciones cosmológicas, es conveniente fijar la densidad de fluido de materia

oscura, denominada densidad de contraste, de la forma

ρ(x, τ) ≡ ρ(τ)
[
1 + δ(x, τ)

]
, (3-5)

siendo δ(x, τ) el campo de fluctuaciones y ρ(τ) la densidad media del fluido. De está forma,

el potencial newtoniano (3-3) asociado al fluido de materia oscura, denotado de la forma

ΦCDM, es descrito como

ΦCDM = −GR2(t)

∫
ρ(τ)

|x− x′|
d3x′ −GR2(t)

∫
ρ(τ)δ(x′, τ)

|x− x′|
d3x′, (3-6)

en donde el primer término de la expresión habla sobre la componente homogénea del po-

tencial y el segundo se relaciona directamente con el término perturbador. Por lo tanto, el

potencial en general puede ser entendido

ΦCDM(x, τ) = ΦHOM(x, τ) + ΦPER(x, τ), (3-7)

cuyas ecuaciones de Poisson asociadas, en coordenadas eulerianas y tiempo conforme, serán

[1/R2(t)]∇2
xΦHOM(x, τ) = 4πGρ(τ) para el potencial homogéneo y para el potencial pertur-

bador será
1

R2(t)
∇2

xΦPER(x, τ) = 4πGρ(τ)δ(x, τ), (3-8)
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y haciendo uso de los parámetros adimensionales ρm(τ) =
3H2(τ)Ωm(τ)

8πGR2(t)
, se obtiene el po-

tencial debido a las perturbaciones en densidad

∇2
xΦPER(x, τ) =

3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ(x, τ). (3-9)

Finalmente las ecuaciones de movimiento mediadas por este potencial, y por la definición de

la cantidad de movimiento lineal, p = mR(t)u(x, τ), proporcionada por el segundo y tercer

término de la ecuación

d

dt
v(x, τ) =

dv

dτ

dτ

dt
=
dτ

dt

d

dτ
[H(τ)x + u(x, τ)] =

1

R(t)

[
dH(τ)

dτ
x +H(τ)

dx

dτ
+
du

dτ

]
, (3-10)

permiten encontrar ecuaciones diferenciales para part́ıculas de materia oscura, en términos

del tiempo conforme, de la forma

dp

dτ
= −mR(t)∇xΦPER, (3-11)

m

[
dR(t)

dτ

dt

dτ
u +R(t)

du

dτ

]
= −mR(t)∇xΦPER,

dR(t)

dτ
R(t)

dx

dτ
+R(t)

d

dτ

dx

dτ
= −R(t)∇xΦPER,

d2x

dτ 2
+H(τ)

dx

dτ
= −∇xΦPER, (3-12)

y en tiempo cosmológico

d2x

dt2
+H(t)

dx

dt
= − 1

R2(t)
∇xΦPER, (3-13)

que a nivel computacional son de gran utilidad para simulaciones deN cuerpos en cosmoloǵıa.

Aśı la ecuación que describe la función de distribución de part́ıculas de materia oscura en

términos de coordenadas comóviles, tiempo conforme y del potencial perturbador, está dada,

con ayuda de la cantidad de movimiento lineal, las ecuaciones (3-2) y (3-11), por

df

dτ
=
∂f

∂τ
+

p

mR(t)
· ∇xf −mR(t)∇xΦPER · ∇pf = 0. (3-14)

Cabe resaltar, que hasta el momento no se conocen soluciones anaĺıticas al conjunto de ecua-

ciones (3-9) y (3-14) y resolver este sistema implica una ardua tarea anaĺıtica y computacional

en caso de que se conozca alguna solución general expĺıcita para la función de distribución

f(x,p, τ). Ya con las ecuaciones descritas en está sección, es posible, para la intención de este

trabajo, aproximar soluciones, de forma anaĺıtica, que permitan dar cuenta de la evolución

del campo de densidad de materia, tarea que se presentará en las secciones siguientes.
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3.2. Dinámica euleriana

Inicialmente es importante reconocer que no es necesario dar cuenta de las soluciones anaĺıti-

cas de la ecuación (3-14). En vez de ello, se recurre a los momentos y función generadora de

momentos, establecidos por medio de las relaciones[26]∫
d3pf(x,p, τ) ≡ ρ(x, τ) = ρ(τ)

[
1 + δ(x, τ)

]
, (3-15)∫

d3p
p

R(t)m
f(x,p, τ) ≡ ρ(x, τ)u(x, τ), (3-16)∫

d3p
pipj

R2(t)m2
f(x,p, τ) ≡ ρ(x, τ)ui(x, τ)uj(x, τ) + σij(x, τ), (3-17)

en donde u(x, τ) es definido como el campo de velocidades peculiares y σij(x, τ) representa el

tensor de esfuerzos, que jugará un papel importante en la evolución de las ecuaciones para un

fluido que incluya diversas especies como por ejemplo bariones o neutrinos. Ahora, observe

que si se toma el primer momento de la ecuación de Vlasov (3-4) e integrando sobre el espacio

de momentos (ver Anexo B.1), se obtiene la ecuación de continuidad para la densidad de

contraste

∂

∂τ

[
δ(x, τ)

]
+∇x ·

[[
1 + δ(x, τ)

]
u(x, τ)

]
= 0. (3-18)

Y de la misma forma, multiplicando la ecuación de Vlasov por el momentum e integrando

de nuevo sobre el espacio de momentos, se encuentra la ecuación de Euler para fluidos (ver

Anexo B.2)

∂

∂τ
u(x, τ) +H(τ)u(x, τ) +

[
u(x, τ) · ∇x

]
u(x, τ) = −∇xΦPER −

1

ρ(x, τ)
∇x · σ(x, τ). (3-19)

Aśı pues el problema central, se liga a resolver el sistema de ecuaciones dado por el conjunto

de relaciones proporcionadas en (3-9), (3-18) y (3-19), permitiendo encontrar la densidad

de contraste δ(x, τ) y el campo de velocidades peculiares u(x, τ). Para ello, es posible dar

solución a este sistema de ecuaciones v́ıa dos reǵımenes que serán expuestos en detalle a

continuación y de vital importancia para el desarrollo del trabajo.

3.2.1. Teoŕıa euleriana lineal de perturbaciones

La solución al sistema de ecuaciones mencionado está orientada, por lo menos, en este trabajo

a entender la formación de estructura en el dominio de materia, regida por un modelo

de universo tipo FLRW, que como ya se señalo tiene base fundamental, la visión de un

universo homogéneo e isotrópico a gran escala. En este sentido, considerando en una primera

aproximación la solución del sistema de ecuaciones, ligada a pequeñas fluctuaciones, en

la densidad y campo de velocidades peculiares, respecto al fondo cosmológico, es posible
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contemplar que los términos a segundo orden, orden superior y cruzados (productos) tanto en

la densidad de contraste como en el campo de velocidades peculiares, pueden ser despreciados,

de manera que

∇x ·
[
δ(x, τ)u(x, τ)

]
= 0;

[
u(x, τ) · ∇x

]
u(x, τ) = 0, (3-20)

y a su vez asumiendo el tensor de esfuerzos como nulo (para un fluido de materia oscura),

se establece el conjunto de ecuaciones es reducido a

∂

∂τ
δ(x, τ) +∇x · u(x, τ) = 0, (3-21)

∂

∂τ
u(x, τ) +H(τ)u(x, τ) = −∇xΦPER. (3-22)

Ahora, como cualquier campo vectorial, el campo de velocidades peculiares puede ser com-

pletamente descrito por su divergencia y su vorticidad,

∇x · u(x, τ) ≡ θ(x, τ); w(x, τ) ≡ ∇x × u(x, τ), (3-23)

de tal forma que calculando la divergencia sobre la ecuación (3-22) y luego empleando (3-9),

se obtiene,

∇x ·
[
∂

∂τ
u(x, τ) +H(τ)u(x, τ)

]
= −∇x · ∇xΦPER,

∂

∂τ
∇x · u(x, τ) +H(τ)∇x · u(x, τ) = −∇x

2ΦPER,

∂

∂τ
θ(x, τ) +H(τ)θ(x, τ) +∇x

2ΦPER = 0,

∂

∂τ
θ(x, τ) +H(τ)θ(x, τ) +

3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ(x, τ) = 0. (3-24)

Y de la misma forma aplicando el rotacional, en la misma ecuación

∇x ×
[
∂

∂τ
u(x, τ) +H(τ)u(x, τ)

]
= −∇x ×∇xΦPER,

∂

∂τ
∇x × u(x, τ) +H(τ)∇x × u(x, τ) = 0,

en donde se utilizó la identidad vectorial ∇x ×∇xΦPER = 0, la expresión toma la forma

∂

∂τ
w(x, τ) +H(τ)w(x, τ) = 0. (3-25)

Asumiendo que la vorticidad, w(x, τ), depende únicamente del tiempo conforme fácilmente

se puede verificar, para la ecuación diferencial (3-25), que cualquier vorticidad en el fluido

cosmológico, decae por la expansión del universo, mediada por el factor de escala, de la
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forma w(τ) ∝
[
R(t)

]−1
. Aśı, haciendo uso de la divergencia de la ecuación (3-21) como

θ(x, τ) = − ∂

∂τ
δ(x, τ) y aplicándola en (3-24), se obtiene la ecuación diferencial, de segundo

orden lineal y homogénea para la densidad de contraste

∂2

∂τ 2
δ(x, τ) +H(τ)

∂

∂τ
δ(x, τ)− 3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ(x, τ) = 0. (3-26)

Está última ecuación será el objetivo a resolver para está sección, ya que describe de forma

aproximada como evoluciona, en tiempo conforme, el campo de fluctuaciones δ(x, τ). De

manera que, proponiendo una solución de la forma δ(x, τ) = D(τ)δ(x, τ
i
) con D(τ) conocido

como el factor de crecimiento, D(+)(τ), o decrecimiento lineal D(−)(τ). En tiempo conforme

igual a cero, δ(x, τ) = D(τ)δ(x), se logra establecer para (3-26) una ecuación diferencial de

segundo orden de la forma

∂2

∂τ 2
δ(x)D(τ) +H(τ)

∂

∂τ
δ(x)D(τ)− 3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ(x)D(τ) = 0,

d2

dτ 2
D(τ) +H(τ)

d

dτ
D(τ)− 3

2
H2(τ)Ωm(τ)D(τ) = 0. (3-27)

Relación que, junto con las ecuaciones de campo cosmológicas (2-32) determinan el crecimien-

to en la densidad de perturbaciones, en un régimen lineal, en función del tiempo conforme

τ . De igual manera, la ecuación (3-27) puede ser escrita en función del tiempo cósmico t;

identificando la función compuesta D [τ(t)] y escribiendo las siguientes ĺıneas

dD

dt
=
dD

dτ

dτ

dt
=
dD

dτ

1

R(t)
7−→ dD

dτ
= R(t)

dD

dt
, recordando que dτ =

dt

R(t)
,

d2D

dt2
=

d

dt

[
dD

dt

]
=

d

dt

[
dD

dτ

1

R(t)

]
=

d

dt

[
dD

dτ

]
1

R(t)
− Ṙ(t)

R2(t)

dD

dτ
=

1

R2(t)

d2D

dτ 2
− Ṙ(t)

R(t)

dD

dt
,

d2D

dτ 2
= R2(t)

d2D

dt2
+ Ṙ(t)R(t)

dD

dt
,

pues al aplicar en (3-27) las expresiones para la primera y segunda derivada de D en τ ,

además de utilizar los parámetros adimensionales (2-28), se obtiene una ecuación diferencial

con la estructura
d2

dt2
D(t) + 2

Ṙ(t)

R(t)

d

dt
D(t) = 4πGρm(t)D(t). (3-28)

Por otro lado, se puede declarar que las ecuaciones de campo cosmológicas (2-20), permiten

encontrar una relación entre la constante de Hubble-Lemâıtre y los parámetros adimensio-

nales (2-28), dada por (ver Anexo A.8)

H2(t) = H2(t0)

[
Ωm,0

R3(t)
+

Ωr,0

R4(t)
+ ΩΛ,0 +

1− Ωm,0 − Ωr,0 − ΩΛ,0

R2(t)

]
, (3-29)
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que al ser derivada una y dos veces, ésta última equivalencia, con respecto al tiempo cósmico

t, se obtiene el par de ecuaciones

2
Ṙ(t)

R(t)
Ḣ(t) = −H2(t0)

[
3

Ωm,0

R3(t)
+ 4

Ωr,0

R4(t)
+ 2

1− Ωm,0 − Ωr,0 − ΩΛ,0

R2(t)

]
Ṙ(t)

R(t)
, (3-30)

Ḧ(t) = H2(t0)

[
9

2

Ωm,0

R3(t)
+ 8

Ωr,0

R4(t)
+ 2

1− Ωm,0 − Ωr,0 − ΩΛ,0

R2(t)

]
H(t). (3-31)

Sumando, las ecuaciones (3-30) y (3-31), y adicionalmente despreciando la contribución de

radiación, se encuentra

Ḧ(t) + 2
Ṙ(t)

R(t)
Ḣ(t) = H2(t0)

[
3

2

Ωm,0

R3(t)
+ 4

Ωr,0

R4(t)

]
H(t) = H2(t0)

[
3

2R3(t)

8πG

3H2(t0)
ρm,0

]
H(t),

= 4πG
ρm,0
R3(t)

H(t) = 4πGρm(t)H(t),

en donde se ha invocando la ecuación (2-27), ρm(t) =
ρm,0
R3(t)

. Debido a lo cual se determina

Ḧ(t) + 2
Ṙ(t)

R(t)
Ḣ(t) = 4πGρm(t)H(t). (3-32)

Concluyendo, por comparación directa entre (3-28) y (3-32), que D(t) y H(t), son directa-

mente proporcionales. En virtud de ello, este análisis induce una solución, en la ecuación

(3-28), que consiste en afirmar que el factor de decrecimiento lineal es

D(−)(t) = CH(t),

con C como una constante de proporcionalidad. Y haciendo uso del método de reducción de

orden, dada ya una solución a la ecuación (3-28), para ecuaciones diferenciales ordinarias

D(+)(t) = CD(−)(t)

∫
e
−2

∫
H(t)dt[

D(−)(t)
]2 dt = CH(t)

∫
e
−2

∫ [
Ṙ(t)/R(t)

]
dt[

H(t)
]2 dt,

= CH(t)

∫ [
R(t)

]−2

H2(t)
dt = CH(t)

∫
dt

R2(t)H2(t)
,

D(+)(t) = CH(t)

∫ t

0

dl

R2(l)H2(l)
, (3-33)

con H2(l) proporcionado por la relación (3-29)1. Para poder determinar la solución de la

ecuación (3-33), se seguirán los lineamientos dados en[11], de tal forma que en primera

1En la ecuación (3-33), simplemente se efectúo un cambio de variable de t en l.
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instancia se reescribirá la ecuación (3-27) en términos del redshift z, esto se logra por medio

de la sustitución[11] (ver Anexo C.2)

dz

dt
= −H(t0)(z + 1)P 1/2(z), (3-34)

con P (z) = Ωm,0z
3 +

[
3

2
Ωm,0 + q(t0) + 1

]
z2 + 2

[
1 + q(t0)

]
z + 1, que cumple con la relación

P (z) =
H2(t)

H2(t0)
. De manera que, la ecuación (3-27) toma la forma (ver Anexos C.1 y C.2)

(z + 1)P (z)
d2D

dz
+Q(z)

dD

dz
− 3

2
Ωm,0(z + 1)2D = 0. (3-35)

Por lo tanto si D(t) ∝ H(t) ∝ P (z), entonces D(−)(z) = CP 1/2(z), con C como una cons-

tante. Por lo tanto, empleando la solución (3-33), se puede establecer

D(+)(z) = CH(t)

∫
dt[

R(t)
]2
H2(t)

= CH(t0)P 1/2(z)

∫ −
[
H(t0)(z + 1)P 1/2(z)

]−1[
R(t0)(z + 1)−1

]2
H2(t0)P (z)

dz,

= −CH(t0)P 1/2(z)

∫
(z + 1)2

H3(t0)R2(t0)(z + 1)P 3/2(z)
dz,

D(+)(z) = CP 1/2(z)

∫ ∞
z

s+ 1

P 3/2(s)
ds, (3-36)

ecuación equivalente a (3-33) y que si se quiere profundizar, en los esfuerzos, por dar cuenta

de soluciones anaĺıticas, bajo ciertas consideraciones, se recomienda seguir las investigaciones

realizadas por Heath y otros[8, 11]. Con el fin de encontrar una interpretación a la evolución

de las perturbaciones en el régimen lineal, en este trabajo se obtuvo la solución a la ecuación

(3-36), por medio del método de integración de Simpson 1/3 en lenguaje de programación

Python, obteniendo los gráficos presentados en la Figura 3-1, por lo menos inicialmente, para

tres tipos de universos. Para obtener los gráficos se utilizaron los parámetros adimensionales

reportados por el satélite artificial Planck[6], con los siguientes valores para el parámetro de

masa Ωm,0 = 0.308± 0.92 y el parámetro de desaceleración q(t0) = −0.538± 0.013. Además,

se considero la constante de integración C, en (3-36), como la unidad, recurriendo al hecho

de que un múltiplo constante, para una solución a (3-36) también es solución a la ecuación

diferencial (3-35).

En la Figura 3-1(a), se puede apreciar la solución general de la ecuación (3-36), representando

un factor de crecimiento en las perturbaciones, para la época actual, muy cercano a la unidad

≈ 1.0176. Sin embargo, la pregunta que se podŕıa formular seŕıa ¿qué tan grande debe ser

la perturbación, en el campo de densidad de enerǵıa, para el momento de desacople, de

manera que un objeto astrof́ısico, por ejemplo una galaxia, crezca en el intervalo de tiempo

permitido? Siguiendo a [8, 11]; es posible, para un periodo determinado de tiempo, estimar

el crecimiento de las perturbaciones, con ayuda de la razón entre el valor del factor de
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crecimiento de las perturbaciones en una época de finalización, D(+)[z(e)], y el mismo factor

evaluado en la época de desacople radiación-materia (inicio) D(+)[z(d)], llamado factor de

amplificación

A ≡
D(+)[z(e)]

D(+)[z(d)]
, (3-37)

aśı, considerando valores para un z(d) ≈ 1000 y z(e) ≈ 4, justificados en los registros hechos

por [8, 11, 26] y la integración numérica de (3-36), se obtiene un valor para el factor de

amplificación igual a 7.99 × 104. Y el reciproco de este valor conocido como la fluctuación

de desacople, para que la densidad de contraste alcance el valor de la unidad es 1.25 ×
10−5, permitiéndonos responder a la pregunta planteada. En los gráficos 3-1(b) a 3-1(d),

se exploraron algunos casos particulares, diferenciados por medio de la función P (z), tales

como:

(a) Solución general. (b) CCC: Constante Cosmológica Cero.

(c) UEE: Universo Estático de Einstein. (d) UEDS: Universo Einsten-De Sitter

Figura 3-1.: Factor de crecimiento de las perturbaciones en el régimen lineal.
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3-1(b): Universo modelado con constante cosmológica cero (CCC): con ayuda de la función,

propuesta por [11], P (z) = (Ωm,0z + 1)(z + 1)2. Se observa un crecimiento en la perturba-

ciones inferior respecto a la solución general en la época actual ≈ 0.60533. Y valores para

el factor de amplificación y fluctuación de desacople dados por 6.44 × 104 y 1.55 × 10−5,

respectivamente.

3-1(c): Universo estático de Einstein (UEE): con ayuda de la función, propuesta por [11],

P (z) =
4

27Ω2
m,0

(
3

2
Ωm,0z + q0 + 1

)2(
3Ωm,0z +

9

2
Ωm,0 − 1 − q0

)
. Es curioso apreciar, que

en este modelo de universo, se presenta el mayor valor para el factor de crecimiento, en la

época actual ≈ 1.3033. Si es estático el universo ¿cómo se puede entender la amplificación

de las perturbaciones? Además, en este modelo se registran los valores para el factor de

amplificación y fluctuación de desacople dados por 6.68×104 y 1.50×10−5, respectivamente.

3-1(d): Universo de Einstein-De Sitter (UEDS), con P (z) = z3 +3z2 +3z+1. Representa el

modelo con el valor más bajo en el factor de crecimiento en las perturbaciones, en la época

actual ≈ 0.40141. y valores para el factor de amplificación y fluctuación de desacople dados

por 8.02× 104 y 1.25× 10−5, respectivamente.

Dados estos casos particulares para la integración de la ecuación (3-36) y sus respectivos

valores en el factor de crecimiento, también es posible partir de una cosmoloǵıa arbitraria

tomando valores arbitrarios para los parámetros adimensionales de Ωm,0 y ΩΛ,0, tal que cum-

plan la regla de suma cósmica Ωm,0+ΩΛ,0 = 1. De manera que, sea posible decir cuál o cuáles

seŕıan los posibles escenarios del factor de crecimiento D(+)(z). En virtud de ello, como se

puede apreciar en la Figura 3-2, se concluye que independiente de los valores que se tomen,

éste factor, aumenta a medida que z disminuye abriendo paso a la formación de estructura;

sin embargo, no aumentará indefinidamente ya que al expansión, en el dominio de enerǵıa

oscura, es muy rápida y esto implica que las perturbaciones dejen de crecer[1, 18].

Es de especial importancia identificar que tomando de manera arbitraria valores a los paráme-

tros en cuestión, normalizada su suma a la unidad, el resultado obtenido para el factor de

crecimiento con los datos registrados por Planck[6], Figura 3-1(a), tiene una diferencia por-

centual de 2.1 % para el caso de Ωm,0 = 0.3 (ĺınea roja) en la Figura 3-2. Por último vale la

pena, para los fines de este trabajo, profundizar un poco más en el modelo Einstein-De Sitter;

ya que, considerando este tipo de universo, se puede obtener una solución anaĺıtica a (3-36)

y de está forma, se tendrá una manera de comparar sobre los resultados numéricos de ésta,

descritos arriba en la Figura 3-1(d). En contraste con lo anterior, reescribiendo la ecuación

diferencial (3-35) con los valores para los parámetros Ωm,0 = 1, ΩΛ,0 = 0 y q(t0) = 1/2, en

donde se ha utilizado la ecuación (2-31), se tiene tanto para P (z) como para Q(z)

P (z) = (z + 1)3 , Q(z) =
1

2
(z + 1)3,
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Figura 3-2.: Factor de crecimiento para distintos valores en los parámetros Ωm,0 y ΩΛ,0.

de aqúı la ecuación diferencial toma la forma

(z + 1)4d
2D

dz2
+

1

2
(z + 1)3dD

dz
− 3

2
(z + 1)2D =0, diviendo entre (z + 1)2,

(z + 1)2d
2D

dz2
+

1

2
(z + 1)

dD

dz
− 3

2
D =0,

y efectuando la sustitución u = z + 1→ dz = du,

u2d
2D

du2
+

1

2
u
dD

du
− 3

2
D =0, (3-38)

que al resolver por medio de la sustitución D = ur (ecuación de Cauchy-Euler), se obtienen

los valores para la ecuación caracteŕıstica r = 3/2 y r = −1. De manera que, se encuentran las

soluciones para el factor de decrecimiento D−(z) = (z+1)3/2 y crecimiento D+(z) = (z+1)−1.

Sin embargo, recuerde que estas soluciones están ligadas a constantes de proporcionalidad,

cuyos valores pueden ser encontrados, imponiendo algún problema de valor inicial sobre la

ecuación (3-38).

Como se pudo apreciar en párrafos anteriores, si se gráfica directamente la solución para

(3-36), bajo un modelo de universo de Einstein-De Sitter, Figura 3-1(d); y el factor de

crecimiento, D+(z), encontrado resolviendo la ecuación diferencial (3-38), se evidencia una

discrepancia considerable entre la solución anaĺıtica y numérica como se muestra en la Figura

3-3(a). Está discrepancia, evidentemente, puede ser ajustada considerando las constantes de

integración desconocidas en la solución a (3-38) por falta de una condición inicial en las
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perturbaciones. Sin embargo, desarrollando la integral (3-36), de forma simbólica se obtiene

el resultado presentado en el anexo C.3. en donde se hace evidente el factor de 2/5, que difiere

de la solución encontrada v́ıa la ecuación diferencial (3-38) y que al ser representada de forma

gráfica, Figura 3-3(b), se obtiene un excelente ajuste a la solución numérica presentada en

la Figura 3-1(d).

(a) Comparación directa de soluciones. (b) Comparación anaĺıtica y numérica.

Figura 3-3.: Comparación del factor de crecimiento de las perturbaciones en el régimen

lineal para un universo de Einstein-De Sitter.

3.2.2. Teoŕıa euleriana No-Lineal de perturbaciones

Considerando ahora la evolución en los campos de densidad de materia y velocidades pecu-

liares más allá de la teoŕıa lineal, descrita en la sección anterior, es posible erigir un conjunto

de ecuaciones que respondan a ésta necesidad, estableciendo la suposición que: expandiendo

los campos de densidad de materia y velocidad de contraste alrededor de soluciones lineales,

tratando la varianza (parámetro perturbativo) de las fluctuaciones lineales como un paráme-

tro pequeño (σ2 6 1) y asumiendo vorticidad nula en el campo de velocidades a lo largo de

toda la evolución, es viable encontrar soluciones que permitan describir la evolución de dichos

campos en un régimen no lineal. En virtud de esto, y retomando el conjunto de ecuaciones

(3-9), (3-18) y (3-19), se buscan soluciones de la forma,

δ(x, τ) =
∞∑
n=1

δn(x, τ); θ(x, τ) =
∞∑
n=1

θn(x, τ), (3-39)

en donde δ1 y θ1 representan la solución al tratamiento lineal, δ2 y θ2 corresponden a términos

cuadráticos de las soluciones lineales y aśı sucesivamente. Aśı, en correspondencia con la

suposición, establecida arriba, al aplicar rotacional sobre la ecuación (3-19), y considerando
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nuevamente como nulo el tensor de esfuerzos, para el fluido de materia oscura

∂

∂τ

[
∇x × u(x, τ)

]
+H(τ)

[
∇x × u(x, τ)

]
+∇x ×

[[
u(x, τ) · ∇x

]
u(x, τ)

]
= −∇x ×∇xΦPER,

∂

∂τ
w(x, τ) +H(τ)w(x, τ) +∇x ×

[[
u(x, τ) · ∇x

]
u(x, τ)

]
= 0, (3-40)

en donde se ha utilizado la identidad ∇×∇ϕ = 0 y la ecuación (3-23) para la vorticidad del

fluido. Ahora explorando el tercer término, de la última expresión, por medio de la relación

vectorial

∇
(
A ·B

)
= A×

(
∇×B

)
+
(
A · ∇

)
B + B×

(
∇×A

)
+
(
B · ∇

)
A,

pues para la ecuación (3-40), se puede emplear como

∇
(
u · u

)
= u×

(
∇× u

)
+
(
u · ∇

)
u + u×

(
∇× u

)
+ (u · ∇)u,

∇
(
u · u

)
= u×w +

(
u · ∇

)
u + u×w +

(
u · ∇

)
u,

∇
(
u2
)

= 2u×w + 2
(
u · ∇

)
u,(

u · ∇
)
u =

1

2
∇
(
u2
)
− u×w, (3-41)

de manera que aplicando (3-41) sobre (3-40), se obtiene

∂

∂τ
w(x, τ) +H(τ)w(x, τ) +∇x ×

[
1

2
∇
[
u2(x, τ)

]
− u(x, τ)×w(x, τ)

]
= 0,

encontrando finalmente, la ecuación para la vorticidad

∂

∂τ
w(x, τ) +H(τ)w(x, τ)−∇x ×

[
u(x, τ)×w(x, τ)

]
= 0.

Reorganizando (3-18) y aplicando divergencia sobre (3-19), se tiene respectivamente, el par

de ecuaciones

∂

∂τ
δ(x, τ) + θ(x, τ) = −∇x ·

[
δ(x, τ)u(x, τ)

]
, (3-42)

∂

∂τ
θ(x, τ) +H(τ)θ(x, τ) +

3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ(x, τ) = −∇x ·

[[
u(x, τ) · ∇x

]
u(x, τ)

]
, (3-43)

en donde se ha hecho uso de la ecuación (3-9) sobre la la ecuación (3-43). A gran escala,

la teoŕıa lineal de perturbaciones cosmológicas proporciona una descripción apropiada de

los campos en cuestión, siempre y cuando las fluctuaciones de estos sean pequeñas[4]. Sin

embargo, si se quiere entender la formación de estructura en etapas tempranas del universo,

espećıficamente, para los fines de este trabajo, en los primeros momentos de la era de materia,

se deben explorar las no linealidades de los campos en densidad y velocidades peculiares. De
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manera que, las no linealidades pueden ser entendidas como acoples de modos lineales. Por

lo tanto, para cuantificar la amplificación de las fluctuaciones en los campos mencionados,

es conveniente hacer una representación de éstos en un espacio de Fourier, de manera que

los diferentes modos de Fourier se desarrollarán de manera independientemente y las no

linealidades se introducirán por medio de acoples entre los posibles modos. Aśı, utilizando

la transformada de Fourier para cada campo y recordando que el campo de velocidades

peculiares queda caracterizado por su divergencia θ(x, τ), se tienen las transformadas[13]

(ver Anexo D.1)

δ̃(k, τ) =

∫
e−i(k·x)

(2π)3
δ(x, τ)d3x, θ̃(k, τ) =

∫
e−i(k·x)

(2π)3
θ(x, τ)d3x. (3-44)

De manera que, las ecuaciones de movimiento (3-42) y (3-43) pueden reescribirse, respecti-

vamente en términos de una representación de Fourier, de la forma[4, 13]

∂

∂τ
δ̃(k, τ) + θ̃(k, τ) = −

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)α(k1,k2)δ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ), (3-45)

con la función α(k1,k2) = 1 + (k1 · k2)/k2
2. Y

∂

∂τ
θ̃(k, τ) +H(τ)θ̃(k, τ) +

3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ̃(k, τ)

= −
∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)β(k1,k2)θ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ), (3-46)

con la función β(k1,k2) = |k1 + k2|2 (k1 · k2)/2k2
1k

2
2. En donde estas funciones, están relacio-

nadas con la no linealidad de la evolución de los campos y surgen de considerar los términos

no lineales de las ecuaciones de movimiento para el fluido de materia oscura. Por lo tanto, es

posible asumir que la evolución en los campos de densidad δ̃(k, τ) y velocidades peculiares,

mediado por la divergencia θ̃(k, τ), estará determinada por la forma de acoplamiento de los

vectores de onda k1, k2 y su suma representada como k, encontrados de forma expĺıcita en

las ecuaciones (3-45) y (3-46)[4, 23, 27].
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Perturbaciones

En este caṕıtulo se seguirá el método usual de abordar la solución a las ecuaciones de movi-

miento (3-45) y (3-46); que consiste en un método anaĺıtico, fundamentado en una expansión

perturbativa de los campos en cuestión. Está técnica desarrollada en [10] y abordada por

diversos expertos en el tema [4, 13, 23], será expuesta en está sección, de tal forma que se

harán expĺıcitas las expresiones para determinar el espectro de potencias a primer y segundo

orden.

4.1. Soluciones generales

Con las ecuaciones de movimiento para el fluido de materia oscura, se direcciona el trabajo

a encontrar soluciones de forma perturbativa, como son abordadas por [10, 16] y referentes

para varios autores en la teoŕıa de perturbaciones cosmológicas. De manera que, retomando

las ecuaciones (3-39), las soluciones perturbativas para los campos en cuestión son

δ̃(k, τ) = δ̃1(k, τ) + δ̃2(k, τ) + δ̃3(k, τ) + · · · ,
θ̃(k, τ) = θ̃1(k, τ) + θ̃2(k, τ) + θ̃3(k, τ) + · · · ,

que al mantener, por el momento, los términos a primer orden en (3-45) y (3-46), se tienen

asociadas las ecuaciones en el espacio de Fourier

∂

∂τ
δ̃(k, τ) + θ̃(k, τ) = 0,

∂

∂τ
θ̃(k, τ) +H(τ)θ̃(k, τ) +

3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ̃(k, τ) = 0,

de donde, si θ̃(k, τ) = − ∂

∂τ
δ̃(k, τ) es posible establecer que

∂2

∂τ 2
δ̃(k, τ) +H(τ)

∂

∂τ
δ̃(k, τ)− 3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ̃(k, τ) = 0, (4-1)

ecuación similar a la encontrada en (3-26). Identificando H(τ) =
d

dτ
logR = H(t)R(t) y la

evolución del factor de escala viene dada por la expresión[12][
dR

dt

]2

= H2
0

[
Ωm,0

1

R(t)
+ Ωr,0

1

R2(t)
+ ΩΛ,0R

2(t) + 1−
(

Ωm,0 + Ωr,0 + ΩΛ,0

)]
, (4-2)
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es posible determinar la equivalencia H(τ) = 2τ−1, para un universo tipo Einstein-De Sitter.

Al ser aplicado éste resultado en la ecuación (4-1), se obtienen las soluciones para el régimen

lineal (ver Anexo D.2)

δ̃1(k, τ) = R(τ), θ̃1(k, τ) = −R(τ)H(τ). (4-3)

De manera que, considerando la expansión perturbativa alrededor de estas soluciones lineales

[16], se escribe

δ̃(k, τ) =
∞∑
n=1

Rn(τ)δn(k), (4-4)

θ̃(k, τ) = −H(τ)
∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k), (4-5)

que al considerar un valor para R(τ) → 0, claramente se aprecia que las series están domi-

nadas por el primer término; es decir, δ̃(k, τ) = R1(τ)δ1(k) y θ̃(k, τ) = −H(τ)R1(τ)θ1(k).

Al ser utilizadas estas soluciones a los campos en la ecuación de continuidad para el régimen

lineal, se pueden determinar las equivalencias

∂

∂τ
δ̃(k, τ) = −θ̃(k, τ),

∂

∂τ

[
R1(τ)δ1(k)

]
= −

[
−H(τ)R1(τ)θ1(k)

]
,

∂R1(τ)

∂τ
δ1(k) =

∂R1(τ)

∂τ

R1(τ)

R1(τ)
θ1(k),

δ1(k) = θ1(k),

estableciendo que el campo de densidad de enerǵıa caracteriza las fluctuaciones lineales al

igual que la divergencia del campo. Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento (3-45) y

(3-46), al poseer la solución a los campos δn(k) y θn(k), a todos los ordenes, respecto a las

fluctuaciones lineales, pueden reescribirse, para n > 2 como (ver Anexo D.3)

nδn(k)− θn(k) = An(k), (4-6)

[1 + 2n] θnk− 3δn(k) = Bn(k), (4-7)

en donde se han tomado las definiciones para

An(k) ≡
∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)α (k1,k2)
n−1∑
m=1

δm(k1)θn−m(k2), (4-8)

Bn(k) ≡
∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2) 2β (k1,k2)
n−1∑
m=1

θm(k1)θn−m(k2). (4-9)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones algebraicas (4-6) y (4-7) para θn(k) y δn(k) multipli-

cando la ecuación (4-7) por n y (4-6) por 3, con la intención de eliminar δn(k), se obtiene

n [1 + 2n] θn(k)− 3θn(k) = nBn(k) + 3An(k),[
2n2 + n− 3

]
θn(k) = nBn(k) + 3An(k),

θn(k) =
nBn(k) + 3An(k)

2n2 + n− 3
=
nBn(k) + 3An(k)

(2n+ 3)(n− 1)
, (4-10)

y para el campo δn(k), de la ecuación (4-6), utilizando (4-10)

δn(k) =
An(k) + θn(k)

n
=
An(k) [2n2 + n− 3] + nBn(k) + 3An(k)

n(2n+ 3)(n− 1)
,

δn(k) =
(2n+ 1)An(k) +Bn(k)

(2n+ 3)(n− 1)
. (4-11)

De manera que la solución general, a los campos en cuestión, puede ser escrita por medio de

las relaciones, respectivamente para (4-11) y (4-10), como

δn(k) =
(2n+ 1)

(2n+ 3)(n− 1)

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)α (k1,k2)
n−1∑
m=1

δm(k1)θn−m(k2)

+
1

(2n+ 3)(n− 1)

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2) 2β (k1,k2)
n−1∑
m=1

θm(k1)θn−m(k2),

reescribiéndose de la forma

δn(k) =

∫
k1

∫
k2

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)

{n−1∑
m=1

θn−m(k2)

(2n+ 3)(n− 1)

[
α(1 + 2n)δm(k1)

+ 2βθm(k1)

]}
. (4-12)

Y para la divergencia del campo

θn(k) =
n

(2n+ 3)(n− 1)

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2) 2β (k1,k2)
n−1∑
m=1

θm(k1)θn−m(k2)

+
3

(2n+ 3)(n− 1)

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)α (k1,k2)
n−1∑
m=1

δm(k1)θn−m(k2),

por lo tanto,

θn(k) =

∫
k1

∫
k2

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)

{n−1∑
m=1

θn−m(k2)

(2n+ 3)(n− 1)

[
2nβθm(k1)

+ 3αδm(k1)

]}
. (4-13)
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Que al ser expandidas para todo n > 2, se pueden escribir a través de funciones de grado

cero, con dependencia de los vectores de onda {q1, ...,qn} (ver Anexo D.4, para ver detalles

de equivalencia entre las ecuaciones (4-12) a (4-17), por lo menos para uno de los casos de

interés n = 2), estas funciones son1:

Fn(q1, ...,qn) =
n−1∑
m=1

Gm(q1, ...,qm)

(2n+ 3)(n− 1)

[
(1 + 2n)α(k1,k2)Fn−m(qm+1, ...,qn)

+ 2β(k1,k2)Gn−m(qm+1, ...,qn)

]
, (4-14)

y la relación para

Gn(q1, ...,qn) =
n−1∑
m=1

Gm(q1, ...,qm)

(2n+ 3)(n− 1)

[
3α(k1,k2)Fn−m(qm+1, ...,qn)

+ 2nβ(k1,k2)Gn−m(qm+1, ...,qn)

]
, (4-15)

donde k1 ≡ q1 + · · · + qm, k2 ≡ qm+1 + · · · + qn, k = k1 + k2, y F1 = G1 ≡ 12. Aśı, las

ecuaciones (4-12) y (4-13), pueden ser escritas como

δn(k) =

∫
d3q1 · · ·

∫
d3qnδ

D(k− q1 − · · · − qn)Fn(q1, ...,qn)δ1(q1) · · · δ1(qn), (4-16)

θn(k) =

∫
d3q1 · · ·

∫
d3qnδ

D(k− q1 − · · · − qn)Gn(q1, ...,qn)δ1(q1) · · · δ1(qn). (4-17)

Ahora haciendo uso de la simetrización de las funciones Fn y Gn con el objetivo de permitir

todas las posibles permutaciones entre los vectores de onda, se escribe[23]

F (s)
n (q1, ...,qn) =

1

n!

∑
π

Fn
[
qπ(1), ...,qπ(n)

]
, (4-18)

G(s)
n (q1, ...,qn) =

1

n!

∑
π

Gn

[
qπ(1), ...,qπ(n)

]
, (4-19)

con π = {1, 2, ..., n}. En el caso particular, tomando el segundo orden (n = 2) para las

ecuaciones descritas en este caṕıtulo, se puede establecer para el núcleo F
(s)
2 la forma3

F
(s)
2 (q1,q2) =

1

2!

2∑
π=1

F2

(
qπ(1),qπ(2)

)
=

1

2
[F2 (q1,q2) + F2 (q2,q1)] , (4-20)

1Revisar [10, 16] para precisar detalles sobre la construcción de las expresiones (4-16) y (4-17).
2Para conocer algunas propiedades de estas funciones ver [4] y para profundizar [19].
3Es importante reconocer la f́ısica que hay en cada uno de estos núcleos asociando respectivamente de

izquierda a derecha la contribución de monopolo, dipolo y cuadrupolo para la ecuación (4-21).
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y con ayuda de las definiciones para α y β, dadas en el final del caṕıtulo 3 (Ver Anexo D.4),

F2(q1,q2) =
1

7

[
5α + 2β

]
=

1

7

[
5

(
1 +

q1 · q2

q2
2

)
+ 2
|q1 + q2|2 (q1 · q2)

2q2
1q

2
2

]
,

F2(q2,q1) =
1

7

[
5α + 2β

]
=

1

7

[
5

(
1 +

q1 · q2

q2
1

)
+ 2
|q1 + q2|2 (q1 · q2)

2q2
1q

2
2

]
,

que al ser sustituidas en (4-20), se obtienen las siguientes ĺıneas de álgebra

F
(s)
2 (q1,q2) =

1

2

[
2

5

7
+

5

7

q1 · q2

q2
2

+ 2
1

7

|q1 + q2|2 (q1 · q2)

q2
1q

2
2

+
5

7

q1 · q2

q2
1

]
,

=
5

7
+

5

14

q1 · q2

q2
2

+
1

7

|q1 + q2|2 (q1 · q2)

q2
1q

2
2

+
5

14

q1 · q2

q2
1

,

=
5

7
+

5

14

q1 · q2

q2
2

+
5

14

q1 · q2

q2
1

+
1

7

(q1 · q2)q1 · (q1 + q2)

q2
1q

2
2

+
1

7

(q1 · q2)q2 · (q1 + q2)

q2
1q

2
2

,

F
(s)
2 (q1,q2) =

5

7
+

1

2

q1 · q2

q2
1q

2
2

[
q2

1 + q2
2

]
+

2

7

(q1 · q2)2

q2
1q

2
2

. (4-21)

Y de la misma forma para

G
(s)
2 (q1,q2) =

1

2!

2∑
π=1

G2

(
qπ(1),qπ(2)

)
=

1

2
[G2 (q1,q2) +G2 (q2,q1)] , (4-22)

junto a las definiciones para α y β, nuevamente,

G2(q1,q2) =
1

7

[
3α + 4β

]
=

1

7

[
3

(
1 +

q1 · q2

q2
2

)
+ 4
|q1 + q2|2 (q1 · q2)

2q2
1q

2
2

]
,

G2(q2,q1) =
1

7

[
3α + 4β

]
=

1

7

[
3

(
1 +

q1 · q2

q2
1

)
+ 4
|q1 + q2|2 (q1 · q2)

2q2
1q

2
2

]
,

al ser reemplazadas en (4-22), se desarrollan las siguientes ĺıneas de álgebra

G
(s)
2 (q1,q2) =

1

2

[
2

3

7
+

3

7

q1 · q2

q2
2

+
4

7

|q1 + q2|2 (q1 · q2)

q2
1q

2
2

+
3

7

q1 · q2

q2
1

]
,

=
3

7
+

3

14

q1 · q2

q2
2

+
2

7

|q1 + q2|2 (q1 · q2)

q2
1q

2
2

+
3

14

q1 · q2

q2
1

,

=
3

7
+

3

14

q1 · q2

q2
2

+
3

14

q1 · q2

q2
1

+
2

7

(q1 · q2)q1 · (q1 + q2)

q2
1q

2
2

+
2

7

(q1 · q2)q2 · (q1 + q2)

q2
1q

2
2

,

G
(s)
2 (q1,q2) =

3

7
+

1

2

q1 · q2

q2
1q

2
2

[
q2

1 + q2
2

]
+

4

7

(q1 · q2)2

q2
1q

2
2

. (4-23)

Con las funciones propuestas en (4-21) y (4-23), es posible encontrar soluciones a las inte-

grales (4-16) y (4-17) a segundo orden.
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4.2. Espectro de potencias a segundo orden

Considerando el universo como un conjunto estad́ıstico, en donde se asume la hipótesis

ergódica[20]: como la parte observable de éste, existen muchas otras independientes. Aśı, las

fluctuaciones en los campos de densidad de materia y velocidades peculiares, y en general

cualquier otro campo, pueden ser abordadas por medio de campos aleatorios estad́ısticamente

homogéneos e isotrópicos; es decir, si el conjunto de puntos de la función de distribución de

probabilidad permanecen invariantes bajo una traslación y rotación, respectivamente, de

coordenadas en el espacio[4]. Por lo tanto, el espectro de potencias, para el campo δ(x, τ)

está definido como el conjunto promedio del producto escalar de dos variables aleatorias, del

campo de densidad de materia en dos ubicaciones diferentes, de manera que la función de

correlación entre dos puntos se definirá como〈
δ(x, τ)δ(x + r, τ)

〉
≡ ξ(r), (4-24)

la cual es dependiente únicamente de la norma de r, en virtud de la homogeneidad e isotroṕıa.

Recordando el par de ecuaciones (D-1), encontradas en el anexo D, la función de correlación

de dos puntos, con x′ = x + r, en el espacio de Fourier será calculada de la forma〈
δ(k1, τ)δ(k2, τ)

〉
=

〈∫
d3x

(2π)3
e−ik1·xδ(x, τ)

∫
d3x′

(2π)3
e−ik2·x′

δ(x′, τ)

〉
,

=

〈∫
d3x

(2π)3
e−ik1·xδ(x, τ)

∫
d3r

(2π)3
e−ik2·(x+r)δ(x + r, τ)

〉
,

=

〈∫ ∫
d3x

(2π)3

d3r

(2π)3
e−ik1·xe−ik2·(x+r)δ(x, τ)δ(x + r, τ)

〉
,

=

∫ ∫
d3x

(2π)3

d3r

(2π)3
e−i(k1+k2)·x−ik2·r

〈
δ(x, τ)δ(x + r, τ)

〉
,

utilizando (4-24), el teorema de Fubini y la representación delta de Dirac en el espacio de

Fourier, se establece

=

∫ ∫
d3x

(2π)3

d3r

(2π)3
e−i(k1+k2)·x−ik2·rξ(r),

=

∫
d3x

(2π)3
e−i(k1+k2)·x

∫
d3r

(2π)3
e−ik2·rξ(r),

= δD(k1 + k2)

∫
d3r

(2π)3
e−ik2·rξ(r),〈

δ(k1, τ)δ(k2, τ)

〉
= δD(k1 + k2)P (k2), con P (k) :=

∫
d3r

(2π)3
e−ik·rξ(r), (4-25)

definido como el espectro de potencias en densidad. Por lo tanto, para determinar este

espectro a cualquier orden, será necesario utilizar las relaciones de recursión encontradas en
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(4-14) y (4-15). De manera que, empleando la solución en el régimen lineal (4-4), se tiene〈
δ(k1, τ)δ(k2, τ)

〉
=

〈 ∞∑
n=1

Rn(τ)δn(k1)
∞∑
n=1

Rn(τ)δn(k2)

〉
,

= R2(τ)
〈
δ1(k1)δ1(k2)

〉
+R3(τ)

[〈
δ1(k1)δ2(k2)

〉
+
〈
δ2(k1)δ1(k2)

〉]
+R4(τ)

[〈
δ1(k1)δ3(k2)

〉
+
〈
δ2(k1)δ2(k2)

〉
+
〈
δ3(k1)δ1(k2)

〉]
+R5(τ)

[〈
δ1(k1)δ4(k2)

〉
+
〈
δ2(k1)δ3(k2)

〉
+
〈
δ3(k1)δ2(k2)

〉]
+ · · · ,〈

δ(k1, τ)δ(k2, τ)

〉
= R2(τ)

〈
δ1(k1)δ1(k2)

〉
+R4(τ)

[〈
δ1(k1)δ3(k2)

〉
+
〈
δ2(k1)δ2(k2)

〉
+
〈
δ3(k1)δ1(k2)

〉]
+R6(τ)O

[
δ6(k)

]
,

asumiendo que en general
〈
δm(k)δn−m(k′)

〉
≡ Pm,n−m(k)δD(k+k′), se consideran únicamente

las contribuciones a cuarto orden en el campo de densidad y segundo orden en el espectro

de potencias, aśı empleando (4-25) sobre el miembro izquierdo

δD(k1 + k2)P (k2) = R2(τ)P1,1(k2)δD(k1 + k2) +R4(τ)
[
P2,2(k2) + 2P1,3(k2)

]
δD(k1 + k2),

P (k) = R2(τ)P1,1(k) +R4(τ)
[
P2,2(k) + 2P1,3(k)

]
,

P (k) = R2(τ)P1,1(k) +R4(τ)P2(k), (4-26)

con P1,1(k) como el espectro de potencias en el régimen lineal, proporcionado por para-

digmas inflacionarios y que para el fin de este trabajo se empleará como se establece en

[3, 13] y P2(k) = P2,2(k) + 2P1,3(k), que corresponde a la contribución a segundo orden al

espectro de potencias, también conocida en teoŕıa cuántica de campos como corrección a un

loop[22, 23, 25], representada en la Figura 4-1.

Figura 4-1.: Corrección a un Loop. Imagen tomada de [23].

En consecuencia, para poder determinar el espectro de potencias a segundo orden se esta-

blecen las expresiones para P2(k), (ver Anexo D.5)

P2,2(k) = 2

∫
d3qP1,1(q)P1,1(|k− q|)

[
F

(s)
2 (q,k− q)

]2
, (4-27)

2P1,3(k) = 6P1,1(k)

∫
d3qP1,1(q)F

(s)
3 (q,−q,k). (4-28)
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En donde se ha utilizado una técnica tráıda de la teoŕıa cuántica de campos conocida como

el teorema de Wick[4], para poder evaluar la función de correlación de cuatro puntos del

campo de densidad, en el régimen lineal, en cada una de las últimas dos ecuaciones (4-27) y

(4-28). De manera que, la forma funcional del espectro de potencias a segundo orden será

P2(k) = R2(τ)P1,1(k) +R4(τ)

[
2

∫
d3qP1,1(q)P1,1(|k− q|)

[
F

(s)
2 (q,k− q)

]2

+6P1,1(k)

∫
d3qP1,1(q)F

(s)
3 (q,−q,k).

]
, (4-29)

ecuación que para los fines del trabajo será objetivo a resolver con la técnica empleada por

[10, 13, 16]4. Aśı, reescribiendo las integrales en coordenadas esféricas (q, θ, ϕ) (Figura 4-2),

en donde q = (q1, q2, q3) = (q sin θ cosϕ, q sin θ sinϕ, q cos θ), con θ entendido como el ángulo

polar y ϕ como el ángulo azimutal. Para el elemento de volumen en las coordenadas q, se

tiene una representación en coordenadas esféricas de la forma5

Figura 4-2.: Representación en coordenadas esféricas.

∫
d3q =

∫
d3q

(2π)3
=

1

(2π)3

∫∫∫
dq1dq2dq3 =

1

(2π)3

∫∫∫
q2 sin θdqdθdϕ,∫

d3q =
1

(2π)2

∫∫
q2dqd(cos θ), (4-30)

de manera que para la contribución P2,2(k), se tiene la integral (Ver Anexo D.6),

P2,2(k) =
k3

98(2π)2

∫ ∞
0

∫ 1

−1

drdxP1,1(kr)P1,1

[
k(1 + r2 − 2rx)1/2

] (3r + 7x− 10rx2)2

(1 + r2 − 2rx)2
, (4-31)

4Para el desarrollo de estas integrales se han empleado diversos métodos, tanto anaĺıticos como numéricos,

ver por ejemplo[22, 23, 25, 27].
5Observe que el vector de onda k se ha alineado con uno de los ejes coordenados en el espacio de las q por

simplicidad, para efectos del cálculo y reescritura de las integrales.
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y para la contribución P1,3(k) (Ver Anexo D.6),

2P1,3(k) =
k3

252(2π)2
P1,1(k)

∫ ∞
0

drP1,1(kr)

[
12

r2
− 158 + 100r2 − 42r4

+
3

r3
(r2 − 1)3(7r2 + 2) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣] , (4-32)

que coinciden con el método desarrollado por Goroff y Makino [10, 16] y corresponden al

objetivo central de este trabajo, tanto en su construcción matemática como en su compa-

ración, con el régimen lineal, y reconstrucción del espectro de potencias en un régimen no

lineal o corrección a un loop6. Se observa directamente de las ecuaciones (4-31) y (4-32) la

dependencia de estas contribuciones de la función P1,1(k)7, ecuación (4-33), cuya estructura

general es[3, 13]8

P (k, τ) = [D+(τ)]2PL(k) = A[D+(τ)]2knpT 2(k),

P1,1(k) = Ak

[
ln (1 + 9.36k)

9.36k

[
1 + 15.6k + (64.4k)2 + (21.8k)3 + (26.8k)4

]−1/4
]2

, (4-33)

aqúı se ha tomado el resultado obtenido en el caṕıtulo 3, respecto a la normalización del

factor de crecimiento D(+)(z) = 1, recuperado del régimen lineal para la época actual, como

Figura 4-3.: Espectro de potencias a primer orden para z = 0.

ı́ndice espectral np = 1, esto es lo que se conoce en la literatura como el espectro de poten-

cias de Harrison-Zeldovich y finalmente T (k) llamada función de transferencia que describe

6Un procedimiento análogo se puede efectuar para el campo de velocidades peculiares[8].
7Esta deriva de la evolución lineal de las fluctuaciones en el campo de densidad a través de la época de

radiación y su posterior desacople con la materia[4].
8Modernamente son empleados códigos Boltzmann como por ejemplo los desarrollados por CAMB o CLASS

para obtener este tipo de funciones.
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la evolución de las perturbaciones en el campo de densidad hasta el dominio de materia.

Además se toman los valores de A = 2.19 × 104 Mpc4 conocida como amplitud de campo

primordial y se asumen los parámetros Ωm = 1, (modelo de universo tipo Einstein-De Sitter),

H0 = 70.0 km·s−1·Mpc−1 (constante de Hubble-Lemâıtre) y σ8 = 1 (amplitud del espectro

de potencias), como parámetro de suma importancia en el crecimiento de las fluctuaciones

en el universo temprano. En la figura 4-3, se presenta un gráfico del espectro de potencias

lineal9, ecuación (4-33), en escala log10-log10 para la época actual en z = 0.

(a) EP a primer orden y contribución P2,2(k).

(b) EP a primer orden y contribución |P1,3(k)|.

Figura 4-4.: Espectro de potencias lineal y contribuciones P2,2(k) y P1,3(k) en z = 0.

Ahora, identificando cada contribución en P2(k), ecuación (4-26), y representándola junto al

9Recuerde que el espectro de potencias se define como la transformada de Fourier de la función de correlación

y permite determinar la distribución de potencia de una señal en un intervalo de frecuencias.
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espectro lineal P1,1(k), para z = 0, se obtienen respectivamente los gráficos encontrados en la

Figura 4-4, que muestran una tendencia similar para cada integral (4-31) y (4-32), pero con

una contribución mucho mayor, al espectro de potencias, de la componente P2,2(k) que la

componente, casi nula, de P1,3(k) para un intervalo dado de número de onda k. Estos gráfi-

cos, fueron construidos con ayuda del lenguaje de programación Python y las rutinas para

integrales dobles encontradas en la biblioteca SciPy, espećıficamente con el módulo nquad,

para un intervalo de 5000 puntos en k. La gráfica en la Figura 4-5, muestra el objetivo cen-

Figura 4-5.: Espectro de potencias no lineal P (k) en z = 0.

tral de este trabajo que consiste en determinar el espectro de potencias a segundo orden; es

decir, identificar como con las correcciones a un loop se presenta el espectro de potencias

del campo aleatorio δ(x) y aśı, de está manera, cuantificar la densidad de perturbación en

términos de una superposición de ondas caracterizadas, cada una, con un número de onda

k = 2π/λ. En ésta, un primer acercamiento, permite identificar que tanto el régimen lineal

como el no lineal (a segundo orden) para valores pequeños de k, aproximadamente k < 0.22

Mpc−1, representado por la recta negra vertical, coinciden. De manera que, en este intervalo

los efectos no lineales pueden ser despreciados. Y en contraste, para valores mayores a 0.22

Mpc−1 los efectos no lineales comienzan a presentarse considerables.

En la Figura 4-6 se presenta la evolución del espectro de potencias a segundo orden para dife-

rentes redshift, con valores de 0, 1, 4 y 9, correspondientes a un factor de escala de 1, 0.5, 0.2 y

0.1 respectivamente. Es de especial importancia, apreciar que independiente de la ubicación

en términos de su valor en z, tanto el régimen lineal como el no lineal son prácticamente

indistinguibles para ciertos intervalos en k, como se puede identificar en este conjunto de

cuatro graficas, desde aqúı puede obsérvese que la tendencia en la contribución no lineal se

mantiene para diferentes valores en redshift. En contraste, es preciso identificar el rango de

k para determinar el intervalo en el que los efectos no lineales son considerables; de manera
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(a) z = 0, Lineal k . 0.224 (ĺınea purpura). (b) z = 1, Lineal k . 0.575 (ĺınea amarilla).

(c) z = 4, Lineal k . 1.38 (ĺınea rosada). (d) z = 9, Lineal k . 3.01 (ĺınea verde).

Figura 4-6.: Espectro lineal y no lineal para algunos valores en z.

que, visualizando la Figura 4-6, se asocia que los efectos no lineales, por lo menos a segundo

orden, se desplazan a medida que tomamos valores cada vez más cercanos a la unidad en el

factor de escala. En este sentido, si se efectúa una lectura de los gráficos de (d) a (a), en la

Figura 4-5, cuando se observa más lejos, los efectos de la dinámica no lineal no son conside-

rables o apreciables por está teoŕıa a un loop. Esto coincide con algo que se esperaba, dado

que las consecuencias perturbativas, no son significativas a medida que k se desplaza hacia

valores mayores, pues el cambio fraccional en la densidad de materia es menor o igual a 1,

δρ/ρ 6 1, y los efectos de la dinámica no lineal seŕıan despreciables comparados con el régi-

men lineal[13, 20]. En está instancia, además, se ha querido evaluar las integrales numéricas

tomando un intervalo de 20000 puntos en k con la intención de identificar que el espectro de

potencias tiene un comportamiento decreciente para valores mayores en k, acompañado esto

con una magnitud mayor para el espectro de potencias, respecto al espectro lineal, como se

identifica claramente en la Figura 4-7.
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Figura 4-7.: Espectro de potencias no lineal P (k) en z = 0.

Al considerar únicamente las contribuciones a segundo orden P2,2(k) y P1,3(k) representadas

en la Figura 4-8, puede apreciarse, que la contribución dominante viene dada por la integral

(4-31), pues la integral (4-32) proporciona valores en P2(k) que se encuentran en un orden

de magnitud entre 10−6 y 10−3 en sus valores numéricos Figura 4-8 (b).

(a) Contribución P2,2(k) con z = 0. (b) Contribución P1,3(k) con z = 0.

Figura 4-8.: Contribución P2,2(k) y P1,3(k).

Adicionalmente, es posible identificar que al considerar solamente la contribución a un loop

P2(k), ecuación (4-26), identificada por las cruces y puntos rojos, en la Figura 4-9, tiende

a cero a medida que el número de onda crece, lo cual también justifica lo discutido en el

párrafo anterior y nuevamente se evidencia un problema para está teoŕıa. Como aspecto final,

la Figura 4-10 muestra un compendio de la construcción del espectro a segundo orden para
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(a) Contribución P2,2(k) y P1,3(k) con z = 0. (b) Contribución P2,2(k) y P1,3(k) con z = 0.

Figura 4-9.: Contribución al espectro de potencias a un loop P2(k) = P2,2(k) + 2P1,3(k).

Figura 4-10.: Espectro de potencias no lineal P (k) en z = 0, 1, 4 y 9.

diferentes valores en z y como es posible discernir, independiente del valor en este parámetro,

la tendencia del espectro de potencias es la misma, indicando que la correlación que existe

en el espacio para la formación de grandes estructuras obedece al principio cosmológico, por

lo menos para el paradigma ΛCDM.



5. Materia Bariónica en la Teoŕıa

Euleriana de Perturbaciones

En este caṕıtulo final, el propósito consiste en escribir las ecuaciones de movimiento para

un fluido de varias especies, en especial de materia oscura fŕıa (CDM) y materia bariónica

(B), escribiéndolas tanto en el espacio real como en el espacio de Fourier. De manera que,

se pueda abrir un espacio de discusión y análisis, con respecto a la estructura matemática y

contenido f́ısico de las ecuaciones de movimiento a lo largo de todo el caṕıtulo, cuando se es

incluida materia bariónica para comprender la formación de estructura a gran escala.

5.1. Ecuaciones de movimiento para CDM y Bariones

Uno de los objetivos principales de este trabajo fue encontrar soluciones perturbativas a

la densidad de contraste δ(x, τ), para un fluido de materia oscura, en donde el gradiente

de presión fue despreciado. Ahora, se construirá este mismo conjunto de ecuaciones, de

forma simultanea, para un fluido de materia bariónica en donde el gradiente de presión

es considerado. De manera que, ésta será la única diferencia f́ısica entre estos dos fluidos

que evolucionan a pequeñas escalas, bajo las mismas condiciones iniciales, ya sea como un

sistema único o como un fluido de dos componentes[27]. Utilizando nuevamente la estructura

desarrollada en la sección 3.2, es posible plantear las ecuaciones de continuidad para un fluido

de CDM y materia bariónica, respectivamente

∂

∂τ
[δCDM(x, τ)] +∇x ·

[
[1 + δCDM(x, τ)] uCDM(x, τ)

]
= 0, (5-1)

∂

∂τ
[δB(x, τ)] +∇x ·

[
[1 + δB(x, τ)] uB(x, τ)

]
= 0, (5-2)

y las ecuaciones de Euler, para materia oscura

∂

∂τ
uCDM(x, τ) +H(τ)uCDM(x, τ) +

[
uCDM(x, τ) · ∇x

]
uCDM(x, τ) = −∇xΦPER, (5-3)

y materia bariónica

∂

∂τ
uB(x, τ) +H(τ)uB(x, τ) +

[
uB(x, τ) · ∇x

]
uB(x, τ) = −∇xΦPER −

∇x · σ(x, τ)

ρB(x, τ)
. (5-4)

En donde la ecuación (5-3) está caracterizada, a diferencia de (5-4), por considerar el tensor

de esfuerzos y deformaciones aproximadamente nulo, es decir σ(x, τ) ≈ 0.
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Siguiendo a [4, 14], los efectos de presión, incluidos en la ecuación de Euler para el fluido de

materia bariónica, pueden ser incluidos v́ıa el tensor de esfuerzos para un fluido newtoniano

σij = −Pδij + η

[
∇iuj +∇jui −

2

3
δij∇ · u

]
+ ξδij∇ ·u, en virtud del ĺımite establecido en la

sección 3.1., con η y ξ conocidas como primera y segunda viscosidad respectivamente. Con-

siderando estas viscosidades nulas y asumiendo una ecuación barotrópica P (ρ), es plausible

establecer para el segundo término del miembro derecho de la ecuación (5-4), las siguientes

lineas

∇x · σ(x, τ)

ρB(x, τ)
=
∇i [−P (ρ)δij]

ρB(x, τ)
= − 1

ρB(x, τ)

∂

∂xi
P (ρ)δij = − 1

ρB(x, τ)

∂

∂xj
P (ρ)

= − 1

ρB(x, τ)

∂P

∂ρB

∂ρB

∂xj
= −C

2
s (x, τ)

ρB(x, τ)

∂ρB

∂xj
= −C

2
s (x, τ)

ρB(x, τ)

∂

∂xj

[
ρB(τ) [1 + δB(xj, τ)]

]
= −C

2
s (x, τ)ρB(τ)

ρB(x, τ)

∂

∂xj
δB(xj, τ) = − C2

s (x, τ)ρB(τ)

ρB(τ) [1 + δB(x, τ)]

∂

∂xj
δB(xj, τ),

de manera que
∇x · σ(x, τ)

ρB(x, τ)
= −C

2
s (x, τ)∇xδB(x, τ)

1 + δB(x, τ)
, por lo tanto la ecuación (5-4) toma la

forma

∂

∂τ
uB(x, τ)+H(τ)uB(x, τ)+

[
uB(x, τ)·∇x

]
uB(x, τ) = −∇xΦPER+

C2
s (x, τ)∇xδB(x, τ)

1 + δB(x, τ)
. (5-5)

Es importante resaltar que está ecuación viene acompañada de un aspecto f́ısico de relevancia,

ya que para la especie de fluido que se quiera trabajar, se puede asumir que la variación de

la presión respecto a la densidad de enerǵıa, corresponde a la velocidad efectiva del fluido

en un proceso adiabático[1]. Y junto a la ecuación de Poisson, para el potencial perturbador

debido a está combinación de fluidos

∇2
xΦPER(x, τ) = 4πGR2(t)

[
ρCDM(τ)δCDM(x, τ) + ρB(τ)δB(x, τ)

]
,

∇2
xΦPER(x, τ) =

3

2
H2(τ)δ(x, τ) =

6

τ 2
δ(x, τ), (5-6)

en donde se ha utilizado nuevamente el parámetro adimensional Ωm(τ) y se ha definido la

densidad de contraste para está mezcla de fluidos como δ(x, τ) = fCDMδCDM(x, τ)+fBδB(x, τ)

con la fracción de materia oscura fCDM ≡
ΩCDM

Ωm

=
ρCDM

ρCDM + ρB

y la fracción de materia barióni-

ca fB ≡
ΩB

Ωm

=
ρB

ρCDM + ρB

[27, 24]. Reescribiendo las ecuaciones de continuidad (ecuaciones

equivalentes a 3-42)

∂

∂τ
δCDM(x, τ) + θCDM(x, τ) = −∇x ·

[
δCDM(x, τ)uCDM(x, τ)

]
, (5-7)

∂

∂τ
δB(x, τ) + θB(x, τ) = −∇x ·

[
δB(x, τ)uB(x, τ)

]
, (5-8)
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en donde se ha definido la divergencia del campo de velocidades peculiares, para cada com-

ponente del fluido, como θCDM(x, τ) = ∇x · uCDM(x, τ) y θB(x, τ) = ∇x · uB(x, τ). Calculando

la divergencia para las ecuaciones de Euler

∂

∂τ
θCDM(x, τ) +

2

τ
θCDM(x, τ) +

6

τ 2
Ωm(τ)δCDM(x, τ)

= −∇x ·
[

[uCDM(x, τ) · ∇x] uCDM(x, τ)

]
, (5-9)

ecuación equivalente a la encontrada en (3-43). Y para materia bariónica

∂

∂τ
θB(x, τ) +

2

τ
θB(x, τ) +

6

τ 2
Ωm(τ)δB(x, τ) = −∇x ·

[
[uB(x, τ) · ∇x] uB(x, τ)

]
+∇x ·

[
C2
s (x, τ)∇xδB(x, τ)

1 + δB(x, τ)

]
, (5-10)

en donde se ha utilizado, para estas últimas dos expresiones la ecuación de Poisson (5-6). Este

conjunto de ecuaciones, (5-6) a (5-10), proporcionan una generalización de las ecuaciones de

continuidad, de Euler y Poisson (válida para la suma de los fluidos) y son las ecuaciones de

movimiento para el fluido mixto de materia oscura fŕıa y bariónica que permitiŕıan dar cuenta

de la evolución tanto del campo de velocidades peculiares, caracterizado por su divergencia

y la densidad de contraste[17, 24]. Es sustancial identificar, que este grupo de ecuaciones

son altamente no lineales; representado este hecho, por medio de los términos del miembro

derecho de cada ecuación [excepto un término incluido en el segundo término del miembro

derecho de la ecuación (5-10)] y por lo tanto, la presencia de ellos desprende una complejidad

enorme para suministrar soluciones de carácter anaĺıtico y numérico.

Si se asume que la velocidad del sonido es homogénea, respecto a las coordenadas comóviles,

es decir, que depende únicamente del tiempo conforme, la ecuación de Euler para el fluido

de materia bariónica toma la forma

∂

∂τ
θB(x, τ) +

2

τ
θB(x, τ) +

6

τ 2
Ωm(τ)δB(x, τ) = −∇x ·

[
[uB(x, τ) · ∇x] uB(x, τ)

]
+ C2

s

[
∇2

x [δb(x, τ)]−∇x · [δb(x, τ)∇xδb(x, τ)] +∇x ·
[
(δb(x, τ))2∇xδb(x, τ)

]
+O(δ4)

]
.

Aśı pues, las ecuaciones de movimiento en el espacio real para el régimen lineal, se pueden

escribir como

∂

∂τ
δCDM(x, τ) + θCDM(x, τ) = 0, (5-11)

∂

∂τ
δB(x, τ) + θB(x, τ) = 0, (5-12)

∂

∂τ
θCDM(x, τ) +

2

τ
θCDM(x, τ) +

6

τ 2
Ωm(τ)δCDM(x, τ) = 0, (5-13)

∂

∂τ
θB(x, τ) +

2

τ
θB(x, τ) +

6

τ 2
Ωm(τ)δB(x, τ) = C2

s∇2
xδb(x, τ), (5-14)
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que generan las ecuaciones diferenciales, de segundo orden, para la densidad de contraste,

∂2

∂τ 2
δCDM(x, τ) +

2

τ

∂

∂τ
δCDM(x, τ)− 6

τ 2
Ωm(τ)δCDM(x, τ) = 0, (5-15)

∂2

∂τ 2
δB(x, τ) +

2

τ

∂

∂τ
δB(x, τ)− 6

τ 2
Ωm(τ)δB(x, τ) = −C2

s∇2
xδb(x, τ). (5-16)

Observe que la ecuación (5-15) fue aquella que se resolvió en la sección 3.2.1 con la ayuda

de herramientas básicas de la teoŕıa de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para la ecuación

(5-16) el escenario no es tan simple ya que representa una ecuación diferencial parcial para

el campo δ(x, τ) y el mismo método empleado en la ecuación para materia oscura no podŕıa

ser empleado de forma análoga, por lo tanto es más práctico llevar este grupo de ecuaciones

al espacio de Fourier.

5.2. Ecuaciones de movimiento en el espacio de Fourier

La representación en el espacio de Fourier para las ecuaciones (5-7) y (5-9) seŕıan exactamente

iguales a las ecuaciones (3-45) y (3-46) demostradas en el anexo D.1.

∂

∂τ
δ̃CDM(k, τ) + θ̃CDM(k, τ)

= −
∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)α(k1,k2)δ̃CDM(k1, τ)θ̃CDM(k2, τ), (5-17)

con la función α(k1,k2) = 1 + (k1 · k2)/k2
2. Y

∂

∂τ
θ̃CDM(k, τ) +H(τ)θ̃CDM(k, τ) +

3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ̃CDM(k, τ)

= −
∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)β(k1,k2)θ̃CDM(k1, τ)θ̃CDM(k2, τ), (5-18)

con la función β(k1,k2) = |k1 + k2|2 (k1 · k2)/2k2
1k

2
2. Para el caso de los bariones, tenemos un

procedimiento análogo con una pequeñas diferencia sobre el término que incluye los efectos

de presión, como se muestra a continuación: (1) la representación de la ecuación (5-8) es

∂

∂τ
δ̃B(k, τ) + θ̃B(k, τ)

= −
∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)α(k1,k2)δ̃B(k1, τ)θ̃B(k2, τ), (5-19)

idéntica a (5-17) y (2) la representación de la ecuación (5-10) es análoga a la de la ecuación

(5-18), a diferencia del último término,

∂

∂τ
θ̃B(k, τ) +H(τ)θ̃B(k, τ) +

3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ̃B(k, τ)

= −
∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)β(k1,k2)θ̃B(k1, τ)θ̃B(k2, τ) + F{H(x, τ)}, (5-20)
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con F{H(x, τ)}, para una teoŕıa a segundo orden, como

F{H(x, τ)} = F
{
∇x ·

[
C2
s (x, τ)∇xδB(x, τ)

1 + δB(x, τ)

]}
,

F{H(x, τ)} = −C2
sk

2

[
δ̃(k, τ)−

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)δ̃B(k1, τ)δ̃B(k2, τ)

]
.

De manera que la ecuación (5-20), para una expansión a segundo orden en la transformada

de Fourier para el término que vincula los efectos de presión, toma la forma

∂

∂τ
θ̃B(k, τ) +H(τ)θ̃B(k, τ) +

3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ̃B(k, τ)

= −
∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)β(k1,k2)θ̃B(k1, τ)θ̃B(k2, τ)

− C2
sk

2

[
δ̃B(k, τ)− 1

k2

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)k2 · (k1 + k2)

δ̃B(k1, τ)δ̃B(k2, τ)
]
. (5-21)

en donde las expresiones encontradas en el paréntesis [· · · ], corresponden a los efectos de

presión asociados a la materia bariónica.



6. Conclusiones y Perspectivas

La motivación principal de este trabajo siempre estuvo ligada a perseguir, resaltar, valorar,

comprender y sobre todo abrir caminos que permitan describir de forma clara del gran

trabajo anaĺıtico y semianaĺıtico, realizado por varios investigadores de primer nivel[1, 10,

11, 13, 24, 25, 27], entre otros, que buscan proponer métodos para acceder a soluciones

en gran parte anaĺıticas, respecto al cálculo del espectro de potencias de materia y sus

respectivas correcciones a diferentes loops, con el objetivo de que dichas soluciones puedan

ser contrastadas con las simulaciones para N -cuerpos[9, 15] y de ésta manera aprender mucho

más sobre la cosmoloǵıa f́ısica que hay de fondo en las muy elaboradas tareas computacionales

para poder responder a uno de los más importantes enigmas de la cosmoloǵıa como lo es

la formación de las grandes estructuras en el universo. De manera tal, que la realización de

esta tesis permite fijar las siguientes conclusiones y perspectivas de trabajo futuro:

A lo largo del caṕıtulo 3 se presentó un desarrollo completo de la teoŕıa lineal de per-

turbaciones cosmológicas a primer orden, logrando obtener de forma general, valores

para el factor de crecimiento D+(z), presentados en la Figura 3-2 que justifican su

normalización a la unidad para la época actual, con valores para los parámetros cos-

mológicos tanto en densidad de enerǵıa del vaćıo ΩΛ,0 y materia Ωm,0 acordes a los

registros proporcionados por las observaciones[27].

Al plantearse como uno de los objetivos principales, la reconstrucción del espectro de

potencias a segundo orden, el trabajo expuesto proporciona un documento de referen-

cia sólido frente a la manipulación matemática de las ecuaciones de movimiento, del

fluido de materia oscura y bariónica, escritas en términos, naturalmente, del campo

de velocidades peculiares y densidad. En consecuencia a ello, en este trabajo se logro

exponer de forma detallada la necesidad de representar éstas en un espacio de Fourier,

tarea reflejada con procedimientos ricos en matemáticas expĺıcitos en el anexo D. Vale

la penda destacar la valiosa tarea anaĺıtica, que emprendimos, para obtener la repre-

sentación de las contribuciones a un loop, soportadas por los trabajos de [10, 13, 16],

y desarrolladas en los anexos D.5 y D.6.

Los resultados obtenidos en el caṕıtulo 4, con respecto a la reconstrucción del espectro

de potencias a segundo orden, en donde se utilizó el método desarrollado por[13, 16],

evidencian un esfuerzo considerable para mostrar la gran tarea, que hay de fondo,

puesto que las contribuciones a un loop son reproducidas y representadas por medio
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de integrales que en su solución no implican un alto costo computacional, el desarrollo

expuesto aqúı tuvo en gran medida éxito por lo siguiente:

1. El código Python empleado, registrado en el anexo E, nos proporciono los datos

para reconstruir el espectro de potencias de la Figura 4-5, considerando z = 0.

Aqúı, se visualiza la importancia de considerar los efectos no lineales a partir

de un valor en k & 0.22 Mpc−1, valor que se aproxima de forma considerable

al reportado en la literatura con un valor de referencia de 0.20 Mpc−1 como se

presenta en [7] pág 341.

2. Las contribuciones a un loop que se obtuvieron de manera independiente, en

este trabajo para P2,2(k) y P1,3(k) (Figura 4-4), presentan la misma tendencia a

los resultados reportados en[22, 25]. En contraste, la técnica empleada en estas

investigaciones (bastante elaboradas y robustas), en donde [22] es fundamento

de las ideas expuestas en [25], parten de generar el espectro de potencias en el

régimen lineal a partir de la expansión de éste como una superposición de ley

de potencias [25] y que es obtenido igualmente, por medio de una trasformada

rápida de Fourier en [22]. Este es un aspecto de especial atención para identificar

la diferencia de valores obtenidos en estos gráficos, ya que en nuestro trabajo se

tomo como punto de partida el espectro lineal proporcionado en[13].

3. Por medio de las representaciones hechas en las Figuras 4-8 y 4-9 para las con-

tribuciones P2,2(k) y P1,3(k), se logro confirmar que la contribución a un loop se

anula a medida que se toma un alto valor en k, ya que una contribución se cancela

respectivamente con la otra y aśı el espectro de potencias se reduce nuevamente

a su régimen lineal. En este punto se hace pertinente considerar el importante y

profundo análisis que se debe realizar a cada contribución para concluir ello no

solo por una tendencia grafica sino también por un riguroso análisis matemático

como se muestra en [16, 21].

La construcción del espectro de potencias de materia resulta uno de los ingredientes

más sobresalientes para abordar el problema dinámico sobre la formación y evolución

de las grandes estructuras en el universo. Si se visualiza el universo bajo la óptica

del modelo ΛCDM, suponiendo que la materia se distribuye, de forma disyunta, en

halos de materia oscura (modelo de Press & Schechter) y su distribución espacial es

gaussiana, es posible establecer una función de masa para objetos colapsados de forma

jerárquica que tiene como soporte la elección de un espectro de potencias. De manera

que, la elección más empleada es tomar el espectro lineal y una elección más fina

está relacionada con la elección del espectro no lineal, como el espectro de potencias

a segundo orden, para un fluido de materia oscura, como el reproducido de forma

semianálitica a lo largo de este trabajo.
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Perspectivas

El trabajo realizado a lo largo de está tesis podŕıa, eventualmente, servir como punto

de partida para profundizar y proponer métodos cuya finalidad sea la inclusión de

materia bariónica con el firme propósito de aprender más alrededor de la f́ısica con

bariones y su importancia en la formación de estructuras a gran escala en el universo,

ya que los métodos anaĺıticos y simulaciones con este tipo de especies no sobresalen de

manera considerable.

El desarrollo expuesto en está tesis, que tiene como base la teoŕıa de perturbaciones

cosmológicas estándar, nos permitirá abordar, técnicas más avanzadas, como lo es

la teoŕıa de perturbaciones para bariones en el marco de la teoŕıa renormalizada de

perturbaciones.

A lo largo de la tesis se abordaron herramientas que consideramos pueden extenderse

a teoŕıas de gravedad modificada tipo f(R).

En el caṕıtulo 5 se plantean las ecuaciones de movimiento generales para un fluido

mixto de materia oscura y bariónica, escribiéndolas en un espacio de Fourier a segundo

orden en el campo de densidad y dejando abierta la posibilidad de una extensión del

método desarrollado aqúı para el caso de materia oscura.



A. Anexo: Algunos Cálculos para la

Métrica de FLRW

A.1. Conexiones de Christoffel

Dado el elemento de ĺınea (2-1), reconociendo que L = gµν ẋ
µẋν y utilizando las ecuaciones

de Euler-Lagrange, se pueden determinar las ecuaciones de movimiento del sistema

ds2

dt2
=

[
dx0

dt

]2

− eg(x0)+f(r)

[
dr2

dt2
+ r2dθ

2

dt2
+ r2 sin2 θ

dϕ2

dt2

]
,

(ṡ)2 =
(
ẋ0
)2 − eG(x0,r)

[
(ṙ)2 + r2(θ̇)2 + r2 sin2 θ(ϕ̇)2

]
,

en donde G(x0, r) = g(x0) + f(r). De tal forma, que para cada etiqueta, (x0, r, θ, ϕ), se tiene

asociada una ecuación de movimiento

d

dt

[
∂L

∂ẋ0

]
− ∂L

∂x0
= 0,

d

dt

[
2ẋ0
]
− ∂

∂x0

[(
ẋ0
)2 − eG(x0,r)

[
(ṙ)2 + r2(θ̇)2 + r2 sin2 θ(ϕ̇)2

]]
= 0,

ẍ0 +
1

2
eG(x0,r)g′

[
(ṙ)2 + r2(θ̇)2 + r2 sin2 θ(ϕ̇)2

]
= 0. (A-1)

d

dt

[
∂L

∂ẋ1

]
− ∂L

∂x1
= 0,

d

dt

[
−2eG(x0,r)ṙ

]
− ∂

∂x1

[(
ẋ0
)2 − eG(x0,r)

[
(ṙ)2 + r2(θ̇)2 + r2 sin2 θ(ϕ̇)2

]]
= 0,

r̈ +
1

2
f ′(ṙ)2 + g′ẋ0ṙ −

(
f ′

2
+

1

r

)[
r2(θ̇)2 + r2 sin2 θ(ϕ̇)2

]
= 0. (A-2)

d

dt

[
∂L

∂ẋ2

]
− ∂L

∂x2
= 0,

d

dt

[
−2r2eG(x0,r)θ̇

]
− ∂

∂x2

[(
ẋ0
)2 − eG(x0,r)

[
(ṙ)2 + r2(θ̇)2 + r2 sin2 θ(ϕ̇)2

]]
= 0,

θ̈ + 2ṙθ̇

[
1

r
+
f ′

2

]
+ g′ẋ0θ̇ − (sin θ cos θ)(ϕ̇)2 = 0. (A-3)

d

dt

[
∂L

∂ẋ3

]
− ∂L

∂x3
= 0,
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d

dt

[
−2r2 sin2 θeG(x0,r)ϕ̇

]
− ∂

∂x3

[(
ẋ0
)2 − eG(x0,r)

[
(ṙ)2 + r2(θ̇)2 + r2 sin2 θ(ϕ̇)2

]]
= 0,

ϕ̈+ 2ṙϕ̇

[
f ′

2
+

1

r

]
+ g′ẋ0ϕ̇+ 2(cot θ)θ̇ϕ̇ = 0. (A-4)

Aśı desde el sistema de ecuaciones de (A-1) a (A-4), se identifican los śımbolos de Christoffel

no nulos de la métrica. Esto es posible ya que, por comparación, al sustituir el lagrangiano

en las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene la ecuación geodésica para un parámetro af́ın,

de manera que para cada coordenada se encuentra

ẍ0 + Γ0
µν ẋ

µẋν = 0,

ẍ0 + Γ0
11(ṙ)2 + Γ0

22(θ̇)2 + Γ0
33(ϕ̇)2 = 0,

comparando con (A-1)

Γ0
11 =

1

2
eG(x0,r)g′, Γ0

22 =
1

2
eG(x0,r)g′r2, Γ0

33 =
1

2
eG(x0,r)g′r2 sin2 θ, (A-5)

de la misma forma para las coordenadas espaciales,

ẍ1 + Γ1
µν ẋ

µẋν = 0,

r̈ + Γ1
01ẋ

0ṙ + Γ1
10ṙẋ

0 + Γ1
22(θ̇)2 + Γ1

33(ϕ̇)2 + Γ1
11(ṙ)2 = 0,

Γ1
01 = Γ1

10 =
1

2
g′, Γ1

22 = −r2

(
f ′

2
+

1

r

)
, Γ1

33 = −r2 sin2 θ

(
f ′

r
+

1

r

)
, Γ1

11 =
1

2
f ′, (A-6)

ẍ2 + Γ2
µν ẋ

µẋν = 0,

θ̈ + Γ2
02ẋ

0θ̇ + Γ2
12ṙθ̇ + Γ2

21ṙθ̇ + Γ2
20θ̇ẋ

0 + Γ2
33(ϕ̇)2 = 0,

Γ2
02 = Γ2

20 =
1

2
g′, Γ2

12 = Γ2
21 =

1

r
+
f ′

2
, Γ2

33 = − sin θ cos θ, (A-7)

ẍ3 + Γ3
µν ẋ

µẋν = 0,

ϕ̈+ Γ3
03ẋ

0ϕ̇+ Γ3
13ṙϕ̇+ Γ3

23θ̇ϕ̇+ Γ3
30ϕ̇ẋ

0 + Γ3
31ϕ̇ṙ + Γ3

32ϕ̇θ̇ = 0,

Γ3
03 = Γ3

30 =
1

2
g′, Γ3

13 = Γ3
31 =

1

r
+
f ′

2
, Γ3

23 = Γ3
32 = cot θ. (A-8)

A.2. Componentes del tensor de Ricci

Dado que el tensor de Ricci se define como una contracción del tensor de Riemann, aśı

Rµν = Γααµ,ν−Γαµν,α +ΓαλνΓ
λ
αµ−ΓαλαΓλµν =

[
ln
√
−|g|,µ

]
,ν
−Γαµν,α +ΓαλνΓ

λ
αµ−Γµν

[
ln
√
−|g|

]
,λ ,
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con ln
√
| − g| =

3

2
g(x0) +

3

2
f(r) + 2 ln(r) + ln | sin θ|, para la métrica. En términos de

componentes mixtas, gλµRλν , se tienen las siguientes componentes no nulas

Rµ
ν = g0µR0ν + g1µR1ν + g2µR2ν + g3µR3ν ,

aśı utilizando las relaciones dadas de (2-3) a (2-6) y las componentes contravariantes del

tensor métrico (2-1), se obtiene

R0
0 =

3

2
g′′ +

3

4
(g′)2, (A-9)

R1
1 =

1

2
g′′ +

3

4
(g′)2 − eG(x0,r)

[
f ′′ +

f ′

r

]
, (A-10)

R2
2 =

1

2
g′′ +

3

4
(g′)2 − e−G(x0,r)

(
1

2
f ′′ +

1

4
(f ′)2 +

3

2r
f ′
)
, (A-11)

R3
3 =

1

2
g′′ +

3

4
(g′)2 − e−G(x0,r)

(
1

2
f ′′ +

1

4
(f ′)2 +

3

2r
f ′
)
. (A-12)

Finalmente aplicando contracción sobre el tensor de Ricci, se obtiene el escalar de curvatura

para la métrica que obedece al principio cosmológico

R = Rµ
ν = Rµ

µ,

R = R0
0 +R1

1 +R2
2 +R3

3,

R = 3
[
g′′ + (g′)2

]
− 2e−G(x0,r)

[
f ′′ + 2

f ′

r
+

1

4
(f ′)2

]
. (A-13)

A.3. Isotroṕıa del tensor Momento-Enerǵıa

Dada la invarianza del tensor momento-enerǵıa T 1
1 = T 2

2 = T 3
3, se permite encontrar la

primera integral de la función f(r), por lo tanto desde (2-8) y (2-9), se puede concluir:

T 1
1 = T 2

2,

f ′

r
+

1

4
(f ′)2 =

1

2
f ′′ +

1

2

f ′

r
,

1

2
f ′′ − f ′

2r
− 1

4
(f ′)2 = 0,

f ′′

f ′
=

1

r
+

1

2
f ′,

d

dr
[ln(f ′)] =

1

r
+

1

2
f ′, integrando respecto a r,

ln(f ′) = ln(r) +
1

2
f + a,−→ f ′(r) = aref(r)/2,
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que al resolver deja la solución general∫
e−f(r)/2d [f(r)] = a

∫
rdr, efectuado la sustitución simple a u = −f(r)/2,

−2eu =
1

2
ar2 + c,

ef(r)/2 =
1

c

[
1− ar2

4c

] , definiendo la constante b ≡ 1/c,

ef(r) =
b2[

1− ab

4
r2

]2 . (A-14)

Definiendo ab en términos de una dimensión inversa a la longitud, es decir, ab ≡ −k/r2
0, con

k = −1, 0 y 1, que al sustituir en el elemento de ĺınea (2-1), la métrica toma la forma dada

en (2-11).

A.4. Deducción de la forma estándar de la métrica FLRW

Con el fin de presentar la métrica (2-11) en su forma tradicional, reportada en la gran mayoŕıa

de la literatura, śıgase el siguiente procedimiento algebraico. Dada la métrica

ds2 = (dx0)2 − eg(x0) b2[
1 +

k

4

r2

r2
0

]2

[
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

]
,

reescribiendo la métrica toma la forma ds2 = (dx0)2−eg(x0)b2F (r)
[
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

]
,

en donde se ha definido F (r) ≡
[
1 +

k

4

r2

r2
0

]−2

, aśı

ds2 = (dx0)2 − eg(x0)b2
[
F (r)dr2 + F (r)r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

]
.

Haciendo el cambio de variable x2 = F (r)r2, y diferenciando ésta impĺıcitamente respecto a

r, se obtiene la relación

2x
dx

dr
= 2rF (r) + r2F ′(r) −→ dr =

2xdx

2rF (r) + r2F ′(r)
,

de manera que para el término de la métrica F (r)dr2,

F (r)dr2 = F (r)

[
2xdx

2rF (r) + r2F ′(r)

]2

=
(x2/r2)4x2dx2

4

[
rF (r)

(
1 +

rF ′(r)

2F (r)

)]2 =
x4dx2

r4F 2(r)

[
1 +

rF ′(r)

2F (r)

]2 ,
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F (r)dr2 =

[
1 +

rF ′(r)

2F (r)

]−2

dx2.

Ahora, trabajando sobre la razón F ′(r)/F (r), pero primero recordando que

F (r) =

[
1 +

k

4

r2

r2
0

]−2

−→ F ′(r) = −2

[
1 +

k

4

r2

r2
0

]−3
kr

2r2
0

,

como consecuencia, se obtiene para el cociente
F ′(r)

F (r)
= −kr

r2
0

[F (r)]1/2. Por lo tanto

F (r)dr2 =
dx2[

1− r

2

(
kr

r2
0

(
1 +

k

4

r2

r2
0

)−1
)]2 ,

trabajando sobre la expresión que se encuentra dentro del cuadrado del denominador

1− r

2

(
kr

r2
0

(
1 +

k

4

r2

r2
0

)−1
)

= 1− kr2

2r2
0

1

1 +
kr2

4r2
0

=

1− kr2

4r2
0

1 +
kr2

4r2
0

,

y recordando que x2 = r2

[
1 +

kr2

4r2
0

]−2

, se obtiene una ecuación de segundo grado en r, de la

forma
kx

4r2
0

r2 − r + x = 0, cuya ráız es r =
1 +

√
1−

(
kx2/r2

0

)
kx/2r2

0

; de manera que, después de

algunos procedimientos algebraicos

1− kr2

4r2
0

1− kr2

4r2
0

=

2− k

2r2
0

[(
1 +

√
1− kx2

r2
0

)/
kx

2r2
0

]2

2 +
k

2r2
0

[(
1 +

√
1− kx2

r2
0

)/
kx

2r2
0

]2 = −

√
1− kx2

r2
0

,

por lo tanto F (r)dr2 = dx2/ [1− (kx2/r2
0)] . Aśı el elemento de ĺınea, toma la forma

ds2 = (dx0)2 − eg(x0)b2

[
dx2

1− (kx2/r2
0)

+ x2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

]
.

Y recurriendo a la transformación x → r ≡ x

r0

, en donde r puede ser entendida como una

coordenada adimensional, quedando la métrica como

ds2 = (dx0)2 − eg(x0)b2r2
0

[
1

1− kr2
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

]
.

Finalmente definiendo la expresión R(t) ≡ eg(x
0)b2r2

0, como el factor de escala, se encuentra

la forma estándar de la métrica de Robertson-Walker, expĺıcita en la ecuación (2-12).
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A.5. Componentes del tensor de Riemann para la métrica

de FLRW

Considerando las componentes espaciales del tensor métrico (2-12),

g11 = − R2(t)

1− kr2
, g22 = −R2(t)r2, g33 = −R2(t)r2 sin2 θ,

y calculando las conexiones no nulas de Christoffel, Γijk =
1

2
gil
[
∂gil
∂xk

+
∂glk
∂xj
− ∂gjk

∂xl

]

Γ1
11 =

kr

1− kr2
,

Γ1
22 = (kr2 − 1)r,

Γ1
33 = (kr2 − 1)r sin2 θ,

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
,

Γ2
33 = − sin θ cos θ,

Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
,

Γ3
23 = Γ3

32 = cot θ.

Aśı las componentes no nulas del tensor Rα
µβν = Γαβµ,ν − Γανµ,β + ΓαρνΓ

ρ
βµ − ΓαρβΓρµν , llamado

tensor de Riemann, son:

R1
221 = −R1

212 = kr2,

R1
331 = −R1

313 = kr2 sin2 θ,

R2
121 = −R2

112 = − k

1− kr2
,

R2
332 = −R2

323 = kr2 sin2 θ,

R3
131 = −R3

113 = − k

1− kr2
,

R3
232 = −R3

223 = −kr2.

obsérvese que las componentes no nulas del tensor de Riemann todas dependen de k, aśı si

éste parámetro es nulo, se tiene un espacio plano (Riemann totalmente nulo). Finalmente, las

componentes del tensor de Ricci y el escalar de curvatura, para el tensor métrico de FLRW

(2-12), considerando su componente temporal y calculando las conexiones,

Γ0
11 =

RṘ

c2(1− kr2)
,

Γ0
22 =

1

c2
RṘr2,

Γ0
33 =

1

c2
RṘr2 sin2 θ,

Γ1
01 = Γ1

10 =
Ṙ

R
,

Γ1
11 =

kr

1− kr2
,

Γ1
22 = −r(1− kr2),

Γ1
33 = −(1− kr2)r sin2 θ,

Γ2
02 = Γ2

20 =
Ṙ

R
,

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
,

Γ2
33 = − sin θ cos θ,

Γ3
03 = Γ3

30 =
Ṙ

R
,

Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
,

Γ3
23 = Γ3

32 = cot θ,
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para Ricci igual a Rµν = Rα
µαν = R0

µ0ν +R1
µ1ν +R2

µ2ν +R3
µ3ν , se determina

R00 = R0
000 +R1

010 +R2
020 +R3

030,

R00 = 0 +
R̈

R
+
R̈

R
+
R̈

R
= 3

R̈

R
, (A-15)

R11 = R0
101 +R1

111 +R2
121 +R3

131,

R11 = − RR̈

c2(1− kr2)
+ 0− c2k + Ṙ2

c2(1− kr2)
− c2k + Ṙ2

c2(1− kr2)
= −RR̈ + 2Ṙ2 + 2c2k

c2(1− kr2)
, (A-16)

R22 = R0
202 +R1

212 +R2
222 +R3

232,

R22 = −RR̈r
2

c2
− r2(kc2 + Ṙ2)

c2
+ 0− r2(kc2 + Ṙ2)

c2
= −r

2(RR̈ + 2Ṙ2 + 2kc2)

c2
, (A-17)

R33 = R0
303 +R1

313 +R2
323 +R3

333,

= −RR̈r
2 sin2 θ

c2
− r2 sin2 θ(c2k + Ṙ2)

c2
− r2 sin2 θ(c2k + Ṙ2)

c2
,

R33 = −r2 sin2 θ

[
RR̈ + 2Ṙ2 + 2c2k

c2

]
. (A-18)

Y calculando el escalar de curvatura,

R = gανRαν = Rν
ν ,

= g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33,

=
1

c2

[
3
R̈

R

]
− 1− kr2

R2

[
−RR̈ + 2Ṙ2 + 2c2k

c2(1− kr2)

]
− 1

R2r2

[
−r

2(RR̈ + 2Ṙ2 + 2kc2)

c2

]

− 1

r2R2 sin2 θ

[
−r2 sin2 θ

[
RR̈ + 2Ṙ2 + 2c2k

c2

]]
,

R =
6

c2R2

[
R̈R + Ṙ2 + c2k

]
. (A-19)

A.6. Manipulación algebraica de las ecuaciones de campo

Dadas las ecuaciones de campo de Einstein en componentes mixtas (2-2), es correcto afirmar

lo siguiente

Rµ
ν = gαµRαν , si µ = ν → Rµ

µ = R,

gµν = gαµgαν , si µ = ν → gαµgαµ = 4,

T µν = gαµTαν , si µ = ν → gαµTαµ = T µµ ≡ T,

de tal forma que sustituyendo sobre (2-2)

R− 1

2
R(4) + Λ(4) = −8πG

c4
T → R = 4Λ +

8πG

c4
T,
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y aśı las ecuaciones de campo en componentes covariantes se reescriben de la forma

Rµν −
1

2

[
4Λ +

8πG

c4
T

]
gµν + Λgµν = −8πG

c4
Tµν ,

efectuando algunos renglones de álgebra se obtiene

Rµν = −8πG

c4

[
Tµν −

1

2
Tgµν

]
+ Λgµν .

Por otro lado, con el fin de reescribir el tensor momento-enerǵıa para el fluido perfecto,

considérese que la 4−velocidad del fluido en componentes covariantes y contravariantes tiene

la forma en el sistema comóvil

[uµ] =
[
c2, 0, 0, 0

]
= c2δ0

µ,

[uµ] =
[
1, 0, 0, 0

]
= δ0

µ,

por lo cual el tensor Tµν , se puede reescribir como

Tµν =

(
ρ+

P

c2

)
uµuν − Pgµν ,

gαµTαµ =

(
ρ+

P

c2

)
gαµuαuµ − Pgαµgµα,

T µµ =

(
ρ+

P

c2

)
uµuµ − 4P =

(
ρ+

P

c2

)
c2 − 4P = c2ρ− 3P ≡ T.

Reescribiendo el término Tµν −
1

2
Tgµν ,

Tµν −
1

2
Tgµν =

(
ρ+

P

c2

)
uµuν − Pgµν −

1

2

(
c2ρ− 3P

)
gµν ,

=
(
c2ρ− P

)
c2δ0

µδ
0
ν − Pgµν −

1

2
c2ρgµν +

3

2
Pgµν ,

Tµν −
1

2
Tgµν = (c2ρ+ P )c2δ0

µδ
0
ν −

1

2
(c2ρ− P )gµν .

A.7. Ecuación de continuidad

Desde la ecuación (2-22)

T 0ν
;ν = T 00

;0 + T 0i
;i =

(
ρ+

P

c2

)
;ν

(u0uν) +

(
ρ+

P

c2

)(
u0uν

)
;ν

= 0,[
ρ;ν +

(
P

c2

)
;ν

]
(u0uν) +

(
ρ+

P

c2

)[(
u0
)

;νu
ν + u0 (uν) ;ν

]
= 0,

ρ;ν(u
0uν) +

(
ρ+

P

c2

)
u0 (uν) ;ν = 0,
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calculando la derivada covariante y utilizando las conexiones de Christoffel (ver Anexo A.5)

uν ;ν =
∂uν

∂xν
+ Γνλνu

λ =
∂uν

∂xν
+ Γν0νu

0 = Γ1
01 + Γ2

02 + Γ3
03 = 3

Ṙ

R
= 3H,

por lo tanto, se concluye,

ρ;0(u0u0) +

(
ρ+

P

c2

)
u03H = 0,

dρ

dt
+

(
ρ+

P

c2

)
3
Ṙ(t)

R(t)
= 0. (A-20)

A.8. Ecuaciones de campo cosmológicas

Dividiendo la ecuación (2-20) entre R2(t) e identificando a ρ, como la densidad de materia,

radiación y constante cosmológica, se obtiene

H2(t) =
8πG

3
ρ+

1

3
Λc2 − c2k

R2(t)
=

8πG

3

(∑
i

ρi

)
− c2k

R2(t)
,

de tal forma, que introduciendo los parámetros adimensionales (2-28), y la solución (2-26),

H2(t) =
8πG

3

[
ρm,0

(
R(t0)

R(t)

)3

+ ρr,0

(
R(t0)

R(t)

)4

+ ρΛ,0

]
− c2k0

R2(t)
,

=
8πG

3

[
3H2(t0)

8πG

[
Ωm,0

(
R(t0)

R(t)

)3

+ Ωr,0

(
R(t0)

R(t)

)4

+ ΩΛ,0

]]
+H2(t0)Ωk,0

(
R(t0)

R(t)

)2

,

H2(t) = H2(t0)
[
Ωm,0(z + 1)3 + Ωr,0(z + 1)4 + Ωk,0(z + 1)2 + ΩΛ,0

]
.

En donde se ha utilizado la definición de corrimiento al rojo z + 1 =
R(t0)

R(t)
[12]. Ahora para

la ecuación (2-21), multiplicando por
R(t)

Ṙ2(t)
, se identifica

R(t)R̈(t)

Ṙ2(t)
= −4πG

3c2

(
c2ρ+ 3P

) R2(t)

Ṙ2(t)
+

1

3
c2Λ

R2(t)

Ṙ2(t)
,

= − 4πG

3H2(t)

[
ρ (1 + 3ω)− c2Λ

4πG

]
= − 4πG

3H2(t)

∑
i

ρi(1 + 3ωi),

R(t)R̈(t)

Ṙ2(t)
= − 4πG

3H2(t)

[
ρm + 2ρr − 2ρΛ

]
,
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y utilizando, nuevamente los parámetros adimensionales y de desaceleración q(t)

R(t)R̈(t)

Ṙ2(t)
= −1

2
Ωm(t)− Ωr(t) + ΩΛ(t),

q(t) =
1

2

[
Ωm(t) + 2Ωr(t)− 2ΩΛ(t)

]
.

A.9. Ecuaciones de campo cosmológicas en tiempo

conforme

Dadas las ecuaciones de Friedmann en sus componentes espaciales (2-20),

H(t)2 =
8πG

3
ρ+

1

3
Λc2 − c2k

R2(t)
=

8πG

3

[
ρm(t) + ρr(t) + ρΛ(t)

]
− c2k

R2(t)
,

e introduciendo las densidades de materia en función del tiempo conforme

H2(t)R2(t) =
8πG

3
[ρm(t) + ρr(t) + ρΛ(t)]R2(t)− c2k,

con H(τ) ≡ d

dτ
R[t−1(τ)] =

dR

dt

dt

dτ

1

R(t)
= H(t)R(t),

H2(τ) =
8πG

3

[
3H2(τ)

8πG
Ωm(τ) +

3H2(τ)

8πG
Ωr(τ) +

3H2(τ)

8πG
ΩΛ(τ)

]
− c2k,

H2(τ) = H2(τ)Ω(τ)− c2k, con Ω(τ) = Ωm(τ) + Ωr(τ) + ΩΛ(τ),

1 = Ω(τ)− c2k

H2(τ)
,

k =
[
Ω(τ)− 1

]H2(τ)

c2
.

Y para la componente temporal ¨R(t) = −4πG

3c2
(c2ρ+ 3P )R(t) +

1

3
c2ΛR(t), se establece

R̈(t)

R(t)
= −4πG

3c2
(c2ρ+ 3P ) +

1

3
Λc2,

= −4πG

3

[∑
ρi(1 + 3ωi)

]
,

= −4πG

3

[
ρm + 2ρr − 2ρΛ

]
R̈(t)

R(t)
R2(t) = −4πG

3

[
ρm + 2ρr − 2ρΛ

]
R2(t),

∂H(τ)

∂τ
= −4πG

3

[
3H2(τ)Ωm(τ)

8πG
+ 2

3H2(τ)Ωr(τ)

8πG
− 2

3H2(τ)ΩΛ(τ)

8πG

]
∂H(τ)

∂τ
=

[
ΩΛ(τ)− Ωr(τ)− 1

2
Ωm(τ)

]
H2(τ).



B. Anexo: Ecuaciones hidrodinámicas a

partir de los momentos de la

ecuación de Vlasov

B.1. Conservación de masa y Ecuación de continuidad

Para el desarrollo de este anexo se seguirá a [5]. Integrando sobre el espacio de momentos la

ecuación (3-14)∫ [
∂

∂τ
f(x,p, τ) +

p

mR(t)
· ∇xf(x,p, τ)−mR(t)∇xΦPER · ∇Pf(x,p, τ)

]
d3p = 0,∫

d3p
∂f

∂τ
+

∫
d3p

p

mR(t)
[∇x · f ]−mR(t)

∫
d3p
(
∇xΦPER · ∇pf

)
= 0,

∂

∂τ

∫
d3pf +

∫
d3p

mR(t)

[
∇x · (pf)− f∇x · p

]
−mR(t)∇xΦPER ·

∫
d3p∇Pf = 0,

asumiendo que no hay flujo neto sobre la superficie de momentos, por el teorema de la

divergencia,

∫
p

d3p (∇pf) =

∮
sup

d2Sf = 0, se encuentra

∂

∂τ

∫
d3pf(x,p, τ) +∇x ·

∫
d3p

p

mR(t)
f(x,p, τ)−

∫
d3p

f

mR(t)
∇x · p = 0,

reconociendo que ∇x · p = 0, pues éstas son variables conjugadas

∂

∂τ

∫
d3pf(x,p, τ) +∇x ·

∫
d3p

p

mR(t)
f(x,p, τ) = 0,

y haciendo uso de las definiciones para el momento cero y primer momento (3-15) y (3-16),

es posible escribir la ecuación de continuidad para este fluido de materia oscura, en el marco

comóvil, de la forma
∂

∂τ
ρ(x, τ) +∇x ·

[
ρ(x, τ)u(x, τ)

]
= 0. (B-1)

Junto con la ecuación de continuidad para la densidad de contraste δ(x, τ) del fluido de

materia oscura,
∂

∂τ

[
δ(x, τ)

]
+∇x ·

[[
1 + δ(x, τ)

]
u(x, τ)

]
= 0. (B-2)
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ecuación de Vlasov

B.2. Ecuación de Euler

Para obtener la conservación de momentum, inicialmente se multiplica por el cociente entre

el momentum pi y mR(t), la ecuación (3-14) e integrando, nuevamente, en el espacio de

momentos, ∫ [
∂f

∂τ

pi
mR(t)

+
ppi

m2R2(t)
· ∇xf − (pi)∇xΦPER · ∇pf

]
d3p = 0,∫

d3p

[
∂f

∂τ

]
pi

mR(t)
+

∫
d3p

[
ppi

m2R2(t)
· ∇xf

]
−
∫
d3p [(pi)∇xΦPER · ∇pf ] = 0, (B-3)

Analizando término a término está ecuación, para la primera integral, se determina (por

medio de la regla del producto)∫
d3p

[
∂f

∂τ

]
pi

mR(t)
=

∂

∂τ

∫
d3p

fpi
mR(t)

−
∫
d3pf

∂

∂τ

pi
mR(t)

,

=
∂

∂τ

∫
d3p

fpi
mR(t)

−
∫
d3pf

∂ui
∂τ

,

=
∂

∂τ

∫
d3p

fpi
mR(t)

−
∫
d3pf

[
−∇xΦPER −

pi
mR(t)

H(τ)

]
,

en donde se ha explorado la derivada
∂ui
∂τ

=
1

m

∂

∂τ

pi
R(t)

utilizando la regla del cociente y

usando la relación (3-11), de manera que

=
∂

∂τ

∫
d3p

fpi
mR(t)

+

∫
d3pf∇xΦPER +H(τ)

∫
d3p

fpi
mR(t)

,

empleando de nuevo el teorema de Gauss sobre la segunda integral,

=
∂

∂τ

∫
d3p

fpi
mR(t)

+H(τ)

∫
d3p

fpi
mR(t)

,

y utilizando la definición del primer momento (3-16)∫
d3p

[
∂f

∂τ

]
pi

mR(t)
=

∂

∂τ

[
ρ(x, τ)ui(x, τ)

]
+H(τ)

[
ρ(x, τ)ui(x, τ)

]
. (B-4)

Para la segunda integral de (B-3), se tiene (nuevamente con la regla del producto)∫
d3p

[
ppi · ∇xf

m2R2(t)

]
=

∫
d3p

pi
R2(t)m2

[
∇x · (fp)− f∇x · p

]
,

= ∇x ·
∫
d3p

pifp

m2R2(t)
−
∫
d3p

pif∇x · p
m2R2(t)

,

=
∂

∂xj

∫
d3p

fpjpi
R2(t)m2

,
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en donde se ha hecho uso del convenio de suma de Einstein (está herramienta se seguirá

empleando a lo largo de este anexo). Utilizando el segundo momento (3-17) y primer momento

(3-16), respectivamente∫
d3p

[
ppi · ∇xf

m2R2(t)

]
=

∂

∂xj

[
ρ(x, τ)ui(x, τ)uj(x, τ) + σij(x, τ)

]
. (B-5)

Y finalmente para la tercera integral de (B-3), se presentan los siguientes desarrollos∫
d3p
[
(pi)∇xΦPER · ∇pf

]
=

∂

∂xj
ΦPER

∫
d3p

∂f

∂pj
pi,

identificando que
∂

∂pj
(fpi) = f

∂pi
∂pj

+
∂f

∂pj
pi,

∂f

∂pj
pi =

∂

∂pj
(fpi)− f

∂pi
∂pj

=
∂

∂pj
(fpi)− fδij.

De manera que

∂

∂xj
ΦPER

∫
d3p

∂f

∂pj
pi =

∂

∂xj
ΦPER

∫
d3p

[
∂

∂pj
(fpi)− fδij

]
,

=
∂

∂xj
ΦPER

∫
d3p

∂

∂pj
(fpi)−

∂

∂xj
ΦPER

∫
d3pfδij,

haciendo uso del teorema de Gauss sobre la primera integral, se puede apreciar que este

término es nulo. aśı, si se considera i = j y después de ello se aplica el momento cero (3-15),

se establece

∂

∂xj
ΦPER

∫
d3p

∂f

∂pj
pi = − ∂

∂xi
ΦPER

∫
d3pf = −∂ΦPER

∂xi
ρ(x, τ). (B-6)

Por lo tanto, aplicando (B-4), (B-5) y (B-6), la ecuación de Vlasov (B-7) toma la forma

∂

∂τ

[
ρ(x, τ)ui(x, τ)

]
+H(τ)

[
ρ(x, τ)ui(x, τ)

]
+

∂

∂xj

[
ρ(x, τ)ui(x, τ)uj(x, τ) + σij(x, τ)

]
+
∂ΦPER

∂xi
ρ(x, τ) = 0,

y restando a ésta, ui(x, τ) veces la ecuación

ui(x, τ)
∂

∂τ
ρ(x, τ) + ui(x, τ)∇x ·

[
ρ(x, τ)u(x, τ)

]
= 0,

se obtiene la expresión, en términos de ı́ndices

∂

∂τ

[
ρ(x, τ)ui(x, τ)

]
+H(τ)

[
ρ(x, τ)ui(x, τ)

]
+

∂

∂xj

[
ρ(x, τ)ui(x, τ)uj(x, τ)

]
− ui(x, τ)∇x ·

[
ρ(x, τ)u(x, τ)

]
= −∂ΦPER

∂xi
ρ(x, τ)− ∂

∂xj
σij(x, τ),
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ecuación de Vlasov

desarrollando la regla del producto en el primer y tercer término, y luego simplificando

ρ(x, τ)
∂

∂τ

[
ui(x, τ)

]
+H(τ)ρ(x, τ)ui(x, τ) + ui(x, τ)

∂

∂xj
[ρ(x, τ)uj(x, τ)]

+ρ(x, τ)uj(x, τ)
∂

∂xj
[ui(x, τ)]−ui(x, τ)∇x ·

[
ρ(x, τ)u(x, τ)

]
= −∂ΦPER

∂xi
ρ(x, τ)− ∂

∂xj
σij(x, τ),

se obtiene la ecuación

ρ(x, τ)
∂

∂τ

[
ui(x, τ)

]
+H(τ)ρ(x, τ)ui(x, τ) + ρ(x, τ)uj(x, τ)∇x · u(x, τ)

= −∂ΦPER

∂xi
ρ(x, τ)− ∂

∂xj
σij(x, τ),

que al ser escrita de forma vectorial, se encuentra la ecuación de Euler para el campo de

velocidades peculiares.

∂

∂τ

[
u(τ,x)

]
+H(τ)u(τ,x) +

[
u(τ,x) ·∇x

]
u(τ,x) = −∇xΦPER−

1

ρ(τ,x)
∇x · [σ(τ,x)] . (B-7)



C. Anexo: Aspectos algebraicos para la

teoŕıa de perturbaciones lineales

C.1. Relación de proporcionalidad entre P (z) y H(t)

Recordando que las ecuaciones de campo (2-20) pueden ser escritas como

H2(t) =
8πG

3

[∑
i

ρi

]
− c2k

R2(t)
,

haciendo uso del anexo A.8, y considerando Ωr,0 como nulo, estas pueden reescribirse como

H2(t) = H2(t0)
[
Ωm,0(z + 1)3 + Ωk,0(z + 1)2 + ΩΛ,0

]
,

de tal forma que al utilizar la definición de los parámetros de densidad para la constante

cosmologica ΩΛ,0 =
Λ0c

2

3H2(t0)
y curvatura Ωk,0 = − c2k0

H2(t0)R2(t0)
, se puede escribir

H2(t) = H2(t0)

[
Ωm,0(z + 1)3 +

Λ0c
2

3H2(t0)
− c2k0

H2(t0)R2(t0)
(z + 1)2

]
. (C-1)

Es conveniente recordar que la constante cosmológica y la curvatura pueden ser escritas

en términos de los parámetros de densidad (2-28) y desaceleración (2-31). En este sentido,

manipulando al ecuación (2-31) y (2-20), se obtiene respectivamente

Λ =
3H2(t)

c2

[
Ωm

2
+ Ωr − q(t)

]
, (C-2)

k =
H2(t)R2(t)

c2

[
3

2
Ωm + Ωr − q(t)− 1

]
, (C-3)

que al ser aplicadas sobre (C-1), y despreciando nuevamente el párametro de radiación

H2(t) = H2(t0)

[
Ωm,0(z + 1)3 +

1

2
Ωm,0 − q(t0)−

(
3

2
Ωm,0 − q(t0)− 1

)
(z + 1)2

]
, (C-4)

logrando obtener

H2(t)

H2(t0)
= Ωm,0z

3 +

(
3

2
Ω0,m + q(t0) + 1

)
z2 + 2

[
q(t0) + 1

]
z + 1 ≡ P (z). (C-5)
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C.2. Ecuación para el factor de crecimiento y

decrecimiento en función de z

Dada la ecuación diferencial (3-28) y la sustitución (3-34), considerando que D(t(z)), se

establecen los diferenciales

dD

dz
=
dD

dt

dt

dz
−→ dD

dt
=
dD

dz

dz

dt
=
dD

dz

[
−H(t0)(z + 1)P 1/2(z)

]
,

dD

dt
= −H(t0)(z + 1)P 1/2(z)

dD

dz
, (C-6)

d2D

dt2
=

d

dt

[
dD

dt

]
=

d

dt

[
−H(t0)(z + 1)P 1/2(z)

dD

dz

]
= −H(t0)

d

dt

[
(z + 1)P 1/2(z)

dD

dz

]
,

= −H(t0)

[
d

dt
(z + 1)

]
P 1/2(z)

dD

dz
−H(t0)(z + 1)

d

dt

[
P 1/2(z)

dD

dz

]
,

= −H(t0)
dz

dt
P 1/2(z)

dD

dz
−H(t0)(z + 1)

[
1

2
P−1/2(z)

dP

dz

dz

dt

dD

dz
+ P 1/2(z)

d2D

dtdz

]
,

utilizando la sustitución (3-38), sobre los diferenciales
dz

dt
,

= H2(t0)(z + 1)P (z)
dD

dz
− 1

2
H(t0)(z + 1)P−1/2(z)

dP

dz

[
−H(t0)(z + 1)P 1/2(z)

] dD
dz

+H2(t0)(z + 1)2P (z)
d2D

dz2
,

d2D

dt2
= H2(t0)(z + 1)P (z)

dD

dz
+

1

2
H2(t0)(z + 1)2dP

dz

dD

dz
+H2(t0)(z + 1)2P (z)

d2D

dz2
, (C-7)

de manera que, sustituyendo (C-6) y (C-7) en (3-30), se obtiene la equivalencia

0 = H2(t0)(z + 1)P (z)
dD

dz
+

1

2
H2(t0)(z + 1)2dP

dz

dD

dz
+H2(t0)(z + 1)2P (z)

d2D

dz2

− 2
Ṙ(t)

R(t)

[
−H(t0)(z + 1)P 1/2(z)

dD

dz

]
− 4πGρm,0(z + 1)3D. (C-8)

En donde sobre el último término se ha utilizado la solución a la ecuación (2-26), y consi-

derando la relación entre el redshift y el factor de escala, R(t) = R(t0)/(z + 1), se tiene la

expresión

Ṙ(t) = R(t0)
dz

dt
= −R(t0)H(t0)(z + 1)P 1/2(z),

Ṙ(t)

R(t)
= −R(t0)H(t0)(z + 1)P 1/2(z)

R(t0)(z + 1)
= −H(t0)P 1/2(z),



C.3 Solución anaĺıtica a la integral (3-36) en un universo de Einstein-De
Sitter 61

que al ser sustituida en (C-8), junto con 4πGρm,0 =
3

2
Ωm,0H

2(t0), y reagrupando algunos

términos se obtiene la ecuación

(z + 1)2P (z)
d2D

dz2
+ (z + 1)

[
1

2
(z + 1)

dP

dz
− P (z)

]
dD

dz
− 3

2
Ωm,0(z + 1)3D = 0.

Analizando el término
1

2
(z+ 1)

dP

dz
−P (z), con ayuda de la igualdad [establecida en el anexo

anterior, ecuación (C-5)] P (z) = Ωm,0z
3 +

(
3

2
Ωm,0 + q(t0) + 1

)
z2 + 2 [1 + q(t0)] z + 1, y

después de varias ĺıneas de álgebra, es posible establecer y definir

1

2
(z + 1)

dP

dz
− P (z) =

1

2
Ωm,0z

3 +
3

2
Ωm,0z

2 +
3

2
Ωm,0z + q(t0) ≡ Q(z),

aśı, finalmente la ecuación diferencial (C-8), toma la forma

(z + 1)P (z)
d2D

dz
+Q(z)

dD

dz
− 3

2
Ωm,0(z + 1)2D = 0. (C-9)

C.3. Solución anaĺıtica a la integral (3-36) en un universo

de Einstein-De Sitter

Dada la integral (3-36), que describe la evolución del factor de crecimiento de las perturba-

ciones D(+)(z), en el régimen lineal, como función del redshift z. Es posible encontrar una

solución anaĺıtica a ésta, en un universo de Einstein-De Sitter, ayudados de la expresión para

P (z) = (z + 1)3. Pues, se tiene la integral,

D(+)(z) = P 1/2(z)

∫ ∞
z

s+ 1

P 3/2(s)
ds = (z + 1)3/2

∫ ∞
z

s+ 1

(s+ 1)9/2
ds = (z + 1)3/2

∫ ∞
z

1

(s+ 1)7/2
ds,

efectuando la sustitución u = s+ 1 con ds = du,

D(+)(z) = (z + 1)3/2

∫ ∞
z

u−7/2du = −2

5
(z + 1)3/2 ĺım

b→∞

1

(s+ 1)5/2

∣∣∣∣b
z

,

= −2

5
(z + 1)3/2 ĺım

b→∞

[
1

(b+ 1)5/2
− 1

(z + 1)5/2

]
=

2

5
(z + 1)3/2 1

(z + 1)5/2
,

D(+)(z) =
2

5

1

z + 1
. (C-10)



D. Anexo: Aspectos algebraicos para la

teoŕıa de perturbaciones No-Lineal

D.1. Representación en el espacio de Fourier de las

ecuaciones de movimiento

Dado que los campos δ(x, τ) y θ(x, τ), pueden reescribirse de la forma[27]

F{δ̃(k, τ)} = δ(x, τ) =

∫
d3keik·xδ̃(k, τ),

F{δ(x, τ)} = δ̃(k, τ) =

∫
d3x

(2π)3
e−ik·xδ(x, τ),

(D-1)

F{θ̃(k, τ)} = θ(x, τ) =

∫
d3keik·xθ̃(k, τ),

F{θ(k, τ)} = θ̃(k, τ) =

∫
d3x

(2π)3
e−ik·xθ(x, τ),

(D-2)

y como se ha asumido que el campo de velocidades peculiares u(x, τ) es irrotacional, de

manera que existe un campo escalar v(x, τ), tal que siempre es posible escribir el campo

de velocidades como u(x, τ) = −∇xv(x, τ). Aśı, inicialmente se establecen las siguientes

relaciones (con i como una componente vectorial e i =
√
−1):

F{ui(x, τ)} = −F{∂xiv(x, τ)} −→
∫
d3keik·xũi(k, τ) = −iki

∫
d3keik·xṽ(x, τ),

0 =

∫
d3keik·x [ũi(k, τ) + ikiṽ(k, τ)] ,

ũ(k, τ) = −ikṽ(k, τ). (D-3)

Trabajando la divergencia del campo,

F{θ(x, τ)} = F{∇x · u(x, τ)} = F{∂xiui(x, τ)},
F{θ(x, τ)} = ikiF{ui(x, τ)},

θ̃(k, τ) = ikiũi(k, τ) −→ θ̃(k, τ) = iki [−ikiṽ(k, τ)] = kikiṽ(k, τ),

θ̃(k, τ) = k2ṽ(k, τ). (D-4)
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De manera que, haciendo uso de (D-3) y (D-4), se tiene

ũ(k, τ) = −ik
θ̃(k, τ)

k2
. (D-5)

luego, para la ecuación de movimiento (3-42), si se define f(x, τ) ≡ −∇x ·
[
δ(x, τ)u(x, τ)

]
,

aplicando las representaciones en el espacio de Fourier (D-1) y (D-2), se obtiene

∇x ·
[
δ(x, τ)u(x, τ)

]
=

∂

∂xi

[∫
d3k1e

ik1·xδ̃(k1, τ)

∫
d3k2e

ik2·xũi(k2, τ)

]
,

=
∂

∂xi

[∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1e

i(k1i+k2i)xi δ̃(k1, τ)ũi(k2, τ)

]
,

=

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1i(k1i + k2i)e

i(k1+k2)·xδ̃(k1, τ)ũ(k2, τ),

=

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1i(k1i + k2i)e

i(k1+k2)·xδ̃(k1, τ)

[
−ik2i

θ̃(k2, τ)

k2
2

]
,

en donde se ha empleado (D-5), en componentes, aśı

∇x ·
[
δ(x, τ)u(x, τ)

]
=

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1

(k1 + k2) · k2

k2
2

ei(k1+k2)·xδ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ).

De manera que la ecuación de movimiento (3-42), toma la forma

∂

∂τ
δ(x, τ) + θ(x, τ) = −

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1

(k1 + k2) · k2

k2
2

ei(k1+k2)·xδ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ),

y aplicando transformada de Fourier, sobre toda la ecuación

F
{
∂

∂τ
δ(x, τ) + θ(x, τ)

}
= −F

{∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1

(k1 + k2) · k2

k2
2

ei(k1+k2)·xδ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ)

}
,

y trabajando sobre el miembro derecho de esta ecuación, recordando que

F
{
f(x, τ)

}
= f̃(k, τ) =

∫
d3x

(2π)3
e−ik·xf(x, τ),

=

∫
d3x

(2π)3
e−ik·x

[∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1

(k1 + k2) · k2

k2
2

ei(k1+k2)·xδ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ)

]
,

=

∫
k1

∫
k2

[∫
d3x

(2π)3
e−i(k−k1−k2)·x

]
d3k2d

3k1
(k1 + k2) · k2

k2
2

δ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ),

haciendo uso de la representación integral de la función delta de Dirac en tres dimensiones

δD(k− k1 − k2) =
1

(2π)3

∫
e−i(k−k1−k2)·xd3x

f̃(k, τ) =

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)
(k1 + k2) · k2

k2
2

δ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ),
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se obtiene finalmente la ecuación de movimiento (3-45), en el espacio de Fourier

∂

∂τ
δ̃(k, τ) + θ̃(k, τ) = −

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)α(k1,k2)δ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ), (D-6)

con α(k1,k2) ≡ (k1 + k2) · k2

k2
2

= 1 +
k1 · k2

k2
2

. De la misma forma para la ecuación de movi-

miento (3-43), se reescribe el miembro derecho de la ecuación

g(x, τ) ≡ −∇x ·
[[

u(x, τ) · ∇x

]
u(x, τ)

]
= −1

2
∇x ·

[
∇x [u(x, τ) · u(x, τ)]

]
,

en donde se ha utilizado la propiedad (3-41), con el hecho de que la vorticidad decae con la

expansión, aśı la expresión toma la forma

g(x, τ) = −1

2
∇x ·

[
∇x

[∫
k1

d3k1e
ik1·xũ(k1, τ) ·

∫
k2

d3k2e
ik2·xũ(k2, τ)

] ]
,

= −1

2
∇x ·

[
∇x

[∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1e

i(k1+k2)·xũ(k1, τ) · ũ(k2, τ)

] ]
,

utilizando (D-5),

= −1

2
∇x ·

[
∇x

[∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1e

i(k1+k2)·x
(
− ik1

θ̃(k1, τ)

k2
1

)
·
(
− ik2

θ̃(k2, τ)

k2
2

)]]
,

=
1

2
∇x ·

[
∇x

[∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1e

i(k1+k2)·xk1 · k2

k2
1k

2
2

θ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ)

]]
,

=
1

2
∇x ·

[∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1i(k1 + k2)ei(k1+k2)·xk1 · k2

k2
1k

2
2

θ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ)

]
,

= −1

2

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1|k1 + k2|2ei(k1+k2)·xk1 · k2

k2
1k

2
2

θ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ),

g(x, τ) = −1

2

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1e

i(k1+k2)·x |k1 + k2|2 (k1 · k2)

k2
1k

2
2

θ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ),

por lo tanto la ecuación (3-43), queda escrita de la forma

∂

∂τ
θ(x, τ) +H(τ)θ(x, τ) +

3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ(x, τ)

= −1

2

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1e

i(k1+k2)·x |k1 + k2|2 (k1 · k2)

k2
1k

2
2

θ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ),

de manera que aplicando transformada de Fourier,

F
{
∂

∂τ
θ(x, τ)

}
+ F

{
H(τ)θ(x, τ)

}
+

3

2
F
{
H2(τ)Ωm(τ)δ(x, τ)

}
= −F

{∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1e

i(k1+k2)·x |k1 + k2|2 (k1 · k2)

2k2
1k

2
2

θ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ)

}
,
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y para el término derecho, de la misma forma como se hizo para la ecuación (D-6),

g̃(k, τ) =

∫
d3x

(2π)3
e−ik·xg(x, τ),

g̃(k, τ) =

∫
d3x

(2π)3
e−ik·x

[∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1e

i(k1+k2)·x |k1 + k2|2 (k1 · k2)

2k2
1k

2
2

θ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ)

]
,

que permite obtener finalmente,

∂

∂τ
θ̃(k, τ) +H(τ)θ̃(k, τ) +

3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ̃(k, τ)

= −
∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)β(k1,k2)θ̃(k1, τ)θ̃(k2, τ), (D-7)

con β(k1,k2) =
|k1 + k2|2 (k1 · k2)

2k2
1k

2
2

.

D.2. Soluciones en el espacio de Fourier para el régimen

lineal

Para entender la construcción de las soluciones en el régimen lineal (4-3), es plausible esta-

blecer el siguiente procedimiento: dada la ecuación de evolución del factor de escala (4-2) y

considerando un universo tipo Einstein-De Sitter, se establece que[
dR

dt

]2

=
H2

0

R(t)
,

dR

dt
= H0

[
R(t)

]−1/2 −→
∫ R

0

√
R′(t)dR′ = H0

∫ t

0

dt′ −→ R(t) =

[
3

2
H0

]2/3

t2/3,

R(t) ∝ t2/3,

de manera que, como se describió en el caṕıtulo 2, si τ =

∫
dt

R(t)
, se encuentra

τ =

[
2

3H0

]2/3 ∫ t

0

dt′

t′2/3
=

[
2

3H0

]2/3

3t1/3 =

[
12

H2
0

]1/3

t1/3,

y despejando, t =
H2

0

12
τ 3, se establece

R =

[
3

2
H0

(
H2

0

12
τ 3

)]2/3

=

[
H3

0

8
τ 3

]2/3

=
H2

0

4
τ 2 −→ R ∝ τ 2.

Por lo tanto, H(τ) =
d

dτ
logR =

d

dτ
log

[
H2

0

4
τ 2

]
=

2

τ
. Resultado que al ser sustituido en la

ecuación (4-1), proporciona una ecuación diferencial de Cauchy-Euler,

τ 2 ∂
2

∂τ 2
δ̃(k, τ) + 2τ

∂

∂τ
δ̃(k, τ)− 6δ̃(k, τ) = 0, (D-8)
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cuya solución es obtenida por el conjunto de funciones δ̃(k, τ) = τn, δ̃′(k, τ) = nτn−1 y

δ̃′′(k, τ) = n(n− 1)τn−2; en donde, los primados denotan derivadas respecto al tiempo con-

forme τ . Aśı, para la ecuación (D-8), se tiene

τ 2
[
n(n− 1)τn−2

]
+ 2τ

[
nτn−1

]
− 6τn = 0,

τn
[
n2 + n− 6

]
= 0,

cuyas soluciones para τn 6= 0, son n = −3 y n = 2. Permitiendo escribir la solución general,

recordando que τ 2 ∝ R, en términos de R, como

δ̃(k, τ) = C1τ
−3 + C2τ

2 = C1R
−3/2 + C2R.

En donde C1 y C2 son constantes. Enfocado el trabajo únicamente en el análisis del factor

de crecimiento, la solución para la densidad de enerǵıa, en el régimen lineal, junto al campo

de velocidades peculiares, caracterizado por su divergencia, es

δ̃1(k, τ) = R(τ), (D-9)

θ̃1(k, τ) = − ∂

∂τ
δ̃(k, τ) = −∂R

∂τ
= −R(τ)H(τ). (D-10)

D.3. Construcción de las ecuaciones (4-6) y (4-7)

Sustituyendo las relaciones (4-4) y (4-5) en las ecuaciones de movimiento (3-45) y (3-46),

para n > 2,

∂

∂τ

∞∑
n=1

Rn(τ)δn(k)−H(τ)
∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k)

= −
∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D(k− k1 − k2)α(k1,k2)

[
∞∑
n=1

Rn(τ)δn(k1)

][
−H(τ)

∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k2)

]
,

∞∑
n=1

[
nRn−1(τ)

∂R(τ)

∂τ
δn(k)−H(τ)Rn(τ)θn(k)

]

= H(τ)

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D(k− k1 − k2)α(k1,k2)

[
∞∑
n=1

Rn(τ)δn(k1)

][
∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k2)

]
,

Reescribiendo el producto de sumatorias encontrado en el miembro derecho de la última

expresión, como[
∞∑
n=1

Rn(τ)δn(k1)

][
∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k2)

]
=
∞∑
n=2

n−1∑
m=1

δm(k1)Rn(τ)θn−m(k2),
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de manera que, se tiene

nRn−1(τ)
∂R(τ)

∂τ
δn(k)−H(τ)Rn(τ)θn(k)

= H(τ)

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D(k− k1 − k2)α(k1,k2)
n−1∑
m=1

δm(k1)Rn(τ)θn−m(k2).

Dividiendo la ultima expresión por Rn−1(τ)
∂R(τ)

∂τ
,

nRn−1(τ)

Rn−1(τ)
∂R(τ)

∂τ

∂R(τ)

∂τ
δn(k)− H(τ)Rn(τ)

Rn−1(τ)
∂R(τ)

∂τ

θn(k)

=
H(τ)

R(n−1)(τ)
∂R(τ)

∂τ

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D(k− k1 − k2)α(k1,k2)
n−1∑
m=1

δm(k1)Rn(τ)θn−m(k2),

y simplificando se obtiene la ecuación (4-6),

nδn(k)− θn(k) =

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)α (k1,k2)
n−1∑
m=1

δm(k1)θn−m(k2). (D-11)

Y para la ecuación de movimiento (3-46) con Ωm(τ) = 1, con un procedimiento similar al

descrito para (3-47),

∂

∂τ

[
−H(τ)

∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k)

]
+H(τ)

[
−H(τ)

∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k)

]

+
3

2
H2(τ)

[
∞∑
n=1

Rn(τ)δn(k)

]

= −
∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D(k− k1 − k2)β(k1,k2)H2(τ)

[
∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k1)

][
∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k2)

]
,

∞∑
n=1

{
∂

∂τ
[2H(τ)Rn(τ)] θn(k) + 2H2(τ)Rn(τ)θn(k)− 3H2(τ)Rn(τ)δn(k)

}

=

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D(k− k1 − k2)2β(k1,k2)H2(τ)

[
∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k1)

][
∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k2)

]
.

Reescribiendo el producto de sumatorias y la derivada del primer término del miembro

izquierdo de la última ecuación,[
∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k1)

][
∞∑
n=1

Rn(τ)θn(k2)

]
=
∞∑
n=2

n−1∑
m=1

θm(k1)Rn(τ)θn−m(k2),

∂

∂τ
[H(τ)Rn(τ)] = −2τ−2Rn(τ) +H(τ)nRn−1(τ)

∂R(τ)

∂τ
,
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aśı para n > 2,

[
4

τ 2
Rn(τ) + 2H(τ)nRn−1(τ)

∂R(τ)

∂τ

]
θn(k)− 3H2(τ)Rn(τ)δn(k)

=

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D(k− k1 − k2)2β(k1,k2)H2(τ)
n−1∑
m=1

θm(k1)Rn(τ)θn−m(k2),

dividiendo toda la expresión entre H2(τ)Rn(τ),

[
H2(τ)Rn(τ) + 2H(τ)nRn−1(τ)

∂R(τ)

∂τ

]
θn(k)

H2(τ)Rn(τ)
− 3
H2(τ)Rn(τ)δn(k)

H2(τ)Rn(τ)

=

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D(k− k1 − k2)2β(k1,k2)
n−1∑
m=1

H2(τ)

H2(τ)Rn(τ)
θm(k1)Rn(τ)θn−m(k2),

quedando finalmente la ecuación (4-7),

[1 + 2n] θn(k)− 3δn(k)

=

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2) 2β (k1,k2)
n−1∑
m=1

θm(k1)θn−m(k2). (D-12)

D.4. Soluciones generales para el caso n = 2 y n = 3.

Dadas las ecuaciones (4-12) y (4-13) para el caso de n = 2, se tienen las expresiones a segundo

orden para los campos,

δ2(k) =

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)

{
θ1(k2)

7

[
5αδ1(k1) + 2βθ1(k1)

]}
,

δ2(k) =

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)

{
1

7

[
5α + 2β

]}
δ1(k1)δ1(k2), (D-13)

con F (k1,k2) =
1

7

[
5α + 2β

]
y G(k1) = 1.

θ2(k) =

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)

{
θ1(k2)

7

[
4βθ1(k1) + 3αδ1(k1)

]}
,

θ2(k) =

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)

{
1

7

[
4β + 3α

]}
δ1(k1)δ1(k2), (D-14)
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con G(k1,k2) =
1

7

[
4β + 3α

]
y F (k1) = 1. Cuando n = 3, se tienen las soluciones, a los

campos, a tercer orden de la forma

δ3(k) =

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)

{ 2∑
m=1

θ3−m(k2)

18
[7αδm(k1) + 2βθm(k1)]

}
,

θ3(k) =

∫
k2

∫
k1

d3k1d
3k2δ

D (k− k1 − k2)

{ 2∑
m=1

θ3−m(k2)

18
[6βθm(k1) + 3αθm(k1)]

}
.

Ahora utilizando las soluciones generales dadas por [10, 16] y presentadas en este escrito en

las ecuaciones (4-16) y (4-17), se obtiene para n = 2

δ2(k) =

∫
d3q1

∫
d3q2δ

D(k− q1 − q2)F2(q1,q2)δ1(q1)δ1(q2),

θ2(k) =

∫
d3q1

∫
d3q2δ

D(k− q1 − q2)G2(q1,q2)δ1(q1)δ1(q2),

con (4-14) y (4-15)

F2(q1,q2) =
2−1∑
m=1

Gm(q1, ...,qm)

7

[
5αF2−m(qm+1, ...,q2) + 2βG2−m(qm+1, ...,q2)

]
,

F2(q1,q2) =
G1(q1)

7

[
5αF1(q2) + 2βG1(q2)

]
=

1

7
[5α + 2β] ,

G2(q1,q2) =
2−1∑
m=1

Gm(q1, ...,qm)

7

[
3αF2−m(qm+1, ...,q2) + 4βG2−m(qm+1, ...,q2)

]
,

G2(q1,q2) =
G1(q1)

7

[
3αF1(q2) + 4βG1(q2)

]
=

1

7
[3α + 4β] ,

de manera que, se obtienen ecuaciones equivalentes a las proporcionadas en (D-13) y (D-14).

δ2(k) =

∫
d3q1

∫
d3q2δ

D(k− q1 − q2)
1

7
[5α + 2β] δ1(q1)δ1(q2), (D-15)

θ2(k) =

∫
d3q1

∫
d3q2δ

D(k− q1 − q2)
1

7
[3α + 4β] δ1(q1)δ1(q2). (D-16)

Procediendo de la misma forma para n = 3, se encuentras las soluciones a los campos

δ3(k) =

∫
d3q1

∫
d3q2

∫
d3q3δ

D(k− q1 − q2 − q3)F3(q1,q2,q3)δ1(q1)δ1(q2)δ1(q3)

θ3(k) =

∫
d3q1

∫
d3q2

∫
d3q3δ

D(k− q1 − q2 − q3)G3(q1,q2,q3)δ1(q1)δ1(q2)δ1(q3)

Con estos desarrollos para n = 2 y n = 3 (segundo y tercer orden), se ha mostrado la

equivalencia de las ecuaciones (4-12) y (4-13) con las expresiones generales (4-16) y (4-17),

respectivamente, y se evidencia la necesidad de un proceso que se efectúa de manera iterativa

para la solución de las ecuaciones de movimiento. Cada vez que se incrementa el orden, debe

conocerse la solución a ordenes anteriores.
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D.5. Integrales que contribuyen al espectro de potencias

a segundo orden

En este apéndice se mostrará como es posible obtener las expresiones (4-27) y (4-28). Si-

guiendo a [4]. Se considera que cualquier ensamble promedio de un producto de variables

puede ser obtenido por medio del producto de ensambles de pares promedios, de manera

que, citando el teorema de Wick,〈
δ(k1) · · · δ(k2p+1)

〉
= 0,〈

δ(k1) · · · δ(k2p)
〉

=
∑

todos los pares

∏
p parejas(i,j)

〈
δ(ki)δ(kj)

〉
.

Por lo tanto, para el fin de está sección se determina que la función de correlación de cuatro

puntos, en el campo de densidad, es〈
δ(k1)δ(k2)δ(k3)δ(k4)

〉
=
〈
δ(k1)δ(k2)

〉〈
δ(k2)δ(k4)

〉
+
〈
δ(k1)δ(k3)

〉〈
δ(k2)δ(k4)

〉
+
〈
δ(k1)δ(k4)

〉〈
δ(k2)δ(k3)

〉
,

y utilizando la generalización
〈
δm(k)δn−m(k′)

〉
= Pm,n−m(k)δD(k + k′), con m = n−m = 1,

se establece para la función de correlación〈
δ(k1)δ(k2)δ(k3)δ(k4)

〉
= P1,1(k2)δD(k1 + k2)P1,1(k4)δD(k3 + k4)

+ P1,1(k3)δD(k1 + k3)P1,1(k4)δD(k2 + k4)

+ P1,1(k4)δD(k1 + k4)P1,1(k3)δD(k2 + k3). (D-17)

Aśı para cada contribución a un loop, P2,2(k) y 2P1,3(k), se tiene

P2,2(k)δD(k + k′) =
〈
δ2(k, τ)δ2(k′, τ)

〉
,

utilizando la ecuación (4-16), para el caso de interés n = 2, y utilizando (D-17)

=

〈∫
d3q1

∫
d3q3δ

D(k− q1 − q3)F
(s)
2 (q1,q3)δ1(q1)δ1(q3)∫

d3q2

∫
d3q4δ

D(k′ − q2 − q4)F
(s)
2 (q2,q4)δ1(q2)δ1(q4)

〉
,

=

∫
d3q1

∫
d3q3

∫
d3q2

∫
d3q4δ

D(k− q1 − q3)F
(s)
2 (q1,q3)δD(k′ − q2 − q4)F

(s)
2 (q2,q4)〈

δ1(q1)δ1(q2)δ1(q3)δ1(q4)

〉
,

=

∫
d3q1

∫
d3q3

∫
d3q2

∫
d3q4δ

D(k− q1 − q3)F
(s)
2 (q1,q3)δD(k′ − q2 − q4)F

(s)
2 (q2,q4)[

P1,1(q2)P1,1(q4)δD(q1 + q2)δD(q3 + q4) + P1,1(q3)P1,1(q4)δD(q1 + q3)δD(q2 + q4)

+ P1,1(q4)P1,1(q3)δD(q1 + q4)δD(q2 + q3)
]
,
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analizando, respectivamente cada una de las tres integrales∫
d3q1

∫
d3q3

∫
d3q2

∫
d3q4δ

D(k− q1 − q3)F
(s)
2 (q1,q3)δD(k′ − q2 − q4)F

(s)
2 (q2,q4)

P1,1(q1)P1,1(q3)δD(q1 + q2)δD(q3 + q4),

=

∫
d3q1

∫
d3q3F

(s)
2 (q1,q3)δD(k− q1 − q3)P1,1(q1)P1,1(q3)

{∫
d3q2

∫
d3q4F

(s)
2 (q2,q4)

δD(k′ − q2 − q4)δD(q1 + q2)δD(q3 + q4)

}
. (D-18)

Desarrollando la integral que se encuentra dentro de corchetes∫
d3q2

∫
d3q4F

(s)
2 (q2,q4)δD(k′ − q1 − q3)δD(q1 + q2)δD(q3 + q4),

=

∫
d3q2δ

D(q1 + q2)

∫
d3q4F

(s)
2 (q2,q4)δD(k′ − q2 − q4)δD(q3 + q4),

reconociendo la simetŕıa, en la función F
(s)
2 (q2,q4) = F

(s)
2 (−q2,−q4),

=

∫
d3q2δ

D(q1 + q2)

∫
d3q4F

(s)
2 (−q2,−q4)δD(k′ − q2 − q4)δD(q3 + q4),

utilizando la propiedad δD(q3 − [−q4])F
(s)
2 (−q2,−q4) = δD(q3 − [−q4])F

(s)
2 (−q2,q3),

=

∫
d3q2δ

D(q1 + q2)

∫
d3q4F

(s)
2 (−q2,q3)δD(k′ − q2 − q4)δD(q3 + q4),

=

∫
d3q2δ

D(q1 + q2)F
(s)
2 (−q2,q3)

∫
d3q4δ

D(k′ − q2 − q4)δD(q3 + q4),

=

∫
d3q2δ

D(q1 + q2)F
(s)
2 (−q2,q3)δD(k′ − q2 + q3),

empleando de nuevo la propiedad δD(q1− [−q2])F
(s)
2 (−q2,q3) = δD(q1− [−q2])F

(s)
2 (q1,q3),

=

∫
d3q2δ

D(q1 + q2)F
(s)
2 (q1,q3)δD(k′ − q2 + q3),

= F
(s)
2 (q1,q3)

∫
d3q2δ

D(q1 + q2)δD(k′ − q2 + q3),

= F
(s)
2 (q1,q3)δD(k′ + q1 + q3).

De manera que, aplicando sobre (D-18),

=

∫
d3q1

∫
d3q3

[
F

(s)
2 (q1,q3)

]2

δD(k− q1 − q3)P1,1(q1)P1,1(q3)δD(k′ + q1 + q3),
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identificando a k′ = q2 + q4 y k = q1 + q3,

=

∫
d3q1

∫
d3q3

[
F

(s)
2 (q1,q3)

]2

δD(k− q1 − q3)P1,1(q1)P1,1(q3)δD(k′ + k),

aplicando propiedades e integrando sobre q3,

=

∫
d3q1P1,1(q1)

∫
d3q3

[
F

(s)
2 (q1,k− q1)

]2

δD(k− q1 − q3)P1,1(|k− q1|)δD(k′ + k),

= δD(k′ + k)

∫
d3q1P1,1(q1)

[
F

(s)
2 (q1,k− q1)

]2

P1,1(|k− q1|)
∫
d3q3δ

D(k− q1 − q3),

finalmente la integral (D-18), será equivalente a

= δD(k′ + k)

∫
d3q1P1,1(q1)

[
F

(s)
2 (q1,k− q1)

]2

P1,1(|k− q1|). (D-19)

Para la segunda integral, se considera∫
d3q1

∫
d3q3

∫
d3q2

∫
d3q4δ

D(k− q1 − q3)F
(s)
2 (q1,q3)δD(k′ − q2 − q4)F

(s)
2 (q2,q4)

P1,1(q1)P1,1(q2)δD(q1 + q3)δD(q2 + q4),

=

∫
d3q1

∫
d3q3F

(s)
2 (q1,q3)δD(k− q1 − q3)P1,1(q1)δD(q1 + q3)

{∫
d3q2P1,1(q2)∫

d3q4F
(s)
2 (q2,q4)δD(k′ − q2 − q4)δD(q2 + q4)

}
, (D-20)

resolviendo la última integral relacionada en (D-20),∫
d3q4F

(s)
2 (q2,q4)δD(q2 − [−q4])δD(k′ − q2 − q4)

=

∫
d3q4F

(s)
2 (q4,−q4)δD(q2 + q4)δD(k′ − q2 − q4) = 0,

se encuentra que ésta es idénticamente igual a cero, ya que de acuerdo con la simetŕıa de

los núcleos, establecidos en (4-14) y (4-15), F
(s)
2 (q4,−q4) = 0[20]. Para la tercera integral

proporcionada en (D-18),∫
d3q1

∫
d3q3

∫
d3q2

∫
d3q4δ

D(k− q1 − q3)F
(s)
2 (q1,q3)δD(k′ − q2 − q4)F

(s)
2 (q2,q4)

P1,1(q1)P1,1(q3)δD(q1 + q4)δD(q2 + q3),

=

∫
d3q1

∫
d3q3F

(s)
2 (q1,q3)δD(k− q1 − q3)P1,1(q1)P1,1(q3)

{∫
d3q2δ

D(q2 + q3)∫
d3q4F

(s)
2 (q2,q4)δD(k′ − q2 − q4)δD(q1 + q4)

}
. (D-21)
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De forma que por argumentos semejantes a los empleados para las ecuaciones entre (D-18)

y (D-19), es posible dar cuenta, que la integral es la misma relación encontrada en (D-19);

por lo tanto la contribución P2,2(k), será

P2,2(k) = 2

∫
d3q1P1,1(q)

[
F

(s)
2 (q,k− q)

]2

P1,1(|k− q|), (D-22)

quedando demostrada la ecuación (4-27). Para (4-28) se procederá de forma equivalente:

P1,3(k)δD(k + k′) =
〈
δ1(k, τ)δ3(k, τ)

〉
,

en donde se hace evidente, la necesidad de utilizar la expansión del campo de densidad a

tercer orden, encontrado en el par de ecuaciones finales del anexo D.4. Por lo tanto,

=

〈
δ1(q1)

∫
d3q2

∫
d3q3

∫
d3q4δ

D(k− q2 − q3 − q4)F3(q2,q3,q4)δ1(q2)δ1(q3)δ1(q4)

〉
,

=

∫
d3q2

∫
d3q3

∫
d3q4δ

D(k− q2 − q3 − q4)F3(q2,q3,q4)

〈
δ1(q1)δ1(q2)δ1(q3)δ1(q4)

〉
,

utilizando (D-17),

=

∫
d3q2

∫
d3q3

∫
d3q4δ

D(k− q2 − q3 − q4)F
(s)
3 (q2,q3,q4)[

P1,1(q1)P1,1(q3)δD(q1 + q2)δD(q3 + q4) + P1,1(q1)P1,1(q2)δD(q1 + q3)δD(q2 + q4)

+ P1,1(q1)P1,1(q3)δD(q1 + q4)δD(q2 + q3)
]
, (D-23)

y resolviendo cada integral por separado, respectivamente se encuentra:

P1,1(q1)

∫
d3q2

∫
d3q3

∫
d3q4P1,1(q3)δD(k− q2 − q3 − q4)F

(s)
3 (q2,q3,q4)δD(q1 + q2)

δD(q3 + q4),

= P1,1(q1)

∫
d3q2

∫
d3q3P1,1(q3)δD(q1 + q2)

∫
d3q4δ

D(k− q2 − q3 − q4)F
(s)
3 (q2,q3,q4)

δD(q3 + q4),

= P1,1(q1)

∫
d3q2

∫
d3q3P1,1(q3)δD(q1 + q2)

∫
d3q4δ

D(k− q2 − q3 − q4)F
(s)
3 (q2,q3,−q3)

δD(q3 + q4),

= P1,1(q1)

∫
d3q2

∫
d3q3P1,1(q3)F

(s)
3 (q2,q3,−q3)δD(q1 + q2)

∫
d3q4δ

D(k− q2 − q3 − q4)

δD(q3 + q4),

= P1,1(q1)

∫
d3q2

∫
d3q3P1,1(q3)F

(s)
3 (q2,q3,−q3)δD(q1 + q2)δD(k− q2),

= P1,1(q1)

∫
d3q2

∫
d3q3P1,1(q3)F

(s)
3 (k,q3,−q3)δD(q1 + q2)δD(k− q2),
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= P1,1(q1)

∫
d3q2δ

D(q1 + q2)δD(k− q2)

∫
d3q3P1,1(q3)F

(s)
3 (k,q3,−q3),

= P1,1(q1)δD(q1 + k)

∫
d3q3P1,1(q3)F

(s)
3 (k,q3,−q3),

= P1,1(k)δD(k + k′)

∫
d3q3P1,1(q3)F

(s)
3 (q3,−q3,k). (D-24)

Y de la misma forma para las dos integrales restantes de la ecuación (D-23), se obtiene una

expresión idéntica a (D-24); de manera que, se tiene para está contribución

2P1,3(k)δD(k + k′) = 6P1,1(k)δD(k + k′)

∫
d3q3P1,1(q3)F

(s)
3 (q3,−q3,k),

2P1,3(k) = 6P1,1(k)

∫
d3qP1,1(q)F

(s)
3 (q,−q,k), (D-25)

quedando demostrada también la ecuación (4-28).

D.6. Contribuciones al espectro de potencias en

coordenadas esféricas

Considerando que el vector k está alineado con el eje q3, es posible establecer las siguientes

equivalencias

k− q = (0, 0, k)− (q sinϑ cosϕ, q sinϑ sinϕ, q cosϑ),

k− q = (−q sinϑ cosϕ,−q sinϑ sinϕ, k − q cosϑ),

|k− q| =
√
q2 + k2 − 2kq cosϑ = k

√
1 +

q2

k2
− 2

q

k
cosϑ

definiendo a r = q/k, junto con cosϑ ≡ x

|k− q| = k
√

1 + r2 − 2rx.

Por consiguiente, para el kernel F
(s)
2 (q,k − q), con ayuda de la ecuación (4-21), se puede

escribir de la forma

F
(s)
2 (q,k− q) =

5

7
+

1

2

q · (k− q)

q2|k− q|2
[
q2 + |k− q|2

]
+

2

7

[q · (k− q)]2

q2|k− q|2
,

reconociendo que el producto escalar enter los vectores k y q, se puede expresar como

k · q = qk cosϑ = kqx

F
(s)
2 (q,k− q) =

5

7
+

1

2

qkx− q2

q2k2(1 + r2 − 2rx)

[
q2 + k2(1− r2 − 2rx)

]
+

2

7

(qkx− q2)2

q2k2(1 + r2 − 2rx)
,

=
5

7
+

kx− q
qk2(1 + r2 − 2rx)

[
1

2

(
q2 + k2(1− r2 − 2rx)

)
+

2

7
q(kx− q)

]
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=
5

7
+

kx− q
qk2(1 + r2 − 2rx)

[
3q2 + 7k2 + 7k2r2 − 14k2rx+ 4qkx

14

]
,

=
70qk2(1 + r2 − 2rx) + (7kx− 7q)[3q2 + 7k2 + 7k2r2 − 14k2rx+ 4qkx]

98qk2(1 + r2 − 2rx)
,

=
10rk3 + 10r3k3 − 20r2k3x+ k(x− r)(3r2k2 + 7k2 + 7k2r2 − 14k2rx+ 4rk2x)

14rk3(1 + r2 − 2rx)
,

=
10r + 10r3 − 20r2x+ (x− r)(10r2 + 7− 10rx)

14r(1 + r2 − 2rx)
,

aśı

F
(s)
2 (q,k− q) =

3r + 7x− 10rx2

14r(1 + r2 − 2rx)
.

Por lo tanto la contribución P2,2(k), toma la forma

P2,2(k) =
2

(2π)2

∫∫
r2k2d(rk)dxP1,1(kr)P1,1[k

√
1 + r2 − 2rx]

[
3r + 7x− 10rx2

14r(1 + r2 − 2rx)

]2

,

P2,2(k) =
k3

98(2π)2

∫ ∞
0

∫ 1

−1

drdxP1,1(kr)P11

[
k(1 + r2 − 2rx)1/2

] (3r + 7x− 10rx2)2

(1 + r2 − 2rx)2
, (D-26)

que corresponde a la ecuación (4-31). Para determinar la contribución P1,3(k), se realiza un

procedimiento análogo al que se llevo para la ecuación (D-26), con la finalidad de obtener el

Kernel F
(s)
3 (q,−q,k). Por lo tanto, de la ecuación (4-18),

F
(s)
3 (q1,q2,q3) =

1

3!

6∑
π

F3

[
qπ(1),qπ(2),qπ(3)

]
,

De marea que, todas los posibles permutaciones para los vectores de onda, serán

F
(sim)
3 (q1,q2,q3) =

1

3!
[F3(q1,q2,q3) + F3(q1,q3,q2) + F3(q2,q1,q3) + F3(q2,q3,q1)

+F3(q3,q1,q2) + F3(q3,q2,q1)] .

Aśı asociando pares de términos [19],

F
(sim)
3 (q1,q2,q3) =

1

3

[
F

(s)
3 (q1,q2,q3) + F

(s)
3 (q2,q3,q1) + F

(s)
3 (q3,q1,q2)

]
, (D-27)

haciendo uso de las funciones (4-14) y (4-15) para n = 3, se encuentra

F3(q1,q2,q3) =
2∑

m=1

Gm(q1, ...,qm)

18

[
7
k · k1

k2
1

F3−m(qm+1, ...,q3)

+
k2(k1 · k2)

k2
1k

2
2

G3−m(qm+1, ...,q3)

]
,
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de manera que corriendo la sumatoria

F3(q1,q2,q3) =

n=3,m=1︷ ︸︸ ︷
G1(q1)

18

[
7
k · k1

k2
1

F2(q2,q3) +
k2(k1 · k2)

k2
1k

2
2

G2(q2,q3)

]
+
G1(q1,q2)

18

[
7
k · k1

k2
1

F1(q3) +
k2(k1 · k2)

k2
1k

2
2

G1(q3)

]
︸ ︷︷ ︸

n=3,m=2

,

y reescribiendo en términos de las funciones α(k1,k2) =
k12 · k1

k2
1

y β(k1,k2) =
k2

12(k1 · k2)

2k2
1k

2
2

,

F3(q1,q2,q3) =
1

18

[
7α(k1,k2)F2(q2,q3) + 2β(k1,k2)G2(q2,q3)

+ 7α(k1,k2)G2(q1,q2) + 2β(k1,k2)G2(q1,q2)

]
,

reconociendo para el primer término (n = 3,m = 1) los acoples en los vectores de onda

como k1 = q1 y k2 = q2 + q3 = q23 y para el segundo término (n = 3,m = 2) como

k1 = q1 + q2 = q12, k2 = q3 y para ambos k = q1 + q2 + q3, se puede escribir, para todas

las permutaciones

F
(s)
3 (q1,q2,q3) =

1

18

[
7α(q1,q23)F

(s)
2 (q2,q3) + 2β(q1,q23)G

(s)
2 (q2,q3)

+ 7α(q12,q3)G
(s)
2 (q1,q2) + 2β(q12,q3)G

(s)
2 (q1,q2)

]
(D-28)

Es importante resaltar, como se aborda en [19], que cualquier Kernel, a cualquier orden en

la teoŕıa de perturbaciones puede reconstruirse si se conoce la forma en que se acoplan los

vectores de onda. Por ejemplo, para este caso particular los primeros dos términos de la

ecuación (D-28) evidencian un acople, sobre un primer vértice, entre los vectores de onda

(a) Primeros dos términos. (b) Ultimos dos términos.

Figura D-1.: Acople de los vectores de onda para el kernel F
(s)
3 (q1,q2,q3).

q2 y q3 cuyo resultado se acopla a un segundo vértice con q1, Figura D-1(a), y de la misma
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forma los últimos dos términos de la ecuación discutida, presentan un acople inicial entre q1

y q2 que luego se acopla en un segundo vértice con q3, como lo muestra la Figura D-1(b).

Introduciendo (D-28) en (D-27), reescrita está ultima como

F
(sim)
3 (q,−q,k) =

1

3

[
F

(s)
3 (q,−q,k) + F

(s)
3 (−q,q,k) + F

(s)
3 (k,q,−q)

]
,

de acuerdo a las necesidades explicitas en (4-28). Por lo tanto, con ayuda de las propiedades

en [4], las ecuaciones (4-21) y (4-22), después de algunas ĺıneas de álgebra

F
(sim)
3 (q,−q,k) =

1

54

[
−7

(k · q)2

q4k2
(k2 + q2) +

6

7

k2

q2

q · k− q2

|k− q|2
− k · q

q4
(k2 + q2)

q · k− q2

|k− q|2

+
8

7

(k · q)

q4

q · k− q2

|k− q|2
− 6

7

k2

q2

q · k + q2

|k + q|2
− k · q

q4
(k2 + q2)

q · k + q2

|k + q|2
− 8

7

(k · q)2

q4

q · k + q2

|k + q|2

+3
k2 − k · q
|k− q|2

− 7

2

k · q
k2q2

(k2 + q2)
k2 − k · q
|k− q|2

+ 4
(k · q)2

k2q2

k2 − k · q
|k− q|2

+ 3
k2 + k · q
|k + q|2

+
7

2

k · q
k2q2

(k2 + q2)
k2 + k · q
|k + q|2

+ 4
(k · q)2

k2q2

k2 + k · q
|k + q|2

]
, (D-29)

que con el cambio de coordenadas establecido en el comienzo de este anexo, junto con

la relación |k + q| =
√
q2 + k2 + 2kq cosϑ = k

√
1 +

q2

k2
+ 2

q

k
cosϑ = k

√
1 + r2 + 2rx, e

integrando cada componente de la última ecuación, en el intervalo de [−1, 1] para x, se

obtienen las integrales y las funciones∫ 1

−1

7
x2

r2
(1 + r2)dx =

14

3

1 + r2

r2
,∫ 1

−1

6

7r

x− r
1 + r2 − 2rx

dx = − 3

7r3

[
(r2 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣+ 2r

]
,∫ 1

−1

1

r2

x(1 + r2)(x− r)
1 + r2 − 2rx

dx = − 1

4r5
(1 + r2)

[
(r4 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r3 + 2r

]
,∫ 1

−1

8

7r

x2(x− r)
1 + r2 − 2rx

dx = − 1

7r5

[
(1 + r2)2(r2 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r5 +
8

3
r3 + 2r

]
,∫ 1

−1

6

7r

x+ r

1 + r2 + 2rx
dx =

3

7r3

[
(r2 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣+ 2r

]
,∫ 1

−1

1

r2

x(1 + r2)(x+ r)

1 + r2 + 2rx
dx =

1

4r5
(1 + r2)

[
(1− r4) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣+ 2r3 − 2r

]
,∫ 1

−1

8

7r

x2(x+ r)

1 + r2 + 2rx
dx =

1

7r5

[
(1 + r2)2(r2 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r5 +
8

3
r3 + 2r

]
,∫ 1

−1

3
1− rx

1 + r2 − 2rx
dx = − 3

2r

[
(r2 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r

]
,∫ 1

−1

7

2r
(1 + r2)

x(1− rx)

1 + r2 − 2rx
dx = − 7

8r3
(1 + r2)

[
(r4 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r3 + 2r

]
,
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∫ 1

−1

4
x2(1− rx)

1 + r2 − 2rx
dx = − 1

2r3

[
(1 + r2)2(r2 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r5 − 8

3
r3 + 2r

]
,∫ 1

−1

3
1 + rx

1 + r2 + 2rx
dx =

3

2r

[
(1− r2) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣+ 2r

]
,∫ 1

−1

7

2r

x(1 + r2)(1 + rx)

1 + r2 + 2rx
dx =

7

8r3
(1 + r2)

[
(r4 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r3 + 2r

]
,∫ 1

−1

4
x2(1 + rx)

1 + r2 + 2rx
dx = − 1

2r3

[
(1 + r2)2(r2 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r5 − 8

3
r3 − 2r

]
.

Introduciendo el conjunto de estas 13 integrales en (D-29), se encuentra para F
(sim)
3 (q,−q,k)

1

54

[
−14

3

(r2 + 1)

r2
− 6

7r3

[
(r2 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣+ 2r

]
+

1

2r5
(1 + r2)

[
(r4 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣+ 2r − 2r3

]
− 2

7r5

[
(1 + r2)2(r2 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r5 +
8

3
r3 + 2r

]
− 3

r

[
(r2 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r

]
+

7

4r3
(1 + r2)

[
(r4 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r3 + 2r

]
− 1

r3

[
(1 + r2)2(r2 − 1) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣− 2r5 − 8

3
r3 + 2r

]]
.

Después de efectuar los productos, agrupar los términos que tienen el logaritmo y los que no

lo tienen, finalmente se obtiene el Kernel

F
(s)
3 (q,−q,k) =

1

54

[
25

7
− 79

14

1

r2
+

3

7

1

r4
− 3

2
r2 +

3

28

(r2 − 1)3

r5
(7r2 + 2)

]
, (D-30)

que al ser sustituido, para una de las contribuciones a un loop

2P1,3(k) = 6P1,1(k)

∫
d3qP1,1(q)F

(s)
3 (q,−q,k),

= 6P1,1(k)

∫
(2π)r2k2d(rk)P1,1(kr)

1

54

[
25

7
− 79

14

1

r2
+

3

7

1

r4
− 3

2
r2 +

3

28

(r2 − 1)3

r5
(7r2 + 2)

]
,

= P1,1(k)(2π)k3

∫
drP1,1(kr)

[
25

63
r2 − 79

126
+

3

63

1

r2
− 3

18
r4 +

3

252

(r2 − 1)3

r3
(7r2 + 2)

]
,

por lo tanto

2P1,3(k) =
P1,1(k)k3

252(2π)2

∫
drP1,1(kr)

[
100r2 − 158 + 12

1

r2
− 42r4

+
3

r3
(r2 − 1)3(7r2 + 2) ln

∣∣∣∣1 + r

1− r

∣∣∣∣] , (D-31)

que corresponde a la ecuación (4-32).
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D.7. Representación en el espacio de Fourier de la

ecuación (5-21)

Para la representación de la ecuación (5-20) en el espacio de Fourier; el miembro izquierdo

junto con el primer término del miembro derecho, tienen un procedimiento igual al encontra-

do en el anexo D.1. En este anexo, por lo tanto, se quiere presentar al detalle la representación

del término que incluye los efectos de presión debido a la presencia de materia bariónica en

una teoŕıa a segundo orden. De manera que considerando únicamente la expresión

H(x, τ) ≡ ∇x ·
[
C2
s (x, τ)∇xδB(x, τ)

1 + δB(x, τ)

]
= C2

s∇x ·
[
∇xδB(x, τ)

1 + δB(x, τ)

]
.

Aplicando transformada de Fourier F{H(x, τ)} y expandiendo al función al interior de los

paréntesis cuadrados [· · · ], que para los efectos de este trabajo se presentará únicamente

para un teoŕıa a segundo orden, se encuentra

= C2
sF
{
∂

∂xi

[(
∂

∂xi
δB(xi, τ)

)
[1 + δB(xi, τ)]−1

]}
,

= C2
sF
{
∂

∂xi

[(
∂

∂xi
δB(xi, τ)

)
[1− δB(xi, τ)]

]}
,

= C2
sF
{
∂2

∂xi2
δB(xi, τ)− ∂

∂xi

[
δB(xi, τ)

∂

∂xi
δB(xi, τ)

]}
,

= C2
s

[
F
{
∂2

∂xi2
δB(xi, τ)

}
−F

{
∂

∂xi

[
δB(xi, τ)

∂

∂xi
δB(xi, τ)

]}]
,

= C2
s

[
i2k2F{δB(xi, τ)} − F

{
∂

∂xi

[∫
k1i

d3k1ie
ik1ixi δ̃B(k1i, τ)

∂

∂xi

∫
k2i

d3k2ie
ik2ixi δ̃B(k2i, τ)

]}]
,

= C2
s

[
i2k2F{δB(xi, τ)} − F

{
∂

∂xi

[∫
k1i

∫
k2i

d3k2id
3k1ie

i(k1i+k2i)xi δ̃B(k1i, τ)ik2iδ̃B(k2i, τ)

]}]
,

derivando nuevamente el integrando,

= C2
s

[
i2k2F{δB(xi, τ)}

+F
{[∫

k1i

∫
k2i

d3k2id
3k1ie

i(k1i+k2i)xi δ̃B(k1i, τ)k2i(k1i + k2i)δ̃B(k2i, τ)

]}]
,

factorizando,

= −C2
sk

2 [F{δB(xi, τ)}

− 1

k2
F
{[∫

k1i

∫
k2i

d3k2id
3k1ie

i(k1i+k2i)xik2i(k1i + k2i)δ̃B(k1i, τ)δ̃B(k2i, τ)

]}]
,

= −C2
sk

2

[
δ̃B(k, τ)− 1

k2

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)k2 · (k1 + k2) δ̃B(k1, τ)δ̃B(k2, τ)

]
.
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De manera que la transformada de Fourier F{H(x, τ)}, toma la forma

−C2
sk

2

[
δ̃B(k, τ)− 1

k2

∫
k1

∫
k2

d3k2d
3k1δ

D(k− k1 − k2)k2 · (k1 + k2) δ̃B(k1, τ)δ̃B(k2, τ)

]
.

Este término revela la inclusión de materia bariónica y sus efectos de presión, considerados

en las ecuaciones de movimiento para este fluido mixto. Es posible apreciar que, de la misma

forma para materia oscura, se obtiene una función que representa la inclusión de los términos

no lineales en su evolución, por lo menos a segundo orden.



E. Códigos Python

En este anexo se vinculan los códigos empleados para el desarrollo de las integrales P2,2(k) y

P1,3(k), para las correcciones a un loop, ecuaciones reescritas en el caṕıtulo 4 y etiquetadas

con los números (4-31) y (4-32).

E.1. Perturbaciones en el régimen lineal

import numpy as np

import matp lo t l i b . pyplot as p l t

from matp lo t l i b import c o l o r s as mcolors

de f p( z ) :

r e turn ( ( z +1)/((0 .308∗ z ∗∗3)+(0.924∗ z ∗∗2)+(0.924∗ z )+1)∗∗(3/2))

de f simpson13 (p , a , b ) :

m =(a+b)/2

i n t e g r a l =(b−a )/6∗ ( p( a)+4∗p(m)+p(b ) )

re turn i n t e g r a l

y = [ ] ; ha =[ ]

f o r a in range ( 5 0 0 ) :

de f h( a ) :

r e turn ( ( ( 0 . 3 0 8∗ a ∗∗3)+(0.924∗ a ∗∗2)+(0.924∗ a )+1)∗∗(1/2))

ha . append (h( a ) )

b=1000

n=2000

h=(b−a )/n

suma=0

f o r i in range (n ) :

b= a+h

area=(simpson13 (p , a , b ) )
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suma=suma+area

a=b

y . append ( suma)

p r i n t ( y )

p r i n t ( ha )

p r i n t ( l en ( y ) )

p r i n t ( l en ( ha ) )

import operator

producto=l i s t (map( operator . mul , y , ha ) )

p r i n t ( producto )

p r i n t ( l en ( producto ) )

f i g = p l t . f i g u r e ( )

p l t . p l o t ( producto , ’m− ’)

p l t . g r i d ( )

p l t . x l a b e l ( ’ z ’ )

p l t . y l a b e l ( ’D( z ) ’ )

p l t . t i t l e ( ’CRECIMIENTO DE PERTURBACIONES − REDSHIFT (INTEGRAL GENERAL) ’ )

p l t . l egend ( [ ’ Factor de Crecimiento ’ ] , l o c =’upper r ight ’ )

p l t . show ( )

f i g . s a v e f i g ( ” 1 . png ” ) ;

E.2. Integral P2,2(k)

import numpy as np

from sc ipy import i n t e g r a t e

from sc ipy . i n t e g r a t e import nquad

import csv

de f F1( r , k ) :

r e turn

( ( ( np . l og (1+9.36∗k∗ r ) ) / ( 9 . 3 6∗ k∗ r ) )∗∗2)∗ ( (1+(15 .6∗ k∗ r )

+(64.4∗k∗ r )∗∗2+(21.8∗k∗ r )∗∗3+(26.8∗k∗ r )∗∗4)∗∗(−1/4))∗∗2

de f F2(x , r , k ) :

r e turn

( ( ( np . l og (1+9.36∗k∗pow((1+pow( r ,2)−2∗ r ∗x ) , 0 . 5 ) ) )

/ (9 .36∗ k∗pow((1+pow( r ,2)−2∗ r ∗x ) , 0 . 5 ) ) ) ∗ ∗ 2 )

∗((1+(15.6∗k∗pow((1+pow( r ,2)−2∗ r ∗x ) , 0 . 5 ) )

+ (64 .4∗ k∗pow((1+pow( r ,2)−2∗ r ∗x ) , 0 . 5 ) )∗∗2
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+ (21 .8∗ k∗pow((1+pow( r ,2)−2∗ r ∗x ) , 0 . 5 ) )∗∗3

+(26.8∗k∗pow((1+pow( r ,2)−2∗ r ∗x ) ,0 .5 ) )∗∗4)∗∗ ( −1/4))∗∗2

de f f 1 (x , r , n , k ) :

r e turn

n∗(pow(k , 3 ) / ( ( 9 8 )∗ ( 2∗ np . p i )∗∗2 ) )∗ ( 4 . 8 0∗pow (1 0 , 8 ) )

∗(pow(k , 2 ) ) ∗ r ∗pow((1+pow( r ,2)−2∗ r ∗x ) , 0 . 5 ) ∗ F1( r , k )

∗F2(x , r , k )∗ (pow((3∗ r+7∗x−10∗ r ∗pow(x , 2 ) ) , 2 )

/(pow((1+pow( r ,2)−2∗ r ∗x ) , 2 ) ) )

de f exp int (n , k ) :

r e turn nquad ( f1 , [ [−1 , 1 ] , [ 0 , np . i n f ] ] , a rgs=(n , k ) ) [ 0 ]

v e c exp in t = np . v e c t o r i z e ( exp int )

vec exp in t (1 , np . arange ( 0 . 1 , 2 0 0 0 , 0 . 1 ) )

with open ( ’DATOS1. csv ’ , ’w’ , newl ine = ’ ’) as f i l e :

w r i t e r = csv . w r i t e r ( f i l e , d e l i m i t e r = ’ , ’ )

w r i t e r . writerow ( vec exp in t (1 , np . arange ( 0 . 1 , 2 0 0 0 , 0 . 1 ) ) )

p r i n t ( vec exp in t (1 , np . arange ( 0 . 1 , 2 0 0 0 , 0 . 1 ) ) )

E.3. Integral P1,3(k)

import numpy as np

from sc ipy import i n t e g r a t e

from sc ipy . i n t e g r a t e import nquad

import csv

de f T( k ) :

r e turn

( ( ( ( np . l og (1+9.36∗k ) ) / ( 9 . 3 6∗ k ) )∗∗2)∗ ( (1+(15 .6∗ k )

+(64.4∗k )∗∗2+(21.8∗k )∗∗3+(26.8∗k )∗∗4)∗∗(−1/4))∗∗2)

de f P( k ) :

r e turn ( ( 2 . 1 9∗ ( 1 0∗∗ ( 4 ) ) )∗ k∗T( k ) )

de f F1( r , k ) :

r e turn

( ( ( np . l og (1+9.36∗k∗ r ) ) / ( 9 . 3 6∗ k∗ r ) )∗∗2)∗ ( (1+(15 .6∗ k∗ r )
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+(64.4∗k∗ r )∗∗2+(21.8∗k∗ r )∗∗3+(26.8∗k∗ r )∗∗4)∗∗(−1/4))∗∗2

de f f ( k ) :

r e turn (pow(k , 3 ) / ( ( 2 5 2 )∗ ( 2∗ np . p i )∗∗2) )∗P( k )

de f f 2 ( r , n , k ) :

r e turn

n∗0 .5∗ f ( k )∗ ( F1( r , k ) )∗ ( ( 6 / pow( r ,2))−79+50∗pow( r , 2 )

−21∗pow( r , 4 )+(3/2)∗ ( (pow ( ( pow( r ,2) −1) ,3) )/pow( r , 3 ) )

∗(7∗pow( r ,2)+2)∗ ( np . l og (np . abso lu t e ((1+ r )/(1− r ) ) ) ) )

de f exp int (n , k ) :

r e turn nquad ( f2 , [ [ 0 . 0 0 0 0 1 , np . i n f ] ] , a rgs=(n , k ) ) [ 0 ]

v e c exp in t = np . v e c t o r i z e ( exp int )

vec exp in t (1 , np . arange ( 0 . 1 , 2 0 0 0 , 0 . 1 ) )

with open ( ’DATOS2. csv ’ , ’w’ , newl ine = ’ ’) as f i l e :

w r i t e r = csv . w r i t e r ( f i l e , d e l i m i t e r = ’ , ’ )

w r i t e r . writerow ( vec exp in t (1 , np . arange ( 0 . 1 , 2 0 0 0 , 0 . 1 ) ) )

p r i n t ( vec exp in t (1 , np . arange ( 0 . 1 , 2 0 0 0 , 0 . 1 ) ) )
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