UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

El valor de Shapley para un juego diferencial
de politica econémica monetaria y fiscal

Andrés Fernando Uscategui Russi

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias
Departamento de Matematicas
Bogota D.C., Colombia
2020



El valor de Shapley para un juego
diferencial de politica econémica
monetaria y fiscal

Andrés Fernando Uscategui Russi

Tesis o trabajo de grado presentada(o) como requisito parcial para optar al titulo de:
Maestria en Ciencias - Matematica Aplicada

Director(a):
Arcenio Pecha Castiblanco
Matematico



Grasping for a world that makes some sense

BANE



Agradecimientos

Agradezco al profesor Arcenio Pecha por su extenso apoyo y su constante paciencia que
reflejaron su interes por sacar adelante este trabajo y poderlo haber culminado. Agradezco
el apoyo de mi madre por su constante apoyo en todo sentido y por su motivacion a ser una
mejor persona. Agradezco al profesor René Mauricio Ramirez por su apoyo y consejos.



Resumen

Este trabajo busca implementar un mecanismo cooperativo de asignacién o reparticién es-
table de costos econémicos entre la autoridad fiscal y monetaria en el contexto de la esta-
bilizacion de la deuda publica con base en el juego diferencial lineal-cuadratico construido
por Tabellini (1986). Esa asignacién esta basada en el concepto-solucién conocido como el
valor de Shapley y se calcula haciendo uso del algoritmo creado por Petrosyan y Zaccour
(2003). La importancia del algoritmo utilizado es que garantiza la estabilidad del acuerdo
entre ambas autoridades en todo momento. De acuerdo a las ecuaciones que se obtuvieron de
los parametros, conjuntos e individuales, se asumieron dos escenarios: en el primero, ambas
autoridades son igual de sensibles a los movimientos de la deuda en términos absolutos, y
en el segundo, la autoridad monetaria no tiene en cuenta dichos movimientos de la deuda
(banca central conservadora) pero la autoridad fiscal si. Los principales resultados son: (i)
En el escenario uno ambas autoridades se reparten los mismos costos econémicos. (ii) Y
dicha asignacién es intermedia con respecto a lo que perciben en el escenario dos donde la
autoridad monetaria se le asigna menos costos que la fiscal (iii) bajo el escenario uno, am-
bas autoridades perciben menores costos econémicos en el largo plazo si la diferencia entre
objetivos individuales de politica es menor.

Palabras clave: Estabilidad de la deuda ptublica, Juegos diferenciales, Valor de
Shapley, Estabilidad dinamica.

Abstract

This paper seeks to implement a cooperative mechanism of allocation and distribution stable
of economic costs between fiscal and monetary authorities in the context of public debt sta-
bilisation. That allocation, it is based on the concept-solution known as Shapley value and
it is compute using an algorithm made by Petrosyan and Zaccour (2003). The importance
of the algorithm used is that it guarantees the stability of the agreement between both aut-
horities in every moment. According to the equations computed of the joint and individual
parameters, two scenarios were assumed: in the first one, both authorities are just as sensiti-
ve to debt movements in absolute terms, in the second one, monetary authority doesn’t take
into account such debt movements (conservative central banking) but fiscal authority does.
The main results are: (i) In the first scenario, both authorities split the same economic costs
(ii) And such allocation it is intermediate with respect to what they perceive in the second
scenario where monetary authority is allocated with lower costs than fiscal authority. (iii)
Under the first scenario, both authorities perceive lower economic costs in the long term if
the gap between both individual policy targets is fewer.

Keywords: Stability of public debt, Differential games, Shapley value, Dynamic
stability.
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Capitulo 1

Introduccion

En el contexto macroeconémico de un pais, las dos autoridades de politica econémica
de notable importancia en la dindmica su economia son: la de politica monetaria y la de
fiscal. Con base en el marco institucional en el cual se desenvuelven ambas autoridades,
estas cuentan con objetivos e instrumentos de politica econémica especificos que enmarcan
sus actuaciones [7]. Por un lado, la autoridad monetaria' tiene dentro de sus funciones la
emisién del dinero (u oferta monetaria) en la economia? [5], a través de distintos mecanis-
mos. Esta autoridad, dependiendo del contexto en el que se encuentre, puede contar con
distintos objetivos: ya sea mantener una inflacién baja y estable [2], estabilizar la dindmica
de deuda [18], entre otros® [7]. Por otro lado, la autoridad fiscal, tiene objetivos focalizados
generalmente en mantener buenas condiciones para el crecimiento de la economia, mantener
el déficit fiscal bajo e incluso muchas veces mejorar las condiciones distributivas de un pais.
Para esto, la autoridad fiscal utiliza mecanismos relacionados con la tributacion y el gasto
publico.

En este sentido, dentro de los objetivos econémicos con los que cuentan ambas autorida-
des, puede haber algunos que sean de comun interés y los cuales pueden ser afectados por las
acciones de politica que sean ejecutadas por ambas autoridades. Por ejemplo, en el problema
de la estabilizacion de la deuda ptblica, ambas autoridades podrian buscar como objetivo la
amortizacion de la misma y donde el manejo de sus instrumentos de politica puede conllevar
a que se acumule o desacumule deuda piublica. En concreto, por un lado, la autoridad fiscal
genera acumulacion de deuda puiblica cuando sus gastos estan por encima de sus ingresos
(i.e. déficit fiscal primario), y por el otro, la autoridad monetaria desacumula deuda publica
al monetizar parte de la misma a partir de la creacién de dinero.

'Es el agente econémico que en la mayoria de casos es representado por una banca central.

2Sin embargo, puede influir en forma importante sobre la oferta monetaria pero no de forma exclusiva
[7].
3 Aunque en muchos casos puede que también tenga dentro de sus objetivos de politica las preocupaciones
relacionadas al crecimiento econémico y el desempleo.



Por consiguiente, el problema de la estabilizacion de la deuda ptblica es relevante desde
un punto de vista estratégico teniendo en cuenta que: en primer lugar, ambas autoridades se
encuentran constantemente en un contexto donde las acciones de cada una, dependen, directa
o indirectamente, de las tomadas por la otra autoridad. Segundo, esta interdependencia se
refleja en la repercusiéon de las acciones de politica de ambas autoridades en la dinamica
de la variable que es de comun interés, en este caso, la deuda publica. En este sentido,
esta interaccién estratégica entre la autoridad monetaria y la fiscal en el contexto de la
estabilizacién de la deuda publica, ha sido estudiada bajo la teoria de juegos dinamicos, en
especifico, juegos diferenciales. Esto teniendo en cuenta que no solo existe interés de estudiar
un contexto no-cooperativo y cooperativo entre ambas autoridades, sino que también se
cree en la importancia de investigar esta interaccion estratégica en un intervalo de tiempo
establecido en el cual se estudia la implementacién de acciones de politica y la dindmica de
la deuda publica como variable de interés.

Especificamente, los siguientes son los trabajos que han estudiado esta interacciéon a
partir de juegos diferenciales como herramienta matematica: primero, en el trabajo de Tabe-
llini (1986) [17] se analiza un contexto en donde cada autoridad tiene un objetivo individual,
por ejemplo, el de la monetaria, es estabilizar la creacion de dinero a un nivel deseado por
preocupaciones inflacionarias, y el de la fiscal, es llevar el déficit fiscal primario a un nivel
deseado. Sin embargo, ambas autoridades también tienen en consideracién en sus funciones
objetivo el stock de deuda piblica como elemento de preocupacién mutua. Ademads, en [17]
se calculan las soluciones no-cooperativas (solucién Nash feedback y open-loop) las cuales son
las trayectorias de acciéon de politica que resuelven los problemas de optimizacién individua-
les, y también la soluciéon cooperativa que contiene las trayectorias o curso de acciones de
politica que resuelven el problema de optimizacién dinamica conjunto. Un trabajo posterior
y extensién del trabajo de Tabellini?, es el de Van Aarle et. al. [18], en el cual se calculan
las soluciones cooperativas y las no-cooperativas (equilibrio de Nash open-loop) con base
en elementos agregados al modelo de Tabellini, y ademas, se investigan las consecuencias de
una autoridad monetaria mas independiente y conservadora a partir del calculo del equilibrio
Stackerlberg open-loop.

En todo caso, una de las conclusiones mas importantes de estos trabajos citados, es que
la cooperacion (o coordinacién) en las acciones de politica de ambas autoridades conlleva
a mejores resultados si se compara el caso cuando ambas autoridades deciden no cooperar
[17][18]. Puntualmente, la cooperacién lleva a que exista un nivel mas bajo en el estado
estacionario de la deuda ptblica y una mayor velocidad de ajuste o convergencia [17]. De este
modo, teniendo en cuenta lo beneficioso que puede ser una situaciéon donde haya cooperacion
(coordinacién en las acciones de politica) bajo este problema en especifico, serfa relevante
la implementacion de un mecanismo el cual distribuya, de manera cooperativa y estable, los

4Por varias razones, como por ejemplo el incluir varios aspectos adicionales en las funciones objetivo,
entre otras.



esfuerzos o costos (de cardcter economico) entre ambas autoridades asociados a estabilizar
la deuda publica y a cumplir con los objetivos propios de politica de cada autoridad. Esto
ultimo es basicamente el objetivo del presente trabajo.

Con el fin de llevar esto a cabo, se tendran en cuenta los siguientes aspectos: en primer
lugar, se va a utilizar el juego diferencial de Tabellini (1986) como base de estudio de la
interaccién estratégica y dinamica entre ambas autoridades en el contexto de la estabilizacion
de la deuda publica [17], en segundo lugar, el mecanismo de distribucién o asignacién de los
costos econdémicos entre ambas autoridades que se va emplear es el valor de Shapley como
solucion cooperativa. Y tercero, debido a la naturaleza dindamica del juego diferencial que se
va a utilizar, una propiedad que es deseable en la situacion interactiva descrita, es una en la
cual cada autoridad se mantenga comprometida en el acuerdo en todo momento del tiempo
de interaccion, es decir, que no haya incentivo alguno para abandonarlo, esta propiedad se
conoce como consistencia temporal o estabilidad dindamica. De este modo, para garantizar
esta propiedad se implementara un algoritmo de descomposicion de la asignacion del valor
Shapley construido por Petrosyan y Zaccour (2003) [13].

En el presente trabajo, debido a la complejidad algebraica de las ecuaciones en la cual
se enmarcan los parametros resultantes del problema, se asumen dos escenarios sobre los
parametros que no solo simplifican el andlisis posterior de las asignaciones de cada autoridad,
sino que pueden ser de interés para las cuestiones de politica econémica. En el primer esce-
nario, ambas autoridades son igualmente sensibles, en términos absolutos, en sus acciones de
politica ante los movimientos de la deuda piblica, es decir, podria pensarse como un esce-
nario donde ambas autoridades en un acuerdo de cooperacién estan igual de comprometidas
con la estabilizacién de la deuda. En el segundo escenario, la autoridad monetaria no tiene en
cuenta en lo absoluto los movimientos de la deuda piblica en la eleccién de sus acciones de
politica, mientras que la autoridad fiscal si lo hace, es decir, este escenario podria pensarse
como uno en el cual ain cuando ambas autoridades estan en un acuerdo de cooperacion, la
autoridad monetaria, en su actuar individual, es una autoridad totalmente independiente y
conservadora, mientras que la autoridad fiscal esta comprometida con la estabilizacion de la
deuda publica.

Con base en estos dos escenarios propuestos, se calculan las asignaciones de cada au-
toridad y su respectiva descomposicion para que sean asignaciones dindmicamente estables.
Adicionalmente, con base en lo desarrollado y calculado en el presente trabajo se hallaron
cuatro resultados de interés para el analisis de politica con respecto al problema de la deuda
publica.

El presente trabajo esta organizado de la siguiente manera:
= Capitulo 2: se abarca el marco tedrico necesario para el presente trabajo. Primero,

se dara una breve descripcion de los problemas de optimizacién dinamica y control
optimo. Segundo, se abordan los juegos diferenciales no-cooperativos de horizonte finito



e infinito. Tercero, se describiran los juegos diferenciales cooperativos a partir de la
construccién de la funcion caracteristica y el valor de Shapley. Por tltimo, se describird
la metodologia de Petrosyan y Zaccour para descomponer el valor de Shapley de tal
manera que sea una asignacion dinamicamente estable.

= Capitulo 3: se describira el juego diferencial de horizonte infinito de Tabellini sobre
el problema de la estabilizacién de la deuda publica creado por Tabellini (1986) [17].
Luego se empezara con lo propuesto en el presente trabajo de tesis donde en primer
lugar se estudiara el juego diferencial de Tabellini bajo un marco cooperativo a partir de
la construccion de la funcién caracteristica, luego se encontrard la asignacién de Shapley
para luego implementar la metodologia de Petrosyan y Zaccour. Posteriormente, se
calcularan los pardmetros del problema teniendo en cuenta dos escenarios propuestos
para su analisis, y por ultimo, se calculard y analizard la asignacion descompuesta de
costos econémicos bajo los dos escenarios que se asumen. Para terminar, se exponen
cuatro resultados obtenidos generales que se encontraron en este trabajo.

= Capitulo 4: hay unas breves conclusiones y recomendaciones del presente trabajo.



Capitulo 2

Marco teorico

De acuerdo al objetivo del presente trabajo, en este capitulo, se proporcionarda una
breve exposicién sobre los siguientes temas: primero, lo que es un problema de optimizacién
dinamica y de control 6ptimo para horizonte infinito y el método para su solucién conocido
como programacion dindmica; segundo, la definicién de lo que es un juego diferencial de
horizonte finito y las soluciones para juegos no cooperativos; tercero, los juegos diferenciales
con horizonte infinito y los métodos para encontrar la soluciones no-cooperativas, ademas;
cuarto, el juego diferencial de horizonte infinito de Tabellini (1986) [17] sobre el problema de
la estabilizacién de la deuda publica que sera base para el presente trabajo; quinto, lo que es
un juego diferencial cooperativo en su forma de funcién caracteristica, el concepto-solucion
llamado el valor de Shapley y se describird un proceso de descomposicién de la asignacién
cooperativa valor de Shapley de tal manera que se garantice la estabilidad dinamica.

2.1. Optimizacién Dinamica y Control Optimo

En el estudio de la toma de decisiones, se encuentra necesario hacer planes a futuro, de-
bido a que las elecciones presentes afectan oportunidades futuras [4]. Este tipo de problemas
en un contexto dindmico en el cual se busca optimizar el nivel de una medida especifica en
un intervalo de tiempo particular y teniendo en cuenta la evoluciéon y dinamica de las va-
riables involucradas, se pueden describir matematicamente como problemas de optimizacion
dindamica.

Dentro de los mismos, se define un problema de control dptimo, en estos, las variables
pertinentes se dividen en dos clases: las variables de control y las de estado [11]. Las de control
u(t) € U C R" son aquellas variables de decisién, mientras que las de estado x(t) € X CR™
son aquellas que su dinamica esta descrita por una colecciéon de ecuaciones diferenciales
ordinarias, llamadas también ecuaciones de estado [6][4]. Un problema de control dptimo en
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el intervalo de tiempo [ty, T] es uno en el cual se buscan las trayectorias de u(t) tales que

max J(w) = /t F(tx(8), u(t))dt (2.1)

sujeto a  x(t) = g(t,x(t),u(t)), x(ty) = xq (2.2)

donde f y g se asumen funciones continuamente diferenciables en (¢,x(¢),u(t)), ademas las
variables de control u(¢) deben ser funciones puntualmente continuas en ¢ [4]. En (2.1), la
funcién f representa el pago instantdaneo en t que recibe el agente que controla u(t) [6]. Se
define la funcién V(ty,xo) (funcién de valor) como el maximo valor que puede ser obtenido
a partir del momento ¢y y con el estado x¢ [4]:

V(i x0) = max / £t x(t), u(t))dt

sujeto a x(t) = g(t,x(t),u(t)), x(tog) = Xo
Ahora, considere un problema de control éptimo de horizonte infinito con tasa de descuento
constante [20]:

max /00 et £ (x(t), u(t))dt (2.3)

u(t) to
sujeto a  x(t) = g(x(t),u(t)), x(ty) = xo (2.4)

donde r > 0 [19]. Para efectos de definir la funcién valor para este tipo de problemas
(2.3)-(2.4), se considera el siguiente problema alternativo de control éptimo en un horizonte
infinito, que sera bajo el cual se estableceran las condiciones necesarias para su solucion:

max Ooe_r(T_t) x(7),u(7))dr )
wx [T ) u)d (2:5)

sujeto a  x(7) = g(x(7),u(r)), x(t) = x¢ (2.6)

Teniendo en cuenta que en (2.5)-(2.6) no aparece el tiempo (7) explicitamente ni en f ni en
g, entonces es un problema autdnomo de horizonte infinito. A partir del problema (2.5)-(2.6),
la funcién de valor solo depende de los valores iniciales de las variables de estado x(t) mas
no del tiempo inicial [4][20], de acuerdo a como se define a continuacion:

W(x) = max / eV f(x(7),u(r))dr (2.7)
u t

Existen dos técnicas usualmente adoptadas para la solucién de problemas de control 6ptimo:

el principio del maximo de Pontryagin y el de programacion dinamica de Bellman

[20]. En cuanto a esta tltima técnica y para solucionar especificamente problemas como el

(2.5)-(2.6) con tasa de descuento, esta dado el siguiente teorema.

Ver prueba en [20] pagina 11.
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Teorema 2.1.1 (Programacién dindmica de Bellman) Un vector de variables control
u*(t) es una solucion dptima al problema de control optimo con horizonte infinito (2.5)-
(2.6), si existe la funcion continuamente diferenciable W(x) : R™ — R (funcion de valor)
que satisface la siguiente ecuacion:

PV () = max{f(x, w) + Wi(x)g(x, u))

Esta ultima ecuacién se suele llamar en la literatura como la ecuacion Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB) donde 7 es la tasa de descuento intertemporal [4][6]. Note que uno de los
términos de la expresién de la derecha de la ecuacion HJB es un producto interno entre dos
vectores teniendo en cuenta que Wi (x)g(x,u) = W, (x)g1(x,u) + -+ W, (x)gm(x, ).

2.2. Teoria de Juegos y Juegos Diferenciales

En la teoria de juegos se estudian aquellas situaciones de interaccién no-cooperativa o
cooperativa que involucran agentes racionales tomadores de decision. Otra forma de definir
la teorfa de juegos es proporcionada por Myerson [10]: “estudio de modelos matemdticos de
conflicto (no-cooperativos) y cooperacion entre tomadores de decision inteligentes y racio-
nales”. A partir del trabajo de Von Neumann y Morgerstern, game theory and economic
behavior, se estudiaron tanto las situaciones estratégicas interactivas no cooperativas y algu-
nas cooperativas [9].A partir de este libro, la forma mas sencilla de definir un juego, en su
forma estratégica es la siguiente: I' = (N, (Cy)ien, (u;)ien) donde N = {1,...,n} # () es el
conjunto de jugadores, y para todo jugador i € N, C; # ) es el conjunto de estrategias que
tiene disponible y u; : H C; — R es su funcién de pagos [10].

JEN

Esta teoria puede describir situaciones de no-cooperacién y cooperacion. En el primer
caso, cada agente intenta maximizar su propio pago para cualquier posible resultado es-
tratégico del juego. No obstante, en [9] se escribié sobre situaciones de tres individuos en
las cuales la busqueda de bienestar individual del primero de ellos puede poner en desven-
taja al segundo jugador, pudiendo pasar que el tercer jugador restante se vea beneficiado
[8]. Entonces, este tipo de situaciones pueden llevar a crear coaliciones entre el conjunto
de jugadores que de alguna manera podria beneficiarlos mutuamente al encontrar intereses
comunes. Asi, la conveniencia de formar coaliciones con otros son el tipo de situaciones de
caracter cooperativo o coalicional que estudia la teoria de juegos. En este sentido, en un
juego cooperativo los jugadores pueden hacer acuerdos vinculantes sobre la distribucién de
pagos o la eleccién de las estrategias [12].

Otra forma de dividir la teoria de juegos consiste en separar aquellos que se llevan a cabo
en un instante de tiempo (estdticos) y los que involucran situaciones donde los jugadores
toman decisiones interactivas a traves del tiempo, los cuales son llamados juegos dindmicos.
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Dentro de estos ultimos, existen los llamados juegos diferenciales, los cuales pueden ser vistos
como una extension de los problemas que estudia la teoria de control éptimo incorporando
el comportamiento estratégico en este contexto [3][20]. En concreto, el cambio del contexto
serd del escenario donde solo hay un tomador de decisién?
y cada uno de ellos solucionando simultaneamente su propio problema teniendo en cuentas
las acciones de los otros. Por lo cual, los juegos diferenciales estudian la toma de decisiones
interactivas a lo largo del tiempo, es decir, situaciones donde las acciones o decisiones de los
jugadores, cada uno actuando independientemente, tienen efecto en la (o las) variable(s) de
estado y en cada uno de los pagos de los otros individuos a lo largo del tiempo [4].

a uno en el cual interactiian varios

Un juego diferencial deterministico en un intervalo de tiempo definido [to, T esta com-
puesto por [21][6]:

1. Un conjunto de jugadores N = {1,... ,n}.

2. Un vector de variables control u(t) = (uy,...,u,) donde u;(t) € U; es la variable
control del jugador ¢ para todo i € N y U; es el conjunto de controles admisibles del
jugador 1.

3. Un vector de variables estado x(t) = (z1(t),...,zn(t)) € X CR™. La evolucién de las
variables estado esta gobernado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

x(t) = g(t,x(t),u(t)), x(to) = xo (2.8)

4. Un funcional que representa el pago del jugador ¢:

Ji(u(+); x0,t0) = /t filt,x(t), u(t))dt + qi(x(T)) (2.9)

donde f;(-) representa su pago instantdneo y ¢;(-) representa su pago terminal (o de
salvamento). Las funciones g(-) y fi() se asumen que son funciones diferenciables para
todo ¢ € N [20]. En un juego diferencial no-cooperativo de n jugadores, el objetivo del
1-ésimo jugador es

max  Jy(u();xo.to) = /t Fi(t.x(t), u(t))dt + q:(x(T)) (2.10)

Uj

parai € N ={1,...,n}
sujeto a  x(t) = g(t,x(t),u(t)), x(to) ==xo (2.11)
5. Estructura de informacion: en un juego diferencial se debe especificar la informacién

disponible para cada jugador i € N cuando seleccionan su respectivo valor de su varia-
ble control u; [21]. Las dos estructuras de informacion més comunes son: la open-loop

2Escenario cldsico de un problema de control éptimo.
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y la feedback (o Markovian). Bajo la primera estructura de informacién, las deci-
siones de los jugadores solo dependen del tiempo (ademés de las condiciones iniciales
Xp), mientras que bajo la segunda estructura, sus decisiones dependen del tiempo y del
estado actual del sistema (¢, x(t)).

6. Una estrategia para cada jugador. Para cada i € N en el juego, una estrategia u; es
una regla de decision escogida desde el principio del juego que soluciona (2.10)-(2.11)
[21]. Una estrategia feedback es de la forma u}f = uf(¢,x(t))?
estratégica del jugador i depende del tiempo y el estado corriente del juego x(¢). Una

, es decir, la accién

estrategia open-loop, es una feedback degenerada, es decir, es de la forma u} = wu}(t)
la cual implica que el jugador ¢ al principio del juego decide un plan entero de acciones
el cual sigue estrictamente a lo largo del horizonte temporal [6].

Dentro de los juegos diferenciales, entre los més conocidos se encuentran los lineal-cuadrdticos
(0 juegos diferenciales LQ) los cuales se caracterizan por tener funciones objetivo o de pagos
cuadraticas (2.10) y ecuaciones de estado lineales (2.11) [3][19].

Ahora, en un contexto no-cooperativo, la siguiente definiciéon es fundamental de los
juegos diferenciales [6]:

Definicion 2.2.1 (Equilibrio de Nash): Dada una estructura de informacion (open-

*

*) con

loop o feedback), una n—tupla de estrategias o un perfil de estrategias u* = (uf, ..., u
ul € U; para todo i € N, se dice que es un equilibrio de Nash, si y solo si,

* *
Jl(ul, “e . ,u~

17"

couy) > Ji(ul )

para toda w; # v, u; € U;, y para todo i € N.
Detras de la Definicion 2.2.1 esta el hecho de que cada jugador ¢ € N esta buscando actuar
de la mejor manera dado que los demés jugadores estan buscando lo mismo, es decir, ningin
jugador puede beneficiarse de desviarse del perfil de estrategias que son equilibrio de Nash,
o dicho de otra manera, no existen incentivos unilaterales por parte de cada jugador de
desviarse de un equilibrio de Nash [21][4]. Dependiendo de la estructura de informacion, los
posibles equilibrios son [6]: equilibrio de Nash open-loop (u* = u*(¢)) y equilibrio de
Nash feedback (u* = u*(¢,x(t))).

2.3. Juegos Diferenciales de Horizonte Infinito

Sean las funciones objetivo f; para todo ¢ € N y las funciones de estado g, todas
funciones autonomas, es decir, que no dependen del tiempo t. Por ende, el problema que

3Esta funcién debe ser continua en ¢ y Lipschitz continua en x para todo t [6].



2.4. JUEGOS COOPERATIVOS EN FORMA DE FUNCION CARACTERISTICA PARA JUEGOS
DIFERENCIALES 10

tiene que resolver el jugador ¢ € N bajo un juego diferencial auténomo no-cooperativo de
horizonte infinito es el siguiente [20]:

max Ji(u();x,t) = /too e fi(x(7), u (7)), . .. un(T))dT (2.12)

parai € N ={1,...,n}
sujeto a  X(7) = g(x(7),u1(7),...,us(7)), x(t) =x (2.13)
De la misma manera que un problema de control 6ptimo de horizonte infinito (2.5)-(2.6), las

funciones de valor para cada jugador ¢ € N son independiente del tiempo inicial, es decir, la
funcién valor del problema (2.12)-(2.13) del jugador ¢ seria

W' (x) = max /too e " fi(x(7), uy (1), . . . up(7))dT

Para encontrar el equilibrio de Nash feedback y solucionar problemas del tipo (2.12)-(2.13) se
utiliza el método de programacion dindmica de Bellman adecuado para un juego diferencial

de n jugadores, esto se sintetiza en el siguiente teorema*. En cuanto a la notacién, se tendra
en cuenta que x(t) = X.

Teorema 2.3.1 Un perfil de estrategias u*(1,z) = (uj(7,x),...,u(T,x)) proporciona un
equilibrio de Nash feedback como solucion del juego de horizonte infinito (2.12)-(2.13),
si existen unas funciones continuamente diferenciables W'(x) : R™ — R, para i € N, tal
que el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales parciales se satisfagan:

TWi(X) - max{fl(x> UT(T, X)a s 7“?—1(7_7 X)a ui(7_> X)v u;—l(Ta X)a s >u;kz<7_> X))
+ Wi(X)g(T, X, UI(T, X)v cee 7u;—1(7—7 X)> ui(Ta X)> u:+1(7—> X)a e 7u;(7—7 X))}

= filx,u*(1,x)) + Wi(x)g(x(7),u* (7, x)) para todo i € N

Observe que la diferencia entre el Teorema 2.1.1 y el Teorema 2.3.1 es que el primero describe
el método de programacion dinamica de Bellman para la solucién de un problema de control
optimo autéonomo con horizonte infinito, mientras que el segundo, describe el mismo método
para la solucién simultanea de n problemas de control éptimo auténomos con horizonte
infinito.

2.4. Juegos Cooperativos en Forma de Funcién Carac-
teristica para Juegos Diferenciales

De acuerdo a lo descrito en seccion 2.2, la teoria de juegos puede también describir
situaciones cooperativas donde los jugadores deciden formar coaliciones y actuar de forma

4Ver prueba en [20] pdgina 28.
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coordinada® con el objetivo de conseguir el mayor pago conjunto que serd luego distribuido
entre los jugadores [21]. Dentro de los juegos cooperativos, existen dos categorias generales
de modelacién: juegos con wutilidad o pago transferible® y juegos con wutilidad o pago no-
transferible.

Por esa razdén, en un juego cooperativo con pagos transferibles para n jugadores, las
distintas posilibidades de cooperacion, o de los pagos recibidos por formar las distintas
coaliciones, se pueden describir por una funcién v, llamada funcion caracteristica, que asocia
a cada coalicién no-vacia de jugadores S C N un ntmero real v(S) [10], es decir,

v: P(N) =R (2.14)

S+ v(S)

donde P(N) es el conjunto potencia del conjunto N y v(@)) = 0. La funcién caracteristica
lo que hace es darle un cierto valor “ex-ante”, monetario o de otro tipo, a cualquier posible
coalicién” [8]. De esta manera, en la teorfa de juegos, se define un juego cooperativo con
pagos transferibles como la dupla (N, v(.)). Aun cuando la funcién caracteristica sea el valor
0 pago que recibe cualquier posible coalicion, no dice nada al respecto de la distribucién de
ese valor o pago entre cada uno de los jugadores. Esta distribucién se determina a partir
del concepto-solucion que sea utilizado, que dentro de los mas conocidos estan, el ntcleo,
los conjuntos estables y el valor de Shapley [8]. En el presente trabajo se hara énfasis en el
ultimo.

Por otra parte, los juegos cooperativos también pueden ser estudiados al incorporar el
tiempo como caracteristica de la situacién interactiva que se esta modelando. Las siguientes
son algunas de las razones de incorporar el tiempo a los juegos cooperativos y de que los
agentes econémicos decidan realizar acuerdos cooperativos de largo plazo [21]: primero, que
los agentes o jugadores lleguen a un acuerdo genera ciertos costos que hacen que tenga
sentido el evitar la renegociaciéon frecuente. Segundo, algunas situaciones o problemas son
“inherentemente” dindmicos lo cual se refleja en el hecho de que las variables de interés en
cierta situacién tengan una dinamica especifica. Y tercero, puede pasar que en un momento
intermedio de tiempo en medio del desarrollo del acuerdo cooperativo establecido entre los
jugadores, uno de ellos decida abandonar este acuerdo porque por ejemplo para al menos uno
de ellos le conviene mas actuar no-cooperativamente, esta caracteristica en el contexto de
juegos dindmicos se le conoce como inconsistencia temporal o inestabilidad dindmica [21]]20].

5Coordinar las acciones o estrategias de cada jugador.

6La intuicién detrds de lo que se entiende por pagos transferibles es que de alguna manera los pagos
pueden medirse con base en un medio de cambio que los jugadores pueden transferir libremente [8].

"También se puede pensar como el poder, pago o fortaleza al conformar la coalicién S [21].

11
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2.4.1. Definicion de un juego diferencial cooperativo y la cons-
truccion de la funcién caracteristica

En el contexto de juegos diferenciales, se siguen considerando el conjunto de jugadores
N = {1,...,n}, sin embargo, la funcién caracteristica se define de una manera distinta
teniendo en cuenta las particularidades dindmicas contenidas en este tipo de juegos [20].

No obstante, se deben tener en cuenta dos aspectos importantes: primero, se asume que
los pagos de los jugadores (2.9) son transferibles. Segundo, se asume que los jugadores antes
de empezar el juego diferencial se ponen de acuerdo en cual serd el curso de sus acciones o
estrategias (o controles), u® = (u$,...,ut), a lo largo del tiempo, con las correspondientes
trayectorias de las variables estado que satisfacen (2.8) y que serdn llamadas trayectorias
condicionalmente optimas x°(t) [20][14].

Para definir la funcion caracteristica para un juego diferencial, en primer lugar, se define
el valor de la coalicién total (), como v(N;xq, T — tg), que serd igual a el valor maximo de
la suma de los pagos (funcionales) de todos jugadores teniendo en cuenta el estado inicial
del sistema xg, la duracion del juego T'— ty y la dindmica de las variables estado (2.8). Este
valor para la coalicién total, v(N;xq, T —tg), es basicamente la funcién de valor del siguiente
problema de optimizacion:

UL y.eesUn

max Z Ji(u(+); %o, t0) = Z {/t filt,x(t),ur(t), ..., un(t))dt + qi(X(T))} (2.15)

sujeto a x(t) = g(t,x(t),ui(t),...,u(t)), =x(to) ==x0 (2.16)

La intuicién detrds de este problema de optimizacién dindmica (2.15)-(2.16) es la siguiente:
el mejor resultado para todos los jugadores (i.e. v(N;xo,T — to)) se consigue si deciden
coordinar las trayectorias de sus acciones u las cuales maximicen la suma de los pagos
(funcionales) de todos jugadores (2.15) sujeto a la dindmica de las variables de estado (2.16)
de donde se obtienen las trayectorias de estado condicionalmente éptimas x°(¢) [20], es decir
20]:

V(N3 x0, T' = o) = Z {/t Jill, x6(t), ut(t))di + Qi(XC(T>)} (2.17)

Para resolver el problema de optimizacién dindmica (2.15)-(2.16) se puede hacer uso del
método de programacién dindmica (Teorema 2.1.1). Adicionalmente, hay juegos donde los
valores de la funcién caracteristica pueden representar algo negativo en vez de una ganancia
conjunta que se conseguiria entre los jugadores. Esto debido a que los pagos (o funcionales)
(2.9) pueden representar algo negativo como una funcién de costos o pérdida y por ende
v(N;x0,T — to) representaria en dichos casos el valor minimo de la suma de los funcionales
de todos los jugadores, lo cual se consigue si los jugadores deciden acordar el curso de sus

12
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acciones u‘ de tal manera que garanticen la minimizacién de la pérdida conjunta®:

ULy-esUn

min ZJi(u(-);xo,to):Z{/t fi(t,x(t),ul(t),...,un(t))dt—kqi(x(T))} (2.18)

sujeto a x(t) = g(t,x(t),ui(t),...,u,(t)), =x(to) ==xo (2.19)

Siguiendo con la construccién de la funcién caracteristica para juegos diferenciales [20], de
acuerdo a la definicién de v(N;xq,T — ty), para una coalicién S C N, v(S;x9,T — tg) es el
valor méximo (o minimo) de la suma de pagos de los jugadores pertenecientes a la coalicién S
obtenido independientemente del comportamiento de los otros jugadores?. Para una coalicién
de un solo jugador, por ejemplo {i} C N, entonces v({i};xo,T — o) serd el valor maximo
(o minimo) del funcional del jugador i teniendo en cuenta la dindmica de la(s) variable(s)
estado, es decir, es el caso no-cooperativo donde el jugador ¢ decide establecer una coalicién
solo y se preocupa por su propio bienestar (2.10)-(2.11), el valor de la funcién caracteristica
seria la funcién de valor del problema individual del jugador i.

Ademads, se asume que la funcién caracteristica es superaditiva [20]. En el contexto
de juegos diferenciales esta propiedad, bajo la misma idea que la teoria de juegos clasica,
se describe de la siguiente manera: para S’ C S C N se tiene que v(S';xq,T — ty) <
v(S;x0, T — to). Esto garantiza que sea ventajoso para los jugadores establecer la coalicion
total N para obtener un pago total maximo de v(NN;xg,T — to) [20]. Teniendo en cuenta lo
comentado hasta el momento, se proporciona la siguiente definicién [14]:

Definicion 2.4.1 Un juego diferencial cooperativo en la forma de funcién ca-
racteristica (con pagos transferibles), es un par (N,v(S;%o,T —to)) donde v es la

funcidn caracteristica. Serd denotado por T',(xg, T — to)'°.

Si el juego diferencial cooperativo se lleva a cabo en un horizonte infinito hay que considerar
algunos aspectos importantes relacionados a la notaciéon. Considerando a t cualquier tiempo
inicial en el intervalo [0, 00). Sea el estado del juego como la pareja (t,x(t)) y sea I'y(x(t), )
el subjuego que empieza desde ¢ con los valores de las variables de estado x(t). Por ende,
[, (x6(t),t) serd el subjuego que empieza en ¢ con los valores de la trayectoria cooperativa
de estado x°(t) = x(t). El valor de la funcién caracteristica para una coalicién S C N en el
subjuego I',(x(t), t) serd denotado para juegos con horizonte infinito por v(S;x(¢),t) a partir
del tiempo inicial ¢ y con el estado inicial x(¢). Teniendo en cuenta esta notacién, el pago (o

8Un ejemplo puede ser encontrado en [13] donde el funcional de cada juagador, o en este caso pafs, es el
flujo de costos asociados a la mitigacién de la polucién, entonces en este caso v(N;xg, T —t() representaria el
valor minimo de los costos conjuntos para mitigar la polucién con base en un acuerdo de acciones coordinadas.

9Atn cuando estos dltimos formen una coalicién N\S en contra de S [14]. Aunque también lo que se
asume es que los que no pertencen a S siguen su estrategia Nash (Definicién 2.2.1) [13].

0De hecho, en varios casos, un juego diferencial de n jugadores suele ser denotado como I'(xq,T — tg)
para enfatizar en la dependencia del juego en el estado inicial x¢ y la duracién del mismo T — ¢y [14].
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costo) total cooperativo para ser distribuido o asignado entre los jugadores serd v(N; x(0), 0)
como valor en la funcién caracteristica en el juego I',(x(0), 0).

Por otro lado, debido a que la interaccién se da en un intervalo de tiempo (finito o
infinito), se asume que los jugadores acuerdan cooperar desde el principio del juego. Con base
en lo anterior, se define el principio de optimalidad de la solucién para un juego I',(xo, T —to)
[20] con base en los dos elementos que componen este principio [20]:

1. Un acuerdo sobre un conjunto de acciones o estrategias (o controles) cooperativas

u’(t) = (uf(t),...,us(t)), para t€ [ty,T]

2. Un mecanismo para distribuir el pago total entre los jugadores, o en otras palabras,
una forma (concepto-solucién) de asignacion de pagos cooperativos.

En otras palabras, en una situacion descrita por un juego diferencial, su estudio desde la
perspectiva cooperativa y la subyacente solucion bajo el principio de optimalidad, compren-
den dos cosas: primero, las acciones o estrategias (o controles) las cuales todos los jugadores
coordinaron desde el principio del juego g, y segundo, un mecanismo el cual distribuye los
pagos (o costos segun sea el caso) conseguidos al actuar cooperativamente (e.g. nucleo, valor
de Shapley, etc.) [20].

A partir del segundo componente del principio de optimalidad de la solucién sobre la
distribucién de los pagos cooperativos, en términos formales es un vector y es conocido como
imputacion de la solucion, o asignacion de pagos del juego cooperativo [20][8]. Sea &;(xq, T —
ty) la asignacién (o porcién) que recibe el jugador i € N del pago total v(N;xg,T — to).
Ahora, se considera la siguiente definicién [20]:

Definicion 2.4.2 Un vector

£(x0, T —to) = (&u(x0, T — to), ..., &n(x0, T — t9))

que satisface las condiciones:
(1)  &(x0,T —to) >v({i};x0, T —to), paratodo i€ N
(11)  Dlien &i(x0, T —to) = v(N;x0, T — o)

es llamado una imputacion (o asignacion de pagos) del juego I', (%0, T — tp).

Para encontrar la imputacién o asignacion de pagos para todos los jugadores se llevara a
cabo a partir del concepto-solucion que se decida utilizar, que dentro de los més conocidos

14



2.4. JUEGOS COOPERATIVOS EN FORMA DE FUNCION CARACTERISTICA PARA JUEGOS
DIFERENCIALES 15

y el cual serd utilizado en el presente trabajo es el valor de Shapley [8]. La siguiente es la
definicién del valor de Shapley para un juego diferencial cooperativo la cual es basada en el
teorema de existencia de dicho valor demostrado por Shapley (1953) [16]:

Definicion 2.4.3 FEl vector
@ (%0, T — to) = [¢7(%0, T — to), ..., 0n(%0, T — to)]

es llamado el valor de Shapley si satisface las siguientes condiciones

SI(IN|—|S| = 1)! :
¢! (%0, T — to) = g SN =151 = 1) (v(SU{i};x0,T — to) — v(S;x0,T — to))
. ‘ [NV]!
1¢SCN—{i}

Para describir la intuicién y significado detras de esta definicion y la asignacion que recibe
el i-ésimo jugador a partir del valor de Shapley (i.e. ¢¥(xo,T — ty)), se supone la siguiente
situacién [10][15]: suponga que se planea reunir todos los jugadores (i.e. N) en un salén®!,
sin embargo, al entrar al salon uno por uno entonces los jugadores realizan una fila donde
puede haber |N|! maneras en la cuales se organicen los jugadores en la fila. Ahora, para
cualquier coalicién S C N donde no este el jugador i (i.e. i ¢ S), hay |S|!/(|N| — |S] — 1)!
posibles formas de ordenar los jugadores de tal manera que S es el conjunto de jugadores
adelante de 7, entonces la probabilidad de que el jugador i se integre a la coalicién S (o que
entre al salén y encuentre a S), es de |S|!(|N| —|S| — 1)!/|N|!. Esta probabilidad de que i se
integre a la coalicion S es multiplicada por el aporte marginal de ¢ a la coalicion S, es decir,
v(SU{i};x0, T —to) —v(S; %0, T —to)'?, es asi como el valor de Shapley, es la contribucién (o
aporte) marginal esperada para cada posible coalicién S C N en la que el jugador i podria
estar. Por ultimo, téngase en cuenta que el valor Shapley podria también ser encontrado
para cualquier coalicién S en la que ya estd presente el jugador i (i.e. i € S), entonces la
siguiente definicion para calcular el valor de Shapley es equivalente a la Definicién 2.4.3 en
cuanto a la solucion que se obtiene, el valor o asignacion de cada jugador ¢ seria

Definicion 2.4.4 El vector
@' (x0, T —to) = [¢] (%0, T — t0), - - -, Py (%0, T — to)]

es llamado el valor de Shapley si satisface las siguientes condiciones

o0, T —t) = > (1S] = DIIN] =[S

|
i€ESCN |N’

(v(S;x0, T — tg) —v(S\{i}; %0, T — 1p))

Hay que tener en cuenta que para los juegos diferenciales cooperativos bajo un horizonte
infinito el valor de Shapley para el subjuego I',(x(), t) serd denotado de la siguiente manera:

¢°(x(1),1) = (A7 (x(t), 1), .-, P (x(1),1)).

10 integrar un proyecto [8]
12Entonces este valor es el aporte que puede aportar el jugador ¢ cuando entra a el salén o un proyecto el

cual ya esta integrado por la coalicién S.
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2.4.2. La estabilidad dinamica y la asignacién estable del valor de
Shapley

En los juegos diferenciales cooperativos®?

, existe una propiedad deseable para la asig-
nacion cooperativa y la cual es conocida como consistencia temporal o estabilidad dindmica.
Esta basicamente asume que los jugadores al principio del juego deciden cooperar guiados
por la solucién establecida por el principio de optimalidad adoptado inicialmente, y a lo largo
del desarrollo y la consecuciéon del mismo, los jugadores siguen guiados por el mismo principio
y sin incentivo individual alguno para desviarse de las acciones o estrategias contempladas
por la misma solucién cooperativa adoptada inicialmente [20]. Entonces de alguna manera
cuando una solucion se caracteriza por cumplir esta condicién de estabilidad dinamica es
porque, si se quiere renegociar el acuerdo en un instante intermedio de tiempo dard como
resultado la misma solucién cooperativa y porque en cualquier momento del tiempo los pagos
individuales para todos los jugadores por desviarse de la solucién cooperativa son menores
[21].

De esta manera, debido a la relevancia de la estabilidad de un acuerdo cooperativo
a lo largo del tiempo, se han encontrado importantes resultados al respecto. En particular,
Petrosyan y Zaccour (2003) [13] encontraron un procedimiento (algoritmo) para descomponer
la asignacién de pagos (o imputacién) encontrada a partir del valor de Shapley, de tal manera
que se garantice la estabilidad de la solucion cooperativa en todo instante del juego.

Antes de describir este algoritmo es pertinente mostrar algunas definiciones y propo-
siciones relevantes establecidas por Petrosyan y Zaccour [13]. En este sentido, se define lo
que es formalmente un procedimiento de descomposicién de la asignacién (o imputacién) de
pagos a partir del valor de Shapley para el subjuego I',(x(0),0) [13][21]:

Definicion 2.4.5 El vector B(t) = (B1(t),...,Bu(t)) es un procedimiento de distribu-
cion de una imputacion (IDP) si

gb;’(x(O),O):/Ooe_ptﬁi(t)dt, i=1,...,n (2.20)

0

Detras de la definicién 2.4.5 esta la siguiente idea: la funcién temporal §;(t) clasifica para ser
un IDP si esta descompone a lo largo del tiempo el pago (o costo) total del jugador i dado
por su componente del valor Shapley para todo el juego I',(x(0),0), es decir, segin (2.20) la
suma de los pagos instantdaneos descontados (con tasa de descuento p) es igual a ¢?(x(0),0)
que es la asignacién total que recibe el jugador i a partir del valor de Shapley. Ahora se
introducira otra definicion necesaria para saber cuando un IDP se considera dinamicamente
estable [13]:

130 inclusive los juegos dindmicos cooperativos en general.
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Definicion 2.4.6 Elvector B(t) = (51(t),. .., Bu(t)) es un IDP dindmicamente estable
(o temporalmente consistente) si en (x°(t),t), Vt € [0,00) la siguiente condicion se
satisface:

¢ﬂﬂ®ﬂﬁ:Aeﬂﬂﬂﬂmﬁww%ﬂf@%ﬂ (2.21)

Para interpretar la Definicién 2.4.6 y la ecuacién (2.21), en [21][13] se explica de la
siguiente manera: asuma que los jugadores, en un momento intermedio del tiempo ¢ quisieran
renegociar el acuerdo inicial aplicado hasta el momento en el juego I',(x(0),0). En ese
momento t, el estado del sistema es (x°(t), t), significando que la cooperacion ha prevalecido
en el intervalo temporal [0, t], y por ende, a cada i-ésimo jugador le hubieran sido asignados
una suma de flujo descontado de una cantidad (monetaria) dada por el primer término de la
derecha de (2.24). Ahora, si el subjuego I',(x¢(¢), t), empezando con la condicién inicial x(t) =
x°(t), es jugado cooperativamente, entonces el i-ésimo jugador obtendra su componente del
valor de Shapley en este juego especifico dado por el segundo término de la derecha de (2.21).
Si lo que le ha sido asignado al jugador ¢ hasta t y lo que le serd asignado desde esa fecha hacia
adelante suman el pago (o costo) total del acuerdo original, es decir, su componente del valor
de Shapley ¢¢(x(0),0), entonces esta renegociacién dejaria el acuerdo original inalterado.

Por otro lado, si uno quisiera encontrar un IDP B(t) = (5;(t),...,B.(t) tal que se
satisfaga (2.21), es decir, que sea dindmicamente estable, esto es lo que resulta de la siguiente
proposicion:

Proposicion 2.4.1 El vector B(t) = (51,...,08,) donde B;(t) esta dada por

d

Bi(t) = ot (x° (1), 1) — 2OV (x(0), 1) (2.22)

es un IDP dindmicamente estable (o temporalmente consistente)'*.

Con base en la Proposicién 2.4.1 se muestra que si se utiliza [3; descrita por (2.22) se garan-
tiza que sea una descomposicién de los pagos (o costos) asignados a cada jugador que sea
consistente o estable a lo largo del juego bajo la soluciéon cooperativa, es decir, que sea una
IDP dindmicamente estable o temporalmente consistente.

De acuerdo a [13], la ecuacién (2.22) tiene una interpretacién econdémica interesante:
dado que asigna en cada momento del tiempo al jugador i el pago (o costo) §; correspondiente
al pago de interés (tasa de interés multiplicado por el costo bajo cooperacién) menos la
variacién en el tiempo de ese mismo costo bajo cooperaciéon'®, es decir, de alguna manera esa
descomposicién es un mecanismo de compensaciéon dado que si el pago (o costo) cooperativo
esta creciendo en t el pago (o costo) “descompuesto” en t es menor que el pago (o costo)

4Ver demostracién en [20] pagina 66.
15Este ejemplo muestra que es posible escojer un IDP significativo en términos de interpretacién [21].
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cooperativo al valor de este momento ¢ (y viceversa). Otra manera de expresar la idea de la
ecuacién (2.22), es que bajo esa descomposicién del pago (o costo), se le dard a cada jugador
i en cada momento del tiempo el pago (o costo) establecido por la solucién cooperativa a
valor de ese momento, restandole si se le esta asignando cada vez mas o sumandole si se le
esta asignado cada vez menos.

El algoritmo de Petrosyan y Zaccour (2003)

El algoritmo o metodologia para juegos diferenciales cooperativos construida por Pe-
trosyan y Zaccour (2003)'® comprende tres partes que se pueden dividir en seis pasos [13]:

(i) Calcular los valores de la funcién caracteristica del juego cooperativo.

s Paso 1: Calcular el valor de la funcion caracteristica para la coalicion total: maximizar
(o minimizar) el pago (o costo) total de la coalicion total.

El valor de la funcion caracteristica para la coalicién total en un juego diferencial
cooperativo bajo un horizonte infinito (i.e. v(NN;x,t)) es la correspondiente funcién
de valor del problema de optimizacién dindamica (2.15)-(2.16) con T" — oo y la cual
sera denotada por W (N, x)'", para el estado inicial en ¢, x = x(t) [20]. Por lo tanto,
v(N;x,t) = W(N,x).

» Paso 2: Calcular los valores de la funcion caracteristica para las coaliciones de un
Jugador: a partir del equilibrio de Nash como solucion no-cooperativa.

Para encontrar los valores de la funcion caracteristica para coaliciones de un solo juga-
dor (del i-ésimo) en un juego diferencial cooperativo de horizonte infinito v({i};x,t),
se deben calcular para cada jugador ¢ € N la funcién de valor del problema individual
(2.12)-(2.13), que serd denotada por Vi(x). Por lo tanto, v({i}; x,t) = V(x).

» Paso 3: Calcular los valores de funcion caracteristica para todas las coaliciones restan-
tes.

El valor de la funcion caracteristica para un juego diferencial cooperativo con horizonte
infinito para cualquier posible subconjunto de jugadores S C N conteniendo mas de
uno y descartando la coalicién total se encuentra por medio del valor de la funcién
de valor del problema de esta coalicién, es decir, v(S,x(t),t) = W(S,x). Se asume
[13]]20] que los jugadores que quedaron por fuera de la coalicién S (o pertenecen a la
coalicién N\S) tomaran sus valores Nash calculados en el paso 2, como sus valores de
las variables de decision (estrategias).

16En [13] ellos aplican este algoritmo aplicandolo al problema de la asignacién de costos de reduccién de
la polucién.
17Al ser un problema auténomo solo depende de la variable estado en su estado inicial en t.
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s Paso 4: Definicion de la funcion caracteristica.

La funcién caracteristica v(S;x(t),t) (con t € [0,00)) del juego diferencial cooperativo
es definida de la siguiente manera:

v({i};x(t),t) = Vi(x(t)), i=1,...,n

v(S;x(t),t) = W(S,x(t)), SCN

(ii) Asignacién entre los jugadores del pago (o costo) total cooperativo basado en el valor
de Shapley.

s Paso 5: Calculo del valor de Shapley.

Para un juego diferencial cooperativo de horizonte infinito, se denota por ¢"(x,t) =
(@Y (x(t),t),...,0(x(t),t)) el valor de Shapley en el juego (o subjuego) I',(x(t),t).
Teniendo en cuenta la Definicién 2.4.4., el componente i-ésimo del valor de Shapley (a
partir de t) estard dado por

sx(tnty= 3 WIZDUNIZISDN oy, 1) — o(s \ (i x(0), 1)

. [N|!
1€ESCN

Particularmente, si la cooperacion esta en vigor para toda la duracién del juego, enton-
ces el pago (o costo) total asignado al jugador i estaria dado por su valor de Shapley
en el juego I',(x(0),0), es decir,

(1S| - 1)’!](\|[]|\!7| - |S|)!(U(S;x(0),0) —v(S\{i};x(0),0))

¢1(x(0),0)= )

1€ESCN

(iii) Asignacién a lo largo del tiempo del valor de Shapley a cada jugador teniendo la
propiedad de ser dindmicamente estable (o temporalmente consistente).

» Paso 6: Definir un procedimiento de distribucion de pagos (IDP) dindmicamente estable
(o temporalmente consistente).

De acuerdo a la Proposicién 2.4.1 el pago (o costo) corriente generado a partir de la
descomposicion del valor de Shapley que cumpla la propiedad que sea temporalmente
consistente, esta dado para cada t € [0, 00) por la ecuacién (2.22).
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Capitulo 3

Una asignacion estable de los costos
economicos en el contexto de la
estabilizacion de la deuda publica

Este capitulo se desarrollard de la siguiente manera: primero, se va a describir el juego
diferencial LQ de horizonte infinito de Tabellini (1986) [17] entre la autoridad monetaria y
fiscal en el contexto de la estabilizacién de la deuda publica; segundo, la aplicacion del algo-
ritmo de Petrosyan y Zaccour (2003) en el juego diferencial de Tabellini (1986) con el objeto
de hayar la asignacion de costos econémicos a partir del valor de Shapley y descomponer
dicha asignacién de tal forma que sea estable como acuerdo en el tiempo; tercero, se llevara
a cabo el calculo de los parametros y el establecimiento de dos escenarios como hipdtesis
sobre los pardmetros, y asi calcular para dichos escenarios la asignaciéon descompuesta de
costos econdémicos; y cuarto, se proponen algunos resultados particulares de andlisis sobre lo
encontrado hasta el momento, que es de interés en el estudio de la politica econémica.

3.1. Juego diferencial de Tabellini (1986) sobre la es-
tabilizacion de la deuda piblica

Este trabajo fue el precursor en el estudio de la interaccién estratégica entre la autoridad
monetaria y fiscal en el marco de juegos diferenciales en el problema de la estabilizacion del
stock de la deuda publica. En este trabajo se estudia el entorno interactivo que enfrentan
ambas autoridades, teniendo en cuenta que dentro del marco de sus acciones de politica no
solo hay consideraciones con respecto a sus propios objetivos (fiscales y monetarios) sino a la
influencia que juegan en la dinamica de la deuda publica que es un elemento de interés comun.
Debido a este interés comun, ambas autoridades enfrentan el siguiente dilema [17]: ya sea

20



3.1. JUEGO DIFERENCIAL DE TABELLINI (1986) SOBRE LA ESTABILIZACION DE LA DEUDA PUBLIC21

que ambas ajustan sus instrumentos de politica para desacelerar el crecimiento de la deuda
publica (para llevarla a su nivel deseable) donde estarian renunciando en parte a cumplir sus
propios objetivos de politica (monetaria y fiscal), o simplemente intentar focalizarse en sus
propios objetivos dejandole mayor carga a la otra autoridad en el ajuste de la deuda.

Para entender con més profundidad esta interaccién entre la autoridad fiscal y monetaria
en el problema de estabilizar la deuda piblica descrito en [17], se deben explicar algunos
conceptos econdémicos relacionados en este modelo. En primer lugar, un gobierno que no
cubre sus gastos con los ingresos acumulados por medio de la tributacion, se dice que tiene
un déficit fiscal. Cuando ocurren este tipo de problematicas, una primera forma de solventar
el problema es acudir al endeudamiento para cubrir este déficit presupuestario® [7]. Entonces,
existe una relacién positiva, entre el crecimiento del stock de la deuda publica y el déficit fiscal
(flujo) que tiene un gobierno [7]. Este déficit fiscal puede descomponerse en dos componentes,
el primero, es el pago de la deuda piblica pendiente (con intereses) a la cual el gobierno se
endeudd, y el segundo, es el déficit primario el cual es el déficit fiscal del gobierno excluyendo
pagos a la deuda [7].

Una segunda forma de solventar el problema de déficit fiscal del gobierno es por medio
de la creacion del dinero o proceso mas conocido como senoriaje. Este ultimo es un proce-
dimiento bajo el cual el gobierno percibe un ingreso como resultado de poner en circulaciéon
dinero en un periodo de tiempo dado [7]. En estricto sentido, lo que ocurre es la compra de
la deuda publica por parte de la banca central que se financia en la practica por medio de
la oferta monetaria [7]. El problema de este mecanismo que puede tener el gobierno con el
objeto de solventar su déficit presupuestario, es que por lo general, genera inflacién? lo que
en esencia se puede ver como un impuesto (impuesto-inflacién) [7].

A partir de este marco conceptual, se explicara el juego diferencial construido por Ta-
bellini (1986). En primer lugar, se asume que la politica fiscal y monetaria son controladas
por instituciones distintas (lo cual ocurre la mayoria de las veces), entonces el juego contiene
dos jugadores, la autoridad monetaria y la fiscal N = {M, F'}. Ademés, estos dos jugadores
se encuentran en una situacién donde tienen que planificar sus decisiones de politica para

un horizonte infinito teniendo completa informacién?

En segundo lugar, se define d(t) como el stock de deuda piblica pendiente de pago, y en
el modelo es la variable de estado del modelo para ambas autoridades, f(¢) como el déficit
primario como variable control de la autoridad fiscal, m(t) representa la creacién de dinero (o
crecimiento de la base monetaria) y la variable de control de la autoridad monetaria. Hay que
tener en cuenta que estas tres variables estan expresadas como porcentaje del ingreso nominal
Y (t) de acuerdo a [17], es decir, se podrian describir respectivamente de manera mas explicita
de la siguiente forma d(t) = D(t)/Y (t), m(t) = (dM(t)/dt)/Y (t) y f(t) = F(t)/Y (t), donde

'Hay ocasiones que el gobierno emite bonos al piiblico, a bancos o a la misma banca central [7].
2 Aumento generalizado de los precios.
3Informacién sobre todas las condiciones del juego como estrategias, funciones de pago, etc.
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D(t) es el stock total de deuda ptblica, M(t) es la base monetaria y F'(t) es el déficit total
primario. Adicionalmente, se define r como un parametro que representa la diferencia entre
la tasa de interés de la deuda publica pendiente y la tasa de crecimiento del producto.

En tercer lugar, la siguiente ecuacion diferencial representa la dinamica de la deuda
publica involucrando las acciones de la autoridad fiscal f y monetaria m, esta es usualmente
llamada restriccion presupuestal dindmica del gobierno [17][18]:

d(t) = rd(t) + f(t) —m(t),  d(0)=d >0 (3.1)

La ecuaciéon (3.1) expresa lo anteriormente explicado donde para financiar el gobierno su
déficit fiscal rd(t) + f(t), compuesto por el pago de intereses a la deuda publica, rd(t),
y el déficit primario f(t), se financia a partir de acumulacién del stock deuda piblica?
d(t) = 4(d(t)), o por medio de la creacién de dinero o sefioriaje m(t). De esta manera, la
estabilizacién de la deuda del gobierno puede alcanzarse por dos medios (3.1): o por medio

de reducciones en el déficit primario f(t) o incrementando la creacién de dinero m(t).

Por otro lado, una parte importante de un juego diferencial son los objetivos individua-
les que persigue cada jugador bajo un contexto no cooperativo. En esta situacion interactiva
[17], cada autoridad tiene un funcional que describe el flujo de pérdidas o “costos econdmi-
cos” descontados y es el cual busca minimizar. En particular, la autoridad fiscal tiene como
objetivo controlar el déficit primario f(t) de tal manera que minimize su funcional [17][3]:

JH( / {(f( 2+ Xd(r)’}edr,  A>0 (3.2)

sujeto a la restriccién presupuestal dindmica del gobierno y la deuda publica inicial d(0)
(3.1). Por otro lado, la autoridad monetaria tiene como objetivo decidir el crecimiento de la
base monetaria o creacién de dinero m(t) (variable de control de la autoridad monetaria) de
tal manera que minimice su respectivo funcional[17][3]:

JM / {(m )’ +kd(T)’} e dr, k>0 (3.3)

sujeto a la restriccion presupuestal dindmica del gobierno, la deuda ptblica inicial d(0) (3.1).
Con respecto a (3.2)-(3.3), se asume que J es la tasa de descuento para ambas autoridades,
es decir, descuentan las pérdidas futuras de la misma manera y el cual debe ser positivo
(i.e. & > 0). Ademdés, las constantes f y m representan los niveles objetivos de politica del
déficit fiscal y de creacién de dinero, respectivamente®, los cuales son los mismos para ambas

4La deuda prblica es una variable stock en el sentido que es una magnitud medida en un momento del
tiempo, mientras que el déficit fiscal es una variable flujo en el sentido de que es una magnitud econémica
medida como una tasa por unidad de tiempo [7]. En este sentido, sin tener en cuenta la creacién de dinero y
con tiempo discreto, el stock de deuda publica (DP) aumenta cuando hay que cubrir un déficit presupuestario
(DF), es decir, DP, — DP,_y = DF; [7].

5Estos pueden ser vistos como puntos de referencia o niveles deseables que reflejan las estructuras politicas
e institucionales bajo las cuales toman lugar las decisiones de politica macroeconémica [18].
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autoridades [17][18]. Bajo este modelo el nivel objetivo de deuda piblica por parte de ambas
autoridades es de cero.

Adicionalmente, los coeficientes A y k presentes en la funcién objetivo de (3.2)-(3.3)
se interpretan respectivamente de la siguiente manera [18]: primero, A en (3.2) es el peso o
ponderacion que establece la autoridad fiscal al problema de la estabilizacion de la deuda
publica, es decir, si A = 0 (i.e. % — 00) dicha autoridad simplemente no le da importancia a la
dindmica de la deuda y solo se enfoca en sus intereses de politica fiscal; segundo, k en (3.3) es
el peso o ponderacion que establece la autoridad monetaria al problema de la estabilizacion de
la deuda ptblica, es decir, si k = 0 (i.e. % — 00) esta autoridad es totalmente independiente y
solo le importa controlar el crecimiento del dinero con el objetivo de mantener la estabilidad
de precios (autoridad ultraconservadora) [18].

En este sentido, el objetivo individual de cada autoridad teniendo en cuenta (3.2)-(3.3)
es el de escoger la trayectoria temporal de sus instrumentos de politica (f(t) y m(t)) de
tal manera que no solo sea una trayectoria que este cada vez maés cercana al nivel deseado
establecido institucionalmente (f y m)°, sino también al mismo tiempo que estas acciones
de politica busque llevar la deuda publica al nivel menor posible. Ademads, de acuerdo a
los funcionales de ambas autoridades (3.2)-(3.3), estos pueden ser interpretados como un
“flujo” de “costos econdmicos” los cuales cada autoridad busca minimizar. Por ejemplo, si
los niveles de los instrumentos de politica de ambas autoridades como los de la deuda difieren
en una gran cantidad a sus niveles deseables, entonces los “costos econdémicos” vistos desde
la perspectiva de cada autoridad seran mayores.

Teniendo en cuenta este juego diferencial LQ [17], desde la perspectiva no-cooperativa
(encontrando estrategias feedback y open-loop) como desde de la cooperativa’, Tabellini en-
contré lo siguiente [17]: primero, la trayectoria de la deuda publica ya sea en un entorno
cooperativo o no-cooperativo puede ser estable incluso si » > 0; segundo, la cooperacién o
coordinacion de las estrategias de ambas autoridades resulta en menores niveles de la deuda
publica de estado estacionario y con mas rapido ajuste (o velocidad de ajuste mayor) que si
no cooperan ambas autoridades; tercero, la velocidad de ajuste y el nivel de estado estacio-
nario de la deuda a partir de las estrategias open-loop fue mas cercano a lo obtenido por las
estrategias de cooperacién que lo obtenido a partir de las estrategias feedback; cuarto, incre-
mentar los parametros de la importancia relativa a los propios objetivos de cada autoridad
tiene como efecto una menor velocidad de ajuste y le asigna mayor carga a la otra autoridad
en el esfuerzo de este ajuste de la deuda publica.

5En el caso de una economia cerrada, m se establece con base en el tasa deseada de crecimiento en el
ingreso nominal o de los precios [17].

"La situacién cooperativa se estudia minimizando la suma ponderada de los funcionales de ambas autori-
dades VM 4+ wVF con respecto a f y m de lo cual se obtienen las acciones de politica de ambas autoridades
bajo un marco cooperativo [17].
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3.2. Aplicacién del algoritmo de Petrosyan y Zaccour
(2003) en el juego diferencial de Tabellini (1986)

De acuerdo a lo descrito anteriormente, en el juego diferencial de Tabellini (seccién 3.1)
se obtienen mejores resultados para ambas autoridades a partir de cooperar y el actuar de
manera coordinada que con respecto al escenario de no-cooperacién [17]%. Teniendo en cuenta
lo beneficioso que es que ambas autoridades cooperen es pertinente la implementacién de un
mecanismo de tal manera que se distribuyan las cargas o costos econémicos en el contexto
de la estabilizacion de la deuda en el largo plazo y que haya garantia de que sea un acuerdo
estable.

Para llevar a cabo tal implementacion de la asignacién de costos econémicos entre am-
bas autoridades garantizando la estabilidad, se seguira la metodologia o algoritmo descrito
por Petrosyan y Zaccour (2003) [13] (Seccién 2.4.2) utilizando el juego diferencial de la
estabilizacién de la deuda publica construido por Tabellini (1986) (Seccién 2.3.1) [17].

A pesar de que haya juegos diferenciales mas complejos en los cuales se estudia esta
interaccién bajo el problema de la deuda piiblica [18], se toma en cuenta el juego base de
Tabellini (1986) por la razén de que se considera una situacién en la cual cada autoridad
encuentra unico interés en estabilizar tanto su instrumento de politica como también la deuda
ptblica (a sus niveles deseados), siendo este tltimo el elemento de preocupacié comun.

Antes de empezar a implementar la metodologia propuesta por Petrosyan y Zaccour
(2003) en el juego diferencial de Tabellini (1986), se asumiran en el presente trabajo los
siguientes tres supuestos: primero, se asume que la relativa importancia que les dan ambas
autoridades al problema de la deuda piiblica son no negativas®, es decir, se asume \, k > 0%,
Segundo, se asume que desde el inicio de la interaccién, ambas autoridades deciden actuar
cooperativamente, es decir, ambas deciden coordinar el movimiento de sus variables control
de tal manera intentar cumplir sus propios objetivos de politica, y el mismo tiempo, estabili-
zar la acumulacion de deuda en el largo plazo. La forma de entender ese segundo supuesto es
que la cooperacion entre la autoridad fiscal y moneraria estd guiada por un elemento central
que puede ser el parlamento y el cual esta en funcién de todas las preocupaciones econémicas
de la sociedad dentro de las cuales no solo se encuentran el ajuste de la creacién de dinero y
el déficit primario a niveles deseables, sino también la estabilizacién de la deuda publica en
el largo plazo [17][18].

El tercer supuesto es que se pueda llevar a cabo el problema de minimizacién de la suma

8La explicacién dada por [18] es que es debido a que en el escenario cooperativo ambas autoridades
internalizan las “externalidades positivas” (positive spillovers) de los esfuerzos en estabilizar la deuda piiblica.

9Tabellini las asume A, & > 0 (3.2)-(3.3).

10Fsto tltimo para ver su respectiva implicacién en la asignacién de costos econémicos cuando la impor-
tancia relativa a la dindmica de la deuda es nula por parte de la autoridad monetaria (i.e. Kk = 0).
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de los funcionales de ambas autoridades (3.2)-(3.3), es decir, que sea un juego diferencial
cooperativo con pagos transferibles (o en este caso costos transferibles), donde haya un
eje coordinador (e.g. el parlamento) que valore bajo la misma medida los costos econémicos
supuestos en las funciones de pérdida de cada autoridad. En tdltimas, lo que se esta intentando
describir es como una entidad central como el parlamento no solo direccione las acciones de
politica de ambas autoridades de manera cooperativa sino que distribuya los costos de indole
econémico entre la autoridad fiscal y la monetaria de modo de estabilizar la deuda publica
en el largo plazo, atiin cuando ambas autoridades compartan distintos objetivos y valoren de
manera distinta la dindmica de la deuda publica.

Un ultimo aspecto para tener en cuenta y que sera de importancia para el desarrollo del
presente trabajo es el siguiente: teniendo en cuenta las particularidades de los problemas de
optimizacién dinamica que se van a realizar en este trabajo, la solucion matematica de la
funcion de valor de cada uno de ellos tiene cierta forma particular, la cual es solucién general
de cierta ecuacién diferencial, por lo tanto, solo restaria por encontrar los pardametros de
dicha solucion. En el presente trabajo, se desarrollaré la consecucion de pasos del algoritmo
de Petrosyan y Zaccour con base en las soluciones generales de la funcién de valor, dejando
para lo ultimo el anélisis de los parametros de dichas soluciones y bajo las cuales se asumiran
dos escenarios: un primero en cual se asume que ambas autoridades son igualmente sensibles
en términos absolutos a los movimientos de la deuda, y segundo, un escenario en el cual la
autoridad monetaria es totalmente independiente, es decir, no existe importancia alguna a
los movimientos de la deuda en el establecimiento de sus acciones de politica, mientras que
la autoridad fiscal si tiene una sensibilidad distinta de cero a los movimientos de la deuda.

3.2.1. Funcidn caracteristica

En este apartado, se va a construir la funcién caracteristica del juego diferencial de
la estabilizacién de la deuda piblica de Tabellini (1986). De acuerdo con lo descrito en
la Seccién 3.1, debido a que es un juego diferencial comprendido por dos jugadores (i.e.
N = {F,M}), se tienen que construir tres valores de la funcién caracteristica para tres
posibles coaliciones: la coalicién total conformada por ambas autoridades (N = {F,M}), y
las dos posibles coaliciones en las que cada autoridad se encuentra aislada (i.e. {M} y {F}).

Paso 1: Calcular el valor de la funcion caracteristica para la coalicion total: minimizar
el costo total de la coalicion total.

Para llevar a cabo este paso, se debe tener presente los funcionales de la autoridad fiscal
(3.2) y de la autoridad monetaria (3.3). Como el valor de la funcién caracteristica coalicién
total es la funcion valor de Bellman del problema conjunto, entonces esta tltima se encuentra
al minimizar la suma de los funcionales de ambas autoridades sujeto a (3.1) teniendo como
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deuda inicial la trayectoria cooperativa de la misma:
W(N, d(t)) = min JE(d() + T (d(t))
= min / (1 () — M) + (A + R)d(r)?y e 0dr (3.4)

sujeto a d(T) = rd(t) + f(r) —m(7), d(t) = d°(t) (3.5)

donde A,k > 0y W(N,d(t)) es la funcién de valor del problema (3.4)-(3.5) que representa
el costo econémico minimo para la coalicion total a partir de ¢. Teniendo en cuenta que el
problema de optimizacién dindmica (3.4)-(3.5) es un problema lineal-cuadratico (LQ), por
ende de acuerdo a Lambertini [6]!, la funcién de valor es lineal-cuadratica se podria suponer
que tenga la siguiente forma:

W(N,d) = e,d* + eod + €3 (3.6)

como solucién general [6]. Por lo tanto, esta funcién de valor debe satisfacer el Teorema 2.3.1.
y la ecuacién Isaacs-Bellman [20]:

1 - 1 A
MWNAyﬂ?n{?f—ﬁ?+;m—mF+( gﬁ>f WﬂNde+f—mﬁ
(3.7)
donde d(t) = d, m(t) = m y f(t) = f. Debido a que en (3.7) la expresién de la derecha es
una forma convexa estricta con respecto a f y m, si se deriva con respecto a esas mismas
variables e igualando a cero, se obtienen los argumentos minimizadores:

fo=f—=WiN.d) (3.8)

me = i + WJ(N, d) (3.9)
Ahora, sustituyendo (3.8)-(3.9) en (3.7) se obtiene,

0=—(W)(N,d))*+ (rd + f —m)W,(N,d) — 6W(N,d) + (A ; “) d? (3.10)

La ecuacién (3.10) la debe satisfacer la funcién de Bellman como solucién general W (N, d) =
£1d? +e5d + €3, sin embargo, dado que més adelante se desarrollard el anélisis de los pardme-
tros, entonces después serd pertinente hacer la sustitucién de (3.6) en (3.10). Por el momento,
sustituyendo (3.6) en (3.8)-(3.9), se encuentran las trayectorias de accién de ambas autori-
dades bajo un marco cooperativo como soluciéon general:

fe(t,d(t) = f —2e1d — & (3.11)

me(t,d(t)) = m+ 2e1d + €2 (3.12)

HPpggina 7 y 8 del libro de Lambertini [6].
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Antes de seguir con el siguiente paso en la construccion de funcién caracteristica, de acuerdo
a lo realizado por Tabellini [17] la trayectoria de la deuda publica cuando ambas autoridades
deciden cooperar se encuentra sustituyendo (3.11)-(3.12) en (3.1) y encontrando la solucién
general de la ecuacion diferencial (3.1) para cualquier posible pardmetro € y ea:

f—m—252

de(t) = (dC(O) - J) e’ +d donde A°=de—r y d= v

(3.13)
donde en (3.10), 7¢ es la velocidad de ajuste y d es el estado estacionario de la deuda publica.
Al igual que en [17][18] se asumird que d(0) > d, lo cual es un supuesto plausible a la luz
del problema'?. La deuda piblica converje a ese estado estacionario (3.13) siempre y cuando
76 = 4e; —r > 0 [17]. Esto tltimo se analizard con més detalle méds adelante cuando se
examine con cuidado los parametros.

Paso 2: Calcular los valores de la funcion caracteristica para las coaliciones de un
Jugador: a partir del equilibrio de Nash como solucion no-cooperativa.

La funcion valor de Bellman de la autoridad fiscal es la generada por el problema de
optimizacién dindmica en el cual se minimiza (3.2) sujeto a (3.1), sin embargo, como este
problema de optimizacion dindamica también es LQ se puede suponer una solucion general
de la forma (6]

VE(d) =efd® +ebd + el (3.14)

la cual también debe satisfacer el Teorema 2.3.1 y la ecuacion Isaacs-Bellman:
SVE(d) = mln{ (f =)+ d2 + V() [rd+ f — m*]} (3.15)

Note que en (3.15) la autoridad fiscal resuelve su problema de optimizacién no-cooperativo
teniendo en cuenta que esta autoridad sabe lo mejor que puede hacer la autoridad mone-
taria, recuerde que de esta manera se encuentran las estrategias que son equilibrio de Nash
(Definicién 2.2.1 y Teorema 2.3.1 en especifico feedback). De la misma manera, el argumento
minimizador de (3.12) es [17]:

fr=F-v/(d®) (3.16)
Ahora sustituyendo (3.16) en (3.15), se obtiene lo siguiente
1 - A
0=—5 (V") + (rd + F = m )WV (d) = 5V (d) + 5 (3.17)

Dado que (3.14) es la ecuacién que tiene que satisfacer V'(d) = el'd®> +ef'd + L, evaluando
VE(d) en esta ecuacién se encuentran los parametros de dicha funcién lo cual se hard mas
adelante teniendo en cuenta el andlisis de pardmetros. Sustituyendo (3.14) en (3.16), la

12Debido a que ambas autoridades parten de una deuda por encima de su valor de largo plazo donde se
espera que converja la deuda.
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trayectoria de acciones o estrategias Nash feedback para la autoridad fiscal seria lineal con
respecto a d:
ftdt) = f—2e7d — &5 (3.18)

De la misma manera, se va a realizar todo el mismo procedimiento (3.14)-(3.18) pero ahora
con respecto a la autoridad monetaria. Por lo cual, su respectiva funcion de valor del problema
de minimizacién de (3.3) sujeto a (3.1) se podria suponer de la siguiente forma [6]:

VM(d) = 5{”6[2 + €§4d + 5@4 (3.19)

y la cual debe satisfacer el Teorema 2.3.1. y la ecuacion de Isaacs-Bellman:

sVM(d) = min {%(m —m)? + gd2 +VM(d) [rd + [* — m]} (3.20)

y resolviendo el problema de minimizacién de (3.20) se obtiene
m* =m+ VM (d) (3.21)

Ahora sustituyendo (3.21) en (3.20) se obtiene

0= —% (VM(d)* + (rd+ f* — m)VM'(d) — 6V M (d) + ng (3.22)

Similarmente, (3.22) es la ecuacién que tiene que satisfacer (3.19) lo cual se verd en el
andlisis de parametros. Sustituyendo (3.19) en (3.21), se obtiene la trayectoria de acciones o
estrategias Nash feedback para la autoridad monetaria [17]:

m*(t,d(t)) = m + 2eMd + e}’ (3.23)

Cuando ambas autoridades actian de manera individual, la deuda publica tiene una trayecto-
ria especifica teniendo en cuenta que esta construida con base en los parametros individuales
y su andlisis de convergencia se puede encontrar en el Anexo A.1..

Paso 3: Calcular los valores de funcion caracteristica para todas las coaliciones restan-
tes.

No se lleva a cabo dado que en este juego diferencial solo hay dos jugadores (i.e. |N| = 2)
y se calculan los valores de la funcién caracteristica para la coalicién total N = {F, M} y
para las coaliciones donde solo esté cada una de las autoridades {F'} y {M}.

Paso 4: Definicion de la funcion caracteristica.

La funcién caracteristica v(S;d(t),t) con t € [0,00) del juego diferencial de Tabellini
(1986) esta definida de la siguiente manera:

v({FY;d(t),t) = VEdt) = el d* +efd + F (3.24)
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v({M};d(t),t) = VM(d(t)) = el d® + ebd + &3’ (3.25)
v(N;d(t),t) = W(N;d(t)) = e1d® + e2d + €3, donde N ={F,M} (3.26)
Hay que tener en cuenta, que para juegos diferenciales cooperativos, e inclusive para el

marco clasico de juegos cooperativos, se tiene que el valor de la coalicion donde no esta
ningtn jugador, tiene valor cero (i.e. v(0;d(t),t)=0).

3.2.2. El valor de Shapley y su descomposicion dinamicamente
estable

Paso 5: Calcular el valor de Shapley.

Considerando la Definicién 2.4.4. del valor de Shapley y su notacién para juegos dife-
renciales cooperativos con horizonte infinito vista en la pagina 18 y los valores de la funcién
caracteristica para este juego calculados en su solucién general en (3.6), (3.14) y (3.19), lo
siguiente es el cdlculo del componente del valor de Shapley para la autoridad fiscal para el
subjuego I',(d(t),1):

|

gutd(e),n = 3 WIZDNIZISO gy 1) — w(s\fiy:d(e). 1)

. L
1i€SCN
_ (4F} - 1>’!§% f‘}fl'}\ —HE o ry a0 - o (FIFY ), 1)
L Ry - ”fiﬁfﬁ!}' —IEMIDY (M (), 8) = o({F, MWNFY: d(t), )
= G2 D (e ysat). 1) — o(0:d(0). 1)
@‘152_”RuﬂaMyamw—vHMhﬂwﬁ)
:(ii%;i)f+(2i%;20d+<&i%;30 (3.27)
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Ahora, se realiza el calculo del componente del valor de Shapley para la autoridad monetaria:

ot = 3 =R sidte), 6~ o5 V(g dio). )
i€SCN ’

- Q= DS S =0 wayia. o - o o). )
(1LFA)] ~ DI(LFMY| — (.21}

(U<{F7 M};d(t)vt) - U({Fv M}\{M},d(t},t))

[{E, M}!
_ (- 1);$2 “ N oy 1) — o@: (), 1)
(2 — 1);2 —2)! (W({F, M};d(t),t) — v({F};d(t), 1))
B (#) 2 (W) d+ (W) (3.28)

Ambos componentes del valor de Shapley (3.27)-(3.28) se pueden resumir de la siguiente
manera;

i i i
¢U(d(t),1) = (%) &+ <€2+2—2€2> d+ <€3+5—3€3> donde i,j € {F,M}, i#j

2
(3.29)
Ahora, teniendo en cuenta (3.27)-(3.28), note que existe una relacion entre ambos compo-
nentes del valor del Shapley la cual se describe en la siguiente ecuacion:

Oh(d(t),t) = 3, (d(t), 1) + ef d® +e5d +ef — (e7'd® + 3 d + £3") (3.30)
Y de esta relacién (3.30), sustituyendo (3.24)-(3.5) se obtiene al final la siguiente ecuacién:
Pr(d(t),t) = oy, (d(t), 1) + v({F}; d(t), ) — v({M};d(t), 1) (3.31)

La ecuacién (3.31) puede ser interpretada para este juego diferencial, e inclusive para cual-
quier otro, de la siguiente manera: el jugador que tenga los costos econdmicos mayores ac-
tuando de manera individual, tendra que afrontar una mayor asignacién de costos econémicos
cooperativos. O si por el contrario, cuando ambos se les asigna el mismo costo econémico
cooperativo por el valor de Shapley, es debido a que al actuar individualmente deben afrontar
los mismos costos econémicos. Otra forma de ver la ecuacién (3.31) es de la siguiente manera

Pp(d(t),t) —v({F};d(t),t) = ¢, (d(t), 1) —v({M}; d(1), 1) (3.32)

donde la asignacion de Shapley es tal que asigna de una cierta manera en la cual diferencia
de dicha asignacion de los costos econdémicos con respecto a lo obtenido al actuar de manera
aislada sea igual para ambos jugadores (3.32). Esto ultimo también muestra de cierta forma,
lo relativamente justo que puede llegar a ser el valor de Shapley como concepto-solucion,
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dado que mantiene la misma proporcién de diferencia entre asignaciones efectivas y los
niveles individualmente deseables.

Por otro lado, de acuerdo a [13] se evaluaran los componentes de la asignacién del
valor de Shapley bajo la trayectoria de la deuda publica en un entorno cooperativo d(t), es
decir, evaluar (3.13) en (3.29), teniendo en cuenta que bajo esta trayectoria ambos jugadores
consiguen el costo conjunto minimo (ver pagina 11):

v ogc o €1+6§_6{ c T\ ot 2\ 2
AGODE (—2 )((d (0) —d) e +d)
go+ €5 — €l cry A\ et | i 3+ s — €l
(2552 (o) ) (252
(et —¢ R e1+el -l 5 g5+ —¢&}
- (—2 )(d (0) d) T e e KR e

o i _ R . i I\ L
@ te —edy 2T 82] (cl“(o)—d)e’”Jr(—gﬁ62 52>d

2 2

(3.33)
donde i,j € {F, M}, i # j.
Paso 6: Definir una IDP dindmicamente estable (o temporalmente consistente).

De esta manera, teniendo presente los componentes del valor de Shapley encontrados
en (3.33) bajo la trayectoria cooperativa de la deuda publica y sustituyéndolos en (2.22)
para encontrar la descomposicion de los costos econdémicos que recibiria cada autoridad en
cada momento del tiempo y la cual garantice una asignacién dinamicamente estable de la
asignacion Shapley:

Bilt) = SO (1), 6) — 5 (1),

i gl A 2 i R ) i

= (0 + 279°) (M) <dc(0) _ d) et 4 (51 +& 51) 5d -+ d(e3 + €5 — 3
. i N A

+ (6479 (e +el —ehd+ 222 ] (o) —d) e + (—+2 ) 5d

(3.34)

donde i,5 € {F, M}, i # j. Ahora se van a describir algunos aspectos importantes carac-
teristicos de dicha asignacién descompuesta de costos econémicos (3.34). El primero de ellos
que se analizard sera es el comportamiento de la trayectoria de los mismos (3.34). Esto es
de vital importancia, dado que se analizaran las condiciones bajo las cuales dichos costos
econdémicos (asociados a la deuda publica y el nivel en que las acciones de politica estén por
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encima del nivel deseable) se estabilizan o ajustan a cierto valor. Para analizar este hecho las
asignaciones de costos descompuestos (o corrientes) de acuerdo a (3.34) tienen la siguiente
estructura,

Bi(t) = Ase™" + Bie " + O (3.35)

J

i A 2
aonte 4, 5420 (25 (00 )

J

Bi=(6+7°) | (e + ¢ — 5{)J+ M] (dc(O) — ci)

2

C - <€1+e€2§—€{> S 4+ ((5(534—;@—5%)) N (€2+€2§_€§) 5

donde ¢,j€e{F,M} y i#j

La estructura de la asignaciéon descompuesta (3.35) la comprende la suma de tres términos:
dos funciones exponenciales y un término constante. Ademads, el costo econémico inicial con
el que inician la interaccién ambas autoridades es el siguiente

5.0) = 4O 1 B0 1 G,
= Aieo + Bieo + Cz

Por otro lado, una caracteristica importante para analizar de la trayectoria de los costos
econémicos descompuestos (3.35) es el determinante de su convergencia cuando ¢ — 0.
Para mostrar esto, hay que considerar que la deuda publica converje a su estado estacionario
bajo cooperacién si v¢ = 4e; — r > 0 teniendo en cuenta (3.13). Y de esta manera, si se
tiene que v¢ > 0, esto es suficiente para garantizar que la asignacién descompuesta de costos
economicos de la deuda publica convergerdan a un estado estacionario como lo muestra la
siguiente prueba:

ﬁi = lim Bl(t) = lim (Aie_%/% + Bie”ct + Cz)
t—00 t—00
=C; si 7*>0 donde i€ {F, M} (3.37)

Por lo tanto, la misma condicién que garantiza que se estabilice la deuda publica a su estado
estacionario, es la misma que garantiza que los costos econémicos descompuestos asociados
a estabilizar los propios obejtivos de politica y la deuda publica, se estabilicen o converjan a
su valor de estado estacionario C; para i € {F, M} (3.37).
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3.2.3. Calculo de los parametros a partir las soluciones generales,
hipotesis sobre los parametros y la asignaciéon descompuesta
de costos econdémicos

En esta seccion se van a calcular los parametros pendientes explicitos de cada solucion
general de las funciones de valor, o valores de la funcién caracteristica, para las tres posibles
coaliciones de este juego diferencial (3.24)-(3.26), es decir, €;,¢% con j = 1,2,3y i € {F, M}.
Habré casos donde simplemente no es necesario averiguar explicitamente la férmula de cada
parametro sino su respectivo comportamiento.

Como se dijo con anterioridad, las funciones de valor (3.6), (3.14) y (3.19), deben satis-
facer respectivamente las ecuaciones (3.10), (3.17) y (3.22). En este sentido, se sustituirdn
(3.6), (3.14) y (3.19) en (3.10), (3.17) y (3.22), respectivamente, de modo que se obtiene un
sistema de ecuaciones de los pardmetros de las funciones de valor [6].

Pardmetros de W(N,d) (3.6)
Sustituyendo (3.6) en (3.10) se obtiene

A+ K

0= <—45f + (2r — d)ey + ) 4>+ (—4e1g2 +2(f — m)er + (r — d)ea) d

+ (=3 + e2(f —m) — des)  (3.38)

De acuerdo a Lambertini [6]'®, note que (3.31) es una expresién del tipo cuadratica que se
puede escribir en términos generales (como también lo hace Lambertini) 0 = g; (1, €2, £3)d* +
g2(e1,€2,€3)d + g3(e1, €2, €3) donde los polinomios gx(e1,€2,€3) con k = 1,2,3 contienen los
parametros indeterminados y forman un sistema de ecuaciones teniendo en cuenta que cada
polinomio g () debe satisfacer lo siguiente

gr(e1,€2,63) =0 donde k=1,2,3

Con base en lo anterior y considerando (3.38) se obtiene el siguiente sistema de tres ecuaciones

y tres incégnitas (g1, €2 y €3)1,
A
—4e? + (2r — 0)e; + JQF AR (3.39)
—48152 + 2(f — m)51 + (7" — 5)52 =0 (340)
—e5+e(f —m) —dez =0 (3.41)

Para resolver el sistema (3.39)-(3.41), se puede empezar por la ecuacién (3.39) de lo cual se
obtiene

2r —8) £ +/(2r —6)2 + 8(k + \)

_
g1 = 3

(3.42)

13Ver pagina 8 de [6].
HGistema que fue en primer lugar analizado por Tabellini (1986) [17].
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por lo cual
@0~ \/(27“8— 0) +8(r+ ) (3.43a)
RO R/ (3 R CER) (3.43)

Con respecto a (3.42)-(3.43) en la seccién A.2.1. de los anexos se comprueba que e, < 0y
el > 0 teniendo en cuenta que se asumié que &, A > 0. Aunque Tabellini [17] fue el precursor
en mostrar los signos que toman dichos pardmetros (sin que puedan ser nulos), se vuelven
a analizar debido a los supuestos que se asumieron en este trabajo y las implicaciones que
traen en el desarrollo del mismo. Ahora, con respecto a la ecuacién (3.40), se va a resolver
con respecto a g5 de lo cual se obtiene

—de1eg +2(f —m)er + (r — ey =0

, = 2(f —m)es (3.44)
dey —r—+90

De acuerdo a (3.44) en la seccién A.2.2. de los anexos se comprueba que si f > m se obtiene

que g, <0y eg >0y sipor el contrario se tiene que f < m se obtiene e, >0yeg <O0.

Por un instante, en [18] se supone que rd + f > m (en el trabajo de Tabellini se asume que

d = 0) lo cual asume cierta tensién en los objetivos deseables de politica teniendo en cuenta

que se asume una autoridad fiscal mas laxa con respecto al déficit primario objetivo y una

autoridad monetaria restrictiva en el nivel deseado de creacion de dinero.
Ahora, por tltimo, la ecuacion (3.41) se resuelve con respecto a 3,
2 ra —
—&y + 52(f — m) — 583 =0

—8% + Eg(f — m)
o

A partir de (3.45), lo que se comprueba en la seccién A.2.3. de los anexos es que e5 <0y
+
g3 > 0.

€3 = (345)

Por otro lado, un aspecto importante que se debe verificar, de acuerdo a lo comprobado
por Tabellini, es la estabilidad de la deuda ptblica bajo un marco de cooperacién teniendo
en cuenta las raices del pardmetro ¢, (3.42)-(3.43), bajo las cuales la raiz positiva e (3.43b)
[17] es la que podria hacer converger la deuda mientras que la negativa € (3.43a) es la que
hace que la deuda diverja.

De acuerdo al contexto de cooperacion, la convergencia de la deuda puiblica se llevaria
a cabo si (3.13)
—=r—45 <0 (3.46)

De acuerdo a Tabellini la convergencia (3.46) de la deuda piblica puede garantizarse atn
cuando 7 (tasa de interés neta) sea positiva o negativa [17]. El primer caso es menos favorable

34



3.2. APLICACION DEL ALGORITMO DE PETROSYAN Y ZACCOUR (2003) EN EL JUEGO DIFERENCIAL
DE TABELLINI (1986)

(i.e. r > 0) dado que la tasa de interes real es mayor al crecimiento econémico y se necesitaria
esfuerzos por parte de ambas autoridades para aplacar este problema y esto se ve reflejado por
la importancia conjunta que le dan a los movimientos de la deuda en sus acciones de politica
1 (3.8)-(3.9). En el segundo caso, més favorable (i.e. 7 < 0), se da cuando el crecimiento de
la economia y sus ingresos crecen de manera mas rapida que el precio asociado a pagar la
deuda publica [17], lo que implica el ajuste de la deuda de manera auténoma.

En este sentido, para que la condicién (3.46) se satisfaga, es decir, para que se estabilice
la deuda ptiblica en el largo plazo (t — o0), se comprobard que con ] (3.43b) la deuda
puede que converja, mientras que para €; la deuda diverge. En primer lugar, con (3.43a) en
(3.46) se obtiene lo siguiente

r_451—:r_4(<27”—5)—\/(2r—6)2+8(/1+)\)>

8
=5+ (2r —0)2+8(k+ ) >0

En segundo lugar, ahora con (3.43b) en (3.46) se obtiene

T_4€f:r_4<(2r—5)+\/(2r—5)2+8(/€+/\))

8
=71 —6r+2(k+ N (3.47)

A partir de (3.47) puede pasar, de acuerdo a ciertos parametros especificos, que se cumpla
(3.46) y la deuda converja. Adicionalmente, en la seccién A.2.4. de los anexos se analiza con
detalle el valor del estado estacionario de la deuda bajo cooperacion.

Pardmetros de VI(d) y VM(d)

Sustituyendo la solucién general de la funcién de valor de la autoridad fiscal (3.14) y la
solucién general de equilibrio de Nash feedback de la autoridad monetaria (3.23) en (3.17)
se obtiene lo siguiente

A
0= |—2(e)? + 2rel” —4efe) — e + 5] d?

+ [—2e7el +2(f —m)ey —2ef ey +rey —2ei el —bef | d

_(5{)2 Fr  -N.F _F_M s F
+ i + (f —m)ey —eyey’ —deg | (3.48)

De acuerdo a lo anteriormente realizado en (3.38)'° a partir de (3.48) se plantea el siguiente
sistema de ecuaciones de los parametros indeterminados bajo el problema de la autoridad

15P4ginas 31 y 32.
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fiscal,
—2(eM)?2 4+ (2r — 0)el —4elfeM + % =0 (3.49)
—2eF el 1 2(f —m)el —2eF e 4 (r — 0)ek —2eLeM =0 (3.50)
<E§) +(f —m)el —eled —6el =0 (3.51)

Del mismo modo para la autoridad monetaria, se va a sustituir (3.18)-(3.19) en (3.22) de lo
cual se obtiene

0= [—2(5?4)2 +2reM — 4eMel — 5eM 4 E} d?

+ [—2eVe) + 2(f —m)e)! —2eV e +reyf — 2 el — el ] d

_(534)2 I =\.M ___M_F < M
+ 5 +(f —m)ey’ —ey'ey —dey | (3.52)

Al igual que (3.38) y (3.48), a partir de (3.52) se obtiene el sistema de ecuaciones de parame-
tros indeterminados del problema de la autoridad monetaria, es decir,

—2(eM)? 4+ (2r — 8)eM — eVl + 5 =0 (3.53)
—2eMe 4 2(f —m)eM —2eMel 4+ (r — 0)ed —2e)el =0 (3.54)
—% (F o m)eM — McE g (3.55)

Al final, las ecuaciones (3.49)-(3.51) y (3.53)-(3.55) forman un sistema de ecuaciones no li-
neales con seis ecuaciones y seis incégnitas (52 donde j =1,2,3 ei € {F, M}) de pardmetros
indeterminados de los pardmetros individuales de V¥ (d) y V¥ (d). Teniendo en cuenta la
complejidad de obtener soluciones analiticas de este sistema, en el presente trabajo se asumi-
ran dos escenarios sobre los parametros individuales con el objetivo de flexibilizar el analisis,
pero también, de establecer supuestos plausibles para el andlisis econémico.

Adicionalmente, antes de empezar a analizar los parametros individuales, es pertinen-
te hacer un comentario con respecto al trabajo de Tabellini (1986) [17]. En el trabajo de
Tabellini se demostro que si la velocidad de ajuste de la deuda publica en un contexto no-
cooperativo es positiva, v* = 2" + 2e —r > 0, (Seccién A.1. de los anexos), se garantiza
la convergencia. Por lo tanto, en el presente trabajo, se tomaran en cuenta los pardmetros
individuales que posibiliten lo encontrado por Tabellini con respecto a la convergencia de la
deuda bajo el escenario no-cooperativo.

Escenario 1: el =&/

Asumiendo este primer escenario y teniendo en cuenta el equilibrio de Nash feedback,
(3.18) y (3.23), implicaria que ambas autoridades tienen una sensibilidad proporcional, en
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términos de magnitud, en la eleccion de sus acciones de politica a los movimientos de la
deuda teniendo en cuenta que

of _ F 9" _ o m
9 2¢e7, ad—Qel
8f*__8g*
od — 0od

Considerando el sistema (3.49)-(3.51) y (3.53)-(3.55), de la ecuacién (3.49) con ef” = e = &
se obtiene que,

A
—6(8)%+ (2r — 0)& + 5 =0 (3.56)
Solucionando la ecuacién (3.56) se obtiene que
—(2r —9) £/ (2r — 12\
g= Ver—o02+ (3.57)
—12
2r —§) — 2r —0)2 + 12\
12
(2r — (2r — 12\
o0+ %1; s (3.58b)

A partir de lo obtenido en (3.57)-(3.58), en la seccién A.3.1. de los anexos se comprueba que
£ <0y &' > 0dado que A > 0. De manera similar y bajo el suspuesto que ef = &M = &,
se analiza ahora la ecuacién (3.53), de lo cual se obtiene lo siguiente

—6(5)2 + (2r — 8)& + g =0 (3.59)

Solucionando la ecuacién (3.59), se obtiene lo siguiente

—(2r —9) £/ (2r — 12
P V(@2r—0)2+ 125 (3.60)
—12
2r —90) — 2r —§)2 + 12
12
(2r — (2r — 12
a7t = r )+ \/127’ 2+ 12k (3.61b)

Note que a partir de (3.61), también se puede demostrar como al igual que para (3.58) se
tiene que £~ < 0y & > 0 dado que £ > 0. Ademds, note que si se compara (3.57) con
(3.60) para que &7 sea el mismo en ambos casos, es necesario que A\ = k, es decir, una de la

prlmeras consecuencias de asumir que 61 = 51 €S que A= K16

16Con base en esto tiltimo, podria pensarse como un escenario donde ambas autoridades siguen los linea-
mientos establecidos por una entidad intermedia o central (e.g. parlamento) que coordina sus acciones para
conseguir la solucién cooperativa, y donde ademds ambas autoridades son igualmente conscientes o valoran
de la misma manera el problema de la estabilizacion de la deuda que intenta resolver de una mejor manera
el acuerdo.

37



3.2. APLICACION DEL ALGORITMO DE PETROSYAN Y ZACCOUR (2003) EN EL JUEGO DIFERENCIAL
DE TABELLINI (1986)

Por otro lado, se seguira solucionando el sistema teniendo en cuenta lo asumido ¢! =
eM = &), por ende, de las ecuaciones (3.50) y (3.54) se obtiene

(481 — (r — 0))ed +28e) = 2(f —m)&a (3.62)
28168 + (481 — (r — 8))ed = 2(f —m)& (3.63)

De (3.62)-(3.63) se tiene un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas (e£ y e37).
Resolviendo este sistema, se obtiene
2(f —m)é
F_ _M
€y =€y = —— 3.64

2 2 681 — (T — (S) ( )
Por lo tanto, del sistema (3.62)-(3.63) se obtiene que )" = €}, y ese valor igual se denotara
por £3. Ademds, note que la existencia de &3 (3.64) depende de que 61 — (r —§) # 0 lo cual
se garantiza con el pardmetro ;" debido a que 48] —r > 0 y dado que § > 0 (Seccién A.1.
de los anexos). Por lo tanto, al asumir que ei" = &M se estd asumiendo a la vez que xk = A,
lo cual implica que )" = £)/. En este sentido, de la ecuacién (3.51) se obtiene,

p_ —3(&)° +2(f —m)&

eF = - (3.65)
Ahora de (3.55) se obtiene lo siguiente
—3(EN2 L2 F —m)E

20

Similarmente, a partir de (3.65)-(3.66) se obtiene que € = &}/ el cual se denotard por &3.
Por lo tanto, al suponer que £f" = e esto implica que e = &) y ef' = M sin embargo,
al obtener estos resultados dichos parametros individuales dejan de ser importante para los
costos econémicos descompuestos y solo van a depender de los pardmetros conjuntos (g; con
j = 1,2,3) y por ende terminan siendo iguales para ambas autoridades. Esto se muestra
a partir de (3.34)-(3.35), donde la asignacién descompuesta de costos econémicos para la
autoridad fiscal y monetaria bajo el escenario 1 es la siguiente:

551 (1) = B (0) = B (1) = AP 4 BT 4 P
= (54 27°) (52_1> (dC(O) B Cz>2 o2t
+(6+77) [ard+ ] (d°(0) = d) e

% ~
+5 <€1d +82d+63> (367)

2

Escenario 2: e =0y el #£0

Bajo este escenario se supondra que la autoridad monetaria de manera invididual (ver
(3.12) y (3.23)) es indiferente ante los movimientos de la deuda publica en la eleccién de
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sus acciones de politica, a pesar de que esta involucrada en un acuerdo de estabilizacién de
la deuda. Mientras que la autoridad fiscal si toma en cuenta los movimientos de la deuda
publica en la eleccién de sus decisiones de politica. Este caso es de expreso interés porque se
plantea un escenario donde se tiene una autoridad monetaria conservadora e independiente
que en sus acciones de politica individual (3.19) no considera los movimientos de la deuda y
estan en funcién exclusiva de la estabilizacién de la creacion de dinero e implicitamente de
los precios de la economia.

De esta manera, se van a calcular los parametros obtenidos a partir de este escenario
supuesto con base en el sistema (3.49)-(3.51) y (3.53)-(3.55). Sustituyendo €}/ = 0 en la
ecuacién (3.49) de lo cual se obtiene que

—2(ef)? 4 (2r — )t + % =0 (3.68)

Al resolver (3.68) con la férmula cuadrética se obtiene que

o —(2r=08) £ /(2r — )2 + 4\

oF = > (3.69)
e (2r —0) — \/in —0)2+ 4\ (3.708)
eFr (2r —0) + ELZT —6)2 44\ (3.70b)

En la seccién A.3.2. de los anexos se comprueba que de acuerdo a lo obtenido en (3.69)-
(3.70), se tiene que ef~ < 0y el ™ > 0, teniendo en cuenta que A > 0. Similarmente, para
garantizar que e} # 0, es decir que I~ < 0y f™ > 0, es suficiente con que x > 0. Ahora,
al sustituir £} = 0 en (3.53) se obtiene lo siguiente

k=0 (3.71)

De ¢ = 0 se tiene que xk = 0, lo cual es consistente con el hecho de que si se asume que
la autoridad monetaria de manera individual es independiente a los movimientos de la deu-
da, por ende, no tiene valoracién alguna a los movimientos de la misma (x en el funcional
VM(d)). Este escenario muestra que a pesar de que hay un acuerdo establecido por una en-
tidad intermediadora (e.g. parlamento) de coordinar las acciones de ambas autoridades para
estabilizar la deuda publica, el modo de actuar de la autoridad monetaria individualmente
es el caracterizado por tener solo en cuenta sus objetivos de politica. Por otro lado, ahora se
incorpord £ = 0 en la ecuacién (3.50) y se obtiene que

—2eF el 1 2(f —m)el —2eF(0) + (r — 0)ek —2¢5(0) =0

F_ Q(JE— fn)sf

€y = % =0 (3.72)
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Para que exista € en (3.72) es necesario que 2ef” — (r — §) # 0, de hecho, esto tltimo se
cumple si la deuda publica converje 2ef” — (r — §) > 0 (ver seccién A.3.3. de los anexos).
Ademds, debido a que e tiene denominador positivo a partir de asumir la convergencia,
puede tomar los siguientes signos con base en (3.72) de la siguiente manera: g5 > 0y
55* < 0si f <m, o por el contrario, 557 <0y €2F+ > 0 si f > m. Ahora sustituyendo
eM =0 en (3.54) se obtiene lo siguiente

—2(0)eX +2(f —m)(0) — 2(0)el + (r — §)ed —2eMel =0

X ((r—6)—2) =0 (3.73)

Cuando se garantiza la estabilidad de la deuda no solo se garantiza la existencia de €4 (3.72)
sino que con base en (3.73) se obtiene lo siguiente

el =0 (3.74)

Considerando lo obtenido en (3.74), de la ecuacién (3.51) se obtiene que

——(65)2 + (f —m)el —l(0) — ek =0
5 2 2 3 =
P 2 )
s 26
Con respecto a (3.75) en la seccién A.3.4. de los anexos se comprueba que 85 * > 0 siempre
y cuando § > r. Ahora, teniendo en cuenta (3.74) se obtiene de la ecuacién (3.55) es lo
siguiente,

(3.75)

_@ f— — P 5eM —
S (] = m)(0) — (0)ef — 62l = 0
—0edl =0
Como 6 > 0, se concluye lo siguiente
eyl =0 (3.76)

Bajo este escenario se utilizaran los parametros individuales que posibilitan la estabilidad de
la deuda los cuales son: ei > 0, €™ y el'* teniendo en cuenta que e = 0. Ademés, a partir
de lo obtenido con respecto a los parametros individuales bajo este escenario la asignacion
de costos econémicos descompuestos para la autoridad monetaria bajo el escenario 2 es:

D2(t) = AlZe™ 4 Brze " 4 OF2
_eF A 2 .
— (5 + 2,_)/0) (51 2 El ) <dc(0) _ d) 6—2’7 t
~ — F ) ¢
+(6+7°) [(a —el)d+ M} (a(0) — d) e

+6((51—ef)j2+(gg2—5§)cz+(53—5§)> (3.77)
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Mientras que la asignacién de costos econémicos descompuestos para la autoridad fiscal bajo
el escenario 2 es:

D2(t) = A2e™"  BRe " 4 OF2
F N2 .
= (0 + 27¢°) <€1 42-51 ) <dc(0) — d) e 2t

+ (0 +79) {(51 +eMd + (&2 "2‘ 55)} (dc(o) — 07) et

s ((51 + M@ + (ey +M)d + (53+a§”)>
2

(3.78)

3.3. Un analisis sobre la asignacion descompuesta de
costos econdmicos cooperativos relativos a la es-
tabilizacion de la deuda piblica

De acuerdo, a la asignacion descompuesta de costos econémicos de cada autoridad con
base en los dos escenarios considerados, en (3.67) y (3.77)-(3.78), en esta seccién se propor-
cionan unos resultados donde se vera la importancia de los parametros individuales en dicha
solucién cooperativa del juego diferencial de Tabellini. El siguiente resultado muestra las
implicaciones de tener una autoridad monetaria conservadora e independiente (escenario 2)
y se compara con lo obtenido bajo el escenario 1 donde ambas autoridades son igualmente
sensibles, en términos absolutos, ante los movimientos de la deuda.

Proposicion 3.3.1 Sean las trayectorias de la asignacion estable cooperativa de costos

economicos descompuestos para ambas autoridades en la estabilizacion de la deuda publica

bajo el escenario 1 B (t) (8.67) y sean las mismas bajo el escenario 2 B2 (t) coni € {F, M}

(8.77)-(3.78). Asumiendo la convergencia de la deuda v¢ > 0 bajo los pardmetros que la po-

sibilitan: los conjuntos ef > 0, e5 y e5 e individuales de la autoridad fiscal bajo el escenario

2eft >0, el yelt con A > 0. Si se tiene que f > m y § > r, entonces se concluye que
22(t) < BEL(t) < BE2(L) para todo t € [0, 00).

Prueba: ver secciéon A.4. de los anexos.

Lo que muestra la Proposicién 3.3.1 es que bajo el contexto de una deuda publica
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convergente si f > m!" y § > r'® y bajo el escenario 2 donde e = 0y ef" # 0, es decir,
la autoridad monetaria individualmente es muy conservadora en sus objetivos de politica,
y a pesar de que esta involucrada en un acuerdo cooperativo de estabilizacion de la deuda
publica dado que su sensibilidad a este problema comun entre ambas autoridades es nulo, sus
costos economicos descompuestos asociados a esta estabilizacion seran menores que los que
tiene que afrontar la autoridad fiscal dado que internaliza esa importancia que le da a una
estabilizacién y por ende termina sacrificando més en este acuerdo (i.e. B37(t) < BR(t)).

Ademas si comparan la asignacién de costos econdémicos determinados en este escena-
ro 2 con respecto al 1 donde ambas autoridades son proporcionalmente sensibles ante los
movimientos de la deuda, se obtiene un resultado peor para la autoridad monetaria porque
adquiere mayor carga cuando valora de la misma manera la deuda que la autoridad fiscal
(i.e. B2 (t) < BF1(t)), y esta tltima encuentra beneficioso este escenario 1 con respecto al 2
debido a que disminuye su esfuerzo por la estabilizacién de la deuda debido a que se distri-
buyen de una manera mas equitativa las cargas de ambas autoridades (i.e. 71(t) < BE2(t)).
Por ende, a una autoridad fiscal envuelta en esta situacién le conviene hacer un acuerdo de
cooperacion como el planteado en este juego diferencial con una autoridad monetaria menos
independiente y conservadora en su propio objetivo de politica y que tenga una mayor valo-
racion e interés en el objetivo de comun interés planteado en este juego. Esto nos muestra la
importancia que juegan los parametros individuales de ambas autoridades en la asignacion
de costos econdmicos, atin cuando en ambas situaciones los costos econdémicos conjuntos sean
los mismos, es decir, 2671 () = SR> (t) + BE2(t).

Adicionalmente, dado que las funciones (;(t) que son el costo econdémico descompuesto
(o corriente) para cada autoridad 7 implementada por un IDP dindmicamente estable, por
lo cual, si se suman de manera descontada para todo el intervalo temporal [0, 00) se obtiene
el valor de Shapley desde el inicio del juego (Definicién 2.4.5). Con todo esto de acuerdo a
lo encontrado en la proposicion 3.3.1, se obtiene la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.2 Sean las trayectorias de la asignacion estable cooperativa de costos

economicos descompuestos para ambas autoridades en la estabilizacion de la deuda publica

bajo el escenario 1 BP(t)(3.67). Y sean las mismas bajo el escenario 2 37 (t) coni € {F, M}

(3.77)-(3.78). Asumiendo la convergencia de la deuda ~v° > 0 bajo los pardmetros que la po-

sibilitan: los conjuntos ef > 0, e5 y e e individuales de la autoridad fiscal bajo el escenario

2 6f+ > 0, 5§+ Y €§+ con A > 0. Si se tiene que f > m y § > r, entonces se concluye que
72(d(0),0) < ¢™1(d(0),0) < ¢%2(d(0),0) para todo t € [0,00).

1"Este umbral de acuerdo a [18] supone una tensién entre los objetivos de ambas autoridades el cual es
un elemento importante en la determinacion de la acumulacién de la deuda piblica del gobierno. Note que
si este umbral es mas amplio, entonces mas fuerte serd la tensién entre los objetivos de ambas autoridades
dado que por ejemplo la autoridad fiscal es més flexible en el déficit primario deseable (f alto) mientras que
la autoridad monetaria es muy restrictiva en cuanto a su nivel deseable de creacion de dinero y de inflacion
objetivo (7m), entonces una tendencia menor a que la deuda se estabilice.

18Es decir, si ambas autoridades son lo suficientemente pacientes.
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Prueba: ver seccion A.5. de los anexos.

Teniendo en cuenta que aqui se demostré que los costos econdémicos descompuestos (o
corrientes) cumplen la propiedad de que Br2(t) < BFi(t) < BR*(t) para todo t € [0,00)
y dado que la suma acumulada descontada de todos los costos corrientes es la asignacién
Shapley, entonces los costos econémicos acumulados (i.e. el valor de Shapley) a lo largo de
todo el acuerdo, cumplen que ¢47?(d(0),0) < #*1(d(0),0) < ¢%2(d(0),0).

Ahora, este contexto construido donde ambas autoridades se ponen de acuerdo (e.g. a
traves de una entidad central como el parlamento) en dividir los costos econémicos para esta-
bilizar la deuda publica (y cumplir con sus objetivos propios) y los cuales son determinados
de tal manera que permanezcan en el acuerdo en el largo plazo, una pregunta fundamental
serfa: ;Qué se podria hacer para que los costos econémicos en que tienen que incurrir ambas
autoridades sean menores? Mientras las Proposiciones 3.3.1 responden parcialmente a lo que
determina la distribucién de los costos econémicos conjuntos para estabilizar la deuda publi-
ca, ahora se va a estudiar qué tipo de fuerzas pueden hacer que sean menores esos costos
econdémicos para ambas autoridades.

Para intentar responder parcialmente a esta pregunta, una variable que es crucial en este
juego diferencial es el umbral que existe entre los objetivos deseables de politica de ambas
autoridades, el cual se denotard A = f —m. A partir de la siguiente proposicién se mostrard
que es mas beneficioso en el largo plazo para ambas autoridades que A = 0 si se compara
con la situacion donde exista alguna tensién entre ambos objetivos A > (. Para mostrar este
resultado se utiliza la asignacién descompuesta de costos obtenida en el escenario 1 (3.67) y
su valor cuando ¢ — oo, es decir, C** si v¢ > 0. Esto ultimo debido a que en el escenario 1
se tiene: primero, la simplicidad en probar la siguiente proposicién; segundo, mostrar el rol
que juega ese umbral (A) en el esfuerzo conjunto de ambas autoridades no solo por cumplir
con sus propios objetivos sino también estabilizar la deuda ptiblica.

Proposicion 3.3.3 Sean las trayectorias de la asignacion estable cooperativa de costos
economicos descompuestos para ambas autoridades en la estabilizacion de la deuda publi-
ca bajo el escenario 1 BE(t) (3.67) y sea CF su wvalor de largo plazo cuando t — ocol®
cuando v¢ > 0. Asumiendo la convergencia de la deuda v¢ > 0 bajo los pardmetros conjuntos

que la posibilitan €] > 0, e5 y €5 con A\, k > 0. Si se tiene que § > r, entonces se concluye
que CE ()| a0 > CF (1) | ao-
Prueba: ver seccién A.6. de los anexos.

Por otro lado, otra forma de mostrar el rol que juega el umbral entre niveles objetivo
de politica A y de lo provechoso que es tener uno cada vez menor, es a partir de la siguiente

Y Entiéndase este valor como el nivel en el que se van estabilizando los costos econémicos de cada autoridad
en el largo plazo t — oo (3.71), asociados con el esfuerzo por cumplir el objetivo propio de politica, asi como
también estabilizar la deuda publica.
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proposicién, donde se muestra bajo un analisis de sensibilidad el efecto que tiene dicho
umbral en el nivel en que se estabiliza (cuando t — oo) la asignacién de costos econémicos
descompuesta bajo el escenario 1, C*', siempre y cuando ~¢ > 0.

Proposicion 3.3.4 Sean las trayectorias de la asignacion estable cooperativa de costos
economicos descompuestos para ambas autoridades en la estabilizacion de la deuda publi-
ca bajo el escenario 1 B¥1(t) (3.67) y sea C** su valor de largo plazo cuando t — oo cuando
~v¢ > 0. Asumiendo la convergencia de la deuda ¢ > 0 bajo los pardmetros conjuntos que la
posibilitan ef >0, ef yef con A,k >0. Si A= f—m>0,5>r, entonces ICE JOA > 0.

Prueba: ver secciéon A.7. de los anexos.

Esta proposicién muestra que si ambas autoridades son lo suficientemente pacientes e
igualmente comprometidas con el acuerdo de dividirse los costos econémicos cooperativos,
estos costos en el largo plazo se incrementaran (disminuirdn) si la tensién entre los objetivos
de politica es mayor (menor), es decir, la autoridad fiscal se vuelve mas flexible (austera) o
la autoridad monetaria mas austera (flexible).

44



Capitulo 4

Conclusiones y recomendaciones

4.1. Conclusiones

De acuerdo al juego diferencial LQ construido por Tabellini [17], donde dos autoridades
independientes, la fiscal y la monetaria, buscan estabilizar no solo sus propios objetivos de
politica (el déficit fiscal primario y la creacién de dinero, respectivamente), sino la dindmica
de una variable de comun interés que es la deuda publica y cuyo vinculo de ambas auto-
ridades con esta variable se encuentra decrito por la restriccién presupuestal dindamica del
gobierno (3.1) que es la ecuacién diferencial que describe la dindmica de la deuda. Teniendo
en cuenta que los resultados obtenidos por la cooperacién (coordinacién) son mas desea-
bles y mejores que los obtenidos cuando ambas autoridades deciden no cooperar [17][18],
en el presente trabajo se implementé un mecanismo de distribucién del flujo conjunto de
pérdidas o “costos econdémicos” asociados no solo a la estabilizacion de sus propias variables
individuales objetivo sino también a la estabilizacién de la deuda publica como problema
de comun interés. Para esto se utilizo el algoritmo propuesto por Petrosyan & Zaccour [13],
donde a partir del valor de Shapley como concepto-solucion utilizado, se descompone la asig-
nacion de Shapley para que garantice la reparticién periodo tras periodo que debe soportar
cada autoridad y con la deseable propiedad de juegos dinamicos cooperativos de estabilidad
dindmica la cual garantiza la permanencia de ambas autoridades en el acuerdo.

El contexto cooperativo construido por Tabellini [17] bajo este juego diferencial, se des-
cribe como uno en el cual una autoridad central que busca minimizar el flujo de pérdidas
o costos econémicos conjuntos (suma de los funcionales). Segin Tabellini, esta autoridad
central puede ser descrita por el parlamento, que bajo este contexto, coordina las estrate-
gias o acciones de politica de ambas autoridades con el objetivo de minimizar dicha pérdida
conjunta. Y que ademads, bajo el contexto construido en el presente trabajo, fuera una autori-
dad central que construyera una reparticiéon, entre la autoridad fiscal y monetaria, de costos
economicos que sea dinamicamente estable de modo de cumplir con el objetivo conjunto, sin
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incentivo alguno a que ninguna de las dos autoridades abandone el acuerdo en un momento
intermedio de la interaccién.

En la construccién de dicha asignacion, se mostré la complejidad del sistema de ecua-
ciones de los pardmetros individuales al cual se llegd, por lo cual se asumieron dos escenarios
con base en dichos parametros que resultaran de posible interés para el analisis de politica
economica. El primero, ambas autoridades tienen una sensibilidad igual en términos abso-
lutos de sus acciones de politica ante los movimientos de la deuda publica (i.e. el = &}),
es decir, un escenario donde la importancia que le dan ambas autoridades al problema de
comun interés es proporcionalmente la misma. El segundo escenario, la autoridad monetaria
es totalmente independiente a los movimientos de la deuda (i.e. €} = 0) y la autoridad fiscal
si es sensible ante los movimientos de la misma (i.e. €’ # 0), es decir, un escenario donde a
pesar de que hay una intervenciéon central de tal manera que garantice la cooperacién entre
ambas autoridades, la valoracion individual al problema de la deuda dice que la autoridad
fiscal, preocupada no solo por estabilizar el déficit primario, sino también la deuda, mientras
que la autoridad monetaria es independiente y conservadora en el sentido en que su tnica
preocupacion es la estabilizacion de la creacion de dinero y de precios.

Bajo estos escenarios planteados y la asignacion estable de costos economicos, y asu-
miendo la convergencia de la deuda (utilizando los pardmetros bajo los cuales podria haber
convergencia), un ambiente tenso en los niveles objetivo de acciones de politica (i.e. f > m)
y ambas autoridades lo suficientemente pacientes (i.e. § > r), se llegaron a cuatro principales
resultados en el presente trabajo.

Primero, bajo el escenario dos y para todo momento de interaccion, los costos econémicos
descompuestos correspondientes son mayores para la autoridad fiscal que para la monetaria,
(1) < BE2(t), debido al esfuerzo que tiene que internalizar la primera autoridad dada la
importancia que le da al problema conjunto de estabilizar la deuda y estar interactuando con
una autoridad monetaria totalmente independiente que le resta importancia exclusivamente
al control del crecimiento de dinero. Sin embargo, si ambas autoridades se encuentran bajo
el escenario uno, es decir, ambas son igualmente sensibles (en términos absolutos) a los
movimientos de la deuda, recibirdn la misma asignacién descompuesta de costos f37(t) =
21(t) = BP(t) y serd una asignacién intermedia entre la obtenida en el escenario dos', es
decir, fE2(t) < BP1(t) < BE*(t). Adicionalmente, que los costos econémicos descompuestos
asignados para cada momento del intervalo temporal cumplen que S52(t) < fP1(t) < BE (1),
por ende, los costos econdmicos totales asignados (asignacién Shapley) siguen el mismo orden,
Bs(d(0),0) < ¢*1(d(0),0) < ¢%3(d(0),0), algo que era esperable.

Segundo, una variable o parametro fundamental en el presente problema es el umbral
entre niveles objetivo de politica (A = f — m) donde a partir del primer escenario se en-

'Mayor a la que recibe la autoridad monetaria bajo el escenario dos y menor a la que recibe la autoridad
fiscal bajo el mismo escenario dos.

46



4.2. RECOMENDACIONES 47

contré que, en el largo plazo, el nivel al que se estabiliza la asignacién de costos econémicos
descompuestos es mayor si existe cierta tension entre una autoridad fiscal flexible y una
autoridad monetaria restrictiva, A > 0, que si se compara con el contexto donde no existe
tension alguna A = 0 y ambas autoridades buscan establecer al mismo nivel sus objetivos de
politica. Y por tltimo, se encontr6 que el nivel de largo plazo al cual se estabilizan los costos
econdémicos descompuestos para cada autoridad bajo el escenario uno, aumentan si hay un
aumento en la tensién en los niveles objetivo de politica (aumento en A). Estos tltimos dos
resultados son muestra de que una coordinacién adicional en el establecimiento de niveles
objetivo de politica fiscal y monetaria que sea en magnitud similares le sirve al hecho de que
habra menores costos econémicos en el largo plazo para ambas autoridades en el contexto
de la estabilizacién de la deuda publica.

4.2. Recomendaciones

Los resultados obtenidos en este trabajo se hicieron con la imposicién de supuestos sobre
los pardametros individuales de ambas autoridades, donde se deja la posibilidad no solo de
conjeturar de otra manera con respecto a dichos parametros que le puedan ayudar al analisis
econdémico e intentar analizarlos con mas profundidad tanto de manera analitica como de
forma numérica.

También se deja la posibilidad de analizar las implicaciones de otras variables y parame-
tros en la asignacién de costos econdmicos descompuestos para estabilizar la deuda publica
que en varios casos no fueron claras, pero que serian de interes para que un contexto como
el planteado en este trabajo sea méas beneficioso para la autoridad fiscal y monetaria en el
consecucion de dicho acuerdo.
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Apéndice A

Anexos

A.1. Trayectoria de la deuda ptublica bajo el equilibrio
de Nash feedback

Teniendo en cuenta la solucién general de equilibrio de Nash feedback (3.16) y (3.23),
existe una correspondiente trayectoria de la deuda publica encontrada por Tabellini (1986),
que es cuando no existe cooperacién. Esta trayectoria se encuentra sustituyendo en (3.16) y
(3.23) en la ecuacién diferencial (3.1) y resolviéndola se obtiene

d=rd+ f*—m*
d'—l—(2€f+25iw—r)d:(f—m)—(eg—i-g{”)

f—m)— (b +&f)

*

d*(t) = (d*(O) - J*) eVt 4d* donde ~*=2el42M_p y dF = (
(A.1)
Teniendo en cuenta lo dicho por Tabellini [17], la trayectoria de la deuda piblica bajo un

marco de no cooperacion convergera o llegara a ajustarse a su estado estacionario d* si
v* = 2ef +2¢M — r > 0 donde v* es la velocidad de ajuste bajo este contexto.

A.2. Parametros de W(N,d)

A.2.1. Comprobacién de e >0y e <0

Teniendo en cuenta (3.43) y dado que se asumié que x, A > 0, se obtiene,
8(k+A)>0
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(2r —90)* +8(k + A) > (2r — §)?

V2r =62 +8(k+ A > /(2r —6)2 = |2r — ¢

V(©2r —0)2+8(k+ ) > |2r —

A partir de (A.2) se obtiene en primer lugar que,

V(©2r —0)2+8(k+A) > (2r —9)

0>(2r—0) —/(2r —6)2+8(rk + \)
0> (2r —0) — \/(27"8— 0)2+8(k+A\)
0>¢e;

Y otra vez a partir de (A.2) en segundo lugar se obtiene que

V(©2r —8)24+8(k+ ) > —(2r — )

A.2.2. Signos de e y &5

De acuerdo a (3.44) note que tiene un denominador estrictamente positivo en la medida
que se garantice la convergencia de la deuda, es decir, si v = 4e; —r > 0 y teniendo en
cuenta que 6 > 0, es decir, que el signo que tome &, serd el siguiente teniendo en cuenta que

e] <0yel >0y lorelativo al signo que tome f — m.

5;:2(f_m)€f: <0 si ]igm
e+ >0 si f>m

__2f-m)ey <0 st fzm

€g = ——F— = _

2 ¥ +d >0 si f<m
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A.2.3. Comprobacién de e; <0y &5 >0

Teniendo en cuenta (A.3) y que 6 > 0 y asumiendo 7° > 0, primero se comprobara que
g5 < 0. Esto se hard escribiendo de la sigiente manera (3.45),

ex(—e2+ (f —m))
)

€3 = (A.4)
De acuerdo a (A.3a) si f < m, entonces €; > 0, por lo cual —&, + (f —m) < 0, por lo cual
g5 (—e5 +(f —m)) <0,y de acuerdo a (A.4) se puede concluir que 5 < 0 si f < m. Pero
si por el contrario f > m, se tiene que €, < 0 por (A.3b), por lo cual —&, + (f —m) > 0,
por lo cual &, (—&;, + (f —m)) <0, y de acuerdo a (A.4) se puede concluir que £5 < 0 si
f > m. Por lo cual en cualquier caso 5 < 0.

Ahora se comprobard que £5 > 0, para esto se simplificard (A.4)

£

+ &5 (=e3 +(f —m))

)
12(f —m)el ( 2(f —m)el -
:_(fcm)l(_ (fcm)l‘l‘(f—m))
0 494 v +0
(f_ m)2 + +
= =2 —2 ) A5
5(,70+5)2 51 ( 61 +’7 + ) ( )
Note que el primer termino de (A.5) es no negativo, %2&f > 0, teniendo en cuenta que

§ > 0y ef > 0. Solo restarfa en comprobar que —2&f + v+ > 0 lo cual se comprueba
utilizando (3.43b) de lo cual se obtiene

—2ef +9°+ 6= -2 +4ef —r+§
=2 —r+9¢

:2((2r—5)+\/(2r—5)2+8(/<;+)\)> s

8
_ 0
teniendo presente que e < 0y § > 0. Por lo tanto se comprueba que 5 > 0.
A.2.4. Valor de estado estacionario de la deuda publica bajo un
marco de cooperaciéon

Otro aspecto importante a encontrar y analizar, y que se ha trabajado en [17][18], es el
valor de estado estacionario de la deuda publica bajo el acuerdo de cooperacién. Teniendo
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en cuenta (3.13), bajo el supuesto de que 7¢ se obtiene de la siguiente manera

lim d°(t) = d = fom—2e

t—00 ”yc

(A7)

Para expresar de manera més explicita (A.7), se sustituye e5 (B.3b)! en (A.7) de lo cual se
obtiene que

q— f—m—2e,
7e(v° + )
Sin embargo, otra forma de expresar (A.8) con & (3.43b), de lo que se obtiene
d': (f—m)(d—r) (AQ)

72 —0r +2(k + )

Al final, a partir de (A.8) se muestra que la existancia del valor del estado estacionario de
la deuda publica esta determinada por la misma converga v¢ > 0, lo cual parece algo trivial.

A.3. Parametros de V! (d) y V¥ (d)

A.3.1. Escenario 1 (¢f =¢M): comprobacién de &, <0y &7 >0

Teniendo en cuenta (3.48)-(3.49) y que A > 0,
120 >0

(2r — 8)* + 12\ > (2r — §)?
V(2r —0)2 4+ 12X > \/(2r — 8)2 = |2r — 4
V(21 —0)2 4+ 12\ > |21 — §| (A.10)

A partir del primer caso del valor absoluto en (A.10) se obtiene que

V(2 —0)2 4+ 12X > (2r — 6)

0> (2r —0) — /(2r — 0)2 4 12\

(2r —0) — \/(2r — 0)2 + 12
12

02>

!Se tiene en cuenta el €5 y no &, , debido a que €5 esta expresado en términos de €] que es el cual podria
haber convergencia de la deuda.
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0>&"

Y a partir del segundo caso del valor absoluto en (A.10) se obtiene que

A.3.2.

V(©2r —0)2 4+ 120 > —(2r — §)

(2r —6) +/(2r —0)24+ 12X >0

Escenario 2 (¢ =0y £ # 0): comprobacién de &7~ <0y
€1 2 0

Teniendo en cuenta (3.70) y con A > 0.

4AN>0

(2r —0)* +4X > (2r — 0)?

V=02 +4r> /(2r —0)2 = |2r — | (A.11)

Para el primer caso del valor absoluto en (A.11) se obtiene de lo siguiente

V(2r —8)2+4X > (2r —0)
0> (2r—0) —+/(2r —90)?2 4+ 4\

(2r —0) — \/(2r — 0)2 + 4\
4
0>e7" (A.12)

Ahora bajo el segunda caso del valor absoluto de (A.11) se obtiene que

V(2r —0)2+4\ > —(2r —9)
(2r —0)++/(2r —=0)2+4X >0

(2r —0) + /(2r — 0)% + 4\ -

4
et >0 (A.13)
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A.3.3. Escenario 2 (¢ = 0 y &' # 0): convergencia de la deuda
publica

En este anexo se va a demostrar que bajo el escenario 3 donde se supone ¢}/ = 0 y
el” #£ 0 y teniendo en cuenta (3.69)-(3.70), la deuda piblica es inestable con el pardmetro
5f ~, y puede ser estable con elF *. Para demostrar lo primero note que para garantizar la
convergencia se necesita que 2" 4+ 2e —r > 0 (ver seccién A.1. de los anexos) lo cual no
se cumple para 51\4 -

2et 4 2eM — 1 =2eF +2(0) — 7

:2<(27’—5)—\/(2r—5)2+4)\> .

4
@08~ Jr —sF T an
—_ 2 — T
_ 0= \/(27“2_ VA (A.14)

F

donde § < 0. Por otro lado, con el pardmetro 1 © si podrfa haber convergencia de la deuda,

incluso si 7 > 0, siempre y cuando

2eF 4 2eM — =277 4 2(0) -

_2<2r— +¢2r— +4>\>

(2r—9¢ +\/27“— +4/\_

B —(5—1-\/27"— 24+ 4N
B 2

>0 (A.15)

donde la desigualdad (A.15) se puede escribir de manera mas simplificada de la siguiente
manera:

—0 4 +/(2r — 8)2 + 4\
2

—0+/(2r —6)2 +4X >0
(2r —0)* 44X\ > §°
4r® — 476 + 6% + 4\ > &2
4r® — 4rd 44X > 0
2 —r§+A>0 (A.16)

>0
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A.3.4. Escenario 2 (¢} =0y " # 0): comprobacién de que 5" > 0
sid>r

Partiendo de (3.67),

pe _ (e84 2] — m)ef
B 20
F+/  _F+ 2 £ =
85262 ( €9 2—; (f m)) (Al?)

Sustituyendo (3.72) en (A.17) se obtiene que

2(f—m)e; * 2(f m)el+
e R (eI 2 - m)
20

pr_ 2(f —m)? < ol > < —er )
Y 268 — (r — 9) 2€F+—(r—5)+1

edt = g —5m)2 (2€F+ 5_5(1 _ 5)) (21?1 —((r_—5<5))>
e (f —m)er™ (
5(2e1 " — (r—9))?

Teniendo en cuenta que § > 0y £ > 0 segiin se mostré en (A.13) (ver seccién A.3.2. de

€f++((5—7“))

los anexos), se puede concluir que

_ (f m)2 F+
52T — (r —9))2

elt (efT+@0—r)>0 si 6>r (A.18)

A.4. Prueba de la Proposicién 3.3.1

Teniendo en cuenta (3.67), (3.77) y (3.78) se tiene que comprobar que B2 (t) < BPL(t) <

(1), esto se va a realizar demostrando independientemente 517 () < BP1(t) y BP1(t) <

2 (t). Entonces, en primer lugar teniendo en cuenta (3.67) y (3.77) se busca comprobar que

B2 (1) < 67 ()
AR 4 Bi2e™t 4 Of < APre™"t 4 BPreTt 4 OB
0 < (AP — ABR)e™"t 1 (BP — B)e ™" + (CP = Cff) (A.19)

En segundo lugar, con (3.67) y (3.78) se busca comprobar que

BE(t) < BE(2)
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AE1672'th _i_BElef'yct —|—CE1 < Agzef%/ct _i_Bgzef'yct —I—ng
0< (AR — AP)e ™" 4 (Bf2 — BP)e " - Cf2 — O™ (A.20)

Dado que e~ > 0 y e=2t > 0 para todo t € [0,00), entonces para demostrar (A.19)-
(A.20) se hard a partir de demostrar las siguientes seis desigualdades: At > Afj, A? > APy
BPr > B2 BE* > BP CPr > C? vy O > OFt. En cuanto a la primera desigualdad, se

obtiene
AP > AR

eft >0 (A.21)

Lo que comprueba (A.21) es (A.13) dado que ef* > 0 siempre y cuando A > 0. Con respecto
a la segunda desigualdad que se debe demostrar se llega a la misma condicién que (A.21)

E E
AT < AR?

< (64279 (#) () - CZ)2

+ ~
(6+27°) (%) (@(0) - d)
-~ + . F+
g1 & te
2 < 2
+ + F+

2 T2 2

[\

™

eft >0 (A.22)

Ahora se comprueba la tercera desigualdad por demostrar

Bf > B
6+ [e1d+ 2| (#0) =) > 5+ ) |(eF - ef i+ 2 ‘255”} (a0~ d)
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+ + _ P+
- - (g5 —¢
€fd+72>(€1+—8f+)d+(272>

+ + P+
I - - ey €
efd+72>5fd—5f+d+72—27
Ft 5 e5 "
0> —eftd— =2
P
ef+d—|—27>0
265 d + el >0 (A.23)

De antemano ya se sabe que si A > 0, entonces 5f+ > 0 (A.13), y si ademds por hipétesis se
tiene que v¢ >0, f >m y 0 > r, por (A.8) y (A.3a) es suficiente para comprobar que d > 0

y € lo cual comprueba (A.23). La cuarta desigualdad para demostrar se utiliza el mismo
argumento que se utilizo en (A.24):

BP* < B2
+ v Ft
~ . ~ + .
(6 +°) [erd + %} (dC(O) - d) < (6+°) [(gr + el 1 %] <dc(0) . d)
L4+ R S ot
5fd+% < (ef +eiM)d + w
et . R
efdJr?Q <5fd+5f+d+72+27
P
0< €f+d + 27
2eFtd + el >0 (A.24)

En tercer lugar, de la quinta desigualdad por demostrar se obtiene lo siguiente
C12 <™

5 ((5{r — PR 4 (ef —ebH)d + (ef —55*)) <5 (51’(P+€;cz+ 5§>

2 2
(ef =P+ (ef —efN)d+ (ef —ef ) <efd +efd+eF
et — P efd—eltd+ef — el <efd 4 efd+ e
et I — e <o
e peftd et >0
def™d+ef*) + e+ >0 (A.25)
Teniendo en cuenta lo demostrado en (A.23)-(A.24) y que si d > r y ef > 0 (por A > 0) a

partir de (A.18) se obtiene que & > 0, todo lo cual demuestra (A.25). Con respecto a la
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sexta y ultima desigualdad se utiliza el mismo argumento que pra demostrar (A.25) debido
a que se llega a la misma expresion
Cpr > Cch

5 ((gf )@ + (e + el M)d + (ef +a§+)> s (esfcp tefd+ a;)
2 2

(e + )P+ (e +ebN)d+ (e +eft) > efd* +e5d + <5

TP+ et P efd+eltd v el el > efd? +efd + e
P elrd el >0
dEeftd+ el +ef* >0 (A.26)

Para concluir, habiendo comprobado las seis desigualdades propuestas (A.21)-(A.26) bajo
las hipétesis establecidas, se concluye al final que Br2(t) < B (t) y P4 (t) < BE*(t), y por
ende, 837 (t) < BPL(t) < BE(t).

A.5. Prueba de la Proposicion 3.3.2

Teniendo en cuenta que las asignaciones de costos econémicos descumpuestas encon-
tradas (3.67) y (3.77)-(3.78) son cada una un IDP dindmicamente estable (Definicién 2.4.6-
Proposicién 2.4.1) que satisfacen (2.22) y por lo cual si se suman de manera descontada para
todo el intervalo temporal [0, 00) se obtiene el valor de Shapley desde el inicio del juego

®2(d(0),0) = /O h e OB (t)dt (A.27)
P00 = [ a0 (A.28)
$*1(d(0),0) = /0 h e 3P (1) dt (A.29)

Teniendo en cuenta la Proposicién 3.3.1 si se tiene que f > m, v° > 0y § > r, entonces se
tiene que S22 (t) < B (t) < BE2(t) para todo t € [0,00), ¥ por lo cual se llega a que [1]

/O e B (t)dt < /0 e B () dt < / e 2 BE2 (t)dt

0

Y por lo cual
12(d(0),0) < ¢"1(d(0),0) < ¢32(d(0),0) (A.30)
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A.6. Prueba de la Proposicion 3.3.3

En primer lugar note que al considerar A = f —m = 0, se obtiene que d=0 yeg =0
teniendo en cuenta (A.8) y (A.3a). Por lo cual, de (3.67) se obtiene que

B Olamo = (0420 (5 ) (@0 =07 4 (6499 [0 + | (@(0) - 0)
e (0)2 4+ £5(0) + &3
4 ( s )

+
€1

2

Jr
deq

. (A.31)

BEI (t)|a=0 = (0 + 27°) ( ) (dC(O))2 et 4

Por otro lado, si por el contrario se establece A = f —m > 0 en (3.67) se obtiene que

+ +

B ()|aso = (6 +27°) (%) (dC(O) - CZ>2 e 4 (5 4 4°) [Sfd + %} (dC(O) - d) et

+ 72 +7 +
+5<61d —|—52d—|—53> (A.32)

2

Como por hipétesis se tiene que ¢ > 0, a partir de (A.31)-(A.32) se obtiene que

CEl |A:O = lim ﬁEl (t) |A:

t—o00 0
+ +
1 ey [ EL c(0))2 p—27°t 6&
~ tin (0 +20% (5 ) (@(0) :
= (0 +27°) i (d°(0))? lim e~2" + lim —;
’Y 2 t—o00 t—o0
et det
—@r2) (3) @2+
Jr
- 5% (A.33)
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CEI‘A>0 = lim BEI (t>’A>0
t—oo

ef .
:hm(5—|—2'y)( ) e 2t
G4 ) [ } eyct_i_é(sfcp%—sjcz—iref{)

2
=@+ ( )( ~d) Jime
et
2

+(5+7)[ d+2}<dc(0) d) ll'me_'yct+h'm5<

2

t—o00 t—o00

etd® +efd+ 5§>

— (5+27) (%) (a0) ) (0)
+ (5 +7°) [elﬂﬂ %] (dC(O) - d) (0)+0 ( .

s <€ch2 +agd+g;> (A.34)

eF 2 +efd+ 555)

2
Comparando (A.33) con (A.34) se obtiene que

CPas0 > CPazg

5 (afc? +g;ci+5;) Lo

2 2

5 <5fa~l2 —1—6;—(;) N dea - Sed

2 2 2

5 (5?&2;@&) -

S~/ -
S (efd + 5;) >0 (A.35)
Como los pardmetros restantes en (A.35) vienen del caso donde A = f —m > 0, ademas
teniendo en cuenta por hipétesis que § > r y A,k > 0, por lo cual £ > 0 (ver seccién A.2.1

de los anexos), € > 0 debido a que f —m > 0y e > 0 (A.3a), y por dltimo d > 0 por
f—m>0yd>r, todo lo anterior comprueba (A.35) y por ende la proposicién.

A.7. Prueba de la Proposicion 3.3.4

De acuerdo a lo visto de (3.67) en la Proposicién 3.3.3 si el valor que toma 31 (t) cuando
t — oo teniendo en cuenta que ¢ > 0y A = f —m > 0 es el encontrado como C*' en
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(A.34). Derivandolo con respecto a A se obtiene lo siguiente

E; a4 + 7 +
oc :é(qzd%%dww 6_)

oA 2 oA " DA 20N T OA
ocP s, .- . 0d Osf - Oef
8A —5 <(281d+€2>8—A+a—Ad+8—A (A36)

Para probar que (A.36) sea positivo, hay que tener en cuenta que el término 2e1d + 5 es
positivo como se demostrd en (A.35) con las mismas hipGtesis necesarias para que sea asi.
ad 86;— 86;—

Por lo tanto, dado que 6 > 0 solo resta en demostrar que 5%, 5%, & > 0. En primer lugar,
852+

se demostrard que 5% > 0, teniendo en cuenta 3 en (A.3a) con A = f — m se puede
expresar de la siguiente manera:

2AeT
£ = 1 (A.37)
e+
de lo cual se obtiene que
Os5 2e7
-2 - 1 (A.38)
OA ¢4
Teniendo en cuenta 6 > 0 y por hipdtesis se tiene que v¢ > 0 y que A\, x > 0 de lo cual se
+
obtiene que € > 0 (ver seccién A.2.1. de los anexos), todo esto comprueba que %% >0

(A.38). Note que considerando (A.37)-(A.38) se tiene la siguiente relacién %E—EA =ef.

5.t
Ahora se va a probar que da% > (. Partiendo de &5 en (3.45) expresandolo de la siguiente

manera se tiene que

—(ef)? +efA
i e (A.39)
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Derivando (A.39) con respecto a A se obtiene que

Oey L0e5 ey N
oA (—2%—&@—&“2

+ +
€5 Oe,
e B i
5 ( aA*‘)
= ﬁ _261+ —+ 1
0 \r+9
2e5 —2ef Ty
§ \def —r+94
2ey (—2ef +4ef —r 44
) def —r+96
2ey (2ef —r 49
6 \dey —r+94
2eq (27 +(0—7)
= A.40
o ( ve+0 ( )

Teniendo en cuenta que 6 > 0 y que por hipétesis v¢ > 0, e/ > 0 a partir de que A\, x > 0,

ademas que a partir de (A.37) se obtiene que e > 0 por 7¢,¢;,A > 0 y por dltimo que

+
se asumiera que 0 > r, todo esto implica que 88% > 0 (A.40). Por ultimo para mostrar que

g—g > 0 se va a expresar a d (A.8) de la siguiente manera

= A(0—r)
d=———7—7% A4l
(¢ +9) A
Derivando (A.41) con respecto a A se obtiene que
od (6 —1) d
= 7 - A.42
OA  ~y¢(yv¢+6) A ( )

Dado que § > 0 y a partir de las hipdtesis v¢ > 0 y § > r, se comprueba que g—i > 0

5 + +

(A.4ggEHabiendo probado que 8—§, %%, %% > 0 bajo las hipotesis propuestas se demuestra
1

que %5 >0 (A.36).
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