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Resumen

Se desarroll6 un paquete de programas en el entorno informatico interactivo basado en la
web: Jupyter Notebook, con el cual se busca facilitar el manejo de las operaciones ma-
tematicas inherentes a los desarrollos mecanico-cuanticos empleados en el curso de Atomos
y Moléculas, impartido en el programa de pregrado en Quimica de la Universidad Nacio-
nal (sede Bogotd). El objetivo principal de este curso es familiarizar al estudiante con los
conceptos cuanticos de la estructura atéomica y molecular, y relacionarlos con otras areas
de la quimica. Este objetivo no es facil de alcanzar por el grado de abstraccion de la asig-
natura y el buen manejo requerido en las herramientas fisico-matematicas asociadas a los
fenomenos cuanticos. Teniendo en cuenta estos factores, los programas desarrollados en este
trabajo ofrecen una introduccién basica a las tematicas del curso, simplifican el manejo de
los calculos numéricos, le permite al usuario variar los parametros de los sistemas estudiados
y ofrecen una visualizacion de los fenémenos estudiados.

Palabras clave: Quimica cuantica, software libre, Python.

Abstract

A software package was developed in the web-based interactive computing environment:
Jupyter Notebook, through which it is intended to facilitate the handling of the mathema-
tical operations inherent to the mechanical-quantum developments employed in the course:
Atoms and Molecules, which is offered in the Chemistry Bachelor’s program at the National
University of Bogota. The main objective of this course is to familiarize the student with the
quantum concepts of the atomic and molecular structure, as well as to relate these concepts
with other areas of chemistry. This objective is not easy to achieve because of the degree of
abstraction of the subject and the required manipulation of the physical-mathematical tools
associated with quantum phenomena. Taking these factors into account, the computatio-
nal programs developed in this work offer a basic introduction to the topics of the course,
thereby simplifying the management of numerical calculations, and allowiong the user to
vary the parameters of the studied systems and these also offer a numerical and graphical
visualization of the studied phenomena.

Keywords: Quantum chemistry, free software, Python.
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1. Introduccion

La quimica cuantica es un area de la quimica que aplica la mecanica cuantica en la descrip-
ciéon matematica del comportamiento de la materia a escala atomica y molecular. Entre sus
aplicaciones mas importantes estan el estudio de la estructura atémica, de los mecanismos
de reaccién, de las propiedades Opticas, eléctricas, magnéticas y espectroscopicas de la ma-
teria. Hoy en dia, los métodos de la quimica cuantica son utilizados rutinariamente como
herramientas para la investigacién y van de la mano con las técnicas experimentales [13].
Un manejo adecuado de los conceptos de la quimica cuantica es de vital importancia en la
comprension de los fenémenos fisico-quimicos que gobiernan la materia a nivel microscépico,
por ejemplo, el concepto de funcion de onda asociada a un sistema de particulas, el méto-
do Hartree-Fock y la teoria de funcionales de densidad han permitido mejorar los calculos
energéticos de moléculas y sistemas multi-atémicos complejos [27].

En el programa de pregrado en Quimica de la Universidad Nacional (sede Bogota) los con-
ceptos bésicos en quimica cuantica son impartidos en el curso de Atomos y Moléculas. Con el
proposito de facilitar el manejo de las operaciones matematicas inherentes a los desarrollos
mecanico-cuanticos empleados en este curso se desarrolld un paquete de programas en el
entorno informético interactivo basado en la web: Jupyter Notebook, el cual esta alojado
en Google Colaboratory. Estos programas permiten visualizar tanto numérica como gréfica-
mente las propiedades de los sistemas estudiados, dandole la oportunidad a los estudiantes
de variar parametros, como por ejemplo, las dimensiones del sistema, su masa o su energia,
de tal forma que se puedan estudiar los cambios en su comportamiento.

A la fecha se han desarrollado varias herramientas que permiten llevar a cabo este propésito.
Sin embargo, algunas requieren una licencia paga para su uso. Por ello se empleo Google
Colaboratory, el cual es un servicio en la nube que hace parte del area de Google Cloud que
permite ejecutar y programar en Python por medio de los Notebook de Jupyter [7]. Estos
Notebook también estan integrados en el proyecto Anaconda, el cual es un instalador de uso
libre de Python y R, los cuales se pueden correr en Windows, Linux y MacOS [1]. En cada
Notebook de Jupyter se emplea texto que permite exponer brevemente el sistema estudiado,
sus propiedades y comportamiento fisico. También se incorporan imagenes de apoyo para
clarificar el material y a la vez se programan funciones que ayudan a visualizar las propie-
dades del sistema tanto grafica como numéricamente.


https://jupyter.org/
https://colab.research.google.com/notebooks/welcome.ipynb?hl=es
https://colab.research.google.com/notebooks/welcome.ipynb?hl=es
https://colab.research.google.com/notebooks/welcome.ipynb?hl=es
https://www.anaconda.com/

2 1 Introduccién

En este trabajo se revisan los antecedentes, [2| con el fin de desarrollar cada programa de
acuerdo con las necesidades del curso de Atomos y Moléculas. A continuacién se realiza la
revisién bibliografica, |3 correspondiente a los contenidos desarrollados en cada programa,
con el fin de apoyar y facilitar la comprension de cada una de las funciones programadas
en los Notebook de Jupyter. Posteriormente se presenta la metodologia, [, empleada en la
ejecucion de este proyecto; seguida de un capitulo, [f] que muestra de forma detallada uno de
los programas desarrollados para el curso de Atomos y Moléculas. Finalmente en el Anexo
[A] se presenta una gufa que le permitird a los estudiantes explorar sin dificultad cada uno de
los programas.



2. Antecedentes

La malla curricular del pregrado en quimica estd dividida en lineas. El curso de Atomos
y Moléculas esta planteado para el tercer semestre y es la primera asignatura de la linea
Interacciones y Estructura. Esta linea continua con los cursos Fundamentos de espectros-
copia y Quimica estructural (cuarto semestre), para las cuales Atomos y Moléculas es un
prerrequisito. La linea finaliza con el Laboratorio de Analisis Quimico Instrumental en el
sexto semestre [19]. Atomos y Moléculas es un curso introductorio a la quimica cuéntica. En
este se busca que los estudiantes aprendan los conceptos bésicos de la estructura atomica y
molecular de la materia, de tal forma que estos sean empleados en cursos mas especializados,
tales como quimica organica, inorganica, analitica y bioquimica, entre otros.

Teniendo en cuenta la importancia de esta asignatura en la formaciéon de los estudiantes de
pregrado en quimica como su grado de abstraccion, a causa de los tratamientos mecanico-
cuanticos inherentes a las propiedades microscépicas de la materia, es pertinente desarrollar
herramientas computacionales que faciliten la comprension de los fenémenos cuanticos vis-
tos en el curso. Ademas de facilitar la comprension de contenidos, el desarrollo y adecuacién
constante de herramientas computacionales fortalecera las practicas que tradicionalmente
se llevan a cabo en los entornos virtuales de aprendizaje desarrollados por los docentes de
Atomos y Moléculas.

En el ano 2017 el profesor Alan Aspuru-Guzik dirigié en la universidad de Harvard el MOOC
de distribucién gratuita: The Quantum World, ofrecido a través de la plataforma edX. Este
es un curso formal de Quimica Cuédntica que cubre los temas usuales en mecanica cuantica,
como la teoria de perturbaciones, las moléculas poliatomicas, el método de Hartree-Fock y la
espectroscopia infrarroja. En el video promocional del curso el profesor Aspuru-Guzik hace
la siguiente aclaracién [26]:

‘Este no es un curso para principiantes, se necesita saber cdalculo y quimica. FEste es un curso
dificil. No hay una forma facil de aprender mecdnica cudntica, lo cual no significa que esta
deba ser aburrida. Les daré una hermosa mirada de los dtomos y las moléculas. Aprenderdn
Python para programar sus propias simulaciones mecdanico-cudnticas. Serd duro, pero la ver-
dad es que vale la pena’

Cada una de las secciones de este curso se desarrolla a través de videos, lecturas, ejerci-
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cios y ejercicios de programacion en Python. En este caso Python se emplea para trabajar
los desarrollos mateméticos y para crear simulaciones de los fenémenos mecanico-cuanticos.
Para este curso la Universidad de Harvard esta asociada con la plataforma DataCamp, la
cual permite interactuar con los programas en linea, sin necesidad de instalar aplicaciones
adicionales.

También desde el ano 2017 se distribuye libremente el programa Psi4dNumpy (An Interactive
Quantum Chemistry Programming Environment for Reference Implementations and Rapid
Development), a través de la plataforma de desarrollo colaborativo de software GitHub [22].
Este programa emplea la libreria Numpy, de algebra lineal, de Python para facilitar un rapi-
do desarrollo y comprension del codigo implementado en los métodos més recientes de la
quimica cuantica en un tiempo de ejecucién bajo. Sus implementaciones son una muestra de
la potencia de la programacién hibrida C++/Python empleada por el programa Psi4.

Con el programa Psi4dNumpy se han creado implementaciones de referencia para diferentes
métodos, que incluyen por ejemplo, la teoria de campo autoconsistente, la teoria de per-
turbaciones de muchos cuerpos, la teoria clisteres acoplados y la teoria de perturbaciones
simétrico-adaptadas. También se han integrado diferentes codigos de referencia en los Note-
book de Jupyter, con el fin de desarrollar tanto la teoria como informacion explicativa de las
implementaciones.

En el presente trabajo se elige el lenguaje de programacién Python porque es un programa
libre de licencia que se puede ejecutar desde diferentes sistemas operativos como Windows,
Linux o MacOS. Python es un lenguaje de programacién agil y comparativamente sencillo
de manejar con respecto a otros lenguajes, ya que no es dificil familiarizarse con su sintaxis
[21]. Este lenguaje estd integrado en el entorno interactivo Jupyter Notebook, el cual per-
mite integrar texto, bloques de cddigo, gréficas e imagenes [15]. Jupyter esta disponible en
diferentes plataformas como Google Colaboratory, ANACONDA|y CoCalc [1l, 6, [7], entre
otras.


http://www.psicode.org/psi4manual/master/index.html
https://colab.research.google.com/notebooks/welcome.ipynb?hl=es
https://www.anaconda.com/
https://cocalc.com/

3. Marco teodrico

El avance de la fisica, la quimica y la evolucién de los computadores han permitido que la
quimica computacional se convierta en una de las areas con roles predominantes en quimi-
ca. Realizar cédlculos que facilitan el estudio de fenémenos fisico-quimicos sin necesidad de
llevarlos a cabo en un laboratorio, representa una ganancia importante a nivel de recursos.
Los célculos quimico-cuanticos permiten obtener una amplia variedad de propiedades termo-
quimicas, espectroscépicas y de respuesta a perturbaciones externas de sistemas atéomicos y
moleculares en fase gaseosa, sélida y en solucion. El calculo de propiedades superficiales de
los sélidos y la comprension de la forma en que interaccionan las moléculas pequenas con
las superficies de los solidos es central en la aplicacion industrial de los procesos cataliticos,
el procesamiento de semiconductores y la conductividad en aplicaciones microelectrénicas.
Otras areas de interés incluyen el modelado de aplicaciones fotoquimicas en las celdas so-
lares, el estudio riguroso de los efectos del confinamiento cuantico en nano-estructuras de
carbono y puntos cuanticos semiconductores, y las aplicaciones bioldgicas, que se han centra-
do principalmente en el modelado de la catalisis enzimética y sitios quimicamente activos [13].

Dada por sentada la importancia de la quimica cuantica, en este capitulo se presentan los
contenidos expuestos en el paquete de programas desarrollados para el curso de Atomos y
Moléculas.

3.1. Radiacién de un cuerpo negro

Se llama radiacion térmica a aquella emitida por un cuerpo como consecuencia de su tem-
peratura. Si en un principio el cuerpo estd mas caliente que sus alrededores, este se enfriara
ya que la rapidez con que emite energia excedera la rapidez con la que absorbe energia. La
materia condensada (sélidos o liquidos) emite un espectro de radiacién continuo que depende
de la temperatura. A temperaturas ordinarias la mayoria de los cuerpos son visibles a causa
de la luz que reflejan, més no por la luz que emiten, por lo tanto si no se hace incidir luz sobre
ellos no es posible verlos. Sin embargo, a muy altas temperaturas los cuerpos son luminosos
por si mismos, en un cuarto obscuro se les puede ver brillar, pero aiin a temperaturas de
varios miles de grados Kelvin més del 90 % de la radiacién térmica emitida es invisible para
nosotros.
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La forma detallada del espectro de radiaciéon térmica emitida por un cuerpo caliente de-
pende de la composicion del mismo, sin embargo hay una clase de cuerpos que emiten un
espectro térmico universal. Estos son los llamados cuerpos negros, es decir, cuerpos cuyas
superficies absorben toda la radiaciéon que incide sobre ellos sin importar el angulo de inci-
dencia o la frecuencia de la radiacion, dichos cuerpos al no reflejar luz se ven negros. Una
buena aproximacion de un cuerpo negro es un objeto con una cavidad en su interior, la cual
se comunica con el exterior a través de un pequeno agujero en las paredes del objeto. Por
ejemplo, podemos pensar en un cubo hueco con un pequeno agujero en una de sus paredes.
Esencialmente toda la radiacion que incide sobre el agujero sera absorbida y por lo tanto el
agujero tendra todas las propiedades de la superficie de un cuerpo negro. Si las paredes de
la cavidad se calientan a una temperatura 7', estas emitiran radiacion térmica que llenara la
cavidad y una pequena parte de la radiacion térmica emitida pasara por el agujero. Como
el agujero tiene las caracteristicas de la superficie de un cuerpo negro, la radiacion que emi-
te ha de tener el espectro de un cuerpo negro. Sin embargo, como el agujero simplemente
muestrea la radiacién térmica dentro de la cavidad, resulta evidente que la radiacion dentro
de la cavidad también debe tener el espectro de un cuerpo negro a la temperatura 7.

Independientemente de los detalles de su composicién todos los cuerpos negros a la misma
temperatura emiten el mismo espectro de radiacién térmica. Cuando la radiacién encerrada
dentro de la cavidad alcanza el equilibrio con los a&tomos de las paredes, la cantidad de energia
que emiten los atomos por unidad de tiempo es igual a la que absorben. En consecuencia la
densidad de energia (cantidad de energia por unidad de volumen) del campo electromagnético
existente en la cavidad es constante. Asi, la densidad de energia pr(v), en el intervalo de
frecuencias entre v y v + dv, del espectro de un cuerpo negro a una temperatura 7', es
igual al producto de la energia promedio de cada onda estacionaria por el nimero de ondas
estacionarias en el intervalo de frecuencias, dividido entre el volumen de la cavidad. Aplicando
las teorias clasicas del electromagnetismo y la termodindamica se obtiene la ley de Rayleigh-
Jeans, formulada en 1900 [5].

8rv2kT
pr(v)dv = Tdy
donde v es la frecuencia en Hz, ¢ es la velocidad de la luz en m/s, T' es la temperatura en
Ky k es la constante de Boltzmann en J/K [10]. La figura muestra el espectro térmico
para un cuerpo negro a una temperatura de 2000°K. Como se puede observar a medida que
la frecuencia v tiende a infinito, la densidad de energia pr(v) también tiende a infinito, lo

cual es contradictorio con los experimentos.

Experimentalmente la densidad de energia tiende a cero cuando la frecuencia tiende a infi-
nito. La figura muestra el espectro térmico experimental de un cuerpo negro a 1500°K,
junto con el espectro térmico obtenido a través de la ley de Rayleigh-Jeans. Este grafico
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Figura 3-1.:

Figura 3-2.:
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Espectro térmico de un cuerpo negro a 1500°K. La linea roja corresponde al
espectro experimental del cuerpo, mientras que la linea naranja es el espectro
predicho por la ley de Rayleigh-Jeans.
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muestra como la ley de Rayleigh-Jeans es coherente con los resultados experimentales a muy
bajas frecuencias. Este comportamiento irreal de la prediccién clésica tedrica se conoce en
fisica como la catdstrofe ultravioleta [10), 18].

3.1.1. Solucién dada por Planck

Al igual que Rayleigh-Jeans, Planck asumié que la radiacion emitida por un cuerpo se debia
a las oscilaciones de los electrones en las particulas que forman el cuerpo. A diferencia
de Rayleigh-Jeans, los cuales asumieron que las energias de las oscilaciones electrénicas
responsables de la emision de la radiacion podian tomar cualquier valor, Planck asumié que
la energia de las oscilaciones era una variable discreta en lugar de una variable continua, es
decir, supuso que la energia tenia que ser proporcional a un multiplo entero de la frecuencia,
E = hv, donde h es la constante que lleva su nombre. A partir de esta suposicién junto con
argumentos de termodindamica estadistica concluyo6 que

8rhy?
,OT(V>dl/ = mdy
le—17
55 | —— 1500°K

2.0 1

1.5

1.0

0.5

Densidad de energia ( Js/m?)

0.0

0 1 2 3 4
Frecuencia (Hz) leld

Figura 3-3.: Espectro térmico predicho por la ley de Planck para un cuerpo negro a 1500°K.

La figura muestra el espectro térmico predicho por Planck para un cuerpo negro a
1500°K. A diferencia de la prediccion dada por la fisica cldsica, a medida que incrementa la
frecuencia la densidad de energfa radiada por el cuerpo tiende a cero 18] 23].
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3.2. Funcidon de onda

La funcién de onda v(x,t) asociada a una particula contiene toda la informacién de la
particula, y su cuadrado |1 (z,t)|* = ¢1)* es una funcién de densidad de probabilidad. La
funcién de onda es una funcién real o compleja que depende de la coordenada z y el tiempo
t para movimientos unidimensionales, y depende de un vector (z1,zs,x3) y el tiempo t en
el caso 3 dimensional. La funcién de onda debe ser bien comportada, es decir, debe ser
continua, derivable y cuadrado-integrable [16]. Por cuadrado-integrable se entiende que la
integral sobre todo el espacio del cuadrado de la norma de la funcién es un valor finito, es
decir

“+o0o +oo
/ (o )2de = | words < oo

En el curso de atomos y moléculas se emplea la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo, y se trabaja solamente funciones de onda v (z) independientes del tiempo. Por
ejemplo, en la figura se grafica el cuadrado de la norma de las funciones ¢ (z) = 2° y
p(z) = e para 0 < z < .

‘w(x)‘2 _ m3x3 _ ZL‘G v ’¢($>|2 _ efzzef:rz _ 672332

3.0
—  |w(x)|?

|(x)|?

2.5 1
2.0 -
1.5 1
1.0 1
0.5 -

0.0 - ; : . .

2

Figura 3-4.: Cuadrado de las normas de las funciones ¢(x) = 2® y ¢(z) = e~

+oo
Tanto 1 (z) = 2° como ¢(z) = e~ son continuas y derivables. Las integrales / [0 (z) |*da

—00

+o0
y / |p()|*dz muestran que

[e.9]
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+o0o oo .
/_OO 1Y (z)Pdr = oo, /_OO |6(x,t)|2dx = . g

mientras que ¥(x) no es cuadrado integrable, la funcién ¢(z) si lo es. En este caso ¥ (z) no
puede ser una funcién de onda, mientras que ¢(x) si podria serlo.

3.2.1. Interpretacién probabilistica de la funcién de onda

La interpretacién de la funcién de onda en términos de la posicion de una particula fue suge-
rida por Max Born [4], el cual tomo como punto de partida la teorfa ondulatoria de las ondas
electromagnéticas. Para una onda electromagnética el cuadrado de su amplitud corresponde
a su intensidad (es decir, a la cantidad de energfa transmitida por la onda por unidad de
area y por unidad de tiempo), la cual puede ser interpretada en términos cudnticos como
una medida de la probabilidad de encontrar un fotén en cierta regién del espacio. Entonces
la interpretacion de Born de la funcion de onda 1) se centra en el cuadrado de su norma
(o médulo) |1 (z)[?, el cual postula que el valor |i(z)[* es proporcional a la probabilidad
de encontrar la particula alrededor del punto z, es decir, la probabilidad de encontrar a la
particula en la regién comprendida entre x y  + dx es proporcional a [¢(x)|*dz. Asi, para

una funcién de onda 1 (z) el cuadrado de su norma [i(z)|* corresponde a una funcién de

b
densidad de probabilidad, y por lo tanto la integral / |¢(z)|*dx representa la probabilidad

de encontrar la particula en la regién a < x < b.

La interpretacion de Born dista de los valores negativos o complejos que pueda asumir la
funcién de onda 1 (z) = ¢(z) + 0(z)i, puesto que | (x)|* = ¢(z)? + 6(z)* es un niimero real
positivo. Sin embargo, la presencia de valores negativos y positivos en una funcién de onda
tendra significado cuando se sumen paquetes de ondas, ya que en este caso cabe la posibili-
dad de que se presente interferencia tanto constructiva como destructiva [10} [17].

De acuerdo con la interpretacién de Born, si ¢(z) es la funcién de onda asociada a una
particula, el cuadrado de su norma [¢(x)]? es una funcién de densidad de probabilidad. Por

lo tanto, la probabilidad de encontrar la particula en el intervalo que va desde a hasta b es
b
1
igual a / |¢(z)|2dz. Por ejemplo, si ¢(x) = Zaze_x/Q para x > 0 y es igual a 0 para x < 0,

a
entonces ¢(z) es una funcién de densidad de probabilidad que tiene el aspecto mostrado en

la figura

Si la variable x representa la posiciéon de una particula, el valor del area bajo su funcién
de densidad, en un intervalo, corresponde a la probabilidad de encontrar la particula en ese
intervalo. En la figura se representa la probabilidad de encontrar la particula entre 2
y 4, la cual toma el valor de 0.33. La figura representa la probabilidad de encontrar la
particula entre 6 e infinito, la cual es de 0.19.
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Figura 3-5.: Representacién grafica de la funcién ¢(z) = ;xe

Figura 3-6.:

4
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Si x representa la posicién de una particula, el valor del area bajo la curva da
la probabilidad de encontrar la particula entre 2 y 4.

+

o0
Si una funcién ¢ (x) es una solucién de la ecuacién de Schrédinger, la integral [v(z) Pdx

—0o0
no tiene porque ser igual a 1, es decir, no esta obligada a satisfacer la condicién de norma-



12 3 Marco tedrico
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00 25 50 75 10,0 125 15.0

X

Figura 3-7.: El valor del area bajo la curva representa la probabilidad de que la particula
se encuentre a mas de 6 unidades del punto de referencia del sistema.

lizacién, con lo cual colapsaria la interpretaciéon probabilistica de la funcién de onda. Sin
embargo este requerimiento no es un problema, puesto que si ¥ (z) es solucién a la ecua-

cién de Schrodinger también lo es Ay(x), donde A es una constante. Por lo tanto lo que
+o0

debemos hacer es encontrar A de tal forma que / | Av(z)|2dx = 1. Esto se conoce como

‘normalizacién de la funcién de onda’ [29].

3.3. Principio de incertidumbre de Heisenberg

La hipétesis ondulatoria de de Broglie recibié confirmacion experimental en 1927 por Clinton
Davisson y Lester Germer [29]. El descubrimiento de la naturaleza dual de la materia forzo6
a los fisicos a reevaluar el lenguaje cinematico usado para describir la posicién y el momento
lineal de una particula. De acuerdo con la mecéanica clésica, no hay un limite que impida
refinar los aparatos de medida o los procedimientos experimentales para alcanzar cualquier
precision deseada en la medicion de los observables, como por ejemplo la posiciéon y mo-
mento lineal, de una particula. La teoria cudntica por el contrario, predice que es imposible
realizar mediciones simultdaneas de la posicién (z) y momento lineal (p,) de una particula,
de tal forma que la incertidumbre Ax y Ap,, respectivamente, de las mediciones sean arbi-
trariamente pequenas. Este principio lo propuso Werner Heisenberg en 1927 [29], haciendo
notar que las incertidumbres inevitables en Az y Ap, no se deben a las imperfecciones en
los instrumentos de medida, sino a la naturaleza cuantica de la materia. Matematicamente
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el principio de incertidumbre de Heisenberg se expresa:

AxAp, > Z

es decir, si se realiza una medida de la posicion de una particula con incertidumbre Ax y
una medida simultdnea de su momento lineal con incertidumbre Ap,, ambas incertidumbres
no pueden ser mas pequenas que fi/2 [2].

Para comprender la naturaleza del problema consideremos un haz de electrones en el vacio,
con longitud de onda A, disparados hacia una rendija de ancho a con a > A. Como resultado
de la naturaleza ondulatoria de la materia se obtiene el patrén de difraccion que se ilustra
en la figura [3-8] Aproximadamente el 85 % de los electrones llegan a la pelicula dentro del
maximo central y el resto llegan a ella dentro de los maximos subsidiarios en ambos lados.
En este experimento no se deben considerar los electrones como particulas, sino como ondas,
puesto que no todos siguen la misma trayectoria, aunque todos ellos tengan el mismo estado
inicial de movimiento. Mas aun, no podemos predecir la trayectoria exacta de un electréon
aunque conozcamos su estado inicial, solamente podemos saber la probabilidad que un de-
terminado electron llegue a diversas regiones de la pelicula.

Un electrén que llega a la pelicula en la orilla externa del maximo central, formando el
angulo 60, debe tener una componente de cantidad de movimiento p, en la direccién vertical
py, y también una componente p, en la direccién p,, aunque el haz de electrones se haya
dirigido paralelo al eje x. Como podemos observar en la figura estas dos componentes se

relacionan por la expresion tan ¢, = & Como 6, es pequeno en comparacion con el ancho
Pz
de la rendija tan ¢, = 0; y p, = pzth, y puesto que un patrén de interferencia presenta una

A A
franja oscura siempre que sen #; = +—, tenemos que 6; = — (puesto que sen 6; = ;). Por
a a

Da

lo tanto p, =

Para el 85 % de los electrones que llegan a la pelicula dentro del maximo central (entre los
angulos —\/a y A/a), la componente y de la cantidad de movimiento se repartira dentro de
los limites —p,A/a y pA/a. Si pensamos en todos los electrones que pasan por la rendija
(Py)prom = 0 a causa de la simetria del patrén de difraccién. Por lo tanto la incertidumbre en
la componente y de la cantidad de movimiento serd Ap, serd por lo menos p,\/a, es decir

Pz
a

Ap, >

Note que cuanto menor sea el ancho de la rendija (es decir, hay menor incertidumbre en la
componente y de la posicién de los electrones), mas ancha sera la figura de la difraccién y
mayor serd la incertidumbre de la componente y de la cantidad de movimiento p,. Por la
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Py v i son las componentes de la cantidad
de movimiento de un electrdn que lega a la
orilla cxterna del maximo central, formando
un Angulo i, .
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Figura 3-8.: Patrén de difraccién de un haz de electrones [29].

h h h . h 1
relacion de de Broglie A = —, tenemos que Palt —, es decir Ap, > —, multiplicando esta
ap a a

Dz z
desigualdad por a se obtiene Ap,a > h, de donde, Ap,Ay > h (a = Ay).

En conclusién: el ancho a de la rendija representa la incertidumbre en la componente y de
la posicion de un electrén, al pasar por la rendija, puesto que no conocemos con exactitud
donde atraviesa cada particula la rendija. En este caso hay incertidumbre tanto en la com-
ponente y de la posicién como en la componente y de la cantidad de movimiento p, y las dos
incertidumbres se relacionan por la expresiéon Ap,a > h, donde a = Ay. Se puede reducir
la incertidumbre Ap, en la cantidad de movimiento sélo reduciendo el ancho del patrén de
difraccion para lo cual hay que aumentar el ancho a de la rendija, lo cual aumenta la incerti-
dumbre en la posicién. Reciprocamente, cuando se disminuye la incertidumbre en la posicion
estrechando la rendija, el patrén de difraccién se ensancha y aumenta la correspondiente
incertidumbre en la cantidad de movimiento.

Nota : Observe que la expresion Ap, Ay > h no es contradictoria con la formulacién original
Ap,Ay > h/2 del principio de incertidumbre, puesto que h > h/2, siendo la h/2 la cota
minima para el producto de las incertidumbres.

3.3.1. Particula libre

La energia y la probabilidad
La energia £y el momento p de una particula libre con masa m, en una region unidimensional
a un potencial constante V, estan dados por la onda plana t¢(z) = Ae’**, donde A es la

2m(E —V)

- . Si utilizamos la identidad de

amplitud y el nimero de onda k es igual a:
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Euler € = cos 0 + isen 6, la funcién de onda Y(z) = Ae™™ se puede expresar de la forma
¥(z) = A(cos kx + isen kz). En esta ecuacién tanto el coseno como el seno representan ondas

2 2 h
con longitud de onda \ = %, por lo tanto % = — (usando la relacién de de Broglie).

Si despejamos la cantidad de movimiento p, tenemos que p = kh, lo cual muestra que el
momento lineal de la particula estd bien definido.

0.81 — |@(x)|?
0.6
0.4
0.2
0.0{ ———— J | LLJ=-—-—-——I .
~-1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
x (an)

Figura 3-9.: Funcion de densidad de probabilidad para una particula cuya probabilidad de
ser localizada alrededor de x = 0 es cercana a 1.

Aunque es posible conocer el momento lineal de la particula su posiciéon es totalmente
impredecible, para lo cual es suficiente considerar la funcién de densidad de probabilidad
[9(z)]* = A*(cos’kx + sen’kz) = A%, la cual es constante y por lo tanto la probabilidad de
encontrar la particula en cualquier porcion de la recta es igual para segmentos de la misma
longitud. Si una particula tiene una posicion definida su funciéon de onda deberia tener el
aspecto similar al mostrado en la figura [3-9]

Como se observa en la figura, la particula tiene una alta probabilidad de estar localizada en
la regién donde la funcién de onda presenta un pico, puesto que alli se concentra la densidad
de probabilidad para su posicién. Estas funciones son el resultado de la superposicion de un
nimero grande de ondas planas e**. Concluyendo, la funcién de onda v (x) de una particula
bien localizada se puede representar como una sumatoria (superposicién) de ondas planas

n
con diferente momento lineal, es decir, ¥(x) = E AjettiT,
J=1

En este caso, aunque la certidumbre en la localizacion aumenta, la incertidumbre en el



16 3 Marco tedrico

momento lineal se indeterminarad a medida que se superpongan cada vez méas ondas planas
con diferentes momentos lineales [2].

3.4. Particula confinada en una caja unidimensional

Por particula en una caja unidimensional se entiende una particula de masa m, que se mue-
ve en una dimensién, la cual estd sujeta a una funcién de energia potencial que tiende a
infinito en todas partes excepto en una regién de longitud [, en donde toma un valor de ce-
ro. La figura[3-10| proporciona una imagen de un pozo de potencial con amplitud [ = 2 Bohr.

Energia ( En)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Amplitud de la caja (ao)

Figura 3-10.: Caja unidimensional de longitud 2 ay con barreras de potencial infinitas en

los extremos de la caja.

El Hamiltoniano para este sistema de una particula con masa m, estd dado por la expresion

K2 d?
H=——
2m,, da? + V()

donde V(x) = 0, en la regién 0 < x < 1y V(x) = oo fuera de esta. Si ¥ es la funcién de
onda para esta particula, las soluciones a la ecuacion de Schrodinger Hiy = E1) son

o) = on (77

el nimero entero n toma cualquier valor mayor o igual 1 y las energias correspondientes son
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n2m2h? n2h?

" 2myl2 - 8m,l?

donden € {1,2,3,...}. En la ﬁgura se representan los valores de energia méas bajos para
el sistema, se puede observar como estos valores incrementan con el incremento del valor de
n y adquieren separaciones cada vez mayores. En la figura se muestran las funciones de
onda del sistema para n > 0, se puede ver que la funcién de onda 1), tiene n — 1 nodos para
n > 0 y por lo tanto el nimero de nodos incrementa a medida que el valor de n incrementa.

30 n=>=5
25 1
'fj: 20 | n=4
[1%]
& 15
@ n=aJ
5 101
n=2
. n=1
[} — T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Amplitud de la caja ( ao)

Figura 3-11.: Primeros valores de energia para una particula confinada en una caja con
amplitud de 2 ay.

En la gréfica se muestran las funciones de densidad de probabilidad para una particula
confinada en una caja con un ancho de 2 ag . Se puede ver como la particula tiende a evitar
los muros de la caja en los estados energéticos mas bajos, pero a medida que n incrementa
la funcién de densidad de probabilidad tiende a ser uniformemente distribuida a los largo de
la caja.

La distribucién para valores de n grandes corresponde al comportamiento clasico de una
particula que permanece en cualquier punto ubicado entre los muros de la caja. Este es
un ejemplo del principio de correspondencia, el cual establece que la mecanica clasica
emerge de la mecanica cuantica cuando los valores de los niimeros cuanticos son muy grandes.
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Figura 3-12.: Funciones de onda para los primeros 5 estados de energia y el estado de

energia 50. A mayor energia el nimero de nodos se incrementa para n > 0,
puesto que el estado fundamental no tiene nodos.
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Figura 3-13.: Densidad de probabilidad para los estados mas bajos de energia. Para un valor
de n = 50 la funcién de densidad de probabilidad se asemeja a una funcion
de distribucién uniforme, indicando que es igualmente probable encontrar la
particula en cualquier region de la caja.

3.5. Barreras de potencial

En la figura se muestra una barrera rectangular de ancho L = 0,5 y altura maxima de
Vo = 20 Hartree. De acuerdo con la mecanica clasica si una particula con energia total F
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menor que V; choca con la barrera, esta no podra pasar a través de la barrera y estard con-
finada del lado de la barrera en el que se encuentre inicialmente. En caso de que la particula

cruzase la barrera su energia cinética K = F —V = EmUQ serfa negativa, lo que implicaria

que una masa negativa de la particula o que su velocidad toma un valor imaginario puro.

20.0
17.5
15.0
12.5 -
10.0
1.5

Energia (En)

5.0
2.5

0.0

Figura 3-14.: Barrera de potencial de 20 Ej, y un ancho de 0.5 ag

En un sistema cuantico una particula que se encuentra con una barrera no necesariamente
regresa, la probabilidad de que salga por el otro lado es no nula, atin cuando no tenga energia
cinética suficiente para remontar la barrera. A este fenémeno se le llama tunelamiento [3].

Hoy en dia se construyen nanoestructuras semiconductoras en la que los electrones de la
banda de conduccion experimentan cambios abruptos en el potencial cuando pasan de un
material semiconductor a otro. Por ejemplo, si sobre un sustrato de GaAs se aplica una
capa de Ga; ,Al,As con espesor b y sobre esta a su vez una capa de GaAs, se forma la
heteroestructura GaAs/Ga; ,Al,As/GaAs en la que los electrones de la banda de conduc-
cion experimentan la presencia de una ”barrera de potencial”. En este sistema la altura de
la barrera V' estd directamente relacionada con la concentracién x de aluminio y la bre-
cha energética que separa las bandas de valencia y de conduccion. Si la concentracion de
aluminio es del 30 %, la altura de la barrera de potencial en esta heteroestructura es de
V = 8,4523 x 1073 Hartree. En la figura se muestra el médulo de la funcién de onda
para E = 6,6148 x 1073 Hartree (menor que V = 84523 x 1073 Hartree) y un ancho de
barrera b = 20 Bohr [20].
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Figura 3-15.: Eigenfunciéon de una particula en una barrera de potencial de altura 0.00845
Hartree, entre 0 y 20 Bohr.

En esta clase de sistemas las particulas pueden moverse de —oo a +00 o en el sentido inverso
y para comprender su movimiento es util definir los coeficientes de reflexién y transmisién.
Si se define la densidad de corriente como el nimero de particulas que atraviesan una unidad
de superficie por unidad de tiempo, el coeficiente de transmision 7', se define como la
relacion entre el flujo o densidad de corriente de la onda transmitida y el flujo o densidad
de corriente de la onda incidente, mientras que el coeficiente de reflexién R se define como
la relacién entre el flujo o densidad de corriente de la onda reflejada y el flujo de la onda
incidente. Como el flujo de particulas debe conservarse tenemos que 7'+ R = 1 (principio de
conservacion del flujo). El coeficiente de transmisién se utiliza habitualmente para obtener
la probabilidad de que una particula pase a través de una barrera por efecto tinel [17].

3.5.1. Sistemas perturbados

Suponga que se busca la solucion de la ecuacién de Schrodinger Hv,, = E,1, de un siste-
ma particular, para el cual es dificil o no es posible conocer su solucién exacta como, por
ejemplo, para el atomo de Helio y el oscilador anarmonico. En estos casos si se asume que
el Hamiltoniano H del sistema es ligeramente diferente del Hamiltoniano H° de un sistema
(con ecuacién de Schrédinger H'y? = E%)?), para el cual se conoce la solucién, es posible
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utilizar estas soluciones para aproximar las soluciones del sistema inicial [16].

Al nombrar el sistema con Hamiltoniano H" sistema sin perturbar y sistema pertur-
bado a aquel con Hamiltoniano H, se puede decir que H' = H — H° es la perturbacién
introducida al sistema. Asumiendo que la perturbacion se aplica gradualmente, es decir

H = H°+ \H'

con 0 < X\ <1, es posible desarrollar v,, vy E, en series de Taylor y encontrar aproximaciones
sucesivas del A de interés, es decir, para A = 1. En un sistema con niveles de energia no
degenerados es posible expresar ¢, v E,, como sigue:

Y = Y0+ ML+ X224 MR
E,=E +\E} + ¥E2 + ..+ \'EF + .

donde
1 Ok
k n
=g oo
. 1d°E,
TR P

para k € {1,2,3,...}.

Las funciones 1 y los valores E¥ se llaman correcciones de orden k de la funcién de onda
y de la energia. En el caso de la energia la correccién de primer orden se obtiene promediando
la perturbacion H' sobre las correspondientes funciones de onda sin perturbar, es decir

E,= (| H [4y)

Por lo tanto la aproximacién de primer orden a la energia esta dada por:
By EY+ By = B+ [0 H'S dr

En el caso de la funcién de onda la correccién de primer orden es

U | H' | dn
Uy = Zmin%@@%

Asi, la aproximacién de primer orden para la funcion de onda 1, esta dada por:

0 ! 0
~ /)0 E < mlH |1/}n> 0
wn - wn + m;ﬁn EO - EO wm
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3.5.2. Particula en una caja unidimensional sometida a una barrera de
potencial

Considere una particula confinada en una caja uno dimensional de longitud [, la cual esta
perturbada por una barrera de potencial de la forma

oo, <0

0, O<zxz<a
V()= Vs, a<x<b
0, b<ax<l

oo, x>0b

En la figura se muestra una barrera de potencial de altura Vj = 20 Ej, donde a = 0.25,
b=0.7yl=1 ag.

20

Energia (Er)

0

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Ancho de la caja (ag)

Figura 3-16.: Caja unidimensional de 1 ag de ancho con una barrera de potencial de altura
20 Ej, entre 0.25 y 0.75 ay.

La correccién de primer orden para la energia es

£ 0171 = e () Vi o on (22 ) =22 [ (25

por lo tanto, la aproximacién de primer orden para los valores de energia es

V()

2 252 b
n°mh . 2V son? (nm;) dr
2m,,1? I/, l

E,~E’+E =
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La correccién de primer orden para la funcion de onda ), es

(Yo L H [ ¥n) o _ 2m,l? 0 10 .0 mmx
%me—§h2ﬂ2(n—m)(n+m)< m’H |¢n> Sen< ; >

por lo tanto, la aproximacion de primer orden para la funcién de onda v, es
: ALAT I
¢+Z gt =y e () +

2mpl , mmnx
Zh27r2 _m)<n+m)< 2L|H|¢2>Sen( l )

En la gréfica se comparan las funciones de onda de la particula confinada en una
caja unidimensional con las de la misma particula bajo un potencial de perturbacion en el

intervalo de la trayectoria que va desde a =0.25 hasta b =0.75.

25 L2t 25 7
20 —— Funcion perturbada 50 —— Funcion perturbada
’ Funcién no perturbada ’ Funcién no perturbada
= 15 = 15
© — ®
3 10 = 10
© ©
2 05 2 05
= a
E 00 £ 00
< <
-0.5 -0.5
-1.0 -1.0
-15 -1.5
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Ancho de la caja (ao) Ancho de la caja (ao)
25 L] 25 "2}
20 —— Funcién perturbada 50 —— Funcién perturbada
’ Funcién no perturbada : Funcién no perturbada
= 15 = 15
o ©
= 10 = 10
2 05 2 057 | [
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E 007" E 00 {
< < I /
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-154= . T T " ; -15 /
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Figura 3-17.: Funciones de onda perturbadas y no perturbadas para un particula confi-
nada en una caja unidimensional. Para una barrera de altura 20 Hartree la
perturbacion es mas notoria en los estados de energia mas bajos.
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3.6. Oscilador armodnico unidimensional

La energia de una molécula puede aproximarse a través de la suma de las energias tras-
lacional, rotacional, vibracional y electrénica. La energia traslacional es la energia cinética
debida al movimiento de la molécula en el espacio en el cual estd confinada; por lo tanto los
niveles de energia traslacionales pueden representarse por lo de una particula en una caja
tridimensional. Los niveles de energia rotacionales de una molécula diatémica pueden apro-
ximarse mediante los del rotor rigido, los niveles de energia vibracionales mas bajos de una
molécula diatémica pueden aproximarse mediante los niveles del oscilador arménico [16]. La
importancia del oscilador arménico radica también en el algebra involucrada en su solucion,
ya que esta aparece nuevamente en diferentes problemas, como por ejemplo, el tratamiento
de movimientos rotacionales [3].

La fuerza asociada a un oscilador armoénico unidimensional estd dada por la ley de Hooke
F=—kx

donde k es la constante de fuerza. Por lo tanto, la energia potencial del sistema esta dada
por

="

el operador Hamiltoniano para el oscilador armonico asociado a una particula de masa m,,,
tiene el siguiente aspecto

h? d_? ka2

2m,, da? 2

k
definiendo la frecuencia angular w del oscilador por w? = —, el Hamiltoniano toma la forma
m

las soluciones a la ecuacién de Schrodinger, Hiy = E1), para este sistema estan dadas por

1 (a>1/4 _as? mw
n = — H,(Vax)e 2, a=—
(s T\ (Vaz)

donde H,(z) son los polinomios de Hermite.

El valor de energia correspondiente para el estado 1, es [3]

E, =hw(n+1/2), donde n € {0,1,2,3,...}
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En la figura se muestran las gréaficas para un oscilador armoénico con frecuencia w = 1
(es decir, @ = 1 teniendo en cuenta que m =1y h = 1). En el gréfico se muestran los
valores de energia del oscilador armonico para los primeros ocho estados.

La observacion mas notoria para los niveles de energia es que estos se encuentran igualmente
espaciados, siendo la energia de separacion igual a F,, 1 — E,, = hw. De otra parte la energia
para el estado fundamental del oscilador arménico es diferente de cero, su valor es Fy = §hw

y se denomina energia del punto cero. Esta seria la energia vibracional que tendria cada
oscilador armonico, en un conjunto de osciladores a la temperatura del cero absoluto.

— Yol 050 “
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Figura 3-18.: Funciones de onda de los primeros estados de energia del oscilador armoénico.
El nimero de nodos incrementa con el valor de n y siempre hay simetria, bien
sea con respecto a la vertical o con respecto al origen coordenado.
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7
6 1 n==6

EE' n=>5

:54' n=4

53' n=3

2 \ n=2 /
N A
R R S

X (ao)

Figura 3-19.: Primeros valores de energia para el oscilador armoénico mecénico-cuantico.
Estos se encuentran igualmente espaciados.

3.6.1. Vibracion de moléculas

El movimiento interno de una molécula diatémica se compone del movimiento de vibracién,
correspondiente al cambio de la distancia entre los dos nticleos, y el movimiento de rotacion,
correspondiente al cambio de la orientacion espacial del eje que une los niicleos. Usualmente
es posible tratar por separado los movimientos vibracional y rotacional. En la figura

se muestra la forma de la funcién de energia potencial internuclear para una molécula
diatémica.

ENERGIA

DISTANCIA
INTERNUCLEAR

o

o

« 9

— nivel del punto cero
(estado basal)

Figura 3-20.: Energia potencial versus distancia internuclear para una molécula diatémi-
ca. La energia potencial se toma igual a cero cuando los dos dtomos estan
separados [9].
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Note que esta curva es asimétrica, el valor minimo D, que toma la curva es la energia de
disociacion y la distancia internuclear R, en el valor minimo de la curva se conoce como dis-
tancia de equilibrio internuclear. A la izquierda de R, la curva crece rapidamente, mostrando
la dificultad de acercar lo dos ntcleos. Al lado derecho de R, la curva crece inicialmente,
pero después de cierto punto se estabiliza mostrando un comportamiento asintotico. El nivel
de punto cero corresponde al estado vibracional de minima energia de la molécula.

Si se hace coincidir el origen de coordenadas con el minimo de la curva de potencial de la
figura[3-20] entonces la parte inferior de esta curva coincide con la curva de energia potencial
de un oscilador armonico, con una constante de fuerza k apropiada. Cabe esperar entonces
que los niveles de energia vibracionales F,; de una molécula diatémica puedan aproximarse
mediante los niveles de energia vibracionales del oscilador arménico. En este caso se consi-

dera que la ecuacién de Schrodinger para el movimiento vibracional de la molécula contiene
mime
[18].

el operador de energia cinética para una particula hipotética de masa p = ﬁ
mq mo

By~ h\/g(n +1/2), donde = M2 v —0,1,2,3, ..
M my + Mma
Esta aproximacién es mejor para los niveles vibracionales mas bajos. Conforme aumenta
n, los nicleos pasan mas tiempo en las regiones alejadas del punto de equilibrio; en dichas
regiones la energia potencial se desvia apreciablemente de la del oscilador armoénico y la
aproximacién empeora [16].

3.7. Particula en una caja dos dimensional

Una particula confinada en una caja 2-dimensional es cualquier particula de masa m, que
se mueve en una region rectangular del espacio 2-dimensional. Esta se encuentra sujeta a
una funcion de energia potencial que tiende a infinito en todas partes excepto en la region
rectangular de ancho [; y largo I, en donde la energia potencial toma el valor de cero. El
Hamiltoniano para este sistema es

h 0? 0?
H=— —_ 4+ —
2m,, (89:2 * 8y2> +Vizy)

donde

0 s 0§x§l1y ngglg
Vi(z,y) =
oo, x>l o y>ls
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Si ¢ es la funcién de onda para esta particula, las soluciones a la ecuacién de Schrodinger

estan dadas por
Upm(z,y) = 2 sen (nm:) sen (mwy)
nm\4L; Yy /_lllg ll l2

en donde n y m toman valores enteros mayores o iguales 1 [3]. Los valores de energia corres-

pondientes son

By m2h? <n2 N m2)

_Qmp E E

paran,m € {1,2,3,...}.

Los valores de energfa para estos estados se representan en la gréfica [3-21] en la cual po-
demos ver que la energia del punto cero (energia mas baja) corresponde al estado 1; y las
separaciones energéticas son menores a medida que los muros de potencial se alejan y la
energia de la particula incrementa.

9
8 Ez2
7
~6 Ea,
L
~ 5
N
o
c 4 Ei»2
-
w3
5 Ej1
1
0

Figura 3-21.: Diagrama de energias para los estados energéticos més bajos de una particula
confinada en una caja 2-dimensional.

En la gréfica se representan las funciones de onda para los estados més bajos de
energia. Al igual que en una dimensién, en donde la funcién de onda se ve como una cuer-
da en vibracién que esta atada en los extremos, en el caso dos dimensional la funcién de
onda se asemeja a la vibracién de la superficie de un tambor, el cual esta sujeto en los bordes.

En la figura se pueden ver las funciones de densidad de probabilidad |i,,,|* para los
estados de energia mas bajos. Al igual que en el caso unidimensional la particula tiende a
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0.8 10 00

Figura 3-22.: Funciones de onda para los estados de energia mas bajos de una particula
confinada en una caja 2-dimensional. Las longitudes de la caja y la amplitud
de las funciones de onda estdan dadas en u.a.

evitar los muros en los estados energéticos mas bajos, pero a medida que n y m incrementan
la funcion de densidad tiende a distribuirse uniformemente.
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Figura 3-23.: Funciones de densidad de probabilidad para una particula en una caja dos
dimensional. A medida que n y m incrementan estas funciones toman la forma
de funciones de densidad de probabilidad uniformes en toda la extensién de
la caja. Las longitudes de la caja estan dadas en u.a.

3.7.1. Degeneracién

A diferencia del caso unidimensional, en el caso 2-dimensional se presentan estados estados
degenerados cuando la caja es cuadrada, es decir, hay funciones propias diferentes que tienen
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el mismo valor de energia. Cuando l; = Iy = [, los valores de energia estan dados por la

2h?

2m,,l?
193 Y 130 son diferentes sus valores de energia son iguales, puesto que:

expresion E,, ,,, = (n® +m?), paran,m € {1,2,3,...}. Por ejemplo, aunque los estados

T2h? T2h?
=7 (2°+3%) = S (3°+2%) = Es»
P P

En cada caso las funciones de onda estan dadas por las ecuaciones:

Yagla.y) = 7 sen (%—x> sen (?ﬂ;—y) Y sa(r,y) = % sen (?anx> sen (%Ty)

l l
Este tipo de degeneraciones estaran presentes en cualquier sistema que tenga un alto grado
de simetria. Concretamente 15 3 puede transformarse en 135 a través de una rotaciéon de 90
grados, como se puede observar en la figura 3], [16].

Es 3

|/{_ 1‘\
N ~

()

©

Figura 3-24.: Estados degenerados para una particula confinada en una caja cuadrada de
largo y ancho 1 ag. Arriba estd 1o3 y abajo 3. Si se hace una rotacion de
90° en la direccion contraria de las manecillas del reloj la funcién de onda 93
puede transformarse en 35.

Cuando la caja es rectangular y no cuadrada, la simetria se rompe y aparentemente las
degeneraciones de los estados del sistema se pierden. En muchas situaciones se encuentran
degeneraciones, atin cuando no es posible transformar un estado del sistema en otro por medio
de rotaciones, es decir, se presentan degeneraciones accidentales. Las degeneraciones de
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un sistema se conoceran en su totalidad solamente cuando se tenga clara la simetria global
del sistema; por ejemplo, considere la situacién en la que l; = 3ls:

w2h? [(n?2  m?
En m = <~ _2 + _2
’ 2m, \ 95 15

29 1 1072h°
Para los estados 19 1 y 13 3 los valores de energia son Ly ; = T <l_2 l—z) el
2 1

= F33.
2m,,

2m,,l3

Como puede verse estos dos estados son degenerados. En la grafica es posible visualizar
estd situacion [3].

Figura 3-25.: Estados degenerados para una particula confinada en una caja cuadrada de
largo y ancho 1 Bohr. La imagen superior corresponde a 19 junto con sus
curvas de nivel y la inferior a 33.

3.8. Movimiento rotacional

Si se considera un objeto rigido girando alrededor de un eje fijo, cada punto de este objeto
se movera en una circunferencia con centro el eje de rotacion y radio la distancia del punto
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al eje. Si se toma cualquier par de puntos del objeto y dibujamos sus radios, estos radios
barreran dngulos iguales en tiempos iguales sin importar que tan distantes estén del eje de
rotacién. Esta situacion se ilustra en la figura[3-26] en la que un disco estd rotando alrededor
de su eje de simetria [25].

Reference line

Figura 3-26.: Disco en rotacién alrededor de su eje de simetria [25].

En esta figura r; es la distancia desde el eje de rotacion al punto del disco P; y 6; es el
angulo inicial que forma la linea radial que pasa por r; con respecto a una linea de referencia
(medido en la direccién contraria de las manecillas del reloj). Si el disco rota un angulo df,
la particula P; se desplaza a lo largo de un arco circular de longitud ds;, de tal forma que
df = ds;/r;. El 4ngulo inicial 6;, la longitud ds; y el radio r; varian de particula en particula,
pero el valor df = ds;/r;, llamado desplazamiento angular, es el mismo para todas las
particulas del disco. Por ejemplo, para una revolucion es posible hacer la siguiente cuenta:
As;  27r;

Variacién del angulo 6: Af = = =27
r; T

En general, la tasa de cambio del angulo de rotaciéon con respecto al tiempo es la misma
para cualquier particula sobre el disco. Esta tasa de cambio se denota por w = df/dt y se
llama velocidad angular. Si la direccién de rotacion es contraria a las manecillas del reloj
se designa como positiva, entonces dfl es una cantidad positiva y por lo tanto w. Bajo las
mismas condiciones, si el disco gira en la direccion de la manecillas del reloj w es negativa.
En el sistema internacional de medidas las unidades de w son rad/s.

Para el movimiento rotacional la aceleracién angular « se define como la tasa de cambio
de la velocidad angular, es decir
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dw  d?0

dt - de?
La aceleracion angular es positiva si w incrementa y negativa si w disminuye. En el mo-
vimiento rotacional: el desplazamiento angular 6, la velocidad angular w y la aceleracién
angular «, son los analogos al desplazamiento lineal z, la velocidad lineal v y la aceleracion
lineal a, del movimiento uni-dimensional.

Para un objeto rigido en rotacién su energia cinética estard dada por la sumatoria de las

1
energia cinéticas de cada una de las particulas de masa m; que lo conforman. Si §mivz-2 es la

. 1
energia cinética de la particula i-ésima, la energia cinética del objeto serd K = E Emivf.
i
. . , .y ds; r;df I
Como la velocidad lineal la particula i-ésima es v; = e a r;w, la energia cinética se

puede expresar como

K = Z %miv? = Z %mirwa = % Zmirf w? = %Iuﬂ

(2

donde I = E mr? | es el momento de inercia con respecto al eje de rotacién. En el

movimiento rofcacional el momento de inercia I desempena un papel andlogo al de la masa
inercial m en el caso del movimiento rectilineo. Este puede pensarse como la medida de la
resistencia que opone un cuerpo a los cambios en su movimiento rotacional alrededor de un
eje. Entre mas lejos se encuentre una masa del eje de rotacion es mas grande su contribuciéon
al momento de inercia alrededor del eje, por ello el momento de inercia depende tanto de la
localizacion del eje de rotacién como de la masa. Como vemos en el movimiento rotacional
el momento de inercia I es el andlogo a la masa inercial m del movimiento rectilineo. De
acuerdo a esta correspondencia se define el momento angular L como L = [w, el andlogo
del momento lineal p = mv. En ambas situaciones la energia cinética se puede escribir en
términos del momento, como sigue

1 2 2
Momento lineal: K = —mv? = m _
2 2m 2m

1 Iw)? L?

Momento angular: K = =Jw? = ﬂ e —
2 21 21

La correspondencia entre estas cantidades se muestra en la tabla [3-1]

En la tablg3-1] todas las cantidades son vectoriales, excepto la masa y la energia que son
cantidades escalares. El momento angular se define en general por L = r X p, el cual tiene
como componentes:
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Tabla 3-1.: Analogia entre los movimientos lineal y angular [18].

Movimiento lineal Movimiento angular
Desplazamiento | x Desplazamiento angular | ¢
Velocidad V=21 = ‘fl—f Velocidad angular w=10= %

. .. 2 ., - 2
Aceleracion a=2I= ZTZE Aceleracion angular a=0= 273
Masa m Momento de inercia I
Momento p = muv Momento angular L=wl

— — dp — Jo = 4L
Fuerza F=ma= Torque T=1Ila= "
. s sy 2 , e sy 2
Energfa cinética | K = 2mv? = Z- | Energia cinética K=1,2=%
2 2m 2 21
1 7k

L=rxp=|a y z |=(@p:—2p)i+(2ps—2p:)j + (xp, — ypa)k
Pz Dy DP:
Como p = mv, entonces L = mr x v. En general, el angulo que forman los vectores posicion

y velocidad es de T y por ello L = mrv sen <z> [ = mrv[, donde [ es un vector unitario or-

togonal a r x v. En la figura una masa m gira en un disco circular cuyo plano contiene
al vector posicion r.

Figura 3-27.: Movimiento circular de una particula con masa m [25].

En este caso [ =k y por lo tanto L = mrvk = mriwk = mriw = lw, es decir, el vector
velocidad angular se dirige en la direccién del vector velocidad angular w. Este hecho se
tiene en general para cualquier configuracién de particulas que giran alrededor de un eje de
simetria.
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Tabla 3-2.: Observables mecanico-cudnticos [1§].

Observable Simbolo | Operacién
posicion s multiplicar por x
momento lineal P —ih(Z 2
ox? dy’ oz
e 2 h2 (92 22 ok
energia cinética K —5 (5 + 57 T 53)

energfa potencial | U(z,y, 2) | multiplicar por U(z,y, z)

energia total H K +U(,79,2)
momento angular L, —ih(yZ — za%)
L, —zh( a% x%)

De acuerdo con el segundo postulado de la mecanica cuantica: a cada observable de la
mecanica clasica le corresponde un operador mecanico-cuantico. Esta correspon-
dencia se ejemplifica en la tabla

3.8.1. Particula en un anillo

Considere la particula de masa m, de la figura [3-27] viajando en un anillo circular de radio
r sobre el plano z-y. Si su energfa potencial es constante (e igual a cero), su Hamiltoniano
H dependerd solamente de le energia cinética y de acuerdo con la tabla anterior sera igual a

- h? [ o2 0?
=5 (3w * )

Como la particula esta confinada en un anillo circular, el sistema tiene una centro de simetria
y por ello el empleo de coordenadas polares puede facilitar el manejo de las ecuaciones.

En coordenadas polares se usa un punto de referencia llamado polo y una semirecta de refe-
rencia que nace en el polo, llamada eje polar, para especificar la posicién de un punto P. Esta
posicién esta dada por la distancia o radio r del punto al polo y el angulo 6 que forman el
eje polar con el radio que une al polo y al punto P, como se puede observar en la figura[3-28]
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P(r, 0)

Origin (pole)

0

» X
[nitial ray

Figura 3-28.: Plano polar [25].

En coordenadas polares es estandar denotar el angulo por 6, pero en sistemas tres dimensio-
nales con un centro de simetria 6 se denotara por ¢ (cuando se utilicen coordenadas esféricas).
En este sistema de coordenadas la especificaciéon de un punto P en el sistema de coordena-
das cartesianas estd dada por las ecuaciones x = r cosf y y = r senf, donde 0 < 0 < 27. Al

- n: oo 0
H=_—" (2= 4+ =
2m (ﬁxQ * 8y2)

del sistema a coordenadas polares se tiene

transformar el Hamiltoniano

0? o\ 0 10 1 02
(@ * @) “ o T ror o
Como el radio del anillo es constante las derivadas parciales con respecto a el radio son cero
y el Hamiltoniano del sistema se reduce a
S i G L
C2mr2062 21 00?
Se puede observar la funcién de onda © de la particula depende sélo de 6, asi ©(#) debe

satisfacer la ecuacién diferencial

HO(0) = EO(0)

K2 920 __
2] 962 = E©
9°© _2E
062 — K2 ©

Como la particula se mueve en un anillo circular, la funcién de onda © debe ser periddica,
es decir, O(f) = ©(0 + 27). Con estd condicién inicial la funcién de onda estard expresada
en términos del niimero entero m = 0, +1, +2, £3, ..., el cual especificara los posibles estados
del sistema. La funcién de onda del sistema y su correspondiente valor de energia son
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On(6) = (£)"7* lcos(md) + i sen(mb)] y = 25

En la gréafica se observan los valores de energia desde 0 hasta +6.

14
Eg
12
10 |
= E
Y og 5
18]
=
o 61
o E4
4.
2. .
E2
0 Ey

Figura 3-29.: Valores de energia para la particula en un anillo. El sistema presenta estados
degenerados para cada valor del nimero cuantico m (E,, = E_,,), excepto
para el estado basal m = 0.

Para este sistema el operador de momento angular L est4 dado por

. ( 0 o 0 o 0 6)
—th|y=— — 2— r—

L 0z 8y’Z%_ 8z’x8_y_y%

0

Como la particula esta confinada al anillo: z =0y 5 0, por lo tanto el momento angular
z

es L=1L,=(0,0, —ih(:na% —y2)) vy esta dirigido en la direccién del eje z. En coordenadas

polares L, = —ih—, para este sistema:

o0
A 1/2
L.0,,(0)= —ih% ((%) [cos(mb) + isen(m@)]) = mh©,,(0)

Como el momento angular toma los valores mh, este es engativo si m > 0 y es positivo si
m < 0. Para m = 0 la particula es estacionaria, mientras que para m # 0 la particula puede
viajar en dos direcciones diferentes como lo muestra la figura [3-30] En cualquiera de los
estados el momento angular esta totalmente definido y la particula se encuentra uniforme-
mente distribuida a lo largo del anillo, puesto que su funcion de densidad de probabilidad
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es uniforme (|0,,(0)|* = 1/27): la certeza en el momento angular de la particula implica la
incertidumbre total en la localizacién de la particula. Es importante notar también que a
medida que la energia de la particula incrementa también incrementan el nimero de nodos
tanto de la parte real como de la parte compleja de la funciéon de onda.

m;>0

Figura 3-30.: Direcciones en las que puede viajar una particula en un anillo [3].

En la gréfica se muestra la funcién de onda en el perimetro del anillo circular para
m = 8, junto con la funcién de densidad de probabilidad de la particula [I1]. El trazo verde
de la funcién de densidad de probabilidad muestra que es igualmente probable encontrar la
particula en cualquier punto del anillo.

3.8.2. Rotor rigido

La rotacion de una molécula diatémica puede describirse por medio del rotor rigido. El rotor
consiste de dos masas puntuales m; y msy cuyas distancias fijas a su centro de masas son [y
y ls, como se muestra en la figura (3-32]

Aunque una molécula diatémica vibre y rote, considerar un modelo en el que la longitud de
enlace es fija proporciona un aproximacién razonable al movimiento rotacional de la molécula,
puesto que la amplitud vibracional es pequena con respecto a la longitud de enlace. Si v es
la frecuencia rotacional de la molécula alrededor de su centro de masas, las velocidades v; y
v alrededor del centro de masas son v, = 2nvly = ljw v vy = 27vly = low. Por lo tanto la
energia cinética del rotor rigido esta dada por:
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—— Anillo
—— Re(Bg)

Figura 3-31.: Funcién de onda y de densidad de probabilidad para una particula en un
anillo. Las dimensiones de los ejes estan dadas en u.a.

Center of |

Figura 3-32.: Modelo para el rotor rigido [18§].

1 1 1 1
K = §mlv% + §mgv§ = émllfwz + §m2l§w2 = §(m1lf + mpl3)w? = §Iw2
donde I = m,l} + msl3 es el momento de inercia de la molécula. Teniendo en cuenta que

el centro de masas de la molécula satisface la ecuacion mql; = msls, el momento de inercia
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mi1me

del sistema se puede escribir de la forma I = pl?, donde p = (masa reducida) y

my + My
I =1+ 1y [18]. Note que esta ecuacién es similar a la ecuacién del momento de inercia de

una masa puntual m que gira alrededor de un centro fijo del cual dista [ unidades, es decir
I = ml?. Por lo tanto es posible describir el movimiento rotacional de una molécula a través
del movimiento rotacional de un objeto puntual de masa p que gira alrededor de un centro
fijo del cual dista [ unidades, y para el cual su momento de inercia, momento angular y
energia cinética estan dados respectivamente por

L2
ple, woy i

Para este sistema el operador de energia total (el Hamiltoniano) depende solamente de la
energia cinética, ya que en ausencia de fuerzas externas la energia de la molécula no depende
de su orientacion en el espacio.

2 2 92 92 2
H:K:_h_ 6_78_’8_ :_h_v2
2u \ 0x?" 0y?’ 022 241

Teniendo en cuenta que el sistema tiene un centro de simetria a distancia constante el
Hamiltoniano se escribird en coordenadas esféricas

PO N S L (2
T o |sen 000 \"" 00 ) T sen2 \ 942

Como la distancia al centro de simetria es fija la direccion del rotor rigido esta completa-

mente especificado por los angulos 6 y ¢. Donde ¢ es el angulo medido desde el eje x sobre
el plano xy en la direccién contraria a las manecillas del reloj (0 < ¢ < 27) y 6 es el dngulo
medido de norte a sur desde la parte positiva del eje z (0 < 6 < 7). En la siguiente figura
se observan estas orientaciones y se define el sistema de coordenadas esféricas. En la
grafica r denota la distancia del centro de referencia y el punto en cuestién, en el caso del
rotor rigido el valor de r es constante.

Las funciones de onda del rotor rigido se suelen denotar por Y (6, ¢) y por lo tanto la ecua-
cién de Schrodinger para este sistema es HY (0, ¢) = EY (0, ¢). Su solucién se especifica a
continuacion

R h?
HY (0,¢) = 71(1+ 1)Y (0. 9)

donde Y (0, ¢) = Y., (0, ¢) es

20+ 1) (1= |m|)1]Y
A (I + |my|)!

2
}/l,ml (97 ¢) = B'm” (COS@)eimlq5
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x=rsin# cos ¢
y = rsin 8 sin &
z=rcosf

Figura 3-33.: Definicién grafica de las coordenadas esféricas [25].

dondel =0,1,2,3,...y m; = 0,41, +2,+3, ... £(. En la dltima expresion P)ml'(x) representa
las funciones de Legendre asociadas evaluadas en x = cos#, las cuales estan dadas por la
expresion

dlml

P (@) = (1= a?)mi2
donde P,(z) simboliza los polinomios de Legendre, los cuales estan definidos por

1 da .,
= S — 1)
2nn! dm”[(x )

Las funciones Y}, (6, ¢) se conocen como armdnicos esféricos. Los valores de energia total

Bi(x)

del rotor rigido dependen del niimero cuantico de momento angular [ y estan confinados
a los valores

h2
ﬁl

La forma algebraica de los arménicos esféricos se muestra en la tabla [3-3]

E =—I(+1), [=0,1,23,..

Como estas son funciones complejas, para su representacion se utiliza su médulo |Y; ., (0, ¢)|
que es una funcién real. La figura muestra el médulo de esta funcién para | = 2 y
m = 0.

Los armoénicos esféricos Y, ,,,, (6, ¢) también son funciones propias de los operadores L2y L,
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Tabla 3-3.: Arménicos esféricos [3].

[ my }/lml (97 ¢)

0] 0 [3m/?
1| 0 | 1(3m)"2 cos 0

+1

_H

(37)/% sen 0 *?
2| 0 | i(5/m)"/? (3cos?0 — 1)
+1 | F(15/27)1/2 cos 6 sen 0 e**®

+2 | 1(15/27)1/2 sen?f %%

1
1
31 0 | 1(7/m)"? (2 — 5sen?d) cos 0

+1 | F5(21/m)"/? (5cos%0 — 1) senf e+

+2 | 1(105/27)"/2 cos 6 sen?d e*2i¢

+3 | F5(35/m)"/2 sen®d e3¢

LY, (0,0) = K211+ 1) Vi, (0,0), 1=0,1,2,3,...
L. Vi, (0,0) = muh Vi, (0,¢), m=0,41,42 43 .. +1

La segunda ecuacién muestra que el nimero cuantico m; especifica la componente del mo-
mento angular a lo largo del eje z. Sin embargo los valores de m; estan restringidos a ciertos
valores, la componente z del momento angular esta restringida a 2+ 1 valores discretos. Esta
restriccion se conoce como la cuantizacién de espacio. El nombre viene de la representa-
cién vectorial del momento angular, en la que el médulo del momento angular es hv/I(1 4 1)
y su proyeccion sobre el eje z es myh. Por lo tanto, el angulo del vector momento angular
con respecto al eje z estara dado por

my

oS | = ———
(1+1)

Este vector puede adoptar 2/ + 1 orientaciones, como se puede ver en la figura m (para
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Figura 3-34.: Representacion grafica del mddulo del arménico esférico Yz o(6, ¢).

[ = 2), en contraste con la descripcién clésica en la que la orientacién de un cuerpo en

rotacién varia continuamente en el espacio.

Z
AN, A 1

Figura 3-35.: Posibles orientaciones del momento angular para [ = 2 [3].

Como los armoénicos esféricos son funciones complejas, excepto para m; = 0, es costumbre
utilizar combinaciones lineales de estos para obtener funciones de onda reales que generen
un conjunto ortonormal. Este conjunto de funciones reales se muestra en la tabla[3-4] donde

se especifica la forma en que se combinan los armoénicos esféricos para obtener funciones de
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1

onda reales. En la gréfica [3-36|se representa el orbital d,z o = —(Y5 + Y5 2).

V2

Figura 3-36.: Perspectiva 3D de la parte angular del orbital d2_,z.

3.9. Atomo de Hidrégeno

El d4tomo de hidrégeno estd formado por un protén y un electrén. Si e representa la carga
del protén, entonces —e representa la carga del electréon. En este sistema se supone que el
electrén y el protén son masas puntuales que interactiian mediante la ley de Coulomb. Para
estudiar el &tomo de hidrégeno resulta 1til considerar primero el problema de una particula
sometida a una fuerza central

Fuerza central sobre una particula

Una fuerza central se origina a causa de una funcién de energia potencial con simetria
esférica. En este caso la funcién de energia potencial depende solamente de la distancia r de
la particula al centro de simetria del sistema, con lo cual se tiene un Hamiltoniano para una
particula de masa m tiene la siguiente forma

H=K+V
. B2 .
donde, el operador de energia cinética K es igual a —2—V2 y el de energia potencial V'
m
es igual a V(r). Utilizando la simetria del sistema, el Hamiltoniano H se puede escribir en
coordenadas esféricas como
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Tabla 3-4.: Armoénicos esféricos reales [11].

Orbital Deduccién Forma algebraica
pe | S 0T | sen b cos o
Dy ﬁ (Y=Y % sen 6 sen ¢
Dz & % cos 0
d,z Yy \/% (3 cos? — 1)
e \/Li Y +Y, ) 22 sen 6 cos 6 cos ¢
dy: ﬁ (Y} =Y, ) 12 sen 6 cos 0 sen ¢
dpzyp | 75 (Y3 + Y57 \/% sen?d cos 2¢
dzy ﬁ (Y7 —Y, %) \/11627T sen?6 sen 2¢

- (0?20 1.,
H== (@*2&) T ol V)

donde

A 5 [ O 0 1 02

L2 = —h <@ + cot 9% + sen2987¢52)
es el cuadrado del operador momento angular. Es posible verificar que [f[ , f)Z] = 0, siempre
que la energia potencial sea independiente de 6 y ¢, el cual es el caso de un potencial V' (r)
con simetria esférica. La conmutatividad de estos dos operadores nos dice que la energia
total del sistema y su momento angular estan definidos de forma simultanea, mas atn, es
posible tener un conjunto de funciones propias simultaneo para H , L2 y L,.

Las funciones propias de L2 y L. son los arménicos esféricos Y,m, (68, ¢) vy puesto que L? es
independiente de r, al multiplicar Y} ,,, por una funcién R(r) que depende de 7 se seguird
teniendo una funcién propia de L? y L.. Por lo tanto, las funciones propias de H son de la
forma R(7)Y) ., (0, ¢), ast:

A~

HR(T)YE my (9’ ¢) = ER(T)YEJM (97 ¢)

)
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p? (a2R<r>Yl,ml<e, 9) | 20R()Yim,(6,9)

om or? r or
= ERO“)Y},ml (07 ¢)

B2Y)m, (0,0) (O*R(r)  20R(r) (1 +1)h*
a ( or? +; or )

)+2yﬁw2 E2R(1)Yi0, (0, )4V (1) R(r)Yign, (0, )

Sz )Y (60, 0) + V(1) R(r)Yim, (6, 0)

2m

= ER(r)Y;m, (0, 9)
h* (9*R(r) 20R(r) I(1+1)h?
__( or? +; or )+

En conclusion se tiene que cualquier problema de una particula con una funcién de energia

R(r)+V(r)R(r) = ER(r)

2m 2mr?

potencial de simetria esférica V' (r) tiene como funciones de onda estacionarfas R(7)Y] , (6, ¢),
donde el valor radial satisface la ultima ecuacién diferencial de la secuencia anterior. Em-
pleando una forma especifica para V(r) se resuelve estd ecuacién y consecuentemente se
soluciona el operador Hamiltoniano para este problema particular [16].

3.9.1. Atomo hidrogenoide

El problema del dtomo de hidrogenoide consiste en la descripciéon del comportamiento de un
Unico electron sometido a la atraccion del nicleo con carga Ze. Para atomos de mas de un
electrén no es posible obtener una solucién exacta de la ecuacién de Schrédinger, debido a
las repulsiones interelectrénicas. El operador de energia potencial del electrén de carga —e
sometido a la interaccién de un nicleo con Z protones, tiene la forma

2
V(r) = _ 1 ze

dme r
donde, € = 8,8541878 x 1072C2N~'m~2 es la constante de permitividad del vacio. En este
sistema de dos particulas con masas my y m. la energia cinética es la suma de la energia
cinética debida a la traslacién del sistema de masa total M = my + m. localizada en el
centro de masas y la energia cinética del movimiento relativo (interno) de las dos particulas.

Como la energia potencial de este sistema de particulas depende solamente de las coorde-
nadas relativas de las particulas, se puede reducir este problema a uno de una particula de
mym
masa [ = % sujeta a la funcién de energia potencial V' (r), para el que sus coorde-
my me
nadas (7,6, ¢) son las coordenadas polares esféricas de una particula con respecto a la otra.

El movimiento traslacional del atomo como un todo anade simplemente una constante a la
energia total del sistema.

Como el potencial V' depende solamente de r, este es un problema de fuerza central de una
particula y por lo tanto las funciones propias del Hamiltoniano tienen la forma
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o(r,0,¢) = R(r)Yim (0, ¢)

donde ¥(r, 0, ¢) satisface la ecuacién diferencial

h (82R(T> 2 8R<T)) + [+ 1)h R(r)+ V(r)R(r) = ER(r)

om or? r Or 2mr?

reemplazando

m=u,' = c a= n
H, e y ,ue,Q

esta ecuacién toma la forma

2 2F 27 l(l+1
R//__Rl+ +__(+> RZO

r ae?  ar r2

Esta ecuacion es la ecuacion radial para el atomo de hidrégeno y es la tinica ecuacién
nueva que es obtiene para encontrar las soluciones completas al Hamiltoniano del atomo de
hidrégeno. De la forma de esta ecuacion se deduce que la energia total E es igual a la suma
de la energia cinética radial, la energia cinética angular y la energia potencial.

En la bisqueda de las soluciones se obtiene que la energia debe estar cuantizada de acuerdo

con
Z2Me/4 7202
n — = - -
2n2h? 8mean?
ran = ... En ucion uacion radial n men ntero n ocurr
ara 1,2,,3,4,.... En la solucién de la ecuacion radial no solamente el entero n ocurre

de forma natural, este también debe satisfacer la condicion
0<i<n—-1 n=123,..

Las soluciones de la ecuaciéon radial dependen de los niimeros cuanticos n y [ y estan dadas

EERERNERYE 1+3/2 9
Rnl( ) (n - ) “ Tle—r/naLQZj-lal _T
2n(n+1)! na " na

2r
72+t <
n—Il—1 na

son las funciones asociadas de Laguerre. El factor combinatorio de R,;(r) no asegura que

por

donde,

estas funciones estan normalizadas, es decir
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/ R (1) Ry (r)r*dr =1
0

como se esta trabajando en coordenadas esféricas el elemento de volumen r*senfdrdfde es
igual a r2dr [18].

En la siguiente figura se pueden observar los valores de energia para los primeros seis estados

del 4tomo de hidrogeno.

E4
Eg
-0.1
E»
—-0.2
&
B
2
Y03
L
-0.4
—-0.5 By

Figura 3-37.: Primeros niveles de energia para el atomo de hidrégeno. El valor de la energia
depende solamente del niimero cuantico principal n y los niveles de energia

estan menos espaciados a medida que n incrementa.
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3.9.2. Funciones radiales
Las funciones de onda del atomo de hidrégeno ¥y, (1,0, ¢) = Ryu(r)Yim, (6, ¢) dependen de
tres niimeros cuanticos: n, [ y m;, que satisfacen
n=1,234,.. 0<Ii<n—-1y |m| <l
El niimero cuantico n se llama niimero cuantico principal y la energia

7262

B, = —
Smrean?

depende solamente de este nimero cuantico. El niimero cuantico [ se llama nimero cuanti-
co azimutal o de momento angular. El momento angular del electrén con respecto al
protén estd determinado completamente por [ a través de la expresion |L| = h/I(l + 1).
Note que la forma de las funciones radiales depende solamente de n y [. Se acostumbra a
denotar el valor de [ con una letra, [ = 0 se denota por s, [l =1 por p, [ =2 por d, | = 3 por
f v los valores siguientes de [ se siguen denotando por la secuencia del alfabeto que le sigue
a f, es decir, por g, h, 7, etc. El origen de las letras s, p, d y f es histérico y se relaciona con
la designacion de las lineas espectrales del atomo de sodio. Estas significan: sharp, principal,
diffuse y fundamental. Una funcién de onda con n = 1 y | = 0 se denota por 1s, una con
n =2yl =0 por 2s y asi sucesivamente. El nimero cuantico m; se llama niimero cuantico
magnético y toma los 2/ + 1 valores m; = 0, £1, 42, ..., £[. La componente z del momento
angular estd completamente determinada por my, a través de la expresion |L,| = myh. El
nimero cuantico m; se llama magnético por la energia del &tomo de hidrégeno en un campo
magnético depende de m;. Las 2] 4+ 1 degeneraciones en la ausencia de un campo magnético
se descomponen en 2+ 1 energias diferentes en la presencia de una campo magnético, y esta
descomposicion depende de los 2] 4+ 1 valores que puede tomar m;.

Como la funcién de onda ©,,;m, (7,0, ¢) del dtomo de hidrégeno depende de tres variables no
es posible visualizarla en el espacio 3-dimensional, ya que el grafo de 1,,,,, vive en el espacio
4-dimensional R*. Por ello es usual considerar las partes radial y angular por separado. Como
se menciono antes las funciones radiales estan normalizadas y por lo tanto

/0 " Ry r) Rua(r)rdr = /0 [Ru(r)Pridr = 1

esto nos indica que la probabilidad de que el electrén se encuentre en la regién compren-
dida entre r y r + dr es [Ry(r)]*r?dr [16]. En la figura se pueden observar algunas
funciones radiales R,;(r) y de distribucién de probabilidad radial 7?|R,,;(r)|? para el dtomo
de hidrégeno. Aunque R,;(r) no se anule en el nicleo atémico, su funcién de densidad si se

anula ya que el cuadrado de la funcién radial se multiplica por r2.
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2.00 — Ryolr) 07 = Raolr)
r?|Ry(r)|? r#|Ry(r)|?
150 05
1.00 0.3
0.50 \ 01
0.00 \___ ol W
0 5 10 15 20 25 30 10 15 20 25 30
r/a ra
0.200
= Ralr) 0.10 = Ra1lr)
r#|Ry (N)]? r?|R31(r)|?
0.150
0.06
0.100
0.02
0.050 |
00 \/—_
0.000
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

r/a ra

Figura 3-38.: Funciones radiales R,;(r) y de densidad de probabilidad r%[R,;(r)]* para el
atomo de hidrégeno. El trazo azul corresponde a la funcion radial y el naranja
a la funcién de distribuciéon de probabilidad. Los valores de los ejes estan
dados en u.a.

3.9.3. Funciones hidrogenoides reales

Los armonicos esféricos Y, (0, ¢) son complejos excepto para m = 0. Para no emplear fun-
ciones imaginarias se utilizan a menudo funciones de onda hidrogenoides reales, formadas
mediante combinaciones lineales de las funciones complejas.

Esta elecciéon es valida ya que cualquier combinacion lineal de funciones propias de un nivel
de energia degenerado es una funcion propia del Hamiltoniano con el mismo valor propio.
Como la energia del atomo de hidrogeno no depende de m, los estados 2p; y 2p_1 pertenecen a
un nivel de energia degenerado, y cualquier combinacién lineal de estos es una funcién propia
del Hamiltoniano con el mismo valor propio de la energia [11]. Una forma de combinar estas
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Figura 3-39.: Grafica 3D de la parte angular de las funciones de onda para el atomo de
hidrégeno

funciones para obtener una funcién real es la siguiente:

1 1 7 5/2 p
Yo, = ﬁ(w%),l + 1oy, ) = m (E) r e %"/% sen 6 cos ¢

En la tabla se puede observar la combinacién de armoénicos esféricos utilizada para
obtener orbitales hidrogenoides reales. La representacion grafica de la parte angular de los
orbitales hidrogenoides reales se puede ver en la figura [3-39] Estas graficas muestran el
caracter direccional de los orbitales, pero no son una buena representacién de la forma de
los orbitales, ya que no esta incluida su parte radial.

3.10. Método de Hickel

Una clase especial de moléculas poliatémicas consiste en aquellas que tienen enlaces de tipo
7, como por ejemplo los arenos y los polienos conjugados. Para estudiar estas moleculas se
puede emplear el método de los orbitales moleculares de Hiickel, desarrollado en 1930
[28]. Una de las hip6tesis principales del método de Hiickel es que los electrones m se mueven
en un campo electrostatico fijo originado por los nicleos de la molécula y los electrones que
hacen parte de los enlaces 0. Los electrones o se describen en términos de orbitales hibridos
sp? localizados y los electrones 7 se describen en términos de funciones de onda que se ex-
tienden sobre cada uno de los dtomos que contribuyen con un electrén 7. Asi, los electrones
7 estan deslocalizados [I§].

A esta aproximacion se le conoce como la aproximacion del electrén w. Las principales
hipdtesis del método de Hiickel en la formulacién del determinante secular det(H;; — S;; E) = 0,
para el caso de hidrocarburos conjugados, son las siguientes [3]:

1. Aproximacion del electrén 7.
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Los electrones o se describen en términos de los orbitales hibridos localizados y los
electrones 7 se describen a través de funciones de onda moleculares que se extien-
den sobre cada uno de los dtomos que aportan un electrén m (los electrones 7 estan
deslocalizados).

2. Las integrales de solapamiento son de la forma S;; = 9.

Partiendo de orbitales atémicos normalizados es claro que S; = 1 y para orbitales ¢; y
¢; suficientemente separados es razonable asumir que S;; = 0. En general la integrales
de solapamiento pueden alcanzar valores de hasta 0.25, lo cual dista considerablemente
de cero. Sin embargo, al relajar estd condicion las energias se desplazan y sus orde-
nes relativos no se perturban de forma considerable, adicionalmente se simplifican los
calculos matematicos.

3. Todas las integrales de Coulomb son iguales, es decir, H;; = «, donde a < 0.

Esta aproximacién es razonable para especies moleculares que no contienen heteroa-
tomos. Parte de la justificacion se tiene del teorema de Coulson-Rushbrooke, el
cual establece que la densidad de carga es igual en todos los dtomos de hidrocarburos
alternantes [§].

4. Las integrales de enlace H;; son iguales a cero, excepto para atomos adyacentes en los
que H;; = /3, donde 8 < 0.

Cuando dos dtomos no comparten un enlace o la energia de interaccion es muy pequena,
lo cual permite asumir que H;; = 0. El pardmetro 3 es un pardmetro caracteristico
de la teoria de Hiickel que gobierna el espaciamiento relativo de los niveles de energia
moleculares.

En la aproximacién de Hiickel, las integrales a y 5 no se evalian. A la cantidad 3 se
le asigna valores empiricos que permitan acercar tanto como sea posible la teoria con
los valores experimentales. Usualmente a « se le asigna el valor de energia cero.

Considere la molécula de benceno numerada como se muestra en la figura |3-40]
De acuerdo con las hipdtesis anteriores el determinante secular para la molécula de benceno
tiene la siguiente forma.

a—FE p 0 0 0 g

B a-E 8 0 0 0

0 6] a—F 15} 0 0 0
0 0 153 a—F I} 0

0 0 0 a—FE p

B 0 0 0 g a—FE




3.10 Método de Hiickel 55

4

Figura 3-40.: Molécula de benceno numerada [16].

a—F
Si en el determinante anterior se hace el reemplazo z = T, es posible sustituirlo por el

siguiente determinante.

z 1 0 0 0 1
1 2z 1 000
01 2z 1 00
=0
001 10
0 001 x 1
1 00 01 =z

Al resolver este determinante se obtiene una ecuacién polinomial de grado 6, lo cual arroja
6 valores de energia para los 6 orbitales moleculares, es decir, F; = a — x;8 para 1 <1 < 6,
donde los z; son los ceros de la ecuacién polinomial. Estos niveles de energia permitidos se
comparan con respecto a «. Los orbitales moleculares 1 para los cuales Fy, < a se denominan
orbitales moleculares enlazantes y los orbitales moleculares 1) para los cuales Ey > «
se denominan orbitales moleculares antienlazantes. Los orbitales moleculares para los
que E = a, se llaman orbitales de no enlace [16].

3.10.1. Etileno

Como hay dos atomos de carbono, las funciones de onda de los orbitales moleculares estan
dadas por: ¥; = ¢;1¢1 + ciopo, donde 1 < ¢ < 2. Por lo tanto, el determinante secular es de
tamano 222 y la ecuacion polinomial son:

rz 1 )
=0 yv 22—-1=0
x
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Para estd molécula )y, = o + 3y como tanto o como 3 son negativos a + 3 < «, por lo tanto
Yy es enlazante, mientras que v, es antienlazante puesto que Fy, = o — 8 > «. Siguiendo
el principio de aufbau y el principio de exclusién de Pauli los dos electrones 7 disponibles
ocupan el orbital molecular ¥, con espines antiparalelos, y por lo tanto la energia total de
los electrones 7 es E, = 2(a + ). Como la energia de un electrén en un orbital p, es a,
la energia del enlace m es 2(a + ) — 2a = 2. El etileno cuenta con dos orbitales de la
forma Y = c11¢1 + c1202 ¥ Yo = o101 + a9, los valores de las constantes aparecen en la
siguiente matriz

0,70711 —0,70711
0,70711  0,70711

Estos valores aparecen para cada orbital molecular por filas y en orden descendente de energia
(es decir, la primera fila corresponde a los coeficientes de 1 y la siguiente a los de v4) [I§].
La figura ubica el espaciamiento energético relativo de los orbitales moleculares para
el etileno, de acuerdo con las energias predichas por el método de Hiickel.

o+ 1.05
—_
=
=3l
R S
N
|
@
=
i
o —1.03

Figura 3-41.: Posicion relativa de los valores de energia correspondientes a los orbitales
moleculares del etileno, las lineas sélidas representan los valores de energia
en orden ascendente de abajo hacia arriba y la linea verde punteada simboliza
el valor de referencia a.

3.10.2. Molécula de butadieno

Aunque la molécula de butadieno tiene configuraciones cis y trans, para el método de Hiickel
no habra diferencias energéticas entre estas moléculas ya que las interacciones entre los
atomos vecinos son despreciadas a menos que estén enlazados. Para los calculos iniciales se
considerara esta molécula de forma lineal. Los cuatro orbitales moleculares de esta molécula
seran de la forma ©; = ¢;101 + Cioa + CisPs + ciapy, donde 1 <4 < 4. Su determinante secular
es
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x 1 0 0
1 1 0
=0
01 =z 1
00 1 =«

y los valores de energia de los cuatro orbitales moleculares son: a — 1,618035, av — 0,61803/3,
a+ 0,618038 v o + 1,618035. En su estado basal los 4 electrones 7 del buatadieno ocupan
los dos orbitales moleculares con menor energia (2 en cada orbital). La energia electrénica
total debida a los electrones 7 serd E, = 2(a + 1,618003) + 2(« + 0,61805) = 4o + 4,4720.

Es interesante comparar esta energia con la energia de la estructura localizada, es de-
cir, la molécula de butadieno en la que los dos dobles enlaces estan entre los carbonos
1y 2, y los carbonos 3 y 4. En la teoria de Hiickel la estructura localizada es equiva-
lente a dos moléculas de etileno independientes, como cada molécula de etileno tiene una
energia m-electrénica de 2(a + (), la energia de deslocalizacién se define como DE =
E.(butadieno) — Er(etileno) = 4o + 4,472 — 2[2(a + 5)] = 0,472[3. Esté energia es una
medida de la estabilizacion adicional que obtiene la molécula de butadieno al considerar que
los electrones 7 estan deslocalizados sobre la parte conjugada de la molécula.

Yy = 1191 + Cia02 + 1393 + Clady
g = Co101 + Co02 + Co3P3 + CouPs
1y = C3101 + 3202 + €333 + 344

Y1 = Cq101 + Ca202 + Ca303 + C1aP4

Los valores de los coeficientes ¢;; se muestran en la siguiente matriz:

0,37175 —0,6015 0,6015 —0,37175
0,6015 —0,37175 —0,37175 0,6015
0,6015 0,37175 —0,37175 —0,6015
0,37175 0,6015  0,6015  0,37175

Los niveles de energia para los orbitales moleculares del butadieno se muestran en la figura
2-42l

A partir de los coeficientes de los orbitales atémicos es posible definir cantidades adicionales
que se relacionan con la distribucién de los electrones 7 a los largo de la molécula. Como

cada orbital molecular estd normalizado, es decir " | ¢Z, = 1, podemos interpretar ¢Z, como
la fraccién de carga (debida a los electrones 7) sobre el n-ésimo dtomo de carbono, como

consecuencia debida a la presencia de un electrén en el i-ésimo orbital molecular. Asi, la
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a + 1.618035
a + 0.618033

=
=]
s Cx
B | r———————— s
@ o — 0.618033
i
a — 1.618033

Figura 3-42.: Posicion relativa de los valores de energia correspondientes a los orbitales
moleculares del butadieno, las lineas sélidas representan los valores de energia
en orden ascendente de abajo hacia arriba y la linea verde punteada simboliza
el valor de referencia .

poblacion electrénica total sobre el n-ésimo atomo de carbono, ¢,, debida a los
electrones 7 es

n

2

qn = E niCip
=1

donde n; es el numero de electrones en el i-esimo orbital molecular. Para el butadieno el
siguiente vector columna [ay, as, as, as] muestra las densidad electrénica sobre los carbonos
1,2,3 y 4, respectivamente.

—_ = =

En este caso la densidad electronica es igual a 1 para cada dtomo de carbono, lo cual
indica que los electrones 7 en el butadieno estan uniformemente distribuidos a lo largo de la
molécula. Como es de esperarse la poblaciéon pi para toda la molécula es 4. Si se considera
la molécula de etileno antes de la formacion del enlace 7, en esta situacion cada atomo de
carbono tiene asociado un electrén m que esta disponible para la formacion de un enlace. Por
o tanto, un atomo de carbono neutro debe tener una densidad electrénica de 1, de acuerdo
con esto se define la densidad de carga @), en el n-ésimo atomo de carbono como 1 menos
la densidad electrénica en este atomo, es decir @), = 1 — ¢,. En el caso del butadieno se
obtiene el vector columna:
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0
0
0
0

es decir, la carga neta, debida a los electrones 7, para cada dtomo de carbono del butadieno
es de cero.

Otra cantidad interesante que se puede definir en términos de los coeficientes de los orbitales
moleculares es el orden de enlace 7. El producto c¢;,.¢;s se puede interpretar como la carga
electrénica (a causa de los electrones 7), en el i-ésimo orbital molecular entre dos dtomos de
carbono adyacentes r y s. Si n; es el nimero de electrones 7 en el i-ésimo orbital molecular,
se define el orden de enlace entre dos atomos adyacentes r y s por

n
™ __
Pl = Z NiCirCis
i=1

Esta cantidad es una medida del cardcter multiple de un enlace (se ha correlacionado con las
longitudes de enlace y las constantes de fuerza vibracionales). Estos valores para las molécula
de etileno y butadieno se muestran en las siguientes matrices:

0,89443
[1} y | 044721
0,89443

Para el etileno el orden de enlace entre los carbonos 1 y 2 es de 1,0, lo que indica que los
enlaces entre los 4tomos de carbono 1-2 y 3-4 del butadieno, no son del todo dobles enlaces
[14], ya que los electrones 7 estan deslocalizados a lo largo de esta molécula.



4. Metodologia

En la primera etapa de este trabajo se realizé una revision bibliografica del material cubierto
por el curso de Atomos y Moléculas. Parte de esta revision se presenta en el marco tedrico
y se ilustran desarrollos fisico-matematicos de los sistemas que se estudian a lo largo del curso.

En la segunda etapa se ejecuto la programacion de las ecuaciones asociadas a estos sistemas
usando el lenguaje de programacion Python, el cual estd integrado en el entorno informatico
interactivo basado en la web: Jupyter Notebook, que esta alojado en Google Colaboratory
[15,7]. La meta del desarrollo de estos programas es que los estudiantes tengan la oportunidad
de variar parametros, por ejemplo, las dimensiones del sistema, su masa o su energia, con el
fin de que se puedan estudiar tanto los cambios energéticos del sistema, como los cambios
en su comportamiento. En la tabla se listan los programas desarrollados.

Tabla 4-1.: Programas desarrollados en Python

Teoria cuantica Radiacién de un cuerpo negro
Funcion de onda

Principio de incertidumbre de Heisenberg

Aplicacion a sistemas simples | Particula confinada en una caja uno dimensional
Particula confinada en una caja dos dimensional

Oscilador arménico unidimensional

Estructura atéomica Barreras de potencial

Movimiento rotacional: particula en un anillo
Rotor rigido

Atomo de hidrégeno

Estructura molecular Método de Hiickel

Por 1ltimo se elaboré una hoja de ruta (anexo que le permite al estudiante navegar con
facilidad la plataforma Google Colaboratory [7], con el fin de que puedan subir y ejecutar
los programas ambientados en los Notebook de Jupyter[15].


https://jupyter.org/
https://colab.research.google.com/notebooks/welcome.ipynb?hl=es

5. Desarrollo de los programas

Los programas aqui presentados fueron escritos en el lenguaje de programaciéon Python, el
cual fue creado en 1980 por Guido van Rossum en el Centro para las Matemaéticas y la
Informatica de los Paises Bajos. Este es un lenguaje de programacion sencillo de manejar
que simplifica significativamente los ejemplos de programacién y facilita la ensenanza de los
conceptos importantes en programacion. Python tiene la ventaja de ser libre de licencia [12],
por lo que para su uso no se requiere pagar costos de derecho de autor. Dentro de las ventajas
adicionales que Python ofrece estén [24]:

= Es un lenguaje de programacion de alto nivel que permite la rapida implementacion
de aplicaciones con muy poco cédigo.

= Es un lenguaje interpretado por una méquina virtual, no compilado, por lo que es
multiplataforma.

= Permite realizar todo lo necesario para una programacién de codigo moderna: diseno
orientado a objetos, unidades de testeo, generaciéon de documentacién en el coédigo y
una sencilla interaccién con el sistema operativo.

= Es un lenguaje dindmico, pudiéndose anadir nuevas funciones y clases a un objeto
existente, incluso en tiempo de ejecucion.

= Se encuentra disponibles una multitud de médulos cientificos que permiten realizar nu-
merosas tareas de tratamiento de datos, visualizacién, calculo simbélico y aplicaciones
cientificas especificas, por ejemplo:

e Numpy:generacién de datos cientificos.

Scipy: funciones cientificas de uso general.

Matplotlib: graficas 2D y 3D.

Mayavi: visualizacion de datos tridimensionales.

Visual Python: representaciones tridimensionales de objetos en movimiento.

Sympy: célculo simbdlico.

Meep: calculo de diferencias finitas en el dominio del tiempo.
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De los moédulos anteriormente mencionados no se usaron en los programas Mayavi y Meep.
A manera de ejemplo se presenta uno uno de los programas desarrollados: particula en un
anillo. Aqui, se describen las lineas de cédigo implementadas y la forma en la cual se integra
el codigo con las imagenes, el texto en cédigo LaTeX y los ejercicios y problemas propuestos
en los Notebook de Jupyter.

5.1. Notebook desarrollado para una particula en un anillo

En cada Notebook de Jupyter se emplea texto en cédigo latex para exponer brevemente el
sistema estudiado, sus propiedades y comportamiento fisico. Si es necesario se incorporan
imédgenes que permitan clarificar el material y a la vez se programan funciones que ayudan
a caracterizar el sistema tanto grafica como numéricamente. Aunque el codigo estd escon-
dido a lo largo del Notebook, a continuacién se mostrard de forma explicita con el fin de
ilustrar la estructura que tienen los Notebook de Jupyter. A medida que se desarrollan los
conceptos se incorporan ejercicios en los cuales se deben emplear las funciones programadas
en Python y problemas que el estudiante debe abordar desde un punto de vista conceptual.

En la figura se muestra la primera celda del programa, la cual contiene las librerias y
parametros del sistema requeridos por el programa.

+ Code + Text Connect ~ Z Editing
° import matplotlib.pyplot as plt # Paquete grafico de matplotlib
import matplotlib as mpl
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D # Proyeccion 3D con matplotlib
from sympy import * # Se importan todas las funciones del paquete sympy
init_printing() # Mejora la impresion visual de los resultados arrojados por sympy
import numpy as np # Trae las funciones del paquete numpy llamandolas a través del prefijo np

from IPython.display import display, Math # Imprimir resultados en latex

X,Y,Z,alpha,omega=symbols('x,y,z,alpha,omega') # Parametros algebraicos para sympy

mp=1 # Masa de la particula en ua

hb=1 # hbar reducida en ua

=1 # Distancia radial en ua

I=m_p*r=**2 # Momento de inercia

w=np.linspace(@,2*np.pi,150) # Vector sobre el que toma valores la funcion de onda

Figura 5-1.: Librerias de Python y pardmetros requeridos por el programa que estudia la
particula en un anillo.

En esta celda ademas de las librerias y parametros del sistema se incluyen todas las funciones
programadas, las cuales estan hechas para estudiar el comportamiento fisico de una particula
en rotacién. En la figura se muestra el encabezado del Notebook, el cual consta de una
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celda de texto. Estas celdas de texto estan digitadas en cédigo LaTeX, el cual estd integrado
en los Notebook de Jupyter.

~ Movimiento Rotacional

Si consideramos un objeto rigido girando alrededor de un eje fijo, cada punto de este objeto se movera en una circunferencia con centro el eje
de rotacion y radio la distancia del punto al eje. Si tomamos cualguier par de puntos del objeto y dibujamos sus radios, estos radios barreran
angulos iguales en tiempos iguales sin importar que tan distantes esten del eje de rotacion. Para ilustrar esta situacion observemos el
siguiente disco que esta rotando alrededor de su eje de simetria.

Figura 5-2.: Celda de texto integrada en los Notebooks de Jupyter. En esta celda de texto
se busca desarrollar los conceptos iniciales al movimiento rotacional con el fin
de aplicarlos posteriormente a sistemas mecanico-cuanticos.

En la figura se muestra una imagen, extraida de un libro de texto, que ayuda a comple-
mentar las explicaciones dadas en las celdas de texto.

Reference line

Figura 5-3.: Imagen de un disco en rotacién alrededor de su eje de simetria. Por medio de
esta imagen se introducen los conceptos de velocidad y aceleracion angular.

Las celdas de cddigo se pueden alternar con celdas de texto, imagenes y tablas escritas en
cddigo LaTeX que permiten resumir y comparar los conceptos introducidos, como se muestra
en la figura [5-4] En cada uno de los Notebook de Jupyter programados se introducen las
funciones desarrolladas en Python de forma alternada con las celdas de texto. Cada funcién
permitira aclarar los conceptos introducidos representando las propiedades fisicas de los sis-
temas de forma numérica y grafica. En la figura se muestra la funcién programada para
obtener los valores de energia de una particula de un anillo. En la figura se puede ver el
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resultado obtenido al utilizar esta funcién, es decir, la funcién EnergiaGA(m).

Analogia entre los movimientos lineal y angular

‘ Movimiento lineal

Movimiento angular

Desplazamiento | x Desplazamiento angular | ¢
Velocidad V=0T = ‘ff—? Velocidad angular w=1=0= %

- - 2 = ™ 7
Aceleracion a=1= ‘:T;" Aceleracion angular a=0= %
Masa m Momento de inercia I/

Momento p=muv Momento angular L=wl
_ d
Fuerza F'=ma= Torque T=Ia= %
’ c 445 - ; b 2z R ... - z ]
Energia cinética | K = tmv? = 2 | Energia cinética K=1,2==5
2 2m 2 2]

Figura 5-4.: Tabla elaborada en LaTeX e incorporada en los Notebook de Jupyter, con el fin

de comparar los conceptos asociados a los movimientos rotacional y angular.

# Grafico de los valores de energia desde © hasta m

def EnergiaGA(m):

for 1 in range(@,m+1):

Ei=(1**2*h b**2)/(2*1)

p'ﬂi”tvmzljijI:I:‘i:I51J IE=1JEi)
plt.plot(w,Ei+(w-w),label="%E {:d}$".format(1i))
plt.title( 'valores de energia')
plt.ylabel('Energia (Hartree)')
plt.legend()

Figura 5-5.: Lineas de cédigo programadas para obtener los valores de energia correspon-

dientes al movimiento de una particula en un anillo circular. El argumento

de esta funcién es un ntmero entero m. Esta funcién arroja los primeros m

valores de energia del sistema y su representacién grafica.

Otra de las funciones programadas para este sistema es G funOAC (m), la cual tiene como

argumento el nimero entero m. Esta funcién grafica la parte real de la funciéon de onda ©,,

asociada al m-ésimo estado de energia de la particula en un anillo, adicionalmente grafica la
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funcion de densidad de probabilidad asociada a ©,,. En la figura se puede ver el cédigo
en Python y en la figura se puede observar la grafica de la parte real de la funcion de
onda y su funcién de distribucion de probabilidad para m = 6.

° EnergiaGA(6)

[> m=0, 0 ; E=0.0
m=1, -1 ; E= 0.5
m=2, -2 3 E= 2.0
m=3, -3 ; E= 4.5
m=4 , -4 ; E= 8.0
m=5, -5 ; E= 12.5
m=6 , -6 ; E= 18.0
Valores de energia
17.5 4 — E
Ey
15.0 1
— E
T 12.5 A — E
e
' — Es
5 10.0 A
T — &
m
B 751 Es
e
(78] 50 4
25 1
0.0 A

Figura 5-6.: Resultado obtenido al emplear la funcién EnergiaGA(m). En esta figura se
observa que el valor de m es 6 y por lo tanto la funcién arroja los valores de
energia para los primeros siete estados de una particula en un anillo.

En las figuras y se ejemplifica uno de los ejercicios y problemas propuestos en este
Notebook.
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# Grafico de la parte real de la funcidon de onda en el perimetro del anillo,
# junto con su funcidn de densidad de probabilidad.

def GfunOAC(m):
mpl.rcParams|[ 'legend.fontsize'] = 15
theta = np.linspace(e, 2 * np.pi, 158)
z = ((1/(2%np.p1l))**0.5)*np.cos(m*theta)
z1=0
z2=1/(2%np.pi)
X = 5 * np.sin(theta)
y = 5 * np.cos(theta)

fig, ax = plt.subplots(subplot kw=dict(projection="3d"'), figsize=(12,10))
im = ax.plot(x, y, zl1l, label="Anillo")

im = ax.plot(x, y, z, label="$Re(\Theta {:d})$'.format(m))

im = ax.plot(x, y, z2, label="$|\Theta {:d}|~2%".format(m))

ax.legend()

Figura 5-7.: Funcion que obtiene la grafica de la parte real de la funciéon de onda y la
funcion de densidad de probabilidad, para el m-ésimo estado de energia de
una particula en un anillo.

Figura 5-8.: Resultado obtenido al emplear G funOAC(4). Esta funcién arroja la grafica
de la parte real de la funcién de onda para m = 4 (trazo naranja), junto con su
funcién de densidad de probabilidad (trazo verde), la cual es uniformemente
distribuida. El trazo azul representa el anillo circular.
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~+ Ejercicio 1

En la siguiente celda utilice la funcién EnergiaA(m) para calcular la energia de una particula confinada en una anillo, cuando:

1m=0
2m=2ym=-2
3im=8ym=-8
4.m =50

¢ Qué puede observar?

[]

Figura 5-9.: Ejercicio propuesto en el Notebook. Para resolver los ejercicios es necesario
emplear las funciones programadas en Python.

v Problema 1

;Cudl es la probabilidad de que la particula confinada en un anillo se encuentre entre 17/2 ym?

Figura 5-10.: Problema propuesto en el Notebook. Para resolver los problemas hay que
apelar a los conceptos introducidos.



6. Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo se desarrollé un paquete de programas en el entorno informéatico basado en
la web: Jupyter Notebook, los cuales se enfocaron en la descripcion de algunos fenémenos
mecanico-cudnticos estudiados en el curso de Atomos y Moléculas, del pregrado en quimica
de la Universidad Nacional de Colombia (sede Bogotd). Por medio de estos programas se
busca facilitar el manejo de las operaciones matematicas inherentes a los fenémenos mecani-
co cuanticos, proporcionando una descripcién tanto grafica como numérica de los sistemas
estudiados.

Al planear, desarrollar y ejecutar estos programas he podido llegar a las conclusiones que
planteo a continuacion, bien sea con respecto al entorno informatico empleado para progra-
mar, o con respecto a la complejidad de los contenidos tedéricos abordados en el curso de
Atomos y Moléculas.

6.1. Conclusiones

Para desarrollar los programas se eligié como lenguaje de programaciéon Python, el cual
fue muy conveniente para trabajar por su cardcter practico. Si bien, las lineas de c6digo en
Python siguen un orden especifico para su ejecucion, este lenguaje cuenta dentro de sus direc-
torios con una gama amplia de funciones ya programadas. Dentro de los moédulos cientificos
de Python, Sympy fue de gran utilidad puesto que permite realizar calculos simbdlicos com-
plejos. Este médulo fue muy ttil para programar y reproducir las expresiones algebraicas
de las funciones de onda de algunos de los sistemas estudiados. A nivel grafico el médulo
Matplotlib, utilizado para la representacién gréafica 2D y 3D, presenta ventajas notorias con
respecto a las funciones graficas de Sympy, ya que esta ampliamente desarrollado al ser un
modulo enfocado para este tipo de tareas.

Los Notebook de Jupyter integrados en Google Colaboratory (Colab) son una herramien-
ta muy potente para compartir informacion o resultados de caracter cientifico, puesto que
permiten integrar en una tunica hoja: celdas de cédigo, celdas de texto, imégenes, videos o
enlaces de internet. Colab, ademas de ser un servicio gratuito ofrecido por Google en la nube,
tiene una interfaz muy intuitiva para su manejo.
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Con respecto a los contenidos desarrollados en cada uno de los programas, desde mi posi-
cién como estudiante, considero que no fueron faciles de abordar por la complejidad de los
desarrollos matematicos involucrados y la articulacién que se debe lograr entre estos desa-
rrollos y su significado a nivel fisico y quimico. Una vez se logra plasmar en los programas el
contenido de cada uno de los sistemas mecanico-cuanticos estudiados, es posible evidenciar
sin dificultad los logros conseguidos con estos programas, puesto que se ha desarrollado una
herramienta portable y de facil acceso que explica los fenémenos a nivel: tedrico, numérico
y grafico. Mas aun, la posibilidad que ofrece cada programa de variar los parametros de los
sistemas, es de gran utilidad ya que permite estudiar patrones y comprender las caracteristi-
cas esenciales de cada uno de los fenémenos mecanico-cuanticos estudiados.

Es importante resaltar que el trabajo conjunto entre un experto en el tema y su estudiante,
ha permitido desarrollar una herramienta computacional acorde con las necesidades del curso
de Atomos y Moléculas. Esta herramienta es rigurosa a nivel cientifico y también cuenta con
las explicaciones que se requieren para comprender con claridad cada uno de los fenémenos
programados.

6.2. Recomendaciones

Es importante desarrollar instrumentos que permitan medir el impacto de este tipo de he-
rramientas a nivel educativo, en entornos especificos. Este tipo de herramientas ayudara a
mejorar de forma progresiva el desarrollo e implementacién de ayudas computacionales en-
focadas al estudio y ensenanza de fenémenos fisico-quimicos.

Por lo pronto nos quedan los comentarios escritos por los estudiantes en la evaluacion docente
del curso en los semestres 2-2019, 1-2020 y 2-2020. Estos comentarios son en general muy
positivos en lo que respecta al uso de estas estrategias computacionales para la ensenanza
del curso de Atomos y Moléculas. Queda entonces la inquietud de implementar estrategias
similares en otros cursos dictados por el departamento de quimica de la universidad.



A. Anexo: Guia de navegacion y uso de
los programas computacionales

Los ejercicios computacionales propuestos para la clase estdn desarrollados en la plataforma
Google Colaboratory, también conocida como Google Colaboratory [7]. Esta plataforma se
basa en el entorno Jupyter Notebook y es uno de los servicios gratuitos ofrecidos por Google,
a través de una cuenta de correo. Los Notebook de Jupyter son un entorno informatico que
emplea Python como lenguaje de programacion y permite incorporar tanto imagenes como
texto o videos [15].
En este documento se anexa un CD que consta de 11 carpetas:
1. CuerpoNegro
2. FuncionOnda
3. Principiolncertidumbre
4. ParticulaConfinadalD
5. OsciladorArmonico
6. ParticulaConfinada2D
7. ParticulaPerturbada
8. MovimientoRotacional
9. RotorRigido
10. AtomoHidrogeno
11. Huckel

Cada carpeta contiene un archivo generado en Jupyter Notebook, los cuales tienen la ex-
tension .ipynb. Adicionalmente se encontrara una lista de imagenes que se deben cargar al
momento de abrir el programa.

A continuacion se enumeran los pasos que se deben seguir para poder navegar a través de
los programas:
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1. Se debe tener una cuenta de Google (no necesariamente institucional). Una vez este en
la cuenta de correo se abre el Drive de Google y se instala Google Colaboratory como
se indica a continuacion:

a) Ubique en la parte superior derecha del Drive un icono con el simbolo + que dice
Nuevo, como se muestra en la siguiente figura:

Drive

Nueveo

Prioritario

Mi unidad
Compartido conmigo
Reciente
Destacados

Papelera

B %0 kBB + b

b) Haga clic en el icono + Nuevo y despliegue las opciones que aparecen en Mds. Si
dentro de las opciones aparece Google Colaboratory, entonces no hay que instalar
esta aplicacién (ya esta instalada). Si no aparece dentro de las opciones, en el
mismo menu hay que hacer clic en Conectar mas aplicaciones, como se muestra
en la siguiente figura.

L Drive Q Buscar en Drive

d -
9 Carpeta

papelera ha cambiado. Los elementos se elim

[B subir archivo . -
Delera. Mas informacién

[&) Subir carpeta
pido
B Documentos de Google >
Hojas de célculo de Google >
Presentaciones de Google >
B Formularios de Google >

Més 3y
Dibujos de Google |
= o
Google
59 6B utilizado B Google Sites
a

Google Apps Script

Almacenamiento Google My Maps u

Carpetas
0 Google Colaboratory

LI [ Google Jamboard

m +  Conectar més aplicaciones
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¢) Una vez aparezca el menu de aplicaciones ofrecidas por Google se busca Google
Colaboratory y se procede a su instalacién.

2. Con Google Colaboratory ya instalado, hay que dirigirse al Drive y se copian las 11
carpetas del CD o sélo la carpeta que se desee trabajar.

3. Una vez este cargada la carpeta en el Drive, se abre la carpeta y se hace clic en el
respectivo programa. Si se deben cargar imagenes al programa estas apareceran en la
carpeta, de lo contrario la carpeta no tendra imagenes.

Cada cuaderno de Colab esta segmentado en celdas de codigo y celdas de texto. Las
celdas de texto son de lectura no hay nada que ejecutar, las celdas de codigo se usan
para activar las imagenes o correr cédigo.

4. Si hay que cargar iméagenes en el encabezado del programa habra una linea de texto
que dice: Carga primero las imagenes corriendo la siguiente linea de cdédigo,
como se muestra en la siguiente figura.

L 8. MovimientoRotacional.ipynb
( Py B comment 2% Share %3
File Edit View Insert Runtime Tools Help All changes saved
— + Code + Text Connect = # Editing
Q Carga primero las imagenes corriendo la siguiente linea de cédigo

T AR E T
@  sHowcoDE

D No s'ha triat cap fiker  Upload widget is only available when the cell has been executed in the current browser session. Please rerun this cell to enable

Para cargar las imégenes se hace clic en la flecha lateral izquierda, aparecera un re-
cuadro que solicita cargar las imagenes, se hace clic en este recuadro y se busca en el
computador, no en el Drive, la carpeta que tiene el programa para cargar las imagenes
respectivas (se seleccionan todas las imagenes y se cargan).

5. Después de cargar las imagenes, a lo largo del programa apareceran celdas de texto,
celdas de codigo vacias y celdas de codigo ocultas, como se muestra en la siguiente
figura.

%+~ Movimiento Rotacional

<>

Si consideramos un objeto rigido girando alrededor de un eje fijo, cada punto de este objeto se movera en una circunferencia con centro el eje
de rotacion y radio la distancia del punto al eje. Si tomames cualquier par de puntos del objeto y dibujamos sus radios, estos radios barreran
angulos iguales en tiempos iguales sin importar que tan distantes esten del eje de rotacién. Para ilustrar esta situacion observemos el
siguiente disco que esté rotando alrededor de su eje de simetria.

(]

P B QLR

° SHOW CODE

Las celdas de texto son de lectura, las celdas de cédigo vacias se utilizan para digitar las
funciones que se proponen a lo largo de los programas y en las celdas ocultas aparece
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escrito SHOW CODE, y es donde esta hecha la programacion de la hoja. Las tinicas
celdas que se deben ejecutar son las celdas ocultas y de cddigo libre. Para ejecutar
cualquiera de estas celdas se debe hacer clic en la flecha lateral.

. Cada vez que se abra un programa se deben cargar primero las imédgenes y de forma
progresiva se van ejecutando las celdas de codigo ocultas y las celdas de cédigo vacias
en las que se digitaran las respectivas funciones.



B. Anexo: Funciones programadas en
Python

En este anexo se hace una lista de cada una de las funciones programadas. Para estas

funciones se especifica, lo que hacen y la forma que tienen sus argumentos.

1. Radiacién de un cuerpo negro.

RJ(T). Grafica el espectro térmico (predicho por la ley de Rayleigh-Jeans) de un
cuerpo negro que se encuentra a una temperatura de 7' grados Kelvin.

PRJ(T). Gréfica el espectro térmico experimental de un cuerpo negro a 7' grados
Kelvin, junto con el espectro térmico predicho por la ley de Rayleigh-Jeans.

vmazP(T). Arroja la frecuencia de emisién maxima de un cuerpo negro, que se
encuentra a una temperatura de 17" grados Kelvin.

Planck(T). Gréfica el espectro térmico predicho por la ley de Planck, para un
cuerpo negro que se encuentra a una temperatura de T grados Kelvin (en un
rango de 1 a 43000 grados Kelvin).

SPlanck(zx). Grafica los espectro térmicos predichos por la ley de Planck, para
un cuerpo negro a diferentes temperaturas. Su argumento x es la lista de tempe-
raturas © = [T'1,72,T3,...,Tn] a las cuales se desea conocer los espectros.

maxim(x). Gréafica la tendencia de las frecuencias de emisién méaxima de un
cuerpo negro a diferentes temperas. Su argumento x es la lista de temperaturas
x=[T1,T2,T3,...,Tn] a las cuales se desean conocer las frecuencias de emisién
maximas.

2. Funcion de onda.

CI(1,a,b). Determina si la funcién 1, definida sobre el intervalo [a, b, es una
funcién cuadrado integrable. Si C'I(v,a,b) arroja un valor finito la funcién es
cuadrado integrable, de lo contrario no lo es.

Nor(i(x),a,b). Encuentra la constante de normalizacién de una funcién cuadrado
integrable 1, definida sobre el intervalo [a, b]. Esta funcién arroja tanto la cons-
tante de normalizacién, como la expresién simbdlica de la funciéon normalizada.
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» Prob(i)(x),a,b). Para una funcién de densidad de probabilidad (z), la funcién
Prob(i(x),a,b) arroja la probabilidad de que la variable = tome valores entre a

y b.

3. Principio de incertidumbre de Heisenberg.

» Superp(n). Realiza la grafica de la funcién de onda ¢, (x) = > _,(1/n)cos(krz),
donde n indica el nimero de ondas planas que se superponen para construirla.

» Superpk(k). Realiza de forma simulténea la grafica de la funcién de onda ¢, (x) =
Y p_i(1/n)cos(knz), para los valores de n entre 1y k.

4. Particula confinada en una caja unidimensional.

» FunOnda(n,l). Grafica de la funcién de onda v, (x), para una particula confinada
en una caja de amplitud /.

» fdpOnda(n,l). Grafica de la funcién de densidad de probabilidad |, (z)|?, para
una particula confinada en una caja de longitud /.

» Energia(n,l,m). Arroja el valor de energia para el n-ésimo estado de una particu-
la de masa es m, confinada en una caja de longitud (.

5. Barreras de potencial.

» BP(V,E,L). Grafica el médulo de la funcién de onda de un electrén con energia
total E, confinado en una caja unidimensional, que atraviesa una barrera de
potencial de ancho L y altura V', para la que £ < V. Adicionalmente calcula el
coeficiente de transmision.

» GFOd(a,b,1,V,n). Grafica las funciones de densidad de probabilidad |¢,|* para
una particula confinada en una caja unidimensional de longitud [, la cual esta
sometida a un potencial de perturbaciéon V' que va desde a hasta b (0 < a <b <.

6. Oscilador armoénico
» Her(n). Genera los polinomios de Hermite, donde n > 1.

» Psi(n). Genera algebraicamente la funcién de onda del oscilador arménico para
n > 0.

» PsiG(a,n). Grafica la funcién de onda 1, del oscilador armonico. El pardmetro
a es igual a (25)Y1,
7. Particula confinada en una caja dos dimensional.

» FOE(n,m,ly,ly). Gréfica la funciones de onda para una particula confinada en
una caja rectangular de ancho l; y [y, cuyos nimeros cudnticos son n y m (adi-
cionalmente arroja la energia correspondiente).
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fdpFO(n,m,I1,12). Gréfica la funciones de densidad de probabilidad para una
particula confinada en una caja rectangular de ancho [y y ls, cuyos niimeros cudnti-
cos son n. y m.

contFO(n,m,11,12). Grafica las curvas de contorno y las funciones de onda, para
una particula confinada en una caja rectangular de ancho [y y [, cuyos niimeros
cuanticos son n 'y m.

E2D(n,m,(1,12). Arroja el valor de energia para una particula confinada en una
caja rectangular de ancho [y y [, cuyos nimeros cuanticos son n y m.

8. Movimiento rotacional.

EnergiaA(m). Calcula la energia de una particula confinada en una anillo. El
argumento m representa el m-ésimo energético del sistema.

EnergiaGA(m). Grafica de los valores de energia desde 0 hasta m, para una
particula en un anillo.

G funOAC(m). Gréfica la funcién de onda, de una particula confinada en una
anillo (en el perfmetro del anillo circular) para un valor de m, junto con la funcién
de densidad de probabilidad de la particula.

9. Rotor rigido.

modY (I, m). Gréfica la norma del arménico esférico Y, (6, ¢).

AFE(z). Grafica los armonicos esféricos reales. Para utilizar estd funcién su argu-
mento = debe reemplazarse por alguna de las funciones de la tabla [3-4]

10. Atomo de hidrégeno.

Energia(n). Arroja los valores de energia de los n primeros estados del atomo de
hidrégeno.

Serie(k). Arroja el grafico espectral de energias para el dtomo de hidrégeno. El
argumento k corresponde el valor a partir del cual se desean conocer as energias.

radial(n,l). Gréficas de la funcién radial R,,;(r) y de distribucién de probabilidad
radial 72| R,,;(r)|* para el 4tomo de hidrégeno.

Prob(n,l,a,b). Arroja la probabilidad de encontrar un electrén (del orbital nl)
entre a y b radios de Bohr.

AFE(z). Nos da una representacién grafica de la parte angular de estas funciones

hidrogenoides reales. Para utilizar estd funcion su argumento x debe reemplazarse
por la funcién correspondiente (tabla [3-4]).

11. Método de Hickel.
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Energia(AE). Arroja los valores de energia, de mayor a menor, de los orbitales
moleculares de un polieno conjugado. El argumento AFE es la matriz de adyacencia
correspondiente a la molécula.

Epi(M,n). Calcula la energia de los electrones 7 de un polieno conjugado. El
argumento M es la matriz de adyacencia de la molécula y n el nimero de electrones

pi.

Coef(M). Arroja los coeficientes de los orbitales moleculares. El argumento M
es la matriz de adyacencia de la molécula.

GrafE(A). Gréfica los valores de energia, de mayor a menor, de los orbitales
moleculares de un polieno conjugado. El argumento M es la matriz de adyacencia
de la molécula.

DE(M,n). Calcula la energia de deslocalizacién de los electrones 7 de un polieno
conjugado. El argumento M es la matriz de adyacencia de la molécula y n el
nimero de electrones pi.

Oen(A,n). Arroja el orden de enlace para un polieno conjugado. El argumento
M es la matriz de adyacencia de la molécula y n el nimero de electrones pz.
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