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Bogotá, Colombia

2020





Implementaciónn Computacional en Python de
Desarrollos Mecánico-Cuánticos Empleados en el
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Resumen

Se desarrolló un paquete de programas en el entorno informático interactivo basado en la

web: Jupyter Notebook, con el cual se busca facilitar el manejo de las operaciones ma-

temáticas inherentes a los desarrollos mecánico-cuánticos empleados en el curso de Átomos

y Moléculas, impartido en el programa de pregrado en Qúımica de la Universidad Nacio-

nal (sede Bogotá). El objetivo principal de este curso es familiarizar al estudiante con los

conceptos cuánticos de la estructura atómica y molecular, y relacionarlos con otras áreas

de la qúımica. Este objetivo no es fácil de alcanzar por el grado de abstracción de la asig-

natura y el buen manejo requerido en las herramientas f́ısico-matemáticas asociadas a los

fenómenos cuánticos. Teniendo en cuenta estos factores, los programas desarrollados en este

trabajo ofrecen una introducción básica a las temáticas del curso, simplifican el manejo de

los cálculos numéricos, le permite al usuario variar los parámetros de los sistemas estudiados

y ofrecen una visualización de los fenómenos estudiados.

Palabras clave: Qúımica cuántica, software libre, Python.

Abstract

A software package was developed in the web-based interactive computing environment:

Jupyter Notebook, through which it is intended to facilitate the handling of the mathema-

tical operations inherent to the mechanical-quantum developments employed in the course:

Atoms and Molecules, which is offered in the Chemistry Bachelor’s program at the National

University of Bogotá. The main objective of this course is to familiarize the student with the

quantum concepts of the atomic and molecular structure, as well as to relate these concepts

with other areas of chemistry. This objective is not easy to achieve because of the degree of

abstraction of the subject and the required manipulation of the physical-mathematical tools

associated with quantum phenomena. Taking these factors into account, the computatio-

nal programs developed in this work offer a basic introduction to the topics of the course,

thereby simplifying the management of numerical calculations, and allowiong the user to

vary the parameters of the studied systems and these also offer a numerical and graphical

visualization of the studied phenomena.

Keywords: Quantum chemistry, free software, Python.
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1. Introducción

La qúımica cuántica es un área de la qúımica que aplica la mecánica cuántica en la descrip-

ción matemática del comportamiento de la materia a escala atómica y molecular. Entre sus

aplicaciones más importantes están el estudio de la estructura atómica, de los mecanismos

de reacción, de las propiedades ópticas, eléctricas, magnéticas y espectroscópicas de la ma-

teria. Hoy en d́ıa, los métodos de la qúımica cuántica son utilizados rutinariamente como

herramientas para la investigación y van de la mano con las técnicas experimentales [13].

Un manejo adecuado de los conceptos de la qúımica cuántica es de vital importancia en la

comprensión de los fenómenos f́ısico-qúımicos que gobiernan la materia a nivel microscópico,

por ejemplo, el concepto de función de onda asociada a un sistema de part́ıculas, el méto-

do Hartree-Fock y la teoŕıa de funcionales de densidad han permitido mejorar los cálculos

energéticos de moléculas y sistemas multi-atómicos complejos [27].

En el programa de pregrado en Qúımica de la Universidad Nacional (sede Bogotá) los con-

ceptos básicos en qúımica cuántica son impartidos en el curso de Átomos y Moléculas. Con el

propósito de facilitar el manejo de las operaciones matemáticas inherentes a los desarrollos

mecánico-cuánticos empleados en este curso se desarrolló un paquete de programas en el

entorno informático interactivo basado en la web: Jupyter Notebook, el cual esta alojado

en Google Colaboratory. Estos programas permiten visualizar tanto numérica como gráfica-

mente las propiedades de los sistemas estudiados, dándole la oportunidad a los estudiantes

de variar parámetros, como por ejemplo, las dimensiones del sistema, su masa o su enerǵıa,

de tal forma que se puedan estudiar los cambios en su comportamiento.

A la fecha se han desarrollado varias herramientas que permiten llevar a cabo este propósito.

Sin embargo, algunas requieren una licencia paga para su uso. Por ello se empleo Google

Colaboratory, el cual es un servicio en la nube que hace parte del área de Google Cloud que

permite ejecutar y programar en Python por medio de los Notebook de Jupyter [7]. Estos

Notebook también están integrados en el proyecto Anaconda, el cual es un instalador de uso

libre de Python y R, los cuales se pueden correr en Windows, Linux y MacOS [1]. En cada

Notebook de Jupyter se emplea texto que permite exponer brevemente el sistema estudiado,

sus propiedades y comportamiento f́ısico. También se incorporan imágenes de apoyo para

clarificar el material y a la vez se programan funciones que ayudan a visualizar las propie-

dades del sistema tanto gráfica como numéricamente.

https://jupyter.org/
https://colab.research.google.com/notebooks/welcome.ipynb?hl=es
https://colab.research.google.com/notebooks/welcome.ipynb?hl=es
https://colab.research.google.com/notebooks/welcome.ipynb?hl=es
https://www.anaconda.com/
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En este trabajo se revisan los antecedentes, 2, con el fin de desarrollar cada programa de

acuerdo con las necesidades del curso de Átomos y Moléculas. A continuación se realiza la

revisión bibliográfica, 3, correspondiente a los contenidos desarrollados en cada programa,

con el fin de apoyar y facilitar la comprensión de cada una de las funciones programadas

en los Notebook de Jupyter. Posteriormente se presenta la metodoloǵıa, 4, empleada en la

ejecución de este proyecto; seguida de un caṕıtulo, 5, que muestra de forma detallada uno de

los programas desarrollados para el curso de Átomos y Moléculas. Finalmente en el Anexo

A se presenta una gúıa que le permitirá a los estudiantes explorar sin dificultad cada uno de

los programas.



2. Antecedentes

La malla curricular del pregrado en qúımica está dividida en ĺıneas. El curso de Átomos

y Moléculas está planteado para el tercer semestre y es la primera asignatura de la ĺınea

Interacciones y Estructura. Esta ĺınea continua con los cursos Fundamentos de espectros-

coṕıa y Qúımica estructural (cuarto semestre), para las cuales Átomos y Moléculas es un

prerrequisito. La ĺınea finaliza con el Laboratorio de Análisis Qúımico Instrumental en el

sexto semestre [19]. Átomos y Moléculas es un curso introductorio a la qúımica cuántica. En

este se busca que los estudiantes aprendan los conceptos básicos de la estructura atómica y

molecular de la materia, de tal forma que estos sean empleados en cursos más especializados,

tales como qúımica orgánica, inorgánica, anaĺıtica y bioqúımica, entre otros.

Teniendo en cuenta la importancia de esta asignatura en la formación de los estudiantes de

pregrado en qúımica como su grado de abstracción, a causa de los tratamientos mecánico-

cuánticos inherentes a las propiedades microscópicas de la materia, es pertinente desarrollar

herramientas computacionales que faciliten la comprensión de los fenómenos cuánticos vis-

tos en el curso. Además de facilitar la comprensión de contenidos, el desarrollo y adecuación

constante de herramientas computacionales fortalecerá las prácticas que tradicionalmente

se llevan a cabo en los entornos virtuales de aprendizaje desarrollados por los docentes de

Átomos y Moléculas.

En el año 2017 el profesor Alán Aspuru-Guzik dirigió en la universidad de Harvard el MOOC

de distribución gratuita: The Quantum World, ofrecido a través de la plataforma edX. Este

es un curso formal de Qúımica Cuántica que cubre los temas usuales en mecánica cuántica,

como la teoŕıa de perturbaciones, las moléculas poliatómicas, el método de Hartree-Fock y la

espectroscopia infrarroja. En el v́ıdeo promocional del curso el profesor Aspuru-Guzik hace

la siguiente aclaración [26]:

‘Este no es un curso para principiantes, se necesita saber cálculo y qúımica. Este es un curso

dif́ıcil. No hay una forma fácil de aprender mecánica cuántica, lo cual no significa que esta

deba ser aburrida. Les daré una hermosa mirada de los átomos y las moléculas. Aprenderán

Python para programar sus propias simulaciones mecánico-cuánticas. Será duro, pero la ver-

dad es que vale la pena’

Cada una de las secciones de este curso se desarrolla a través de v́ıdeos, lecturas, ejerci-
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cios y ejercicios de programación en Python. En este caso Python se emplea para trabajar

los desarrollos matemáticos y para crear simulaciones de los fenómenos mecánico-cuánticos.

Para este curso la Universidad de Harvard está asociada con la plataforma DataCamp, la

cual permite interactuar con los programas en ĺınea, sin necesidad de instalar aplicaciones

adicionales.

También desde el año 2017 se distribuye libremente el programa Psi4Numpy (An Interactive

Quantum Chemistry Programming Environment for Reference Implementations and Rapid

Development), a través de la plataforma de desarrollo colaborativo de software GitHub [22].

Este programa emplea la libreŕıa Numpy, de álgebra lineal, de Python para facilitar un rápi-

do desarrollo y comprensión del código implementado en los métodos más recientes de la

qúımica cuántica en un tiempo de ejecución bajo. Sus implementaciones son una muestra de

la potencia de la programación h́ıbrida C++/Python empleada por el programa Psi4.

Con el programa Psi4Numpy se han creado implementaciones de referencia para diferentes

métodos, que incluyen por ejemplo, la teoŕıa de campo autoconsistente, la teoŕıa de per-

turbaciones de muchos cuerpos, la teoŕıa clústeres acoplados y la teoŕıa de perturbaciones

simétrico-adaptadas. También se han integrado diferentes códigos de referencia en los Note-

book de Jupyter, con el fin de desarrollar tanto la teoŕıa como información explicativa de las

implementaciones.

En el presente trabajo se elige el lenguaje de programación Python porque es un programa

libre de licencia que se puede ejecutar desde diferentes sistemas operativos como Windows,

Linux o MacOS. Python es un lenguaje de programación ágil y comparativamente sencillo

de manejar con respecto a otros lenguajes, ya que no es dif́ıcil familiarizarse con su sintaxis

[21]. Este lenguaje está integrado en el entorno interactivo Jupyter Notebook, el cual per-

mite integrar texto, bloques de código, gráficas e imágenes [15]. Jupyter está disponible en

diferentes plataformas como Google Colaboratory, ANACONDA y CoCalc [1, 6, 7], entre

otras.

http://www.psicode.org/psi4manual/master/index.html
https://colab.research.google.com/notebooks/welcome.ipynb?hl=es
https://www.anaconda.com/
https://cocalc.com/
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El avance de la f́ısica, la qúımica y la evolución de los computadores han permitido que la

qúımica computacional se convierta en una de las áreas con roles predominantes en qúımi-

ca. Realizar cálculos que facilitan el estudio de fenómenos f́ısico-qúımicos sin necesidad de

llevarlos a cabo en un laboratorio, representa una ganancia importante a nivel de recursos.

Los cálculos qúımico-cuánticos permiten obtener una amplia variedad de propiedades termo-

qúımicas, espectroscópicas y de respuesta a perturbaciones externas de sistemas atómicos y

moleculares en fase gaseosa, sólida y en solución. El cálculo de propiedades superficiales de

los sólidos y la comprensión de la forma en que interaccionan las moléculas pequeñas con

las superficies de los sólidos es central en la aplicación industrial de los procesos cataĺıticos,

el procesamiento de semiconductores y la conductividad en aplicaciones microelectrónicas.

Otras áreas de interés incluyen el modelado de aplicaciones fotoqúımicas en las celdas so-

lares, el estudio riguroso de los efectos del confinamiento cuántico en nano-estructuras de

carbono y puntos cuánticos semiconductores, y las aplicaciones biológicas, que se han centra-

do principalmente en el modelado de la catálisis enzimática y sitios qúımicamente activos [13].

Dada por sentada la importancia de la qúımica cuántica, en este caṕıtulo se presentan los

contenidos expuestos en el paquete de programas desarrollados para el curso de Átomos y

Moléculas.

3.1. Radiación de un cuerpo negro

Se llama radiación térmica a aquella emitida por un cuerpo como consecuencia de su tem-

peratura. Si en un principio el cuerpo está más caliente que sus alrededores, este se enfriará

ya que la rapidez con que emite enerǵıa excederá la rapidez con la que absorbe enerǵıa. La

materia condensada (sólidos o ĺıquidos) emite un espectro de radiación continuo que depende

de la temperatura. A temperaturas ordinarias la mayoŕıa de los cuerpos son visibles a causa

de la luz que reflejan, más no por la luz que emiten, por lo tanto si no se hace incidir luz sobre

ellos no es posible verlos. Sin embargo, a muy altas temperaturas los cuerpos son luminosos

por śı mismos, en un cuarto obscuro se les puede ver brillar, pero aún a temperaturas de

varios miles de grados Kelvin más del 90 % de la radiación térmica emitida es invisible para

nosotros.
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La forma detallada del espectro de radiación térmica emitida por un cuerpo caliente de-

pende de la composición del mismo, sin embargo hay una clase de cuerpos que emiten un

espectro térmico universal. Estos son los llamados cuerpos negros, es decir, cuerpos cuyas

superficies absorben toda la radiación que incide sobre ellos sin importar el ángulo de inci-

dencia o la frecuencia de la radiación, dichos cuerpos al no reflejar luz se ven negros. Una

buena aproximación de un cuerpo negro es un objeto con una cavidad en su interior, la cual

se comunica con el exterior a través de un pequeño agujero en las paredes del objeto. Por

ejemplo, podemos pensar en un cubo hueco con un pequeño agujero en una de sus paredes.

Esencialmente toda la radiación que incide sobre el agujero será absorbida y por lo tanto el

agujero tendrá todas las propiedades de la superficie de un cuerpo negro. Si las paredes de

la cavidad se calientan a una temperatura T , estas emitirán radiación térmica que llenará la

cavidad y una pequeña parte de la radiación térmica emitida pasará por el agujero. Como

el agujero tiene las caracteŕısticas de la superficie de un cuerpo negro, la radiación que emi-

te ha de tener el espectro de un cuerpo negro. Sin embargo, como el agujero simplemente

muestrea la radiación térmica dentro de la cavidad, resulta evidente que la radiación dentro

de la cavidad también debe tener el espectro de un cuerpo negro a la temperatura T .

Independientemente de los detalles de su composición todos los cuerpos negros a la misma

temperatura emiten el mismo espectro de radiación térmica. Cuando la radiación encerrada

dentro de la cavidad alcanza el equilibrio con los átomos de las paredes, la cantidad de enerǵıa

que emiten los átomos por unidad de tiempo es igual a la que absorben. En consecuencia la

densidad de enerǵıa (cantidad de enerǵıa por unidad de volumen) del campo electromagnético

existente en la cavidad es constante. Aśı, la densidad de enerǵıa ρT (ν), en el intervalo de

frecuencias entre ν y ν + dν, del espectro de un cuerpo negro a una temperatura T , es

igual al producto de la enerǵıa promedio de cada onda estacionaria por el número de ondas

estacionarias en el intervalo de frecuencias, dividido entre el volumen de la cavidad. Aplicando

las teoŕıas clásicas del electromagnetismo y la termodinámica se obtiene la ley de Rayleigh-

Jeans, formulada en 1900 [5].

ρT (ν)dν =
8πν2kT

c3
dν

donde ν es la frecuencia en Hz, c es la velocidad de la luz en m/s, T es la temperatura en

K y k es la constante de Boltzmann en J/K [10]. La figura 3-1 muestra el espectro térmico

para un cuerpo negro a una temperatura de 2000oK. Como se puede observar a medida que

la frecuencia ν tiende a infinito, la densidad de enerǵıa ρT (ν) también tiende a infinito, lo

cual es contradictorio con los experimentos.

Experimentalmente la densidad de enerǵıa tiende a cero cuando la frecuencia tiende a infi-

nito. La figura 3-2 muestra el espectro térmico experimental de un cuerpo negro a 1500oK,

junto con el espectro térmico obtenido a través de la ley de Rayleigh-Jeans. Este gráfico
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Figura 3-1.: Espectro térmico predicho por la ley de Rayleigh-Jeans para un cuerpo negro

a 2000oK.

Figura 3-2.: Espectro térmico de un cuerpo negro a 1500oK. La ĺınea roja corresponde al

espectro experimental del cuerpo, mientras que la ĺınea naranja es el espectro

predicho por la ley de Rayleigh-Jeans.
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muestra como la ley de Rayleigh-Jeans es coherente con los resultados experimentales a muy

bajas frecuencias. Este comportamiento irreal de la predicción clásica teórica se conoce en

f́ısica como la catástrofe ultravioleta [10, 18].

3.1.1. Solución dada por Planck

Al igual que Rayleigh-Jeans, Planck asumió que la radiación emitida por un cuerpo se deb́ıa

a las oscilaciones de los electrones en las part́ıculas que forman el cuerpo. A diferencia

de Rayleigh-Jeans, los cuales asumieron que las enerǵıas de las oscilaciones electrónicas

responsables de la emisión de la radiación pod́ıan tomar cualquier valor, Planck asumió que

la enerǵıa de las oscilaciones era una variable discreta en lugar de una variable continua, es

decir, supuso que la enerǵıa teńıa que ser proporcional a un múltiplo entero de la frecuencia,

E = hν, donde h es la constante que lleva su nombre. A partir de esta suposición junto con

argumentos de termodinámica estad́ıstica concluyó que

ρT (ν)dν =
8πhν3

c3 (ehν/kT − 1)
dν

Figura 3-3.: Espectro térmico predicho por la ley de Planck para un cuerpo negro a 1500oK.

La figura 3-3 muestra el espectro térmico predicho por Planck para un cuerpo negro a

1500oK. A diferencia de la predicción dada por la f́ısica clásica, a medida que incrementa la

frecuencia la densidad de enerǵıa radiada por el cuerpo tiende a cero [18, 23].
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3.2. Función de onda

La función de onda ψ(x, t) asociada a una part́ıcula contiene toda la información de la

part́ıcula, y su cuadrado |ψ(x, t)|2 = ψψ∗ es una función de densidad de probabilidad. La

función de onda es una función real o compleja que depende de la coordenada x y el tiempo

t para movimientos unidimensionales, y depende de un vector (x1, x2, x3) y el tiempo t en

el caso 3 dimensional. La función de onda debe ser bien comportada, es decir, debe ser

continua, derivable y cuadrado-integrable [16]. Por cuadrado-integrable se entiende que la

integral sobre todo el espacio del cuadrado de la norma de la función es un valor finito, es

decir ∫ +∞

−∞
|ψ(x, t)|2dx =

∫ +∞

−∞
ψψ∗dx < +∞

En el curso de átomos y moléculas se emplea la ecuación de Schrödinger independiente

del tiempo, y se trabaja solamente funciones de onda ψ(x) independientes del tiempo. Por

ejemplo, en la figura 3-4 se gráfica el cuadrado de la norma de las funciones ψ(x) = x3 y

φ(x) = e−x
2

, para 0 ≤ x <∞.

|ψ(x)|2 = x3x3 = x6 y |φ(x)|2 = e−x
2

e−x
2

= e−2x2

Figura 3-4.: Cuadrado de las normas de las funciones ψ(x) = x3 y φ(x) = e−x
2

Tanto ψ(x) = x3 como φ(x) = e−x
2

son continuas y derivables. Las integrales

∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2dx

y

∫ +∞

−∞
|φ(x)|2dx muestran que
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∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2dx =∞,

∫ +∞

−∞
|φ(x, t)|2dx =

1

2

√
π

2

mientras que ψ(x) no es cuadrado integrable, la función φ(x) si lo es. En este caso ψ(x) no

puede ser una función de onda, mientras que φ(x) śı podŕıa serlo.

3.2.1. Interpretación probabiĺıstica de la función de onda

La interpretación de la función de onda en términos de la posición de una part́ıcula fue suge-

rida por Max Born [4], el cual tomo como punto de partida la teoŕıa ondulatoria de las ondas

electromagnéticas. Para una onda electromagnética el cuadrado de su amplitud corresponde

a su intensidad (es decir, a la cantidad de enerǵıa transmitida por la onda por unidad de

área y por unidad de tiempo), la cual puede ser interpretada en términos cuánticos como

una medida de la probabilidad de encontrar un fotón en cierta región del espacio. Entonces

la interpretación de Born de la función de onda ψ se centra en el cuadrado de su norma

(o módulo) |ψ(x)|2, el cual postula que el valor |ψ(x)|2 es proporcional a la probabilidad

de encontrar la part́ıcula alrededor del punto x, es decir, la probabilidad de encontrar a la

part́ıcula en la región comprendida entre x y x + dx es proporcional a |ψ(x)|2dx. Aśı, para

una función de onda ψ(x) el cuadrado de su norma |ψ(x)|2 corresponde a una función de

densidad de probabilidad, y por lo tanto la integral

∫ b

a

|ψ(x)|2dx representa la probabilidad

de encontrar la part́ıcula en la región a ≤ x ≤ b.

La interpretación de Born dista de los valores negativos o complejos que pueda asumir la

función de onda ψ(x) = φ(x) + θ(x)i, puesto que |ψ(x)|2 = φ(x)2 + θ(x)2 es un número real

positivo. Sin embargo, la presencia de valores negativos y positivos en una función de onda

tendrá significado cuando se sumen paquetes de ondas, ya que en este caso cabe la posibili-

dad de que se presente interferencia tanto constructiva como destructiva [10, 17].

De acuerdo con la interpretación de Born, si ψ(x) es la función de onda asociada a una

part́ıcula, el cuadrado de su norma |ψ(x)|2 es una función de densidad de probabilidad. Por

lo tanto, la probabilidad de encontrar la part́ıcula en el intervalo que va desde a hasta b es

igual a

∫ b

a

|ψ(x)|2dx. Por ejemplo, si φ(x) =
1

4
xe−x/2 para x ≥ 0 y es igual a 0 para x < 0,

entonces φ(x) es una función de densidad de probabilidad que tiene el aspecto mostrado en

la figura 3-5.

Si la variable x representa la posición de una part́ıcula, el valor del área bajo su función

de densidad, en un intervalo, corresponde a la probabilidad de encontrar la part́ıcula en ese

intervalo. En la figura 3-6 se representa la probabilidad de encontrar la part́ıcula entre 2

y 4, la cual toma el valor de 0.33. La figura 3-7 representa la probabilidad de encontrar la

part́ıcula entre 6 e infinito, la cual es de 0.19.
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Figura 3-5.: Representación gráfica de la función φ(x) = 1
4
xe−x/2

Figura 3-6.: Si x representa la posición de una part́ıcula, el valor del área bajo la curva da

la probabilidad de encontrar la part́ıcula entre 2 y 4.

Si una función ψ(x) es una solución de la ecuación de Schrödinger, la integral

∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2dx

no tiene porque ser igual a 1, es decir, no está obligada a satisfacer la condición de norma-
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Figura 3-7.: El valor del área bajo la curva representa la probabilidad de que la part́ıcula

se encuentre a más de 6 unidades del punto de referencia del sistema.

lización, con lo cual colapsaŕıa la interpretación probabiĺıstica de la función de onda. Sin

embargo este requerimiento no es un problema, puesto que si ψ(x) es solución a la ecua-

ción de Schrödinger también lo es Aψ(x), donde A es una constante. Por lo tanto lo que

debemos hacer es encontrar A de tal forma que

∫ +∞

−∞
|Aψ(x)|2dx = 1. Esto se conoce como

‘normalización de la función de onda’ [29].

3.3. Principio de incertidumbre de Heisenberg

La hipótesis ondulatoria de de Broglie recibió confirmación experimental en 1927 por Clinton

Davisson y Lester Germer [29]. El descubrimiento de la naturaleza dual de la materia forzó

a los f́ısicos a reevaluar el lenguaje cinemático usado para describir la posición y el momento

lineal de una part́ıcula. De acuerdo con la mecánica clásica, no hay un ĺımite que impida

refinar los aparatos de medida o los procedimientos experimentales para alcanzar cualquier

precisión deseada en la medición de los observables, como por ejemplo la posición y mo-

mento lineal, de una part́ıcula. La teoŕıa cuántica por el contrario, predice que es imposible

realizar mediciones simultáneas de la posición (x) y momento lineal (px) de una part́ıcula,

de tal forma que la incertidumbre ∆x y ∆px, respectivamente, de las mediciones sean arbi-

trariamente pequeñas. Este principio lo propuso Werner Heisenberg en 1927 [29], haciendo

notar que las incertidumbres inevitables en ∆x y ∆px no se deben a las imperfecciones en

los instrumentos de medida, sino a la naturaleza cuántica de la materia. Matemáticamente
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el principio de incertidumbre de Heisenberg se expresa:

∆x∆px ≥
h̄

2

es decir, si se realiza una medida de la posición de una part́ıcula con incertidumbre ∆x y

una medida simultánea de su momento lineal con incertidumbre ∆px, ambas incertidumbres

no pueden ser más pequeñas que h̄/2 [2].

Para comprender la naturaleza del problema consideremos un haz de electrones en el vaćıo,

con longitud de onda λ, disparados hacia una rendija de ancho a con a� λ. Como resultado

de la naturaleza ondulatoria de la materia se obtiene el patrón de difracción que se ilustra

en la figura 3-8. Aproximadamente el 85 % de los electrones llegan a la peĺıcula dentro del

máximo central y el resto llegan a ella dentro de los máximos subsidiarios en ambos lados.

En este experimento no se deben considerar los electrones como part́ıculas, sino como ondas,

puesto que no todos siguen la misma trayectoria, aunque todos ellos tengan el mismo estado

inicial de movimiento. Más aún, no podemos predecir la trayectoria exacta de un electrón

aunque conozcamos su estado inicial, solamente podemos saber la probabilidad que un de-

terminado electrón llegue a diversas regiones de la peĺıcula.

Un electrón que llega a la peĺıcula en la orilla externa del máximo central, formando el

ángulo θ1, debe tener una componente de cantidad de movimiento py en la dirección vertical

py, y también una componente px en la dirección px, aunque el haz de electrones se haya

dirigido paralelo al eje x. Como podemos observar en la figura estas dos componentes se

relacionan por la expresión tan θ1 =
py
px

. Como θ1 es pequeño en comparación con el ancho

de la rendija tan θ1 ≈ θ1 y py = pxθ1, y puesto que un patrón de interferencia presenta una

franja oscura siempre que sen θ1 = ±λ
a

, tenemos que θ1 =
λ

a
(puesto que sen θ1 ≈ θ1). Por

lo tanto py =
pxλ

a
.

Para el 85 % de los electrones que llegan a la peĺıcula dentro del máximo central (entre los

ángulos −λ/a y λ/a), la componente y de la cantidad de movimiento se repartirá dentro de

los ĺımites −pxλ/a y pxλ/a. Si pensamos en todos los electrones que pasan por la rendija

(py)prom = 0 a causa de la simetŕıa del patrón de difracción. Por lo tanto la incertidumbre en

la componente y de la cantidad de movimiento será ∆py será por lo menos pxλ/a, es decir

∆py ≥
pxλ

a

Note que cuanto menor sea el ancho de la rendija (es decir, hay menor incertidumbre en la

componente y de la posición de los electrones), más ancha será la figura de la difracción y

mayor será la incertidumbre de la componente y de la cantidad de movimiento py. Por la
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Figura 3-8.: Patrón de difracción de un haz de electrones [29].

relación de de Broglie λ =
h

px
, tenemos que

pxh

apx
=
h

a
, es decir ∆py ≥

h

a
, multiplicando esta

desigualdad por a se obtiene ∆pya ≥ h, de donde, ∆py∆y ≥ h (a = ∆y).

En conclusión: el ancho a de la rendija representa la incertidumbre en la componente y de

la posición de un electrón, al pasar por la rendija, puesto que no conocemos con exactitud

dónde atraviesa cada part́ıcula la rendija. En este caso hay incertidumbre tanto en la com-

ponente y de la posición como en la componente y de la cantidad de movimiento py y las dos

incertidumbres se relacionan por la expresión ∆pya ≥ h, donde a = ∆y. Se puede reducir

la incertidumbre ∆py en la cantidad de movimiento sólo reduciendo el ancho del patrón de

difracción para lo cual hay que aumentar el ancho a de la rendija, lo cual aumenta la incerti-

dumbre en la posición. Rećıprocamente, cuando se disminuye la incertidumbre en la posición

estrechando la rendija, el patrón de difracción se ensancha y aumenta la correspondiente

incertidumbre en la cantidad de movimiento.

Nota : Observe que la expresión ∆py∆y ≥ h no es contradictoria con la formulación original

∆py∆y ≥ h̄/2 del principio de incertidumbre, puesto que h ≥ h̄/2, siendo la h̄/2 la cota

mı́nima para el producto de las incertidumbres.

3.3.1. Part́ıcula libre

La enerǵıa y la probabilidad

La enerǵıa E y el momento p de una part́ıcula libre con masa m, en una región unidimensional

a un potencial constante V , están dados por la onda plana ψ(x) = Aeikx, donde A es la

amplitud y el número de onda k es igual a:

√
2m(E − V )

h̄
. Si utilizamos la identidad de



3.3 Principio de incertidumbre de Heisenberg 15

Euler eiθ = cos θ + isen θ, la función de onda ψ(x) = Aeikx se puede expresar de la forma

ψ(x) = A(cos kx+ isen kx). En esta ecuación tanto el coseno como el seno representan ondas

con longitud de onda λ =
2π

k
, por lo tanto

2π

k
=
h

p
(usando la relación de de Broglie).

Si despejamos la cantidad de movimiento p, tenemos que p = kh̄, lo cual muestra que el

momento lineal de la part́ıcula está bien definido.

Figura 3-9.: Función de densidad de probabilidad para una part́ıcula cuya probabilidad de

ser localizada alrededor de x = 0 es cercana a 1.

Aunque es posible conocer el momento lineal de la part́ıcula su posición es totalmente

impredecible, para lo cual es suficiente considerar la función de densidad de probabilidad

|ψ(x)|2 = A2(cos2kx+ sen2kx) = A2, la cual es constante y por lo tanto la probabilidad de

encontrar la part́ıcula en cualquier porción de la recta es igual para segmentos de la misma

longitud. Si una part́ıcula tiene una posición definida su función de onda debeŕıa tener el

aspecto similar al mostrado en la figura 3-9.

Como se observa en la figura, la part́ıcula tiene una alta probabilidad de estar localizada en

la región donde la función de onda presenta un pico, puesto que alĺı se concentra la densidad

de probabilidad para su posición. Estas funciones son el resultado de la superposición de un

número grande de ondas planas eikx. Concluyendo, la función de onda ψ(x) de una part́ıcula

bien localizada se puede representar como una sumatoria (superposición) de ondas planas

con diferente momento lineal, es decir, ψ(x) =
n∑
j=1

Aje
ikjx.

En este caso, aunque la certidumbre en la localización aumenta, la incertidumbre en el
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momento lineal se indeterminará a medida que se superpongan cada vez más ondas planas

con diferentes momentos lineales [2].

3.4. Part́ıcula confinada en una caja unidimensional

Por part́ıcula en una caja unidimensional se entiende una part́ıcula de masa mp que se mue-

ve en una dimensión, la cual está sujeta a una función de enerǵıa potencial que tiende a

infinito en todas partes excepto en una región de longitud l, en donde toma un valor de ce-

ro. La figura 3-10 proporciona una imagen de un pozo de potencial con amplitud l = 2 Bohr.

Figura 3-10.: Caja unidimensional de longitud 2 a0 con barreras de potencial infinitas en

los extremos de la caja.

El Hamiltoniano para este sistema de una part́ıcula con masa mp está dado por la expresión

H = − h̄2

2mp

d2

dx2
+ V (x)

donde V (x) = 0, en la región 0 ≤ x ≤ l y V (x) = ∞ fuera de esta. Si ψ es la función de

onda para está part́ıcula, las soluciones a la ecuación de Schrödinger Hψ = Eψ son

ψn(x) =

√
2

l
sen
(nπx

l

)
el número entero n toma cualquier valor mayor o igual 1 y las enerǵıas correspondientes son
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En =
n2π2h̄2

2mpl2
=

n2h2

8mpl2

donde n ∈ {1, 2, 3, ...}. En la figura 3-11 se representan los valores de enerǵıa más bajos para

el sistema, se puede observar como estos valores incrementan con el incremento del valor de

n y adquieren separaciones cada vez mayores. En la figura 3-12 se muestran las funciones de

onda del sistema para n > 0, se puede ver que la función de onda ψn tiene n− 1 nodos para

n > 0 y por lo tanto el número de nodos incrementa a medida que el valor de n incrementa.

Figura 3-11.: Primeros valores de enerǵıa para una part́ıcula confinada en una caja con

amplitud de 2 a0.

En la gráfica 3-13 se muestran las funciones de densidad de probabilidad para una part́ıcula

confinada en una caja con un ancho de 2 a0 . Se puede ver como la part́ıcula tiende a evitar

los muros de la caja en los estados energéticos más bajos, pero a medida que n incrementa

la función de densidad de probabilidad tiende a ser uniformemente distribuida a los largo de

la caja.

La distribución para valores de n grandes corresponde al comportamiento clásico de una

part́ıcula que permanece en cualquier punto ubicado entre los muros de la caja. Este es

un ejemplo del principio de correspondencia, el cual establece que la mecánica clásica

emerge de la mecánica cuántica cuando los valores de los números cuánticos son muy grandes.
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Figura 3-12.: Funciones de onda para los primeros 5 estados de enerǵıa y el estado de

enerǵıa 50. A mayor enerǵıa el número de nodos se incrementa para n > 0,

puesto que el estado fundamental no tiene nodos.
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Figura 3-13.: Densidad de probabilidad para los estados más bajos de enerǵıa. Para un valor

de n = 50 la función de densidad de probabilidad se asemeja a una función

de distribución uniforme, indicando que es igualmente probable encontrar la

part́ıcula en cualquier región de la caja.

3.5. Barreras de potencial

En la figura 3-14 se muestra una barrera rectangular de ancho L = 0,5 y altura máxima de

V0 = 20 Hartree. De acuerdo con la mecánica clásica si una part́ıcula con enerǵıa total E
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menor que V0 choca con la barrera, está no podrá pasar a través de la barrera y estará con-

finada del lado de la barrera en el que se encuentre inicialmente. En caso de que la part́ıcula

cruzase la barrera su enerǵıa cinética K = E − V =
1

2
mv2 seŕıa negativa, lo que implicaŕıa

que una masa negativa de la part́ıcula o que su velocidad toma un valor imaginario puro.

Figura 3-14.: Barrera de potencial de 20 Eh y un ancho de 0.5 a0

En un sistema cuántico una part́ıcula que se encuentra con una barrera no necesariamente

regresa, la probabilidad de que salga por el otro lado es no nula, aún cuando no tenga enerǵıa

cinética suficiente para remontar la barrera. A este fenómeno se le llama tunelamiento [3].

Hoy en d́ıa se construyen nanoestructuras semiconductoras en la que los electrones de la

banda de conducción experimentan cambios abruptos en el potencial cuando pasan de un

material semiconductor a otro. Por ejemplo, si sobre un sustrato de GaAs se aplica una

capa de Ga1–xAlxAs con espesor b y sobre esta a su vez una capa de GaAs, se forma la

heteroestructura GaAs/Ga1–xAlxAs/GaAs en la que los electrones de la banda de conduc-

ción experimentan la presencia de una ”barrera de potencial”. En este sistema la altura de

la barrera V está directamente relacionada con la concentración x de aluminio y la bre-

cha energética que separa las bandas de valencia y de conducción. Si la concentración de

aluminio es del 30 %, la altura de la barrera de potencial en esta heteroestructura es de

V = 8,4523 × 10−3 Hartree. En la figura 3-15 se muestra el módulo de la función de onda

para E = 6,6148 × 10−3 Hartree (menor que V = 8,4523 × 10−3 Hartree) y un ancho de

barrera b = 20 Bohr [20].
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Figura 3-15.: Eigenfunción de una part́ıcula en una barrera de potencial de altura 0.00845

Hartree, entre 0 y 20 Bohr.

En esta clase de sistemas las part́ıculas pueden moverse de −∞ a +∞ o en el sentido inverso

y para comprender su movimiento es útil definir los coeficientes de reflexión y transmisión.

Si se define la densidad de corriente como el número de part́ıculas que atraviesan una unidad

de superficie por unidad de tiempo, el coeficiente de transmisión T , se define como la

relación entre el flujo o densidad de corriente de la onda transmitida y el flujo o densidad

de corriente de la onda incidente, mientras que el coeficiente de reflexión R se define como

la relación entre el flujo o densidad de corriente de la onda reflejada y el flujo de la onda

incidente. Como el flujo de part́ıculas debe conservarse tenemos que T +R = 1 (principio de

conservación del flujo). El coeficiente de transmisión se utiliza habitualmente para obtener

la probabilidad de que una part́ıcula pase a través de una barrera por efecto túnel [17].

3.5.1. Sistemas perturbados

Suponga que se busca la solución de la ecuación de Schrödinger Hψn = Enψn de un siste-

ma particular, para el cual es dif́ıcil o no es posible conocer su solución exacta como, por

ejemplo, para el átomo de Helio y el oscilador anarmónico. En estos casos si se asume que

el Hamiltoniano H del sistema es ligeramente diferente del Hamiltoniano H0 de un sistema

(con ecuación de Schrödinger H0ψ0
n = E0ψ0

n), para el cual se conoce la solución, es posible



22 3 Marco teórico

utilizar estas soluciones para aproximar las soluciones del sistema inicial [16].

Al nombrar el sistema con Hamiltoniano H0 sistema sin perturbar y sistema pertur-

bado a aquel con Hamiltoniano H, se puede decir que H ′ = H − H0 es la perturbación

introducida al sistema. Asumiendo que la perturbación se aplica gradualmente, es decir

H = H0 + λH ′

con 0 ≤ λ ≤ 1, es posible desarrollar ψn y En en series de Taylor y encontrar aproximaciones

sucesivas del λ de interés, es decir, para λ = 1. En un sistema con niveles de enerǵıa no

degenerados es posible expresar ψn y En como sigue:

ψn = ψ0
n + λψ1

n + λ2ψ2
n + ...+ λkψkn + ...

En = E0
n + λE1

n + λ2E2
n + ...+ λkEk

n + ...

donde

ψkn =
1

k!

∂kψn
∂λk

|λ=0

Ek
n =

1

k!

dkEn
dλk

|λ=0

para k ∈ {1, 2, 3, ...}.

Las funciones ψkn y los valores Ek
n se llaman correcciones de orden k de la función de onda

y de la enerǵıa. En el caso de la enerǵıa la corrección de primer orden se obtiene promediando

la perturbación H ′ sobre las correspondientes funciones de onda sin perturbar, es decir

E1
n = 〈 ψ0

n | H ′ | ψ0
n 〉

Por lo tanto la aproximación de primer orden a la enerǵıa está dada por:

En ' E0
n + E1

n = E0
n +

∫
ψ0
n
∗H ′ψ0

n dτ

En el caso de la función de onda la corrección de primer orden es

ψ1
n =

∑
m6=n

〈ψ0
m | H ′ | ψ0

n〉
E0
n − E0

m

ψ0
m

Aśı, la aproximación de primer orden para la función de onda ψn esta dada por:

ψn ' ψ0
n +

∑
m6=n

〈ψ0
m | H ′ | ψ0

n〉
E0
n − E0

m

ψ0
m



3.5 Barreras de potencial 23

3.5.2. Part́ıcula en una caja unidimensional sometida a una barrera de

potencial

Considere una part́ıcula confinada en una caja uno dimensional de longitud l, la cual está

perturbada por una barrera de potencial de la forma

V (x) =



∞, x ≤ 0

0, 0 < x < a

V0, a ≤ x ≤ b

0, b < x < l

∞, x ≥ b

En la figura 3-16 se muestra una barrera de potencial de altura V0 = 20 Eh, donde a = 0.25,

b = 0.75 y l = 1 a0.

Figura 3-16.: Caja unidimensional de 1 a0 de ancho con una barrera de potencial de altura

20 Eh entre 0.25 y 0.75 a0.

La corrección de primer orden para la enerǵıa es

E1
n = 〈ψ0

n | H ′ | ψ0
n〉 =

〈√
2

l
sen
(nπx

l

)∣∣∣∣∣V (x)

∣∣∣∣∣
√

2

l
sen
(nπx

l

)〉
=

2V0

l

∫ b

a

sen2
(nπx

l

)
dx

por lo tanto, la aproximación de primer orden para los valores de enerǵıa es

En ' E0
n + E1

n =
n2π2h̄2

2mpl2
+

2V0

l

∫ b

a

sen2
(nπx

l

)
dx
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La corrección de primer orden para la función de onda ψn es

∑
m6=n

〈ψ0
m | H ′ | ψ0

n〉
E0
n − E0

m

ψ0
m =

∑
m6=n

2mpl
2

h̄2π2(n−m)(n+m)
〈ψ0

m | H ′ | ψ0
n〉 sen

(mπx
l

)
por lo tanto, la aproximación de primer orden para la función de onda ψn es

ψn ' ψ0
n +

∑
m 6=n

〈ψ0
m | H ′ | ψ0

n〉
E0
n − E0

m

ψ0
m =

√
2

l
sen
(nπx

l

)
+

∑
m 6=n

2mpl
2

h̄2π2(n−m)(n+m)
〈ψ0

m | H ′ | ψ0
n〉 sen

(mπx
l

)
En la gráfica 3-17 se comparan las funciones de onda de la part́ıcula confinada en una

caja unidimensional con las de la misma part́ıcula bajo un potencial de perturbación en el

intervalo de la trayectoria que va desde a =0.25 hasta b =0.75.

Figura 3-17.: Funciones de onda perturbadas y no perturbadas para un part́ıcula confi-

nada en una caja unidimensional. Para una barrera de altura 20 Hartree la

perturbación es más notoria en los estados de enerǵıa más bajos.
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3.6. Oscilador armónico unidimensional

La enerǵıa de una molécula puede aproximarse a través de la suma de las enerǵıas tras-

lacional, rotacional, vibracional y electrónica. La enerǵıa traslacional es la enerǵıa cinética

debida al movimiento de la molécula en el espacio en el cual está confinada; por lo tanto los

niveles de enerǵıa traslacionales pueden representarse por lo de una part́ıcula en una caja

tridimensional. Los niveles de enerǵıa rotacionales de una molécula diatómica pueden apro-

ximarse mediante los del rotor ŕıgido, los niveles de enerǵıa vibracionales más bajos de una

molécula diatómica pueden aproximarse mediante los niveles del oscilador armónico [16]. La

importancia del oscilador armónico radica también en el álgebra involucrada en su solución,

ya que esta aparece nuevamente en diferentes problemas, como por ejemplo, el tratamiento

de movimientos rotacionales [3].

La fuerza asociada a un oscilador armónico unidimensional está dada por la ley de Hooke

F = −kx

donde k es la constante de fuerza. Por lo tanto, la enerǵıa potencial del sistema está dada

por

V =
kx2

2

el operador Hamiltoniano para el oscilador armónico asociado a una part́ıcula de masa mp,

tiene el siguiente aspecto

H = − h̄2

2mp

d2

dx2
+
kx2

2

definiendo la frecuencia angular ω del oscilador por ω2 =
k

mp

, el Hamiltoniano toma la forma

H = − h̄2

2mp

d2

dx2
+
mpω

2x2

2

las soluciones a la ecuación de Schrödinger, Hψ = Eψ, para este sistema están dadas por

ψn =
1√
2nn!

(α
π

)1/4

Hn(
√
αx) e−

αx2

2 , α =
mω

h̄

donde Hn(z) son los polinomios de Hermite.

El valor de enerǵıa correspondiente para el estado ψn es [3]

En = h̄ω(n+ 1/2), donde n ∈ {0, 1, 2, 3, ...}
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En la figura 3-18 se muestran las gráficas para un oscilador armónico con frecuencia ω = 1

(es decir, α = 1 teniendo en cuenta que m = 1 y h̄ = 1). En el gráfico 3-19 se muestran los

valores de enerǵıa del oscilador armónico para los primeros ocho estados.

La observación más notoria para los niveles de enerǵıa es que estos se encuentran igualmente

espaciados, siendo la enerǵıa de separación igual a En+1 − En = h̄ω. De otra parte la enerǵıa

para el estado fundamental del oscilador armónico es diferente de cero, su valor es E0 =
1

2
h̄ω

y se denomina enerǵıa del punto cero. Esta seŕıa la enerǵıa vibracional que tendŕıa cada

oscilador armónico, en un conjunto de osciladores a la temperatura del cero absoluto.

Figura 3-18.: Funciones de onda de los primeros estados de enerǵıa del oscilador armónico.

El número de nodos incrementa con el valor de n y siempre hay simetŕıa, bien

sea con respecto a la vertical o con respecto al origen coordenado.
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Figura 3-19.: Primeros valores de enerǵıa para el oscilador armónico mecánico-cuántico.

Estos se encuentran igualmente espaciados.

3.6.1. Vibración de moléculas

El movimiento interno de una molécula diatómica se compone del movimiento de vibración,

correspondiente al cambio de la distancia entre los dos núcleos, y el movimiento de rotación,

correspondiente al cambio de la orientación espacial del eje que une los núcleos. Usualmente

es posible tratar por separado los movimientos vibracional y rotacional. En la figura 3-

20 se muestra la forma de la función de enerǵıa potencial internuclear para una molécula

diatómica.

Figura 3-20.: Enerǵıa potencial versus distancia internuclear para una molécula diatómi-

ca. La enerǵıa potencial se toma igual a cero cuando los dos átomos están

separados [9].
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Note que esta curva es asimétrica, el valor mı́nimo De que toma la curva es la enerǵıa de

disociación y la distancia internuclear Re en el valor mı́nimo de la curva se conoce como dis-

tancia de equilibrio internuclear. A la izquierda de Re la curva crece rápidamente, mostrando

la dificultad de acercar lo dos núcleos. Al lado derecho de Re la curva crece inicialmente,

pero después de cierto punto se estabiliza mostrando un comportamiento asintótico. El nivel

de punto cero corresponde al estado vibracional de mı́nima enerǵıa de la molécula.

Si se hace coincidir el origen de coordenadas con el mı́nimo de la curva de potencial de la

figura 3-20, entonces la parte inferior de esta curva coincide con la curva de enerǵıa potencial

de un oscilador armónico, con una constante de fuerza k apropiada. Cabe esperar entonces

que los niveles de enerǵıa vibracionales Evib de una molécula diatómica puedan aproximarse

mediante los niveles de enerǵıa vibracionales del oscilador armónico. En este caso se consi-

dera que la ecuación de Schrödinger para el movimiento vibracional de la molécula contiene

el operador de enerǵıa cinética para una part́ıcula hipotética de masa µ =
m1m2

(m1 +m2)
[18].

Evib ' h̄

√
k

µ
(n+ 1/2), donde µ =

m1m2

m1 +m2

y n = 0, 1, 2, 3, ..

Esta aproximación es mejor para los niveles vibracionales más bajos. Conforme aumenta

n, los núcleos pasan más tiempo en las regiones alejadas del punto de equilibrio; en dichas

regiones la enerǵıa potencial se desv́ıa apreciablemente de la del oscilador armónico y la

aproximación empeora [16].

3.7. Part́ıcula en una caja dos dimensional

Una part́ıcula confinada en una caja 2-dimensional es cualquier part́ıcula de masa mp que

se mueve en una región rectangular del espacio 2-dimensional. Esta se encuentra sujeta a

una función de enerǵıa potencial que tiende a infinito en todas partes excepto en la región

rectangular de ancho l1 y largo l2, en donde la enerǵıa potencial toma el valor de cero. El

Hamiltoniano para este sistema es

H = − h̄

2mp

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ V (x, y)

donde

V (x, y) =

 0 , 0 ≤ x ≤ l1 y 0 ≤ x ≤ l2

∞ , x > l1 o y > l2
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Si ψ es la función de onda para está part́ıcula, las soluciones a la ecuación de Schrödinger

están dadas por

ψn,m(x, y) =
2√
l1l2

sen

(
nπx

l1

)
sen

(
mπy

l2

)
en donde n y m toman valores enteros mayores o iguales 1 [3]. Los valores de enerǵıa corres-

pondientes son

En,m =
π2h̄2

2mp

(
n2

l21
+
m2

l22

)
para n,m ∈ {1, 2, 3, ...}.

Los valores de enerǵıa para estos estados se representan en la gráfica 3-21, en la cual po-

demos ver que la enerǵıa del punto cero (enerǵıa más baja) corresponde al estado ψ11 y las

separaciones energéticas son menores a medida que los muros de potencial se alejan y la

enerǵıa de la part́ıcula incrementa.

Figura 3-21.: Diagrama de enerǵıas para los estados energéticos más bajos de una part́ıcula

confinada en una caja 2-dimensional.

En la gráfica 3-22 se representan las funciones de onda para los estados más bajos de

enerǵıa. Al igual que en una dimensión, en donde la función de onda se ve como una cuer-

da en vibración que está atada en los extremos, en el caso dos dimensional la función de

onda se asemeja a la vibración de la superficie de un tambor, el cual está sujeto en los bordes.

En la figura 3-23 se pueden ver las funciones de densidad de probabilidad |ψnm|2 para los

estados de enerǵıa más bajos. Al igual que en el caso unidimensional la part́ıcula tiende a
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Figura 3-22.: Funciones de onda para los estados de enerǵıa más bajos de una part́ıcula

confinada en una caja 2-dimensional. Las longitudes de la caja y la amplitud

de las funciones de onda están dadas en u.a.

evitar los muros en los estados energéticos más bajos, pero a medida que n y m incrementan

la función de densidad tiende a distribuirse uniformemente.
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Figura 3-23.: Funciones de densidad de probabilidad para una part́ıcula en una caja dos

dimensional. A medida que n y m incrementan estas funciones toman la forma

de funciones de densidad de probabilidad uniformes en toda la extensión de

la caja. Las longitudes de la caja están dadas en u.a.

3.7.1. Degeneración

A diferencia del caso unidimensional, en el caso 2-dimensional se presentan estados estados

degenerados cuando la caja es cuadrada, es decir, hay funciones propias diferentes que tienen
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el mismo valor de enerǵıa. Cuando l1 = l2 = l, los valores de enerǵıa están dados por la

expresión En,m =
π2h̄2

2mpl2
(n2 +m2), para n,m ∈ {1, 2, 3, ...}. Por ejemplo, aunque los estados

ψ23 y ψ32 son diferentes sus valores de enerǵıa son iguales, puesto que:

E2,3 =
π2h̄2

2mpl2
(22 + 32) =

π2h̄2

2mpl2
(32 + 22) = E3,2

En cada caso las funciones de onda están dadas por las ecuaciones:

ψ2,3(x, y) =
2

l
sen

(
2πx

l

)
sen

(
3πy

l

)
y ψ3,2(x, y) =

2

l
sen

(
3πx

l

)
sen

(
2πy

l

)
Este tipo de degeneraciones estarán presentes en cualquier sistema que tenga un alto grado

de simetŕıa. Concretamente ψ2,3 puede transformarse en ψ3,2 a través de una rotación de 90

grados, como se puede observar en la figura 3-24 [3, 16].

Figura 3-24.: Estados degenerados para una part́ıcula confinada en una caja cuadrada de

largo y ancho 1 a0. Arriba está ψ23 y abajo ψ32. Si se hace una rotación de

90o en la dirección contraria de las manecillas del reloj la función de onda ψ23

puede transformarse en ψ32.

Cuando la caja es rectangular y no cuadrada, la simetŕıa se rompe y aparentemente las

degeneraciones de los estados del sistema se pierden. En muchas situaciones se encuentran

degeneraciones, aún cuando no es posible transformar un estado del sistema en otro por medio

de rotaciones, es decir, se presentan degeneraciones accidentales. Las degeneraciones de
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un sistema se conocerán en su totalidad solamente cuando se tenga clara la simetŕıa global

del sistema; por ejemplo, considere la situación en la que l1 = 3l2:

En,m =
π2h̄2

2mp

(
n2

9l22
+
m2

l22

)
Para los estados ψ9,1 y ψ3,3 los valores de enerǵıa son E9,1 =

π2h̄2

2mp

(
9

l22
+

1

l22

)
=

10π2h̄2

2mpl22
= E3,3.

Como puede verse estos dos estados son degenerados. En la gráfica 3-25 es posible visualizar

está situación [3].

Figura 3-25.: Estados degenerados para una part́ıcula confinada en una caja cuadrada de

largo y ancho 1 Bohr. La imagen superior corresponde a ψ91 junto con sus

curvas de nivel y la inferior a ψ33.

3.8. Movimiento rotacional

Si se considera un objeto ŕıgido girando alrededor de un eje fijo, cada punto de este objeto

se moverá en una circunferencia con centro el eje de rotación y radio la distancia del punto
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al eje. Si se toma cualquier par de puntos del objeto y dibujamos sus radios, estos radios

barrerán ángulos iguales en tiempos iguales sin importar que tan distantes estén del eje de

rotación. Esta situación se ilustra en la figura 3-26, en la que un disco está rotando alrededor

de su eje de simetŕıa [25].

Figura 3-26.: Disco en rotación alrededor de su eje de simetŕıa [25].

En esta figura ri es la distancia desde el eje de rotación al punto del disco Pi y θi es el

ángulo inicial que forma la linea radial que pasa por ri con respecto a una linea de referencia

(medido en la dirección contraria de las manecillas del reloj). Śı el disco rota un ángulo dθ,

la part́ıcula Pi se desplaza a lo largo de un arco circular de longitud dsi, de tal forma que

dθ = dsi/ri. El ángulo inicial θi, la longitud dsi y el radio ri vaŕıan de part́ıcula en part́ıcula,

pero el valor dθ = dsi/ri, llamado desplazamiento angular, es el mismo para todas las

part́ıculas del disco. Por ejemplo, para una revolución es posible hacer la siguiente cuenta:

Variación del ángulo θ: ∆θ =
∆si
ri

=
2πri
ri

= 2π

En general, la tasa de cambio del ángulo de rotación con respecto al tiempo es la misma

para cualquier part́ıcula sobre el disco. Esta tasa de cambio se denota por ω = dθ/dt y se

llama velocidad angular. Si la dirección de rotación es contraria a las manecillas del reloj

se designa como positiva, entonces dθ es una cantidad positiva y por lo tanto ω. Bajo las

mismas condiciones, si el disco gira en la dirección de la manecillas del reloj ω es negativa.

En el sistema internacional de medidas las unidades de ω son rad/s.

Para el movimiento rotacional la aceleración angular α se define como la tasa de cambio

de la velocidad angular, es decir
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α =
dω

dt
=
d2θ

dt2

La aceleración angular es positiva si ω incrementa y negativa si ω disminuye. En el mo-

vimiento rotacional: el desplazamiento angular θ, la velocidad angular ω y la aceleración

angular α, son los análogos al desplazamiento lineal x, la velocidad lineal v y la aceleración

lineal a, del movimiento uni-dimensional.

Para un objeto ŕıgido en rotación su enerǵıa cinética estará dada por la sumatoria de las

enerǵıa cinéticas de cada una de las part́ıculas de masa mi que lo conforman. Si
1

2
miv

2
i es la

enerǵıa cinética de la part́ıcula i-ésima, la enerǵıa cinética del objeto será K =
∑
i

1

2
miv

2
i .

Como la velocidad lineal la part́ıcula i-ésima es vi =
dsi
dt

=
ridθ

dt
= riω, la enerǵıa cinética se

puede expresar como

K =
∑
i

1

2
miv

2
i =

∑
i

1

2
mir

2
iω

2 =
1

2

(∑
i

mir
2
i

)
ω2 =

1

2
Iω2

donde I =

(∑
i

mir
2
i

)
es el momento de inercia con respecto al eje de rotación. En el

movimiento rotacional el momento de inercia I desempeña un papel análogo al de la masa

inercial m en el caso del movimiento rectiĺıneo. Este puede pensarse como la medida de la

resistencia que opone un cuerpo a los cambios en su movimiento rotacional alrededor de un

eje. Entre más lejos se encuentre una masa del eje de rotación es más grande su contribución

al momento de inercia alrededor del eje, por ello el momento de inercia depende tanto de la

localización del eje de rotación como de la masa. Como vemos en el movimiento rotacional

el momento de inercia I es el análogo a la masa inercial m del movimiento rectiĺıneo. De

acuerdo a esta correspondencia se define el momento angular L como L = Iω, el análogo

del momento lineal p = mv. En ambas situaciones la enerǵıa cinética se puede escribir en

términos del momento, como sigue

Momento lineal: K =
1

2
mv2 =

(mv)2

2m
=

p2

2m

Momento angular: K =
1

2
Iω2 =

(Iω)2

2I
=
L2

2I

La correspondencia entre estas cantidades se muestra en la tabla 3-1.

En la tabla3-1 todas las cantidades son vectoriales, excepto la masa y la enerǵıa que son

cantidades escalares. El momento angular se define en general por L = r× p, el cual tiene

como componentes:
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Tabla 3-1.: Analoǵıa entre los movimientos lineal y angular [18].

Movimiento lineal Movimiento angular

Desplazamiento x Desplazamiento angular θ

Velocidad v = ẋ = dx
dt

Velocidad angular ω = θ̇ = dθ
dt

Aceleración a = ẍ = d2x
dt2

Aceleración angular α = θ̈ = d2θ
dt2

Masa m Momento de inercia I

Momento p = mv Momento angular L = ωI

Fuerza F = ma = dp
dt

Torque τ = Iα = dL
dt

Enerǵıa cinética K = 1
2
mv2 = p2

2m
Enerǵıa cinética K = 1

2
Iω2 = L2

2I

L = r× p =

∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

x y z

px py pz

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (ypz − zpy )̂i+ (zpx − xpz)ĵ + (xpy − ypx)k̂

Como p = mv, entonces L = mr× v. En general, el ángulo que forman los vectores posición

y velocidad es de
π

2
y por ello L = mrv sen

(π
2

)
l̂ = mrvl̂, donde l̂ es un vector unitario or-

togonal a r× v. En la figura 3-27 una masa m gira en un disco circular cuyo plano contiene

al vector posición r.

Figura 3-27.: Movimiento circular de una part́ıcula con masa m [25].

En este caso l̂ = k̂ y por lo tanto L = mrvk̂ = mr2ωk̂ = mr2ω = Iω, es decir, el vector

velocidad angular se dirige en la dirección del vector velocidad angular ω. Este hecho se

tiene en general para cualquier configuración de part́ıculas que giran alrededor de un eje de

simetŕıa.
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Tabla 3-2.: Observables mecánico-cuánticos [18].

Observable Śımbolo Operación

posición x̂ multiplicar por x

momento lineal p̂ −ih̄( ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)

enerǵıa cinética K̂ − h̄2

2m
( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
)

enerǵıa potencial U(x̂, ŷ, ẑ) multiplicar por U(x, y, z)

enerǵıa total Ĥ K̂ + U(x̂, ŷ, ẑ)

momento angular L̂x −ih̄(y ∂
∂z
− z ∂

∂y
)

L̂y −ih̄(z ∂
∂x
− x ∂

∂z
)

L̂z −ih̄(x ∂
∂y
− y ∂

∂x
)

De acuerdo con el segundo postulado de la mecánica cuántica: a cada observable de la

mecánica clásica le corresponde un operador mecánico-cuántico. Esta correspon-

dencia se ejemplifica en la tabla 3-2.

3.8.1. Part́ıcula en un anillo

Considere la part́ıcula de masa m, de la figura 3-27, viajando en un anillo circular de radio

r sobre el plano x-y. Si su enerǵıa potencial es constante (e igual a cero), su Hamiltoniano

Ĥ dependerá solamente de le enerǵıa cinética y de acuerdo con la tabla anterior será igual a

Ĥ = − h̄2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Como la part́ıcula está confinada en un anillo circular, el sistema tiene una centro de simetŕıa

y por ello el empleo de coordenadas polares puede facilitar el manejo de las ecuaciones.

En coordenadas polares se usa un punto de referencia llamado polo y una semirecta de refe-

rencia que nace en el polo, llamada eje polar, para especificar la posición de un punto P . Esta

posición está dada por la distancia o radio r del punto al polo y el ángulo θ que forman el

eje polar con el radio que une al polo y al punto P , como se puede observar en la figura 3-28.
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Figura 3-28.: Plano polar [25].

En coordenadas polares es estándar denotar el ángulo por θ, pero en sistemas tres dimensio-

nales con un centro de simetŕıa θ se denotará por φ (cuando se utilicen coordenadas esféricas).

En este sistema de coordenadas la especificación de un punto P en el sistema de coordena-

das cartesianas está dada por las ecuaciones x = r cosθ y y = r senθ, donde 0 ≤ θ < 2π. Al

transformar el Hamiltoniano

Ĥ = − h̄2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
del sistema a coordenadas polares se tiene(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
=

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

Como el radio del anillo es constante las derivadas parciales con respecto a el radio son cero

y el Hamiltoniano del sistema se reduce a

Ĥ = − h̄2

2m

1

r2

∂2

∂θ2
= − h̄

2

2I

∂2

∂θ2

Se puede observar la función de onda Θ de la part́ıcula depende sólo de θ, aśı Θ(θ) debe

satisfacer la ecuación diferencial

ĤΘ(θ) = EΘ(θ)

− h̄2

2I
∂2Θ
∂θ2

= EΘ

∂2Θ
∂θ2

= −2IE
h̄2

Θ

Como la part́ıcula se mueve en un anillo circular, la función de onda Θ debe ser periódica,

es decir, Θ(θ) = Θ(θ + 2π). Con está condición inicial la función de onda estará expresada

en términos del número entero m = 0,±1,±2,±3, ..., el cual especificará los posibles estados

del sistema. La función de onda del sistema y su correspondiente valor de enerǵıa son
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Θm(θ) =
(

1
2π

)1/2
[cos(mθ) + i sen(mθ)] y Em = m2h̄2

2I

En la gráfica 3-29 se observan los valores de enerǵıa desde 0 hasta ±6.

Figura 3-29.: Valores de enerǵıa para la part́ıcula en un anillo. El sistema presenta estados

degenerados para cada valor del número cuántico m (Em = E−m), excepto

para el estado basal m = 0.

Para este sistema el operador de momento angular L̂ está dado por

L̂ = −ih̄
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y
, z

∂

∂x
− x ∂

∂z
, x

∂

∂y
− y ∂

∂x

)
Como la part́ıcula está confinada al anillo: z = 0 y

∂

∂z
= 0, por lo tanto el momento angular

es L̂ = L̂z = (0, 0,−ih̄(x ∂
∂y
− y ∂

∂x
)) y esta dirigido en la dirección del eje z. En coordenadas

polares L̂z = −ih̄ ∂
∂θ

, para este sistema:

L̂zΘm(θ) = −ih̄ ∂
∂θ

((
1

2π

)1/2

[cos(mθ) + isen(mθ)]

)
= mh̄Θm(θ)

Como el momento angular toma los valores mh̄, este es engativo si m > 0 y es positivo si

m < 0. Para m = 0 la part́ıcula es estacionaŕıa, mientras que para m 6= 0 la part́ıcula puede

viajar en dos direcciones diferentes como lo muestra la figura 3-30. En cualquiera de los

estados el momento angular esta totalmente definido y la part́ıcula se encuentra uniforme-

mente distribuida a lo largo del anillo, puesto que su función de densidad de probabilidad
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es uniforme (|Θm(θ)|2 = 1/2π): la certeza en el momento angular de la part́ıcula implica la

incertidumbre total en la localización de la part́ıcula. Es importante notar también que a

medida que la enerǵıa de la part́ıcula incrementa también incrementan el número de nodos

tanto de la parte real como de la parte compleja de la función de onda.

Figura 3-30.: Direcciones en las que puede viajar una part́ıcula en un anillo [3].

En la gráfica 3-31 se muestra la función de onda en el peŕımetro del anillo circular para

m = 8, junto con la función de densidad de probabilidad de la part́ıcula [11]. El trazo verde

de la función de densidad de probabilidad muestra que es igualmente probable encontrar la

part́ıcula en cualquier punto del anillo.

3.8.2. Rotor ŕıgido

La rotación de una molécula diatómica puede describirse por medio del rotor ŕıgido. El rotor

consiste de dos masas puntuales m1 y m2 cuyas distancias fijas a su centro de masas son l1
y l2, como se muestra en la figura 3-32.

Aunque una molécula diatómica vibre y rote, considerar un modelo en el que la longitud de

enlace es fija proporciona un aproximación razonable al movimiento rotacional de la molécula,

puesto que la amplitud vibracional es pequeña con respecto a la longitud de enlace. Si ν es

la frecuencia rotacional de la molécula alrededor de su centro de masas, las velocidades v1 y

v2 alrededor del centro de masas son v1 = 2πνl1 = l1ω y v2 = 2πνl2 = l2ω. Por lo tanto la

enerǵıa cinética del rotor ŕıgido esta dada por:
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Figura 3-31.: Función de onda y de densidad de probabilidad para una part́ıcula en un

anillo. Las dimensiones de los ejes están dadas en u.a.

Figura 3-32.: Modelo para el rotor ŕıgido [18].

K =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1l

2
1ω

2 +
1

2
m2l

2
2ω

2 =
1

2
(m1l

2
1 +m2l

2
2)ω2 =

1

2
Iω2

donde I = m1l
2
1 +m2l

2
2 es el momento de inercia de la molécula. Teniendo en cuenta que

el centro de masas de la molécula satisface la ecuación m1l1 = m2l2, el momento de inercia
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del sistema se puede escribir de la forma I = µl2, donde µ =
m1m2

m1 +m2

(masa reducida) y

l = l1 + l2 [18]. Note que esta ecuación es similar a la ecuación del momento de inercia de

una masa puntual m que gira alrededor de un centro fijo del cual dista l unidades, es decir

I = ml2. Por lo tanto es posible describir el movimiento rotacional de una molécula a través

del movimiento rotacional de un objeto puntual de masa µ que gira alrededor de un centro

fijo del cual dista l unidades, y para el cual su momento de inercia, momento angular y

enerǵıa cinética están dados respectivamente por

I = µl2, L = Iω y K =
L2

2I

Para este sistema el operador de enerǵıa total (el Hamiltoniano) depende solamente de la

enerǵıa cinética, ya que en ausencia de fuerzas externas la enerǵıa de la molécula no depende

de su orientación en el espacio.

Ĥ = K̂ = − h̄
2

2µ

(
∂2

∂x2
,
∂2

∂y2
,
∂2

∂z2

)
= − h̄

2

2µ
∇2

Teniendo en cuenta que el sistema tiene un centro de simetŕıa a distancia constante el

Hamiltoniano se escribirá en coordenadas esféricas

Ĥ = − h̄
2

2I

[
1

sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂

∂θ

)
+

1

sen2θ

(
∂2

∂φ2

)]
Como la distancia al centro de simetŕıa es fija la dirección del rotor ŕıgido esta completa-

mente espećıficado por los ángulos θ y φ. Donde φ es el ángulo medido desde el eje x sobre

el plano xy en la dirección contraria a las manecillas del reloj (0 ≤ φ ≤ 2π) y θ es el ángulo

medido de norte a sur desde la parte positiva del eje z (0 ≤ θ ≤ π). En la siguiente figura

3-33 se observan estas orientaciones y se define el sistema de coordenadas esféricas. En la

gráfica r denota la distancia del centro de referencia y el punto en cuestión, en el caso del

rotor ŕıgido el valor de r es constante.

Las funciones de onda del rotor ŕıgido se suelen denotar por Y (θ, φ) y por lo tanto la ecua-

ción de Schrödinger para este sistema es ĤY (θ, φ) = EY (θ, φ). Su solución se espećıfica a

continuación

ĤY (θ, φ) =
h̄2

2I
l(l + 1)Y (θ, φ)

donde Y (θ, φ) = Yl,ml(θ, φ) es

Yl,ml(θ, φ) =

[
(2l + 1)

4π

(l − |ml|)!
(l + |ml|)!

]1/2

P
|ml|
l (cosθ)eimlφ
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Figura 3-33.: Definición gráfica de las coordenadas esféricas [25].

donde l = 0, 1, 2, 3, ... y ml = 0,±1,±2,±3, ...± l. En la última expresión P
|ml|
l (x) representa

las funciones de Legendre asociadas evaluadas en x = cos θ, las cuales están dadas por la

expresión

P
|ml|
l (x) = (1− x2)|ml|/2

d|ml|

dx|ml|
Pl(x)

donde Pl(x) simboliza los polinomios de Legendre, los cuales están definidos por

Pl(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)]

Las funciones Yl,ml(θ, φ) se conocen como armónicos esféricos. Los valores de enerǵıa total

del rotor ŕıgido dependen del número cuántico de momento angular l y están confinados

a los valores

El =
h̄2

2I
l(l + 1), l = 0, 1, 2, 3, ...

La forma algebraica de los armónicos esféricos se muestra en la tabla 3-3.

Como estas son funciones complejas, para su representación se utiliza su módulo |Yl,ml(θ, φ)|
que es una función real. La figura 3-34 muestra el módulo de esta función para l = 2 y

m = 0.

Los armónicos esféricos Yl,ml(θ, φ) también son funciones propias de los operadores L̂2 y L̂z:
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Tabla 3-3.: Armónicos esféricos [3].

l ml Ylml(θ, φ)

0 0 1
2
π1/2

1 0 1
2
(3π)1/2 cos θ

±1 ∓(3
2
π)1/2 sen θ e±iφ

2 0 1
4
(5/π)1/2 (3cos2θ − 1)

±1 ∓(15/2π)1/2 cos θ sen θ e±iφ

±2 1
4
(15/2π)1/2 sen2θ e±2iφ

3 0 1
4
(7/π)1/2 (2− 5sen2θ) cos θ

±1 ∓1
8
(21/π)1/2 (5cos2θ − 1) senθ e±iφ

±2 1
4
(105/2π)1/2 cos θ sen2θ e±2iφ

±3 ∓1
8
(35/π)1/2 sen3θ e±3iφ

L̂2Yl,ml(θ, φ) = h̄2 l(l + 1) Yl,ml(θ, φ), l = 0, 1, 2, 3, ...

L̂z Yl,ml(θ, φ) = mlh̄ Yl,ml(θ, φ), ml = 0,±1,±2,±3, ...± l

La segunda ecuación muestra que el número cuántico ml espećıfica la componente del mo-

mento angular a lo largo del eje z. Sin embargo los valores de ml están restringidos a ciertos

valores, la componente z del momento angular está restringida a 2l+1 valores discretos. Está

restricción se conoce como la cuantización de espacio. El nombre viene de la representa-

ción vectorial del momento angular, en la que el módulo del momento angular es h̄
√
l(l + 1)

y su proyección sobre el eje z es mlh̄. Por lo tanto, el ángulo del vector momento angular

con respecto al eje z estará dado por

cos θ =
ml√
l(l + 1)

Este vector puede adoptar 2l + 1 orientaciones, como se puede ver en la figura 3-35 (para
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Figura 3-34.: Representación gráfica del módulo del armónico esférico Y2,0(θ, φ).

l = 2), en contraste con la descripción clásica en la que la orientación de un cuerpo en

rotación vaŕıa continuamente en el espacio.

Figura 3-35.: Posibles orientaciones del momento angular para l = 2 [3].

Como los armónicos esféricos son funciones complejas, excepto para ml = 0, es costumbre

utilizar combinaciones lineales de estos para obtener funciones de onda reales que generen

un conjunto ortonormal. Este conjunto de funciones reales se muestra en la tabla 3-4, donde

se especifica la forma en que se combinan los armónicos esféricos para obtener funciones de
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onda reales. En la gráfica 3-36 se representa el orbital dx2−y2 =
1√
2

(Y 2
2 + Y −2

2 ).

Figura 3-36.: Perspectiva 3D de la parte angular del orbital dx2−y2 .

3.9. Átomo de Hidrógeno

El átomo de hidrógeno está formado por un protón y un electrón. Si e representa la carga

del protón, entonces −e representa la carga del electrón. En este sistema se supone que el

electrón y el protón son masas puntuales que interactúan mediante la ley de Coulomb. Para

estudiar el átomo de hidrógeno resulta útil considerar primero el problema de una part́ıcula

sometida a una fuerza central

Fuerza central sobre una part́ıcula

Una fuerza central se origina a causa de una función de enerǵıa potencial con simetŕıa

esférica. En este caso la función de enerǵıa potencial depende solamente de la distancia r de

la part́ıcula al centro de simetŕıa del sistema, con lo cual se tiene un Hamiltoniano para una

part́ıcula de masa m tiene la siguiente forma

Ĥ = K̂ + V̂

donde, el operador de enerǵıa cinética K̂ es igual a − h̄2

2m
∇2 y el de enerǵıa potencial V̂

es igual a V (r). Utilizando la simetŕıa del sistema, el Hamiltoniano Ĥ se puede escribir en

coordenadas esféricas como



3.9 Átomo de Hidrógeno 47

Tabla 3-4.: Armónicos esféricos reales [11].

Orbital Deducción Forma algebraica

px
1√
2

(Y 1
1 + Y −1

1 )
√

3
4π

sen θ cos φ

py
1√
2i

(Y 1
1 − Y −1

1 )
√

3
4π

sen θ sen φ

pz Y 0
1

√
3

4π
cos θ

dz2 Y 0
2

√
5

16π
(3 cos2θ − 1)

dxz
1√
2

(Y 1
2 + Y −1

2 )
√

15
4π

sen θ cos θ cos φ

dyz
1√
2i

(Y 1
2 − Y −1

2 )
√

15
4π

sen θ cos θ sen φ

dx2−y2
1√
2

(Y 2
2 + Y −2

2 )
√

15
16π

sen2θ cos 2φ

dxy
1√
2i

(Y 2
2 − Y −2

2 )
√

15
16π

sen2θ sen 2φ

Ĥ = − h̄2

2m

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
+

1

2mr2
L̂2 + V (r)

donde

L̂2 = −h̄2

(
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

1

sen2θ

∂2

∂φ2

)

es el cuadrado del operador momento angular. Es posible verificar que [Ĥ, L̂2] = 0, siempre

que la enerǵıa potencial sea independiente de θ y φ, el cual es el caso de un potencial V (r)

con simetŕıa esférica. La conmutatividad de estos dos operadores nos dice que la enerǵıa

total del sistema y su momento angular están definidos de forma simultánea, más aún, es

posible tener un conjunto de funciones propias simultáneo para Ĥ, L̂2 y L̂z.

Las funciones propias de L̂2 y L̂z son los armónicos esféricos Yl,ml(θ, φ) y puesto que L̂2 es

independiente de r, al multiplicar Yl,ml por una función R(r) que depende de r se seguirá

teniendo una función propia de L̂2 y L̂z. Por lo tanto, las funciones propias de Ĥ son de la

forma R(r)Yl,ml(θ, φ), aśı:

ĤR(r)Yl,ml(θ, φ) = ER(r)Yl,ml(θ, φ)
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− h̄2

2m

(
∂2R(r)Yl,ml(θ, φ)

∂r2
+

2

r

∂R(r)Yl,ml(θ, φ)

∂r

)
+

1

2mr2
L̂2R(r)Yl,ml(θ, φ)+V (r)R(r)Yl,ml(θ, φ)

= ER(r)Yl,ml(θ, φ)

− h̄
2Yl,ml(θ, φ)

2m

(
∂2R(r)

∂r2
+

2

r

∂R(r)

∂r

)
+
l(l + 1)h̄2

2mr2
R(r)Yl,ml(θ, φ) + V (r)R(r)Yl,ml(θ, φ)

= ER(r)Yl,ml(θ, φ)

− h̄2

2m

(
∂2R(r)

∂r2
+

2

r

∂R(r)

∂r

)
+
l(l + 1)h̄2

2mr2
R(r) + V (r)R(r) = ER(r)

En conclusión se tiene que cualquier problema de una part́ıcula con una función de enerǵıa

potencial de simetŕıa esférica V (r) tiene como funciones de onda estacionaŕıas R(r)Yl,ml(θ, φ),

donde el valor radial satisface la última ecuación diferencial de la secuencia anterior. Em-

pleando una forma espećıfica para V (r) se resuelve está ecuación y consecuentemente se

soluciona el operador Hamiltoniano para este problema part́ıcular [16].

3.9.1. Átomo hidrogenoide

El problema del átomo de hidrogenoide consiste en la descripción del comportamiento de un

único electrón sometido a la atracción del núcleo con carga Ze. Para átomos de más de un

electrón no es posible obtener una solución exacta de la ecuación de Schrödinger, debido a

las repulsiones interelectrónicas. El operador de enerǵıa potencial del electrón de carga −e
sometido a la interacción de un núcleo con Z protones, tiene la forma

V (r) = − 1

4πε

Ze2

r
donde, ε = 8,8541878 × 10−12C2N−1m−2 es la constante de permitividad del vaćıo. En este

sistema de dos part́ıculas con masas mN y me la enerǵıa cinética es la suma de la enerǵıa

cinética debida a la traslación del sistema de masa total M = mN +me localizada en el

centro de masas y la enerǵıa cinética del movimiento relativo (interno) de las dos part́ıculas.

Como la enerǵıa potencial de este sistema de part́ıculas depende solamente de las coorde-

nadas relativas de las part́ıculas, se puede reducir este problema a uno de una part́ıcula de

masa µ =
mNme

mN +me

sujeta a la función de enerǵıa potencial V (r), para el que sus coorde-

nadas (r, θ, φ) son las coordenadas polares esféricas de una part́ıcula con respecto a la otra.

El movimiento traslacional del átomo como un todo añade simplemente una constante a la

enerǵıa total del sistema.

Como el potencial V depende solamente de r, este es un problema de fuerza central de una

part́ıcula y por lo tanto las funciones propias del Hamiltoniano tienen la forma
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ψ(r, θ, φ) = R(r)Yl,ml(θ, φ)

donde ψ(r, θ, φ) satisface la ecuación diferencial

− h̄2

2m

(
∂2R(r)

∂r2
+

2

r

∂R(r)

∂r

)
+
l(l + 1)h̄2

2mr2
R(r) + V (r)R(r) = ER(r)

reemplazando

m = µ, ′ =
e√
4πε

y a =
h̄2

µe′2

esta ecuación toma la forma

R′′ − 2

r
R′ +

[
2E

ae′2
+

2Z

ar
− l(l + 1)

r2

]
R = 0

Esta ecuación es la ecuación radial para el átomo de hidrógeno y es la única ecuación

nueva que es obtiene para encontrar las soluciones completas al Hamiltoniano del átomo de

hidrógeno. De la forma de esta ecuación se deduce que la enerǵıa total E es igual a la suma

de la enerǵıa cinética radial, la enerǵıa cinética angular y la enerǵıa potencial.

En la búsqueda de las soluciones se obtiene que la enerǵıa debe estar cuantizada de acuerdo

con

En = −Z
2µe′4

2n2h̄2 = − Z2e2

8πεan2

para n = 1, 2, , 3, 4, .... En la solución de la ecuación radial no solamente el entero n ocurre

de forma natural, este también debe satisfacer la condición

0 ≤ l ≤ n− 1 n = 1, 2, 3, ...

Las soluciones de la ecuación radial dependen de los números cuánticos n y l y están dadas

por

Rnl(r) =

[
(n− l − 1)!

2n(n+ l)!

]1/2(
2

na

)l+3/2

rle−r/naL2l+1
n−l−1

(
2r

na

)
donde,

L2l+1
n−l−1

(
2r

na

)
son las funciones asociadas de Laguerre. El factor combinatorio de Rnl(r) no asegura que

estas funciones están normalizadas, es decir
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∫ ∞
0

R∗nl(r)Rnl(r)r
2dr = 1

como se esta trabajando en coordenadas esféricas el elemento de volumen r2senθdrdθdφ es

igual a r2dr [18].

En la siguiente figura se pueden observar los valores de enerǵıa para los primeros seis estados

del átomo de hidrógeno.

Figura 3-37.: Primeros niveles de enerǵıa para el átomo de hidrógeno. El valor de la enerǵıa

depende solamente del número cuántico principal n y los niveles de enerǵıa

están menos espaciados a medida que n incrementa.
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3.9.2. Funciones radiales

Las funciones de onda del átomo de hidrógeno ψnlml(r, θ, φ) = Rnl(r)Yl,ml(θ, φ) dependen de

tres números cuánticos: n, l y ml, que satisfacen

n = 1, 2, 3, 4, ... 0 ≤ l ≤ n− 1 y |ml| ≤ l

El número cuántico n se llama número cuántico principal y la enerǵıa

En = − Z2e2

8πεan2

depende solamente de este número cuántico. El número cuántico l se llama número cuánti-

co azimutal o de momento angular. El momento angular del electrón con respecto al

protón está determinado completamente por l a través de la expresión |L| = h̄
√
l(l + 1).

Note que la forma de las funciones radiales depende solamente de n y l. Se acostumbra a

denotar el valor de l con una letra, l = 0 se denota por s, l = 1 por p, l = 2 por d, l = 3 por

f y los valores siguientes de l se siguen denotando por la secuencia del alfabeto que le sigue

a f , es decir, por g, h, i, etc. El origen de las letras s, p, d y f es histórico y se relaciona con

la designación de las lineas espectrales del átomo de sodio. Estas significan: sharp, principal,

diffuse y fundamental. Una función de onda con n = 1 y l = 0 se denota por 1s, una con

n = 2 y l = 0 por 2s y aśı sucesivamente. El número cuántico ml se llama número cuántico

magnético y toma los 2l + 1 valores ml = 0,±1,±2, ...,±l. La componente z del momento

angular está completamente determinada por ml, a través de la expresión |Lz| = mlh̄. El

número cuántico ml se llama magnético por la enerǵıa del átomo de hidrógeno en un campo

magnético depende de ml. Las 2l+ 1 degeneraciones en la ausencia de un campo magnético

se descomponen en 2l+1 enerǵıas diferentes en la presencia de una campo magnético, y esta

descomposición depende de los 2l + 1 valores que puede tomar ml.

Como la función de onda ψnlml(r, θ, φ) del átomo de hidrógeno depende de tres variables no

es posible visualizarla en el espacio 3-dimensional, ya que el grafo de ψnlml vive en el espacio

4-dimensional R4. Por ello es usual considerar las partes radial y angular por separado. Como

se menciono antes las funciones radiales están normalizadas y por lo tanto∫ ∞
0

R∗nl(r)Rnl(r)r
2dr =

∫ ∞
0

[Rnl(r)]
2r2dr = 1

esto nos indica que la probabilidad de que el electrón se encuentre en la región compren-

dida entre r y r + dr es [Rnl(r)]
2r2dr [16]. En la figura 3-38 se pueden observar algunas

funciones radiales Rnl(r) y de distribución de probabilidad radial r2|Rnl(r)|2 para el átomo

de hidrógeno. Aunque Rnl(r) no se anule en el núcleo atómico, su función de densidad si se

anula ya que el cuadrado de la función radial se multiplica por r2.
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Figura 3-38.: Funciones radiales Rnl(r) y de densidad de probabilidad r2[Rnl(r)]
2 para el

átomo de hidrógeno. El trazo azul corresponde a la función radial y el naranja

a la función de distribución de probabilidad. Los valores de los ejes están

dados en u.a.

3.9.3. Funciones hidrogenoides reales

Los armónicos esféricos Ylml(θ, φ) son complejos excepto para m = 0. Para no emplear fun-

ciones imaginarias se utilizan a menudo funciones de onda hidrogenoides reales, formadas

mediante combinaciones lineales de las funciones complejas.

Esta elección es válida ya que cualquier combinación lineal de funciones propias de un nivel

de enerǵıa degenerado es una función propia del Hamiltoniano con el mismo valor propio.

Como la enerǵıa del átomo de hidrógeno no depende de m, los estados 2p1 y 2p−1 pertenecen a

un nivel de enerǵıa degenerado, y cualquier combinación lineal de estos es una función propia

del Hamiltoniano con el mismo valor propio de la enerǵıa [11]. Una forma de combinar estas
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Figura 3-39.: Gráfica 3D de la parte angular de las funciones de onda para el átomo de

hidrógeno

funciones para obtener una función real es la siguiente:

ψ2px =
1√
2

(ψ2p−1 + ψ2p1) =
1

4
√

2π

(
Z

a

)5/2

r e−Zr/2a sen θ cos φ

En la tabla 3-4 se puede observar la combinación de armónicos esféricos utilizada para

obtener orbitales hidrogenoides reales. La representación gráfica de la parte angular de los

orbitales hidrogenoides reales se puede ver en la figura 3-39. Estas gráficas muestran el

carácter direccional de los orbitales, pero no son una buena representación de la forma de

los orbitales, ya que no está incluida su parte radial.

3.10. Método de Hückel

Una clase especial de moléculas poliatómicas consiste en aquellas que tienen enlaces de tipo

π, como por ejemplo los arenos y los polienos conjugados. Para estudiar estas moleculas se

puede emplear el método de los orbitales moleculares de Hückel, desarrollado en 1930

[28]. Una de las hipótesis principales del método de Hückel es que los electrones π se mueven

en un campo electrostático fijo originado por los núcleos de la molécula y los electrones que

hacen parte de los enlaces σ. Los electrones σ se describen en términos de orbitales h́ıbridos

sp2 localizados y los electrones π se describen en términos de funciones de onda que se ex-

tienden sobre cada uno de los átomos que contribuyen con un electrón π. Aśı, los electrones

π están deslocalizados [18].

A está aproximación se le conoce como la aproximación del electrón π. Las principales

hipótesis del método de Hückel en la formulación del determinante secular det(Hij − SijE) = 0,

para el caso de hidrocarburos conjugados, son las siguientes [3]:

1. Aproximación del electrón π.
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Los electrones σ se describen en términos de los orbitales h́ıbridos localizados y los

electrones π se describen a través de funciones de onda moleculares que se extien-

den sobre cada uno de los átomos que aportan un electrón π (los electrones π están

deslocalizados).

2. Las integrales de solapamiento son de la forma Sij = δij.

Partiendo de orbitales atómicos normalizados es claro que Sii = 1 y para orbitales φi y

φj suficientemente separados es razonable asumir que Sij = 0. En general la integrales

de solapamiento pueden alcanzar valores de hasta 0.25, lo cual dista considerablemente

de cero. Sin embargo, al relajar está condición las enerǵıas se desplazan y sus orde-

nes relativos no se perturban de forma considerable, adicionalmente se simplifican los

cálculos matemáticos.

3. Todas las integrales de Coulomb son iguales, es decir, Hii = α, donde α < 0.

Está aproximación es razonable para especies moleculares que no contienen heteroa-

tomos. Parte de la justificación se tiene del teorema de Coulson-Rushbrooke, el

cual establece que la densidad de carga es igual en todos los átomos de hidrocarburos

alternantes [8].

4. Las integrales de enlace Hij son iguales a cero, excepto para átomos adyacentes en los

que Hij = β, donde β < 0.

Cuando dos átomos no comparten un enlace σ la enerǵıa de interacción es muy pequeña,

lo cual permite asumir que Hi,j = 0. El parámetro β es un parámetro caracteŕıstico

de la teoŕıa de Hückel que gobierna el espaciamiento relativo de los niveles de enerǵıa

moleculares.

En la aproximación de Hückel, las integrales α y β no se evalúan. A la cantidad β se

le asigna valores emṕıricos que permitan acercar tanto como sea posible la teoŕıa con

los valores experimentales. Usualmente a α se le asigna el valor de enerǵıa cero.

Considere la molécula de benceno numerada como se muestra en la figura 3-40.

De acuerdo con las hipótesis anteriores el determinante secular para la molécula de benceno

tiene la siguiente forma.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α− E β 0 0 0 β

β α− E β 0 0 0

0 β α− E β 0 0

0 0 β α− E β 0

0 0 0 β α− E β

β 0 0 0 β α− E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0
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Figura 3-40.: Molécula de benceno numerada [16].

Si en el determinante anterior se hace el reemplazo x =
α− E
β

, es posible sustituirlo por el

siguiente determinante. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 0 0 0 1

1 x 1 0 0 0

0 1 x 1 0 0

0 0 1 x 1 0

0 0 0 1 x 1

1 0 0 0 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Al resolver este determinante se obtiene una ecuación polinomial de grado 6, lo cual arroja

6 valores de enerǵıa para los 6 orbitales moleculares, es decir, Ei = α− xiβ para 1 ≤ i ≤ 6,

donde los xi son los ceros de la ecuación polinomial. Estos niveles de enerǵıa permitidos se

comparan con respecto a α. Los orbitales moleculares ψ para los cuales Eψ < α se denominan

orbitales moleculares enlazantes y los orbitales moleculares ψ para los cuales Eψ > α

se denominan orbitales moleculares antienlazantes. Los orbitales moleculares para los

que E = α, se llaman orbitales de no enlace [16].

3.10.1. Etileno

Como hay dos átomos de carbono, las funciones de onda de los orbitales moleculares están

dadas por: ψi = ci1φ1 + ci2φ2, donde 1 ≤ i ≤ 2. Por lo tanto, el determinante secular es de

tamaño 2x2 y la ecuación polinomial son:∣∣∣∣∣∣ x 1

1 x

∣∣∣∣∣∣ = 0 y x2 − 1 = 0
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Para está molécula Eψ1 = α + β y como tanto α como β son negativos α + β < α, por lo tanto

ψ1 es enlazante, mientras que ψ2 es antienlazante puesto que Eψ2 = α− β > α. Siguiendo

el principio de aufbau y el principio de exclusión de Pauli los dos electrones π disponibles

ocupan el orbital molecular ψ1 con espines antiparalelos, y por lo tanto la enerǵıa total de

los electrones π es Eπ = 2(α + β). Como la enerǵıa de un electrón en un orbital pz es α,

la enerǵıa del enlace π es 2(α + β) − 2α = 2β. El etileno cuenta con dos orbitales de la

forma ψ1 = c11φ1 + c12φ2 y ψ2 = c21φ1 + c22φ2, los valores de las constantes aparecen en la

siguiente matriz  0,70711 −0,70711

0,70711 0,70711


Estos valores aparecen para cada orbital molecular por filas y en orden descendente de enerǵıa

(es decir, la primera fila corresponde a los coeficientes de ψ2 y la siguiente a los de ψ1) [18].

La figura 3-41 ubica el espaciamiento energético relativo de los orbitales moleculares para

el etileno, de acuerdo con las enerǵıas predichas por el método de Hückel.

Figura 3-41.: Posición relativa de los valores de enerǵıa correspondientes a los orbitales

moleculares del etileno, las lineas sólidas representan los valores de enerǵıa

en orden ascendente de abajo hacia arriba y la linea verde punteada simboliza

el valor de referencia α.

3.10.2. Molécula de butadieno

Aunque la molécula de butadieno tiene configuraciones cis y trans, para el método de Hückel

no habrá diferencias energéticas entre estas moléculas ya que las interacciones entre los

átomos vecinos son despreciadas a menos que estén enlazados. Para los cálculos iniciales se

considerará esta molécula de forma lineal. Los cuatro orbitales moleculares de esta molécula

serán de la forma ψi = ci1φ1 +ci2φ2 +ci3φ3 +ci4φ4, donde 1 ≤ i ≤ 4. Su determinante secular

es
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 0 0

1 x 1 0

0 1 x 1

0 0 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

y los valores de enerǵıa de los cuatro orbitales moleculares son: α− 1,61803β, α− 0,61803β,

α + 0,61803β y α + 1,61803β. En su estado basal los 4 electrones π del buatadieno ocupan

los dos orbitales moleculares con menor enerǵıa (2 en cada orbital). La enerǵıa electrónica

total debida a los electrones π será Eπ = 2(α + 1,6180β) + 2(α + 0,6180β) = 4α + 4,472β.

Es interesante comparar esta enerǵıa con la enerǵıa de la estructura localizada, es de-

cir, la molécula de butadieno en la que los dos dobles enlaces están entre los carbonos

1 y 2, y los carbonos 3 y 4. En la teoŕıa de Hückel la estructura localizada es equiva-

lente a dos moléculas de etileno independientes, como cada molécula de etileno tiene una

enerǵıa π-electrónica de 2(α + β), la enerǵıa de deslocalización se define como DE =

Eπ(butadieno) − Eπ(etileno) = 4α + 4,472β − 2[2(α + β)] = 0,472β. Está enerǵıa es una

medida de la estabilización adicional que obtiene la molécula de butadieno al considerar que

los electrones π están deslocalizados sobre la parte conjugada de la molécula.

ψ4 = c11φ1 + c12φ2 + c13φ3 + c14φ4

ψ3 = c21φ1 + c22φ2 + c23φ3 + c24φ4

ψ2 = c31φ1 + c32φ2 + c33φ3 + c34φ4

ψ1 = c41φ1 + c42φ2 + c43φ3 + c44φ4

Los valores de los coeficientes cij se muestran en la siguiente matriz:
0,37175 −0,6015 0,6015 −0,37175

0,6015 −0,37175 −0,37175 0,6015

0,6015 0,37175 −0,37175 −0,6015

0,37175 0,6015 0,6015 0,37175


Los niveles de enerǵıa para los orbitales moleculares del butadieno se muestran en la figura

3-42.

A partir de los coeficientes de los orbitales atómicos es posible definir cantidades adicionales

que se relacionan con la distribución de los electrones π a los largo de la molécula. Como

cada orbital molecular está normalizado, es decir
∑n

i=1 c
2
in = 1, podemos interpretar c2

in como

la fracción de carga (debida a los electrones π) sobre el n-ésimo átomo de carbono, como

consecuencia debida a la presencia de un electrón en el i-ésimo orbital molecular. Aśı, la
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Figura 3-42.: Posición relativa de los valores de enerǵıa correspondientes a los orbitales

moleculares del butadieno, las lineas sólidas representan los valores de enerǵıa

en orden ascendente de abajo hacia arriba y la linea verde punteada simboliza

el valor de referencia α.

población electrónica total sobre el n-ésimo átomo de carbono, qn, debida a los

electrones π es

qn =
n∑
i=1

nic
2
in

donde ni es el número de electrones en el i-èsimo orbital molecular. Para el butadieno el

siguiente vector columna [a1, a2, a3, a4] muestra las densidad electrónica sobre los carbonos

1, 2, 3 y 4, respectivamente.


1

1

1

1


En este caso la densidad electrónica es igual a 1 para cada átomo de carbono, lo cual

indica que los electrones π en el butadieno están uniformemente distribuidos a lo largo de la

molécula. Como es de esperarse la población pi para toda la molécula es 4. Si se considera

la molécula de etileno antes de la formación del enlace π, en esta situación cada átomo de

carbono tiene asociado un electrón π que esta disponible para la formación de un enlace. Por

o tanto, un átomo de carbono neutro debe tener una densidad electrónica de 1, de acuerdo

con esto se define la densidad de carga Qn en el n-ésimo átomo de carbono como 1 menos

la densidad electrónica en este átomo, es decir Qn = 1 − qn. En el caso del butadieno se

obtiene el vector columna:
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0

0

0

0


es decir, la carga neta, debida a los electrones π, para cada átomo de carbono del butadieno

es de cero.

Otra cantidad interesante que se puede definir en términos de los coeficientes de los orbitales

moleculares es el orden de enlace π. El producto circis se puede interpretar como la carga

electrónica (a causa de los electrones π), en el i-ésimo orbital molecular entre dos átomos de

carbono adyacentes r y s. Si ni es el número de electrones π en el i-ésimo orbital molecular,

se define el orden de enlace entre dos átomos adyacentes r y s por

P π
rs =

n∑
i=1

nicircis

Esta cantidad es una medida del carácter múltiple de un enlace (se ha correlacionado con las

longitudes de enlace y las constantes de fuerza vibracionales). Estos valores para las molécula

de etileno y butadieno se muestran en las siguientes matrices:

[
1
]

y


0,89443

0,44721

0,89443


Para el etileno el orden de enlace entre los carbonos 1 y 2 es de 1,0, lo que indica que los

enlaces entre los átomos de carbono 1-2 y 3-4 del butadieno, no son del todo dobles enlaces

[14], ya que los electrones π están deslocalizados a lo largo de esta molécula.



4. Metodoloǵıa

En la primera etapa de este trabajo se realizó una revisión bibliográfica del material cubierto

por el curso de Átomos y Moléculas. Parte de esta revisión se presenta en el marco teórico

y se ilustran desarrollos f́ısico-matemáticos de los sistemas que se estudian a lo largo del curso.

En la segunda etapa se ejecutó la programación de las ecuaciones asociadas a estos sistemas

usando el lenguaje de programación Python, el cual está integrado en el entorno informático

interactivo basado en la web: Jupyter Notebook, que está alojado en Google Colaboratory

[15, 7]. La meta del desarrollo de estos programas es que los estudiantes tengan la oportunidad

de variar parámetros, por ejemplo, las dimensiones del sistema, su masa o su enerǵıa, con el

fin de que se puedan estudiar tanto los cambios energéticos del sistema, como los cambios

en su comportamiento. En la tabla 4-1 se listan los programas desarrollados.

Tabla 4-1.: Programas desarrollados en Python

Teoŕıa cuántica Radiación de un cuerpo negro

Función de onda

Principio de incertidumbre de Heisenberg

Aplicación a sistemas simples Part́ıcula confinada en una caja uno dimensional

Part́ıcula confinada en una caja dos dimensional

Oscilador armónico unidimensional

Estructura atómica Barreras de potencial

Movimiento rotacional: part́ıcula en un anillo

Rotor ŕıgido

Átomo de hidrógeno

Estructura molecular Método de Hückel

Por último se elaboró una hoja de ruta (anexo A) que le permite al estudiante navegar con

facilidad la plataforma Google Colaboratory [7], con el fin de que puedan subir y ejecutar

los programas ambientados en los Notebook de Jupyter[15].

https://jupyter.org/
https://colab.research.google.com/notebooks/welcome.ipynb?hl=es


5. Desarrollo de los programas

Los programas aqúı presentados fueron escritos en el lenguaje de programación Python, el

cual fue creado en 1980 por Guido van Rossum en el Centro para las Matemáticas y la

Informática de los Páıses Bajos. Este es un lenguaje de programación sencillo de manejar

que simplifica significativamente los ejemplos de programación y facilita la enseñanza de los

conceptos importantes en programación. Python tiene la ventaja de ser libre de licencia [12],

por lo que para su uso no se requiere pagar costos de derecho de autor. Dentro de las ventajas

adicionales que Python ofrece están [24]:

Es un lenguaje de programación de alto nivel que permite la rápida implementación

de aplicaciones con muy poco código.

Es un lenguaje interpretado por una máquina virtual, no compilado, por lo que es

multiplataforma.

Permite realizar todo lo necesario para una programación de código moderna: diseño

orientado a objetos, unidades de testeo, generación de documentación en el código y

una sencilla interacción con el sistema operativo.

Es un lenguaje dinámico, pudiéndose añadir nuevas funciones y clases a un objeto

existente, incluso en tiempo de ejecución.

Se encuentra disponibles una multitud de módulos cient́ıficos que permiten realizar nu-

merosas tareas de tratamiento de datos, visualización, cálculo simbólico y aplicaciones

cient́ıficas espećıficas, por ejemplo:

• Numpy:generación de datos cient́ıficos.

• Scipy: funciones cient́ıficas de uso general.

• Matplotlib: gráficas 2D y 3D.

• Mayavi: visualización de datos tridimensionales.

• Visual Python: representaciones tridimensionales de objetos en movimiento.

• Sympy: cálculo simbólico.

• Meep: cálculo de diferencias finitas en el dominio del tiempo.
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De los módulos anteriormente mencionados no se usaron en los programas Mayavi y Meep.

A manera de ejemplo se presenta uno uno de los programas desarrollados: part́ıcula en un

anillo. Aqúı, se describen las lineas de código implementadas y la forma en la cual se integra

el código con las imágenes, el texto en código LaTeX y los ejercicios y problemas propuestos

en los Notebook de Jupyter.

5.1. Notebook desarrollado para una part́ıcula en un anillo

En cada Notebook de Jupyter se emplea texto en código latex para exponer brevemente el

sistema estudiado, sus propiedades y comportamiento f́ısico. Si es necesario se incorporan

imágenes que permitan clarificar el material y a la vez se programan funciones que ayudan

a caracterizar el sistema tanto gráfica como numéricamente. Aunque el código está escon-

dido a lo largo del Notebook, a continuación se mostrará de forma explicita con el fin de

ilustrar la estructura que tienen los Notebook de Jupyter. A medida que se desarrollan los

conceptos se incorporan ejercicios en los cuales se deben emplear las funciones programadas

en Python y problemas que el estudiante debe abordar desde un punto de vista conceptual.

En la figura 5-1 se muestra la primera celda del programa, la cual contiene las libreŕıas y

parámetros del sistema requeridos por el programa.

Figura 5-1.: Libreŕıas de Python y parámetros requeridos por el programa que estudia la

part́ıcula en un anillo.

En esta celda además de las libreŕıas y parámetros del sistema se incluyen todas las funciones

programadas, las cuales están hechas para estudiar el comportamiento f́ısico de una part́ıcula

en rotación. En la figura 5-2 se muestra el encabezado del Notebook, el cual consta de una
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celda de texto. Estas celdas de texto están digitadas en código LaTeX, el cual está integrado

en los Notebook de Jupyter.

Figura 5-2.: Celda de texto integrada en los Notebooks de Jupyter. En esta celda de texto

se busca desarrollar los conceptos iniciales al movimiento rotacional con el fin

de aplicarlos posteriormente a sistemas mecánico-cuánticos.

En la figura 5-3 se muestra una imagen, extráıda de un libro de texto, que ayuda a comple-

mentar las explicaciones dadas en las celdas de texto.

Figura 5-3.: Imagen de un disco en rotación alrededor de su eje de simetŕıa. Por medio de

está imagen se introducen los conceptos de velocidad y aceleración angular.

Las celdas de código se pueden alternar con celdas de texto, imágenes y tablas escritas en

código LaTeX que permiten resumir y comparar los conceptos introducidos, como se muestra

en la figura 5-4. En cada uno de los Notebook de Jupyter programados se introducen las

funciones desarrolladas en Python de forma alternada con las celdas de texto. Cada función

permitirá aclarar los conceptos introducidos representando las propiedades f́ısicas de los sis-

temas de forma numérica y gráfica. En la figura 5-5 se muestra la función programada para

obtener los valores de enerǵıa de una part́ıcula de un anillo. En la figura 5-6 se puede ver el
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resultado obtenido al utilizar esta función, es decir, la función EnergiaGA(m).

Figura 5-4.: Tabla elaborada en LaTeX e incorporada en los Notebook de Jupyter, con el fin

de comparar los conceptos asociados a los movimientos rotacional y angular.

Figura 5-5.: Lineas de código programadas para obtener los valores de enerǵıa correspon-

dientes al movimiento de una part́ıcula en un anillo circular. El argumento

de esta función es un número entero m. Esta función arroja los primeros m

valores de enerǵıa del sistema y su representación gráfica.

Otra de las funciones programadas para este sistema es GfunOAC(m), la cual tiene como

argumento el número entero m. Esta función gráfica la parte real de la función de onda Θm

asociada al m-ésimo estado de enerǵıa de la part́ıcula en un anillo, adicionalmente gráfica la
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función de densidad de probabilidad asociada a Θm. En la figura 5-7 se puede ver el código

en Python y en la figura 5-8 se puede observar la gráfica de la parte real de la función de

onda y su función de distribución de probabilidad para m = 6.

Figura 5-6.: Resultado obtenido al emplear la función EnergiaGA(m). En esta figura se

observa que el valor de m es 6 y por lo tanto la función arroja los valores de

enerǵıa para los primeros siete estados de una part́ıcula en un anillo.

En las figuras 5-9 y 5-10 se ejemplifica uno de los ejercicios y problemas propuestos en este

Notebook.
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Figura 5-7.: Función que obtiene la gráfica de la parte real de la función de onda y la

función de densidad de probabilidad, para el m-ésimo estado de enerǵıa de

una part́ıcula en un anillo.

Figura 5-8.: Resultado obtenido al emplear GfunOAC(4). Esta función arroja la gráfica

de la parte real de la función de onda para m = 4 (trazo naranja), junto con su

función de densidad de probabilidad (trazo verde), la cual es uniformemente

distribuida. El trazo azul representa el anillo circular.
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Figura 5-9.: Ejercicio propuesto en el Notebook. Para resolver los ejercicios es necesario

emplear las funciones programadas en Python.

Figura 5-10.: Problema propuesto en el Notebook. Para resolver los problemas hay que

apelar a los conceptos introducidos.



6. Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo se desarrolló un paquete de programas en el entorno informático basado en

la web: Jupyter Notebook, los cuales se enfocaron en la descripción de algunos fenómenos

mecánico-cuánticos estudiados en el curso de Átomos y Moléculas, del pregrado en qúımica

de la Universidad Nacional de Colombia (sede Bogotá). Por medio de estos programas se

busca facilitar el manejo de las operaciones matemáticas inherentes a los fenómenos mecáni-

co cuánticos, proporcionando una descripción tanto gráfica como numérica de los sistemas

estudiados.

Al planear, desarrollar y ejecutar estos programas he podido llegar a las conclusiones que

planteo a continuación, bien sea con respecto al entorno informático empleado para progra-

mar, o con respecto a la complejidad de los contenidos teóricos abordados en el curso de

Átomos y Moléculas.

6.1. Conclusiones

Para desarrollar los programas se eligió como lenguaje de programación Python, el cual

fue muy conveniente para trabajar por su carácter práctico. Si bien, las ĺıneas de código en

Python siguen un orden espećıfico para su ejecución, este lenguaje cuenta dentro de sus direc-

torios con una gama amplia de funciones ya programadas. Dentro de los módulos cient́ıficos

de Python, Sympy fue de gran utilidad puesto que permite realizar cálculos simbólicos com-

plejos. Este módulo fue muy útil para programar y reproducir las expresiones algebraicas

de las funciones de onda de algunos de los sistemas estudiados. A nivel gráfico el módulo

Matplotlib, utilizado para la representación gráfica 2D y 3D, presenta ventajas notorias con

respecto a las funciones gráficas de Sympy, ya que está ampliamente desarrollado al ser un

módulo enfocado para este tipo de tareas.

Los Notebook de Jupyter integrados en Google Colaboratory (Colab) son una herramien-

ta muy potente para compartir información o resultados de carácter cient́ıfico, puesto que

permiten integrar en una única hoja: celdas de código, celdas de texto, imágenes, v́ıdeos o

enlaces de internet. Colab, además de ser un servicio gratuito ofrecido por Google en la nube,

tiene una interfaz muy intuitiva para su manejo.
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Con respecto a los contenidos desarrollados en cada uno de los programas, desde mi posi-

ción como estudiante, considero que no fueron fáciles de abordar por la complejidad de los

desarrollos matemáticos involucrados y la articulación que se debe lograr entre estos desa-

rrollos y su significado a nivel f́ısico y qúımico. Una vez se logra plasmar en los programas el

contenido de cada uno de los sistemas mecánico-cuánticos estudiados, es posible evidenciar

sin dificultad los logros conseguidos con estos programas, puesto que se ha desarrollado una

herramienta portable y de fácil acceso que explica los fenómenos a nivel: teórico, numérico

y gráfico. Más aún, la posibilidad que ofrece cada programa de variar los parámetros de los

sistemas, es de gran utilidad ya que permite estudiar patrones y comprender las caracteŕısti-

cas esenciales de cada uno de los fenómenos mecánico-cuánticos estudiados.

Es importante resaltar que el trabajo conjunto entre un experto en el tema y su estudiante,

ha permitido desarrollar una herramienta computacional acorde con las necesidades del curso

de Átomos y Moléculas. Esta herramienta es rigurosa a nivel cient́ıfico y también cuenta con

las explicaciones que se requieren para comprender con claridad cada uno de los fenómenos

programados.

6.2. Recomendaciones

Es importante desarrollar instrumentos que permitan medir el impacto de este tipo de he-

rramientas a nivel educativo, en entornos espećıficos. Este tipo de herramientas ayudará a

mejorar de forma progresiva el desarrollo e implementación de ayudas computacionales en-

focadas al estudio y enseñanza de fenómenos f́ısico-qúımicos.

Por lo pronto nos quedan los comentarios escritos por los estudiantes en la evaluacion docente

del curso en los semestres 2-2019, 1-2020 y 2-2020. Estos comentarios son en general muy

positivos en lo que respecta al uso de estas estrategias computacionales para la enseñanza

del curso de Átomos y Moléculas. Queda entonces la inquietud de implementar estrategias

similares en otros cursos dictados por el departamento de qúımica de la universidad.
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los programas computacionales

Los ejercicios computacionales propuestos para la clase están desarrollados en la plataforma

Google Colaboratory, también conocida como Google Colaboratory [7]. Esta plataforma se

basa en el entorno Jupyter Notebook y es uno de los servicios gratuitos ofrecidos por Google,

a través de una cuenta de correo. Los Notebook de Jupyter son un entorno informático que

emplea Python como lenguaje de programación y permite incorporar tanto imágenes como

texto o videos [15].

En este documento se anexa un CD que consta de 11 carpetas:

1. CuerpoNegro

2. FuncionOnda

3. PrincipioIncertidumbre

4. ParticulaConfinada1D

5. OsciladorArmonico

6. ParticulaConfinada2D

7. ParticulaPerturbada

8. MovimientoRotacional

9. RotorRigido

10. AtomoHidrogeno

11. Huckel

Cada carpeta contiene un archivo generado en Jupyter Notebook, los cuales tienen la ex-

tensión .ipynb. Adicionalmente se encontrará una lista de imágenes que se deben cargar al

momento de abrir el programa.

A continuación se enumeran los pasos que se deben seguir para poder navegar a través de

los programas:
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1. Se debe tener una cuenta de Google (no necesariamente institucional). Una vez este en

la cuenta de correo se abre el Drive de Google y se instala Google Colaboratory como

se indica a continuación:

a) Ubique en la parte superior derecha del Drive un icono con el śımbolo + que dice

Nuevo, como se muestra en la siguiente figura:

b) Haga clic en el icono + Nuevo y despliegue las opciones que aparecen en Más. Si

dentro de las opciones aparece Google Colaboratory, entonces no hay que instalar

esta aplicación (ya esta instalada). Si no aparece dentro de las opciones, en el

mismo menú hay que hacer clic en Conectar más aplicaciones, como se muestra

en la siguiente figura.
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c) Una vez aparezca el menú de aplicaciones ofrecidas por Google se busca Google

Colaboratory y se procede a su instalación.

2. Con Google Colaboratory ya instalado, hay que dirigirse al Drive y se copian las 11

carpetas del CD o sólo la carpeta que se desee trabajar.

3. Una vez este cargada la carpeta en el Drive, se abre la carpeta y se hace clic en el

respectivo programa. Si se deben cargar imágenes al programa estas aparecerán en la

carpeta, de lo contrario la carpeta no tendrá imágenes.

Cada cuaderno de Colab esta segmentado en celdas de código y celdas de texto. Las

celdas de texto son de lectura no hay nada que ejecutar, las celdas de código se usan

para activar las imágenes o correr código.

4. Si hay que cargar imágenes en el encabezado del programa habrá una ĺınea de texto

que dice: Carga primero las imágenes corriendo la siguiente linea de código,

como se muestra en la siguiente figura.

Para cargar las imágenes se hace clic en la flecha lateral izquierda, aparecerá un re-

cuadro que solicita cargar las imágenes, se hace clic en este recuadro y se busca en el

computador, no en el Drive, la carpeta que tiene el programa para cargar las imágenes

respectivas (se seleccionan todas las imágenes y se cargan).

5. Después de cargar las imágenes, a lo largo del programa aparecerán celdas de texto,

celdas de código vaćıas y celdas de código ocultas, como se muestra en la siguiente

figura.

Las celdas de texto son de lectura, las celdas de código vaćıas se utilizan para digitar las

funciones que se proponen a lo largo de los programas y en las celdas ocultas aparece
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escrito SHOW CODE, y es donde esta hecha la programación de la hoja. Las únicas

celdas que se deben ejecutar son las celdas ocultas y de código libre. Para ejecutar

cualquiera de estas celdas se debe hacer clic en la flecha lateral.

6. Cada vez que se abra un programa se deben cargar primero las imágenes y de forma

progresiva se van ejecutando las celdas de código ocultas y las celdas de código vaćıas

en las que se digitarán las respectivas funciones.



B. Anexo: Funciones programadas en

Python

En este anexo se hace una lista de cada una de las funciones programadas. Para estas

funciones se espećıfica, lo que hacen y la forma que tienen sus argumentos.

1. Radiación de un cuerpo negro.

RJ(T ). Gráfica el espectro térmico (predicho por la ley de Rayleigh-Jeans) de un

cuerpo negro que se encuentra a una temperatura de T grados Kelvin.

PRJ(T ). Gráfica el espectro térmico experimental de un cuerpo negro a T grados

Kelvin, junto con el espectro térmico predicho por la ley de Rayleigh-Jeans.

vmaxP (T ). Arroja la frecuencia de emisión máxima de un cuerpo negro, que se

encuentra a una temperatura de T grados Kelvin.

Planck(T ). Gráfica el espectro térmico predicho por la ley de Planck, para un

cuerpo negro que se encuentra a una temperatura de T grados Kelvin (en un

rango de 1 a 43000 grados Kelvin).

SPlanck(x). Gráfica los espectro térmicos predichos por la ley de Planck, para

un cuerpo negro a diferentes temperaturas. Su argumento x es la lista de tempe-

raturas x = [T1, T2, T3, ..., Tn] a las cuales se desea conocer los espectros.

maxim(x). Gráfica la tendencia de las frecuencias de emisión máxima de un

cuerpo negro a diferentes temperas. Su argumento x es la lista de temperaturas

x = [T1, T2, T3, ..., Tn] a las cuales se desean conocer las frecuencias de emisión

máximas.

2. Función de onda.

CI(ψ, a, b). Determina si la función ψ, definida sobre el intervalo [a, b], es una

función cuadrado integrable. Si CI(ψ, a, b) arroja un valor finito la función es

cuadrado integrable, de lo contrario no lo es.

Nor(ψ(x), a, b). Encuentra la constante de normalización de una función cuadrado

integrable ψ, definida sobre el intervalo [a, b]. Esta función arroja tanto la cons-

tante de normalización, como la expresión simbólica de la función normalizada.
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Prob(ψ(x), a, b). Para una función de densidad de probabilidad ψ(x), la función

Prob(ψ(x), a, b) arroja la probabilidad de que la variable x tome valores entre a

y b.

3. Principio de incertidumbre de Heisenberg.

Superp(n). Realiza la gráfica de la función de onda ψn(x) =
∑n

k=1(1/n)cos(kπx),

donde n ı́ndica el número de ondas planas que se superponen para construirla.

Superpk(k). Realiza de forma simultánea la gráfica de la función de onda ψn(x) =∑n
k=1(1/n)cos(kπx), para los valores de n entre 1 y k.

4. Part́ıcula confinada en una caja unidimensional.

FunOnda(n, l). Gráfica de la función de onda ψn(x), para una part́ıcula confinada

en una caja de amplitud l.

fdpOnda(n, l). Gráfica de la función de densidad de probabilidad |ψn(x)|2, para

una part́ıcula confinada en una caja de longitud l.

Energia(n, l,m). Arroja el valor de enerǵıa para el n-ésimo estado de una part́ıcu-

la de masa es m, confinada en una caja de longitud l.

5. Barreras de potencial.

BP (V,E, L). Gráfica el módulo de la función de onda de un electrón con enerǵıa

total E, confinado en una caja unidimensional, que atraviesa una barrera de

potencial de ancho L y altura V , para la que E < V . Adicionalmente calcula el

coeficiente de transmisión.

GFOd(a, b, l, V, n). Gráfica las funciones de densidad de probabilidad |ψn|2 para

una part́ıcula confinada en una caja unidimensional de longitud l, la cual está

sometida a un potencial de perturbación V que va desde a hasta b (0 ≤ a < b ≤ l.

6. Oscilador armónico

Her(n). Genera los polinomios de Hermite, donde n ≥ 1.

Psi(n). Genera algebraicamente la función de onda del oscilador armónico para

n ≥ 0.

PsiG(α, n). Gráfica la función de onda ψn del oscilador armónico. El parámetro

α es igual a (mk
h̄2

)1/4.

7. Part́ıcula confinada en una caja dos dimensional.

FOE(n,m, l1, l2). Gráfica la funciones de onda para una part́ıcula confinada en

una caja rectangular de ancho l1 y l2, cuyos números cuánticos son n y m (adi-

cionalmente arroja la enerǵıa correspondiente).
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fdpFO(n,m, l1, l2). Gráfica la funciones de densidad de probabilidad para una

part́ıcula confinada en una caja rectangular de ancho l1 y l2, cuyos números cuánti-

cos son n y m.

contFO(n,m, l1, l2). Gráfica las curvas de contorno y las funciones de onda, para

una part́ıcula confinada en una caja rectangular de ancho l1 y l2, cuyos números

cuánticos son n y m.

E2D(n,m, l1, l2). Arroja el valor de enerǵıa para una part́ıcula confinada en una

caja rectangular de ancho l1 y l2, cuyos números cuánticos son n y m.

8. Movimiento rotacional.

EnergiaA(m). Calcula la enerǵıa de una part́ıcula confinada en una anillo. El

argumento m representa el m-ésimo energético del sistema.

EnergiaGA(m). Gráfica de los valores de enerǵıa desde 0 hasta m, para una

part́ıcula en un anillo.

GfunOAC(m). Gráfica la función de onda, de una part́ıcula confinada en una

anillo (en el peŕımetro del anillo circular) para un valor de m, junto con la función

de densidad de probabilidad de la part́ıcula.

9. Rotor ŕıgido.

modY (l,m). Gráfica la norma del armónico esférico Yl,ml(θ, φ).

AE(x). Gráfica los armónicos esféricos reales. Para utilizar está función su argu-

mento x debe reemplazarse por alguna de las funciones de la tabla 3-4.

10. Átomo de hidrógeno.

Energia(n). Arroja los valores de enerǵıa de los n primeros estados del átomo de

hidrógeno.

Serie(k). Arroja el gráfico espectral de enerǵıas para el átomo de hidrógeno. El

argumento k corresponde el valor a partir del cual se desean conocer as enerǵıas.

radial(n, l). Gráficas de la función radial Rnl(r) y de distribución de probabilidad

radial r2|Rnl(r)|2 para el átomo de hidrógeno.

Prob(n, l, a, b). Arroja la probabilidad de encontrar un electrón (del orbital nl)

entre a y b radios de Bohr.

AE(x). Nos da una representación gráfica de la parte angular de estas funciones

hidrogenoides reales. Para utilizar está función su argumento x debe reemplazarse

por la función correspondiente (tabla 3-4).

11. Método de Hückel.
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Enerǵıa(AE). Arroja los valores de enerǵıa, de mayor a menor, de los orbitales

moleculares de un polieno conjugado. El argumento AE es la matriz de adyacencia

correspondiente a la molécula.

Epi(M,n). Calcula la enerǵıa de los electrones π de un polieno conjugado. El

argumentoM es la matriz de adyacencia de la molécula y n el número de electrones

pi.

Coef(M). Arroja los coeficientes de los orbitales moleculares. El argumento M

es la matriz de adyacencia de la molécula.

GrafE(A). Gráfica los valores de enerǵıa, de mayor a menor, de los orbitales

moleculares de un polieno conjugado. El argumento M es la matriz de adyacencia

de la molécula.

DE(M,n). Calcula la enerǵıa de deslocalización de los electrones π de un polieno

conjugado. El argumento M es la matriz de adyacencia de la molécula y n el

número de electrones pi.

Oen(A, n). Arroja el orden de enlace para un polieno conjugado. El argumento

M es la matriz de adyacencia de la molécula y n el número de electrones pi.
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