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Resumen

Modelo matematico para el estudio de la persistencia y resistencia bacteriana
de Helicobacter pylori en el estémago

H. pylori es un patégeno que segiin estimaciones ha colonizado a mas del 60 % de la poblacién
mundial. La infeccién por H. pylori segin estudios clinicos tiene una estrecha relaciéon con
el desarrollo de enfermedades gastricas que van desde una gastritis activa, pasando por una
inflamacién cronica de la mucosa hasta alcanzar cuadros patolégicos como cancer gastrico.
Los tratamientos para combatir esta infeccion también se han visto incididos por el flagelo
de salud publica referente al desarrollo de resistencia antibiotica, haciendo que los farmacos
comunes con que se trata la infeccién producida por H. pylori presenten elevadas tasas de
resistencia, condenando al fracaso a la mayoria de las terapias combinadas que se utilizan
para contrarrestar la infeccion. De este modo, en este trabajo se adapto y formulo un modelo
matematico para describir un in vivo el crecimiento, adquisicion de resistencia bacteriana y
respuesta inmune para H. pylori. El modelo examina la interaccién entre poblacion sensible
y resistente del patogeno y la respuesta inmune celular activada por los linfocitos T' cuando
el individuo se somete a una terapia de erradicacion antibiética. Los resultados del analisis
cualitativo revelan la existencia de 5 estados de equilibrio: (i) un estado libre de infeccién,
(ii) un estado endémico solo de bacterias resistentes, (iii) un estado endémico de coexisten-
cia bacteriana de H. pylori con disminucién a cero de la respuesta inmune, (iv) un estado
endémico en el que se equilibra la carga bacteriana resistente de H. pylori con el nivel de
respuesta inmune y (v) un estado endémico donde coexisten bacterias sensibles y resistentes
del patégeno con proliferacion de la respuesta inmune. El analisis de estabilidad mostré que
las soluciones equilibrio (i) y (iv) son localmente asintéticamente estables, en cambio los
equilibrios (ii) y (iii) son inestables. Las simulaciones numéricas que ilustran la dindmica
temporal del H. pylori sensible y resistente corroboran el andlisis cualitativo, ademas, dan
informacion sobre el surgimiento de un ciclo limite que rompe la estabilidad del equilibrio
de coexistencia (v).

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales no lineales, Estabilidad, Resistencia bacteriana,
H. pylor:, Sistema inmune.
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Abstract

Mathematical model for the study of bacterial persistence and resistance of
Helicobacter pyloriin the stomach

Helicobacter pylori H. pylor: is a pathogen that is estimated to have colonized more than
60 % of the world’s population. According to clinical studies, H. pylori infection has a close
relationship with the development of gastric diseases, ranging from active gastritis to chronic
inflammation of the mucosa to pathological conditions such as gastric cancer. Treatments
to combat this infection have also been affected by the public health scourge related to the
development of antibiotic resistance, causing the common drugs used to treat H. pylori in-
fection to have high rates of resistance. Thus, in this work we adapted and formulated a
mathematical model to describe an in vivo growth, acquisition of bacterial resistance and
immune response for H. pylori. The model describes the growth of sensitive and resistant
bacteria along with the cellular immune response activated by T’ lymphocytes when the
individual is subjected to when the individual is undergoing antibiotic eradication therapy.
The qualitative analysis of the model was described in terms of the bacterial growth rate,
the rate of acquisition of resistance by antibiotic exposure, the rate of elimination by action
of the antimicrobial, and the rate of epithelial detachment of H. pylori. The results of the
qualitative analysis reveal the existence of 5 states of equilibrium: (i) an infection-free state,
(i) an endemic state only of resistant bacteria, (iii) an endemic state of bacterial coexistence
of H. Pylori with a decrease to zero of the immune response, (iv) an endemic state in which
the resistant bacterial load of H. pylori is balanced with the level of immune response and
(v) an endemic state where sensitive and resistant bacteria coexist of the pathogen with
proliferation of the immune response. The stability analysis showed that the equilibrium
solutions (i) and (iv) are locally asymptotically stable, whereas the equilibria (ii) and (iii)
are unstable. The numerical simulations that illustrate the temporal dynamics of the sensi-
tive and resistant H. Pylori corroborate the qualitative analysis, in addition, they provide
information on the emergence of a limited cycle that breaks the stability of the coexistence
equilibrium (v).

Keywords: Nonlinear differential equations, Stability, Bacterial resistance, H. pylori, Im-
mune system.
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1. Introduccion

El departamento de Narinio, segin informes estadisticos de seguimiento y control a enfer-
medades, reporta a nivel mundial una de las mayores tasas de incidencia y mortalidad por
patologias cancerosas gastricas. En ese sentido, instituciones de caracter gubernamental, de
salud y de investigacion han centrado su interés por entender el verdadero impacto de es-
tas enfermedades en la poblacién con el propodsito de mitigar sus efectos y poder establecer
politicas de salud y prevencion mas efectivas.

Los reportes estadisticos y de salud senalan que las patologias previas al desarrollo de cancer
gastrico tienen una estrecha relacién con la colonizacién y persistencia de H. pylori en el
estémago humano. Las razones por las cuales se presenta esta infeccion y como esta bacteria
sobrevive en ambientes hostiles como el de la caja gastrica ha sido de interés en los ultimos
anos para la comunidad cientifica.

H. pylori es una bacteria gramnegativa, curvada que se caracteriza por ser un microorganis-
mo que para sobrevivir necesita niveles de oxigeno muy bajos y grandes cantidades de diéxido
de carbono. Se encuentra ubicada en la mucosa gastrica del estomago humano. También se
caracteriza por tener una variabilidad antigénica, que es la capacidad de los microorganismos
patogenos para alterar el antigeno de su capa externa. Este cambio impide que el sistema
inmune lo identifique y los destruya con rapidez.

Segun estimaciones hechas en [28] a 2015 ya se estimaba a nivel mundial una prevalencia
de infeccién por H. pylori de aproximadamente 4.4 billones de individuos. De igual manera,
en ese mismo estudio, los porcentajes de prevalencia a nivel mundial indican un panorama
reportado por los siguientes indices: Las prevalencias més altas se presentan en Africa con el
79,1 %, América Latina y el Caribe cuya tasa de prevalencia es 63,4 % y Asia con el 54,7 %.
En contraste, la prevalencia de la infeccién por H. Pylori presenta indices mas bajos en
América del Norte con una tasa del 37,1 % y Oceania con el 24,4 %.

Las cifras de prevalencia de H. pylori reportadas para Suramérica presentadas en [28], tam-
bién describen estimaciones para paises como Chile, Ecuador y Brasil con indicadores de
prevalencia en el orden porcentual de 74,6 %, 72,2 % y 71,2 % respectivamente. De igual for-
ma, también se registra que para otros paises de la misma region, las estimaciones sobre
las tasas de prevalencia de infeccién por este patdgeno son del alrededor del 50 %, lo que



indica que H. pylori prevalece en mds del 50 % de la poblacién de individuos en esta regién
geografica.

Respecto al panorama de prevalencia en Colombia, segtin [10], la situacién nacional no deja
de ser similar al contexto global, presentando en algunas regiones especificas elevadas tasas
de prevalencia por H. pylori. Esta elevada incidencia se encuentra asociada con el desa-
rrollo de enfermedades de tipo géstrico, como se puede evidenciar en los reportes de [10],
donde se detallan algunas cifras de distintas ubicaciones geograficas de Colombia donde el
desarrollo de patologias como gastritis (No atréfica, atroéfica,) tlceras y cuadros cancerosos
gastricos estan acompanadas de tasas de infeccion por H. pylori considerablemente elevadas.

Por otro lado, a nivel global se vislumbra una situacién de salud publica frente al uso de
medicamentos para tratar las infecciones bacterianas, particularmente en lo referido al uso
de antibidticos. La problematica gira entorno a que cada vez los antimicrobianos pierden
efectividad, es decir, su espectro de acciéon sobre ciertos patogenos se va reduciendo a tal
punto que las infecciones son mas dificiles de tratar y curar. Dicha problematica en al ambito
clinico se conoce como resistencia bacteriana que en [2] la asumen como la capacidad de una
bacteria para sobrevivir en concentraciones de antibiético que inhiben o matan a otras de la
misma especie.

Desde un punto de vista molecular, las bacterias contienen en su estructura complejas agru-
paciones de genes ligadas a la resistencia a un tipo especifico de antibiético. La presién
selectiva generada por los farmacos que actian en contra de ellas ha ocasionado que estas
agrupaciones de genes muten y por ende aparezcan resistencias a otros antibidticos. Lo ante-
rior hace referencia a la adquisicién de resistencia bacteriana en términos de mutaciones de
genes cromosémicos. Otra forma de adquisicion de resistencia bacteriana se debe a que algu-
nos genes cromosémicos de resistencia a antibiéticos se transfieren horizontalmente a través
de plasmidos. Estos ultimos son moléculas de ADN extra cromosémico que se replican y
trasmiten de forma independiente del ADN cromosémico, lo que facilita su diseminacion. En
ambos casos, se derivan mayores dificultades en el tratamiento de infecciones causadas por
bacterias.

De esta manera, las mutaciones puntuales y el intercambio horizontal de genes entre orga-
nismos bacterianos como se describe en [57], son los principales mecanismos responsables de
que las bacterias desarrollen resistencia bacteriana. No obstante, a pesar de que existe un
amplio marco de literatura especializada referida a los genes determinantes de resistencia,
en la actualidad todavia no se tiene una concreta compresion sobre esta problematica, ni se
ha podido contrarrestar totalmente los mecanismos de resistencia de las bacterias.

Para el caso de H. pylori las tasas de resistencia dependen del area geografica que se con-



sidere, por ejemplo, en [44] se presenta un comparativo de las tasas de resistencia de este
patégeno frente al uso de los antibidticos més generalizados en el tratamiento de esta infec-
cion, entre Colombia y algunos paises de otras regiones. El reporte en menciéon muestra que
en Colombia la tasas de resistencia primaria a Metronidazol, claritromicina y levofloxacina
son bastantes altas, en el orden de 81 %, 13.6 % y 27 % respectivamente. De esta manera,
para el caso de H. pylori la persistencia de su infeccién puede asociarse a la resistencia
bacteriana que este patogeno adquiere o desarrolla, lo que pone en el escenario clinico un
problema de salud publica de interés para médicos, farmacéuticas, y todas aquellas institu-
ciones relacionadas con el estudio de enfermedades infecciosas.

En este sentido, una manera de abordar la problematica descrita desde las ciencias matemati-
cas y sus aplicaciones radica en el uso de modelos matematicos para describir y comprender
las dindmicas poblacionales bacterianas. Un primer acercamiento hacia la comprensién de la
actividad celular en el interior del estémago se da en los modelos mateméticos propuestos en
(35, 36], [40] y [53] , donde estudian la dindmica digestiva, en particular el rol de la secrecién
de acido gastrico incorporando en algunos casos aspectos farmacodinamicos y farmacocinéti-
cos, esto les permite estudiar el desarrollo de enfermedades relacionadas con la secrecién de
acido gastrico y el disefio de terapias para su control. Otros modelos profundizan un poco
mas en el estudio de la dindmica estomacal y el desarrollo de las enfermedades gastricas
asociadas a la infeccién por H. pylori. Modelos matemdticos como los propuestos en [35],
[37] v [9] analizan la prevalencia y persistencia de la infeccién en términos de una migracién
poblacional celular entre el H. pylori presente en el mucus y el que coloniza el epitelio gastri-
co. Por otro lado, también existe un amplio marco conceptual referido a estudios enfocados
en modelar matematicamente en forma general la adquisicion de resistencia bacteriana que
tienen algunos patdgenos cuando se exponen a tratamientos antibiéticos. En [30] y [50] se
estudia el crecimiento bacteriano diferenciando bacterias sensibles y resistentes, asi como la
adquisicion de resistencia por exposicion antibiética y el efecto de eliminacion bacteriostatica
y bactericida. Complementariamente en [32] y [33], abordan la dindmica infecciosa de los
patogenos y de resistencia antibidtica a través de modelos matematicos deterministas que
consideran la adquisicion de resistencia por medio de los mecanismos de mutacion puntuales
y por transferencia horizontal de pldsmidos donde los organismos bacterianos sensibles son
receptores y los organismos bacterianos resistentes son donadores, permitiéndoles predecir el
curso temporal de las poblaciones bacterianas que interactian en los procesos infecciosos. En
esta misma linea de adquisicion de resistencia bacteriana a través de intercambio de material
genético se encuentran los modelos propuestos en [29] y [31], en ellos se estudia la dindmica de
interaccién bacteriana, respuesta inmune y crecimiento de plasmidos, este 1ltimo a través de
una respuesta funcional que asume que la replicacion celular de los plasmidos se da a través
de la ley generalizada de accién de masas. Otra linea de modelado matematico de crecimiento
y adquisicién de resistencia se presenta en los modelos matematicos propuestos en [14] y [15],
ellos abordan la adquisicion de resistencia bacteriana en conjunto con la proliferacién de una



respuesta celular inmune en el individuo, permitiendo describir la dinamica de crecimiento,
desarrollo de resistencia y respuesta inmune bajo los efectos de una terapia farmacolégica.
Por tanto, desde el panorama académico, se puede evidenciar un alto interés por utilizar
herramientas y conceptos matematicos de modelado aplicados a la comprensién de sistemas
y fendémenos biolégicos. De esta manera, el problema de interés para esta investigacion radica
en describir a través de un modelo matematico la persistencia de H. pylori en el estémago,
considerando el crecimiento del patégeno en el sitio de infeccién, los mecanismos de adquisi-
cion de resistencia bacteriana y proliferacion de la respuesta inmune para describir ¢n vivo su
dinamica de crecimiento, activacion de la respuesta inmune en el hospedador y adquisicién de
resistencia bacteriana cuando el sujeto infectado se somete a un tratamiento con antibiéticos.

Desde la coyuntura politica y cientifica regional esta investigacién es importante porque se
estructuro considerando los objetivos propuestos tanto en el plan de desarrollo departamen-
tal “Narino Corazén del Mundo” 2016-2019 (referidos a tecnologia e investigacion), como el
plan y acuerdo estratégico departamental en ciencia, tecnologia e innovacion PAED- Narino
2016 (suscrito en 2016 por la gobernacién de Narifio y el méximo ente rector de ciencia,
tecnologia e innovacién en Colombia — COLCIENCIAS). En este acuerdo se propone que
el departamento de Narinio a 2025 se consolide a corto, mediano y largo plazo como una
de las regiones lideres en desarrollo de ciencia, tecnologia e innovacién, competitividad y
produccién de conocimiento. Se espera que las necesidades y problematicas primordiales que
afectan a esta zona del pais se mitiguen generando en la comunidad escenarios sociales de
vida con calidad y sostenibilidad. Por tanto, la propuesta de investigacién que se plantea se
enmarca en el foco estratégico de salud priorizado en el plan y acuerdo estratégico departa-
mental en CTel para Narino 2016. Dicho foco problema esta relacionado a la investigacién de
la prevalencia de lesiones precursoras de malignidad y efecto de la erradicacién de H. pylori
como prevencién primaria de cancer gastrico en el departamento de Narino.

En este estudio se considera la persistencia infecciosa de H. pylori como un efecto derivado de
la resistencia bacteriana que este patogeno ha desarrollado a algunos tratamientos terapéuti-
cos. De esta manera, el problema de interés para esta investigacién radica en describir a través
de un modelo matematico la persistencia de H. pylor: en el estémago, considerando el cre-
cimiento del patégeno en el sitio de infeccion, los mecanismos de adquisicién de resistencia
bacteriana y respuesta inmune activada contra la infeccién. Para ello se formula y adapta
un modelo matematico través de un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias
en los supuestos

- H. pylori tiene la capacidad replicarse en las células epiteliales una vez que logra
adherirse a estas.

- El modelo considera un desprendimiento epitelial de H. pylori hacia el mucus gastrico
cuando la capa mucosa géastrica esta sobrecargada poblacionalmente.



- La resistencia bacteriana se adquiere por exposicion al antibiético y por transferencia
de material genético (conjugacién) considerada a través de una cinética de accién de
masas.

- Considera la respuesta inmune a la infeccion por H. pylori a través de una pobla-
cién de linfocitos T (células inmunes) cuya funcién reguladora induce una respuesta
antinflamatoria.

- Considera el aumento de la concentracién del antibidtico hasta alcanzar la concentra-
cion de equilibrio sérico a través de una tasa de absorciéon de farmaco.

El documento se encuentra organizado de la siguiente manera: en la Seccién 2 se describen
algunos preliminares relacionados con la teoria cualitativa de los sistemas de ecuaciones dife-
renciales. En la Seccion 3 se presentan algunos aspectos de naturaleza bioldgica relacionados
con la epidemiologia e infeccion del patégeno H. Pylori. Adicionalmente, se describe el mo-
delo, las variables de estado y los parametros relacionados con la dinamica de resistencia
bacteriana. En la Seccién 4 se adimensionaliza las variables de estado y se define la regién
de interés biologico. También se procede a la busqueda y caracterizacion algebraica de los
equilibrios del modelo en términos de umbrales y del nimero reproductivo béasico bacteriano,
asi como las condiciones de existencia y pertenencia a la regiéon bioldgica de interés. En la
Seccion 5 se procede a realizar un andlisis de estabilidad local para identificar cuales de los
equilibrios de estado caracterizados en la region bioldgica de estudio aportan informacion
para la dindmica infecciosa y de resistencia bacteriana de H. pylori. Complementariamente,
se da una interpretacién biolégica de algunos de los parametros y umbrales que permiten
contextualizar los resultados de estabilidad. En la Secciéon 6 se estudia el comportamiento de
las soluciones del modelo a largo plazo. A través de sistemas planares limites deducidos del
sistema principal se descarta el comportamiento periédico de las poblaciones celulares del
modelo. En la Seccién 7 se procede a describir algunos de los valores numéricos encontrados
para los parametros del modelo, y se realizan algunas simulaciones numéricas para corrobo-
rar los resultados cualitativos descritos en las secciones 4, 5 y 6. Finalmente, en la tltima
seccion del documento se presentan las conclusiones, donde se resume la probleméatica de
estudio, los resultados de la investigacién y se describen algunas lineas de trabajos a futuro.



2. Conceptos preliminares

En esta seccion se hace una breve presentacion sobre los conceptos basicos que se refieren
a la teoria cualitativa de sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales denotados como
x = f(x), donde f : E — R" y E es un subconjunto abierto de R™. Las definiciones y teore-
mas que se presentan se han tomado en su mayoria de [48]. En el capitulo se enuncian algunos
teoremas importantes como el de existencia y unicidad, el Teorema de Hartman-Grobman
asi como el de la estabilidad en términos de funciones de Liapunov. Finalmente se descri-
ben algunas nociones referentes a los conjuntos limite y algunos resultados relevantes de los
sistemas planares para determinar la no existencia o existencia de trayectorias cerradas.

2.1. Conceptos preliminares y definiciones

Antes de presentar algunos resultados importantes que se aplicaran en el estudio cualitativo
de las soluciones del sistema no lineal x = f(x) se presentan algunos conceptos preliminares.
En primer lugar, definir un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias, como
aquel sistema que no depende explicitamente de la variable independiente ¢, es decir, un
sistema de la forma

% = £(x) (2-1)

a su vez, también se pueden definir los sistemas no auténomos que son sistemas que dependen
explicitamente de la variable temporal ¢ y se denotan como

% = f(x, t) (2:2)

donde la funcién f depende explicitamente de la variable independiente ¢. Para los propositos
de este trabajo se considerara en los capitulos posteriores un sistema no lineal auténomo.
Otro preliminar importante se refiere a la diferenciabilidad de la funcién f : E — R™ en un
punto xg € R, para ello se considera la siguiente definicion.

Definicién 2.1.1. La funcion f : R® — R™ es diferenciable en xq € R™ si existe una trans-
formacion lineal Df(xg) : R™ — R™ que satisface

|
1 ~0
Ih[=50 Ih]

La transformacion lineal Df(xq) es tnica y se llama la derivada de £ en xg.
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En el siguiente resultado se enuncia una condicién para la existencia de las derivadas parciales
de f: R® — R™. Ademas, define que la transformacién lineal Df (xg) descrita en la definicién
2.1.1 determina la matriz jacobina, herramienta importante para llevar el posterior estudio
de la estabilidad local del sistema (2-1).

Teorema 2.1.1. 57 f: R™ — R™ es diferenciable en xq, entonces las derivadas parciales
8f1

,Z,j =1,..,n todas existen en Xq y para todo x € R",

XQX—ZaJ

Ast, si f es una funcion diferenciable, la derivada Df(xq) esta dada por la matriz jacobiana

nxn

ofi
Df(xq) = Xo) | -
(xa) = | 7 )
En las definiciones siguientes, se da la continuidad en su forma usual, se indica la notacién
C(F) para cuando una funcién es continua sobre cada punto de algin subconjunto £ de R™.

Definicién 2.1.2. Supongamos que Vi y Vo son dos espacios lineales normados con sus
respectivas normas ||.||1 vy ||.||2, entonces

F:Vi—=1

es continua en Xo € Vi si para todo € > 0 existe § > 0 tal que x € Vi y [|[x —Xo|[1 < ¢
mmplica que
IF(x) — F(xo)[2 <e

y F se dice que es continua sobre el conjunto E C Vy si es continua en cada punto x € F.

Definicién 2.1.3. Suponga que f : E — R™ es diferenciable sobre E. Entonces f € C'(E)
si la derivada Df : E — L(R™) es continua sobre E.

El conjunto L(R") es el espacio de las transformaciones lineales T : R® — R™ con norma
| T|| = Sup{||Tx|| : ||x|| = 1}. El siguiente Teorema establece una forma simple para decidir
cuando o no una funcién f : E — R pertenece a C*(E).

Teorema 2.1.2. Suponga que E es un subconjunto abierto de R™ y que f : E — R™. En-

%

tonces £ € CY(E) sii las derivadas parciales 5+, 7 = 1,...,n existen y son continuas sobre

E.
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2.2. Teorema fundamental de existencia y unicidad

En esta seccién, se presenta el teorema fundamental de existencia y unicidad para un sistema
autonomo de ecuaciones diferenciales ordinario no lineal

x = f(x) (2-3)
bajo la hipétesis de que f € C'(E), donde E es un subconjunto abierto de R™.

Definicién 2.2.1. Suponga que f € C'(E) donde E es un subconjunto abierto de R™.
Entonces x(t) es una solucion de la ecuacion diferencial (2-3) sobre el intervalo I, si x(t)
es diferenciable sobre I y si para todot € I, x(t) € E' y

x'(t) = £(x(t)).
Dado x¢ € E, x(t) es una solucion del problema del valor inicial
% = £(x)
x(to) = Xo

sobre el intervalo I sitg € I, X(to) = X0 y X(t) es una solucion de la ecuacion diferencial(2-
3) sobre el intervalo I.

Teorema 2.2.1. Sea E un subconjunto abierto de R™ que contiene a Xqo y se supone que
f € C'(E). Entonces existe un nimero real a > 0 tal que el problema de valor inicial

x = f(x)
x(0) = x¢
tiene una unica solucion x(t) sobre el intervalo |—a, a).

Una prueba de este importante resultado se puede consultar y revisar en la seccion 2.2
Capitulo 2 de [48].

2.3. Flujo de una ecuacidn diferencial

En esta seccion se define el flujo ¢y, del sistema no lineal
x = f(x) (2-4)

se denota el intervalo maximal de existencia (o, 5) de la solucién ¢(t,xg) del problema de
valor inicial

x = f(x)
x(0) = xo (25)

por I(xg) dado que los puntos extremo « y (3 del intervalo maximal generalmente dependen
de Xp.
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Definicién 2.3.1. Sea E un subconjunto abierto de R® y sea £ € C'(E). Para x¢ € FE,
sea ¢(t,Xo) la solucion del problema del valor inicial (2-5) definido sobre el intervalo de
ezistencia I(xo). Entonces para t € 1(xg), el conjunto de mapeos ¢y definido por

$t(x0) = @(t,Xo)

es llamado el flujo de la ecuacion diferencial (2-3); ¢y es también nombrado como el flujo
del campo vectorial f(x).

Si se piensa en el punto inicial xg como un punto fijo y sea I = I(Xg), entonces el mapeo
¢(-,x%0) : I = E define una curva solucién o trayectoria del sistema (2-3) a través del punto
xp € E. Como es usual, el mapeo ¢(-,xg) es identificado con su grafica en I x E y la
trayectoria es visualizada como el movimiento a lo largo de la curva I' del punto xqg en el
subconjunto E del espacio fase R™ (ver 2-1). De otra forma, si se piensa en el punto xg
variando a lo largo de K C E, entonces el flujo de la ecuacién diferencial (2-3), ¢y : K — E
puede ser visto como el movimiento de todos los puntos en el conjunto K.

al o 1B
¢(-, x0)
r
X0
E
a) Trayectoria I del sistema (1.4) b) Flujo ¢, del sistema (1.4)

Figura 2-1.: Flujo de una ecuacién diferencial

Para los propédsitos de la investigacion la nocién de invarianza, y en particular la invarianza
positiva es de suma relevancia. Bajo el cumplimiento de esta condicion, cualquier subconjun-
to sobre el que se aplique el flujo solucién ¢; permanecerd en el mismo subconjunto, es decir
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las soluciones estaran acotadas por una cierta region. Este hecho le dard sentido a la formu-
lacién del modelo y a sus soluciones numéricas, puesto que, los escenarios que prediga en el
contexto para el que se formulan tendran sentido e interpretacion bioldgica para nuestro caso.

Definicién 2.3.2. Sea E un subconjunto abierto de R®, sea f € CY(E) y sea ¢y : E — E
el flujo del sistema definido en (2-4) definido para todo t € R. Entonces un subconjunto
S C E es llamado invariante respecto al flujo ¢y si ¢¢(S) C S para todo t € R. S se llama
positivamente invariante con respecto al mismo flujo si ¢4(S) C S para todo t > 0.

2.4. Teorema de Hartman-Grobman

El Teorema de Hartman-Grobman es un resultado importante en la teoria cualitativa local de
ecuaciones diferenciales. El Teorema muestra que cerca a un punto de equilibrio hiperbdlico
X, €l sistema no lineal

% = £(x) (2-6)

tiene similar estructura cualitativa como el sistema lineal
x = Ax (2-7)

con A = Df(x), por facilidad en la presentacién de los resultados se puede asumir que el
punto de equilibrio X puede ser trasladado hacia el origen.

Definicién 2.4.1. Dos sistemas autdnomos de ecuaciones diferenciales tales como (2-6) y
(2-7) son topolégicamente equivalentes en un vencindad del origen o tienen la misma estruc-
tura cualitativa cerca al origen si existe un homeomorfismo H definido de un subconjunto
abierto U que contiene al origen sobre un subconjunto abierto V que contiene al origen, el
cual mapea las trayectorias de (2-6) en U sobre las trayectorias de (2-7) en 'V y preserva su
oritentacion por el tiempo en el sentido de que si una trayectoria estd dirigida de X1 a X en
U, entonces la imagen esta dirigida de H(x1) a H(xg) en V.

Si el homeomorfismo H preserva la parametrizacion por el tiempo, entonces los sistemas
(2-6) y (2-7) se dicen topolégicamente conjugados en una vecindad del origen.

Teorema 2.4.1. (Teorema de Hartman-Grobman) Sea E un subconjunto abierto de R™
contiendo al origen, sea f € CY(E), y sea ¢y el flujo del sistema no lineal (2-6). Suponiendo
que £(0) = 0 y que la matriz A = Df(0) no tiene valores propios con parte real nula, entonces
existe un homeomorfismo H de un subconjunto abierto U conteniendo al origen sobre un
subconjunto abierto V' conteniendo al origen tal que para cada x9 € U existe un intervalo
abierto Ig C R contiendo a cero tal que para todo xg € U y t € I

H o ¢y (x0) = e H(x)
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Es decir, H mapea las trayectorias de (2-6) cerca al origen sobre trayectorias de (2-7) cerca
al origen y preserva la direccién por el tiempo.

Definicién 2.4.2. Un punto de equilibrio xo de (2-6) es llamado un sumidero si todos los
valores propios de la matriz Df(xo) tienen parte real negativa. Se llama fuente si todos los
valores propios de Df(xq) tienen parte real positiva, y se llama silla si este es un punto de
equilibrio hiperbdlico y Df(xo) tiene al menos un valor propio con parte real positiva y al
menos uno con parte real negativa.

2.5. Estabilidad de los equilibrios

La naturaleza y estabilidad de cualquier punto de equilibrio hiperbdlico xq del sistema no
lineal

x = f(x) (2-8)

estd determinada determinada por el signo de la parte real de los valores propios A; de la
matriz Df(xg). Asi, un punto de equilibrio hiperbdlico xq es asintéticamente estable si y
sélo si Re(\;) < 0 para j = 1,...,n, es decir si y sélo si xg es un sumidero; y es inestable si
y solo si alguno de los valores propios A; de la matriz Df(x¢) tienen Re()\;) > 0, es decir si
y s6lo si es una fuente o un silla.

Un resultado que cominmente se encuentra en la mayoria de textos de introduccion a la
biologia matemadtica [1] o de modelos mateméticos en biologia [17] para el estudio de la
variacién del signo de los valores propios de la matriz Df(xg), es el criterio de Routh-Hurwitz.
En algunos casos facilita la clasificacién de la naturaleza de los equilibrios del sistema (2-8).
A continuacién se presentan dos resultados descritos en [1] para el posterior estudio de la
estabilidad de los equilibrios.

Teorema 2.5.1. (Criterio de Routh-Hurwitz) Dado el polinomio

P =&"+a"+.. . +aé+a,

donde los coeficientes a; parai = 1,...,n son reales, definimos la n matriz de Hurwitz usando
los coficientes a; del polinomio caracteristico

agz 1 0 0 ... O
a; 1 0 ag ay a1 1 ... O
ay 1 0
Hy = (a1),H> = Hy=| a3 a2 ar |,....,H,=| % @4 a3 @1 ...
az az . . . . .
as a4 a3 . ’
0O 0 0 O an

donde a; = 0 si j > n. Todas las raices del polinomio P(§) son negativas o tienen parte
real negativa, si y solo si los determinantes de todas las matrices Hurwitz son positivas, es
decir, det(H;) > 0, para j = 1,...,n. Para polinomios de grado n = 2,3,4 y 5, el criterio de
Routh-Hurwitz se resume asi
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a) n=2:ay,as >0
b) n=3:ay,a3 >0 y ajas > as
¢) n=4: a1,a3,as > 0 y ajasaz > a3 + alay

d) n=5:a;>0,1=1,...,5,
2, 2 2 9 2 2
ajasasz > aj + ajay y (araq — as)(araga3 — a3 — ajag) > az(aras — az)® + aya;

Este criterio da condiciones necesarias y suficientes para que todas las raices del polinomio
caracteristico con coeficientes reales se encuentre en el lado izquierdo del plano complejo.

Teorema 2.5.2. Se supone que x = f(x) es un sistema no lineal auténomo de ecuaciones
diferenciales con un punto de equilibrio Xo. Denotamos la matriz jacobiana de f evaluado en
xo como J(xo) = Df(x¢). Si la ecuacion caracteristica de la matriz jacobiana J(Xo),

'+ . Fap&+a, =0

satisface las condiciones del criterio de Routh-Hurwitz, es decir, los determinantes de todas
las matrices Hurwitz son positivos, det(H;) > 0,i = 1,....n, entonces el equilibrio xo es local-
mente asintoticamente estable. Si det(H;) < 0 para algin i = 1,...,n entonces el equilibrio
Xgo es inestable.

La estabilidad de los puntos de equilibrio no hiperbdlicos es més compleja de determinar, una
herramienta bastante 1til para decidir su estabilidad son las llamadas funciones de Lyapunov
aplicadas en el método que lleva su mismo nombre. Antes de presentar una descripcién de
estas herramientas se define primero en términos generales la estabilidad de un punto de
equilibrio.

Definicién 2.5.1. Sea ¢y, el flujo del sistema definido en (2-8) definido para todo t € R. Un
punto de equilibrio xo de (2-8) es estable si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para todo
x € Ny(x0) yt > 0 se tiene que

¢(x) € Ne(x0).

Complementariamente, Xq es asintoticamente estable si es estable y si existe un & > 0 tal
que para todo x € Ns(xg) se tiene que

lim ¢ (x) = Xo.
t—o0
El punto de equilibrio xqo es inestable si no es estable.

El siguiente resultado provee mas informacién concerniente al comportamiento local de la
soluciones cerca a un sumidero.
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Teorema 2.5.3. Sixg es un sumidero del sistema no lineal (2-8) y Re(\;) < —a < 0 para
todos los valores propios X\; de la matriz Df(xo), entonces dado € > 0 existe un 6 > 0 tal
que para todo x € N(Xo), el flujo ¢r(x) de (2-8) satisface

|9 (x) — Xo| < e
para todo t > 0.

La estabilidad de un punto de equilibrio hiperbdlico tiene entonces dos posibilidades: ser
asintéticamente estable o inestable, la unica forma que un punto de equilibrio xo de (2-8)
puede ser estable pero no asintéticamente estable es cuando Df(xg) tiene algtin valor propio
cero o tiene un par de valores propios complejos conjugados puros imaginarios A = +1b, lo
que caracteriza un equilibrio no hiperbdlico. El siguiente resultado establece que todos los
valores propios \; de Df(xq) deben satisfacer Re();) < 0 para que X sea estable.

Teorema 2.5.4. Si xq es un punto de equilibrio estable de (2-8), ninguno de los valores
propios de Df(xq) tiene parte real positiva.

2.6. Conjuntos limite

Un sistema dindamico da una descripciéon funcional de la solucién de un problema fisico o del
modelo matematico que describe el problema fisico. En términos matematicos, un sistema
dindmico es una funcién ¢(t,x) definida para todo t € R y x € E C R", el cual describe
cémo se mueven los puntos x € E respecto al tiempo. Se requiere que esta familia de mapeos
¢e(x) = ¢(t,x) cumpla las propiedades que se enuncian en la siguiente definicién

Definicién 2.6.1. Un sistema dindmico sobre E es un mapeo C!
p:RxXxE—=E

donde E es subconjunto abierto de R™ y si ¢¢(x) = ¢(t,x) entonces
i) ¢o(x) = x para todo x € E
i1) ¢ © s = Pyys(X) para todo s,t € R yx € E.

Se sigue de la Definicién 2.6.1 que para cada t € R, ¢¢(x) es un mapeo C' de E sobre
E, el cual tiene inversa C', lo que es equivalente a decir que ¢¢(x) con t € R es una fa-
milia uniparamétrica de difeomorfismos sobre E que forma un grupo conmutativo bajo la
composicion.

Considerando nuevamente el sistema auténomo

% = £(x) (2-9)
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con f € C*(E) donde E es un subconjunto abierto de R, el sistema (2-9) define un sistema
dindmico ¢(t,x) sobre E. Para x € E, la funcién ¢(-,x) : R — E define una curva solucién,
érbita o trayectoria de (2-9) a través del punto x¢ € E. Si se identifica la funcién ¢(-,x) con
su grafica, se puede pensar en una trayectoria a través del punto xg como una particula que
se mueve a lo largo de la curva

I'y, = {x € E|x = ¢(t,x0),t € R}

definida por el sistema dindmico (2-9). En algunas ocasiones la notacién I'yx, designa la
trayectoria de (2-9) que pasa a través de el punto xq en el tiempo ¢t = 0. Si no es necesario
especificar el punto xg, la notacion de una trayectoria simplemente se nota como I'. También
se puede definir la semitrayectoria positiva a través del punto xg € E como el movimiento
de una particula a lo largo de la curva

Iy ={xeElx=¢(t,x0),t >0}

De forma similar se puede definir la semitrayectoria negativa FXJ’ y de este modo cualquier
trayectoria se puede notar como I' =T'"_NT,.

La siguiente definicién de puntos y conjuntos w-limite es importante en el estudio del com-
portamiento cualitativo de las soluciones de un sistema de la forma x = f(x), puesto que
permite entender la evolucién temporal de las trayectorias determinado hacia que estados
de equilibrio evoluciona el sistema dinamico.

Definicién 2.6.2. Un punto p € E es un punto w-limite de la trayectoria ¢(-,x) del sistema
(2-9) si existe una secuencia t,, — oo tal que

lim ¢(tn, x) = p.

n—oo
Similarmente, un punto q € E es un punto a-limite de la trayectoria ¢(-,x) del sistema (2-9)
si existe una secuencia t, — —oo tal que

lim ¢(tn,x) = .

n—oo

El conjunto de todos los puntos w-limite de una trayectoria I'; es llamado conjunto w-limite
de T' y se nota como w(T'). De manera similar, el conjunto de todos los puntos a-limite de
I' es llamado conjunto a-limite de I" y se nota por «(I"). El conjunto de todos los puntos
limite de I'; a(T") U w(T"), es llamado conjunto limite.

Definicién 2.6.3. Una orbita periddica o ciclo de (2-9) es cualquier curva solucion cerrada,
la cual no es un punto de equilibrio de (2-9). Una érbita T es llamada estable, si para cada € >
0 eziste una vecindad U de T' tal que para todox € E yt > 0 se cumple que d(¢(t,x),T) < e.
Una orbita periodica es inestable si no es estable, y I' es llamada asintoticamente estable si
es estable y si para todos los puntos x en alguna vecindad U de T’

lim d(¢(t,x),T') = 0.

t—o0
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2.7. Orbitas cerradas en sistemas planares

Una primer paso en el estudio cualitativo del sistema (2-9), es conocer el comportamiento de
las soluciones en entornos proximos a los puntos de equilibrios del sistema. Pero si se desea
tener un entendimiento holistico de todo su comportamiento es necesario estudiar su retrato
de fase con mayor profundidad. Determinar la existencia o no de érbitas cerradas o ciclos
limite es una manera de conocer mejor el comportamiento de las soluciones. Para el caso de
los sistemas planares existe un marco matematico de resultados que permiten determinar la
presencia o no de este tipo de curvas solucién. En esta seccion del documento no se pretende
esbozar un resumen sobre los resultados teéricos referidos al comportamiento cualitativo de
los sistemas planares, sin embargo, se hace a referencia y presentan dos resultados que en
un capitulo posterior se aplicaran para caracterizar el comportamiento del modelo que se
formula para la dindmica de H. pylori.

2.7.1. Teorema de Poincaré-Bendixson

Algunos fenémenos fisicos se representan por sistemas dinamicos planares, algunos de ellos
tienen soluciones periddicas lo que indica la presencia de ciclos limites. El Teorema de Poin-
caré-Bendixson da un criterio para la localizacién de ciclos limite en el plano, es una herra-
mienta fundamental para la comprensién de sistemas dindamicos planos, pero no tiene una
generalizacién para sistemas representados por ecuaciones diferenciales de dimensién mayor.
La nocion de conjuntos limite es importante en el Teorema de Poincaré-Bendixson. El teo-
rema dice que si un conjunto limite compacto en el plano no contiene puntos de equilibrio
entonces es una orbita cerrada. Se considera de nuevo el sistema no lineal

x = f(x) (2-10)

Teorema 2.7.1. (Teorema de Poincaré — Bendizson) Suponga que f € C*(E) donde E es
un subconjunto abierto de R? y que (2-10) tiene una trayectoria T' con T'" contenida en un
subconjunto compacto ¥ de E. Entonces si w(T') no contiene puntos criticos de (2-10), el
congunto w-limite de I' es una orbita periddica de (2-10).

La generalizacion del Teorema de Poincaré-Bendixson en [48] se enuncia como

Teorema 2.7.2. (Generalizaciéon Teorema de Poincaré — Bendixzson) Bajo las hipdtesis
del Teorema 2.7.1 y la suposicion que (2-10) tiene sdlo un nimero finito de puntos criticos
en F, se sigue que w(I") es

a) un punto critico de (2-10) ¢
b) una drbita periddica de (2-10) 6

c) consiste de un nimero finito de puntos criticos, pi,pa, ..., Pn, de (2-10) y de un nime-
ro contable de drbitas limite de (2-10) cuyos conjuntos o y w-limite pertenecen a

{plap?: apn}
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2.8. Criterios de Bendixson y Dulac

El Teorema Poincaré-Bendixson y su generalizacion descritos en la seccion anterior establecen
la existencia de uno o exactamente m ciclos limite para ciertos sistemas planares. En esta
seccion se presentan y describen dos resultados: Criterio de Bendixson y el Criterio de Dulac.
Estos resultados también se toman de [48] y establecen condiciones para que el sistema planar

% = £(x) (2-11)

con f(Q,P)T y x = (%,¥)T € R? no tenga ciclos limite. En este orden para determinar el
retrato de fase global de un sistema planar es necesario determinar el niimero de ciclos limite
alrededor de cada punto critico del sistema. Los teoremas en esta seccién hacen posible esto
para algunos sistemas planares. Desafortunadamente, no siempre es posible determinar el
numero exacto de ciclos limite de un sistema planar.

Teorema 2.8.1. (Criterio de Bendizson) Sea f € C*(E) donde E es una regidn simple-
mente conexa en R2. Si la divergencia del campo vectorial £, V - £, no es cero y no cambia de

signo en E, entonces (2-11) no tiene orbitas cerradas que estén completamente contenidas
en E.

Un resultado més general para descartar la existencia de trayectorias solucién periddicas es
dado por el siguiente Teorema:

Teorema 2.8.2. (Criterio de Dulac) Sea f € C*(E) donde E es una region simplemente
coneza en R?. Si existe una funcion B € C*(E) tal que la divergencia (V - Bf) es no nula y
no cambia de signo en E, entonces (2-11) no tiene orbitas cerradas que estén completamente
contenidas en E. Si A es una region anular contenida en E de modo que la divergencia
V - (Bf) no cambia de signo sobre E, entonces existe como mdzimo un ciclo limite de (2-11)
en A.



3. Modelo matematico de crecimiento y
resistencia bacteriana para H. pylor:
con respuesta inmune

3.1. Caracteristicas celulares de H. pylori

H. pylori es una bacteria gramnegativa, curvada que se caracteriza por ser un microorganis-
mo que para sobrevivir necesita niveles de oxigeno muy bajos y grandes cantidades de dioxido
de carbono. Se encuentra ubicada en la mucosa gastrica del estémago humano. Algunas de las
especies identificadas en la familia Helicobacter son pylori, mustelae, Cinaedi y fennelliae.
También se caracteriza por tener una variabilidad antigénica, que es la capacidad de los mi-
croorganismos patdgenos para alterar el antigeno de su capa externa. Este cambio impide
que el sistema inmune lo identifique y los destruya con rapidez. En la Tabla 3-1 se des-
criben otras caracteristicas fisicas y celulares y en la figura 3-1 se presenta una vista de
este patégeno tomado por medio de un microscopio electrénico mostrando sus flagelos en su
medio celular.

7.

Figura 3-1.: H. pylori a vista de microscopio. Tomado de https://es.wikipedia.org/wiki/
Helicobacter_pylori, (consultado por ultima vez Agosto 8, 2021).

Segun los reportes y estudios clinicos en la actualidad no se ha unificado un criterio sobre la
manera de contagio por H. pylori, sin embargo, se cree que ingresa al organismo humano via
fecal u oral, o por la administracién de alimentos contaminados. Al ingresar al estémago se
empieza a reproducir, se adhiere a las paredes epiteliales y produce inflamacion de la mucosa
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H Caracteristicas H Valor H
Tamano lum
Largo 0.5-1.0 um
Ancho 1.5-5.0 uym
Temp. Crecimiento 35°-39° °C
Oxigeno 0Oy = 5%
Diox. Carbono COy — 10%
Nitrégeno Ny — 85%

Tabla 3-1.: Caracteristicas Celulares de H. pylori.

gastrica. La inflamacién de la mucosa gastrica puede conducir a desarrollar enfermedades
gastricas crénicas y en otros casos cuadros cancerosos.

3.2. Dindmica infecciosa de H. pylor:

Antes de proceder a describir algunos aspectos referentes a la dindmica infecciosa de H. pylori,
es importante reconocer y describir el sitio donde se desarrolla la infeccién por este patégeno
bacteriano. Para ello se tiene identificado que esta bacteria forma sus nichos de persistencia
sobre el revestimiento o paredes del estémago, es decir sobre la tuinica o capa mucosa. Es-
ta capa mucosa presenta multiples pliegues a manera de crestas y criptas, sobre esta capa
mucosa se distinguen tres partes fundamentales; el epitelio superficial, la lamina propia y la
lamina mucosa. Segun los estudios y reportes clinicos es sobre la zona epitelial superficial
donde H. pylori infecta las células epiteliales y se desarrolla la infeccion por este agente
patégeno. En la figura 3-2 se presenta una ilustracién que describe la estructura microscopi-
ca del revestimiento de la pared estomacal y sus principales células. Igualmente en la figura
3-4 se aprecia un micrografia (imagen tomada mediante un microscopio electrénico de una
muestra de tejido estomacal) que muestra una imagen de la mucosa gastrica.

Para efecto de los propositos de esta investigacién, asumiremos la dindmica infecciosa de
H. pylori descrita en [9] y [37]. Una vez las bacterias llegan al tracto gastrointestinal se en-
frentan a tres limitaciones que inciden en su crecimiento poblacional, peristalsis, competencia
microbiana y la respuesta inmunitaria. En particular H. pylori es un patégeno que persiste
durante décadas y en la mayoria de los casos es asintomatico. Esta persistencia bacteriana es
resultado de que H. pylori florece en un ambiente rico en acido donde no hay competencia
microbiana y a pesar de que se produce una respuesta inmunitaria, esta parece ser poco
efectiva. Entre estos mecanismos se distingue la adherencia bacteriana como estrategia para
resistir la peristalsis, ya que la capa de moco, lugar donde reside la mayoria poblacional de
este patogeno, se elimina por los movimientos estomacales naturales.
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Figura 3-2.: Epitelio gastrico. Tomado de https://es.wikipedia.org/wiki/Est%C3%B3mago,
(consultado por ultima vez Agosto 8, 2021).

La mayoria de la poblacién bacteriana vive en el moco gastrico sobrepuesto a las células
epiteliales y otro tanto reside sobre estas tultimas. En términos porcentuales se estima que
solo una pequena proporcion logra adherirse a las células epiteliales, entre un 1-5 %. De esta
forma, en la dinamica infecciosa de H. pylor: pueden diferenciarse la poblacion residente
en el moco gastrico y la poblacion que reside en las células epiteliales que logran adherirse
a ellas. Esto indica que H. pylori migra del moco para adherirse a las células del epitelio
gastrico, donde este se replica, por tanto, es muy factible que la capacidad de carga del tejido
gastrico este continuamente cerca de la saturacion, lo que obliga a las nuevas células a migrar
hacia el moco gastrico lo que supone una migracién en doble sentido.

En términos porcentuales, segiin [37] se asume que el 98 % de la poblacién total de H. pylori
corresponde a las bacterias de vida libre en el moco gastrico y el 2 % representa la poblacién
bacteriana que logra adherirse. Esta proporcion entre las poblaciones M y A sugiere que
bajas concentraciones de H. pylori pueden estar presentes durante el curso de la infeccién.
Por lo tanto, la poblaciéon adherida A de H. pylori sirve para mantener la infeccion, y la
poblacion M que reside en el moco gastrico esta presente para mantener la densidad de
H. pylori adherido y para la transmisién a nuevos huéspedes.

Complementariamente, H. pylori se considera un patégeno invasivo puesto que una vez llega
las células del epitelio gastrico es capaz de infectarlas y continuar su replicacion dentro de
ellas. Esta caracteristica descrita en [13], [56] es relevante en la infeccién de H. pylori, puesto
que incide a favor en el ciclo de vida e infeccioso del patégeno bacteriano.
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A

Figura 3-3.: Micrografia de la mucosa gdstrica colonizada por H. pylori. Tomada de https://
librepathology.org/wiki/Helicobacter_gastritis, (consultado por tltima vez
Agosto 8, 2021).

3.3. Respuesta inmune a la infeccién por H. pylor:

El sistema inmunitario es una compleja agrupacion de elementos y procesos biolégicos en
el organismo que permiten mantener una especie de equilibrio funcional frente a agresiones
externas, siendo estas de naturaleza bioldgica (virus y bacterias) o fisicoquimicas (conta-
minantes o radiaciones); o agresiones internas (células cancerosas). El sistema inmunitario
estd compuesto por diferentes moléculas solubles en diferentes fluidos de nuestro organismo
(sangre) y por células ubicadas en diferentes tejidos y 6rganos.

Adicionalmente, el S.I. (sistema inmunitario) actia en distintos niveles de respuesta frente
a agentes extranos que invadan el organismo en individuos humanos. Algunos procesos y
elementos de la respuesta inmunitaria son genéricos, es decir actian de manera inespecifica
con el proposito de defender de manera inmediata al organismo, esto se conoce como res-
puesta inmunitaria innata. Complementariamente, otros procesos y elementos se activan y
regulan a partir de la respuesta innata, pero se consideran como una respuesta més avanzada
o sofisticada puesto que su actuar es especifico hacia el patégeno o agente extrafio que es
reconocido, esta respuesta inmunitaria hace parte de lo que se conoce como sistema inmuni-
tario adquirido [27], [45], [54]. Algunas caracteristicas y diferencias sobre ambas respuestas
se describen en la siguiente tabla.

Segun estudios y reportes clinicos los individuos infectados por H. pylor: desarrollan una
respuesta inmune poco efectiva para erradicar el agente infeccioso [4, 22, 51]. En el proceso
infeccioso por H. pylori de los individuos, la inflamacién de la mucosa géstrica es una res-
puesta tipica. Como lo describen [4, 22], este es un mecanismo del sistema inmune innato
que se activa desde el momento en que los sujetos se infectan con el patégeno. Particular-
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H Caracteristicas H
H Inmunidad Innata H Inmunidad adquirida H
La respuesta no es especifica Respuesta especifica
La exposicion conduce a la respuesta maxima inmediata Demora entre la exposicién y la respuesta maxima
Inmunidad mediada por células y componentes humorales || Inmunidad mediada por células y componentes humorales
Sin memoria inmunoldgica La exposicién conduce a la memoria inmunolégica
Presente en casi todo ser vivo Presente sélo en vertebrados

Tabla 3-2.: Caracteristicas sistema inmune.

mente para H. pylori la respuesta inflamatoria se considera como respuesta inespecifica a
la infeccién, dicha respuesta inflamatoria se manifiesta u observa como una gastritis acti-
va caracterizada por la infiltracién de leucocitos (linfocitos T') en la superficie del epitelio
gastrico. El rol de la respuesta innata del sistema inmunoldégico desempena un factor clave
en el proceso infeccioso de H. pylori ya que regula la respuesta de los linfocitos T'. De esta
forma, la respuesta innata puede inducir el desarrollo de gastritis cronica o una respuesta
con anticuerpos que permite erradicar al patégeno.

La funcion reguladora de los linfocitos T' conocida como funcion reguladora Th, es una di-
ferenciacion sobre el tipo de respuesta que los linfocitos T tendran en el sitio de infeccién.
Para la diferenciacién del tipo de respuesta, primero se deben reconocer los antigenos del
patdgeno a través de los macréfagos (mecanismo activado en la respuesta innata). Luego de
ese reconocimiento, se produce una liberacion de citocinas reguladoras que inducen la res-
puesta celular de los linfocitos T'. Dependiendo del tipo de citocinas predominantes liberadas,
la funcién reguladora T'h de los linfocitos T' puede ser Th — 1 (respuesta T-Helper tipo 1),
que regula un aumento de la respuesta proinflamatoria; o una respuesta Th — 2 (respuesta
T-Helper tipo 2,) que regula un aumento de la respuesta antinflamatoria (ver figura 3-4). La
poca efectividad de la respuesta inmune para lograr la erradicacion de la bacteria proviene
como tal de la persistencia inflamatoria generada a través de citocinas que inducen una fun-
cién reguladora de los linfocitos 7" mas bien de naturaleza proinflamatoria. En los ultimos
anos ha adquirido una gran importancia el estudio del rol de algunas citocinas particulares
que regulan la funcién de algunos linfocitos T' (Células CD4+ y CD8+) que segin ensayos
reportan inducir respuestas antinflamatorias que permiten erradicar la bacteria.

3.4. Resistencia bacteriana de H. pylor:

Segtn los reportes [41], [42], [46], la resistencia bacteriana puede clasificarse como: Natural:
Posibilidad intrinseca del patégeno que impide erradicar la infecciéon (producida por un
efecto barrera que impide la penetracién del compuesto). La Resistencia Adquirida:
Es la que aparece frente a antibidticos a los que la bacteria era inicialmente susceptible
(por mutaciones genéticas o por infeccién por pldsmidos). Las mutaciones cromosémicas
se trasmiten en forma vertical por la replicacién celular, la adquisiciéon de resistencia por
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Figura 3-4.: Respuesta inmune del huésped ante la infeccién por H. pylori.

plasmidos se trasmite horizontalmente por intercambio de genes resistentes entre organismos
bacterianos. Resistencia Farmacoldgica: Aplicable concretamente a cepas de H. pylori,
que muestran susceptibilidad a un antibiético inwvitro, pero son resistentes tnvivo, su causa
es la dificultad del antibidtico de llegar al foco o sitio de la infeccion a concentraciones
suficientes para alcanzar un efecto antibacteriano.

3.4.1. Costo de aptitud o F'itness cost en H. pylori

La aptitud o Fitness en genética describe la capacidad de un organismo para reproducirse
con cierto genotipo, es decir, representa la proporcién de genes que un organismo puede he-
redar en los genes de la siguiente generacion. Dando lugar a que los genes con mayor aptitud
se hagan mas comunes. La adquisicién de resistencia a los antibioticos generalmente conduce
a una perdida de aptitud en las bacterias que se conoce como F'itness cost. De esta manera,
la adquisicion de resistencia por exposicion al antibidtico conduce a un patégeno que, en au-
sencia del farmaco, es menos apto que el patégeno no resistente, es decir, pierde la capacidad
de trasmitir en las siguientes generaciones las caracteristicas genéticas de resistencia. Sin
embargo, el patogeno resistente puede sufrir mutaciones adicionales que compensan el costo
de aptitud. Para el caso de H. pylori los reportes especializados [8], [23], [25], han tratado de
determinar los mecanismos compensatorios de la resistencia a los antibiéticos en H. pylori
y sugieren que las mutaciones compensatorias pueden desempenar un papel importante en
la evolucion y propagacion de los genes resistentes en esta poblacién de patdgenos.
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3.5. Formulacién del modelo

En este estudio se considera la persistencia infecciosa de H. pylori como un efecto derivado de
la resistencia bacteriana que este patogeno ha desarrollado a algunos tratamientos terapéuti-
cos. La formulacion y planteamiento del modelo se baso en algunos modelos propuestos a
través de sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales que a continuacion se describen:
Los modelos relacionados con la persistencia y colonizacién de H. pylori presentados en [9]
y [37]; los cuales abordan la dindmica infecciosa en términos de una cinética poblacional de
H. pylori presente en el mucus gastrico y otra poblacién de H. pylori que se adhiere a las
células epiteliales. También se revisé los modelos mateméticos propuestos en [18], [33], [50];
que describen el crecimiento y adquisicion de resistencia bacteriana de patégenos infecciosos,
bajo la premisa de que la resistencia bacteriana puede ser adquirida por mutaciones deriva-
das de la exposicién al antibiético y por transferencia de plasmidos (intercambio de material
genético). Complementariamente, también se consideraron los modelos presentados en [14]
y [15]; los cuales de manera similar describen el crecimiento y desarrollo de resistencia bac-
teriana bajo los supuestos antes descritos, pero con la diferencia de plantear una respuesta
inmunolédgica en la dindmica infecciosa a través de la proliferacién de células del sistema
inmune. De esta manera, el modelo formulado aqui es una adaptacion que integra supuestos
y términos de los modelos antes citados para describir in vivo el crecimiento y adquisicién
de resistencia bacteriana en H. pylor: junto con la activacién de la respuesta inmune en el
hospedador o individuo infectado (modelo whitin). El modelo se enmarca en los siguientes
supuestos:

- H. pylori tiene la capacidad replicarse en las células epiteliales una vez que logra
adherirse a estas.

- El modelo considera un desprendimiento epitelial de H. pylori hacia el mucus gastrico
cuando la capa mucosa gastrica esta sobrecargada poblacionalmente.

- La resistencia bacteriana se adquiere por exposicion al antibiético y por transferencia
de material genético (conjugacién) considerada a través de una cinética de accién de
masas.

- Considera la respuesta inmune a la infeccion por H. pylor: a través de una pobla-
cién de linfocitos T' (células inmunes) cuya funcién reguladora induce una respuesta
antinflamatoria.

- Considera el aumento de la concentracién del antibiético hasta alcanzar la concentra-
cién de equilibrio sérica a través de una tasa de absorcién de farmaco.

Se definen las poblaciones que intervienen en la dindmica de crecimiento bacteriano, adqui-
sicion de resistencia antibidtica en H. pylor: junto con la respuesta inmune activada. De este
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modo las poblaciones que se consideran son A4(t) poblacién de H. pylori adherido a las célu-
las del epitelio gastrico que es sensible al efecto del antibidtico, A, (t) poblacién de H. pylori
adherido a las células del epitelio géstrico que es resistente al efecto del antibidtico, G(t) la
poblacién de linfocitos T' (células inmunes) cuya funcién reguladora induce una respuesta
inmune antinflamatoria y C;(t);i = 1,2,3 la concentracién sanguinea de cada antibiético
utilizado en un tratamiento de erradicacién.

Ahora se procede a definir las expresiones que seran utilizaran para describir en la dindami-
ca de interés el crecimiento bacteriano, la adquisiciéon de resistencia, la proliferacion de la
respuesta inmune y el aumento de la concentracion antibidtica. El crecimiento bacteriano
se modela adoptando las hipdtesis y expresiones de crecimiento celular presentadas en los
modelos formulados en [30, 33|, de este modo, la poblacién bacteriana de H. pylori sensible y
resistente en el epitelio gastrico se replica siguiendo un crecimiento tipo logistico con capaci-
dad de carga N (nimero maximo de bacterias que soporta el epitelio géstrico). Las tasas de
reproduccién de H. pylori sensible y resistente son (5, v 3, respectivamente. Se supone que
el hecho de adquirir resistencia genera un fitnees cost que se manifiesta en una disminucién
de la tasa reproductiva de las bacterias resistentes pero que puede compensarse por otros
mecanismos (mutaciones). Por tanto,lLas tasas de reproduccién de H. pylori se consideran
bajo el supuesto de que [, < s, luego los términos que representan el crecimiento de ambas
poblaciones de H. pylori son

B.A, (1 _ M) _ M) _

N B, A, (1 N

Se ha supuesto que el efecto del antibidtico sobre la poblacién sensible A, se modela usan-
do un término de saturacion (F,,,,) cominmente utilizado en modelos sobre eliminacién
bacteriana [5],[38],[43],[34]. Asi el efecto de eliminacién bacteriana por saturacién de la con-
centracion antibidtica se representa por el término

()\q—l—CO> A, con i=1,2,3,

donde §; representa la tasa maxima de eliminacion de bacterias A por efecto antibidtico

v \; representa la concentracién necesaria de antibiético para alcanzar la mitad de la tasa
de eliminaciéon méaxima. Adicionalmente, el H. pylori adherente sensible tiene una tasa de
mortalidad per cépita constante u,. Por otra parte, una proporcién de bacterias resistentes
emergen debido a las mutaciones puntuales que la poblacion de H. pylori A, sufre por
exposicion al antibidtico. Esta proporcion de bacterias resistentes emergentes por efecto
antibidtico se expreso considerando los trabajos de adquisicion de resistencia bacteriana
propuestos en [30, 32, 33] y estd representada por el término

¢ CiAs.
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En la expresion anterior ¢; representa la tasa a la cual la poblacién de H. pylori As adquiere
resistencia y como tal pasa a formar parte de la poblacion bacteriana resistente A,. En gene-
ral, la adquisicion de resistencia bacteriana segin los estudios especializados se manifiestan
por medio de mutaciones bacterianas que estan asociadas a intercambios de material genético
(la conjugacién bacteriana). En algunos modelos mateméticos sobre resistencia bacteriana
[33],[15],[47] esta situacién se representa a través de una cinética de accién de masas. De
este modo, la adquisicién de resistencia bacteriana por intercambio genético entre poblacio-
nes adyacentes de H. pylori se contempla por medio de esta cinética y se representa por el
término

GALA,,

donde & representa la tasa de transferencia de plasmidos, Ademds, las bacterias de H. pylori
adherente resistente mueren de forma natural a una tasa per cépita constante p,.. Como se
describié en la dinamica infecciosa de este patégeno, la mayoria de H. pylori vive el moco
gastrico y solo una cantidad pequena logra adherirse a las células epiteliales. Por lo tanto,
suponemos que es la poblacién total adherente A = A, + A, la que sirve para mantener
la infeccion, y la poblacion M estd presente para reponer la poblacién adherente A. La
saturacion del epitelio gastrico obliga a las bacterias de H. pylori adherente a desprenderse
de este y regresar al moco hasta cuando la saturacion se encuentre nuevamente por debajo
de los niveles de carga del epitelio. Una vez desprendida la bacteria es muy probable que
sea eliminada por la peristalsis y renovacion del moco gastrico, por tanto, esta migracion
bacteriana del epitelio al moco gastrico se formula de acuerdo a las expresiones descritas en
[?7, ?]. Para ambas poblaciones bacterianas de H. pylori la tasa de desprendimiento epitelial
es 0 y la proporcién de bacterias desprendidas se indica como

§A, y OA,.

La infeccién por H. pylori produce una respuesta inmunitaria que se manifiesta a través
del reclutamiento de linfocitos T que tienen una funcién proinflamatoria o antinflamatoria
(funcién regulada por la citocinas producidas cuando el sistema innato intenta reconocer los
antigenos del patégeno). Al igual que en [14], se ha supuesto a través de un término de tipo
logistico, el reclutamiento de los linfocitos T (que inducen una respuesta antinflamatoria)
sobre el epitelio gastrico a una tasa 3, y capacidad de carga w veces la cantidad de bacte-
rias presentes (As + A,). Asi, la proliferacién de los linfocitos T que inducen un respuesta
antiinflamatoria en la infecciéon por H. pylori esta representada por el término

Po (“@)'

Esta poblacién de linfocitos T' (células inmunes especificas) actia sobre la poblacién bac-
teriana eliminandolas a una tasa @, asi pues, los términos ¢A;G y @A, G representan la
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proporcién poblacional bacteriana de H. Pylori (sensible y resistente) que se elimina por
parte del sistema inmunolégico. Respecto a la concentracién del antibidtico se considera que
un tratamiento farmacoldgico tiene efectos terapéuticos cuando alcanza un cierto equilibrio
en las concentraciones séricas que le permiten atacar la infeccién continuamente. De esta
forma, en el modelo representamos la variacién de la concentracién de antibidtico usando
el modelo de capas de difusién descrito en [7], el cual establece que, el aumento de la con-
centracién de antibiético con forme transcurre el tiempo se da de forma proporcional a la
diferencia entre la tasa de saturacién de antibidtico K y la concentracion remanente C' en el
tiempo .

Complementariamente, en el caso de las terapias simples de erradicacion de H. pylori, los
reportes clinicos y estudios experimentales describen bajas tasas de éxito en los tratamientos
debido a la resistencia bacteriana desarrollada por el patégeno. En la actualidad los trata-
mientos recomendados que tienen una probabilidad favorable, sugieren el uso de una terapia
combinada de tres antibidticos durante un periodo de 14 o 15 dias [44]. Por tanto, en el mo-
delo formulado se representa el aumento en sangre de la concentracién de cada antibidtico
utilizado por el término

Ci
Oél(KZ — O,L) = C(iKZ' (1 — ?) , para 1= 1, 2, 3,

donde «; representa la constante de proporcionalidad de aumento de antibiético y K; repre-
senta la tasa de saturacién para la concentracion de farmaco. En la Figura 3-5 se presenta
el diagrama esquematico que representa las interacciones dinamicas del modelo.

3.5.1. Ecuaciones del modelo

A continuacién se formula un modelo para describir el crecimiento y adquisicién de resis-
tencia bacteriana en H. pylori junto con la respuesta inmune en términos de las variables
y parametros anteriormente descritos. De esta forma, la expresion que describe la variacién
poblacional bacteriana de H. pylori sensible conforme avanza el tiempo se representa como

dA, A+ A\ = ( GCi & _ i
o = PsAs <1 - = ) — ; (A = Q) Ay — ;%CZAS — GAA, — pGA, — (s +6)As.  (3-1)

En la ecuacion (3-1) las bacterias sensibles de H. pylori se replican siguiendo un término
logistico con capacidad de carga N. Este crecimiento poblacional se ve diezmado por algunos
términos de pérdida representados en la ecuacion por el efecto de eliminacién antibidtica
sobre A, y por la proporcion de bacterias sensibles de H. pylori que se vuelven resistentes
(ya sea por las mutaciones ocasionadas por la exposicién al farmaco o por el proceso de
conjugacién que permite el intercambio de material genético). Otros términos de pérdida
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AS+A,]

As+ (Us +0)As + pGA,<— @

3
E quiAs +0AA,

i=1

PGA, + (U, +0)A, <— @

A+ A, __ G
ﬁrA,[1— = ] 58G[1 a)(AS+A,)]

ﬁsAs [1 -

1
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—_

Ly

7,Ci
Xi + Ci

Figura 3-5.: Representaciéon esquematica del modelo

que también inciden en el cambio temporal de esta poblacién son la eliminacion de A;
por respuesta inmune, la proporcion de H. pylor: sensible que se desprende de las células
epiteliales y las bacterias que mueren de forma natural. La expresion que describe la variacion
poblacional bacteriana de H. pylori resistente conforme transcurre el tiempo se representa
como

3
dA, As+ A, _ _
=06A({1— ——— i CiAg AA, — A, — (u, A,. -2
7 I} < N >+izglq0 +0 oG (1 +9) (3-2)

En la ecuacién (3-2) la replicacién bacteriana de H. pylori sigue una ley logistica. Esta po-
blacién tiene términos de ganancia poblacional representados por la poblacién de bacterias
sensibles A, que se vuelven resistentes (ya sea por las mutaciones ocasionadas por la expo-
sicion al farmaco o por el proceso de conjugacién que permite el intercambio de material
genético). También en la ecuacién (3-2) se tienen términos de pérdida poblacional represen-
tados por la cantidad de bacterias H. pylori que se eliminan por efecto del sistema inmune,
otra proporcién que se pierde por el desprendimiento epitelial y otra cierta cantidad bacte-
rias que mueren de forma natural. La expresién que describe la variacién de la proliferacién
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celular de linfocitos T' que se activan como respuesta del sistema inmune para combatir a
H. pylori respecto al tiempo se representa como

=0 (- ) i

El reclutamiento de los linfocitos T' (que inducen una respuesta antinflamatoria) sobre el
epitelio gastrico aumenta de forma proporcional a una tasa 3, y capacidad de carga w veces
la cantidad de bacterias presentes (As+A,) presentes en el tiempo ¢. Finalmente, La expresion
que describe la variacion en el aumento de la concentracion antibidtica se representa como

dc;
dt

= o; K; <1 - Q) , para i=1,2,3, (3-4)
K;

el aumento de concentracion es proporcional a la diferencia entre la saturacién maxima y la

concentracién presente en el tiempo ¢ (3-4) Por lo anterior el modelo completo que describe la

dindamica de crecimiento y adquisicion de resistencia bacteriana para H. pylori con respuesta

inmune esta representado por el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias que

se indica a continuacién

dA, _ A+ AN\ (GG . ] ]
dt - BsAs (1 - N ) - ; ()\2 + Cl> As - ;qZCZAS - JASA’I” - QDGAS - (Ns + §)As

dA, A+ A, > _ _

e BrA, <1 i ) + ;%QAS +AA — GA, — (ur +9)A,

dG G

o _ 1o~

dt Pl < w(As + A,«)>

dc; C; .

el o; K (1 — Kz) , para i=1,2,3. (3-5)

Donde By, By, By, T, @iy Gis Oy P, fhs fhr, 0, w, 0, I; > 0 para i = 1,2, 3.

Las unidades de medida tanto de las variables dependientes como de los parametros del
sistema (3-5) estdn descritas en la tabla 3-3. Para lograr una correcta comprensién e in-
terpretacién del comportamiento del modelo, a continuaciéon se describen las unidades de
sus variables y parametros. En primer lugar, las poblaciones A, v A, de H. pylori estan
cuantificadas con relacién a la cantidad de bacterias que residen por milimetro cubico de
capa mucosa géstrica (bact. mm™2). La poblacién de células inmunes G (linfocitos T') estdn
cuantificadas por la cantidad células inmunes G presentes por mililitro de sangre (cel. mi™1).
La concentracion antibidtica esta medida a través de los miligramos de antibidtico disueltos
por mililitro de sangre diariamente (mg/ml/dia).
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Adicionalmente, algunos pardametros del modelo estdn expresados en funcién de varias uni-
dades, por eso es importante para la investigacion interpretar y definir su significado. El
pardmetro w, que aparece en la tercera ecuacién de (3-5) queda expresado en la unidades
cel. mm~=3 /bact. mm™!, este representa la cantidad maxima de reclutamiento de células in-
munes G (linfocitos T') por cantidad de bacterias de H. pylori que residen sobre la capa
mucosa del epitelio gastrico. El parametro ¢; que aparece en el segundo término de la pri-
mera ecuacién de (3-5) segin sus unidades mi/mg/dia, representa el volumen de sangre por
miligramo de antibiético disuelto al que se exponen las bacterias de la poblaciéon de A,. Por
eso, se asume como la tasa de mutacién por exposicién de la poblacion bacteriana A, a la
concentracion antibidtica disuelta en sangre.

El pardmetro & que aparece en la primera y segunda ecuacién de (3-5) por sus unidades de
medida mm? /bact./dia, se interpreta como el volumen de capa mucosa gastrica por cantidad
de bacterias adyacentes A, y A, de H. pylori que interactiian diariamente. De esta manera,
se entiende como la tasa de bacterias A, por mm? de capa mucosa géstrica que adquieren
resistencia a través de intercambio genético (genes) diariamente. El pardmetro ¢ por sus
unidades ml/cel./dia, representa el volumen de sangre por nimero de células inmunes G
que eliminan la poblacién bacteriana A, y A, diariamente. Por tanto, se asume como la tasa
de muerte bacteriana inducida por los linfocitos 71" segiin el volumen de sangre que llega a
la regién o sitio de infeccién. En la Tabla 3-3 se presenta la descripcion y las unidades de
medida para los restantes parametros del modelo.

H Parametros del Modelo H

H Simbolo H Descripcién H Unidades H
Variables
A H. pylori adherente sensible bact. mm™
A, H. pylori adherente resistente bact. mm~—*
G Linfocitos T" con funcién reguladora antinflamatoria cel. ml~*
C; Concentracion antibiético mg/ml/dia
Pardmetros
Bs Tasa reproductiva de la poblacién A dia~!
By Tasa reproductiva de la poblacién A, dia~!
By Tasa reclutamiento de las células inmunes G (linfocitos T') dfa™!
N Capacidad de carga del epitelio gastrico bact. mm~3
w Proporcién de bacterias A; + A, para la capacidad de reclutamiento de los linfocitos T’ cel. ml~!/bact. mm~—*
G Velocidad mdxima de eliminacién por efecto antibiético dia™!
a4 Tasa de mutacién por exposicién de la poblacién A, a la concentracién antibidtica disuelta en sangre || ml.mg™
i Concentracién de antibiético cuando se alcanza ¢;/2 mg/ml/dia
o Tasa de mutacion de la poblacién A, por transferencia genética mm?/bact./dfa
@ Tasa de eliminacién bacteriana inducida por las células inmunes (linfocitos T) G ml/cel./dia
Iis Tasa de muerte natural de la poblacién Ag dia~?
Iy Tasa de muerte natural de la poblacién A, dia=t
0 Tasa de desprendimiento de bacterias del epitelio gastrico dia~t
«; Constante de propor. de aumento de la concentracién antibiética sin unidades
K; Concentracién de saturaciéon de antibidtico C; mg/ml/dia

Tabla 3-3.: Unidades de variables y pardmetros del modelo de resistencia bacteriana y respuesta

inmune para H.pylori



4. Soluciones de Equilibrio

En este capitulo se define la regién de interés biolégico del sistema (4-6) que modela la
dindmica infecciosa de H. pylori. Ademds se prueba que esta regién es positivamente in-
variante bajo la accién del campo vectorial del sistema. Es decir, se prueba que todo flujo
solucion del sistema con condiciones iniciales en la regién bioldgica determinada permanece
en la misma region. También se caracterizan de forma algebraica los equilibrios del modelo
y se determinan las condiciones de existencia para los mismos (en la regién bioldgica de
estudio) en funcién de umbrales que relacionan algunos parametros del modelo involucrados
con el crecimiento y resistencia antibiotica de H. pylor:. Primero se realiza un cambio de
variables que facilita el estudio cualitativo del sistema (3-5). Después se prueba la invarianza
positiva y por ultimo se presenta la caracterizacion algebraica del los equilibrios del sistema.

4.1. Cambio de variables

Para facilitar el andlisis del modelo representado por el sistema (3-5) y reducir el nimero de
parametros se introduce el siguiente cambio de variables
Ay A, G C;

SZF; T:W’ g:m, ci:E para ©=1,2,3. (4-1)

En lo que sigue se determina el sistema de ecuaciones diferenciales para las variables definidas
en (4-1)

ds _ 1A,
dt N dt
1 A+ A\ [ GCi E
= N 63145 (1 - ]_\|_] ) - Z (/\q+ C) As - ZquiAs - &ASAT - ()BGAS - (Ms + 5)145
L i=1 v v i=1
1| A+ AN [ GG >
=5 |B+As (1 - fv ) - ( - m C_) As =Y aiCids — 6 A A, = GAs — (s + 0) A,
L i=1 ¢ ¢ i=1
1 ( GKic E
= BsNs[l — (s+71)] — Z (M) Ns— ZquiciNs —0NsNr — pwNgNs — (us +6)T's
L i=1 v v i=1

i=1

3 _ 3
=B8]l — (s+71)] — Z ( /\f]z'Ci ) s— Z qiK;c;s —aNsr — gwNgs — (pus + 0)s.
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Procediendo de manera similar para las otras variables se tiene

dr _ 14,
dt N dt
1 A+ A, 3 ) )
=~ B A, <1 — N> + ; GiCiAs + 5AA, — 3GA; — (1, + 0) A,

3 (4-2)
1
=¥ [BTNTD —(s+r)]+ ZquiciTs +dNsNr — gwNgNs — (pu, + 5)Nr]

i=1

3
=6r[l —(s+7r)]+ Z qiKicis + aNsr — pwNgs — (u, + 9)r.
i=1

Para la poblacién de células inmunes se tiene
dg _ 1 dG
dt  wN dt

— v 196 (1 )|

g ong (1o vt (+3)
~WN | w(Ns+ Nr)
g
= 1—-—2 ).
e (1-545)
Finalmente para la variacién de la concentracién de antibidtico
dei _ 1dC,
dt  K; dt
1 i
)
K; K; (4-4)
1 Kici
=— |k (1———
= Q4 (1 — Ci) .

Con las expresiones (?77?), (4-2), (4-3) y (4-4) formamos el nuevo sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales en las variables definidas en (4-1)

3 _ 3
ds 4Ci _ _
%= Bss[l — (s+1)] — g ( - ) s — ;_1 qiKicis — aTsr — gwTgs — (s + 9)s

Ai .
i1 \ &, TCi

dr ’ _ _

pri Brr[l = (s+1)] + ;:1 i lKicis + oTsr — gwT'gs — (pur + )r
dg g

A 1——7

dt Feg ( (s + 7“))

dCi

—7 = O (1 —¢); con i=1,23. (4-5)
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Redefiniendo algunos parametros el sistema queda expresado como

3 _ 3
% = fss[l = (s+71)] — Z ( Gt > s — Zmicis —osr —9gs — (js +0)s
i=1

p Ai + ¢
dr i
i B[l — (s +7)] + ;micis +osr — pgr — (g, + 0)r
dg g
2 — 1 _
at = ( (s + r))
de; .
% _ a; (1—c¢); con i=1,2,3, (4-6)
dt
donde _
oc=0N, ¢=¢@wN, )\i:%, m; = ¢ K;, para i=1,2,3. (4-7)

)

4.2. Conjunto de interés biolégico

Por el cambio de variables se ha logrado adimensionalizar las variables estado del modelo y
reducir el nimero de parametros del mismo. Adicionalmente, se restringe la region sobre la
cual se llevard a cabo el estudio cualitativo del modelo. A continuacién se define la regién
de interés biolégico como el conjunto Q C R® determinado asi

Q:{(S,T,g,cl,CQ,Cg)GRiiogs,T; 0<g<s+r<1;0<¢<1,i=1,2,3. } (4-8)

Dado que el campo vectorial definido por el lado derecho del sistema (4-6) es C''(2), por
el Teorema de existencia y unicidad podemos garantizar la existencia de la solucion. En la
siguiente proposicion probamos que el sistema esta bien planteado, en el sentido de que las
soluciones con condiciones iniciales en ) permanecen alli para todo ¢ > 0, es decir vamos a
probar que el conjunto €2 es positivamente invariante.

Proposicién 4.2.1. El conjunto Q definido en (4-8) es un conjunto positivamente invariante
del sistema de ecuaciones diferenciales no lineales (4-6)

Demostracion. Sumando las dos primeras expresiones de (4-6) se obtiene

ds dr 3 qiC; 5 5
dt+dt(6ss+6ﬁ)[1(8+T)];<Ai+ci)8¢g(8+7")(us+ Js— (o (49)

De la ecuacién (4-9) se obtiene que
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O O < (Bt 1 (s 47)]. (110

Recordando que dentro de los supuestos de formulacién del modelo se considerd un costo
bioldgico para las bacterias que se vuelven resistentes determinado por una disminucién en
su tasa reproductiva (8, < (), de este modo se obtiene que

%vL%S(ﬁss+6ﬂ")[1—(s+r)]§(ﬁss+65r)[1—(s+r)].
TS B(sHn) L— (s+ 1),

o bien

%(s—i—r)gﬁs(s—i-r)[l—(s—l—r)].

Al reorganizar y resolver para s + r se obtiene

In|s+r|—In|l = (s+7r)| < Bst + K,
(S +T) < KePst.

1—(s+r)~
Donde K = X > 0. Asi para t > 0 se sigue que

KePst
s+r<

< <L (4-11)

El anélisis cualitativo de la expresién (4-11) permite determinar que las soluciones para
(s + r) satisfacen 0 < s(t) + r(t) < 1 para todo ¢ > 0. Adicionalmente, las soluciones de las
tres dltimas ecuaciones de (4-6)

de;
d—ct:ai(l—ci), para 1=1,2,3,

de; :
/(1—Cci) :/aidt, para 1 =1,2,3.

De donde la solucién ¢;(t) quedaria expresada como

se obtienen integrando

ci(t)=1—Me ™" para i=1,2,3. (4-12)

Evaluando para t = 0 se tiene que
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ci(0)=1—-Me O para i=1,2,3,

o bien
M =1-¢/(0), para i=1,2,3. (4-13)

Reemplazando (4-13) en la solucién (4-12) se tiene finalmente

ci(t) =1—1[1—c¢(0)] e ™", para i=1,2,3. (4-14)

Donde ¢;(0) satisface 0 < ¢;(0) < 1, de este modo, de la ecuacién (4-14) se concluye que
0 < ¢i(t) < 1paratodot > 0. Complementariamente, para encontrar la solucién de la tercera
ecuacién de (4-6), se supone que 0 < s+ r = u (cte) < 1 donde u es un valor constante, asi

= (1-).

La expresién anterior es una E.D.O de variables separables, reescribiendo e integrando por

se tiene

fracciones parciales se obtiene

In|g| — In|u — g| = Byt + ¢(0),
o bien

elnlgl=Inlu—g| _ -Byt+g(0)

Después de algunos tratamientos algebraicos, se expresa de manera explicita g en funcién
del tiempo ¢

£ — u
9(t) = 7 1 e Bat—a(0)°

Donde la condicién inicial g(0) satisface 0 < g(0) < s(0) + r(0) < 1. De la expresion (4-15)
se sigue que la funcién ¢(t) satisface

(4-15)

0<g(t) <u=s(t)+r() <1

Por tanto, se concluye que 0 < ¢g(t) < s(t) +r(t) < 1 para t > 0. Finalmente, cuando se
restringe el campo vectorial definido por (4-6) a la frontera de €2, es decir cuando se toma
un condicién inicial zy € 012, la solucién ¢;(z¢) no contiene puntos del exterior de €. De
esta manera toda solucion que empieza en la region de interés bioldgico permanece en )
para t > 0. Asi el conjunto esta bien definido y es positivamente invariante por el sistema
(4-6). O
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4.3. Equilibrios del sistema

En esta seccién se procedera a realizar la buisqueda algebraica de las soluciones de equilibrio
del sistema definido por la ecuaciones descritas en (4-6). Asi como la determinacién de los
umbrales de existencia de estos en funcion del niimero reproductivo basico tanto de H. Pylori
sensible como resistente. Las soluciones de equilibrio del sistema (4-6) se encuentran solucio-
nando el sistema de ecuaciones (4-16). De las dos ultimas igualdades del sistema (4-16) se
sigue que ¢; = 1 parat=1,2,3, y que g = 0 0 g = s + r. En primer lugar determinaremos
los equilibrios del modelo para el caso ¢; =1 (i = 1,2,3) y g = 0, posteriormente para el
casoc; =1 (1=1,2,3)yg=s+r.

3 _ 3
Bss[l — (s+71)] — Z (/\in(:) s — Zmicz-s — 08T — pgs — (s +6)s =
i=1 v i=1

3
Brr[l — (s+1)] + Zmicis +osr —pgs — (. +)r =0
i=1

9
1 —_ g
Pag < (s—l—r))
a;(1—¢)=0, para i=1,2,3. (4-16)

4.3.1. Equilibrios del sistema (4-6) cuando ¢; =1 (i =1,2,3) y g=0
Reemplazando ¢; = 1 parai = 1,2,3 y ¢ = 0 en (4-16) se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones

3

_ 3
Bss[1 — (s +1)] —Z ()\‘qj_1> S—Zmis—asr— (us +0)s =
t i=1

i=1

3
Brr[l — (s+71)] + Z m;s + osr — (ur +)r = 0. (4-17)
1=1

Tomando factor comin s de la primera expresién de (4-17) se tiene

[55[1— s+7)] i(/\_i_l)—iilmi—ar—(,us—i—(ﬂ ~ 0.

=1

s=0 V Bi[l—(s+r Z(/\;l) > mi—or — (i +6) = 0. (4-18)

i=1

Reemplazando s = 0 en ambas expresiones de (4-17) se reduce a la ecuacién

Brr(L=r) = (ur +6)r =
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Por tanto,

r=0 V B(1-r)— (u+3)=0. (4-19)

En el segundo caso se tiene que

b (I1—-r)=1.
fr + 0
Definiendo R, = ufjré’ se tiene que para s = 0 el valor de r es r son: r = 0 6 r = ry. Este
ultimo esta determinado por
R, -1
ry = R

Por lo tanto, en el caso ¢; = 1 (i = 1,2,3) y ¢ = 0, para s = 0 se tienen las siguientes
soluciones de equilibrio para el sistema definido en (4-6) son:

EO = (0707()’ 17 17 1)’
By = (0,r1,0,1,1,1). (4-20)

El equilibrio Ey siempre existira, mientras que el equilibrio F; existird si R, > 1. Hemos de-
terminado condiciones para la existencia de los equilibrios descritos anteriormente en (4-20).
Dichas condiciones se presentan en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3.1. El sistema de ecuaciones diferenciales no lineal definido en (4-6) siem-
pre tiene el equilibrio Ey = (0,0,0,1,1,1). Si R, > 1, ademas de Ey existe el equilibrio
B = (o, Bl 01,1, 1).

Adelantdandonos a una interpretacién bioldgica en términos de la infeccion podriamos afirmar
que existen dos equilibrios endémicos, uno libre de infeccién y otro donde sélo existen cepas
de H. pylori resistentes generando una persistencia. Sin embargo, el anélisis de estabilidad
confirmara la situaciones infecciosas que se pueden presentarse en el curso de la infeccion por
este patogeno. Complementariamente para la busqueda y determinacion de los equilibrios
para el caso s # 0 se hace el siguiente tratamiento algebraico, se recurre a la segunda
expresion de (4-18)

3 _

3
Bs[l — (s +7)] ( )— m; —or — (us +0) =0
2 (nvi) X

Bajo algunas manipulaciones algebraicas a la expresion anterior se obtiene

Bl — (s +7)] —or — [i (Aiﬁﬁmi) + s + 0

=1
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que es equivalente a

Bs[l — (s +7)] B Bsor i—l—O
Z?:l ()\?Jirl +mi> +ps +0 Z?:l (gsfjﬂ +mi> +Ns+668
Definiendo Ry = ——— B , se tiene que la segunda ecuacion de (4-18) queda como
(5 ma) et
RS—RSS—RST—Rsrﬁi—l:O.
Agrupando y factorizando términos se llega a
o
R, — R;s — R,r <1—|——> —1=0,
Bs
o bien
—R,s — R,r (1 + ﬁi) = —R,+ 1.
Expresando las variables s y r en funcién de R se obtiene
R, —1
s—H"(l—i—%) =~ (4-21)

De la expresién (4-21) se observa que una condicién necesaria para la coexistencia de bacterias
sensibles y resistentes de H. pylori es que Ry > 1. Adicionalmente, el valor de s quedara
determinado por

s:Rstl—r<1+é). (4-22)

De (4-22) se puede inferir que s sera positivo cuando se satisface

r< (Rgl) <1j§> (4-23)

r <, (4-24)

donde 7, = (%) <1 +1l>. Como la expresién definida en (4-22) indica de forma explicita
; Bs

una representacion para el valor de s, a continuacién se busca caracterizar el valor para la
variable de estado r. Para este fin se retoma la segunda expresion de (4-17)

3
Brr[l — (s+71)] + Zmis +osr— (py +0)r =0,
i=1
a la cual se le hace el tratamiento algebraico que se describe a continuacion

3
Byr — Brsr — Byr® + Zmis +osr— (u, +6)r =0.

i=1
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b B Bo 1 o (/xﬂré)
o= ST — T =y MyS ST — =0
Br B 5, ﬁrz Br Br
3
; +9
r—sr—r’4s ﬁ—l—isr—(m )7“:0
;ﬁr 5, 5,
R, -1 ° L ms
2 | r 2
T+(ﬁr )sr—i—( 2 )T+S;ﬁr 0
3 .
24+ = —=1)sr+mrmr+s — =0
(Br ) 1 Zﬁ
3 .
—rl 4 (B——l)rjtzﬁ—z s+ mrr=0. (4-25)
T i=1 T

Reemplazando (4-22) en (4-25) se obtiene

5 m; Rs—l
(E—1> Zﬁr [ R (1—}—&)}—1—7"17“:0.

Efectuando los productos y agrupando se tiene
Rs—1 o Rs —1Y\
G ) (e )]l G () o o ) ron (5) -0

donde by = Zl 1 - De esta manera se ha obtenido un polinomio cuadratico en la variable

—r? +

r que denotaremos como Q(r) y queda determinado como

Q(r) = —yor” + 117 + ¥, (4-26)

yo—1+(3—1> <1+i>
Br Bs
n=ns(7-1) () -0 (14 F)

R,—1
Y2 =b ( in ) : (4-27)

donde

Las soluciones del polinomio (4-26) quedan expresadas como

Y1 — Vi + dyoys .= 1+ Y+ 4yoye (4-28)

ro = y o or_
" 290 2yo
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Las soluciones indicadas en (4-28) son reales dado que para la coexistencia se necesita que
R > 1, lo que implica por la tercera expresion de (4-27) que yo > 0. Ademés, al reescribir
Yo COMO

yo=1+<;—1> <1+§> =ﬁaﬁ (Bs — By + ) >0,

se evidencia que yo > 0, asi el discriminante A = y? + 4yoy > 0.

Lema 4.3.1. Sea Ry, > 1, Ay = 4ygys. El polinomio definido en (4-26) tiene una inica
solucion positiva.

Demostracion. Dado que yp > 0y que y2 > 0 se tiene que Ay = 4yoy, > 0. Asi

yi + 4yoye > i,

\/Yi T+ 4yoye > [yl (4-29)

La desigualdad anterior implica que r_ > 0 y 7, < 0. Por tanto, el polinomio (4-26) tiene

o bien

una unica solucién positiva expresada como

Vi +4
o YL VUL T Yy (4-30)

2yo

O

Hasta aqui se han determinado expresiones tanto para s como para r, bajo el supuesto de
que s # 0. De esta forma, al reemplazar (4-30) en la expresion (4-22) se obtiene el valor

R, —1 o
*= 5 —r 1+ —=. 4-31
s o r ( + 55) ( )
Con lo cual se puede definir el punto de equilibrio
E* = (s*,r*,0,1,1,1). (4-32)

Las simulaciones numéricas realizadas sugieren que siendo 7* > 0 el valor de s* puede tomar
tanto valores positivos como negativos. De presentarse el caso en que s tenga un valor nega-
tivo, esto implicard que E* es un equilibrio del sistema (4-6) pero no pertenece al conjunto
de interés bioldgico €2. Por tanto, se hace necesario encontrar condiciones bajo las cuales el
punto E* se encuentre en el conjunto €2, es decir buscar condiciones bajo las cuales exista
un equilibrio de coexistencia bacteriana de H. Pylori en el escenario epidemiolégico de una
respuesta inmunologica que se hace nula. En en el siguiente Lema se enuncian condiciones
para que los valores de las variables de estado s y r del equilibrio £* sean ambas positivas
(una de las condiciones claves para que el equilibrio E* € ).
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Lema 4.3.2. Sea d; = R, (1 + Bl> Si Ry > Ly entonces s* > 0, con L; = djr* + 1.
Demostracion. Si Ry > dqyr* + 1 entonces

d_lT* +1< RS
dlr* < R, — 1.

Sustituyendo d; se llega a

o
R ([1+—|r"<R;—1
(1+5)

s

1+~ 7"*<RS_1
Bs R,

LR 1
T
R, \1+%

<. (4-33)

Se sigue de la desigualdad (4-24) que para r* determinado en (4-30), el valor s* > 0. O]

Finalmente resta verificar que el equilibrio E* satisface la condicion de que 0 < s* 4+ r* < 1.
En efecto, esto se deriva de la expresion (4-31) y de establecer que R > 1, condicién necesaria
para la coexistencia bacteriana. De este modo se tiene que

-1
< 1. (4-34)

S

0<

Retomando la expresién (4-31) y por la desigualdad (4-34) se sigue que

0<s*+r*(1+ﬁz> <1,

o bien
0< s*—l—r*—i—r*i < 1.
Bs
Asi
0<s"+r" <1 (4-35)

Por tanto del Lema 4.3.1, del Lema 4.3.2 y la expresién (4-35) se sigue que el equilibrio
E* € Q. En la siguiente proposicion se resume las condiciones de existencia para el equilibrio
de coexistencia del sistema (4-6) en el conjunto €2 cuando s # 0 .

Proposicién 4.3.2. El sistema de ecuaciones diferenciales no lineal definido en (4-6) tiene
el equilibrio de coexistencia bacteriana E* = (s*,7*,0,1,1,1) € Q si Ry > 1 y L1 < R, con
Ll = CZl’I“* + 1.
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4.3.2. Equilibrios del sistema (4-6) cuando ¢; =1 (i=1,2,3) y g=s+r

En efecto, reemplazando ¢; = 1 para i = 1,2,3 y ¢ = s + r en las ecuaciones algebraicas
(4-6) se obtienen las siguientes ecuaciones

3 _ 3
Bss[l — (s +1)] —Z <)\}qu1) S—Zmis—asr—go(squ)s— (us +0)s =0
=1 N i=1

Brr[l — (s +7)] + Z m;s + osr —p(s+r)r — (u, +9)r =0 (4-36)

=1

Factorizando s de la primera expresién de (4-36) se obtiene

5[55[1—(5—#7“)]—2(/\;]_";1) —Zmi—or—go(s+7’)s—(ﬂs+5) =0.

Por lo tanto,

s=0 V 55[1—(s+7’)]—2()\ii1>—Zmi—ar—gp(s—l—?”)—(ﬂs%—&):(). (4-37)

=1

Sustituyendo s = 0 en (4-36) se obtiene

Brr(1—=r) —r® = (u. + 8)r =0,
o bien

—(Br + @) + [Br — (pr + 0)]r = 0.

Factorizando r se sigue que

r [_(ﬁr + QO)T + 6r - (Mr + 5)] =0,
de donde

r=0 VvV —(B+er+8 — (ur+09)=0. (4-38)

De la expresién (4-38) se sigue que los valores para la poblacién de bacterias resistentes son
r =0, y de la expresién — (8, + ¢)r + B, — (1 + ) = 0 se deduce que el otro valor de r que
denominaremos r9 sera

_67“_([%"“_5)
rg = ——————=
Br +
Br o+ 0
T2 —

CBte Bt
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1
Br s M t0

To =
U B+e s Bt
R, 1
rg=— — —
T a4 d
R, —
=" (4-39)
Donde d = ﬁﬁ“g Asi que los equilibrios del sistema (4-6) para el caso ¢; = 1 (i=1,2,3) y
g=s+rcon s =0 son:
Ey=(0,0,0,1,1,1),
EZ = <07r27712717171)' (4_4())

El equilibrio Ej ya se habia determinado en la Proposicion 4.2.1, el equilibrio E5 existira
en {2si 1 < R, <d+ 1. La siguiente proposicion resume la existencia del equilibrio Es para
el caso s = 0 y bajo un escenario de respuesta inmune no nula (g # 0).

Proposicién 4.3.3. FEl sz’stema de ecuaciones diferenciales no lineal definido en (4-6) tiene
el equilibrio Ey = (0, er ,1,1, ) €Nsil<R. <Ly, con Lo =d+ 1.

Por otro lado, retomando la segunda expresion de (4-37)

3

Bl = (s+71)] — Z()\+1> Zmz—ar— (s+7r)— (s +9) =0,

bajo los siguientes tratamientos algebraicos

B = Bl +7) = pls + 1) = o7 = lz(ﬁﬁmi) + 1 +9)

i=1

Dividiendo entre 37 | (A " ) + (s + 9), se obtiene
Ry — Rs(s+r) — £Rs(s +7r)— iRSr —-1=0,
Bs Bs
donde R, = —; B La expresién anterior es equivalente a
= 1()\ 1 +mz>+ﬂs+5
¥ ¥ o
R,—Rss— Ror— —Rss— —Rgo——R,or—1=0.

Bs Bs Bs

Factorizando y reagrupando se llega a
Rs—1
sh+r (1 + 90;:") == (4-41)
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donde h = (1 + i)

De este modo la igualdad (4-41) determina una expresién para estudiar condiciones de co-
existencia de bacterias sensibles y resistentes de H. pylori. A partir de la expresién (4-41)
obtenemos una solucién para s en el casoen que ¢; =1,7=1,2,3y g=s+7r con s # 0

R,—1\ 1 1
s:< i )E—r<1+¢;g)ﬁ. (4-42)

De la expresién (4-41) se puede inferir que una condicién de coexistencia de bacterias sensibles
y resistentes de H. pylori en un escenario de respuesta inmune no nula, es que R, > 1.
Particularmente, el valor de s serd positivo si el valor de r satisface la desigualdad

<Rs—1 1
,
R, 1+";“’

r < T, (4—43)

- Ro—1 1
Donde 7y = = <1+G+¢).
Bs

Es decir, si la solucién para el valor r satisface la desigualdad (4-43) se tiene que s > 0.
Ahora se busca caracterizar el valor para la variable de estado r. Para este propdsito se
retoma la segunda expresiéon de (4-36)

3
Ber[l = (s+71)] + Zmis +aosr — (s +7)r — (u, +6)r =0,
i=1

o bien
3

Brr[l — (s +7)] + Z m;s + asr — sr — or® — (u, + 0)r = 0. (4-44)
i=1

Dividiendo entre 3, + ¢ # 0 la igualdad (4-44) y después de agrupar algunos términos se

NEETW ( B, _1) (a—(@rw)) - < m; >:
(ﬂr+<p>r+ Bt d Tt B+ STJFSZ Br+ ’

tiene
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2 0
—re 4 —1 + b + =0, 4-45
T [( ) ) r 2} S ror ( )

Donde ry = fi=d y b, = SO ( ﬁ:'j;o). Reemplazando (4-42) en (4-45) se tiene

—r? 4 [<5 Z_(P—l)rjtbz] [(R}_l)%—rb%—gp;(j) H +ror = 0.

Después de efectuar el producto se llega a
2 l o _ Rs—1 _ o B p+o 172 93 Rs—1 __93 p+o _
Penren (55 ) () - (5 ) (050 i+ 5 (B -5 (14 557) =0

Agrupando y reorganizando

o p+o\ 1] ,

)0l
1 o Rs—1 by p+o by (Rs—1 _
+h+hgﬁw_0(}%)_h0+ &)y+h(RS)_a

De esta manera se ha obtenido un polinomio cuadratico en la variable r que se denotara

como Q(r) y que se define como

Q(r) = —vor® 4+ v1r + vy, (4-46)

o p+o\ 1
=1+ -1 1+ -
0 (&+¢ )( Bs)h

1 o Rs—l bQ p+o
= — -1 ——= 1
i (5 () 5 (057

by (Rs—1
= —= . 4-47
w=t (%) (4-47)
Las soluciones del polinomio (4-46) quedan expresadas como

~ v1 — V% + dvguy y o= v1 + \/v7 + dugug (4.48)

i
ry = _ =
QUO 2U0

donde

Las soluciones indicadas en (4-48) son reales dado que para la coexistencia se necesita que
R, > 1, lo que implica por la tercera expresién de (4-47) que vy > 0. Ademds, al reescribir
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vy COMO

v (5 ) (50

g g
- (51 ()

g
R s L A R

se evidencia que vy > 0, asi el discriminante A = v + 4vyvy > 0.

Lema 4.3.3. Sea Ry, > 1, Ay = 4vgve. El polinomio definido en (4-46) tiene una inica
solucion positiva.

Demostracion. Dado que vy > 0y que vy > 0 se tiene que Ay = 4vgvs > 0. En consecuencia

v? + dvgug > 03,

\/ V3 + dvguy > |vq]. (4-49)

La desigualdad anterior implica que 7— > 0 y 7 < 0. Por tanto, el polinomio (4-46) tiene

O bien

una tunica solucion positiva expresada como

v + /v + 4001)2. (4-50)

2
U1
2’00

rs =

]

Hasta aqui se han determinado expresiones tanto para s como para r, bajo el supuesto de
s # 0. De esta forma, al reemplazar (4-50) en la expresién (4-42) se obtiene el valor

R,—1\ 1 e+o\1
= ——ry1 - 4-51
S3 ( RS )h 7’3( + Bs )h ( 5)

Y g3 esta definido como g3 = s3+r3, por lo cual, se puede definir el equilibrio de coordenadas

Eg = (83,T3,83+T3,1,1,1). (4—52)

Continuando con la bisqueda de condiciones bajo las cuales exista para el modelo de estudio
un equilibrio de coexistencia de bacterias sensibles y resistentes de H. pylori, bajo el escenario
de una respuesta inmune no nula, se debe mostrar bajo qué condiciones el equilibrio F3 € €).
Es decir, comprobar dos cosas para el equilibrio descrito en (4-52)

= La primera, que si r3 > 0 entonces s3 > 0, es decir que r3 satisface la desigualdad

(4-43).
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= La segunda, que las soluciones s3 y r3 satisfacen 0 < s3 +r3 < 1.

El siguiente Lema presenta condiciones que ayudaran a determinar a partir del signo de 73
cuando s3 > 0.

Lema 4.3.4. Sea R, > 1. Si R, < L3 entonces Q(72) < 0, con L3 = diy + 1.

Demostracion. La expresion R, < 1+ drs es equivalente a

R, —1 _
d < T9,
o bien
o < To.
Asi,
—T9 + 19 < 0.

Reemplazando 7, en la desigualdad anterior se tiene
Ry —1
+o
R, (1+%:2)
Sumando y restando a la desigualdad (4-53) el término
1 /Rs—1 o bo o+o
- 1) =21+ , 4-54
() () R (5) 3
la expresién (4-53) quedarfa descrita como
1 (R;—1 o bz< <p+a)} R, —1
- —1) -2 (1+ R
Ll( R, )(ﬁr‘i‘@ ) h Bs R8<1+%0_+‘7> ?

1 /R,—1 o b p+o
— | = —1)]-=11 < 0.
[h( R, )</3r+go ) h( TG, ﬂ
Reordenando

_1(35—1)( o _1>_ R, —1 +1(RS—1)<J _1)
h \ R, Br+ Rs(l“?—”) h\ R, Brg

b b
+r2+f(1+"0+0) <2 (1+¢+0>.

+ re < 0. (4—53)
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Agrupando
_ Rl {_E(L_l) <1+¢+J)_1]
RS<1+-‘P;—S“> h \Br+¢ Bs

1 (Rs—1 o by p+o by w+o
- —-1)—-——11 —— |1 .
+T2+h( Ry )(BTSO ) h( i Bs )< h( i Bs >

Reemplazando las expresiones de (4-47) en la expresién anterior

b
— vr2 +v1 < —EQ (1+ ()0;;0> : (4-55)
Observando que el lado derecho de la desigualdad (4-55) se puede expresar como
b by
2ok
: ()
b (H@”) VR
bl ()
bg p+o Vo
——=11 =——. 4-56
() = (4-56)

Sustituyendo (4-56) en la desigualdad (4-55) se obtiene

_ Vg
—VoT2 +U1 < ——.
T2

Reorganizando la expresion anterior se sigue que

—00(772)2 + v179 + vy < 0.

El miembro izquierdo de la desigualdad anterior corresponde al polinomio @Q(r) evaluado en
79, por tanto Q(7) < 0. ]

Ahora, recapitulando, se sabe que el polinomio (4-46) tiene una tnica solucién positiva rs.
Asi, cuando el umbral R, > 1 se deriva que 75 > 0, por el Lema 4.3.4 se sigue que, si
R, < L3 = dry + 1 entonces Q(72) < 0y, dado que

QO)=v2 y Qrs) =0,

se tiene entonces que 0 < 13 < T (ver Figura 4-1), de esta manera por la desigualdad (4-43)
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Qr) = —vpr> +vir + 0y

5(0) =0

Y

Q(7,) -

Figura 4-1.: Representacién grafica expresion (4-46).

se sigue que sg > 0.

Resta verificar que el equilibrio F3 satisface la condicién de que 0 < s3 + r3 < 1. En efecto,
esto se deriva del andlisis cualitativo de la expresién (4-51), dado que una condicién necesaria
para la coexistencia bacteriana es que Ry > 1, bajo esta hipotesis se tiene que

s —

R,

1
0< < 1. (4-57)

Retomando la expresién (4-51) y por la desigualdad (4-57) se sigue que

+ o
o<53<1+£>+r3(1+‘p5s )<1.

Distribuyendo se obtiene

0<S3+83£+7‘3+T3(@+0—)<1, (4—58)
Bs fs
o bien
1
0< s3+13+ /J’_ [ssp +13(p+0)] < 1. (4-59)

La desigualdad (4-59) implica que
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0<s3+r;<l. (4-60)

Por tanto, de los lemas 4.3.3, 4.3.4 y la expresion (4-59) se sigue que el equilibrio E3 € ).
En la siguiente proposicion se resume las condiciones de existencia para el equilibrio de co-
existencia en el conjunto de interés biolégico en el caso s # 0 y respuesta inmune no nula
del sistema (4-6).

Proposicién 4.3.4. El sistema de ecuaciones diferenciales no lineal definido en (4-6) tiene
el equilibrio de coexistencia Es = (s3,r3,93 = s3+ 13, 1,1,1) € Q si Ry > 1 y R, < Ls, con
Lg = dfg —+ 1.

4.4. Resumen de las condiciones de existencia

En la Tabla 4-1 se presentan las soluciones de equilibrio del sistema (4-6) en la regién §2
caracterizadas en funcion de los umbrales R, y R,.

H Equilibrio H Condiciones de existencia en () H
Ey =1(0,0,0,1,1,1) Siempre existe
E, =(0,7,0,1,1,1) R, >1
E* = (s*,r%0,1,1,1) R,>1y L <R,
Ey = (0,79,79,1,1,1) 1 <R, < Ly
Es = (s3,r3,s3+7r3,1,1,1) || Re>1y R, < Ls

Tabla 4-1.: Condiciones de existencia de equilibrios.

Donde Ly = dyr* + 1, Ly =d+ 1, Ly = dry + 1.



5. Analisis de estabilidad local

En este Capitulo se aborda el estudio de la estabilidad local del los equilibrios determinados
en el Capitulo 3 para el modelo formulado sobre crecimiento y resistencia bacteriana de
H. Pylori con respuesta inmune. Para dicho fin, nos apoyamos en la linealizacién del sistema
(4-6) alrededor de una solucién de equilibrio hiperbélica. Por comodidad se nota el campo
vectorial definido por el sistema (4-6) de la siguiente manera:

qiCi
i+ ¢

+ mici) s —osr—pgs — (us + 9)s

B1(x) = BusL — (s +7)] —Z(

=1

3
Dy(x) = B[l — (s+7)] + Z m;c;s + osr — pgr — (. + 0)r
i=1

<I>3(x):ﬁgg<1—s+r), con s>0, >0 pero no s=r=20

¥i(x)=wo; (1 —¢), para i=1,2,3. (5-1)

Con x = (s,r,g,c1,C2,c3)T. Ademés, para que ®3(x) este definida, se debe tener en cuenta
IERE Y] ) ) ) 3 )
que s y r no pueden ser ambos igual a cero, es decir, que si s = 0 entonces r # 0 y viceversa.

Asi,

P, (x)
Py (x)
f(x) = iig . (5-2)
Wy (x)
| Ys(x) |
El sistema no lineal (4-6) esta representado por
[ § ]| [ ®,(x) |
r Py (x)
i | & || ®sx) ]
- él lI’l(X) ’ (5 3)
¢ Wy (x)
| ¢ | [ ¥s(x) |

o bien

% = f(x). (5-4)
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Se sigue de las expresiones descritas en (5-1) que f(x) es continuamente diferenciable sobre
, la linealizacién de (5-4) alrededor de un punto de equilibrio hiperbélico x* esté dada por

x = Df(x")x, (5-5)

donde x = (s,r,g, ¢y, Ca,c3)T y Df(x*) es la matriz jacobiana de f(x) evaluada en el punto
de equilibrio hiperbdlico x*, asi

[ Ju —(Bs+o)s —ps Juu  Jis  Jig ]
Jo1 Joo —r mis MmsS Mg3S
Bug” By 0 00
Df(x*) = | G+)? (s+1)2 53 (5-6)
0 0 0 —a; O 0
0 0 0 0 —ay O
0 0 0 0 0 —as|
con
Ji = 24
3 7,CA
Jin = B[l — (s +71)] — Bss — ZZI (/\iq;’q + micz') —or — g — (s +9).
Jij 8;;1
i qiCi . .
Ji=s|— —mi|l; j=4,5,6 ¢ i=1,23.
& S[ )\i+0¢+(/\i+0i)2 m} / °!
Jo1 = 851';2
3
Jo1 = =B + Zmici +or.
i=1
Jy = 222
Jog = Br[l = (s +71)] = Brr + 05 — pg — (uy + 0).
J33 = %

2g
= 1-— )
I3 59 ( s—i—r)

5.1. Estabilidad local de equilibrios

El Teorema de Hartman-Grobman garantiza que el sistema no lineal (5-4) tiene comporta-
miento cualitativo similar al del sistema x = Df(x*))x en entornos préximos a un equilibrio
hiperbdlico x*. De esta manera, se procede a realizar el andlisis de estabilidad local de cada
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equilibrio en la region 2. En un sentido bioldgico el estudio de la estabilidad local para la
modelacién del curso infeccioso que se estudia, es un primer acercamiento que nos brinda
informacion sobre los escenarios infecciosos que son factibles de suceder bajo las hipotesis de
formulacién del modelo. La estabilidad se caracteriza en términos del nimero reproductivo
basico bacteriano permitiendo determinar condiciones bajo las cuales las soluciones del sis-
tema (4-6) con condiciones iniciales en 2 tienden a los equilibrios encontrados en el capitulo
3. La siguiente proposicion caracteriza la estabilidad local de los estados de equilibrio Ey y
E.

5.1.1. Estabilidad local de los equilibrios £y y E;

Proposicién 5.1.1. El punto de equilibrio Ey = (0,0,0,1,1,1) del sistema (4-6) es local-
mente asintoticamente estable en 2, st R, <1 y Ry < 1.

Demostracion. Se reescriben Ji1 y Joo

JH—[Z( d )+us+5

=1

Rs(1—(2s+71)) —or— g

3 _
q:C;
- 7 S 6
[;(Mcﬁm)w N

Joo = (ptr + 0) B[l = (5 + 2r)] + 05 — g — (pr + ). (5-8)
Al evaluar Ey en (5-7) y (5-8) se obtiene

(5-7)

Ji1(Ep) = Z( z‘)+ﬁbs+5 (Rs—1) =AM (Rs — 1)
i=1
y
Ja2(Eo) = (pr + 0) (R, — 1),
donde A, = 327, pvas, ) + s + 9. Para evaluar el equilibrio Ey en la matriz (5-6) se

debe suponer la condicién de que 0 < g = s +r < 1. De esta manera al evaluar Ej en la
matriz jacobiana se obtiene

[ Ay (Rs— 1) 0 0O 0 0 0
SPomi (e +0)(R.—~1) 0 0 0 0
B B —By 0 0 0
DEf(Ey) = og og og —a;, 0 0 (5-9)
0 0 0 0 —a, O
] 0 0 0 0 —ay |
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De esta manera, se observa que la matriz indicada en (5-9) es una matriz triangular inferior,
sus valores propios corresponden a los valores ubicados sobre la diagonal y son:

&o=M(R,—1)
§2.0 = (pr +0)(R, — 1)

30 = —Dq
54,0 = —
§50 = —Qz
6,0 = —Q3.

En este caso los valores propios &30, 4.0, £5,0 ¥ £6,0 son negativos. De esta forma, la estabilidad
local del equilibrio Ejy depende de la variacién del signo de los valores propios 10 y &2,0-
Por tanto, el equilibrio Ej es localmente asintéticamente estable si Ry < 1y R, < 1. Se ha
determinado condiciones para un escenario biolégico en el curso temporal de la infeccion en el
que las poblaciones bacterianas de H. pylori se eliminen cuando los antibiéticos involucrados
en la terapia de erradicacion alcancen su concentracion de saturacién en sangre, es decir hay
un equilibrio libre de infeccién. n

A continuacién realizamos el anélisis de estabilidad para el punto de equilibrio F; = (0,71,0,1,1,1),
Ry—1

donde r; = #£=.
T

Proposicién 5.1.2. El punto de equilibrio Fy = (0,r1,0,1,1,1) del sistema (4-6) es inestable
en €.

Demostracion. Se evalia el equilibrio E; en las expresiones (5-7) y (5-8), y se obtiene

2 (i

J11 E1 R3<1—T1)—UT1

[z( L) ko

)+us+6

o bien
Jll(El) = Ale (1 — 7"1) —0ory — Al
== AlRS — AlRST’l —0ory — A1

= A1<Rs — 1) — A1R3T1 AlR 6—7“1

= Al(Rs — 1) — AlRSTl (1 —+ ﬁ_>

= A1<Rs — 1) — Alc?lrl
:Al (Rs—l—(jl’f’l).
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Y tenemos para

Ja(Er) = (pr + 0) Ry (1 — 271) — (ptr +6)
Joa(Er) = (pr + 0) R (1 — 2r1) — (1 + 6)

= (4, +9) [Rr <1 - QR;%_ 2) - 1]
= (ur +0)(—R, +2—1) T
= (ur +0)(1 — R,).

De este modo al evaluar F; en la matriz jacobiana del sistema (4-6) se tiene

[ A (R —1—dim) 0 0 0 0 0]
— 81 + Z?:l m; +ory (u+6)(1—R,) —pr; 0 0 0
0 0 3 0O 0 0
Df(E,) = g 5-10
(E1) 0 0 0 —a; 0 0 (5-10)
0 0 0 0 —ay, 0
I 0 0 0 0 0 oy

ot

La ecuacion caracteristica asociada a la matriz (5-10) se expresa como

(a3 + &) (a2 + &) (1 +6)(§ = By) [Ar (Rs — 1 —dir1) —&] [(r +0)(1 = R,) —&] = 0. (5-11)

Se observa que los valores propios son:

§i1=1M\ (Rs —-1- Ciﬂ’l)
52,1 = (,ur + 5)<1 - RT)

31 =Py

54,1 = —0
55,1 = —Qy
$61 = —Q3.

Uno de los valores propios de la matriz Df(Eq) es positivo, £31 = 5, > 0, por tanto el
equilibrio F; es inestable. La contextualizacién a un escenario biolégico de la inestabilidad
de este equilibrio en el curso temporal de la infeccién podria aproximarse a que no es factible
que las poblaciones bacterianas de H. pylori sensible se eliminen, en tanto que las resistentes
mantienen una persistencia, mientras que la respuesta inmune tiende a hacerse nula y los
antibidticos involucrados en la terapia de erradicacion alcanzan su concentracién de satura-
cién en sangre. Se puede afirmar que bajo estas circunstancias no hay un equilibrio endémico
donde sélo existan bacterias resistentes. O]
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En la siguiente seccion se estudia la estabilidad local del equilibrio £*. Para facilidad en el
estudio de la estabilidad se retoma del Capitulo 1 el criterio de Routh-Hurwitz.

5.1.2. Estabilidad local del equilibrio £*

La siguiente proposicion caracteriza la estabilidad local del punto de equilibrio £*.

Proposicién 5.1.3. El punto de equilibrio E* = (s*,r*,0,1,1,1) del sistema (4-6) cuando
pertenece al conjunto €2 es inestable.

Demostracion. La solucién de equilibrio E* satiscafe la primera ecuacién de (4-16), es decir

3 _ 3
Bes*[1 — (s* +17%) Z(/\ +1)3*_Zmis*_as*r*—(,us+5)s*:0,
i=1

=1

o bien

s* [ﬁs[l —(s"+ )] - (5-12)

Puesto que el valor s* > 0 entonces

Bs[l — (s* +717)] — Z ()\Zq::_ T+ mi) —or* — (s +6) = 0. (5-13)

=1

Luego sumando y restando el termino Sss* > 0 a la igualdad (5-13) se tiene que

3 _
Bs[1 — (s —l—r)]—;:1 (/\i+1+mi>—ar(us+6)+ﬁss — fss™ = 0.

Reorganizando términos se llega a

3 _
4d;
sl — (2 . )] — 3 t - s 0) = — s *7
Bl — (25° + ) ;:1:(&-““”) o — (s + ) = —Bis
la expresion del lado izquierdo de la expresién anterior corresponde a la entrada Ji;(E*) de
la matriz descrita en (5-6), asi

Ju(E") = —Bys. (5-14)

De manera similar, la solucién de equilibrio E* satisface la segunda ecuacién de (4-16), es
decir

3
Brr*[1 — (s +1%)] + Zmis* + o5 r* — (p, + 6)r* = 0.

i=1
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Sumando y restando el termino 3,(r*)* > 0 a la expresién anterior se tiene

3
Brt[L= (" + )]+ > ms™ + 051" = (1 + 6)r* + B(r*)” = Bu(r*)” = 0. (5-15)

i=1

Puesto que r* # 0 se puede multiplicar a todos los términos de (5-15) por 1/r*, después de
simplificar se llega a

3
* * 1 * *_ *_ *
Bl — (s +r)]+r*;mzs + 05" = (i +0) + B = B =0,
o bien ,
1
1_ * 2 * * 5 - _ o *\ 2 )
Brl (s* 4 2r")] + os* — (u, + 9) p- (;mzs + B.-(r") >

El lado derecho de la igualdad anterior corresponde a la entrada Jas(E*) de la matriz descrita
en (5-6), asi

Joo(E*) = —Ti* <Z mis* + Br(r*)2) . (5-16)

Después de evaluar E* en la matriz (5-6) se obtiene

—Bss* —(Bs +0)s*  —ps*  Jiu(E*) Jis(E*)  Jig(E*)
—Bpr* + Zle m; + or* Jaa(E*) —or mys* mas* mgs*
0 0 8 0 0
Df(E*) = g 5-17
(E) 0 0 0 —aq 0 0 ’ ( )
0 0 0 0 —au 0
i 0 0 0 0 0 —as |

la entrada Joo(E*) esta descrita en (5-16). La ecuacién caracteristica asociada a la matriz
descrita en (5-17) se expresada como

(& + a3) (€ + a2)(§" + ) (€7 — By) Pu(§") = 0. (5-18)

Py (£) es el polinomio caracteristico asociado al bloque matriz 2 x 2 superior izquierdo de la
matriz (5-17), que se indicard como

JE" _ { — 5" —(Bs + 0)s* ]
‘ =B+ Z?:l m; + or’ _ri* [Z?:1 m;s* + Br(r*)z] '

. <z ’ . *
Se sigue entonces que la ecuacién caracteristica de J§ es

3
(—Bis" =€) [—} (Zmis* +ﬁr<r*>2> ¢

=0.

3
+ (Bs +0)s" [—ﬁﬂ“* + Z m; + or”

i=1
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Después de efectuar algunos productos y reorganizar términos se tiene

(€)% +

3
Bes™ + % <121 m;s™ + Br(r*)2>

Se obtiene asi que

Pi(€) = (&) +m& +na, (5-19)
donde

3
* 1 * *\ 2
= L (Dm0
3

3 . '
Ne = Bss* Zmi (% + 1) + os*r* [(ﬁs —Br) + Z % +olf. (5-20)
i=1

=1

Se observa de las expresiones en (5-20) que 11 > 0y 72 > 0, por el criterio de Routh-Hurwitz
(caso m = 2) se sigue que las raices de (5-19) siempre son negativas o tienen parte real
negativa. De esta manera, reemplazando (5-19) en la ecuacién descrita por (5-18) se tiene
que la ecuacién caracteristica de la matriz Df(E*) serd

(€ + as) (€ + az) (€ + ) (€ = By) [(€)? +m& + 2] = 0. (5-21)
Por tanto, los valores propios quedan determinados por las raices de la ecuacién (5-21) como
£ = —a3
£ =~
§=—m
5: = Bg
* —T + V T]% - 4,'72
55 - 9
e T Vit — 4
6 e .

2

& y & son las soluciones de (5-19). De este modo, se puede observar que los valores propios
de la matriz Df(E*); £5,&5, &5, &2 v € tienen parte real negativa y solo el valor propio & > 0,
lo que implica que el el equilibrio E* es inestable. O
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5.1.3. Estabilidad local del equilibrio £5

Proposicién 5.1.4. El punto de equilibrio Es = (0,79,79,1,1,1) del sistema (4-6) es local-
mente asintoticamente estable en ) si R, > Ls.

Demostracion. Al evaluar Ey en Jp; se tiene

— 0Ty — PTra.

3 _
_ . . q1 ‘
Ju(Ez) = Bs(1 —12) [El ()\i 3+ mz) + s+ 6

A continuacién se aplican algunas manipulaciones algebraicas a la expresion anterior

3

Ji1(Ea) = Bs — Barg — 079 — 09 — [Z (qu—l —l—mi) + pis + 0

i=1

= fBs — Bary — o9 — prog — Ay
= —furs (1+0+(’0>+BS—A&

Bs Bs
o+ 1 1+%<£
) el )
A R.) 1+ (5-22)
i <1+a+<,0 1-R Rl
- Bs

R (1+752)
o+ 1 R,
-6, (1 I
o (1+52) (3- T4 n)
1 R
:A2<3_7+T2)’

donde Ay = B, <1 + ";—:"> . Ahora Se evalia FEj en la entrada Jy, de la matriz (5-16)

J22(E2) = 5r[1 - 7"2)] — By — @ry — (Nr + 5)
:ﬁr—ﬂrrg—ﬁz—@TQ—Ql_é)
= B = (1 +6) = 2ra(5, + £)

Bty 0 (5-23)
= B+ ¢ [8r — (pr + 9)] = 2r9(B + 5)

=712(Br + ¢ — 26, — )

= _ﬁrr27

retomando las evaluaciones descritas en (5-22) y (5-23), se tiene que la matriz jacobiana
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(5-6) evaluda en E, serd

[ (G- +) 0 0 0 0 0]
— 19 + Z?Zl m; +ory —Bre —pry 0 0 0
B B —B 0 0 0
Df(E;) = g J g 5-24
(E2) 0 0 0 —az 0 0 (5-24)
0 0 0 0 —ay O
i 0 0 0 0 0 as |
La ecuacién caracteristica asociada a la matriz descrita en (5-24) se expresa como
— (as +&)(a2 + ) (a1 + £ P(E) = 0, (5-25)

donde P,(€) es el polinomio caracteristico asociado al bloque matriz 3 x 3 superior izquierdo
de la matriz Df(E5) que a continuacién se describe como

ME-Een) 0
J% = | —Bry+ Z?:l m; +ory —Bry —pry
59 ﬁg _69

El bloque matriz J¥* tiene asociada la ecuacién caracteristica

{AQ (é - % + 772) - g] Py(€) = 0, (5-26)

donde P5(&) es polinomio caracteristico asociado al bloque matriz 2 x 2 inferior derecho de
la matriz Ji?

JQEz _ { _gTTQ :‘Pﬂrz ‘| .

A su vez, la ecuacién caracteristica de J52 es

(=82 — f) (_59 - &)+ Bypra = 0,
o bien

(Brry + &) (By + €) + Byepra = 0. (5-27)

Después de hacer algunos tratamientos se obtiene

62 + [574“2 + /89] 5 + Bg [57»7“2 + 507"2] = 0.

Asi, se tiene

Py(&) = & +m& + 1 =0, (5-28)
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donde

m = /87'T2 + ﬁg
M2 = Bgr2 [Br + ] (5-29)
Se observa de las expresiones (5-29) que 71 > 0 y 72 > 0, por el criterio de Routh-Hurwitz

(caso n=2) se sigue que las raices de (5-28) siempre son negativas o tienen parte real negativa.
De esta manera, al sustituir (5-28) y (5-26) la ecuacién descrita en (5-25) quedaria expresada

como
1 R, _ 9 _
~(aat e+ Olan+9) [ (5= 4r) — | €+ e+ m) =0,
o bien
(063 + 5)(042 + f)(Oél + f) |:§ - A2 <61Z — % + fz):| (£2 + 7]_15 + 77_2) =0. (5—30)

Por tanto, los valores propios asociados a la matriz Df(Fs) quedan determinados por las
raices de la ecuacién (5-30) como

§12 = —a3

52,2 = —Q2

53,2 = -0

§a2 =N <%i — %—i—fz)

€og— —m +\/1E — 4
’ 2

o = VI

2

De esta manera, &2 y &2 son las soluciones de (5-28). Por tanto, se puede observar que
los valores propios &1 2,822,823, 25 ¥ €26 de la matriz Df(E,) tienen parte real negativa, a
excepcion del valor propio &42. Asi, es suficiente con examinar la variacién del signo de &4 9
para determinar la estabilidad local del equilibrio Es. Por tanto, se tiene que si R, > L3
entonces

1+dry < R,
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Reorganizando se llega a

1 R,

athsy

1—RT+‘ <0
d a "

1 R, _
AQ(C—Z—7+T2> < 0.

Por tanto, £ < 0, y asi E; es localmente asintéticamente estable en (2. O

5.2. Resumen de existencia y estabilidad

En la Tabla (5-1) se presenta un resumen de las condiciones tanto de existencia como de
estabilidad de las soluciones de equilibrio del sistema (4-6) en la regiéon Q Donde Ly = dyr*+1;

H Equilibrio H Condiciones de existencia en (2 H Condiciones de estabilidad local en (2 H

Eo = (0,0,0,1,1,1)
0,r1,0,1,1,1)
s*,r*,0,1,1,1)

Siempre existe
R.>1
Rs>1y Ly < Ry
1< R, <Ly

R, <1yRs<1
Inestable
Inestable
R, > Lj

E; =
B = (
Ey = (0,79,72,1,1,1)
By = (

S3,73,83 +73,1,1,1) Ri>1y R, < L3

Tabla 5-1.: Condiciones de existencia y estabilidad local.

L2:1+d, ngdfg‘i‘l

5.3. Interpretacion biolégica de los umbrales R, y R,

Los umbrales R vy R, son interpretados considerando la premisa del éxito reproductivo
individual de un organismo en una poblacién. Generalmente, en ecologia de poblaciones
se asume la medida del éxito reproductivo individual como el nimero medio de nuevos
organismos que se crean sobre el periodo vida de un sélo organismo. De esta manera, cuando
se considera el el producto de entre la tasa de reproduccién bacteriana [, con el tiempo
de vida media de una bacteria de la poblaciéon A, se obtiene la tasa de éxito reproductivo
individual de una bacteria adherente sensible de H. pylori. Este éxito reproductivo esta

N, =p— =22, (531)

Hs  Ms

El pardmetro indicado en (5-31) es interpretado como el numero de bacterias nuevas produ-

indicado como

cidas por una bacteria A, de H. pylori durante su vida media. De manera similar, cuando se
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toma el producto entre la tasa de reproduccion bacteriana (3, con el tiempo de vida media
de una bacteria de la poblacion A,, se obtiene la tasa de éxito reproductivo individual de
una bacteria adherente resistente de H. pylori. Este éxito reproductivo estd indicado como

erﬁri - &

(5-32)
e fr

El pardmetro indicado en (5-32) es interpretado como el numero de bacterias nuevas pro-
ducidas por una bacteria A, de H. pylori durante su vida media. Para darle un significado
al umbral R, este se reescribe en términos de la tasa de éxito reproductivo individual Ns.
Para este propdsito recordemos que

Bs
> <A?j}1 + mi) + s +0

Multiplicando y dividiendo la expresiéon anterior por s

Ry =

=1 \ \;j+1

L Iy oy e )
S (q —l—mi)—i-,us—i-é s
o bien al reordenar se llega a

s
3 di
Zi:l ()\:]+1 + mz) + s + 0

La expresion (5-33) estd descrita como el producto entre el éxito reproductivo individual de

R, = N,. (5-33)

una bacteria A, de H. pylori y el cociente

[hs
SO (Af;l + mz-) 4 pts + 0

En la expresién (5-34) es importante caracterizar algunos de los parametros a partir de los

(5-34)

cuales estd descrita. Por ejemplo, el término
3

i
Z>\Z»+1’

i=1

representa la tasa a la cual cada antibidtico ¢; (i = 1,2,3) utilizado en el tratamiento de
erradicacién contra H. pylori, elimina poblacién sensible de este patégeno en su nivel de
concentracion de equilibrio. El término \; = ;\(—i, representa la proporcion que compara la
tasa de concentracién en saturacion de cada antibidtico ¢; en sangre, con la concentracion que
cada antibidtico ¢; necesita para alcanzar la mitad de la tasa maxima de eliminacién (g;/2).
El término m; = ¢;K;, representa la tasa de mutacién de bacterias sensibles por exposicion

de cada antibidtico ¢; (i = 1,2,3), cuando la concentracién alcanza el nivel de saturacion.
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Regresando a la interpretaciéon del cociente descrito por (5-34), se puede evidenciar que el
parametro es una tasa de proporcion sin unidades. El cociente se puede reescribir de la
siguiente manera

11 s + [Zill (;’—H + mi> + 5] - [Zf’zl ( i+ m) + 5]
S (s tm) fo S0y (3 i) + s+ 0
pet S0 (s tm) 46 XL, (G m) 40
) i (A?il + m) + s+ 0 ) > <Afil + mz-) + ps + 0
S <Aq+1 + mi> +0

3 qi '

-1

(5-35)

Complementariamente en [33] se define un pardmetro similar al descrito por la expresién
(5-34), de esta manera, aqui se adopta una interpretacién bioldgica en el mismo sentido para
dicho cociente. La diferencia expresada en (5-35) se puede interpretar asumiendo los pardme-
tros involucrados en términos de porcentaje, de esta forma la unidad representaria el 100 %
de la poblacién bacteriana sensible y el cociente restante se entiende como el porcentaje de
bacterias sensibles que se desprenden del epitelio gastrico, mueren por efecto antibiotico y
mutan debido a la exposicién a los antibiéticos. Entonces la diferencia descrita en (5-35)
representa en términos de porcentaje la proporcién de bacterias sensibles que se mantienen
sobre le epitelio gastrico, que evaden la accién antibiética y no mutan por la exposicién a los
farmacos. Bajo las anteriores consideraciones la expresion (5-34) define la fraccién de bacte-
rias sensibles de H. pylori que se mantienen sobre el epitelio gastrico, que no han mutado por
exposicion antibidtica y que escapan a la accion de eliminacién del mismo. Luego, el umbral
R, representa el nimero de bacterias generado por la fraccién de organismos sensibles de
H. pylori que se mantienen sobre el epitelio gastrico, evaden la acciéon de eliminacién del
farmaco y no tienen mutaciones por exposicion antibiética. Se puede observar que R, como
umbral que describe el crecimiento de la poblacion A, se ve afectado por la presencia de
medicamento, es decir, que el crecimiento bacteriano se ve incidido por la adquisicién de
resistencia a los antibiéticos. Para el umbral R, se puede hacer una interpretacién biolégica
de manera similar, es decir, reescribir R, en términos del éxito reproductivo individual N,.
Para este fin se recuerda que

T Ly + 5
Multiplicando y dividiendo la expresién anterior por u, se tiene que
R, = N (5-36)

pr +0
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De esta forma, el umbral R, esta descrito por el producto entre la tasa de éxito reproductivo
de una bacteria A, de H. pylori y el cociente p,./p, + 6, este ltimo se puede reescribir de
la siguiente manera

Hr _Mr+5_6
pr + 0 o + 0

I
Cpetd o (5:37)
0
—1-

de nuevo asumiendo los pardmetros en términos de porcentajes la diferencia descrita en (5-
37) representa el 100 % de la poblacién bacteriana resistente menos la proporcién de bacterias
resistentes que se desprenden del epitelio gastrico, entonces la diferencia anterior equivale
en términos de porcentaje a la proporcién de bacterias resistentes que no se desprenden del
epitelio gastrico. De este modo el cociente ﬁ representa la fraccion de bacterias resistentes
A, que no se desprenden del epitelio gastrico. Por tanto, el umbral R, define el nimero
de bacterias generado por la fraccién de organismos resistentes de H. pylori que no se

desprenden del epitelio gastrico.

5.4. Interpretacion de los resultados de estabilidad

El resultado de la Proposicion 4.3.1 establece que siempre existe un equilibrio libre de
infeccion por H. pylori. Esto implica que ambas poblaciones sensibles y resistentes son
eliminadas. Ademas, si la cantidad promedio de bacterias generada por la fracciéon de orga-
nismos resistentes de H. pylori que no se desprenden del epitelio gastrico es mayor que uno
(R, > 1), entonces la poblacién de bacterias resistentes de H. pylori. persiste.

Respecto a la estabilidad local del equilibrio Ejy, la Proposicién 5.1.1 establece que si
la cantidad promedio de bacterias generada por la fraccién de organismos resistentes de
H. pylori que no se desprenden del epitelio gastrico es menor que uno (R, < 1), y si-
multaneamente el nimero promedio de bacterias generado por la fraccién de organismos
sensibles de H. pylori que se mantienen sobre el epitelio géstrico, evaden la accion de eli-
minaciéon del farmaco y que no presentan mutaciones por exposiciéon antibidtica también es
menor que uno (R < 1), entonces se presenta el escenario de eliminacién de la poblacién
bacteriana (tanto sensible como resistente). Respecto a la estabilidad local del equilibrio Ej,
se sigue de la Proposicion 5.1.2 que este es inestable.

El resultado de la Proposicion 4.3.2 establece que si el nimero promedio de bacterias
generado por la fraccién de organismos sensibles de H. pylori que se mantienen sobre el
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epitelio gastrico, evaden la accién de eliminacion del farmaco y no presentan mutaciones por
exposicién antibidtica es mayor que uno (Rs > 1) y su vez mayor que el umbral L;, entonces
las poblaciones bacterianas coexisten y persisten a medida que la activacion de las células
inmunes tiende a disminuir hasta hacerse nula. Sin embargo, del resultado de la Proposi-
cion 5.1.3 se establece que el escenario descrito de persistencia de organismos sensibles y
resistentes de H. pylori con una respuesta inmunologica que tiende a disminuir, no es un
escenario que sea factible de suceder biolégicamente. El andlisis cualitativo de estabilidad
local del equilibrio £F* indica que esta solucién de equilibrio es inestable en la region (2,
es decir, las soluciones del sistema (4-6) se alejan del equilibrio de coexistencia donde la
activacion de las células inmunes tiende hacerse nula. Un escenario con este tipo de res-
puesta inmune no es favorable de suceder en la vida real, puesto que la respuesta inmune
innata siempre estara presente como primera linea de defensa ante la infeccién por H. pylori.

El resultado de la Proposicion 4.3.3 establece que si la cantidad promedio de bacterias
que se generan por la fraccién de organismos resistentes de H. pylori que no se desprenden
del epitelio gastrico es mayor que uno pero menor que el umbral Ly (1 < R, < Ls), entonces
existe un equilibrio de persistencia bacteriano. Complementariamente de la Proposicion
5.1.4 se establece que si esta misma proporcién R, de bacterias resistentes de H. pylori es
mayor que el umbral Lj, entonces el escenario donde la poblacién bacteriana resistente de
H. pylori persiste a pesar de la activacion de las células inmunitarias y de la eliminacion por
accion antibidtica es factible de suceder bioldgicamente.

La Proposicién 4.3.4 establece que si el nimero promedio de bacterias generado por la
fraccion de organismos sensibles de H. pylori que se mantienen sobre el epitelio gastrico,
evaden la accién de eliminacién del antibidtico y no presentan mutaciones por la exposicion
al mismo es mayor que uno (R; > 1), y a su vez la cantidad de bacterias generadas por la
fraccién de organismos resistentes de H. pylori que no se desprenden del epitelio géastrico (R,)
es menor que el umbral L3, entonces existe un equilibrio poblacional de bacterias sensibles
y resistentes de H. pylori, incluso bajo la activacién de una respuesta inmunoldgica y de
la acciéon antibidtica. La estabilidad de la solucién de equilibrio E3 se estudiard a través de
simulaciones numéricas que se describiran en secciones posteriores de este documento.



6. Comportamiento no periddico de las
soluciones

La busqueda de trayectorias solucién peridédicas es importante para tener un compresion
holistica del retrato de fase del sistema (4-6). Poder caracterizar todo tipo de comporta-
mientos cualitativos de las soluciones permite interpretar de manera mucho mas acertada
los escenarios predictivos que el modelo genera. Para llevar a cabo este propdsito se recurre
a parte del andlisis de estabilidad global presentado en los trabajos [14], [15], [30], [50]. En
ellos el comportamiento de las soluciones de equilibrio a largo plazo se hace considerando la
presencia de equilibrios asintéticos que para el caso del sistema (4-6) aqui discutido también
ocurren. La denominacion de equilibrio asintético hace referencia a la caracteristica de que
en las soluciones de equilibrio del sistema (3.8) el comportamiento de algunas de las variables
de estado es independiente de la evolucién temporal de las variables restantes. Esta condi-
cion permite centrar la atencién en aquellas variables del modelo que no satisfacen dicho
comportamiento y sobre ellas hacer el andlisis y bisqueda de curvas solucién periddicas o no
periddicas.

Tanto en los modelos mencionados, como en el aqui presentado las expresiones que modelan
el aumento de la concentracién antibiética estdan indicadas como

de;
dt

De las expresiones anteriores se observa que

=ao;(1—¢), para i=1,23. (6-1)

¢; = 1 cuando t — 0. (6-2)

De esta forma, los equilibrios del modelo original en sus ultimas tres componentes siempre
evolucionan temporalmente hacia 1, y esta tendencia es independiente de la evolucion tem-
poral de las restantes variables de estado (s,r,g). Asi, cuando se reemplazan las soluciones
de equilibrio ¢; = 1, y en algunos casos segtin convenga s = 0 6 g = 0 (segun sea el equi-
librio), el sistema (4-6) se puede reducir de dimensién obteniendo un sistema denominado
sistema limite o asintético [11]. Entonces, se puede centrar la atencién sobre las variables de
estado s y r caso 1) ; o variables r y g caso 2). Para estos escenarios particulares se realiza
la busqueda y estudio de trayectorias periddicas profundizando en el entendimiento sobre
el comportamiento de las soluciones del modelo principal a través de las soluciones de los
sistemas limite.
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La facilidad de estudiar el comportamiento de las soluciones de (4-6) a través de las soluciones
de sus sistemas limite radica en que reducir la dimensién del sistema principal (a dimensién
2 6 3) permite aplicar algunos de los resultados de la teoria cualitativa de los sistemas
E.D.O: Criterio de Dulac, Teorema de Poincare-Bendixson (en el caso planar); y funciones
de Liapunov para sistemas de dimension mayor. En lo que sigue se procede a describir
algunos resultados sobre el comportamiento de las soluciones de los sistemas limite de (4-6)
para ciertos casos particulares.

6.1. Soluciones no periédicas cuando g =0y ¢, =1

En el sistema (4-6) las tltimas ecuaciones % = o, (1 — ¢;), estén desacopladas, su solucién
de equilibrio es ¢; = 1; para i = 1,2,3. Reemplazando ¢ = 0y ¢; = 1 (i = 1,2,3) en el
sistema (4-6) se obtiene un sistema planar asintético equivalente [14], [30], [50] en la regién

0 ={(s,r) € R%;0 < s+r <1} (ver Figura 6-1) dado por

ds ’ 7
%_Bss[l—(s—i—r)]—izl(/\i+1+mi)s—as7“—(,us+5)s

3
Bl (s )+ > mis 057 = (1 O (6-3)

O

v
(7]

Figura 6-1.: Regién Q; definida por el sistema (6-3)

Proposicién 6.1.1. El sistema (6-3) definido en la region 4

a) No tiene drbitas periddicas en €.
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b) SiT' es una trayectoria de (6-3) en Qy entonces el conjunto omega limite w(I") tiene
puntos criticos.

Demostracion. La region €2y es simplemente conexa. El criterio de Dulac afirma que si existe
una funcién ®(s,r) real y continuamente diferenciable para la regién simplemente conexa
O, C R?, tal que

V- [@(s,7) X (s,7)] # 0,

donde X (s,7) es lado derecho del sistema (6-3), entonces no existen drbitas periédicas en el
interior de §2;. Sea la funcién definida como

para s > 0y r > 0. Es claro que ®(s,r) es continuamente diferenciable sobre €2;. Entonces
representando
X(Sv T‘) = (Fl(sv 7”), FQ(Sa T)) )

se tiene que

V- [@(s,7) X (s,7)] = 82 [D(s,r)F1(s,7)] + 82 [D(s,r)Fy(s,T)].

S r

Asi

Bss[1—(s+1)] =30 (5 +mi) s —osr — (s +0)s
V- [B(s, 1) X (5] = 2 (“ )

0s sr

O | Br[l—(s+r)]+ S mis + osr — (. +6)r

+ or sr
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Reorganizando y derivando se tiene

19 |Bssll—(s+7)]— Z?Zl (Afjrl + m,) s—osr— (jus+0)s

r0s s

Vo [@(s,m) X (s,7)] =

10 [b’rr (1= (s+7)]+ 30 mis 4+ asr — (uy + 0)r
sOr

10 G
=, (ﬁs[l—(s—l—r)]—Z()\a_l—Fmi) —ar—(us+5)>

+§§ (ﬁr [1—(8+T)]+Zmi G) +08—(Mr+5))

Por tanto la divergencia V - [®(s,7)X (s,r)] # 0, lo anterior implica que el sistema (6-3) no
tiene 6rbitas periédicas en €. Ahora sea M la regién abierta M C R? definida como

M ={(s,r) eR*: " +r* < 4}.

Se sigue que el sistema (6-3) es C'(M), es decir, es continuamente diferenciable sobre M, al
ser €2y cerrado y acotado se tiene una region compacta €2y C M que contiene a las trayectorias
del sistema (6-3), esto se sigue de la invarianza positiva del conjunto mostrada en el lema
A.1.1 del apéndice A. Por tanto, por el Teorema de Poincaré-Bendixson, como el sistema
(6-3) no tiene drbitas periddicas el conjunto w(I') para una curva curva solucién I' contiene
puntos criticos. O

Al suponer que g = 0 y que la evolucién temporal de las variables estado ¢;, parai=1,2,3
siempre tiende a 1 cuando t — o0, se pudo mostrar la no existencia de orbitas periddicas
a largo plazo en las trayectorias del sistema (6-3). En la siguiente seccién se estudia el
comportamiento a largo plazo de la poblacién de bacterias resistentes y células inmunes que
son las poblaciones que se encuentran presentes en uno de los equilibrios endémicos o de
persistencia infecciosa.
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6.2. Soluciones no peridodicas cuando s=0y ¢ =1

En el sistema (4-6) las dltimas ecuaciones

dCZ'

E - az<1 - ci);

estan desacopladas, su solucién de equilibrio es ¢; = 1 para ¢ = 1,2, 3. Reemplazando s = 0
y ¢ =1(i=1,2,3) en el sistema (4-6) se obtiene un sistema planar asintético equivalente
[14], [30], [50] dado por

% = Br(1 —7) —r®* — (p, +6)r
d
=g (1-2). (6-4)

en la region
Qo ={(r,9) eRY;0<g<r<1}.

Figura 6-2.: Region Qo definida por el sistema (6-4)

Proposicién 6.2.1. El sistema (6-4) definido en la region o
a) No tiene drbitas periddicas en ;.

b) SiT' es una trayectoria de (6-4) en Qy entonces el conjunto omega limite w(I') tiene
puntos criticos.
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Demostracion. La regién €, es simplemente conexa y la funcién ®(r,b) = %, parar >0y
g > 0 es real y continuamente diferenciable sobre Q, C R?. Se puede verificar que

V- [®(r,g)X(r,g)] #0,

donde X (r,g) = (Fy(r,g), F5(r,g)) es lado derecho del sistema (6-4). En efecto, se tiene que
_ _ 0 0
V- [2(n9)X(rg)] = 5o [2n9)Fi(r o)) + 5 [2(m9) Falr.9)]

01 01

I
0 9 | By g

=35 LJ Br(1—r) @T—(MT+5))] 8—9 {7 (1—;>]

:lﬁr_(p]—f_l{ 59:|
g r| or

_ {ﬁr + w] By

=== |

Bt B

= - { p + r—g] < 0. (6-5)

Asi se tiene V- [®(r, g) X (r, g)] # 0, por el criterio de Dulac se sigue que el sistema (6-4) no
tiene Orbitas periddicas en {2s.

Ahora, sea 0 > 0 lo suficientemente pequeno para que la bola abierta U = B(E;,é) -
Qy C R?, sea la regién de estabilidad asintética local del equilibrio F, del sistema (6-4) (ver
apéndice B). Sea g = (rg,90) € U y ¢¢(zo) una trayectoria solucién del sistema que tiene
condicién inicial en z, para t = t,. Por la estabilidad asint6tica local del equilibrio Ej se
sabe que ¢,(xo) € U para t > to. Asi, al considerar la bola cerrada U = B(FE,,d) se tiene
un subconjunto compacto contenido en {2, que contiene una trayectoria del sistema (6-4).
Por tanto, al descartar que el sistema (6-4) tiene érbitas periédicas, se tiene por el Teorema
de Poincare-Bendixson, que dada I' una curva solucién del sistema (6-4) el conjunto omega
limite w(T") contiene puntos criticos. [l

Al suponer que s = 0 y que la evolucién temporal de las variables estado ¢;, parai=1,2,3
siempre tiende a 1 cuando ¢ — o0, se pudo mostrar la no existencia de oérbitas periddi-
cas a largo plazo en las trayectorias del sistema (6-4). Con el propésito de dar sentido a
los resultados cualitativos presentados en este apartado y su relacién con el fenémeno de
estudio modelado, en la siguiente seccién se describe la interpretacion bioldgica sobre el
comportamiento a largo plazo de las poblaciones bacterianas.
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6.3. Interpretacion de los resultados

Para descartar la existencia de trayectorias periddicas en algunos escenarios que el modelo
(4-6) predice, se hizo la consideracién de estudiar la evolucién temporal de la poblacién de
bacterias sensibles y resistentes de H. pylori y células inmunes diferenciando algunos casos:

a) El primero de los casos consideré un escenario en el que la dindmica bacteriana de
H. pylori no se ve determinada por la respuesta inmune pero si por la eliminacién
bacteriana por efecto de la concentracién antibidtica (caso g =0y ¢; = 1).

b) El segundo caso consideré la persistencia bacteriana generada solo por H. pylori re-
sistente. En el marco de este escenario cuando la concentracion de cada antibidtico
llega a su nivel de equilibrio (¢; = 1) se produce el méximo efecto de eliminacién sobre
las bacterias sensibles, de esta manera esta poblacion se elimina. Luego, la dindmica
bacteriana se reduce a la interaccion entre las bacterias resistentes de H. pylori y su
contra parte las células inmunes (caso s =0y ¢; = 1).

De esta manera, para el caso a) se tuvo en consideracién los valores de la solucién de equili-
brio Fy para las variables ¢ y ¢;. Asi, cuando se sustituye g =0y ¢; =1 parat=1,2,3 en
(4-6), se obtiene el sistema (6-3). El sistema en mencién corresponde a la dindmica pobla-
cional celular entre bacterias sensibles y resistentes de H. pylor: donde no se considera un
efecto de eliminacién por respuesta inmune, pero si por efecto antibiético sobre el patégeno,
es decir, la concentracién antibiética alcanza su méxima concentracion sérica.

El resultado de la Seccion 6.1 de este capitulo, permite corroborar que las trayectorias solu-
cién del sistema (6-3) no presentan comportamientos peridédicos. También podemos asegurar
que el w(I') de una trayectoria solucién del mismo sistema en {2y tiene puntos criticos. Las
afirmaciones anteriores en complemento con el andlisis de estabilidad local del sistema (6-3)
(ver Anexo A) sugieren la posibilidad de que el comportamiento de las poblaciones bacte-
rianas de H. pylori (sensibles (s) y resistentes (1)) tienda a estabilizarse hacia el equilibrio
trivial del sistema. Por tanto, bajo los supuestos iniciales es posible por efecto antibidtico
eliminar o controlar la infeccién bacteriana generada por H. pylor:.

La posibilidad de que la infeccion pueda ser controlada o eliminada, hace factible el hecho
de que una vez un individuo infectado empieza un tratamiento antibidtico, este puede ser
exitoso. El éxito de una terapia de erradicacién depende en gran medida de factores como por
ejemplo, un oportuno diagnéstico que informe si el individuo es portador o lleva un proceso
infeccioso en curso por H. pylori como se menciona en [20]. También el considerar las tasas
de resistencias de las cepas de H. pylori presentes en las distintas zonas demograficas para
la seleccién de una combinacién adecuada de farmacos [46]. Estas consideraciones aumentan
la probabilidad de que las bacterias no ganen resistencia durante el tratamiento antibiético.
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Para el caso b) se tuvo en cuenta los valores de la solucién de equilibrio Fy para las variables
sy ¢;. De este modo, al sustituir s =0y ¢; = 1 parai = 1,2,3 en (4-6), se obtiene el sistema
(6-4). El sistema en mencién corresponde a la dindmica poblacional celular que se produce
entre bacterias resistentes de H. pylori y células inmunes luego de que la eliminaciéon por
efecto antibidtico ha logrado erradicar la poblacion sensible de H. pylori.

El resultado de la Seccion 6.2 de este capitulo, permite corroborar que las trayectorias solu-
ci6n del sistema (6-4) no presentan comportamientos periédicos. También podemos asegurar
que el w(I') de una trayectoria solucién de (6-4) en )y tiene puntos criticos. Ademads, el
sistema (6-4) tiene un tinico equilibrio endémico E, = (rs,72) que es asintéticamente estable
cuando existe en {2y (ver Anexo B). las afirmaciones descritas anteriormente indican que la
dindmica de interaccion entre la poblaciéon bacteriana de H. pylori resistente y las células
inmunes a largo plazo tiende a estabilizarse en un equilibrio de persistencia bacteriana. En
otras palabras, no es posible controlar la infeccién y el nivel de carga bacteriana de H. pylori
tiende a equilibrarse con el nivel de respuesta inmune.

De esta manera, a largo plazo el crecimiento bacteriano puede darse solo por H. pylori
resistente y la respuesta inmune activada es evitada por la poblacion bacteriana. Lo ante-
rior concuerda con estudios sobre patogenicidad de esta bacteria [12], [16], [52], los cuales
manifiestan que H. pylori tiene diversos factores que le permiten colonizar el estomago y
permanecer por largos periodos de tiempo. Los factores involucrados con la persistencia estan
relacionados con la evasion de una respuesta inmune, factor clave que H. pylori utiliza en los
individuos infectados para la inflamacion de la mucosa gastrica. Otro indicador que también
concuerda con la persistencia infecciosa de H. pylori que es descrita por los resultados de
andlisis del modelo (6-4) esta ligada a la prevalencia infecciosa a nivel global, este indicador
estima que maés de la mitad de la poblacion mundial se encuentra infectada por H. pylori,
pero solo una menor proporcién de estos hospedadores desarrolla algtin tipo de lesién gastrica
como consecuencia de la inflamacién producida por la respuesta inmune contra la infeccion

[28].

Cuando la solucion de equilibrio F5 pierde su estabilidad aparece un equilibrio F3 de coexis-
tencia para la poblacién de H. pylori. Las simulaciones numéricas sugieren que cuando Ej3
existe en €2, este puede ser localmente asintoticamente estable. Sin embargo, los ejercicios
numéricos de simulacion también permiten observar comportamientos periddicos de las so-
luciones para este equilibrio en la region €2, en este caso las trayectorias del sistema parecen
acercarse hacia un ciclo atractor. De este modo, el comportamiento de las soluciones a largo
plazo cuando el crecimiento bacteriano de H. pylori sensible y resistente se ve incidido por
el efecto de eliminacion antibidtica, asi como por la activacion de una respuesta inmune; se
describird y contextualizara a través de las soluciones numéricas del sistema (4-6) que se
discuten en el siguiente capitulo.



7. Simulaciones Numéricas

En este capitulo se hace una descripcién numérica que permite ratificar los resultados cuali-
tativos en funcién de los umbrales epidemioldgicos caracterizados para la existencia y estabi-
lidad de los equilibrios del sistema (4-6). Se presentan y discuten soluciones numéricas para
ilustrar la evoluciéon temporal del modelo hacia las soluciones de equilibrio caracterizadas.
Especial énfasis en las soluciones numéricas que se presentan para describir el comporta-
miento del equilibrio E3 cuando existe en la regién 2. La informaciéon numérica indica la
posibilidad de que las soluciones del sistema se aproximen al equilibrio Ej3, sin embargo, los
datos numeéricos ponen en evidencia el surgimiento de un ciclo limite que rompe la estabili-
dad del equilibrio Fj3. La descripcion numérica se hace en torno a la variacion del signo de los
valores propios de la matriz jacobiana evaluada en los distintos equilibrios del modelo. Tanto
la descripcion numérica como las soluciones graficas se hacen para parametros numéricos
relacionados con el crecimiento y resistencia bacteriana de H. pylori.

7.1. Descripcién numérica

Para corrobar los resultados de existencia y estabilidad de los Capitulos 3 y 4, se presenta
un ejercicio numérico para evidenciar el comportamiento de los valores propios cuando se
evalian los equilibrios en la matriz jacobiana. Los valores de los parametros del modelo que
se utilizaron para las simulaciones numéricas se presentan en la Tabla 7-1. La informacién
recolectada sobre tasas de concentracion y de efectos terapéuticos para el tratamiento contra
H. pylori es relativamente escasa, las simulaciones se corrieron para datos de concentracion
de los siguientes antibioticos: MTZ: Metronidazol; CLT: Claritromicina; RIF: Rifampicina;
AMX: Amoxicilina; CIP: Ciprofloxacina, farmacos comunmente utilizados en las terapias
erradicadoras contra este patégeno. En las Tablas 7-2 y 7-3 se presentan los valores aproxi-
mados de las soluciones de equilibrio del sistema (4-6), asi como los umbrales epidemioldgicos
R, y R, para los parametros descritos en la Tabla 7-1.

Se puede inferir de los umbrales epidemiolégicos descritos en la Tabla 7-3 que:

i) Existe el equilibrio £y en el conjunto de interés bioldgico, no es localmente asintotica-
mente estable puesto que R, < 1 pero R, > 1, esto también se corrobora al analizar
los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en Ej,
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Valores de los parametros del modelo
Simbolo H Descripcién H Valor H Referencia
Bs Tasa reproductiva de la poblacién A 16.66 dia~! [37]
Br Tasa reproductiva de la poblacién A, 9.996 dia~! Hipétesis
By Tasa reproductiva de las células inmunes G (linfocitos 7T') 0.6 dfa™! [14]
N Capacidad de carga del epitelio gastrico 2,1 x 10% bact. mm™3 [37]
w Proporcion de bacterias A, + A, para la capacidad de reclutamiento de los linfocitos 7' 1 cel. ml~!/bact. mm~* Hipdtesis
7 Velocidad maxima de eliminacién por efecto antibiético RIF 36 dia™! [24]
G Velocidad méxima de eliminacién por efecto antibiético CIP 36 dia™! [24]
3 Velocidad méxima de eliminacién por efecto antibiético CLT 36 dia™! [24]
Q Tasa de mutacién por exposicién de la poblacién A a la concentracién antibitica disuelta en sangre de RIF || 6,6 x 1075 ml.mg~? [55]
[ Tasa de mutacién por exposicién de la poblacién A, a la concentracién antibiética disuelta en sangre de CIP || 3,8 x 10~% ml.mg™! [55]
qs Tasa de mutacién por exposicién de la poblacién A, a la concentracién antibiética disuelta en sangre de CLT || 3x 1072 ml.mg™~! [55]
A Concentracién de antibi6tico cuando se alcanza ¢; /2 0.00025 mg/ml/dia [24]
Ao Concentracién de antibiético cuando se alcanza ¢»/2 0.00025 mg/ml/dia [24]
s Concentracién de antibiético cuando se alcanza g;/2 0.00025 mg/ml/dia [24]
2 Tasa de mutacién de la poblacién A, por transferencia genética 1x 107° mm?/bact./dfa Hipdtesis
@ Tasa de eliminacién bacteriana inducida por las células inmunes (linfocitos 77) 6x1075 ml/cel. /dfa [15]
Iis Tasa de muerte natural de la poblacién A 0.0037 dia~! [19]
tr Tasa de muerte natural de la poblacién A, 0.0037 dia~! [19]
4 Tasa de desprendimiento de bacterias del epitelio géstrico 0.5 dfa™! [37]
o Constante de propor. de aumento de la concentracién antibética RIF 0.96 [50]
1423 Constante de propor. de aumento de la concentracién antibética CIP 0.45 Hipétesis
as Constante de propor. de aumento de la concentracién antibética CLT 0.35 Hipdtesis
K Concentracién de saturacién de antibiético RIF 0.0012 mg/ml/dia [21]
K, Concentracién de saturacién de antibiético CIP 0.0025 mg/ml/dia [6]
K5 Concentracién de saturaciéon de antibiético CLT 2.77 mg/ml/dia [39]

Tabla 7-1.: Pardametros del modelo de resistencia bacteriana y respuesta inmune para H. pylori.

H Equilibrio H Coordenadas H
Ey (0,0,0, 1,1, 1)

(0, 0.94946, 0, 1, 1, 1)

(-4.9486, 0.0049962, 0, 1, 1, 1)
E, (0, 0.94826, 0.94826, 1, 1, 1)

(-4.9399, 0.00000000071457, -4.9399, 1, 1, 1)

Tabla 7-2.: Equilibrios aproximados del modelo para los pardmetros de la tabla 7-1.

H Umbral H Valor H

R, 0.16825
R, 19.786
L, 1.0008
Lo 20.811
Ly -96.739

Tabla 7-3.: Umbrales epidemiolégicos para los pardmetros de la Tabla 7-1.

[ —82,36083 0 0 0
0 94623 0 0
0,6 06 -06 0
0 0 0 -096 0
0 0 0 0 -045 0O

Df(Eop) =
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Los valores propios en este caso son

&1,0 = —0,60000
&0 = 9,46230
&30 = —82,36083
§10 = —0,96

&0 = —0,45

&6,0 = —0,35.

ii) Existe el equilibrio F; en € puesto que R, > 1, el andlisis cualitativo mostré que este
equilibrio es inestable en 2, lo cual se corrobora al evaluar la matriz jacobiana en el
equilibrio £

[ —97,16031 0 0 0 0 0
-9,11675 —9,136 —577,53161 0 0 0
DF(y) = 0 0 0,6 0 0 0
0 0 0 —0,96 0 0
0 0 0 0 —0,45 0
| 0 0 0 0 0 -0,35

Los valores propios en este caso son

&1 = —9,4623
&1 = —97,69922
§31= 0,6

€11 = —0,96

&1 = —0,45

&6, = —0,35.

iii) No existe el equilibrio E* en el conjunto de interés biol6gico puesto que Ry, < 1y
R, < Ly, el andlisis cualitativo mostré que este equilibrio siempre es inestable.

iv) Existe el equilibrio Es en €2 puesto que 1 < R, < Lg, ademads es localmente asintética-
mente estable dado que R, > L3, esto se corrobora al observar los valores propios de
la matriz jacobiana evaluada en F,
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[ —98,19069 0 0 0 0 0
~9,43044 —9,45035 —0,01195 0 0 0
Df(;) = 0,6 0,6 ~0.,6 0 0 0
0 0 0 0,96 0 0
0 0 0 0 -045 0
i 0 0 0 0 0 —0,35 |

Los valores propios en este caso son

12 = —0,60081
20 = —9,44954
32 = —98,19069
§12 = —0,96

50 = —0,45

&2 = —0,35.

v) No existe el equilibrio E3 en ) puesto que R, > L3, esto debido a que el equilibrio Es no
pierde su estabilidad. Al analizar el signo de los valores propios de la matriz Df(FEj3)
se evidencia numéricamente que FE3 es hiperbdlico pero inestable, como se indica a
continuacion

JE3 =

Columns 1 through 5:

8.229858476456917e+01 8.24023224764572%e+01 6.224262713286744e-02 2.537494566352727e+01 1.469719648993033e+01
1.377761312283817e-09 5.865175902846565e+01 9.003632726518242e-12 3.9123593705494524e-10 4.692896490176514e-10
6.000000000000000e-01 6.000000000000000e-01 6.000000000000000e-01 0.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00
0.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00 $.600000000000000e-01 0.000000000000000e+00
0.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00 4.500000000000000e-01
0.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00 0.000000000000000e+00
Column 6:
1.604733179891305e-02
-4.1050494561438762-08
0.000000000000000e+00
0.000000000000000e+00
0.000000000000000e+00
-3.500000000000000e-01

Figura 7-1.: Matriz jacobiana evaluada en FEj.
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Los valores propios en este caso son

£13= 8,229903526407310¢ + 01
&3 = —6,004504947031394¢ — 01
£33 = 5,865175902366487¢ + 01
43 = —9,600000000000000e — 01
&3 = —4,500000000000000¢ — 01
£6.3 = —3,500000000000000e — 01.

Al variar la tasa reproductiva de la poblacién sensible de H. pylori, de S5 = 16,66 a 3s = 210
por dia, y aumentar la tasa de eliminacién por las células inmunes a @ = 6 x 1072 el
comportamiento cualitativo y numérico es el siguiente, los equilibrios numéricos aproximados
son

H Equilibrio H Coordenadas H
Ey (0,0,0,1,1, 1)

Ey (0, 0.94946, 0, 1, 1, 1)

£ (0.52762, 0.00084731, 0, 1, 1, 1)

Ey (0, 0.069593, 0.069593, 1, 1, 1)

Es (0.33030, 0.000000000079072, 0.33030, 1, 1, 1)

Tabla 7-4.: Equilibrios del modelo cuando s =210y @ = 6 x 1072.

H Umbral H Valor H

R, 2.1208
R, 19.786
Ly 1.0018
Ly 270.93
Ls 90.152

Tabla 7-5.: Umbrales epidemiolégicos cuando Bs = 210y @ = 6 x 1072

Se puede inferir de los umbrales epidemiolégicos descritos en la Tabla 7-5 que:

i) Existe el equilibrio Ej en el conjunto de interés bioldgico, no es localmente asintética-
mente estable porque R; > 1y R, > 1, lo cual también se puede evidenciar numérica-
mente al observar los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en Ej



7.1 Descripcién numérica 79

[ 110,97917 0 0 0 0 0
0 94623 0 0 0 0
DE(Ey) = 0,6 06 -06 0 0 0
0 0 0 -096 0 0
0 0 0 0 -045 0
L0 0 0 0 0  —-0,35 |

Los valores propios en este caso son

§10=—0,6

§20= 9,4623
&30 = 110,97917
€10 = —0,96

&0 = —0,45

6,0 = —0,35.

ii) Existe el equilibrio E) porque R, > 1, pero se sabe que es inestable en €.
iii) Existe el equilibrio E* porque Ry > 1y L; < Ry, pero se sabe que es inestable en ().

iv) Existe el equilibrio F5 en €2, dado que 1 < R, < Lo, en este caso el equilibrio no es
localmente asintéticamente estable porque R, < L3, esto se puede corroborar al estu-
diar el signo de los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en Fj,

[ 87,59442 0 0 0 0 0
~0,69210 —0,69357 —8,76873 0 0 0
DE(Ey) — 0,6 0,6 —0,6 0 0 0
0 0 0 ~0,96 0 0
0 0 0 0 -045 0
0 0 0 0 0 —-0,35 |

Los valores propios en este caso son

§12 = —0,64678 4 2,29326%; &22 = —0,64678 — 2,293261
53,2 = 87,59442; 54,2 = —0,96; 55,2 = —0,45; 56,2 = —0,35.

v) Existe el equilibrio F3 puesto que Ry > 1y R, < L3, del andlisis cualitativo se sabe
que este equilibrio emerge cuando el equilibrio Fs pierde su estabilidad.



7.2 Soluciones numéricas 80

7.2. Soluciones numéricas

En esta seccién se presentan algunas simulaciones numéricas del sistema (4-6), estas ilustran
el crecimiento poblacional de la bacteria H. pylor: sensible y resistente a distintos antibiéticos
que se usan para erradicarla. En las simulaciones también se ilustra la activacién de la
respuesta inmune contra este patogeno, describiendo el rol de la respuesta inmune innata a
través de los linfocitos T'. Aunque no se ha unificado un criterio sobre el modo de trasmisién
de esta bacteria, se cree que puede ser por el consumo de alimentos contaminados o aguas
no potables entre otros. Se estima que a nivel mundial, el 60 % de la poblacién se encuentra
infectada por este patégeno [44]. Desde su descubrimiento hasta la actualidad no existe
un tratamiento unico para su erradicacién, mas bien las terapias de tratamiento consisten
de combinaciones antibiéticas de antimicrobianos comunes (claritromicina, ciprofloxacina,
metronidazol, rifapimcina, amoxicilina) que se utilizan generalmente contra otras infecciones
que afectan al ser humano frente a los cuales H. pylori ha desarrollado resistencia. Los valores
de los parametros que se utilizo en las simulaciones son constantes positivas y se determinaron
a partir de una busqueda en reportes clinicos y especializados sobre crecimiento, eliminacion
y resistencia bacteriana asociada a H. pylori y en general sobre resistencia bacteriana(ver

Tabla 7-2).

7.2.1. Soluciones numéricas para E)

La solucién de equilibrio trivial Fy siempre existe en el conjunto de interés biolégico. Este
equilibrio solo puede ser estable si tanto el niimero de bacterias producido por la fraccion de
organismos sensibles de H. pylori que escapan al efecto antibidtico, que no mutan y no se
desprenden del epitelio géstrico es menor que uno (Rs < 1), asi como también la cantidad
de bacterias producidas por la fraccién de organismos resistentes de H. pylori que no se
desprenden del epitelio géstrico este por debajo de la unidad (R, < 1), en cualquier otro
caso el equilibrio trivial es inestable.

En la Figura 7-2 se presenta la solucién numérica del sistema (4-6) cuando [, = 0,664,
Bs = 16,66 y s = p, = 0,37. En este caso se consideré una terapia triple compuesta por
RIF, CIP y CLT, se puede observar que las densidades poblacionales de H. pylori sensible y
resistente tienden a eliminarse. Las primeras, ya sea por los efectos antibiéticos de la terapia
o por respuesta inmunoldgica, las segundas, por que la densidad poblacional de las bacterias
resistentes en este caso no alcanza a superar el umbral de persistencia (R, > 1). Ademads, la
respuesta inmunolédgica descrita por la activacion de las células inmunes tiende a reducirse a
medida que se reduce la poblacién de H. pylori. En resumen, bajo las condiciones descritas
el sistema evoluciona biolégicamente hacia el equilibrio Ej, es decir, un escenario donde se
alcanza un equilibrio endémico libre de infeccion.
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Figura 7-2.: Evolucién de la solucién numérica hacia el equilibrio trivial Ey para 3 = 16,66; 3, = 0,664
y ps = iy = 0,37. Condiciones iniciales: s = 0,6; » = 0,2; g = 0,3 y ¢; = 0,01 (i=1,2,3).
Umbrales: Rs = 0,16763; R, = 0,76322; L, = 1,0230; Ly = 1,7777; Ls = —2,8540.
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Al considerar una terapia de erradicacién compuesta por AMX, CLT y MTZ algunos parame-
tros se modificaron. Entre ellos la tasa de saturacion antibidtica, la tasa de concentracién
para alcanzar la media de eliminacion maxima por accién antibidtica y la tasa de mutacién
por exposicién al antibiético (tasa de mutacién por AMX; ¢; = 0). En la Figura 7-3 se
presenta el estado libre de infeccion bajo los cambios mencionados, se puede evidenciar que
ambas poblaciones de bacterias no sobrepasan los umbrales de persistencia pero si presen-
tan un decrecimiento mas acelerado respecto a la otra terapia. Luego la infeccién puede ser
controlada. En general las simulaciones numéricas para esta terapia no sufrieron cambios

significativos.
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Figura 7-3.: Evolucién de la solucién numérica hacia el equilibrio trivial Ey para 3, = 16,66; 3, = 0,664
y ps = pr = 0,37. Condiciones iniciales: s = 0,6; » = 0,2; ¢ = 0,3 y ¢; = 0,01 (i=1,2,3).
Umbrales: Rs; = 0,15303; R, = 0,76322; L, = 1,0235; Ly = 146,59; L3 = —93,086.

7.2.2. Soluciones numéricas para F»

Por otro lado, el equilibrio Es existe cuando el umbral de persistencia R, satisface que
1 < R, < Ls. Las soluciones numéricas presentadas en las figuras 7-5 a 7-7 representan
segin los umbrales R y R, respectivos, que la evolucién temporal del sistema (4-6) en estos
casos se da hacia la solucion de equilibrio F5. Esta solucion de equilibrio sélo puede ser es-
table cuando la cantidad de bacterias producidas por la fraccién de bacterias resistentes que
no se deprenden del epitelio gastrico es mayor que el umbral Lz. En la Figura 7-4 se puede
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evidenciar que la densidad poblacional de H. pylor: sensible tiende a eliminarse, ya sea como
consecuencia de la terapia de erradicacion o por la respuesta inmunoldgica, mientras que la
poblacién resistente del patégeno experimenta un crecimiento desde el principio hasta un

tope maximo que se iguala con el nivel de respuesta inmune.

En la Figura 7-5 se puede evidenciar que la poblacién de H. pylori se sensible es controlada,
la poblacion resistente del patégeno crece a la par de una respuesta inmune que tiene una
ligera disminucion al inicio para luego equilibrarse con el nivel de carga bacteriana resistente.
De manera similar en la Figura 7-6 se puede observar que la poblacién de bacterias sensibles
se reduce rapidamente hasta eliminarse, la poblacién de bacterias resistentes de H. pylor:
tiende a reducirse al principio, pero mas adelante crece aceleradamente hasta un pico para
después descender nuevamente hasta encontrar un nivel de persistencia de la misma propor-

cién que la respuesta inmune.
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Figura 7-4.: Evolucién de la solucién numérica hacia el equilibrio E, para 8s = 16,66; 5, = 9,966 y
s = p = 0,0037. Condiciones iniciales: s = 0,6; r = 0,2; ¢ = 0,3 y ¢; = 0,01 (i=1,2,3).
Umbrales: R; = 0,16825; R, = 19,786; L1 = 1,0008; Lo = 20,811; L3 = —96,739.
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Figura 7-5.: Evolucién de la solucién numérica hacia el equilibrio F, para 3, = 16,66; 5, = 0,966 y
ts = pr = 0,0037. Condiciones iniciales: s = 0,6; » = 0,2; g = 0,3 y ¢; = 0,01 (i=1,2,3).
Umbrales: Rs = 0,16825; R, = 1,9178; L1 = 1,0184; Lo = 2,9428; L3 = —8,5853.
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Si se establece un contraste entre las simulaciones numéricas antes descritas, en ellas se deta-
lla una diferencia referida al nivel de carga bacteriana que termina generando la persistencia
infecciosa de H. pylori. En las figuras 7-4 y 7-5 se distingue una alta proporcién de carga
bacteriana resistente de la mano de una elevada respuesta inmune, por el contrario en la
Figura 7-6 se muestra que el nivel de carga bacteriana es considerablemente mas bajo, lo
que incide en que la respuesta inmune sea proporcional al nivel de carga bacteriana que
genera la persistencia infecciosa.
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Figura 7-6.: Evolucién de la solucién numérica hacia el equilibrio Fy para 3s = 16,66; 8. = 9,966 y
s = pr = 0,37. Condiciones iniciales: s = 0,6; » = 0,2; ¢ = 0,3 y ¢; = 0,01 (i=1,2,3).
Umbrales: Ry = 0,16763; R, = 11,455; Ly = 1,0008; Lo = 157,28; L3 = —89,613.

Esta dinamica sugiere que la persistencia infecciosa de H. pylor:t no requiere niveles altos
de carga bacteriana. En las figuras 7-7 a 7-9 se pone de manifiesto que cuando el sistema
(4-6) evoluciona a la solucién de equilibrio Fy la persistencia infecciosa puede presentarse
con niveles elevados 6 méas bajos de carga bacteriana, en presencia de respuesta inmune y
es generada sélo por bacterias resistentes. Los niveles de carga bacteriana variaron cuando
se consideraron cambios sobre los valores de parametros como la tasa de crecimiento de las
bacterias de H. pylori resistente (/3,), la tasa de muerte per-cépita natural de amas bacterias
(us, i1r) v la tasa de muerte bacteriana inducida por las células inmunes (@).
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Figura 7-8.: Poblacién total bacteriana en la persistencia infecciosa del equilibrio E, para 8s = 16,66;

Br = 0,966 y us = p, = 0,0037. Condiciones iniciales: s = 0,6; r = 0,2; g = 0,3 y ¢; = 0,01
(i=1,2,3). Umbrales: R, = 0,16825; R, = 1,9178; L1 = 1,0184; Ly = 2,9428; L3 = —8,5853.
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Figura 7-9.: Poblacién total bacteriana en la persistencia infecciosa del equilibrio Eo para 8, = 16,66;
Br = 9,966; s = . = 0,37; = 6 x 1072, Condiciones iniciales: s = 0,6; r = 0,2; g = 0,3
y ¢; = 0,01 (i=1,2,3). Umbrales: Ry = 0,16763; R, = 11,455; L; = 1,0008; L, = 157,28;
L3 = —89,613.

7.2.3. Soluciones numéricas para Fj

Las simulaciones numéricas permiten observar un interesante comportamiento en la esta-
bilidad del equilibrio F3 dentro de la regién de interés biolégico €2. El andlisis cualitativo
local indic6 que el equilibrio Fj3 existe cuando el umbral Ry > 1y R, < Ls. Esta solucion de
equilibrio tiene la particularidad de que emerge cuando el equilibrio E, pierde su estabilidad,
es decir, cuando la cantidad de bacterias producidas por la fraccién de bacterias resistentes
que no se desprenden del epitelio gastrico es menor que el umbral L3 (R, < L3). En las so-
luciones numéricas presentadas en las figuras 7-10 a 7-12 se cumple que Ry, > 1y R, < Ls,
se observa de ellas que las soluciones del sistema (4-6) evolucionan hacia el equilibrio de co-
existencia E3. En este caso la persistencia infecciosa generada por la coexistencia de ambas
poblaciones bacterianas muestra un bajo nivel de carga concentrada mayoritariamente en la
poblacién de H. pylor: sensible, esto debido a que la coexistencia necesita de que Ry > 1 por
lo que la poblacién sensible supera su umbral de reproduccién pero la acciéon antibidtica y la
respuesta inmune de los linfocitos 7" inciden en que la persistencia infecciosa tenga una baja
carga bacteriana. En la Figura 7-13 se puede apreciar como la solucién numérica del sistema
(4-6) para ¢; = 1 (i=1,2,3), evoluciona al equilibrio de coexistencia bacteriana de H pylori.
De esta forma, se podria intuir que el equilibrio es asintéticamente estable, sin embargo, los
ejercicios numeéricos indican que puede tenerse soluciones donde el equilibrio Fs5 existe en €2
pero las trayectorias se acercan a un ciclo limite (Ver figuras 7-14 y 7-15).
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Figura 7-10.: Evolucién de la solucién numérica hacia el equilibrio E3 para 3, = 110; 3, = 5,966;
Us = pir = 0,0037 v @ = 6 x 1072, Condiciones iniciales: s = 0,6; 7 = 0,2; ¢ = 0,3 y
¢; = 0,01 (i=1,2,3). Umbrales: Ry = 1,1109; R, = 11,844; L = 1,0030; Ly = 262,99;
Ls = 13,187.
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Figura 7-11.: Evolucién de la solucién numérica hacia el equilibrio E3 para 3, = 150; 3, = 5,966;

ts = it = 0,37y @ = 6 x 1072, Condiciones iniciales: s = 0,6; r = 0,2; ¢ = 0,3 y ¢; = 0,01
(i=1,2,3). Umbrales: Rs; = 1,5092; R, = 6,8575; L1 = 1,0026; Lo = 152,69; L; = 28,814.
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Figura 7-12.: Evolucién de la solucién numérica hacia el equilibrio E3 para 3, = 210; 3, = 5,966;

Us = pir = 0,0037 v @ = 6 x 1072, Condiciones iniciales: s = 0,6; 7 = 0,2; ¢ = 0,3 y
¢; = 0,01 (i=1,2,3). Umbrales: Ry = 2,1208; R, = 11,844; L = 1,0028; Ly = 262,99;
L3 = 87,530.
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Figura 7-13.:

Solucién numérica del sistema (4-6) con ¢; = 1 (i=1,2,3). E3=(0.330295, 7.35122e-11,
0.330295). Pardametros: s = 210; 8, = 5,966; ¢ = 6x1072 y ps = p,. = 0,0037. Condiciones
iniciales: s = 0,6; » = 0,2; g = 0,3 y ¢; = 0,01 (i=1,2,3). Umbrales: R, = 2,1208; R, =
11,8444; Ly = 1,0028; Ly = 262,9932; Ly = 87,5297.



7.2 Soluciones numéricas 90

SOLUCION NUMERICA DEL SISTEMA (3.7) CUANDO ¢, =1

0.2
0.15 —

0.1 —
0.3

Células inmunes (g)

0.05 —

0.2
Bacterias resistentes (r)

0.1

0~
0:t 0 0.1 02 03

04 05 06

Bacterias sensibles (s)

Figura 7-14.: Solucién numérica del sistema (4-6) con ¢; = 1 (i=1,2,3), surgimiento de 6rbitas cerradas
alrededor del equilibrio E3=(0.0021453, 3.625e-13, 0.0021453). Condiciones iniciales: s =

0,6;7=0,2; g=0,3.
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Figura 7-15.: Solucién numérica del sistema (4-6) con ¢; = 1, surgimiento de érbitas cerradas alrededor
del equilibrio E5=(0.0021453, 3.625e-13, 0.0021453) Condiciones iniciales: s = 0,6; r = 0,2;
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A continuacion se amplia detalle sobre el comportamiento periédico de las soluciones del
modelo. Se presentan algunas soluciones numéricas donde el sistema tiende hacia alguna
de las soluciones de equilibrio, luego en funcién de los cambios numéricos de un parametro
seleccionado del sistema se describe la ocurrencia de las soluciones peridédicas. Cuando los
parametros del sistema (4-6) se fijan en los valores numéricos descritos en la Tabla 7-6, los
umbrales de crecimiento bacteriano indican que la soluciéon numérica evoluciona al equilibrio
Es (R, > L3). Lo anterior se puede evidenciar en la Figura (7-16), sin embargo, cuando la
capacidad de carga del epitelio géstrico aumenta a N=2.1x 108, el equilibrio E, pierde la
estabilidad emergiendo el equilibrio F3. En este caso las soluciones numéricas que se generan
tienen comportamiento periddico (ver figura 7-17).

H Parametro H Valor H Parametro H Valor H Parametro H Valor H Parametro H Valor H Parametro H Valor H
Bs 130 [ 15 o 0.00025 0 0.5 K3 2.77
B, 10 3@ 15 A3 0.00025 a 0.96
By 5 ¢ 6.6x10~8 G 2x107° s 0.35
N 2.1x103 0 3.8x1078 1% 3x107° Qs 0.35
1 qs3 3x107 I 0.0037 K 0.0012
@ 15 A 0.00025 Jir 0.0037 K, 0.0025
Tabla 7-6.: Pardmetros para las soluciones numéricas de la figura 7-17.
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Figura 7-16.: Evolucién de la solucién numérica hacia el equilibrio E,. Condiciones iniciales: s = 0,6;
r=0,2; g =03y ¢; =0,01 (i=1,2,3). Umbrales: R, = 3,1285; R, = 19,853; L; = 1,0033;

Ly = 20,978; L3 = 14,581.
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Figura 7-17.: Soluciones numéricas periédicas para N=2.1x10%. Condiciones iniciales: s = 0,6; r = 0,2;
9g=03y¢ =001 (i=1,2,3).
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En la Figura 7-17 se aprecia que el surgimiento de las soluciones periddicas se da cuando se
aumenta la capacidad de carga del epitelio gastrico. No obstante, en ensayos de simulaciéon
llevados a cabo al variar numéricamente otros parametros del modelo como por ejemplo @,
o, Bs 6 q;, y dejando fijo el resto, se pudo apreciar para estos casos que también aparece
en sus respectivas soluciones numéricas dicho comportamiento periédico. Por ejemplo, al
fijar ahora los parametros del modelo en los valores numéricos de la Tabla 7-7 se puede
evidenciar de la figura 7-18 que la solucién evoluciona temporalmente hacia el equilibrio
de coexistencia bacteriana F3. De esta manera, al fijar todos los parametros a excepcién de
la tasa de eliminacién bacteriana por la respuesta inmune y ahora tasarla en g=3x1075,
la variacion de este parametro hace emerger el comportamiento periddico en las soluciones
numéricas como se aprecia en la Figura 7-19.

H Parametro H Valor H Parametro H Valor H Parametro H Valor H Parametro H Valor H Parametro H Valor H
Bs 150 G 30 o 0.00025 0 0.5 K3 2.77
B, 10 3 30 3 0.00025 o 0.96
By 5 ¢ 6.6x1078 a 2x107° e 0.35
N 2.1x108 ¢ 3.8x1078 @ 3x1072 Qs 0.45
w 1 q3 3x107Y s 0.37 K 0.0012
0 30 M 0.00025 1y 0.37 K, 0.0025

Tabla 7-7.: Parametros para las soluciones numéricas de la figura 7-18.
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Figura 7-18.: Evolucién de la solucién numérica hacia el equilibrio E3. Condiciones iniciales: s = 0,6;
r=02; g=03y ¢; =0,01 (i=1,2,3). Umbrales: R; = 1,807; R, = 11,494; L3 = 77,995.
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Figura 7-19.: Soluciones numéricas periédicas para ¢=3x107°. Condiciones iniciales: s = 0,6; r = 0,2;
9g=03y¢ =0,01(i=1,2,3).



7.2 Soluciones numéricas 95

Otro ejemplo que permite ilustrar el surgimiento de soluciones periddicas en el sistema (4-6),
se da al fijar los parametros del modelo en los valores numéricos de la Tabla 7-8. Se puede
evidenciar de la figura 7-20 que la solucién evoluciona temporalmente hacia el equilibrio
de coexistencia bacteriana F3 (Rs > 1 y R, < L3). De esta manera, al fijar todos los
parametros a excepcion de la tasa de mutacion por transferencia de plasmidos y modificarla
en 6=2x1075, la variacién de este pardmetro hace emerger el comportamiento periddico en
las soluciones numéricas como se aprecia en la Figura 7-20.

H Parametro H Valor H Parametro H Valor H Parametro H Valor H Parametro H Valor H Parametro H Valor H
Bs 130 173 15 o 0.00025 0 0.5 K3 2.77
B, 10 73 15 3 0.00025 a 0.96
By 3.5 @ 6.6x1078 a 1x107° Qo 0.35
N 2.1x108 Q2 3.8x1078 @ 3x1072 Qs 0.45
1 q3 3x107 Ibs 0.0037 K 0.0012
a@ 15 A 0.00025 fo 0.0037 K, 0.0025

Tabla 7-8.: Pardmetros para las soluciones numéricas de la figura 7-20.
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Figura 7-20.: Evolucién de la solucién numérica hacia el equilibrio E3. Condiciones iniciales: s = 0,6;
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Las anteriores simulaciones sugieren que al existir el equilibrio FEj3, las soluciones pueden
aproximarse al equilibrio o tender a un de ciclo limite. Este ultimo escenario se refleja en la
presencia de soluciones periddicas como las presentadas en las figuras 7-17, 7-19 y 7-21.
En ellas se observa que la densidad poblacional de ambas bacterias presenta un pico de
crecimiento al inicio pero que brevemente decae. Luego, la densidad poblacional de bacte-
rias sensibles y resistentes de H. pylori oscila en un ciclo periddico que aumenta hasta un
limite y luego decrece por un tiempo a un valor cercano a cero. La respuesta inmune del
hospedador también se regula puesto que la proliferacién de los linfocitos T" decrece hasta
un umbral cercano a cero, y a partir de ahi, la activacién de las células inmunes también
oscila en un ciclo conforme las bacterias regulan su crecimiento. Desde el punto de vista de la
dindmica temporal de crecimiento y adquisicion de resistencia de H. pylori, la presencia de
soluciones periddicas indica que las bacterias estan colocando en marcha mecanismos de auto
regulacién en su crecimiento poblacional al igual que la respuesta inmune desplega meca-
nismos de autoregulacién como parte de su capacidad para evitar sucesos de autoinmunidad.

Segin [26] y [33] las bacterias se ven obligadas a controlar su crecimiento para mantener
control sobre la generacion de bacterias resistentes que emergen por la trasferencia horizon-
tal de plasmidos, es decir, las bacterias regulan la tasa de contactos a nivel celular entre
organismos sensibles y resistentes. Complementariamente en [3] y [49] se describen algunos
aspectos relacionados con una caracteristica esencial de nuestro sistema inmune; la funcién
de auto regularse. El sistema inmune regula dos aspectos claves: 1) respeta a los componen-
tes propios del organismo donde actia, aspecto conocido como tolerancia inmunitaria; 2)
establece el inicio, desarrollo y punto final de la respuesta inmune contra un agente invasor,
esto se conoce como auto control. El proposito de auto regulacion inmune se centra en que
la respuesta inmunitaria no actué en contra del hospedador evitando el desarrollo de en-
fermedades auto inmunes. En particular en lo que refiere a la respuesta inmune desplegada
contra H. pylori, es de interés la funcionalidad de algunos linfocitos T  reguladores, segtin [49]
H. pilori puede regular negativamente la actividad de los linfocitos 7', dando como resultado
una supresion de la funcionalidad de las células T' que se manifiesta en una supresion de la
respuesta inmune que conlleva a una colonizacién crénica.

Para el sistema (4-6) que describe la dindmica infecciosa de H. pylori, las simulaciones
numéricas donde se puede observar el despliegue de mecanismos y conductas de autoregula-
cién tanto en el crecimiento bacteriano como en la proliferacién de la respuesta inmune se
presentan en las figuras 7-17, 7-19 y 7-21. Estos resultados se pueden interpretar biolégi-
camente en el sentido de que el patéogeno controla la proporcion de bacterias emergentes
resistentes y paralelamente el sistema inmune responde con una auto regulacién inmunitaria.
El propédsito de regular la proliferacion de los linfocitos T' con respuesta reguladora antin-
flamatoria que se infiltran sobre la superficie de la mucosa gastrica, le permite a H. pylori
mantener su persistencia infecciosa por una regulaciéon negativa de los linfocitos T'. Lo an-
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terior marca un escenario donde el patégeno evade la respuesta inmune y puede actuar en
contra de las células epiteliales gastricas.



8. Conclusiones y recomendaciones

8.1. Conclusiones

EL apoyo de herramientas matematicas de modelado para estudiar in vivo procesos infec-
ciosos generados por patogenos dentro del ser humano, cobra mucha sentido porque permite
el estudio de aquellos fendmenos que no se pueden observar a simple vista. Estos modelos
recrean situaciones de crecimiento a nivel celular, de adquisicién de resistencia a los farma-
cos y de respuesta inmune por parte del hospedador basados en hipdtesis y condiciones que
se plasman matemaéaticamente a través de sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Los modelos son aproximaciones del fenémeno real que tratan de hacer una des-
cripcién del mismo y proporcionan algunas explicaciones de gran relevancia que permiten el
entendimiento de las interacciones celulares que ocurren en un proceso infeccioso dentro del
huésped o portador.

De esta manera, este trabajo adaptd y formulé un modelo de crecimiento y adquisicion de
resistencia bacteriana para H. pylori con respuesta inmune a partir de las consideraciones
y modelos continuos propuestos sobre: colonizacién y persistencia de H. pylori presentados
en [9] y [37]; los modelos sobre adquisicién de resistencia bacteriana reportados en [32], [33]
y [50]; los modelos de adquisicién de resistencia bacteriana con proliferacion de la respuesta
inmunoldgica que se estudian en [14], [15]. Se exploré la dindmica infecciosa entre bacterias
susceptibles y resistentes, células inmunes y antibiéticos bajo el supuesto de que la persisten-
cia de H. pylori se deriva de la resistencia a los antimicrobianos, la cual se desarrolla a través
de dos mecanismos: mutaciones de genes por exposicion antibidtica y por transferencia de
plasmidos a través del proceso de conjugacion genética.

El andlisis cualitativo del modelo revela la existencia de un equilibrio libre de bacterias o
infeccion Fy, un equilibrio de persistencia de bacterias resistentes Fs en el que se equilibra la
carga bacteriana con la densidad poblacional de células inmunes y un equilibrio Fs5 en el que
pueden coexistir ambas poblaciones bacterianas de H. pylori. Las simulaciones numéricas
sugieren e ilustran que este equilibrio de coexistencia puede perder su estabilidad, lo que
permite emerger un ciclo limite donde el crecimiento bacteriano de H. pylori y la respuesta
de los linfocitos T' se regula periddicamente. Se recurrié a la nocién de tasa de éxito re-
productivo individual para definir los umbrales de crecimiento poblacional Rs; y R, con el
objetivo de caracterizar la existencia y estudiar la naturaleza de los equilibrios. EI umbral
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R, representa el nimero de bacterias generado por la fraccion de organismos sensibles de
H. pylori que se mantienen sobre el epitelio gastrico, no presentan mutaciones y escapan a
la acciéon antibidtica. De manera similar el umbral R, representa la cantidad de bacterias
generado por la fraccion de organismos resistentes de H. pylori que no se desprenden del
epitelio gastrico. Cuando R; < 1y R, < 1, las soluciones se aproximan al equilibrio libre de
bacterias, lo cual indica el hecho epidémico de que las poblaciones de H. pylori sensible y
resistente son eliminadas por efecto farmacolédgico (eleccién ideal de la terapia antibidtica) y
por la activacion de las células G (Linfocitos T'), estas tltimas tienden a disminuir a medida
que la poblacién bacteriana tiende a eliminarse. Como lo manifiestan en [33] una interpre-
tacion del anterior resultado puede describirse de la siguiente forma: cuando las bacterias
de H. pylori que sobreviven tanto al tratamiento con antibiéticos como a la respuesta del
sistema inmune no pueden continuar con sus procesos reproductivos, entonces la infeccion
se controlard o eliminara.

Cuando las bacterias tienen la capacidad de reproducirse pueden darse los siguientes escena-
rios: el primero cuando R, satisface: 1) estar entre 1 < R, < Ly = 14+d, y 2) ser mayor que el
umbral Lz = 1+ drs. Cuando esto sucede las soluciones se aproximan al equilibrio E, donde
las bacterias sensibles son eliminadas y la infeccién es generada solo por el H. pylori resis-
tente a pesar de tener la presion de una respuesta inmunolédgica presente por la activacién
de células G (Linfocitos T'). Cuando las bacterias resistentes persisten el modelo muestra un
escenario donde la respuesta inmune y la acciéon antibiética no son suficientes para eliminar
la infeccién, lo que implica que el tratamiento o la combinacion de antibidticos no es optima.
La progresion bacteriana en el huésped se nivela con la cantidad de células G lo que sugiere
una evasiéon de los mecanismos de inmunidad desplegados por el reconocimiento del patégeno
en el organismo.

El otro escenario que tienen las bacterias cuando tienen la capacidad de reproducirse se da
cuando Ry, > 1 y R, es menor que el umbral Ly = 1 + dry. Se puede notar que cuando
la cantidad promedio de bacterias generadas por la fraccion de organismos resistentes de
H. pylori que no se desprenden del epitelio gastrico es menor que el umbral L3 el equilibrio
E5 se vuelve inestable, entonces emerge un equilibrio de coexistencia E3 donde bacterias
sensibles y resistentes de H. pylori sobreviven y coexisten junto con la poblacion de células
inmunes GG. Lo anterior indica que a pesar de una respuesta inmune y de un tratamiento de
erradicacién, la eliminacién bacteriana no es factible de suceder y la infeccién en este caso
es desarrollada por ambas poblaciones bacterianas.

Cuando se estudio el comportamiento de las soluciones a largo plazo para el caso g = 0 y
¢; = 1 para i = 1,2,3, la dindmica bacteriana se redujo al sistema (6-3). En este sistema
la dinamica infecciosa de H. pylori no se ve determinada por la respuesta inmune, pero si
por el efecto eliminacién de la concentracion antibidtica. Bajo los supuestos mencionados se
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mostré que las soluciones del sistema (6-3) no tienen comportamientos periddicos, y que el
w(I") de una trayectoria del mismo sistema tiene puntos criticos. Complementado lo anterior
con el andlisis de estabilidad local del sistema (6-3) (Anexo A), se puede inferir la posibilidad
de que el crecimiento de las poblaciones bacterianas tienda a estabilizarse en el equilibrio li-
bre de infeccién, ddndose un escenario donde se elimina la infeccién producida por H. pylori.

Por otro lado, al considerar a largo plazo el comportamiento de las soluciones cuando s = 0
y ¢; = 1 para i = 1,2,3, la dindmica bacteriana se redujo al sistema (6-4). Este iltimo
representa la dinamica celular entre H. pylori resistente en interaccion con la respuesta in-
mune luego de que el efecto antibidtico elimine la poblacion susceptible. Bajo los supuestos
mencionados se mostré que las soluciones del sistema (6-4) no tienen comportamientos pe-
riddicos, y que el w(I") de una trayectoria del mismo sistema tiene puntos criticos. Ademaés,
por el hecho de que el sistema (6-4) tiene un tinico equilibrio endémico E, = (ry,75) que es
asintéticamente estable cuando existe en Q5 (Anexo B), el crecimiento y comportamiento
de estas poblaciones tiende a estabilizarse en un equilibrio de persistencia bacteriana que no
permite controlar o eliminar la infeccion por H. pylori.

Las soluciones numéricas realizadas para los parametros descritos en la Tabla 7-1 relacio-
nados con el crecimiento y adquisicién de resistencia bacteriana de H. pylori, asi como la
descripcion numeérica sobre el comportamiento del signo de los valores propios de la matriz
jacobiana evaluada en las aproximaciones numéricas de los equilibrios, corroboran el analisis
cualitativo local descrito en los capitulos tres y cuatro para las soluciones de equilibrio Ej
y Es. De esta manera, se tiene un escenario biolégico en el que la dinamica infecciosa de
H. pylori tiene un estado libre de infecciéon, y un estado de persistencia donde bacterias resis-
tentes se equilibran con la poblacion de células inmunes. Las Figuras 7-7 a 7-9 representan
escenarios de persistencia bacteriana de H. pylori resistente con niveles de alta, intermedia
y baja carga bacteriana.

Complementariamente, las simulaciones numéricas permiten observar un comportamiento
interesante sobre la estabilidad del equilibrio E3. Para los valores adecuados de los parame-
tros el equilibrio E3 es asintoticamente estable, lo que representa un escenario de coexistencia
bacteriana generada por organismos sensibles y resistentes de H. pylori. No obstante, las
simulaciones también dejan observar que la estabilidad asintética de E3 puede explotar sur-
giendo un interesante fenémeno de coexistencia periddica para las poblaciones de H. pylori
asi como para la proliferacion de los linfocitos T'. Este tipo de comportamientos numéricos
en el que las trayectorias tienden a una especie de ciclo limite da indicios sobre la posible
ocurrencia de una bifurcacién para la solucién de equilibrio E3 [33]. En términos bioldgicos,
este tipo de escenarios de crecimiento bacteriano periddico hace parte de los mecanismos de
auto regulacién de los patogenos, en el que la actuacion colectiva es beneficiosa porque les
permite mantener su densidad poblacional y de paso la persistencia infecciosa [26]. Adem4s,
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pone en evidencia los mecanismos de tolerancia inmunitaria y de auto control que nuestro
sistema inmune es capaz de desplegar para prevenir afecciones o enfermedades auto inmunes

3, 49).

Si bien el modelo propuesto en este trabajo no considera todos los factores involucrados
en la dinamica de crecimiento, de adquisicién de resistencia bacteriana y respuesta inmune
contra H. pylori, si contempla y establece las relaciones basicas entre los diferentes tipos de
bacterias teniendo en cuenta los mecanismos més importantes que conducen a la adquisicién
de resistencia, asi como la activacion de una respuesta inmune. Hacia el futuro las lineas
de investigacién que pueden abrir caminos a futuras indagaciones para el mismo autor o
estudiantes de maestria o doctorado son:

e Replantear el modelo de crecimiento y adquisicion de resistencia bacteriana con res-
puesta inmune para H. pylori, considerando tres tipos de poblaciones de bacterias: sen-
sibles, resistentes por exposicién antibidtico y resistentes por transferencia de plasmi-
dos. Esto con el fin de analizar nuevamente su estabilidad y determinar los cambios
en la dinamica al diferenciar los tipos de poblaciones bacterianas segun el tipo de
resistencia adquirida.

e Replantear el modelo de crecimiento y adquisicién de resistencia bacteriana para H. pylori
en el que la respuesta inmune no solo considere la proliferacién de células inmunes (Lin-
focitos T') sino también la apoptosis celular, que en la infeccién por H. pylori induciria
un aumento programado de las células del epitelio gastrico. Lo anterior con el fin de
analizar nuevamente la estabilidad del modelo y determinar los cambios en la dindmica
al especificar otros mecanismos del sistema inmune.

Considerar nuevas variables relacionadas con la dinamica infecciosa de H. pylori aproxima
la comprension de la dindmica infecciosa del patdgeno. Asi posibles variables que a futuro
se pueden integrar al modelo son:

e Considerar la poblaciéon de células epiteliales de la mucosa que son infectadas podria
dar informacién y mejor entendimiento sobre la incidencia de H. pylori.

e Considerar en los tratamientos terapéuticos contra H. pylori no sélo la concentracion
antibidtica, sino también el impacto que tiene la disminucion de los niveles de ph
estomacal a través de farmacos optimizadores del tratamiento y su relacién con la
resistencia posiblemente generada.

Las soluciones numéricas periédicas del sistema (4-6) descritas en las figuras 7-17, 7-19 y
7-21 permiten plantear un interesante interrogante relacionado con la pérdida de estabilidad
del equilibrio Ej3, por lo que otro trabajo que se puede plantear a futuro es

e Estudiar y determinar el tipo de bifurcacién que se presenta cuando el equilibrio de
coexistencia bacteriana FEs pierde su estabilidad en €2.



A. Analisis cualitativo sistema (6-3)

A.1. Invarianza de ()

Lema A.1.1. La region Qy es positivamente invariante por el sistema (6-3).

Demostracion. Para estudiar la invarianza del la region €2 por el campo vectorial definido
en (6-3) se considera una condicién inicial o = (sg,70) € 0 y se procede a verificar que el
campo vectorial definido por (6-3) apunta hacia el interior de €2, o en su defecto permanece
sobre la misma frontera. En la Figura A-1 se puede notar que la frontera de €, esta dada
por

O = 9O U 90y U 0Q3.

De esta forma si zg = (sg,79) € 02, entonces

r/\

Figura A-1.: Regién Q; definida por el sistema (6-3)
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1. Si sg = 0, entonces % = 0, es decir que s permanecerd constante en sy = 0 a través

del tiempo. Ademas

a) Sirg =1, entonces & = —(p, + &) < 0, es decir que r decrece. De esta forma las

soluciones del sistema (6-3) permanecen sobre el eje 7 < 1 (9Q).

d
b) Sirg = 0, entonces & =

con la condicién incial zg = (0,0) las soluciones del sistema (6-3) permanecen en
dicho punto (0,0) € 9.

= 0, es decir r permanece constante en ry = 0. De esta forma

c) Si0 < ryg< 1, por permanece s constante en sy = 0, y por r crecer como maximo
hasta 1 y decrecer como minimo hasta 0, las soluciones del sistema permanecen
sobre 0€2;.

2. Sirg =0, es posible tener los siguientes casos para sg:

3 3
a) Siso =1, entonces & = — 3" | <A+1 (ur+5)><0y%zzi:1m1>0,
es decir que s decrece y r crece, lo cual indica que las soluciones no salen de la

region 2.

b) Si so = 0, entonces % = 0, es decir s permanece constante en sy, = 0. De esta

manera, las soluciones permanecen constantes en (0, 0).

c) Si0 < sy < 1, entonces

ds : Qi
— = 6880(1 — 80) — Zl (/\Z i 1 —|—m2> — (MS +5)80,

y se distinguen los siguientes subcasos:

i) Si Baso(l = s0) > Yoy ()\ 1

3 , .
Y1 miso > 0, asi s crece y r crece, por tanto las soluciones no salen de €.

N 3

i) Si Bss0(l —s0) < > iy <)\+1
Zle m;sg > 0, asi s decrece y r crece, por tanto las soluciones no salen de
Q.

) — (s + 6)so, entonces & > 0y & =

dt

> — (s + 6)so, entonces & < 0y & =

3. Si sg+ rg =1, entonces

dr
= Zm S0 + 0soro — (fr + 0)70,

y se distinguen los siguientes subcasos

a) Si Zl L Miso+osoro > (pr+9)ro, entonces ;>0 y - 23 (/\ A ) So—
osoro — (s + 0)sg < 0, asi r crece y s decrece hamendo s+ 1r < 1, por tanto las
soluciones no salen de €2;.
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b) Si Z?Zl m;So+0sere < (p-~+0)rg, entonces % <0y % =— 25’:1 (/\fil + mz> S0—
osoro — (s +0)so < 0, asi r decrece y s decrece haciendo s+ r < 1, por tanto las
soluciones no salen de €2;.

]

A.2. Estabilidad local del sistema (6-3)

Lema A.2.1. En en Q) el sistema planar (6-3) siempre tiene el equilibrio libre de bacterias
E, = (0,0). Ademds, si R, > 1 eiste el equilibrio E; = (0,7,) y si Ry > dyr* 4 1 existe el
equilibrio endémico de coexistencia E* = (s*,1%).

Demostracion. Los equilibrios del sistema planar (6-3) se encuentran resolviendo el sistema
de ecuaciones algebraicas

ﬁsS[l—(s—i—T)]—i( & +m¢)8—asr—(us+5)520

—\\i+1
3
Grr[1—(s+7)]+ Zmis +osr — (pu, +0)r = 0. (A-1)
i=1

El sistema (A-1) fue resuelto en la Seccién 4.3.1 del Capitulo 3, asi para s = 0 se tiene que

R, -1
=0 = .
r y r R

De modo que se obtienen los siguientes equilibrios de (6-3)

E, = (0,0) siempre existe en Q y
E, = (0,r) existe en Q si R, > 1,

R.—1
R -

Para el caso s ;é 0, el equilibrio del sistema (6-3) es

donde r; =

E* — (S*,T‘*),

donde las expresiones s* y 7* estan definidas por la expresiones (4-22) y (4-30) de la seccién
4.3.1 del Capitulo 3, asi como sus condiciones de existencia. O

Lema A.2.2. En el sistema (6-3) se tiene que
a) Ey=(0,0) es localmente asintéticamente estable en Q; si Ry <1 y R, < 1

b) E; = (0,71) es localmente asintéticamente estable en Qy si R, > 1y Ry <1+ ridy.
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¢) E* = (s*,r*) cuando existe en Q es localmente asintdticamente estable.

Demostracion. Para el andlisis de la estabilidad local de los equilibrios del sistema (6-3) se
procede a definir

Iy (s,7) = Bes[l — (s +71)] — Z ()\Zc‘i 1 —I—mi) s —osr— (s +0)s

=1

My(s,r) = B[l — (s+ 1)+ Zmis + osr — (p + O)r.

=1

La linealizacién del sistema (6-3) alrededor de un punto de equilibrio hiperbdlico x* esta

determinada por
x = Df(x")x,

donde x = (s,r)T y la la matriz jacobiana del sistema queda expresada como

. Ap —(Bs+0)s
DE(x7) = { —Br + Zle m; + or Ao 1 ’ (A-2)

donde

3 _
. _ _ _ qiCi N\ .
Ay = Bs[l = (s +71)] — Bss ; ()\i 1 + ml) or — (s +9),

Agy = B[l = (s+71)] — Bor +0s — (ur +9).

De este modo se tiene que

T AR — 1) 0 _
Df(E(J)‘{ >3 my (ur+5)(Rr—1)]' (A-3)

Los valores propios de la matriz (A-3) son

Mo=2M (Rs — 1)
Aoo = (e +6)(Ry — 1),
de donde se deduce que el equilibrio Eé es localmente asintoticamente estable en €2, cuando

R;<1yR.<1.
Para el equilibrio £ = (0,7;) se tiene que

! A(Rs— 1~ 7’10?1) 0
Df(E,) = . A-4
(£ B+ 0 mi+or (e +0)(1—R,) (A-4)

Los valores propios de la matriz (A-4) son

Ao =M (Rs —-1- T1J1)
)\270 = (,Ur + 5)(1 — RT)
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De donde se deduce que el equilibrio Ei es localmente asintéticamente estable en €2 cuando
Rs < 1+7’1(j1 er > 1.
La solucién de equilibrio E* satisface la primera ecuacién de (A-1), asi

3
Bss™[1 — (s* 4+ 17) Z
=1

( ) —os'r* — (us + 9)s* =0,

3 _
s [53[1 (s*+ 1) i21<&+1+m1) or* — (s +06)| = 0.
Sumando y restando al S;s* > 0 al termino anterior
3 _
Bs[1 — (" +717)] Z( )—Ur*—(,us—l—é)—i-ﬁss*—ﬁss*:o.

=1

Reorganizando se tiene

3 _
Bl = 3 (T ) <o 6) = s

i=1
o bien

An(E*) = —f,s"
La solucién de equilibrio E* tambien satisface la segunda ecuacién de (A-1), asf

3
Brr*[L — (8" + ")) + Z m;s* + os*r* — (u, + 6)r* =

i=1
Sumando y restando el termino 3,(r*)? > 0 a la igualdad anterior se llega a

3

Brr*[l — (" +1")] + Zmis* +o8*r* — (pyp + 6)r* — Bo(r*) — B (r*)* =0

i=1
Multiplicando por (1/7*) > 0 se tiene

3
* * 1 * *_ *_ *
Bell = (s" + )]+ > “mys* + 05" — (i, +0) + BT — Bt =0,

i=1

Reordenando
Brll = (8" +2r")) + 08" — (pr +0) = [Zmzs + B (r ] ,

o bien

A22 E1>k [Z m;Ss + ﬁr ] .
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Al evaluar E* = (s*,7*) en la matriz jacobiana se obtiene

D\ —Bss* —(Bs + 0)s*
DE(E") = [ Bt T ot~k [T mest + B2 1 (A-5)

Dado que la traza de la matriz (A-5) es

Tra [Df(E*)] = —

i=1

3 *
Bss™ + B +my Z <i—*)] <0 (A-6)

y que el determinante de la matriz (A-5) es

3 3
_ s* 1
Det |Df(E*)| = 3, ST+ — rr s — O, — i >0 (A-7
e[ ( )] 5;m5(+r*)+asr ((ﬁ 6)—|—0+r*;m> (A-7)
De las expresiones (A-6) y (A-7) se sigue que los valores propios de la matriz (A-5) tienen
parte real negativa. De este modo, el equilibrio £* es localmente asintéticamente estable en
Q. O



B. Andlisis cualitativo sistema (6-4)

B.1. Invarianza de ()

Lema B.1.1. Para x¢ = (19, g0) € 9Qs, con 0 < go =19 < 1, sea B,(1—10) > @ro+ (p.+9).
La region Qo es positivamente invariante por el sistema (6-4).

Demostracion. Para estudiar la invarianza del la regién €2, por el campo vectorial definido
en (6-3) se considera una condicién inicial xg = (sg,79) € 0f)s y se procede a verificar que el
campo vectorial definido por (6-3) apunta hacia el interior de €25, 0 en su defecto permanecen
sobre la misma frontera. En la Figura B-1 se puede notar que la frontera de )y esta dada
por

00y = 9 U 09,.

De esta forma si g = (sg,79) € 02, entonces

aa

Figura B-1.: Regién 9 definida por el sistema (6-4)
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. _ _ dg __ : _ dr __
1. Sirg = go = 1, entonces 3! = 0, es decir g permanece constante en go = 1y & =

—*— (p, +9) < 0, asi r decrece. De esta manera, las soluciones se deslizan sobre 9.

2. Si0 < gy =1y <1 entonces

dg To

asi g permanece constante en gy = rg < 1. Ademas

dr

i Bero(1 = 710) — @(r0)* — (i + )70,

de este modo, como S,7(1 — 79) > ¢(ro)? + (1 + §)ro, entonces & > 0, asi r crece.
Luego se tiene que las soluciones apuntan al interior de 2.

3. 8irg=1y0<gy<1,entonces & = —p* — (4, +6) <0y % = B,g0(1 — go) > 0. De
esta manera, r decrece y g crece, por tanto las soluciones no salen de €2,.

]

B.2. Estabilidad local del sistema (6-4)

Lema B.2.1. El sistema planar (6-4) tiene un unico equilibro endémico en Qy representado
porEé = (rq9,79) sil < R, <1+4+d = Ls.

Demostracion. Los equilibrios del sistema planar (6-4) se encuentran resolviendo el sistema
de ecuaciones algebraicas

Ber(1—=1) = @r® = (p, +6)r =0
By (1~ g) — 0. (B-1)
De la segunda ecuacién de (B-1) se sigue que
g=0 0 g=r.

El caso g = 0 no se contempla por las restricciones de la regién €2, asi que el tinico caso
posible es g = r. Reemplazando g = r en (B-1) el sistema se reduce a
Ber(L—1) = ¢r? — (g, +8)r =0
r [Br(l - 7“) A (UT + 5)] = 0.

De donde
r=0 o B(l—=r)—pr—(u+9d)=0.
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El caso r = 0 no se contempla por las restricciones de la regién €2y, asi reescribiendo el factor
Br(1 —1) —or — (u, +6) = 0 como

B, B+ B
—r —1=0
pr+0  py+0
R, —rd—1=0,
o bien
R, —1

o = d .
Por otra parte, si R, < d+ 1 entonces r, < 1, y si R, > 1 se tiene que 0 < 75. Por tanto,
cuando

0< Rr S L27
se sigue que Ey = (r9,73) € Q. O

Lema B.2.2. FEl equilibrio E}) = (rq,r2) del sistema planar (6-4) cuando existe en € es
localmente asintdticamente estable.

Demostracion. Para el andlisis de la estabilidad local de los equilibrios del sistema (6-4) se
procede a definir

My(r,g) = Bor(1 —r) — or? — (e + 0)r
1:[2(7’, g) = ﬁgg (1 - g) .

La linealizacién del sistema (6-3) alrededor de un solucién de equilibrio hiperbélico x* estd
determinada por

x = Df(x")x,
donde x = (r,g)T y la matriz jacobiana del sistema queda determinada como
" (Br + @) (=21 +13) 0
Df = : B-2
&) { 0 By (1 o 279) ( )
De este modo
: (Br + ) (=2ra4+12) 0 ]
Df(F,) = . B-3
(£) = | . o (B-3)

Los valores propios de la matriz (B-3) son

M= —(B +)ra
Ay = —[fq.

Se observa que Ay < 0y que el signo del valor propio A; depende de la solucién de equilibrio

ro, de este modo recordando que
R, —1

d )
luego si R, > 1 entonces 75 > 0y por tanto A\; < 0. Asf la solucién de equilibrio £, = (ra, r5)
cuando existe es asintoticamente estable en 5. O

9 =
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