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Prólogo

El álgebra de matrices ha llegado a ser en la actualidad un elemento esencial de
los conocimientos mateḿaticos necesarios para ingenieros y cientı́ficos. Adeḿas,
los conocimientos de los ḿetodos fundamentales delálgebra matricial son nece-
sarios para sociólogos, economistas, estudiantes de pedagogı́a y de comercio.

A pesar de las diversas aplicaciones delálgebra matricial, en la mayorı́a de
textos déalgebra lineal no se introducen estos temas, por eso en muchos casos no
se encuentra un libro que se ajuste a los requerimientos y necesidades de ciertas
materias. Estas notas de clase están basadas en el curso deÁlgebra Lineal II de
la carrera de Estadı́stica, el cual he tenido a mi cargo durante tres años y que he
preparado usando diferentes textos. Se resaltan principalmente los libros referen-
ciados en la bibliografı́a como Apostol (1985), Asmar (1995), Barbolla (1998), Bru
(2001) y Searle (1982) los cuales fueron de gran apoyo en la elaboración de estas
notas.

Este escrito será una ayuda adicional para aquellos estudiantes que toman var-
ios cursos en los cuales deben tener o les serı́an provechosos los conocimientos del
álgebra de matrices. Aun cuando en estas circunstancias siempre es inadecuado
comenzar un curso de teorı́a de matrices, estas notas le permitirá al lector adquirir
la pŕactica necesaria en el manejo de matrices.

El objetivo principal de estas notas consiste en capacitar al lector a fin de que
adquiera la habilidad de usar elálgebra de matrices. Este material busca propor-
cionar al lector los conceptos de diagonalización y factorizacíon matricial, formas
cuadŕaticas e inversas generalizadas de una manera sencilla; durante su desarrollo
se plantean ejemplos y ejercicios relacionados con la teorı́a.

Estas notas están escritas en forma programada por lo cual le ayudará al lector
a alcanzar su principal objetivo. A cada lector le proporciona un medio individual
para estudiar el tema expuesto y es muyútil como texto auto-did́actico. Adeḿas,
le permitiŕa al lector avanzar a su propio ritmo. De esta manera, las notas pueden
usarlas estudiantes con diferentes aptitudes, conocimientos y rapidez de lectura.

Por supuesto que estas notas pueden contener errores, espero que me los co-
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menten en una forma constructiva, que me permita corregirlos. Esta es tal vez la
única forma como en un ambiente académico se podŕa ir avanzando.

Agradezco la colaboración del Departamento de Matemáticas quien a trav́es de
su oficina de publicaciones me permitió la divulgacíon de este material. También
quiero dar las gracias tanto a los colegas que evaluaron este manuscrito como a
mis estudiantes del curso deÁlgebra Lineal IIde la carrera de Estadı́stica, por sus
sugerencias y comentarios, los cuales fueron muyútiles en la redacción de estos
apuntes.

Jośe Alfredo Jiḿenez M.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo es una recopilación de conceptos, procedimientos y resultados
básicos que, por lo general, forman parte del primer curso deÁlgebra Lineal. Por
consiguiente, una gran parte de estos resultados aparecen sin prueba; además, en
algunos casos se consideran temas que el lector debe manejar y que por su impor-
tancia son retomados posteriormente.

El proṕosito fundamental de este material es servir como prerrequisito para
los siguientes capı́tulos y, como ya se mencionó, no se profundizara en los temas
considerados en este capı́tulo. Si el lector tiene amplios conocimientos del con-
tenido de este apartado puede pasar de inmediato al siguiente capı́tulo, aunque es
recomendable que desarrolle las secciones 1.5 y 1.9.

1.1. Matrices

En esta sección se introducen los conceptos y las reglas básicas deĺalgebra
de matrices. Dentro de los diferentes elementos estudiados por elÁlgebra Lineal,
uno de los ḿas utilizados es el de matriz. Esto se debe a que la Teorı́a de Matrices
ofrece, entre otras, la posibilidad de trabajar cómodamente con modelos de gran di-
mensíon, tanto en ńumero de variables, como de ecuaciones o datos, ya que brinda
una notacíon simple y compacta para designar amplios conjuntos de información.

1.1.1. Conceptos b́asicos

En esta sección se presenta la definición formal del t́ermino “matriz”, las ma-
trices se denotan con letras mayúsculas y con mińusculas los elementos que las

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

constituyen.

Definición 1.1. Una matrizA de tamãno m×n es un arreglo rectangular dem·n
números reales (o complejos1) dispuestos enm filas y n columnas, escritos entre

corchetes (o paréntesis), como sigue

A =




a11 a12 . . . a1 j . . . a1n

...
...

...
... . . .

...

ai1 ai2 . . . ai j . . . ain

...
...

...
... . . .

...

am1 am2 . . . am j . . . amn




,

donde los sub́ındices indican la “fila” y la “columna” de localización en la ma-

triz de cada ńumero real (o complejo); a los númerosa11,a12, . . . ,amn se les llama

elementos o entradas de la matriz.

Observacíon
Cuandom= n, la matriz recibe el nombre decuadrada; si esm 6= n, se denomi-

narectangular. Al conjunto de todas las matrices de tamañom×n, se le notaŕa por
Mmn.

Definición 1.2. Matrices iguales

Sean las matrices realesA = [ai j ] y B = [bi j ], se dice que son iguales, cuando

teniendo el mismo tamaño, se verifica que

ai j =bi j

∀ i = 1,2, . . . ,m;

∀ j = 1,2, . . . ,n.

1Si el lector no est́a familiarizado con estos números puede consultar el apéndice.
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1.1.2. Operaciones con matrices

En esta sección se consideran las operaciones con matrices, además se recuerda
que śolo se pueden sumar matrices que tienen el mismo tamaño y para que el
producto sea posible es preciso que el número de columnas de la primera matriz
coincida con el ńumero de filas de la segunda.

Definición 1.3. DadasA = [ai j ] y B = [bi j ], matrices de tamãno m× n, la suma

A+B, es una matrizC = [ci j ] de tamãnom×n, donde

ci j =ai j +bi j

∀ i = 1,2, . . . ,m,

∀ j = 1,2, . . . ,n.

Teorema 1.1.Propiedades b́asicas de la suma

Para todasA, B y C matrices de tamãnom×n, se verifica que

1. Conmutativa:A+B = B+A.

2. Asociativa:(A+B)+C = A+(B+C).

3. Existencia de elemento neutro o matriz nula:Existe una matriz O de tamaño

m×n en donde, todos sus elementos son iguales a cero, tal que∀A de tamãno

m×n, se verifica que

A+O = O+A = A.

4. Elemento opuesto:Para todas matrizA de tamãno m×n, existe una matriz

que llamaremos matriz opuesta deA y denotaremos por−A, que verifica

A+(−A) = O.

La última propiedad permite, dadas dos matricesA= [ai j ] y B= [bi j ] del mismo
tamãno m×n, introducir el concepto de matriz diferenciaA−B, la cual puede ser
definida como sigue

A−B = A+(−B) .
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Demostracíon
SeanA = [ai j ], B = [bi j ] y C = [ci j ].

1. ai j +bi j = bi j +ai j .

2. (ai j +bi j )+ci j = ai j +(bi j +ci j ).

3. Es evidente, que∀A de tamãnom×n, se verifica que

ai j +0 = 0+ai j = ai j .

4. Al tomar−A = [−ai j ], se verifica que

ai j +(−ai j ) = (−ai j )+ai j = 0.

Definición 1.4. El producto de una matrizA= [ai j ] de tamãnom×n, por un escalar

α ∈ R, es una matrizC = [ci j ] del mismo tamãno queA, de elementos

ci j =αai j

∀ i = 1,2, . . . ,m;

∀ j = 1,2, . . . ,n,

esto es, los elementos deC se obtienen multiplicando los elementos correspondien-

tes deA por α.

El resultado de efectuar el producto de una matrizA por un escalarα, se sim-
boliza porαA y se leemultiplicación deA por α.

Teorema 1.2.Propiedades de la multiplicacíon por un escalar

Para todasA y B de tamãnom×n y α,β ∈ R se satisface que

a) α(A+B) = αA+αB, b) (α+β)A = αA+βA,

c) α(βA) = (α β)A, d) 1A = A.

Demostracíon
SeanA = [ai j ] y B = [bi j ], entonces

a) α(A+B) = α [ai j +bi j ] = α[ai j ]+α[bi j ].
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b) (α+β)A = (α+β) [ai j ] = α[ai j ]+β[ai j ].

c) α(βA) = α(β[ai j ]) = (α β) [ai j ].

d) 1A = 1[ai j ] = [ai j ].

Definición 1.5. Matriz identidad

Una matrizA = [ai j ] de tamãnon×n, cuyos elementos son

ai j =





1 si i = j

0 si i 6= j

se llama matriz identidad y se denota porIn.

Definición 1.6. SeanA = [ai j ] y B = [b jk] de tamãno m× n y n× p, respecti-

vamente, entonces el producto de las matricesA y B, operacíon que se deno-

taŕa porA.B, es una matrizC de tamãno m× p, cuyo elemento genérico cik (i =

1,2, . . . ,m;k = 1,2, . . . , p), es

cik =ai1b1k +ai2b2k + . . .+ainbnk

=
n

∑
j=1

ai j b jk.

Teorema 1.3.Propiedades del producto de matrices

SeanA,B,C y D matrices reales tales queA ∈ Mmn, B,C ∈ Mnp y D ∈ Mpq.

Entonces se satisface que

1. Asociativa:A.(B.D) = (A.B) .D.

2. Distributiva:

a) A.(B+C) = A.B+A.C b) (B+C) .D = B.D+C.D.

3. El producto por una matriz nulaO del tamãno adecuado es una matriz nula.
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4. En general, esta operación matricial no es conmutativa:

A.B 6= B.A.

5. Existen matricesIm e In, tales que

Im.A =A y A.In = A.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Definición 1.7. Transpuesta

Si A = [ai j ] es una matriz real de tamaño m×n, se llama transpuesta deA a la

matrizB = [bi j ] de tamãnon×mcuyo elementobi j = a ji . Se denota porAt .

Teorema 1.4.Propiedades de la transpuesta

SeanA y B matrices de tamãno m× n, C una matriz de tamãno n× p y sea

α ∈ R. Entonces

1.
(
At)t = A. 2. (A±B)t = At ±Bt .

3. (αA)t = αAt . 4. (AC)t = CtAt .

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

1.1.3. Operaciones elementales sobre los renglones

SeaA una matriz real de tamaño m×n, entonces las operaciones elementales
en las filas de la matriz son:

R1 Multiplicar cada elemento de lai-ésima fila por un escalarα 6= 0.

R2 Sumar a lai-ésima fila un ḿultiplo de lak-ésima fila.
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R3 Intercambiar (permutar) dos filas.

y las operaciones elementales en las columnas de la matriz son:

C1 Multiplicar cada elemento de laj-ésima columna por un escalarα 6= 0.

C2 Sumar a laj-ésima columna un ḿultiplo de lal -ésima columna.

C3 Intercambiar (permutar) dos columnas.

Definición 1.8. Matrices elementales

Una matrizEkl (α) de tamãno m×m se llama unamatriz elementalsi es el

resultado de aplicar una operación elemental a la matriz identidadIm.

Realizar una operación elemental en una fila (o columna) de una matrizA es equiv-
alente a premultiplicar (o postmultiplicar) aA respectivamente, por la matriz ele-
mental adecuada. Esto se tiene de la definición de multiplicacíon de matrices que
nos aclaŕo el hecho de que premultiplicar (o postmultiplicar) una matrizA por una
matriz elemental daba el mismo resultado que aplicar la operación elemental a la
fila correspondiente deA.

Notación
La notacíon que se usará para los tres tipos de operacionesR1, R2 y R3 con

matrices elementales, es el siguiente:

La Matriz elemental tipoR1, es una matrizEkl (α) = [νi j ], cuyos elementos
son

νi j =
k=l





1 si i = j 6= k,
α si i = j = k,
0 si i 6= j.

Nótese que es una matriz diagonal.

La Matriz elemental tipoR2, es una matrizEkl (α) = [νi j ]

νi j =
k6=l





1 si i = j,
α si i = k, j = l ,
0 en otro caso.

Esta matriz es triangular superior (inferior) dependiendo de la relación de or-
den que exista entrer y s. Adeḿas, sik = l , coincide con la matriz elemental
tipo R1.
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Matriz elemental tipoR3, es una matrizEkl (1) = [νi j ]

νi j =
α=1





1 si i = j, i 6= k, i 6= l ,
1 si i = k, j = l ,
1 si i = l , j = k,
0 en otro caso.

Definición 1.9. Matriz escalonada

Se dice que una matriz es escalonada si el número de ceros que precede al

primer elemento diferente de cero de una fila, aumenta fila por fila, hasta tener

posiblemente filas de sólo ceros.

Definición 1.10. Forma escalonada reducida

Una matriz se dice que es escalonada reducida si verifica las siguientes condi-

ciones

i. Es una matriz escalonada.

ii . El primer elemento no nulo (por la izquierda) de cada fila no nula es un 1 y

éste es eĺunico elemento diferente de cero que se encuentra en la respectiva

columna.

iii . Las filas nulas, si existen, están en la parte inferior de la matriz.

1.1.4. Traza de una matriz

En esta sección se estudiará una caracterı́stica de las matrices cuadradas, la cual
se expresa a través de un ńumero llamado traza.
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Definición 1.11. Traza de una matriz

SeaA = [ai j ] una matriz real de tamaño n×n, la suma de los elementos de la

diagonal principal se llama traza deA y se denota comotr(A), o sea

tr (A) =
n

∑
i=1

aii . (1.1)

Teorema 1.5.Propiedades

1. tr(In) = n, siendo,In la matriz identidad de tamañon×n.

2. tr(O) = 0, siendo,O la matriz nula de tamãnon×n.

3. tr(A) = tr(At).

4. tr(A.At) = tr(At .A) =
n
∑

i=1

n
∑
j=1

a2
i j .

5. tr(αA) = α tr(A), conα ∈ R.

6. Si A y B son del mismo tamãno, tr(A+B) = tr(A)+ tr(B).

7. Si son posibles los productosA.B y B.A, entonces se verifica

tr(A.B) = tr(B.A).

8. tr(A.X) = 0, Para todasX ∈Mnn, implica queA = O.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

1.2. Inversa de una matriz

Es sabido que todo númeroα 6= 0 tiene un inversoα−1 tal que

αα−1 = α−1α = 1, (1.2)
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este hecho permite resolver las ecuaciones del tipoαx = β, ya que multiplicando
por α−1 se obtienex = α−1β.

En este apartado se define un tipo de matriz que tiene una propiedad análoga
en la teoŕıa de matrices, la matriz inversa.

Definición 1.12. Inversa de una matriz

SeaA una matriz real de tamaño n×n, si existe una matriz realB de tamãno

n×n, tal que

A.B = B.A = In. (1.3)

Entonces,B se denota porA−1 y recibe el nombre de matriz inversa.

Notación
Si A tiene inversa, entoncesA se llamamatriz no singular o invertibley si A no

tiene inversa, entoncesA se llamamatriz singular o no invertible.

1.2.1. Método de Gauss-Jordan para encontrar la inversa de una ma-

triz

Para encontrar la inversa de una matriz cuadradaA de tamãnon×n, se procede
de la siguiente manera

1. Se forma la matriz aumentadaB = (A| In) de tamãnon×2n.

2. Se aplican operaciones elementales entre filas, hasta llevar aB a una matriz
escalonada reducidaC =

(
Ã1 | Ã2

)
.

3. Se decide siA es no singular.

a. Si Ã1 = In, entoncesÃ2 = A−1.

b. Si Ã1 6= In, entoncesÃ1 tiene una fila de ceros. En este caso,A es sin-
gular, es decirA−1 no existe.

Teorema 1.6.Propiedades de la inversa de una matriz

1. Si una matrizA tiene inversa,́esta eśunica.
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2. La inversa de la inversa es la matriz original. En sı́mbolos,

(
A−1)−1

= A.

3. Si A y B son dos matrices invertibles, el productoA.B es invertible y adeḿas

(A.B)−1 = B−1.A−1.

4. Si A es una matriz invertible

a) B.A =O ⇒ B =O.

b) B.A =C.A ⇒ B =C.

5. La inversa de una matriz transpuesta es la transpuesta de la inversa. En

śımbolos,
(
At)−1 =

(
A−1)t

.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

1.3. Determinantes

Los determinantes permiten caracterizar cuando una matriz cuadrada es invert-
ible. Un determinante den−ésimo orden es una expresión asociada con una matriz
A = [ai j ] de tamãnon×n, como se explica a continuación empezando conn = 2.

Definición 1.13. SeaA =




a11 a12

a21 a22


 una matriz de tamãno 2× 2. Entonces el

determinante deA se define por

det(A) = a11.a22−a12.a21. (1.4)
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Con frecuencia se denotará eldet(A) por

|A| o

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣

aqúı se usan barras (mientras que una matriz tiene corchetes).

Definición 1.14. SeaA =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




una matriz de tamãno3×3. Entonces

el determinante deA se puede escribir en términos de los determinantes de matrices

2×2, como sigue:

det(A) = a11.

∣∣∣∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
−a12.

∣∣∣∣∣∣∣
a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣∣∣
+a13.

∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣∣∣
(1.5)

o en la forma explı́cita siguiente

|A|= a11(a22a33−a23a32)−a12(a21a33−a23a31)+a13(a21a32−a22a31) .

Tambíen hay un artificio para memorizar esta fórmula, llamadoesquema de Sarrus.
Se agregan las dos primeras columnas a la derecha deA y se forman los productos
de los elementos que van de la izquierda superior a la derecha inferior se les asigna
el signo ḿas y a los elementos que van de la izquierda inferior a la derecha superior
el signo menos. A continuación se suman todos los productos con signo.




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




a11 a12

a21 a22

a31 a32

|A|= a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a31a22a13−a32a23a11−a33a21a12.

Observacíon
El esquema de Sarrus no se aplica para matrices de tamaño 4×4, 5×5 o para las
de ḿas alto orden.

Hasta ahora, hemos evaluado los determinantes para matrices de tamaño 2×2
y 3×3, para evaluar el determinante de una matriz de tamaño n×n, utilizaremos
un método en el cual se reduce el problema a la evaluación de los determinantes
de matrices de ordenn−1. Luego se repite el proceso para estas matrices de de
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tamãno (n−1)× (n−1) hasta llegar a las matrices de2×2. Obśervese que este
procedimiento fue empleado para calcular el determinante en la expresión 1.5, se
obtiene eliminando enA la fila y columna que respectivamente indican el primer
y segundo sub́ındice del elementoai j por el que van multiplicadas, los determi-
nantes de estas submatrices reciben el nombre de menores y cuando se les asocia
los signos+,−,+ se denominan cofactores o adjuntos. Las definiciones de estos
conceptos son

Definición 1.15. Menor y cofactor

SeaA una matriz real de tamañon×n.

1. Se llama menor complementario(i, j), al determinante de la submatriz de

tamãno(n−1)×(n−1) que resulta de suprimir lai−ésima fila y laj−ésima

columna deA. Se denota porMi j (A).

2. Se dice que

Ci j (A) = (−1)i+ j Mi j (A),

es el adjunto o cofactor(i, j) deA. Obśervese que

(−1)i+ j =





1 si i + j es par,

−1 si i + j es impar.

Definición 1.16. Matriz de cofactores

La matrizC = [Ci j (A)], donde el elementoCi j (A) es el cofactor(i, j) deA, se

denomina matriz de cofactores.

Teorema 1.7.Fórmula o expansíon de Laplace

SeaA = [ai j ] una matriz de tamãno n×n. Entonces el determinante deA, se

puede desarrollar usando
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i) La expansíon de Laplace por lai−ésima fila como

detA =
n

∑
j=1

ai jCi j (A) =
n

∑
j=1

(−1)i+ j ai j Mi j (A) .

ii) La expansíon de Laplace por laj−ésima columna como

detA =
n

∑
i=1

ai jCi j (A) =
n

∑
i=1

(−1)i+ j ai j Mi j (A) .

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 1.8.Propiedades de los determinantes

DadasA,B y C matrices de tamãnon×n y α ∈ R, se verifica que

i) detAt = detA.

ii) Si se multiplica śolo una fila (o columna) de la matrizA por un escalarα,

entonces el determinante también queda multiplicado porα.

iii) El determinante de la matrizαA es

det(αA) = αndetA.

iv) Si todos los elementos de una fila (o columna) deA son cero, el valor del

determinante es cero.

v) Si las matricesA,B y C difieren exclusivamente en los elementos de la

j−ésima columna, siendo los elementos de esta columna para la matrizC

la suma de los respectivos elementos de laj−ésima columna de las matrices

A y B, entonces

detC = detA+detB,
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el mismo resultado se cumple cuando las tres matrices difieren de manera

ańaloga en una fila.

vi) Si dos filas (o columnas) cualesquiera deA se intercambian, el valor del

determinante se multiplica por−1.

vii) Si dos filas (o columnas) deA son proporcionales o iguales, el valor del

determinante es cero.

viii) Si se suma un ḿultiplo escalar de una fila (o columna) deA a otra fila (o

columna) deA, entonces el determinante no cambia.

ix) a) det(A.B) = detA.detB.

b) Para cualquierk∈ N, k 6= 0 det
(
Ak

)
= (detA)k.

c) Si A es invertible, entoncesdet
(
A−1

)
=

1
detA

.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 1.9.SeaA una matriz de tamãnon×n, A es invertible si y śolo si

detA 6= 0.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Definición 1.17. Matriz adjunta

SeaA una matriz de tamãnon×n. La matriz transpuesta de la matriz de cofac-
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toresCi j (A) es la adjunta deA y se representa porAd j(A)

Ad j(A) =




C11(A) C21(A) . . . Cn1(A)

C12(A) C22(A) . . . Cn2(A)
...

...
...

...

C1n(A) C2n(A) . . . Cnn(A)




. (1.6)

Teorema 1.10.SeaA una matriz de tamãnon×n, si detA 6= 0, entonces

A−1 =
1

detA
Ad j(A) .

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Algunas fórmulas útiles para inversas

Para una matriz invertible de tamaño2×2 se obtiene

A =
[
a11 a12

a21 a22

]
A−1 =

1
detA

[
a22 −a12

−a21 a11

]
. (1.7)

Para una matriz invertible de tamaño3×3 se tiene

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 A−1 =

1
|A|




C11(A) C21(A) C31(A)
C12(A) C22(A) C32(A)
C13(A) C23(A) C33(A)


 (1.8)

1.4. Matrices especiales

Los tipos de matrices que se analizan a continuación tienen caracterı́sticas par-
ticulares y se presentan frecuentemente en el desarrollo de la teorı́a y en las aplica-
ciones, de modo que han recibido denominaciones especiales.
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Definición 1.18. Matrices triangulares

Una matriz cuadrada realA= [ai j ] cuyos elementos abajo de la diagonal princi-

pal son todos cero, es decir,ai j = 0 parai > j, se llama matriz triangular superior.

De manera ańaloga, una matriz triangular inferior es una matriz cuadrada realA

cuyos elementos arriba de la diagonal principal son cero, es decir,ai j = 0 para

i < j.

Teorema 1.11.Propiedades de las matrices triangulares

SeanA, B ∈ Mnn matrices triangulares superiores (inferiores) yα ∈ R, en-

tonces:

i) Las matricesA+B y αA son triangulares superiores (inferiores).

ii) La matrizA.B es tambíen triangular superior (inferior).

iii) El det(A) es igual al producto de los elementos de la diagonal principal.

iv) La transpuesta deA es triangular inferior (superior).

v) La matrizA es no singular si y śolo si cada uno de los elementos de la dia-

gonal es distinto de cero.

vi) Si A es invertible, entoncesA−1 es triangular superior (inferior).

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Definición 1.19. Matrices simétricas

Una matriz cuadrada realA = [ai j ] se llama siḿetrica si la transposición la

mantiene invariable, es decir[ai j ] = [a ji ].
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Teorema 1.12.Propiedades de las matrices siḿetricas

SeanA y B matrices siḿetricas de tamãnon×n y α ∈ R, entonces:

i) A+B y αA son siḿetricas.

ii) CuandoA.B= B.A, entoncesA.B es siḿetrica. Sin embargo, esto no es cierto

si A y B no conmutan en el producto.

iii) Si A es invertible entonces su inversaA−1 tambíen es siḿetrica.

iv) Dada una matriz cualquieraC de tamãnom×n,

a) Si m= n, la matriz1
2 (C+Ct) es siḿetrica.

b) Si m 6= n ó m= n, las matrices(C.Ct) y (Ct .C) son siḿetricas.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Un tipo especial de matrices simétricas son las matrices escalares.

Definición 1.20. Matriz escalar

Una matriz realS de tamãno n× n, se llama matriz escalar si resulta de la

multiplicación deIn por un escalarc∈ R, es decir

S= c.In.

Cuando todos los elementossii deSno son iguales al escalarc, se tiene un nuevo
tipo de matrices siḿetricas, las matrices diagonales.

Definición 1.21. Matrices diagonales

Una matriz cuadrada realA = [ai j ] cuyos elementos arriba y abajo de la dia-

gonal principal son todos cero, es decir,ai j = 0 Para todasi 6= j, se llama matriz

diagonal.
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Teorema 1.13.Propiedades de las matrices diagonales

Si D = [dii ] es una matriz diagonal de tamañon×n, entonces:

i) Su producto por otra matriz diagonal también es una matriz diagonal.

ii) El det(D) es igual al producto de los elementos de la diagonal principal.

iii) D es una matriz no singular si y sólo si todos los elementos de la diagonal

son distintos de cero.

iv) Si sus elementos de la diagonal principald11,d22, . . . ,dnn son todos distintos

de cero,D−1 es tambíen una matriz diagonal con elementos en la diagonal

principal iguales a1/d11,1/d22, . . . ,1/dnn.

Demostracíon

i) SeaC = [ci j ]; entonces, el elementoi j deDC es

n

∑
k=1

dikck j

pero comoD y C son matrices diagonales, entoncesdik = 0 si i 6= k y ck j = 0
si k 6= j. Luego, el t́erminodikck j = 0 si i 6= j. Por lo tanto, eĺunico t́ermino
que posiblemente es distinto de cero en esta suma es cuandoi = j = k, es
decir el t́erminod j j c j j , el cual corresponde al elementoj j deD.C.

ii) Se procede por inducción. Si se desarrolla eldet(D) = |D| por la primera
columna, se obtiene|D|= d11|D′| dondeD′ es una submatriz real de tamaño
(n−1)× (n−1) obtenida al borrar la primera fila y la primera columna de
D. Ahora obśervese queD′ tambíen es diagonal. Se deja al lector completar
los detalles de la prueba.

iii ) Dado que una matriz real de tamaño n× n es no singular si y śolo si su
determinante es diferente de cero. SiD es diagonal, de la parteii) se tiene
que|D|= d11d22. . .dnn y éste es distinto de cero si y sólo si cadadii 6= 0.



20 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

iv) Esta se sigue inmediatamente a partir dei) y de iii ). Si cadadii 6= 0



d11 0 . . . 0
0 d22 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . dnn







1/d11 0 . . . 0
0 1/d22 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . 1/dnn


 = In.

Definición 1.22. Matrices antisimétricas

Una matriz cuadrada realA = [ai j ] se llama antisiḿetrica si la transposición da

como resultado la negativa deA, es decirAt =−A.

Teorema 1.14.Propiedades de las matrices antisiḿetricas

SeanA y B matrices antisiḿetricas de tamãnon×n y α ∈ R, entonces:

i) A+B y αA son antisiḿetricas.

ii) CuandoAB = BA, entoncesAB es antisiḿetrica. Sin embargo, esto no es

cierto siA y B no conmutan en el producto.

iii) Si A es invertible entonces su inversaA−1 tambíen es antisiḿetrica.

iv) Dada una matriz cualquieraC de tamãno n×n, la matriz 1
2 (C−Ct) es anti-

simétrica.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Definición 1.23. Matriz ortogonal

SeaA = [~a1 ~a2 . . . ~an] una matriz real de tamaño n×n, donde~ai es un vector

n× 1 que consiste de los elementos de lai-ésima columna deA. EntoncesA es

ortogonal si y śolo si

~at
i~a j =





1 si i = j,

0 si i 6= j.
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Teorema 1.15.Propiedades de las matrices ortogonales

SeanA y B matrices ortogonales de tamañon×n y α ∈ R, entonces:

i) A es ortogonal si y śolo siAt = A−1, o equivalentemente, si y sólo si

AtA = In. (1.9)

ii) ABy BAson ortogonales pero, en general,A+B y αA no lo son.

iii ) El valor absoluto deldetA es 1.

iv) La transpuesta de una matriz ortogonal es ortogonal.

v) Dada una matriz antisiḿetricaC de tamãno n× n, entonces la matrizA =

(In−C)(In +C)−1 es ortogonal.

Demostracíon

i) Por la unicidad de la inversa de una matriz y sus propiedades, se tiene que

A.At = In ⇒ A−1.A.At = A−1 ⇒ At = A−1

At = A−1 ⇒ A.At = A.A−1 ⇒ A.At = In.

ii) Si A y B son ortogonales, entoncesA.B tambíen lo es, ya que

(A.B)(A.B)t = A.B.Bt .At = A.In.A
t = A.At = In

ańalogamente se prueba paraB.A

iii ) Si A es ortogonal, comoAt .A = In, se tiene que

det(In) = det
(
At .A

)
= det

(
At)detA = 1

y comodet(At) = detA, se ve que(detA)2 = 1 y, por lo tanto,

detA =±1.

iv) Obśervese queAt .A = In se puede escribir comoAt .(At)t = In.
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v) Si C∈Mnn es antisiḿetrica, se tiene queCt =−C y, por las propiedades de
la matriz transpuesta, resulta que

AtA =
[
(In−C)(In +C)−1

]t
(In−C)(In +C)−1

=
[
(In +C)−1

]t
(In−C)t (In−C)(In +C)−1

=(In−C)−1(In +C)(In−C)(In +C)−1 = In

ya que(In +C)(In−C) = (In−C)(In +C). Aśı pues,A es ortogonal en vir-
tud de la ecuación (1.9).

Definición 1.24.

Una matriz ortogonalA, tal quedetA = 1, se llamamatriz ortogonal propia

y si el detA =−1, se denominamatriz ortogonal impropia .

Ejemplo 1.1. ¿Es ortogonal la matrizA =




cosθ −senθ

senθ cosθ


?

Solución
Al multiplicar aA por la izquierda porAt , se obtiene

AtA =
[

cosθ senθ
−senθ cosθ

][
cosθ −senθ
senθ cosθ

]
=

[
1 0
0 1

]
.

Esto muestra, por la ecuación (1.9), queA es ortogonal.

Definición 1.25. Matriz de Permutación

La matriz elemental tipoR3 de tamãno n× n, se denomina matriz de per-

mutacíon ya que resulta de intercambiar (permutar) el orden de las filas de la matriz

In.

Teorema 1.16.SeaP una matriz de permutación, entonces

a) Para cualquier matrizA, se puede obtenerPA a partir deA permutando las

filas deA exactamente como se permutaron las filas deIn para obtenerP.
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b) P es no singular y ortogonal.

Demostracíon

a) Esto se sigue fácilmente de las definiciones de la multiplicación de matrices
y de matrices de permutación.

b) SepareP en sus respectivas filas~r1,~r2, . . . ,~rn, que son tan śolo las filas~et
i

de In en cierto orden. EntoncesPt tiene como columnas a~r t
i . La definicíon

de la multiplicacíon de matrices implica que el elemento(i, j) de PPt es
simplemente~r i~rt

j , y esto es

~r i~r
t
j =

{
1 si i = j;
0 si i 6= j,

es decir,PPt = In. De manera ańaloga, en t́erminos de las columnas deP se
demuestra quePtP = In.

1.5. Matrices particionadas

Un rasgo importante en nuestro trabajo con matrices reales ha sido la habili-
dad de considerar una matrizA como una lista de vectores columna en lugar de
simplemente una serie rectangular de números. Este punto de vista ha sido tanútil
que nosotros deseamos considerar otras particiones de la matrizA, tomando por
reglas la divisíon deA horizontal y verticalmente. En esta sección estudiaremos la
forma de particionar una matriz en submatrices que nos permitan realizar las mis-
mas operaciones que definimos anteriormente para las matrices de una manera más
sencilla.

1.5.1. Definiciones y operaciones

Si A = [ai j ] la matriz que se obtiene después de que algunas filas y/o columnas
deA se han eliminado es llamada unasubmatriz de A. Frecuentemente es conve-
niente particionar una matriz en submatrices y considerarla como una matriz cuyos
elementos son estas submatrices.
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Definición 1.26.Una matrizA de tamãnom×n puede particionarse de la siguiente

manera

A =




A11 A12 . . . A1s

A21 A22 . . . A2s

...
...

...
...

Ar1 Ar2 . . . Ars




(1.10)

dondeA11 es la submatriz real de tamaño m1×n1 formada por los elementos deA

que ocupan lasm1 primeras filas y lasn1 primeras columnas,A12 la submatriz real

de tamãno m1× n2 formada por los elementos deA que ocupan lasm1 primeras

filas y las columnasn1 + 1, . . . ,n1 + n2 y aśı sucesivamente. En generalAi j es la

submatriz real de tamaño mi ×n j formada por los elementos deA que ocupan las

filas

m1 + . . .+mi−1 +1,m1 + . . .+mi−1 +2, . . . ,m1 + . . .+mi−1 +mi

y las columnas

n1 + . . .+n j−1 +1,n1 + . . .+n j−1 +2, . . . ,n1 + . . .+n j−1 +n j ,

siendo mi y n j números naturales tales que

m1 +m2 + . . .+mr =m,

n1 +n2 + . . .+ns =n.

Se indicaŕa la particíon diciendo queA es de tamãno

(m1 +m2 + . . .+mr)× (n1 +n2 + . . .+ns).
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Ejemplo 1.2. Sea la matriz

A =




a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 a45




.

Obtenga una partición deA de tamãnos

(i) (2+2)× (2+2+1) y (ii) (1+2+1)× (2+3).

Solución
En el primer caso

A =




a11 a12
... a13 a14

... a15

a21 a22
... a23 a24

... a25

. . . . . . . . . . . . . . . . .

a31 a32
... a33 a34

... a35

a41 a42
... a43 a44

... a45




,

la cual puede ser escrita de la forma

A =




A11
... A12

... A13

. . . . . . . . . . .

A21
... A22

... A23




donde

A11 =
[
a11 a12

a21 a22

]
, A12 =

[
a13 a14

a23 a24

]
, A13 =

[
a15

a25

]
,

A21 =
[
a31 a32

a41 a42

]
, A22 =

[
a33 a34

a43 a44

]
, A23 =

[
a35

a45

]
.
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En el segundo caso

A =




a11 a12
... a13 a14 a15

. . . . . . . . . . . . . . . .

a21 a22
... a23 a24 a25

a31 a32
... a33 a34 a35

. . . . . . . . . . . . . . . .

a41 a42
... a43 a44 a45




,

la cual puede ser escrita de la forma

A =




A
′
11

... A
′
12

. . . . . . .

A
′
21

... A
′
22

. . . . . . .

A
′
31

... A
′
32




donde

A
′
11 =

[
a11 a12

]
, A

′
12 =

[
a13 a14 a15

]
,

A
′
21 =

[
a21 a22

a31 a32

]
, A

′
22 =

[
a23 a24 a25

a33 a34 a35

]
,

A
′
31 =

[
a41 a42

]
, A

′
31 =

[
a43 a44 a45

]
.

Definición 1.27. Submatriz principal

Si A es una matriz cuadrada se llama submatriz principal a toda submatriz de

A formada eligiendo los mismosı́ndices para las filas y las columnas.

El hecho de tomar las mismas filas y columnas es equivalente a que los elemen-
tos de la diagonal principal de la submatriz han de ser elementos que ya forma-
ban parte de la diagonal principal de la matriz original. Luego siA es siḿetrica
cualquier submatriz principal también es siḿetrica.
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Ejemplo 1.3. Obtenga algunas submatrices principales de la matriz

A =




−5 3 5 1 0

−4 8 10 0 −1

2 13 11 2 1

0 1 1 3 2

3 1 0 7 5




Solución
Las siguientes matrices son submatrices principales deA

B =
[−5 3
−4 8

]
, C =

[−5 5
2 11

]
,

D =




11 2 1
1 3 2
0 7 5


 , E =



−5 1 0
0 3 2
3 7 5


 .

La submatriz B se ha formado con las filas y columnas 1 y 2. La submatriz C se ha
conformado con las filas y columnas 1 y 3.

En cambio la submatriz

F =



−5 1 0
−4 0 −1
2 2 1


 ,

no es principal, por que se ha obtenido con las filas 1, 2 y 3 y con las columnas 1,
4 y 5.

Definición 1.28. Submatriz angular

Las submatrices principales que son formadas con las primeras filas y columnas

de la matrizA y que denotaremos porA[k], siendok el orden de la submatriz, se

denomina submatriz angular.

Si A es la matriz cuadrada de tamañon×n

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann


 ,
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entonces las submatrices angulares deA son

A[1] =
[
a11

]
, A[2] =

[
a11 a12

a21 a22

]
, A[3] =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 , . . . , A[n] = A.

Aśı en el Ejemplo 1.3, la submatrizB seŕıa una submatriz angular, concretamente
A[2].

Definición 1.29. Dos matricesA y B est́an particionadas id́enticamente si las sub-

matrices resultantes contienen el mismo número de filas y de columnas y si, además,

las partes correspondientes tienen el mismo tamaño. Por lo tanto, dos matrices par-

ticionadas id́enticamente son iguales si y sólo si las submatrices correspondientes

son iguales.

Definición 1.30. Suma de matrices particionadas

SeanA y B dos matrices particionadas idénticamente. Entonces lasumadeA

y B tendra igual particíon, en este caso cada bloque deA+ B es obtenido de los

correspondientes bloques deA y deB, en otras palabras

A+B =




A11 A12 . . . A1s

A21 A22 . . . A2s

...
...

...
...

Ar1 Ar2 . . . Ars




+




B11 B12 . . . B1s

B21 B22 . . . B2s

...
...

...
...

Br1 Br2 . . . Brs




=




A11+B11 A12+B12 . . . A1s+B1s

A21+B21 A22+B22 . . . A2s+B2s

...
...

...
...

Ar1 +Br1 Ar2 +Br2 . . . Ars +Brs




,

donde las submatricesAi j y Bi j son de tamãnomi×n j .
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Definición 1.31. Multiplicaci ón por un escalar

Si A es una matriz real de tamaño m× n particionada yα ∈ R. Entonces la

multiplicaci ón de un escalarpor A, es una matriz real de tamaño m×n obtenida

de multiplicar cada bloque deA por el ńumeroα, en otras palabras,

αA =α




A11 A12 . . . A1s

A21 A22 . . . A2s

...
...

...
...

Ar1 Ar2 . . . Ars




=




αA11 αA12 . . . αA1s

αA21 αA22 . . . αA2s

...
...

...
...

αAr1 αAr2 . . . αArs




,

donde cadaAi j es una submatriz real de tamañomi×n j .

Definición 1.32. Transpuesta

SeaAuna matriz real de tamañom×nparticionada de alguna manera. Entonces

la transpuestadeA, que se escribeAt , es una matriz real de tamañon×mobtenida

de intercambiar los renglones por las columnas en cada uno de los bloquesAi j , en

otras palabras,

si A =




A11 A12 . . . A1s

A21 A22 . . . A2s

...
...

...
...

Ar1 Ar2 . . . Ars




, entoncesAt =




At
11 At

21 . . . At
r1

At
12 At

22 . . . At
r2

...
...

...
...

At
1s At

2s . . . At
rs




,

donde,Ai j es la submatriz real de tamañomi×n j .

Ejemplo 1.4. Obtenga la transpuesta deA

A =




8 9 3 −5

20 10 −10 8

21 −5 13 5




.



30 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Solución

Consideremos la partición (2+1)× (2+2) deA, es decir,

A =




A11
... A12

. . . . . . .

A21
... A22


 =




8 9
... 3 −5

20 10
... −10 8

. . . . . . . . . . . . .

21 −5
... 13 5




.

Luego

At
11 =

[
8 9
20 10

]t

=
[
8 20
9 10

]
, At

12 =
[

3 −5
−10 8

]t

=
[

3 −10
−5 8

]
,

At
21 =

[
21 −5

]t =
[

21
−5

]
, At

21 =
[
13 5

]t =
[
13
5

]
,

por consiguiente,




8 9
... 3 −5

20 10
... −10 8

. . . . . . . . . . . . .

21 −5
... 13 5




t

=




8 20
... 21

9 10
... −5

. . . . . . . . . .

3 −10
... 13

−5 8
... 5




.

Teorema 1.17.Multiplicaci ón

SeanA y B matrices particionadas compatibles para el producto, digamos

A =




A11 A12 . . . A1s

A21 A22 . . . A2s

...
...

...
...

Ar1 ar2 . . . Ars




y B =




B11 B12 . . . B1t

B21 B22 . . . B2t

...
...

...
...

Bs1 Bs2 . . . Bst




.
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Entonces la multiplicación de las dos matrices es

A.B =




C11 C12 . . . C1t

C21 C22 . . . C2t

...
...

...
...

Cr1 Cr2 . . . Crt




,

dondeCik =
s
∑
j=1

Ai j B jk.

Demostracíon
Consideremos(m1 +m2 + . . .+mr)× (n1 +n2 + . . .+ns) una particíon deA y

(n1 +n2 + . . .+ns)× (p1 + p2 + . . .+ pr) una particíon deB. Entonces,

Ai j =
[
ahl

]{
m1+m2+...+mi−1+1≤h≤m1+m2+...+mi−1+mi

n1+n2+...+n j−1+1≤l≤n1+n2+...+n j−1+n j

}

B jk =
[
blq

]{
n1+n2+...+n j−1+1≤l≤n1+n2+...+n j−1+n j
p1+p2+...+pk−1+1≤q≤p1+p2+...+pk−1+pk

}

Ai j B jk =

[
n1+...+n j−1+n j

∑
l=n1+...+n j−1+1

ahlblq

]

{
m1+m2+...+mi−1+1≤h≤m1+m2+...+mi−1+mi

p1+p2+...+pk−1+1≤q≤p1+p2+...+pk−1+pk

}

y por tanto

Cik =
s

∑
j=1

Ai j B jk

=
[

n
∑

l=1
ahlblq

]
{

m1+m2+...+mi−1+1≤h≤m1+m2+...+mi−1+mi
p1+p2+...+pk−1+1≤q≤p1+p2+...+pk−1+pk

} ,

es decir,Cik es el bloque(i,k) correspondiente a la partición

(m1 +m2 + . . .+mr)× (p1 + p2 + . . .+ pt)

deA.B.
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Ejemplo 1.5. CalcularA.B, siendo

A =




8 9 3 −5

20 10 −10 8

21 −5 13 5




y B =




2 1 3 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 1

−1 1 2 −1




.

Solución
Sean las particiones(2+1)× (2+2) paraA y (2+2)× (2+2) paraB

A =




A11
... A12

. . . . . . .

A21
... A22


 =




8 9
... 3 −5

20 10
... −10 8

. . . . . . . . . . . . .

21 −5
... 13 5




,

B =




B11
... B12

. . . . . . .

B21
... B22


 =




2 1
... 3 1

1 1
... −1 −1

. . . . . . . . . . . . .

1 −1
... 1 1

−1 1
... 2 −1




.

Luego,

A11B11+A12B21 =
[
25 17
50 30

]
+

[
8 −8

−18 18

]
=

[
33 9
32 48

]
,

A11B12+A12B22 =
[
15 −1
50 10

]
+

[−7 8
6 −18

]
=

[
8 7

56 −8

]
,

A12B11+A22B21 =
[
37 16

]
+

[
8 −8

]
=

[
45 8

]
,

A12B12+A22B22 =
[
68 26

]
+

[
23 8

]
=

[
91 34

]
.

Por consiguiente,

A.B =




33 9
... 8 7

32 48
... 56 −8

. . . . . . . . . . . . .

45 8
... 91 34




.
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1.5.2. Determinantes de matrices particionadas

En esta sección se muestran algunos resultados para encontrar el determinante
de una matriz cuadrada particionada en bloques.

Teorema 1.18.SeaA una matriz real de tamañon×n particionada como

A =




A11 A12

A21 A22


 .

Si A11 y A22 son submatrices cuadradas de tamañok×k y (n−k)× (n−k) respec-

tivamente; yA12 = O ó A21 = O, entonces

det(A) = det(A11)det(A22).

Demostracíon
Probaremos este resultado por inducción sobrek. Sin ṕerdida de generalidad,

supongamos queA12 = O y asumamos que el teorema es válido Para todass las
matrices de tamãno (n−1)× (n−1) de la forma apropiada. Dado que el determi-
nante de una matrizA de tamãnon×n se puede calcular mediante la Expansión de
Laplace por la primera fila, como sigue

det(A) =
n

∑
j=1

(−1)1+ ja1 jM1 j (A) (1.11)

=a11M11(A)−a12M12(A)+ . . .+(−1)n+1a1nM1n(A) ,

donde cada uno de los menores complementariosM1 j (A) son de la forma

M1 j (A) =

∣∣∣∣∣

[
A[ j]

11

]
O

[A21] j A22

∣∣∣∣∣ , j =1,2, . . . ,k.

Aqúı,
[
A[ j]

11

]
se consigue borrando deA11 la primera fila y la j-ésima columna y

[A21] j se obtiene de suprimir deA21 la j-ésima columna. Por inducción sobrek,

M1 j (A) = det
([

A[ j]
11

])
det(A22) .

Si se reemplaza en (1.11) se tiene que

det(A) =

[
k

∑
j=1

(−1)1+ ja1 j det
([

A[ j]
11

])]
det(A22)

=det(A11)det(A22) .
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Como se deseaba.

Teorema 1.19.Determinante de una matriz particionada

Sea la matriz cuadradaA tal que

A =




A11 A12

A21 A22


 ,

conA11 y A22 submatrices cuadradas. Entonces

1. Si A11 es no singular se verifica que

det(A) = det(A11)det(A22−A21A
−1
11 A12). (1.12)

2. Si A22 es no singular se cumple que

det(A) = det(A22)det(A11−A12A
−1
22 A21). (1.13)

Demostracíon

1. Consideremos que la submatrizA11 es no singular, luego la matrizA se puede
particionar como sigue

[
A11 A12

A21 A22

]

︸ ︷︷ ︸
=

[
A11 0
A21 A22−A21A

−1
11 A12

]

︸ ︷︷ ︸

[
I A−1

11 A12

0 I

]

︸ ︷︷ ︸
.

A = L U

Fácilmente el lector puede probar queA = LU ; por otra parte, dado que
det(LU) = det(L)det(U) para matrices cuadradasL y U , por el Teorema 1.18
se tiene que

det(A) = det(LU) = det(A11)det(A22−A21A
−1
11 A12).

2. Queda como ejercicio para el lector.
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Ejemplo 1.6. Para una partición (2+2)× (2+2) de la matrizA, obtenga el deter-

minante de

A =




2 1 3 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 1

−1 1 2 −1




.

Solución
Luego la matrizA particionada queda

A =
[
A11 A12

A21 A22

]
,

dondeA11 =
[
2 1
1 1

]
es no singular ya que su determinante es1. Adeḿas

A21A
−1
11 A12 =

[
1 −1
−1 1

][
2 1
1 1

]−1[
3 1
−1 −1

]
=

[
9 5
−9 −5

]

y

A22−A21A
−1
11 A12 =

[
1 1
2 −1

]
−

[
9 5
−9 −5

]
=

[−8 −4
11 4

]

con determinante igual a12, luego por (1.12) se tiene que

det(A) = 1·12= 12.

Teorema 1.20.Desigualdad de Fischer

SeaA una matriz cuadrada y definida positiva, particionada como

A =




A11 A12

A21 A22




dondeA11 y A22 son submatrices cuadradas, entonces

detA≤ det(A11)det(A22).

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.
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1.5.3. Inversas de matrices particionadas

Para determinar la inversa de una matriz cuadrada usualmente se emplea el
método de Gauss-Jordanó el método del determinante y la matriz adjunta. En esta
seccíon se ilustra la manera en que se pueden calcular las inversas de las matrices
usando particiones.

Teorema 1.21.SeaA una matriz no singular particionada como

A =




A11 A12

A21 A22


 (1.14)

dondeA11 y A22 son submatrices cuadradas no singulares. Entonces,

1. Si A12 = 0, la inversa deA es



A11 0

A21 A22




−1

=




A−1
11 0

−A−1
22 A21A

−1
11 A−1

22


 .

2. Si A21 = 0, la inversa de la matriz dada en (1.14) es



A11 A12

0 A22




−1

=




A−1
11 −A−1

11 A12A
−1
22

0 A−1
22


 .

Demostracíon
Puesto queA−1 es la inversa deA, entoncesAA−1 = I .

1. Suṕongase queA12 es una submatriz nula, entonces

AA−1 =
[
A11 0
A21 A22

][
A−1

11 0
−A−1

22 A21A
−1
11 A−1

22

]

=
[

A11A
−1
11 0

A21A
−1
11 −A22A

−1
22 A21A

−1
11 A22A

−1
22

]
=

[
I 0
0 I

]
.

2. De manera ańaloga, cuandoA21 = 0 se tiene que

AA−1 =
[
A11 A12

0 A22

][
A−1

11 −A−1
11 A12A

−1
22

0 A−1
22

]

=
[
A11A

−1
11 A12A

−1
22 −A11A

−1
11 A12A

−1
22

0 A22A
−1
22

]
=

[
I 0
0 I

]
.
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Teorema 1.22.Inversa de una matriz particionada

SeaA una matriz no singular particionada como sigue:

A =




A11 A12

A21 A22


 ,

dondeAi j son submatrices de tamaño ni ×n j parai, j = 1,2, donden1 +n2 = n y

0 < n1 < n. DenotemosA−1 porB y particionemosB como

B =




B11 B12

B21 B22




dondeBi j son submatrices de tamaño ni ×n j parai, j = 1,2. Si det(A11) 6= 0, y

det(A22) 6= 0, se tienen los siguientes resultados:

1. B−1
11 y B−1

22 existen;

2.
[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
y

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
existen;

3. A−1 puede escribirse como

a) A−1 =




[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1 −A−1
11 A12

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1

−A−1
22 A21

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1 [
A22−A21A

−1
11 A12

]−1


 .

b) A−1 =




[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1 −[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
A12A

−1
22

−[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
A21A

−1
11

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1


 .

Demostracíon
Para probar2. multiplicamos la matrizA por la izquierda por la matriz no

singular

A∗1 =
[

A−1
11 0

−A21A
−1
11 I

]
.
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Fácilmente el lector puede probar queA∗1A = C, es

C =
[

I −A−1
11 A12

0 A22−A21A
−1
11 A12

]
,

pero por el Teorema 1.18 se tiene que

det(C) = det(I)det(A22−A21A
−1
11 A12) = det(A∗1A) = det(A∗1)det(A) 6= 0.

En consecuencia,
A22−A21A

−1
11 A12,

es no singular.
Para probar la otra parte de2., se multiplicaB por la izquierda porA∗2, donde

A∗2 =
[

I −A12A
−1
22

0 A−1
22

]
.

Por otra parte, del resultadoBA= I se tiene que
[
B11 B12

B21 B22

][
A11 A12

A21 A22

]
=

[
I 0
0 I

]

y de estas se obtienen las siguientes cuatro ecuaciones matriciales:

B11A11+B12A21 =I (1.15a)

B11A12+B12A22 =0 (1.15b)

B21A11+B22A21 =0 (1.15c)

B21A12+B22A22 =I . (1.15d)

Si se multiplica por la derecha de la ecuación (1.15b) porA−1
22 se tiene

B12 =−B11A12A
−1
22 .

Si se reemplaza en la ecuación (1.15a) y se factoriza se obtiene

B11
[
A11−A12A

−1
22 A21

]
= I , (1.16)

aśı B−1
11 existe y es igual aA11−A12A

−1
22 A21.

De manera ańaloga, si se utilizan las ecuaciones (1.15c) y (1.15d) se puede
probar que

B22
[
A22−A21A

−1
11 A12

]
= I (1.17)

es decir,B−1
22 existe y es igual aA22−A21A

−1
11 A12. Esto prueba1.

De reemplazar enB12 y B21 se sigue la prueba de3.
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Corolario 1.22.1. SeanA y B como en el Teorema 1.22, entonces

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
= A−1

11 +A−1
11 A12

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
A21A

−1
11 .

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
= A−1

22 +A−1
22 A21

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
A12A

−1
22 .

A−1
11 A12

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
=

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
A12A

−1
22 .

A−1
22 A21

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
=

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
A21A

−1
11 .

Demostracíon
ComoA11 es invertible, la matrizA se puede particionar como sigue

[
A11 A12

A21 A22

]

︸ ︷︷ ︸
=

[
A11 0
A21 A22−A21A

−1
11 A12

]

︸ ︷︷ ︸

[
I A−1

11 A12

0 I

]

︸ ︷︷ ︸
.

A = L U

Luego,A−1 = B = U−1L−1 y por el Teorema 1.21 se tiene

A−1 =
[

I −A−1
11 A12

0 I

][
A−1

11 0

−[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
A21A

−1
11

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1

]

=

[
A−1

11 +A−1
11 A12

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
A21A

−1
11 −A−1

11 A12
[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1

−[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
A21A

−1
11

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1

]
.

Como en el Teorema 1.22 se obtuvoA−1, comparando los términos se obtiene

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
= A−1

11 +A−1
11 A12

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
A21A

−1
11

A−1
22 A21

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
=

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
A21A

−1
11 .

Por otra parte, dado queA22 es no singular, la matrizA tambíen podŕıa particionarse
de la siguiente manera

[
A11 A12

A21 A22

]

︸ ︷︷ ︸
=

[
A11−A12A

−1
22 A21 A12

0 A22

]

︸ ︷︷ ︸

[
I 0

A−1
22 A21 I

]

︸ ︷︷ ︸
,

A = R S
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por lo tanto,A−1 = B = S−1R−1 y en virtud del Teorema 1.21 se tiene que

A−1 =
[

I 0
−A−1

22 A21 I

][[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1 −[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
A12A

−1
22

0 A−1
22

]

=

[ [
A11−A12A

−1
22 A21

]−1 −[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
A12A

−1
22

−A−1
22 A21

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
A−1

22 +A−1
22 A21

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
A12A

−1
22

]
.

Aqúı se comparan de nuevo los términos con los de la matrizA−1, para obtener
[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
= A−1

22 +A−1
22 A21

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
A12A

−1
22

A−1
11 A12

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
=

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
A12A

−1
22

y el corolario queda probado.

Ejemplo 1.7.

Obtenga la inversa de la matriz dada en el Ejemplo 1.6.

Solución
En el Ejemplo 1.6 se considero la partición

A =
[
A11 A12

A21 A22

]
obteníendose que det(A) = 12,

es decir,A es invertible. Asumiendo la misma partición se tiene que

A−1
11 =

[
2 1
1 1

]−1

=
[

1 −1
−1 2

]
, A−1

22 =
[
1 1
2 −1

]−1

=
[1

3
1
3

2
3 −1

3

]
,

A12A
−1
22 A21 =

[
3 1
−1 −1

][
1 1
2 −1

]−1[
1 −1
−1 1

]
=

[
1 −1
−1 1

]
.

AunqueA12A
−1
22 A21 no es invertible, el primer bloqueB11 de la matrizA−1 es

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
=

[
1 2
2 0

]−1

=
[

0 1
2

1
2 −1

4

]
.

La submatrizB21 =−A−1
22 A21

[
A11−A12A

−1
22 A21

]−1
, esta dada por

B21 =−
[
1 1
2 −1

]−1[
1 −1
−1 1

][
0 1

2
1
2 −1

4

]
=

[
0 0
1
2 −3

4

]
y

A21A
−1
11 A12 =

[
1 −1
−1 1

][
2 1
1 1

]−1[
3 1
−1 −1

]
=

[
9 5
−9 −5

]
.
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A pesar de queA21A
−1
11 A12 no es invertible, el bloqueB22 se obtiene de

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
=

[−8 −4
11 4

]−1

=
[ 1

3
1
3

−11
12 −2

3

]

y finalmente, se tiene queB12 =−A−1
11 A12

[
A22−A21A

−1
11 A12

]−1
es

B12 =−
[
2 1
1 1

]−1[
3 1
−1 −1

][ 1
3

1
3

−11
12 −2

3

]
=

[ 1
2 0
−13

12 −1
3

]
.

Por lo tanto,



2 1 3 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 1
−1 1 2 −1




−1

=




0 1
2

1
2 0

1
2 −1

4 −13
12 −1

3
0 0 1

3
1
3

1
2 −3

4 −11
12 −2

3


 .

Ejercicios 1.1.

1. Utilizando particiones encuentre el determinante y la inversa de



−5 3 5 1 0

−4 8 10 0 −1

2 13 11 2 1

0 1 1 3 2

3 1 0 7 5




.

2. Si A y C son no singulares. Pruebe que

i) det(I +AB) = det(I +BA).

ii) det(A+CBCt) = det(A)det(I +BCtA−1C).

3. Demuestre que



P Q

R S







I 0

0 0







X Y

Z W


 =




P

R




[
X Y

]
.
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4. Muestre que la inversa de una matriz no singular particionada es




A B

C D




−1

=




A−1 0

0 0


+



−A−1B

I


 [D−CA−1B]−1

[
−CA−1 I

]
.

1.6. Espacio vectorial

Los conjuntosR2 (vectores en el plano) yR3 (vectores en el espacio) junto con
las operaciones de suma de vectores y multiplicación por un escalar se llaman espa-
cios vectoriales. Las propiedades algebraicas de unespacio vectorialarbitrario son
muy semejantes a las de los elementos deR2 yR3. En consecuencia, se acostumbra
llamarvectorestambíen a los elementos de un espacio vectorial arbitrario.

Definición 1.33. Un espacio vectorial real2 V es un conjunto no vacı́o de vectores,

dotado de dos operaciones

Suma Multiplicaci ón por un escalar

V×V→ V R×V→ V

(~x,~y)→~x+~y (α,~x)→ α~x

que satisfacen los diez axiomas enumerados a continuación.

Axiomas de un espacio vectorial

DadoV un espacio vectorial real, se verifica que:

Para la suma enV:

i. Clausurativa:Si~x,~y∈ V, entonces~x+~y∈ V.

ii . Asociativa:Para todo~x,~y y~z∈ V, (~x+~y)+~z=~x+(~y+~z).

iii . Conmutativa:Si~x,~y∈ V, entonces~x+~y =~y+~x.

2La palabra “real” significa que los escalares que se usan son números reales.
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iv. Existencia de elemento neutro:Existe un vector deV, denotado por~0,
tal que para todo~x∈ V,~x+~0 =~0+~x =~x.

v. Elemento opuesto:Si ~x ∈ V, existe un vector−~x en V tal que~x+
(−~x) =~0.

Para el producto por un escalar deR:

vi. Clausurativa:Si~x∈ V y α es un escalar, entoncesα~x∈ V.

vii. Distributiva respecto de la suma de vectores:Si ~x,~y ∈ V y α es un
escalar, entoncesα(~x+~y) = α~x+α~y.

viii . Distributiva respecto de la suma de escalares:Si ~x ∈ V y α y β son
escalares, entonces(α+β)~x = α~x+β~x.

ix. Asociativa respecto a la multiplicación de escalares:Si~x∈ V y α y β
son escalares, entoncesα(β~x) = (αβ)~x.

x. Existencia del elemento unidad:Para cada vector~x∈ V, 1~x =~x.

Definición 1.34.SeaV un espacio vectorial yW un subconjunto no vacı́o deV. Se

dice queW es un subespacio vectorial deV siW dotado de las mismas operaciones

definidas enV es, a su vez, espacio vectorial.

Teorema 1.23.Un subconjunto no vacı́oW de un espacio vectorialV es un sube-

spacio vectorial deV si cumple que

i) La suma de elementos deW es un elemento deW.

ii) El producto de un escalar por un elemento deW pertenece aW.

Una condicíon equivalente para queW sea subespacio vectorial es que para todo

par de elementos~v y ~w deW y cualesquieraα y β deR, se verifiqueα~v+ β~w

pertenece aW.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.
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Definición 1.35.SiU yW son subespacios de un espacio vectorial realV, entonces

se define la sumaU+W como

U+W= {~u+~w |~u∈ U,~w∈W}.

Teorema 1.24.SiU yW son subespacios de un espacio vectorial realV, entonces

la sumaU+W es un subespacio deV.

Demostracíon
Se debe probar queU+W satisface las condiciones del teorema 1.23:

i) Si~u1,~u2 ∈ U y ~w1,~w2 ∈W, entonces

(~u1 +~w1)+(~u2 +~w2) =~u1 +~u2 +~w1 +~w2 ∈ U+W.

ii) Si α ∈ R, entonces

α(~u1 +~w1) = α~u1 +α~w1 ∈ U+W.

Finalmente,~0+~0∈ U+W. Lo cual prueba queU+W es un subespacio.

Definición 1.36. Se dice queV es unasuma directadeU yW si todo~v∈V tiene

una representación única de la forma

~v =~u+~w.

con~u∈ U y~v∈ V. Esta suma directa se denotará comoV= U
L
W.

Teorema 1.25.SiU yW son subespacios no nulos de un espacio vectorial realV,

su sumaU+W es una suma directa si y sólo siU
T
W= {~0}.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.
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Definición 1.37. Combinación lineal

Sean~v1,~v2, . . . ,~vn vectores en un espacio vectorial realV. Un vector~v enV es

una combinacíon lineal de~v1,~v2, . . . ,~vn si

~v = c1~v1 +c2~v2 + . . .+cn~vn

para ciertos ńumeros realesc1,c2, . . . ,cn.

Definición 1.38. SeaS= {~v1,~v2, . . . ,~vn} un conjunto de vectores en un espacio

vectorialV, entonces se dice queSes

1. Linealmente dependiente o ligado si y sólo si existen escalaresc1,c2, . . . ,cn

no todos nulos, tales que

c1~v1 +c2~v2 + . . .+cn~vn =~0.

2. Linealmente independiente o libre si y sólo si no son ligados. Esto es,

c1~v1 +c2~v2 + . . .+cn~vn =~0.

se cumple śolo parac1 = c2 = . . . = cn = 0

Definición 1.39. Espacio generado

Si S= {~v1,~v2, . . . ,~vn} es un conjunto de vectores en un espacio vectorialV,

entonces el conjunto de todos los vectores enV que son combinaciones lineales de

los vectores enSse denomina espacio generado y se denota por

genS o gen{~v1,~v2, . . . ,~vn}.
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1.6.1. Bases

En esta sección se contińua con el estudio de la estructura de un espacio vecto-
rial V determinando un conjunto mı́nimo de vectores deV que describa completa-
mente aV.

Definición 1.40. Base

SiV es cualquier espacio vectorial yB = {~v1, . . . ,~vn} es un conjunto finito de

vectores enV, entoncesB se denomina base paraV si es un conjunto generador

paraV con el ńumero ḿas pequẽno de elementos en un conjunto generador para

V.

El teorema principal acerca de las bases es:

Teorema 1.26.Base

SeaB = {~v1, . . . ,~vn} un conjunto de vectores en un espacio vectorialV. El

conjuntoB es una base paraV si y śolo siB es linealmente independiente y genera

aV.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Definición 1.41. Dimensión

Si un espacio vectorialV tiene una baseB conn elementos(n∈ N), entonces

se define an como la dimensíon del espacio vectorialV y se escribe

n = dimV.

SiV=
{
~0

}
, entonces se tiene quedimV= 0.

Teorema 1.27.SeaS= {~v1,~v2, . . . ,~vn} un conjunto de vectores en un espacio vec-

torialV de dimensíonn. Sea

A =
[
~v1 ~v2 . . . ~vn

]
,
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entoncesSes un conjunto de vectores linealmente independiente si y sólo si

detA 6= 0.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 1.28.Suponga quedimV= n. Si~v1,~v2, . . . ,~vm es un conjunto dem vec-

tores linealmente independientes enV, entoncesm≤ n.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 1.29.Cualesquieran vectores linealmente independientes en un espacio

vectorialV de dimensíonn constituyen una base paraV.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Definición 1.42. SeaB = {~v1,~v2, . . . ,~vn} una base para el espacio vectorialV de

dimensíonn. Las coordenadas de cualquier vector~x∈ V, enB, se relacionan por

(~x)B = M−1
B ~x, (1.18)

dondeMB =
[
~v1 ~v2 . . . ~vn

]
.

Ejemplo 1.8. Muestre que los vectores~vt
1 = (2,−1) y~vt

2 = (1,5) forman una base

deR2 y halle las componentes del vector~xt = (7,4) con relacíon a esta base.

Solución
FórmeseA = [~v1~v2] y calćulese su determinante

detA =
∣∣~v1 ~v2

∣∣ =
∣∣∣∣

2 1
−1 5

∣∣∣∣ = 11 6= 0.

Luego,S= {~v1,~v2} es un conjunto de vectores linealmente independientes y como
R2 tiene dimensíon dos, se deduce que forman una base.
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Para hallar las componentes de~x en t́erminos de esta base, se hace

(~x)B =M−1
B ~x = A−1~x

=
[

2 1
−1 5

]−1[
7
4

]
=

1
11

[
5 −1
1 2

][
7
4

]
=

1
11

[
31
15

]
.

Estas son las componentes de~x relativas a la base~v1,~v2.

Teorema 1.30.Cambio de Base

SeanB1 = {~v1,~v2, . . . ,~vn} y B2 = {~w1,~w2, . . . ,~wn} bases para el espacio vec-

torialV de dimensíonn. Para cualquier vector~x∈V, las coordenadas enB1, (~x)B1

y las coordenadas enB2, (~x)B2
se relacionan por

(~x)B2
= M−1

B2
MB1 (~x)B1

. (1.19)

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

1.6.2. Espacios con producto interno

En esta sección se define una operación que no puede ser clasificada como
externa o interna, ya que aunque se opera con los elementos de un espacio vectorial,
el resultado es un escalar el cual no pertenece al conjunto sobre el cual se define la
operacíon.

Definición 1.43. Espacio con producto interno

Un espacio vectorial realV de dimensíon finita, se dice que es un espacio

con producto interno si a cada par de vectores~u,~v∈ V, le asigna un ńumero real

denotado por<~u,~v >, tal que

<~u,~v >=~u·~v =~ut~v =
n

∑
i=1

uivi . (1.20)

Debido a la notación en (1.20), el producto interno se llama con frecuencia pro-

ducto escalar o producto punto entre vectores.
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Teorema 1.31.Propiedades del producto interno

SeaV un espacio vectorial real con un producto interno<,>. Entonces, para

todo~u,~v,~w∈ V y todoα ∈ R se tiene

i) <~u,~v >=<~v,~u >.

ii) < (~u+~v) ,~w >=<~u,~w > + <~v,~w >.

iii ) <~u,(~v+~w) >=<~u,~v > + <~u,~w >.

iv) < (α~u) ,~v >= α <~u,~v >=<~u,(α~v) >.

v) <~u,~u >≥ 0 y <~u,~u >= 0 si y śolo si~u =~0.

Definición 1.44. Longitud o norma

SeaV un espacio vectorial real, con un producto interno<,>. Una norma en

V es una funcíon deV enR, tal que a cada~v ∈ V, le asigna un ńumero real no

negativo, denotado por‖~v‖ y definido como

‖~v‖=
√

<~v,~v >. (1.21)

Teorema 1.32.Propiedades de la norma

Para todo~u,~v∈ V y todoα ∈ R

i) ‖~u‖ ≥ 0.

ii) ‖~u‖= 0 si y śolo si~u =~0.

iii ) ‖α~u‖= |α|‖~u‖.

iv) ‖<~u,~v > ‖ ≤ ‖~u‖‖~v‖.
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v) ‖~u+~v‖ ≤ ‖~u‖+‖~v‖.
Demostracíon

Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 1.33.Sea<,> un producto interno en un espacio vectorialV de dimen-

sión finita. Sean~u y~v dos vectores diferentes de cero. Siθ es elángulo entre ellos,

entonces

cosθ =
<~u,~v >

‖~u‖‖~v‖ . (1.22)

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Definición 1.45. Vectores ortogonales

1. SeaV un espacio vectorial con un producto interno y sean dos vectores~u,~v∈
V. Se dice que~u y~v son ortogonales(~u⊥~v) si y śolo si

<~u,~v >= 0.

2. Un conjunto de vectoresS= {~v1,~v2, . . . ,~vm} de un espacio vectorialV se

dice que es ortogonal si y sólo si los vectores son ortogonales dos a dos, es

decir,

<~vi ,~v j >=0 siempre que i 6= j.

3. El conjunto de vectoresS(en 2), se dice que es ortonormal si y sólo si

a) Ses ortogonal. b) ‖~vi‖= 1, para todoi.

Teorema 1.34.Todo conjunto ortogonal de un espacio vectorialV es linealmente

independiente.
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Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 1.35.Proceso de ortonormalizacíon de Gram-Schmidt

Todo subespacioH de dimensíon k deRn tiene al menos una base ortogonal

y una base ortonormal. SiB = {~v1,~v2, . . . ,~vk} es cualquier base deH, entonces

B ′
= {~w1,~w2, . . . ,~wk} es una base ortogonal, donde

~w1 =~v1.

~w2 =~v2− <~v2,~w1 >

‖~w1‖2 ~w1.

~w3 =~v3− <~v3,~w1 >

‖~w1‖2 ~w1− <~v3,~w2 >

‖~w2‖2 ~w2.

...

~wk =~vk−
k−1

∑
i=1

<~vk,~wi >

‖~wi‖2 ~wi .

y

gen{~v1, . . . ,~vk}=gen{~w1, . . . ,~wk}, i = 1, . . . ,k.

La base ortonormalB ′′
se obtiene normalizandoB ′

:

B
′′
=

{
~w1

‖~w1‖ , . . . ,
~wk

‖~wk‖
}

.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

1.6.3. Complemento ortogonal

Consideremos un subespacioV⊆Rn. ParaV puede haber muchos subespacios
deRn que son ortogonales aV (por ejemplo, enR3, siV es el ejeZ, todas las rectas
en el planoXY que pasan por el origen y el propio planoXY, son ortogonales a
V). Entre todos los subespacios que son ortogonales aV hay uno de particular
importancia: aquel subespacioV∗ tal queRn = V⊕V∗.
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Definición 1.46. Complemento Ortogonal

SeaH un subespacio del espacio con producto internoV. Entonces el comple-

mento ortogonal deH, denotado porH⊥, est́a dado por

H⊥ = {~u∈ V :
〈
~u,~h

〉
= 0 Para toda~h∈ H}.

1.6.4. Subespacios asociados a una matriz

Hay cuatro subespacios asociados a una matriz los cuales se consideran a con-
tinuacíon.

Definición 1.47. Espacio Nulo y Nulidad de una matriz

SeaA una matriz de tamãnom×n. Entonces el conjunto

NA = {~u∈ Rn|A~u =~0}, (1.23)

se llama el espacio nulo deA y ν(A) = dimNA se denomina nulidad deA.

El espacio nulo de una matriz también se conoce comonúcleo.

Definición 1.48. Imagen de una matriz

SeaA una matriz de tamãnom×n. Entonces la imagen deA, denotada porImA,

est́a dada por

ImA = {~v∈ Rm|A~u =~v para alǵun~u∈ Rn}. (1.24)

Definición 1.49. Espacio de los renglones (o de las filas) de una matriz

SeaA una matriz de tamãno m×n, sean{~r1,~r2, . . . ,~rn} los renglones (o filas)

deA. Entonces se define

R(A) = espacio de los renglones deA = gen{~r1,~r2, . . . ,~rn}. (1.25)



1.6. ESPACIO VECTORIAL 53

Definición 1.50. Espacio de las columnas de una matriz

SeaA una matriz de tamãno m× n, sean{~c1,~c2, . . . ,~cn} las columnas deA.

Entonces se define

C(A) = espacio de las columnas deA = gen{~c1,~c2, . . . ,~cn}. (1.26)

Definición 1.51. Rango de una matriz

SeaA = [ai j ] una matriz real de tamaño m×n, se llama rango deA, denotado

por ρ(A), al número ḿaximo de vectores fila (o columna) linealmente indepen-

diente, o tambíen, a la dimensión del subespacio generado por los vectores fila (o

columna) deA.

Teorema 1.36.Propiedades del rango

SeaA una matriz real de tamañom×n, entonces se cumple que

(i) 0≤ ρ(A)≤mı́n{m,n}.

(ii) Si ρ(A) = m< n, se dice queA tienerango completo fila.

(iii ) Si ρ(A) = n < m, se dice queA tienerango completo columna.

(iv) Si ρ(A) = r ≤ mı́n{m,n}, entonces existen matricesK y L de rangor y

tamãnosm× r y r×n, respectivamente, tales queA = KL.

(v) ρ(In) = n, conIn la matriz identidad de tamañon×n.

(vi) ρ(O) = 0, siendo,O la matriz nula de tamãnon×n.

(vii) ρ(A) = ρ(At).

(viii) ρ(A.B)≤mı́n{ρ(A),ρ(B)}.
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(ix) Si A es diagonal, entoncesρ(A), es el ńumero de elementos no nulos en su

diagonal.

(x) Si A es no singular, entoncesρ(A.B) = ρ(B) y ρ(B.A) = ρ(B).

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

1.7. Sistemas de ecuaciones lineales

En esta sección se mencionan las relaciones lineales, pues gran parte delÁlge-
bra Lineal estudia y desarrolla relaciones lineales las cuales son una generalización
de la ecuacíon de una recta.

Definición 1.52. Un sistema de ecuaciones se dice que es lineal si todas las ecua-

ciones que lo componen son lineales en los escalares desconocidos o incógnitas

x1,x2, . . . ,xn. Es decir, son de la forma

α1x1 +α2x2 + . . .+α jx j + . . .+αnxn = β,

dondeαi , i = 1,2, . . . ,n y β habitualmente son números reales, ńumeros comple-

jos o funciones. Aśı pues, en una ecuación lineal no pueden aparecer productos o

potencias de las incógnitasx1,x2, . . . ,x j , . . . ,xn.

Definición 1.53. Se llama sistema lineal dem ecuaciones conn incógnitas al con-

junto dem igualdades

a11x1 +a12x2 + . . .+a1 jx j + . . .+a1nxn =b1

a21x1 +a22x2 + . . .+a2 jx j + . . .+a2nxn =b2 (1.27)

... =
...

am1x1 +am2x2 + . . .+am jx j + . . .+amnxn =bm,
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dondeai j , i = 1,2, . . . ,m j = 1,2, . . . ,n son los coeficientes del sistema;bk, k =

1,2, . . . ,mson los t́erminos independientes yx1,x2, . . . ,x j , . . . ,xn son las inćognitas

del sistema.

El sistema de ecuaciones (1.27) puede escribirse en forma matricial como sigue



a11 a12 . . . a1 j . . . a1n

a21 a22 . . . a2 j . . . a2n
...

...
...

... . . .
...

ai1 ai2 . . . ai j . . . ain
...

...
...

... . . .
...

am1 am2 . . . am j . . . amn







x1

x2
...
xi
...

xn




=




b1

b2
...

b j
...

bn




, (1.28)

A ~X = ~b

dondeA es la matriz de coeficientes de tamañom×n, ~X ∈Rn es el vector columna
de las inćognitas y~b∈ Rm, es el vector columna de los términos independientes.

El sistema (1.28) se dice que eshomoǵeneocuando el vector~b de t́erminos
independientes es nulo. Es decir,

A~X =~0.

Se conoce comosistema lineal no homogéneo generalal sistema de la forma

A~X =~b con ~b 6=~0.

Definición 1.54. Sistemas consistentes e inconsistentes

Un sistema de ecuaciones lineales

A~X =~b (1.29)

conA una matriz de tamãnom×n, ~X ∈ Rn y~b∈ Rm, es

Consistentesi admite al menos una solución.

Inconsistentesi no tiene solucíon.

En caso de existir solución para el sistema 1.29,éste es
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Consistente determinadosi la solucíon esúnica.

Consistente indeterminadocuando hay infinitas. soluciones

1.7.1. Método de eliminacíon de Gauss

Para resolver un sistema demecuaciones conn incógnitas de la forma

A~X =~b

se procede de la siguiente manera

1. Se forma la matriz aumentadaB =
(

A|~b
)

.

2. Se aplican operaciones elementales entre filas, hasta llevar aB a una matriz
escalonada reducidaC.

3. Se halla el sistema de ecuaciones que representa la matrizC.

4. En estéultimo sistema, se encuentra la solución.

Por último en esta sección se presenta la aplicación de determinantes, bien cono-
cida, para resolver sistemas de ecuaciones linealesA~X =~b, dondeA es una matriz
invertible de tamãnon×n. Sean

A =




a11 . . . a1 j . . . a1n

a21 . . . a2 j . . . a2n
...

...
...

...
...

an1 . . . an j . . . ann


 y ~b =




b1

b2
...

bn


 .

Paraj = 1,2, . . . ,n, denotemos porB j la matriz que resulta de sustituir la columna
j−ésima deA por la columna~b,

B j =




a11 . . . a1, j−1 b1 a1, j+1 . . . a1n

a21 . . . a2, j−1 b2 a2, j+1 . . . a2n
...

...
...

...
...

...
...

an1 . . . an, j−1 bn an, j+1 . . . ann


 . (1.30)
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Teorema 1.37.Regla de Cramer

Consideremos el sistemaA~X =~b, dondeA es invertible. Entonces, la solución

del sistema viene dada por

~X =




x1

x2

...

xn




=
1

detA




detB1

detB2

...

detBn




, (1.31)

donde las matricesB1,B2, . . . ,Bn, est́an definidas en (1.30)

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

1.8. Transformaciones lineales

Definición 1.55. SeanV y W espacios vectoriales reales. SeaT : V→W una

función deV enW. Se dice queT es una transformación lineal deV enW si y

sólo si para cualquier~u,~v vectores deV y α escalar, se tiene que

T (~u+~v) =T (~u)+T (~v) y T (α~u) =αT (~u) . (1.32)

Teorema 1.38.SeaT una transformación lineal deV enW. Entonces,

1. T
(
~0

)
=~0.

2. T (−~u) =−T (~u), para todo~u∈ V.

3. Si~v =
n
∑

i=1
αi~ui , con~ui ∈ V y αi escalares, entonces

T

(
n

∑
i=1

αi~ui

)
=

n

∑
i=1

αiT (~ui) .
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4. Si el conjunto{~v1,~v2, . . . ,~vm}, es linealmente dependiente enV, entonces el

conjunto{T (~v1) ,T (~v2) , . . . ,T (~vm)} es linealmente dependiente enW.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

1.8.1. Representacíon matricial de una transformación lineal

En este apartado se verá que para toda transformación linealT :V→W existe
una matrizA de tamãnom×n conm= dimW y n = dimV, tal que

T~x =A~x para todo~x∈ V.

Este hecho es sumamenteútil ya que permite determinar de manera fácil el ńucleo,
la imagen, la nulidad y el rango de una transformación lineal.

Teorema 1.39.SeanV y W espacios vectoriales reales de dimensionesn y m,

respectivamente. SeaT : V→W una transformación lineal. Entonces existe una

matrizúnica de tamãnom×n, AT tal que

T~x =AT~x para todo~x∈ V.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Definición 1.56. Matriz de transformaci ón

La matrizAT en el Teorema 1.39 se llama matriz de transformación correspon-

diente aT o representación matricial deT.

Teorema 1.40.SeaAT la matriz de transformación correspondiente a la transfor-

macíon linealT. Entonces

i. ImT = ImAT = C(AT) . ii . ρ(T) = ρ(AT) .

iii . NT = NAT . iv. ν(T) = ν(AT) .
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Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Definición 1.57. Transformación uno a uno

SeaT : V→W una transformación lineal. EntoncesT es uno a uno, si

T~v1 =T~v2 implica que~v1 =~v2. (1.33)

Es decir,T es uno a uno (escrito1−1) si y śolo si todo vector~w en la imagen de

T es la imagen de exactamente un vector enV.

Definición 1.58. Transformación sobre

SeaT : V→W una transformación lineal. EntoncesT es sobre, si para todo

~w∈W existe al menos una~v∈ V tal queT~v = ~w. Es decir,T es sobre si y śolo si

ImT =W.

Definición 1.59. Isomorfismo

SeaT : V→W una transformación lineal. EntoncesT es un isomorfismo siT

es uno a uno y sobre.

1.9. Matrices con entradas complejas

En esta sección se desarrollará algunas de las propiedades de las matrices cuyos
elementos son ńumeros complejos. Toda la aritmética y los teoremas que se han
expuesto se aplican a matrices complejas. Estas matrices tienen importantes apli-
caciones, por ejemplo, en la mecánica cúantica.
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1.9.1. Definicíon y propiedades b́asicas

Definición 1.60. Matriz compleja

Una matrizA de tamãno m×n se dice que es una matriz compleja si sus ele-

mentos son ńumeros complejos.

Definición 1.61. Matriz conjugada

SeaA = [ai j ] una matriz compleja, se llama matriz conjugada deA a la matriz

A = [ai j ], dondeai j es el conjugado complejo deai j .

Ejemplo 1.9. Determine la matriz conjugada de la matriz compleja

A =




2−3i 2+ i

2− i 2i


 .

Solución

A =
[
2−3i 2+ i
2− i 2i

]
=

[
2+3i 2− i
2+ i −2i

]
.

Teorema 1.41.Propiedades de la conjugada compleja

SeanA y B matrices de componentes complejas y seaα ∈ C. Entonces:

1. A+B = A+B. 2. A = A. 3. At = A
t
.

4. αA = αA. 5. AB= A B.

Demostracíon
SeanA = [ai j ] y B = [bi j ], entonces:

1. A+B = [ai j +bi j ] = [ai j +bi j ] = A+B.

2. A = [ai j ] = [ai j ] = A.

3. Queda como ejercicio para el lector.

4. αA = [αai j ] = [αai j ] = αA.
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5. DefinamosC = AB, luego el conjugado del elementocik, es

cik =ai1b1k +ai2b2k + . . .+ainbnk

=
n

∑
j=1

ai j b jk =
n

∑
j=1

ai j b jk =
n

∑
j=1

ai j b jk

=ai1b1k +ai2b2k + . . .+ainbnk.

Definición 1.62. Transpuesta conjugada

La transpuesta conjugada de una matriz complejaA, denotada porAH , se define

como

AH = At (1.34)

donde los elementos deA son los conjugados complejos de los elementos corres-

pondientes deA.

Ejemplo 1.10. DetermineAH para la matriz

A =




4+3i 2+ i

2− i 6i

−1 1+3i




Solución

A =




4+3i 2+ i
2− i 6i
−1 1+3i


 =




4−3i 2− i
2+ i −6i
−1 1−3i




AH =A
t =

[
4−3i 2+ i −1
2− i −6i 1−3i

]

Teorema 1.42.Propiedades de la transpuesta conjugada

Si A y B son matrices complejas yα ∈ C, entonces se cumplen las siguientes

propiedades

1. (AH)H = A. 2. (A+B)H = AH +BH .

3. (α A)H = α AH . 4. (A B)H = BH AH .
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Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 1.43.SeaA una matriz compleja de tamañon×n, entonces

det(A) = det(A).

Demostracíon
La prueba se hará por induccíon sobren. SeaA = [a] una matriz de tamãno

1×1, entonces es claro que

det(A) = a = det(A).

Ahora, supongamos que el Teorema es cierto para matrices de tamaño (n−1)×
(n−1).

SeaA = [ai j ] una matriz de tamãnon×n, si se calcula eldet(A) por lak-ésima
fila, se tiene que

det(A) =
n

∑
j=1

ak jCk j(A) =
n

∑
j=1

(−1)k+ jak jMk j(A),

dondeMk j(A) es el menor complementario(k, j). Por la hiṕotesis de inducción, se
verifica que

Mk j(A) = Mk j(A).

Por lo tanto,

det(A) =
n

∑
j=1

(−1)k+ jak jMk j(A)

=
n

∑
j=1

(−1)k+ jak jMk j(A)

=
n

∑
j=1

(−1)k+ jak jMk j(A)

=
n

∑
j=1

(−1)k+ jak jMk j(A)

=det(A).
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1.9.2. Espacios vectoriales complejos

Definición 1.63. Espacios vectoriales complejos

Un espacio vectorial complejo se define exactamente como un espacio vectorial

real (definíon 1.33), excepto que los escalares en los axiomasvi. a ix. pueden ser

números complejos. Los términos espacio vectorial complejo y espacio vectorial

real destacan el conjunto del cual se eligen los escalares.

Los conceptos de combinaciones lineales, conjuntos generadores, dependen-
cia lineal, independencia lineal y base no cambian para los espacios vectoriales
complejos, excepto que utilizamos escalares complejos.

Definición 1.64. Producto interno enCn

Sean~u,~v∈ Cn, se define el producto punto~u·~v como

~u·~v =~uH~u =
n

∑
i=1

uivi ,

dondeui es eli-ésimo elemento de~u y vi es eli-ésimo elemento de~v.

Teorema 1.44.Propiedades del producto punto enCn

Para todo~u,~v,~w∈ Cn y todoα ∈ C:

i) ~u·~u≥ 0 y~u·~u = 0 si y śolo si~u =~0 enCn.

ii) ~u·~u =~v·~u.

iii ) (~u+~v) ·~w =~v·~w+~v·~w.

iv) (α~u) ·~v = α(~u·~v) .

Definición 1.65. Partes real e imaginaria de un vector complejo

El complejo conjugado de un vector complejo~u ∈ Cn es el vector~u ∈ Cn,

cuyas componentes son los complejos conjugados de las componentes de~u. Las
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partes real e imaginaria de un vector complejo~u son respectivamente los vectores

Re(~u) ∈ Rn y Im(~u) ∈ Rn formados a partir de las partes reales e imaginarias de

cada una de las componentes de~u.

Ejemplo 1.11. Determine las partes real e imaginaria y el correspondiente vector

conjugado, del vector~ut = (−i,1+ i,1)

Solución
Como

~u =



−i

1+ i
1


 =




0
1
1


+ i



−1
1
0


 ,

entonces,

Re(~u) =




0
1
1


 y Im(~u) =



−1
1
0


 .

Luego, el vector conjugado es

~u =




0
1
1


− i



−1
1
0


 =




i
1− i

1


 .

1.9.3. Solucíon de sistemas lineales con entradas complejas

Los resultados y las técnicas para resolver sistemas lineales, presentados en la
seccíon 1.7, se traducen de manera directa a los sistemas lineales con coeficientes
complejos. En este apartado, como transformar un sistema lineal den×n con coe-
ficientes complejos en un sistema lineal2n×2n con coeficientes reales.

Consideremos el sistema

A~X =~b, (1.35)

dondeA es una matriz compleja de tamaño n×n, ~X,~b∈ Cn. Entonces, el sistema
dado en (1.35) se puede escribir como

[
Re(A) −Im(A)
Im(A) Re(A)

][
Re(~x)
Im(~x)

]
=


Re

(
~b

)

Im
(
~b

)

 ,
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dondeRe(·) y Im(·) denotan las partes real e imaginaria, respectivamente. Este
nuevo sistema lineal con coeficientes reales es de2n ecuaciones con2n incógnitas.
Si se emplean los resultados de la sección 1.5 se tiene que el sistema dado en (1.35)
tieneúnica solucíon si y śolo si

det{Re(A)} 6= 0 y det
{

Re(A)+ Im(A) [Re(A)]−1 Im(A)
}
6= 0.

En cuyo caso la solución est́a dada por

[
Re(~x)
Im(~x)

]
=

[
In [Re(A)]−1 Im(A)

− [Re(A)]−1 Im(A) In

]
C−1Re

(
~b

)

C−1Im
(
~b

)

 ,

dondeIn es la matriz identidad de tamañon×ny C= Re(A)+Im(A) [Re(A)]−1 Im(A).

Ejemplo 1.12. Determine una solución del sistema de ecuaciones lineales

(2+ i)x1 +(1+ i)x2 =3+6i (1.36)

(3− i)x1 +(2−2i)x2 =7− i.

Solución
Al representar matricialmente (1.36) se llega a

[
2+ i 1+ i
3− i 2−2i

][
x1

x2

]
=

[
3+6i
7− i

]
. (1.37)

Luego, la matrizA se puede expresar como

A =
[
2+ i 1+ i
3− i 2−2i

]
=

[
2 1
3 2

]

︸ ︷︷ ︸
+i

[
1 1
−1 −2

]

︸ ︷︷ ︸
= Re(A)+ i Im(A) .

De manera ańaloga, el vector de constantes es

[
3+6i
7− i

]
=

[
3
7

]
+ i

[
6
−1

]
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Si x1 = a1 + ib1 y x2 = a2 + ib2, entonces (1.36) se puede reescribir como



Re(A)
... −Im(A)

. . . . . . .

Im(A)
... Re(A)







Re(~x)
. . .

Im(~x)


 =




Re
(
~b

)

. . .

Im
(
~b

)







2 1
... −1 −1

3 2
... 1 2

. . . . . . . . . . . . .

1 1
... 2 1

−1 −2
... 3 2







a1

a2

. . .
b1

b2




=




3
7

. . .
6
−1




.

Para hallarC, el lector puede realizar las respectivas operaciones y llegar a

C =
[

0 −2
10 12

]
y detC =20 6= 0.

Por otra parte, el determinante deRe(A) = 1 6= 0. Luego, el sistema tienéunica
solucíon y est́a dada por




a1

a2

. . .
b1

b2




=




1 0
... 3 4

0 1
... −5 −7

. . . . . . . . . . . . .

−3 −4
... 1 0

5 7
... 0 1







5
2
−3

2
. . .
7
2
−3




=




1
2
. . .
2
−1




.

Por lo tanto, la solución del sistema lineal dado es

x1 =1+2i y x2 =2− i.



Caṕıtulo 2

Vectores caracteŕısticos y valores
caracteŕısticos

En una gran variedad de aplicaciones dada una transformación linealT : V→
V, resultaútil encontrar un vector~v enV tal queT~v y~v sean paralelos. Esto es, se
busca un vector~v y un escalarλ tal que

T~v = λ~v (2.1)

tenga una solución~v 6=~0. En este casoλ se denominavalor caracteŕısticodeT y
~v se llamavector caracteŕısticodeT correspondiente al valor caracterı́stico λ. Si
dim(V) = n, el problema de determinar los respectivos valores caracterı́sticos deT
puede resolverse con la ayuda de los determinantes. Nótese que la ecuación (2.1)
puede escribirse en la forma

(T−λI)~v =~0

dondeI es la transformación identidad. Si denotamosTλ = T−λI , entoncesλ es
un valor caracterı́stico si y śolo si la ecuacíon

Tλ(~v) =~0 (2.2)

tiene una solución~v no nula, en cuyo casoTλ no es invertible. Pues una solución
no nula de (2.2) existe si y sólo si la matriz deTλ es singular. SiAT es una rep-
resentacíon matricial deT, entoncesAT −λI es una representación matricial para
Tλ. Por esta raźon en este capı́tulo se estudiarán algunas de las propiedades de los
valores y vectores caracterı́sticos de las matrices de tamañon×n.

67
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2.1. Valores propios y vectores propios

Definición 2.1. Valor Caracter ı́stico y Vector Caracteŕıstico

Un vector caracterı́stico de una matrizA de tamãno n×n es un vector~v difer-

ente de cero, que cumple:

A~v = λ~v (2.3)

para alǵun escalarλ. El escalarλ es llamado valor caracterı́stico deA si existe una

solucíon no trivial~v del sistemaA~v = λ~v; tambíen~v se denomina vector carac-

teŕıstico correspondiente aλ.

Nota
Los valores caracterı́sticos se llaman tambiénautovalores, eigenvalores o valores
propiosy los vectores caracterı́sticos,vectores propios, eigenvectores o autovec-
tores.

Teorema 2.1.Sea~v un vector propio de una matrizA asociado al valor propioλ.

Seaα 6= 0, entoncesα~v tambíen es un vector propio deA correspondiente al valor

propioλ.

Demostracíon
Se debe probar queα~v satisface la ecuación (2.3). Utilizando el hecho de que

A~v = λ~v, se tiene que

A(α~v) = α(A~v) = α(λ~v) = λ(α~v)

lo cual completa la prueba.

Ejemplo 2.1. Los vectores~ut = (−1,1) y ~vt = (2,1) son vectores propios de la

siguiente matriz

A =




1 2

5 4


 .
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Solución
Se tiene que

A~u =
[
1 2
5 4

][−1
1

]
=

[
1
−1

]
=−1

[−1
1

]
=−1~u.

A~v =
[
1 2
5 4

][
2
1

]
=

[
4
14

]
6= λ

[
2
1

]
.

Aśı,~u es un vector propio correspondiente al valor propioλ =−1; pero~v no es un
vector propio deA, porqueA~v no es un ḿultiplo de~v, es decir, no existe un escalar
λ tal que2λ = 4 y λ = 14se verifiquen simult́aneamente.

Ejemplo 2.2. Considere la matrizA dada en el Ejemplo 2.1, muestre que 6 es un

valor propio deA y encuentre el vector propio correspondiente.

Solución
El escalar 6 es un valor propio deA si y śolo si la ecuacíon

A~v = 6~v, (2.4)

tiene una solución no trivial. Pero (2.4) es equivalente aA~v−6~v =~0, o

(A−6I)~v =~0. (2.5)

Para resolver esta ecuación homoǵenea, se forma la matriz

A−6I =
[
1 2
5 4

]
−

[
6 0
0 6

]
=

[−5 2
5 −2

]
.

Las columnas deA−6I son obviamente linealmente dependientes, es decir, (2.4)
tiene solucíon no trivial; luego 6 es un valor propio deA. Para encontrar el vector
propio correspondiente, se realizan operaciones por fila

[−5 2 | 0
5 −2 | 0

]
∼

F2+F1

[−5 2 | 0
0 0 | 0

]
.

La solucíon general tiene la forma

[
1
5
2

]
x. Seǵun el Teorema 2.1, cada vector de esta

forma conx 6= 0 es un vector propio correspondiente aλ = 6.
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Teorema 2.2. SeaA una matriz real de tamaño n×n e In la matriz identidad de

tamãnon×n, entonces la función p definida por la ecuación

pA(λ) = det(A−λIn) =(−λ)n + tr1(A)(−λ)n−1 + tr2(A)(−λ)n−2 + . . .

+ trn−1(A)(−λ)+ trn(A), (2.6)

dondetrk(A) denota la suma de los menores principales de ordenk del det(A), es

un polinomio enλ de gradon y el término independiente espA(0) = det(A).

Demostracíon
Vamos a demostrar quepA es un polinomio de gradon únicamente para el caso

n≤ 3. La demostracíon para el caso general puede hacerse por inducción. Para

n = 1 el determinante es el polinomio linealpA(λ) = a11−λ.
Paran = 2 se tiene que

det(A−λI2) =
∣∣∣∣
a11−λ a12

a21 a22−λ

∣∣∣∣ = (a11−λ)(a22−λ)−a12a21

=λ2− (a11+a22)λ+(a11a22−a12a21) = λ2− tr1(A)λ+det(A).

Obśervese que el polinomio obtenido es de segundo grado enλ. Paran= 3 tenemos

det(A−λI3) =

∣∣∣∣∣∣

a11−λ a12 a13

a21 a22−λ a23

a31 a32 a33−λ

∣∣∣∣∣∣
=(a11−λ)(a22−λ)(a33−λ)+a12a23a31+a13a21a32

− [a32a23(a11−λ)+a13a31(a22−λ)+a21a12(a33−λ)]

=−λ3 + tr1(A)λ2−
(

3

∑
i=1

Mii (A)

)
λ+det(A)

Nótese que en este caso se obtiene un polinomio de tercer grado, siendo el término
de mayor grado−λ3.

La afirmacíon pA(0) = det(A) resulta inmediata de la definición depA.

Teorema 2.3.SeaA una matriz real de tamañon×n. Entoncesλ es un valor propio

deA si y śolo si

pA(λ) = det(A−λI) = 0 (2.7)
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Demostracíon
Suṕongase queλ es un valor propio deA. Entonces existe un elemento~v 6=~0

tal queA~v = λ~v, de dondeA~v−λ~v =~0 o (A−λI)~v =~0. Por lo tanto,A−λI tiene
un ńucleo no nulo yA−λI no es invertible, es decirdet(A−λI) = 0.

Rećıprocamente, suṕongase quedet(A−λI) = 0, es decirA−λI no es invert-
ible. EntoncesA−λI debe tener un ńucleo no nulo, lo que significa que existe un
elemento~v 6=~0 tal que(A−λI)~v =~0. Por lo tanto,A~v−λ~v =~0 o A~v = λ~v; aśı, λ
es un valor propio deA.

Definición 2.2. Ecuación y polinomio caracteŕıstico

La ecuacíon (2.6) se llama elpolinomio caracteŕısticodeA. La ecuacíon (2.7)

se llama laecuacíon caracteŕısticadeA.

Definición 2.3. Multiplicidad algebraica

Seaλk un valor propio de una matrizA de tamãno n× n. Entonces lamul-

tiplicidad algebraicade λk es el ńumero de veces queλk aparece como raı́z del

polinomio caracterı́stico deA; es decir, es igual a su multiplicidad como raı́z de la

ecuacíon caracteŕıstica.

Ejemplo 2.3. Encuentre el polinomio y ecuación caracteŕıstica de

A =




4 −1 6

2 1 6

2 −1 8




.

Solución
FórmeseA−λI y calćulese su determinante

det(A−λI) =

∣∣∣∣∣∣

4−λ −1 6
2 1−λ 6
2 −1 8−λ

∣∣∣∣∣∣

=(4−λ)
∣∣∣∣
1−λ 6
−1 8−λ

∣∣∣∣− (−1)
∣∣∣∣
2 6
2 8−λ

∣∣∣∣+6

∣∣∣∣
2 1−λ
2 −1

∣∣∣∣
=(4−λ)[(1−λ)(8−λ)+6]+ [2(8−λ)−12]+6[−2−2(1−λ)].
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simplificando el producto, se obtiene el polinomio caracterı́stico

pA(λ) =−λ3 +13λ2−40λ+36.

Los resultados del Teorema 2.2 se cumplen, ya que latr1(A) = 13,
3
∑

i=1
Mii (A) = 40

y el det(A) = 36; factorizandopA, se llega a

pA(λ) =−(λ−2)2(λ−9).

En este caso, la ecuación caracteŕıstica es

(λ−2)2(λ−9) = 0.

Nótese que el valor propio 2 tienemultiplicidad algebraica2porque(λ−2) aparece
dos veces como factor del polinomio caracterı́stico.

Teorema 2.4.SeaA una matriz real de tamañon×n con valores propios distintos

λ1,λ2, . . . ,λm. Parak = 1,2, . . . ,m, sea

Bk = {~v∈ Cn : A~v = λk~v} (2.8)

Entonces para cadak, Bk es un subespacio deCn.

Demostracíon
ComoA~0 = λk~0 para todok,~0 ∈ Bk. Si λk no es un valor propio, no existen

vectores~v 6=~0 excepto~0 que satisfaceA~v = λk~v; en este casoBk es elsubespacio
trivial .

Ahora supongamos queλk es un valor propio; entonces existe un~v 6=~0 tal
queA~v = λk~v, en otras palabras(A− λkI)~v =~0. De esta maneraBk = {~v ∈ Cn :
(A−λkI)~v =~0}; es elespacio solucíon del sistema homoǵeneo(A−λkI)~v =~0, el
cual es un subespacio deCn.

Definición 2.4. Espacio propio

Seaλk un valor propio deA. El subespacioBk se denominaespacio propiode

A correspondiente al valor propioλk.
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Teorema 2.5.SeaA una matriz real de tamañon×n. Entonces los espacios propios

correspondientes a valores propios distintos deA tienen al vector nulo en coḿun.

Es decir,Bk∩Br =
{
~0

}
si λk 6= λr .

Demostracíon
Supongamos que existe un vector propio deA tal que~v∈Bk y~v∈Br , entonces

por (2.8) se tiene que

A~v =λk~v y A~v =λr~v.

Luego,

(λk−λr)~v ={~0}

pero comoλk 6= λr , se concluye que~v=~0; por lo tanto,Bk∩Br =
{
~0

}
y la prueba

queda completa.

Teorema 2.6. Si ~v1, . . . ,~vm son vectores propios correspondientes a valores pro-

pios distintosλ1, . . . ,λm de una matrizA de tamãno n× n, entonces el conjunto

{~v1, . . . ,~vm} es linealmente independiente.

Demostracíon
La demostracíon es por inducción sobrem. El resultado es trivial cuandom= 1.

Entonces supongamos, que se ha demostrado para cualquier conjuntom = k de
vectores propios. Sean~v1, . . . ,~vk+1, k+1 vectores propios pertenecientes a valores
propios distintos y supongamos que existen escalaresci tales que

k+1

∑
i=1

ci~vi =~0. (2.9)

Si se multiplica porA a ambos lados de (2.9) y se utiliza el hecho de queA~vi = λi~vi ,
se obtiene

k+1

∑
i=1

ciλi~vi =~0. (2.10)

Al restar de (2.10) el producto de (2.9) porλk+1, se obtiene la ecuación

k

∑
i=1

ci(λi−λk+1)~vi =~0.
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Como los vectores~v1, . . . ,~vk son linealmente independientes por hipótesis de in-
duccíon, se debe tener queci(λi−λk+1) = 0 para cadai = 1,2, . . . ,k. Adeḿas, dado
que los valores propios son distintos se tiene queλi 6= λk+1 parai 6= k+1, aśı que
ci = 0 parai = 1,2, . . . ,k y de (2.9) se tiene queck+1 es tambíen 0; por lo tanto, el
conjunto de vectores propios~v1, . . . ,~vk+1, es tambíen linealmente independiente.

Teorema 2.7. Los vectores no nulos tomados de espacios propios distintos son

linealmente independientes. Es decir, los espacios propiosB1, . . . ,Bm (correspon-

dientes a los valores propios distintosλ1,λ2, . . . ,λm) cumplen que

“Si ~u1 + . . .+~um =~0 con~uk ∈ Bk entonces~u1 = . . . =~um =~0”

Demostracíon
Supongamos que~u1+ . . .+~um =~0 con~uk ∈Bk, esto es,A~uk = λk~uk. Si algunos

~uk no fueran~0, ellos seŕıan vectores propios deA, correspondientes a valores pro-
pios distintos y entonces el que la suma de ellos sea~0 contradice el Teorema 2.6.

Definición 2.5. Multiplicidad geométrica

Seaλk un valor propio de una matrizA de tamãno n×n. Entonces lamultipli-

cidad geoḿetricadeλk es el ńumero ḿaximo de vectores propios deA linealmente

independientes que tienen un valor propio igual aλk; es decir, es igual a la dimen-

sión del espacio propio correspondiente aλk (lo cual es la nulidad de la matriz

A−λkI ). En consecuencia,

multiplicidad geoḿetrica deλk = dim(Bk) = ν(A−λkIn) .

Nota
La multiplicidad geoḿetrica de un valor propio nunca es cero. Esto se establece

de la definicíon 2.1, la cual expresa que siλ es un valor propio, entonces existe un
vector propiodiferente de cerocorrespondiente aλ.

A continuacíon se presenta un procedimiento para calcular los valores propios y
vectores propios de una matrizA de tamãnon×n.
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Determinación de valores propios y vectores propios

i) EncuentrepA(λ) = det(A−λI).

ii) Halle las ráıcesλ1,λ2, . . . ,λm de pA(λ) = 0.

iii) Resuelva el sistema homogéneo(A−λkI)~v =~0, correspondiente
a cada valor propioλk.

Ejemplo 2.4. Encuentre los vectores propios y espacios propios asociados a la

matriz dada en el Ejemplo 2.3.

Solución
En el Ejemplo 2.3, se obtuvo que la ecuación caracteŕıstica era

(λ−2)2(λ−9) = 0.

De esta manera los valores propios deA sonλ1 = 9 y λ2 = 2 (con multiplicidad
algebraica 2).

Paraλ1 = 9 tenemos

(A−9I)~v =



−5 −1 6
2 −8 6
2 −1 −1







x
y
z


 =




0
0
0


 .

Para determinar el vector propio correspondiente, se realizan operaciones por filas


−5 −1 6 | 0
2 −8 6 | 0
2 −1 −1 | 0


 ∼

F1↔ 1
2F2




1 −4 3 | 0
−5 −1 6 | 0
2 −1 −1 | 0


 ∼

F2+5F1
F3−2F1




1 −4 3 | 0
0 −21 21 | 0
0 7 −7 | 0




∼
F2+3F3=F

′
2

F
′
2↔ 1

7F3




1 −4 3 | 0
0 1 −1 | 0
0 0 0 | 0


 ∼

F1+4F2




1 0 −1 | 0
0 1 −1 | 0
0 0 0 | 0


 .

La solucíon general corresponde ax= z, y= z, luego el vector propio tiene la forma


1
1
1


z. Cada vector de esta forma conz 6= 0 es un vector propio correspondiente a

λ1 = 9. Por lo queB1 = gen








1
1
1





 .
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Paraλ2 = 2 tenemos

(A−2I)~v =




2 −1 6
2 −1 6
2 −1 6







x
y
z


 =




0
0
0


 .

Para encontrar el vector propio correspondiente, se realizan operaciones por filas



2 −1 6 | 0
2 −1 6 | 0
2 −1 6 | 0


 ∼

F2−F1
F3−F1




2 −1 6 | 0
0 0 0 | 0
0 0 0 | 0


 .

La solucíon general corresponde ay = 2x+ 6z, luego el vector propio tiene la

forma




1
2
0


x+




0
6
1


z. Cada vector de esta forma conx,z 6= 0 es un vector propio

correspondiente aλ2 = 2. Por lo queB2 = gen








1
2
0


 ,




0
6
1





 .

Teorema 2.8.Seanλ1,λ2, . . . ,λm valores propios distintos de la matrizA. Si para

cadak = 1,2, . . . ,m, Sk es un conjunto linealmente independiente de vectores pro-

pios deA correspondientes aλk, entonces

S= S1∪S2∪ . . .∪Sm

es todav́ıa un conjunto de vectores linealmente independiente.

Demostracíon
SeaSk = {~xk1, . . . ,~xkrk} un conjunto linealmente independiente, de vectores

propios de la matrizA, correspondiente al valor propioλk (para cadak∈{1,2, . . . ,m}).
Para probar queS= S1∪S2∪ . . .∪Sm es linealmente independiente, consider-

emos una combinación lineal de los vectores en esa unión tal que

(a11~x11+ . . .+a1r1~x1r1)︸ ︷︷ ︸+ . . .+(am1~xm1 + . . .+amrm~xmrm)︸ ︷︷ ︸ =~0.

enB1 enBm

Por el Teorema 2.7, se puede afirmar que cada suma entre paréntesis es~0. Entonces,
como los vectores que participan en cada una de esas sumas son linealmente inde-
pendientes, se concluye que los coeficientes tienen que ser nulos, con lo cual se
prueba queSes linealmente independiente.
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La prueba del siguiente enunciado no es difı́cil si se explican algunos otros
resultados. Su demostración se realiza en la siguiente sección.

Teorema 2.9. Seaλk un valor propio de una matriz realA de tamãno n×n, con

multiplicidad algebraicar. Entonces,

multiplicidad geoḿetrica deλk ≤ multiplicidad algebraica deλk.

Teorema 2.10.Si A es una matriz no singular de tamañon×n, con valores propios

no nulosλ1,λ2, . . . ,λn y vectores propios~v1,v2, . . . ,~vn. Su matriz inversaA−1 tiene

i) Los valores propios de la forma1/λ1,1/λ2, . . . ,1/λn.

ii) Los mismos vectores propios deA.

Demostracíon

i) Si los valores propios deA son diferentes de cero, entonces

pA(λ) =det(A−λIn) = det
[
A

(
In−λA−1)]

=det(A)det

[
−λ

(
A−1− 1

λ
In

)]

=(−λ)ndet(A)det

(
A−1− 1

λ
In

)

=(−1)n λndet(A)pA−1

(
1
λ

)
.

Luego, se deduce que1/λ es un valor propio deA−1 por cada valorλ deA.

ii) Si A~u = λ~u, entonces premultiplicando porA−1, se tiene

A−1(A~u) =A−1(λ~u)

~u =λA−1~u

1
λ
~u =A−1~u.

Por lo tanto,~u es tambíen un vector propio deA−1.
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Ejercicios 2.1.

1. Para las siguientes matrices calcule los valores propios y los espacios propios

a.




1 1

−1 3


 . b.




1 1

3 −1


 . c.




1 −1

−1 3


 . d.




1 2

4 3


 .

e.




2 2 1

1 3 1

1 2 2




. f .




3 −1 4

−4 1 −5

5 3 2




. g.




3 1 −1

2 2 −1

2 2 0




. h.




1 3 −2

3 1 2

−1 1 1




.

2. Sea la matrizA =




1 k

1 1


, conk una constante arbitraria. ¿Para qué valores

dek la matrizA tiene dos valores propios reales distintos?.

3. Si A es una matriz diagonal de tamañon×n, muestre que sus valores propios

son las entradas de su diagonal.

4. Si A es una matriz triangular de tamaño n×n, muestre que sus valores pro-

pios son las entradas de su diagonal principal.

5. Si A es una matriz real de tamañon×n, muestre que es invertible si y sólo si

el número 0 no es un valor propio deA.

6. Si A es una matriz real de tamaño n×n con la propiedad de que la suma de

los elementos de sus filas es igual siempre a un números, muestre ques es

un valor propio deA.

7. Seanλ1,λ2, . . . ,λn los valores propios deA, demuestre que

a) La matrizAt tiene los mismos valores propios.



2.2. MATRICES SEMEJANTES Y DIAGONALIZACÍON 79

b) La matrizkA tiene valores propioskλ1,kλ2, . . . ,kλn.

c) La matriz Ak (dondek es un entero positivo) tiene valores propios

λk
1,λ

k
2, . . . ,λ

k
n.

2.2. Matrices semejantes y diagonalización

En la seccíon anterior, se desarrolló parte del vocabulario y de las propiedades
de los valores propios y vectores propios. En este apartado, continuaremos estu-
diando los valores propios, debido a que estos números son cruciales en muchas
consideraciones incluyendo la representación de matrices en formas en las cuales
es ḿas f́acil de trabajar la resolución de problemas.

Definición 2.6. Matrices congruentes

Dos matrices realesA y B de tamãnon×n son congruentes, si existe una matriz

P no singular de componentes reales de tamañon×n tal que

A = PtBP. (2.11)

Ejemplo 2.5. Determine si las siguientes matrices son congruentes

A =




1 4

4 1


 y B =




1 1

1 −14


 .

Solución
Veamos si existe una matrizP, tal queB = PtAP, en particularP puede ser una

matriz triangular superior, en otras palabras,

[
1 1
1 −14

]
=

[
a b
0 d

]t [
1 4
4 1

][
a b
0 d

]

=
[

a2 a(b+4d)
a(b+4d) b2 +8bd+d2

]
.
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En consecuencia,

a2 =1, a(b+4d) =1 y b2 +8bd+d2 =−14.

Si se despejab de la segunda ecuación y se reemplaza en la tercera, se tiene que

(
1
a
−4d

)2

+8d

(
1
a
−4d

)
+d2 =

1
a2 −15d2

1−15d2 =−14.

Luego,d2 = 1; por lo tanto, la matrizP puede ser

[
1 −3
0 1

]
ó

[−1 −5
0 1

]
ó

[
1 5
0 −1

]
.

Teorema 2.11.Dos matrices realesA y B de tamãno n×n son congruentes si y

sólo si tienen el mismo rango.

Demostracíon
ComoA y B son matrices congruentes de tamaño n×n, existe una matriz no

singularP tal queB = PtAP, entonces

ρ(B) =ρ
[(

PtA
)

P
]
= ρ

(
PtA

)
puesto queP es no singular,

=ρ(A) por serPt tambíen no singular.

Aqúı, se utilizo la propiedad(x) dada en el Teorema 1.36.

Teorema 2.12.La congruencia de matrices de tamaño n×n cumple las propieda-

des de relación de equivalencia, es decir, es

a) Reflexiva:A es congruente aA.

b) Simétrica:Si A es congruente aB entoncesB es congruente aA.

c) Transitiva:Si A es congruente aB y B es congruente aC, entoncesA es

congruente aC.
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Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Para las matrices cuadradas, además del concepto de congruencia, se tiene otro
de mayor utilidad o generalidad el de similaridad.

Definición 2.7. Matrices semejantes

Una matrizA de tamãnon×n es semejante (o similar) a una matrizB de tamãno

n×n si existe una matriz no singularP de tamãnon×n tal que

B = P−1AP. (2.12)

De manera ańaloga se dice queA y B son semejantes si y sólo si existe una matriz

no singularP tal que

PB= AP. (2.13)

Ejemplo 2.6. SeanA =



−1 0

1 2


, B =



−3 5

−2 4


 y P =




1 −1

−1 2


. Determine

si A y B son semejantes.

Solución
Se realizan los productosAPy PB

AP=
[−1 0

1 2

][
1 −1
−1 2

]
=

[−1 1
−1 3

]
.

PB=
[

1 −1
−1 2

][−3 5
−2 4

]
=

[−1 1
−1 3

]
.

Aśı, AP= PB. Comodet(P)= 1 6= 0, entonces,Pes no singular. Y por la ecuación (2.13),
se tiene queA y B son semejantes.

Teorema 2.13.Las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracterı́stico

y, por tanto, los mismos valores propios.
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Demostracíon
ComoA y B son matrices semejantes de tamañon×n, B = P−1AP. Entonces

B−λI = P−1AP−λP−1P = P−1[AP−λP] = P−1[A−λI ]P.

Por consiguiente,

det(B−λI) =det[P−1(A−λI)P] = det(P−1)det(A−λI)det(P)

=det(P−1)det(P)det(A−λI) = det(A−λI).

Esto significa queA y B tienen la misma ecuación caracteŕıstica y como los valores
propios son ráıces de la ecuación caracteŕıstica, entonces tienen los mismos valores
propios.

Ejemplo 2.7. Para las matricesA y B dadas en el Ejemplo 2.6, muestre que tienen

el mismo polinomio caracterı́stico.

Solución
Tenemos que

det(A−λI) =
∣∣∣∣
−1−λ 0

1 2−λ

∣∣∣∣ = (−1−λ)(2−λ) = λ2−λ−2.

y

det(B−λI) =
∣∣∣∣
−3−λ 5
−2 4−λ

∣∣∣∣ = (−3−λ)(4−λ)+10= (λ2−λ−12)+10.

Comodet(A− λI) = det(B− λI), las matricesA y B tienen el mismo polinomio
caracteŕıstico y por lo tanto los mismos valores propios.

Teorema 2.14.La semejanza de matrices de tamañon×n cumple las propiedades

de relacíon de equivalencia, es decir, es

a) Reflexiva:A es semejante aA.

b) Simétrica:Si A es semejante aB entoncesB es semejante aA.

c) Transitiva:Si A es semejante aB y B es semejante aC, entoncesA es seme-

jante aC.



2.2. MATRICES SEMEJANTES Y DIAGONALIZACÍON 83

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 2.15.Si B es una matriz semejante aA con B = P−1AP, entonces~v es

un vector propio deA asociado con el valor propioλ si y śolo siP−1~v es un vector

propio deB asociado con el valor propioλ.

Demostracíon
Si~v es un vector propio deA, se tiene que

A~v =λ~v(
PBP−1)~v =λ~v puesto queB es semejante aA,

B
(
P−1~v

)
=λP−1~v puesto queP es no singular.

lo cual completa la prueba.

Ejemplo 2.8. Para cada una de las matricesA y B dadas en el Ejemplo 2.6 deter-

mine sus vectores propios

Solución
Para la matrizA se tiene que los valores propios sonλ1 = −1 y λ2 = 2 y sus

correspondientes vectores propios son

[−3
1

]
y

[
0
1

]
, respectivamente.

Para la matrizB se tiene que los valores propios sonλ1 = −1 y λ2 = 2 y sus

correspondientes vectores propios son

[−5
−2

]
y

[
1
1

]
, respectivamente.

El lector puede verificar que los vectores propios deB son iguales a los vectores
propios deA premultiplicados por la inversa de la matrizP dada en el Ejemplo 2.6.

Con lo que se ha estudiado hasta ahora en esta sección, se puede presentar una
demostracíon del Teorema 2.9.
Demostracíon del Teorema 2.9

SeaBk = {~v1,~v2, . . . ,~vm} base del espacio propio correspondiente al valor pro-
pio λk, dondem es la multiplicidad geoḿetrica deλk. Se extiendeBk hasta com-
pletar una base deRn, digamos

B = {~v1,~v2, . . . ,~vm,~vm+1,~vm+2, . . . ,~vn}.
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En esta base, la matrizA est́a particionada como

[A]B =
[

λkIm A12

0 A22

]
.

Luego,A y [A]B son matrices semejantes, es decir, tienen el mismo polinomio car-
acteŕıstico y los mismos valores propios con idénticas multiplicidades algebraicas.
Aśı que el polinomio caracterı́stico deA es

pA(λ) = p[A]B(λ) = (λk−λ)mpD(λ)

por lo tanto,λk aparece como raı́z depA(λ) por lo menosmveces; por consiguiente,
la multiplicidad algebraica deλk es mayor o igual am.

Definición 2.8. Matriz diagonalizable

Una matrizA de tamãno n×n es diagonalizable si existe una matriz diagonal

D tal queA es semejante aD.

Este resultado es muy importante ya que las matrices diagonales poseen muchas
propiedades que permiten trabajar fácilmente con ellas, v́ease Teorema 1.13.

Teorema 2.16.Una matrizA de tamãnon×n es diagonalizable si y sólo siA tiene

n vectores propios linealmente independientes. En tal caso, siA = PDP−1 donde

D es diagonal, entonces los elementos de la diagonal deD son los valores propios

deA y las columnas deP son los vectores propios correspondientes.

Demostracíon
Primero se supone queA es diagonalizable. Entonces existe una matriz no sin-

gular P tal queP−1AP = D es diagonal. Seanλ1,λ2, . . . ,λn los elementos de la
diagonal principal deD y sean~v1,~v2, . . . ,~vn los vectores columna de la matrizP,
entonces

PD =
[
~v1 ~v2 . . . ~vn

]



λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . λn




=
[
λ1~v1 λ2~v2 . . . λn~vn

]
,
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pero comoAP=
[
A~v1 A~v2 . . . A~vn

]
y por otra parteP−1AP= D, se tiene que

AP= PD, lo cual implica

[
A~v1 A~v2 . . . A~vn

]
=

[
λ1~v1 λ2~v2 . . . λn~vn

]
.

En otras palabras,A~vi = λi~vi para todo vector columna~vi . Esto significa que los
vectores columna~vi deP son vectores propios deA. Adeḿas, comoP es una matriz
no singular, entonces sus vectores columna son linealmente independientes. Ası́, A
tienen vectores propios linealmente independientes.

Rećıprocamente, suponga queA tienen vectores propios linealmente indepen-
dientes~v1,~v2, . . . ,~vn con valores propios asociadosλ1,λ2, . . . ,λn. SeaP la matriz
cuyas columnas son estosn vectores propios. Es decir,P = [~v1 ~v2 . . . ~vn]. Como
todo~vi es un vector propio deA, entonces se tiene queA~vi = λi~vi y

AP= A
[
~v1 ~v2 . . . ~vn

]
=

[
λ1~v1 λ2~v2 . . . λn~vn

]

nótese que la matriz del lado derecho de esta ecuación puede escribirse como el
siguiente producto de matrices

AP=
[
~v1 ~v2 . . . ~vn

]



λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . λn


 = PD

Por último, dado que los vectores~v1,~v2, . . . ,~vn son linealmente independientes,
entoncesP es no singular y se puede escribir la ecuaciónAP= PD comoP−1AP=
D, lo cual significa queA es diagonalizable.

Corolario 2.16.1. Si una matrizA de tamãnon×n tienen valores propios distintos,

entoncesA es diagonalizable.

Demostracíon
Sean~v1,~v2, . . . ,~vn los vectores propios correspondientes a losn valores propios

distintos de la matrizA. Entonces, por el Teorema 2.6, se tiene que el conjunto
{~v1,~v2, . . . ,~vn} es linealmente independientes. Luego por el Teorema 2.16,A es
diagonalizable.

A continuacíon se presenta un procedimiento para diagonalizar una matrizA de
tamãnon×n.
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Procedimiento para diagonalizar una matriz cuadrada

SeaA una matriz real de tamañon×n.

i) Determinen vectores propios~v1,~v2, . . . ,~vn deA, con valores propios
correspondientesλ1,λ2, . . . ,λn. Si no existenn vectores propios li-
nealmente independientes, entoncesA no es diagonalizable.

ii) ObtengaP como la matriz cuyas columnas son los vectores propios
obtenidos en el pasoi. Es decir,

P =
[
~v1 ~v2 . . . ~vn

]
.

iii) La matriz diagonal D = P−1AP tendŕa los valores propios
λ1,λ2, . . . ,λn en su diagonal principal (y ceros en el resto). La posi-
ción de los vectores propios en la matrizP determina la posición en
que aparecen los valores propios sobre la diagonal deD.

Ejemplo 2.9. Determine si la matriz dada a continuación es diagonalizable

A =




3 2 −3

−3 −4 9

−1 −2 5




.

Solución
La ecuacíon caracteŕıstica asociada a la matrizA es

−λ3 +4λ2−4λ =−λ(λ−2)2 = 0.

Luego, los valores propios sonλ1 = 0 y λ2 = 2 (de multiplicidad algebraica 2).

El vector propio correspondiente aλ1 = 0 es~v1 =



−1
3
1


 y los correspondientes a

λ2 = 2 son~v2 =



−2
1
0


 y~v3 =




3
0
1


. Entonces,

P =



−1 −2 3
3 1 0
1 0 1
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y

P−1AP=
1
2




1 2 −3
−3 −4 9
−1 −2 5







3 2 −3
−3 −4 9
−1 −2 5






−1 −2 3
3 1 0
1 0 1




=
1
2




1 2 −3
−3 −4 9
−1 −2 5







0 −4 6
0 2 0
0 0 2


 =

1
2




0 0 0
0 4 0
0 0 4


 .

Por lo tanto,A es diagonalizable.

Ejemplo 2.10. Una matriz no diagonalizable

Determine si la siguiente matriz es diagonalizable

A =




3 −2

8 −5


 .

Solución
La ecuacíon caracteŕıstica deA esλ2+2λ+1= (λ+1)2 = 0, luegoλ =−1 es

un valor propio de multiplicidad algebraica 2. Entonces,

(A−λI)~v = (A+ I)~v =
[
4 −2
8 −4

][
v1

v2

]
=

[
0
0

]
.

Esto lleva al vector propio~v1 =
[
1
2

]
. Por lo tanto,A no contiene dos vectores pro-

pios linealmente independientes y entonces, se concluye que la matrizA no es
diagonalizable.

Teorema 2.17.Seanλ1,λ2, . . . ,λn valores propios distintos de una matrizA de

tamãnon×n, entonces

tr1(A) =
n

∑
i=1

λi y det(A) =
n

∏
i=1

λi .

Demostracíon
ComoA es diagonalizable, entoncesA = PDP−1; luego,

tr1(A) =tr1[P(DP−1)] = tr1[(DP−1)P] = tr1[D(P−1P)] = tr1(D) =
n

∑
i=1

λi .
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Por otra parte,

det(A) =|A|= |P(DP−1)|= |P||DP−1|= |D||P−1||P|= |D|=
n

∏
i=1

λi .

Ejercicios 2.2.

1. Para las siguientes matrices determine (en caso de ser posible) una matrizP

no singular tal queP−1APsea diagonal

a.




1 1

−1 3


 . b.




1 1

3 −1


 . c.




1 −1

−1 3


 . d.




1 2

4 3


 .

f .




2 2 1

1 3 1

1 2 2




. g.




3 −1 4

−4 1 −5

5 3 2




. h.




3 1 −1

2 2 −1

2 2 0




. i.




1 3 −2

3 1 2

−1 1 1




.

2. Muestre que las trazas de matrices semejantes son iguales.

3. Si A y B son semejantes demuestre que tienen el mismo determinante.

4. SeanA una matriz diagonalizable de tamañon×n y P una matriz no singular

de tamãnon×n tales queB= P−1APsea la forma diagonal deA. Pruebe que

a) Bk = P−1AkP, dondek es un entero positivo.

b) Ak = PBkP−1, dondek es un entero positivo.

5. SeaA =




a b

c d


, demuestre queA es diagonalizable si−4bc< (a−d)2 y

no diagonalizable si−4bc> (a−d)2.
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2.3. Valores propios complejos

Puesto que la ecuación caracteŕıstica de una matriz real de tamaño n× n es
un polinomio de gradon, por el Teorema Fundamental deĺAlgebrase sabe que
cualquier polinomio de gradon con coeficientes reales (o complejos) tiene exac-
tamenten ráıces (contando multiplicidades). En las secciones anteriores, desarrol-
lamos la teoŕıa para valores propios y vectores propios reales. En esta sección,
estudiaremos los valores propios y vectores propios complejos.

Definición 2.9. SeaA una matriz real de tamaño n×n. El número complejoλ es

un valor propio deA si existe un vector no nulo~v∈ Cn tal que

A~v = λ~v (2.14)

Todo vector~v no nulo que satisfaga (2.14) es un vector propio deA asociado al

valor propioλ.

Ejemplo 2.11. SeaA =




1 −1

2 1


. Determine los valores propios y vectores pro-

pios deA.

Solución
Primero se calcula el determinante de la matrizA−λI

det(A−λI) =
∣∣∣∣
1−λ −1

2 1−λ

∣∣∣∣
=(1−λ)2 +2 = [(1−λ)+ i

√
2][(1−λ)− i

√
2].

De esta manera los valores propios deA son los complejos, a saber

λ1 =1+ i
√

2 y λ2 =1− i
√

2.

Paraλ1 = 1+ i
√

2 tenemos

(A− (1+ i
√

2)I)~v =
[−i

√
2 −1

2 −i
√

2

][
x
y

]
=

[
0
0

]
.
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Para encontrar el vector propio correspondiente, se realizan operaciones por filas
[−i

√
2 −1 | 0

2 −i
√

2 | 0

]
∼

i
√

2F1

[
2 −i

√
2 | 0

2 −i
√

2 | 0

]
∼

F2−F1

[
2 −i

√
2 | 0

0 0 | 0

]
.

La solucíon general corresponde a2x= i
√

2y, luego el vector propio tiene la forma[
1

−i
√

2

]
x. Cada vector de esta forma conx 6= 0 es un vector propio correspondiente

a λ1 = 1+ i
√

2. Por lo tanto,B1 = gen

{[
1

−i
√

2

]}
.

Paraλ2 = 1− i
√

2 tenemos

(A− (1− i
√

2)I)~v =
[
i
√

2 −1
2 i

√
2

][
x
y

]
=

[
0
0

]
.

Para encontrar el vector propio correspondiente, se realizan operaciones por filas
[
i
√

2 −1 | 0
2 i

√
2 | 0

]
∼

−i
√

2F1

[
2 i

√
2 | 0

2 i
√

2 | 0

]
∼

F2−F1

[
2 i

√
2 | 0

0 0 | 0

]
.

La solucíon general corresponde a2x = −i
√

2y, luego el vector propio tiene la

forma

[
1

i
√

2

]
x. Cada vector de esta forma conx 6= 0 es un vector propio corres-

pondiente aλ2 = 1− i
√

2. Por lo tanto,B2 = gen

{[
1

i
√

2

]}
.

Teorema 2.18.

SeaA una matriz real de tamañon×n. Entonces,

i) Los valores propios deA cuando son complejos ocurren en pares conjugados,

ii) Los vectores propios correspondientes a valores propios complejos, son con-

jugados complejos entre sı́.

Demostracíon

i) Si A es una matriz real de tamañon×n, su polinomio caracterı́stico se puede
reescribir como

pA(λ) = det(A−λIn) = cnλn +cn−1λn−1 + . . .+c1λ+c0
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donde cadaci ∈ R. Por lo tanto,

pA(λ) =det(A−λIn) = det
(

A−λIn
)

= det
(

A−λIn
)

= pA

(
λ
)

.

Si λ0 es una ráız depA(λ), entonces

pA(λ0) =pA

(
λ0

)
= 0.

En consecuenciaλ0 es tambíen un valor propio deA.

ii) Si λ es un valor propio complejo deA con un vector propio correspondiente
~u∈ Cn, entonces en virtud del Teorema 1.41 se tiene

A~u =λ~u

A~u =λ~u

A~u =λ ~u

Luego,~v es tambíen vector propio deA pero asociado al valor propioλ.

Ejemplo 2.12. Considere la matrizA del Ejemplo 2.11 y aplique el Teorema 2.18.

Solución
Para la matrizA cuyas componentes son reales, se obtuvo un valor propioλ1 =

1+ i
√

2, con vector propio asociado~u1 =
[

1
−i
√

2

]
y para el otro valor propioλ2 =

1− i
√

2, un vector propio asociado~u2 =
[

1
i
√

2

]
claramente se nota queλ2 = λ1 y

que~u2 =~u1.

Teorema 2.19.SeaA una matriz real de tamaño2×2 con un valor propio complejo

λ = a+bi (b 6= 0) y vector propio correspondiente~u∈ C2. Entonces

ARe(~u) =aRe(~u)−bIm(~u)

AIm(~u) =bRe(~u)+aIm(~u) (2.15)

adeḿas,Re(~u) y Im(~u) son vectores linealmente independientes.
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Demostracíon
Sea~u∈ C2 un vector propio deA, por lo tanto,

A~u =λ~u
A[Re(~u)+ i Im(~u)] =(a+bi)[Re(~u)+ i Im(~u)]

A Re(~u)+ iA Im(~u) =[a Re(~u)−b Im(~u)]+ i[b Re(~u)+a Im(~u)].

Al igualar las partes real e imaginaria se llega al sistema de ecuaciones (2.15).
Además, por la definicíon 2.1 se tiene que~u es no nulo; luego, siIm(~u) =~0,

entoncesRe(~u) 6=~0 y de la segunda ecuación de (2.15), se tiene queb Re(~u) =~0, es
decir,b= 0, lo cual contradice la suposición de queb 6= 0; por lo tanto,Im(~u) 6=~0.

Veamos ahora queRe(~u) y Im(~u) son vectores linealmente independientes (por
contradiccíon); Supongamos queRe(~u) = α Im(~u), si se reemplaza en (2.15), se
tiene que

A α Im(~u) =a α Im(~u)−b Im(~u)
A Im(~u) =b α Im(~u)+a Im(~u).

Si se resuelve dicho sistema de ecuaciones, se obtiene que

(α2 +1)b Im(~u) =~0.

Comob 6= 0 y Im(~u) 6=~0; entonces,α = ±i, luegoRe(~u) ∈ C2, lo cual es contra-
dictorio ya queRe(~u) y Im(~u) ∈ R2.

El corolario que se enuncia a continuación muestra que una matriz con compo-
nentes reales cuyos valores propios son complejos no es diagonalizable.

Corolario 2.19.1. SeaA una matriz real de tamaño 2× 2 con un valor propio

complejoλ = a+bi (b 6= 0) y vector propio asociado~u∈ C2. Entonces,

A = PRP−1 (2.16)

donde,

P =
[
Re(~u) Im(~u)

]
y R=




a b

−b a


 .
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Demostracíon
Expresando el sistema de ecuaciones propuesto en (2.15) en forma matricial se

tiene que

A
[
Re(~u) Im(~u)

]
=

[
Re(~u) Im(~u)

][
a b
−b a

]
,

es decir,AP= PR. Pero en el Teorema 2.19 se demostró queRe(~u) y Im(~u), eran
vectores linealmente independientes; luego,P es no singular. Por lo tanto,

A = PRP−1.

Ejemplo 2.13. Expresar de la formaPRP−1 la matriz

A =




1 −1

2 1


 .

Solución
En el Ejemplo 2.11, se encontraron los dos valores propiosλ1 = 1+ i

√
2 y

λ2 = 1− i
√

2 y los respectivos vectores propios~v1 =
[

1
−i
√

2

]
y ~v2 =

[
1

i
√

2

]
.

Estableciendo

P =
[
1 0
0 −√2

]
y R=

[
1

√
2

−√2 1

]

el lector puede verificar fácilmente queA = PRP−1.

Ejemplo 2.14. Encuentre las matricesP y R, de tal manera que se pueda expresar

la siguiente matrizA comoPRP−1

A =




29 9 −31

20 70 −5

66 −164 51




.

Solución
La ecuacíon caracteŕıstica deA esta dada por

det(A−λI) =−λ3 +150λ2−8125λ+312500

=− (λ−100)(λ−25+50 i)(λ−25−50 i) = 0.
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Por lo tanto, los valores propios sonλ1 = 100, λ2 = 25−50 i y λ3 = λ2.
Paraλ1 = 100se resuelve(A−λ1I)~v=~0 y se obtiene el vector propio asociado

~v1 =




1
1
−2


. Paraλ2 = 25−50 i se resuelve(A−λ2I)~v =~0 y se obtiene el vector

propio complejo asociado~v2 =



−1
1
5


+



−3
0
−2


 i.

Por consiguiente, estableciendo

P =



−1 −3 1
1 0 1
5 −2 −2


 y R=




25 −50 0
50 25 0
0 0 100




se obtiene

PRP−1 =− 1
25



−1 −3 1
1 0 1
5 −2 −2







25 −50 0
50 25 0
0 0 100







2 −8 −3
7 −3 2
−2 −17 3




=− 1
25



−1 −3 1
1 0 1
5 −2 −2






−300 −50 −175
275 −475 −100
−200 −1700 300




=− 1
25



−725 −225 775
−500 −1750 125
−1650 4100 −1275


 =




29 9 −31
20 70 −5
66 −164 51


 .

En este ejemplo se ilustra la manera de expresarA comoPRP−1 cuando sus valores
propios no son todos complejos.

Ejercicios 2.3.

1. Exprese cada una de las matrices dadas comoPRP−1

a.




1 2

−1 3


 . b.




1 −1

3 −1


 . c.



−1 3

−1 1


 .

d.




a −b

b a


 . f .




2 2 −3

−3 0 3

4 1 −5




. g.




−5 2 4

−3 0 3

−3 1 2




.
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2. Suponga queA es una matriz real de tamaño 3× 3, tal quedetA = 50,

tr1(A) = 8 y un valor propio es 2. Encuentre los valores propios.

3. SeaA una matriz real de tamañon×n y sea~x∈ Cn. Muestre que

Re(A~x) =ARe(~x) y Im(A~x) =AIm(~x).

2.4. Diagonalizacíon de matrices siḿetricas

Como se vio en la sección anterior una matrizA de tamãno n×n puede tener
valores propios complejos, aún en el caso de que todos los elementos deA sean
reales. En este apartado, se desarrollará la teoŕıa de valores propios para matrices
simétricas reales.

Definición 2.10. Matrices congruentes ortogonalmente

Dos matrices siḿetricas realesA y B de tamãno n×n son congruentes ortogo-

nalmente, si existe una matrizP ortogonal de tamãnon×n tal que

A = PtBP. (2.17)

Definición 2.11. Matrices semejantes ortogonalmente

Una matriz siḿetricaA de tamãno n× n es semejante ortogonalmente a una

matriz siḿetricaB de tamãno n× n, si existe una matrizP ortogonal de tamãno

n×n tal que

A = PtBP. (2.18)

Teorema 2.20.Dos matrices siḿetricas realesA y B son congruentes ortogonal-

mente si y śolo siA y B son semejantes ortogonalmente.



96 CAPÍTULO 2. VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS

Demostracíon
Si A y B son matrices siḿetricas congruentes de tamañon×n, entonces

B = PtAP

pero comoPtP = In, se tiene quePt = P−1. Por lo tanto, las matricesA y B son
semejantes ortogonalmente.

Teorema 2.21. SeaA una matriz siḿetrica real de tamãno n× n. Entonces los

valores propios deA son reales.

Demostracíon
Sea~v∈ Cn un vector propio asociado al valor propioλ deA; entonces,

A~v = λ~v (2.19)

por el Teorema 2.18, se tiene que~v es tambíen vector propio deA pero asociado al
valor propioλ.

Si se multiplica (2.19), por la izquierda por~v
t
, se obtiene

~v
t
A~v =~v

tλ~v = λ~vt
~v. (2.20)

Luego, la conjugada de~v
t
A~v, es

~v
t
A~v =~v

t
A~v =~vt λ~v = λ~vt~v, (2.21)

donde hemos utilizado el Teorema 1.41. Por otra parte, comoA es real se tiene que
A = A. Por lo tanto, la ecuación (2.21) es igual a

~v
t
A~v =~v

t
A~v =~vt At ~v = (A~v)t ~v = λ~vt~v (2.22)

aqúı se utilizo el hecho de queAt = A ya queA es siḿetrica. Si se igualan (2.21)
y (2.22) se tiene

λ~vt ~v = λ~vt ~v (2.23)

pero~vt ~v= ‖~v‖2 6= 0, ya que~v es un vector propio. Entonces se puede dividir ambos
lados de (2.23) entre~vt ~v para obtener

λ = λ

lo cual se cumple śolo si λ es real.
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Definición 2.12. Matriz diagonalizable ortogonalmente

Una matrizA de tamãno n×n es diagonalizable ortogonalmente si existe una

matriz ortogonalQ tal que

QtAQ= D (2.24)

sea diagonal.

Teorema 2.22.Si A es una matriz siḿetrica real de tamãno n×n, entonces existe

una matriz ortogonalQ tal que

Q−1AQ

es una matriz diagonal.

Demostracíon
Seaλ1,λ2, . . . ,λn los valores propios deA. Puesto queλ1 es real, existe un

vector propio unitario~u1 ∈ Rn de A correspondiente aλ1. Denotemos porV el
complemento ortogonal a~u1 de dimensíon n− 1. Sea{~u2,~u3, . . . ,~un} una base
ortonormal deV. Luego, cada vector~X deV tiene la forma

~X = a2 ~u2 +a3 ~u3 + . . .+an ~un

y el producto punto entreA~X y~u1 es

(A~X) ·~u1 = (A~X)t~u1 = ~XtAt~u1 = ~Xt(A~u1) = ~Xt(λ1~u1) = λ1~X
t~u1 = 0.

Puesto que cada vector de la base deV es ortogonal a~u1. La matriz de cambio de
base, de labase cańonicadeRn a la base{~u1,~u2, . . . ,~un} es la matriz ortogonalS
cuyas columnas son los elementos de los vectores~ui . Luego,

AS=
[
A~u1 A~u2 . . . A~un

]

=
[
λ1~u1 A~u2 . . . A~un

]
,

por lo tanto,

S−1AS= S−1[
λ1~u1 A~u2 . . . A~un

]
.
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Pero comoSes ortogonal se tiene queS−1 = St , por consiguiente,

S−1AS=
[
~u1 ~u2 . . . ~un

]t [λ1~u1 A~u2 . . . A~un
]

=




~ut
1λ1~u1 ~ut

1A~u2 . . . ~ut
1A~un

~ut
2λ1~u1 ~ut

2A~u2 . . . ~ut
2A~un

...
...

...
...

~ut
nλ1~u1 ~ut

nA~u2 . . . ~ut
nA~un




se puede probar fácilmente queS−1ASes siḿetrica, ya que

(S−1AS)t = (StAS)t = StAS= S−1AS.

Por consiguiente,

S−1AS=




λ1 0 . . . 0
0
...
0


 A1







dondeA1 es siḿetrica de tamãno (n−1)× (n−1).
La prueba es ahora completada por inducción, siR∗ es una matriz ortogonal de

tamãno (n−1)× (n−1) tal queR∗A1(R∗)−1 = diag{λ2,λ3, . . . ,λn}. Entonces, la
matriz

R=




1 0 . . . 0
0
...
0


 R∗







es una matriz ortogonal y

R−1S−1ASR= (SR)−1A(SR) = diag{λ1,λ2, . . . ,λn}.

La matriz SR= Q es el producto de dos matrices ortogonales; por lo tanto, es
tambíen una matriz ortogonal. Ası́, Q−1AQes una matriz diagonal y nuestra prueba
queda completa.

Teorema 2.23. SeaA una matriz siḿetrica real de tamãno n× n. Entonces los

vectores propios asociados con valores propios distintos deA son ortogonales. Esto

es, los espacios propios de una matriz simétrica son ortogonales.
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Demostracíon
Sean~v1 y ~v2 vectores propios que corresponden a valores propios distintos,

digamos,λ1 y λ2. Para demostrar que~v1 ·~v2 = 0, se calcula

λ1~v1 ·~v2 =(λ1~v1)t~v2 = (A~v1)t~v2 puesto que~v1 es un vector propio

=(~vt
1 At)~v2 =~vt

1(A~v2) puesto queA es siḿetrica

=~vt
1(λ2~v2) puesto que~v2 es un vector propio

=λ2~v
t
1~v2 = λ2~v1 ·~v2.

Por lo tanto,(λ1−λ2)~v1 ·~v2 = 0. Peroλ1−λ2 6= 0, aśı que~v1 ·~v2 = 0

Teorema 2.24.Seaλk un valor propio de multiplicidad algebraica igual ap asoci-

ado a una matrizA simétrica real de tamãnon×n. EntoncesA tiene exactamentep

vectores propios mutuamente ortogonales asociados al valor propioλk.

Demostracíon
Por el Teorema 2.22, existe una matrizQ tal queQ−1AQes una matriz diagonal

en la cualλk aparece exactamentep veces en la diagonal principal. Por otra parte,
se tiene que,Q−1AQ−λkIn = Q−1(A−λkIn)Q tiene rangon− p. Pero comoQ y
Q−1 son no singulares,A−λkIn tambíen tiene rangon− p. Por lo tanto, el espacio
solucíon del sistema de ecuaciones

(A−λkIn)~v =~0 con ~v∈ Rn

tiene dimensíonn−(n− p) = p y por consiguiente, existen exactamentep vectores
unitarios mutuamente ortogonales deRn.

Teorema 2.25.Una matrizA simétrica real de tamãno n×n, tienen vectores pro-

pios unitarios mutuamente ortogonales.

Demostracíon
Si D es la matriz diagonalQtAQ, se tiene

AQ= QD (2.25)

dondeD = diag{λ1, . . . ,λn}; al igualar los vectores columna de cada miembro
de (2.25), se obtiene

A~v1 = λ1~v1, A~v2 = λ2~v2, . . . ,A~vn = λn~vn
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donde~v1, ~v2, . . . , ~vn son los vectores columna deQ; se deduce que las columnas de
Q son vectores propios deA y que son vectores unitarios mutuamente ortogonales,
por serQ ortogonal.

Teorema 2.26.SeaA una matriz real de tamañon×n. EntoncesA es diagonaliza-

ble ortogonalmente si y sólo siA es siḿetrica.

Demostracíon
SeaA diagonalizable ortogonalmente, entonces por la Definición 2.12, existe

una matriz ortogonalQ tal queQtAQ = D. Si se multiplica esta ecuación por la
izquierda porQ y por la derecha porQt y se usa el hecho de queQtQ = QQt = In,
se obtiene

A = QDQt .

Luego
At = (QDQt)t = (Qt)tDtQt = QDQt = A.

Aśı, A es siḿetrica.
Rećıprocamente, suponga queA es siḿetrica. Entonces por los Teoremas 2.23

y 2.25,A es diagonalizable ortogonalmente con la matrizQ cuyas columnas son
los vectores propios dados en el Teorema 2.25, y el teorema queda demostrado.

Procedimiento para encontrar una matriz diagonalizanteQ

i) Encuentre una base para cada espacio propio deA.

ii) Halle una base ortonormal para cada espacio propio deA usando el
proceso de Gram-Schmidt o algún otro.

iii) ObtengaQ como la matriz cuyas columnas son los vectores propios
ortonormales obtenidos en el paso ii).

Ejemplo 2.15. Encuentre una matrizQ que diagonalice ortogonalmente a

A =




2 2 1

2 5 2

1 2 2




.
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Solución
En este caso, los valores propios deA sonλ1 = 1 (de multiplicidad algebraica

2) y λ2 = 7. Los vectores propios linealmente independientes correspondientes a

λ1 = 1 son~v1 =



−1
0
1


 y~v2 =




2
−1
0


 y el correspondiente aλ2 = 7 es~v3 =




1
2
1


.

Para encontrarQ, se aplica el proceso de Gram-Schmidt a{~v1,~v2}, una base

paraB1. Como‖~v1‖=
√

2, se hace~u1 = ~v1
‖~v1‖ =



−1/

√
2

0
1/
√

2


. Despúes,

~v
′
2 =~v2− (~v2 ·~u1)~u1 =




2
−1
0


− −2√

2



−1/

√
2

0
1/
√

2




=




2
−1
0


+



−1
0
1


 =




1
−1
1


 .

Entonces‖~v′2‖=
√

3 y~u2 =




1/
√

3
−1/

√
3

1/
√

3


. Se puede verificar que la nueva base deB1

es ortonormal observando que~u1 ·~u2 = 0. Porúltimo, se tiene que‖~v3‖=
√

6 luego

~u3 =




1/
√

6
2/
√

6
1/
√

6


. Tambíen se verifica que la base obtenida paraR3 es ortonormal

observando que~u1 ·~u3 = 0 y~u2 ·~u3 = 0. Por lo tanto,

Q =



−1/

√
2 1/

√
3 1/

√
6

0 −1/
√

3 2/
√

6
1/
√

2 1/
√

3 1/
√

6


 , Qt =



−1/

√
2 0 1/

√
2

1/
√

3 −1/
√

3 1/
√

3
1/
√

6 2/
√

6 1/
√

6




y

QtAQ=



−1/

√
2 0 1/

√
2

1/
√

3 −1/
√

3 1/
√

3
1/
√

6 2/
√

6 1/
√

6







2 2 1
2 5 2
1 2 2






−1/

√
2 1/

√
3 1/

√
6

0 −1/
√

3 2/
√

6
1/
√

2 1/
√

3 1/
√

6




=



−1/

√
2 0 1/

√
2

1/
√

3 −1/
√

3 1/
√

3
1/
√

6 2/
√

6 1/
√

6






−1/

√
2 1/

√
3 7/

√
6

0 −1/
√

3 14/
√

6
1/
√

2 1/
√

3 7/
√

6
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Aśı,

QtAQ=




1 0 0
0 1 0
0 0 7


 .

Teorema 2.27.Descomposicíon Espectral para Matrices Siḿetricas

SeaAuna matriz siḿetrica real de tamãnon×ncon valores propiosλ1,λ2, . . . ,λn,

entoncesA se puede escribir como

A = λ1~v1~v
t
1 +λ2~v2~v

t
2 + . . .+λn~vn~v

t
n, (2.26)

donde~v1,~v2, . . . ,~vn son los vectores propios normalizados deA.

Demostracíon
Por el Teorema 2.22, existe una matrizQ tal queQ−1AQes una matriz diagonal.

Entonces,

A =QDQ−1 = QDQt

=
[
~u1 ~u2 . . . ~un

]



λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . λn







~ut
1

~ut
2
...

~ut
n




=
[
~u1 ~u2 . . . ~un

]



λ1~ut
1

λ2~ut
2

...
λn~ut

n




=λ1~v1~v
t
1 +λ2~v2~v

t
2 + . . .+λn~vn~v

t
n

esto prueba el teorema.

Ejemplo 2.16. Ilustrar el teorema de descomposición espectral para la matriz dada

en el Ejemplo 2.15.

Solución
Del Ejemplo 2.15 se tiene que los valores propios asociados a la matrizA son

λ1 = 7, λ2 = λ3 = 1 y los respectivos vectores propios normalizados deA eran

~v1 =
1√
6




1
2
1


 , ~v2 =

1√
3




1
−1
1


 y ~v3 =

1√
2




1
0
−1


 .
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Entonces

3

∑
i=1

λi~vi~v
t
i =

7
6




1
2
1


[

1 2 1
]
+

1
3




1
−1
1


[

1 −1 1
]
+

1
2




1
0
−1


[

1 0 −1
]

=
7
6




1 2 1
2 4 2
1 2 1


+

1
3




1 −1 1
−1 1 −1
1 −1 1


+

1
2




1 0 −1
0 0 0
−1 0 1




=
1
6




7 14 7
14 28 14
7 14 7


+

1
6




5 −2 −1
−2 2 −2
−1 −2 5


 =

1
6




12 12 6
12 30 12
6 12 12


 ,

la cual coincide con la matrizA dada en el Ejemplo 2.15.

Teorema 2.28.Teorema espectral para matrices siḿetricas

SeaA una matriz siḿetrica real de tamãno n×n, entonces las siguientes afir-

maciones son equivalentes

i) A tienen valores propios reales, contando multiplicidades.

ii) Si λ es un valor propio deA con multiplicidad algebraicak, entonces el

espacio propio paraλ esk-dimensional.

iii) Los vectores propios correspondientes a valores propios distintos son orto-

gonales, es decir los espacios propios son mutuamente ortogonales.

iv) A es diagonalizable ortogonalmente.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.
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Ejercicios 2.4.

1. Determine si las matrices dadas a continuación son diagonalizables ortogo-

nalmente

a.




1 1

1 3


 . b.




1 3

3 −1


 . c.




1 −1

−1 1


 .

d.




1 3 −2

3 1 2

−2 2 1




. f .




3 −1 4

−1 1 −5

4 −5 2




.

2. Si las matricesA y B son ortogonalmente semejantes yB es ortogonalmente

semejante a una matrizC, muestre queA y C son tambíen ortogonalmente

semejantes.

3. SeaA una matriz ortogonal de tamaño n×n, muestre que siλ es un valor

propio deA, entoncesλ =±1.

4. Muestre que siA es ortogonal de tamaño n×n y ~x y ~y son vectores enRn,

entonces(A~x) · (A~y) =~x ·~y.

2.5. Vectores propios generalizados

En las secciones anteriores hemos considerado matrices en las cuales la mul-
tiplicidad algebraica de cada valor propio es igual a su multiplicidad geométrica.
En este apartado consideraremos matrices que violan esta condición, es decir la
multiplicidad algebraica de cada valor propio es diferente de su multiplicidad ge-
ométrica y se obtendrá un nuevo concepto de vector propio asociado a la matriz.
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Definición 2.13. Vector propio generalizado

SeaAuna matriz real de tamañon×ncon un valor propioλ j cuya multiplicidad

algebraica es diferente de su multiplicidad geométrica. Un vector~v∈ Cn se llama

vector propio generalizadodeA si cumple que

(A−λ j In)k~v =~0 (2.27)

para alǵun k entero positivo. El ḿınimo enterok para el cual (2.27) se satisface

recibe el nombre déındicedel vector propio generalizado~v.

Nota
Los vectores propios son vectores propios generalizados deı́ndice igual a 1.

Ejemplo 2.17. El vector~vt = (−1
7,0) es un vector propio generalizado asociado al

valor propioλ =−5 de la siguiente matriz

A =



−12 7

−7 2


 .

Solución
Veamos que~v, cumple (2.27) para algún valor enterok. Parak = 1

(A− (−5)I)~v =
[−7 7
−7 7

][−1
7

0

]
=

[
1
1

]
=~v1.

Obśervese que~v1 es el vector propio correspondiente aλ. Parak = 2, se tiene que

(A− (−5)I)2~v = (A− (−5)I)~v1 =
[−7 7
−7 7

][
1
1

]
=

[
0
0

]
.

Luego,~v es un vector propio generalizado deı́ndicek = 2.

Definición 2.14. Espacio propio generalizado

Seaλ j un valor propio de la matriz realA∈Mnn. El subespacio

V j = {~v∈ Cn : (A−λ j I)
k~v =~0,para cierto entero positivok} (2.28)
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se denominaespacio propio generalizadodeA asociado con el valor propioλ j . En

otras palabras,V j = espacio nulo{(A−λ j I)
k}.

Teorema 2.29.SeaA una matriz real de tamaño 2×2 con unúnico valor propio

realλ de multiplicidad algebraica distinta de la multiplicidad geométrica. Entonces

existe unvector propio generalizado~w que satisface la ecuación

(A−λI)~w =~v, (2.29)

donde~v es un vector propio correspondiente aλ.

Demostracíon
Sea~x∈ C2 un vector fijo, tal que~x 6= α~v; luego,~x no es un vector propio deA.

Sea
~y = (A−λI)~x. (2.30)

Demostremos que~y es un vector propio deA; en otras palabras, que~y = β~v. Como
~v y~x son linealmente independientes y~y∈ C2; entonces existen constantesc1 y c2

tales que
~y = c1~v+c2~x. (2.31)

Debemos mostrar quec2 = 0. Si se reemplaza (2.30) en (2.31) se tiene que

(A−λI)~x =c1~v+c2~x

[A− (λ+c2)I ]~x =c1~v.

Si se supone quec2 6= 0, entonces,λ+c2 no es un valor propio deA (pues eĺunico
valor propio asociado aA esλ). Por lo tanto,det[A− (λ+c2)I ] 6= 0.

SeaB = A− (λ+c2)I ; entoncesB es no singular. Aśı,~x es igual a

~x = B−1 c1~v = c1 B−1~v. (2.32)

Al multiplicar a ambos lados de (2.32) porλ, se obtiene

λ~x = λ B−1 c1~v = c1 B−1 (λ~v) = c1 B−1 (A~v).

PeroA = B+(λ+c2)I , de manera que

λ~x =c1 B−1 [B+(λ+c2)I ]~v

=c1 [I +(λ+c2)B−1]~v

=c1~v+(λ+c2) [c1 B−1~v]
=c1~v+(λ+c2)~x.
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La cual se obtiene usando el hecho de que~x = c1 B−1~v. Por lo tanto,

λ~x =c1~v+λ~x+c2~x

~0 =c1~v+c2~x.

Pero como~x 6= α~v, se debe tener quec1 = c2 = 0; lo cual contradice la suposición
de quec2 6= 0. Luego,c2 = 0 y sustituyendo en (2.31) se tiene que~y = c1~v.

Ahora, debemos mostrar quec1 6= 0, en otras palabras se debe mostrar que
~y 6=~0; pues si~y =~0 y se reemplaza en (2.31) se tendrı́a que~x es un vector propio
deA; lo cual contradice la suposición de que~x 6= α~v. Por lo tanto,c1 6= 0; luego~y
es un ḿultiplo no nulo de~v y por el Teorema 2.1, es un vector propio deA.

Porúltimo definamos~w = 1
c1
~x, entonces

(A−λI)~w =
1
c1

(A−λI)~x =
1
c1

~y =~v.

Esto prueba el teorema.

Ejemplo 2.18. SeaA =




4 −1

1 2


. Determine sus vectores propios generalizados.

Solución
La ecuacíon caracteŕıstica deA es

λ2−6λ+9 = (λ−3)2 = 0.

Luego,λ = 3 es elúnico valor propio (de multiplicidad algebraica2). Entonces,

(A−λI)~v = (A−3I)~v =
[
1 −1
1 −1

][
x1

x2

]
=

[
0
0

]
.

Esto conduce ax1 = x2. Estableciendox2 = 1, se obtiene śolo un vector propio li-

nealmente independientes:~v1 =
[
1
1

]
. Para encontrar un vector propio generalizado

~v2 se calcula(A−3I)~v2 =~v1 y se obtiene
[
1 −1
1 −1

][
x1

x2

]
=

[
1
1

]
.

La solucíon general corresponde ax1− x2 = 1; luegox1 = 1+ x2. Por lo tanto, si

x2 = 0 se tiene~v2 =
[
1
0

]
.
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Ejemplo 2.19. Encuentre los vectores propios generalizados de la matriz

A =




1 1 1

2 1 −1

−3 2 4




.

Solución
La ecuacíon caracteŕıstica deA es

−λ3 +6λ2−12λ+8 =−(λ−2)3 = 0

Luego,λ = 2 es elúnico valor propio (de multiplicidad algebraica3). Entonces,

(A−λI)~v = (A−2I)~v =



−1 1 1
2 −1 −1
−3 2 2







x
y
z


 =




0
0
0


 .

Por lo tanto, el vector propio correspondiente se obtiene operando por filas



−1 1 1 | 0
2 −1 −1 | 0
−3 2 2 | 0


 ∼

F2+2F1
F3+F2



−1 1 1 | 0
0 1 1 | 0
−1 1 1 | 0


 ∼

F3−F1
F1−F2



−1 0 0 | 0
0 1 1 | 0
0 0 0 | 0


 .

Esto conduce ax = 0 y y = −z. Estableciendoz = −1, se obtiene el vector pro-

pio:~v1 =




0
1
−1


. Para encontrar un vector propio generalizado~v2 se calcula(A−

2I)~v2 =~v1 y se tiene que



−1 1 1
2 −1 −1
−3 2 2







x
y
z


 =




0
1
−1


 ,

si se realizan operaciones por filas se obtiene



−1 1 1 | 0
2 −1 −1 | 1
−3 2 2 | −1


 ∼

F2+2F1
F3+F2



−1 1 1 | 0
0 1 1 | 1
−1 1 1 | 0


 ∼

F3−F1
F1−F2



−1 0 0 | −1
0 1 1 | 1
0 0 0 | 0


 .
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Es decir,x= 1y y= 1−z. Si se hacez= 0, se obtiene el vector propio generalizado:

~v2 =




1
1
0


. Para encontrar el segundo vector propio generalizado~v3 se calcula

(A−2I)~v3 =~v2

−1 1 1
2 −1 −1
−3 2 2







x
y
z


 =




1
1
0


 .

Al resolver el sistema por Gauss-Jordan, se tiene que



−1 1 1 | 1
2 −1 −1 | 1
−3 2 2 | 0


 ∼

F2+2F1
F3+F2



−1 1 1 | 1
0 1 1 | 3
−1 1 1 | 1


 ∼

F3−F1
F1−F2



−1 0 0 | −2
0 1 1 | 3
0 0 0 | 0


 .

Luego,x = 2 y y = 3−z. Si z= 0, se obtiene el vector propio generalizado:

~v3 =




2
3
0


 .

Ejemplo 2.20. Encuentre los vectores propios generalizados de la matriz

B =




1 18 7

−1 13 4

1 −25 −8




.

Solución
La ecuacíon caracteŕıstica deB es

−λ3 +6λ2−12λ+8 = 0.

Luego,λ = 2 es elúnico valor propio (de multiplicidad algebraica tres). Entonces,

(B−λI)~v = (B−2I)~v =



−1 18 7
−1 11 4
1 −25 −10







x1

x2

x3


 =




0
0
0


 .
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El vector propio correspondiente, se obtiene operando por filas



−1 18 7 | 0
−1 11 4 | 0
1 −25 −10 | 0


 ∼

F2−F1
F3+F1



−1 18 7 | 0
0 −7 −3 | 0
0 −7 −3 | 0




∼
F3−F2

3F1+7F2



−3 5 0 | 0
0 7 3 | 0
0 0 0 | 0


 .

Esto conduce ax = 5
3y y z = −7

3y. Estableciendoy = 3, se obtiene el vector

propio:~v1 =




5
3
−7


. Para encontrar un vector propio generalizado~v2 se calcula

(B−2I)~v2 =~v1 y se tiene que



−1 18 7
−1 11 4
1 −25 −10







x
y
z


 =




5
3
−7


 .

Si se realizan operaciones por filas se obtiene



−1 18 7 | 5
−1 11 4 | 3
1 −25 −10 | −7


 ∼

F2−F1
F3+F1



−1 18 7 | 5
0 −7 −3 | −2
0 −7 −3 | −2




∼
F3−F2

3F1+7F2



−3 5 0 | 1
0 7 3 | 2
0 0 0 | 0


 .

Es decir,x = −1
3 + 5

3y y z= 2
3− 7

3y. Si se hacey = 0, se obtiene el vector propio

generalizado:~v2 = 1
3



−1
0
2


. Para encontrar el segundo vector propio generalizado

~v3 se calcula

(B−2I)~v3 =~v2

−1 18 7
−1 11 4
1 −25 −10







x
y
z


 =



−1

3
0
2
3


 .
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Al resolver el sistema por Gauss-Jordan, se tiene que



−1 18 7 | −1

3
−1 11 4 | 0
1 −25 −10 | 2

3


 ∼

F2−F1
F3+F1



−1 18 7 | −1

3
0 −7 −3 | 1

3
0 −7 −3 | 1

3




∼
F3−F2

3F1+7F2



−3 5 0 | 4

3
0 7 3 | −1

3
0 0 0 | 0




Luego,x = −4
9 + 5

3y y z= −1
9 − 7

3y. Tomandoy = 0, se obtiene el vector propio

generalizado:~v3 =−1
9




4
0
1


.

Teorema 2.30.Sea~v 6=~0 un vector propio generalizado conı́ndicek de una matriz

realA de tamãnon×n. Entonces,

{
~v,(A−λ j In)~v, . . . ,(A−λ j In)k−1~v

}
(2.33)

es un conjunto de vectores linealmente independientes.

Demostracíon
Supongamos que~v∈ Cn es déındicek y que los vectores dados en (2.33) son

linealmente dependientes, entonces existen constantescn 6= 0, tales que

k−1

∑
n=0

cn (A−λ j In)n~v =~0, (2.34)

donde(A−λ j In)0 = In. SeaA j = A−λ j In y consideremos el polinomio1 f (t) =
c0 + c1t + . . .+ crtr diferente de cero de grador ≤ k−1. De este modo, (2.34) se
puede expresar de la manera siguiente

f (A j)~v =~0.

Seag(t) = tk, aśı queg(A j)~v =~0. Si h(t) = td cond≤ k−1, es el ḿaximo coḿun
divisor de f (t) y g(t), usando el Algoritmo de Euclides, el polinomioh(t) se puede
escribir como

h(t) = h1(t) f (t)+h2(t)g(t),

1Si el lector no est́a familiarizado con este concepto puede ver Lang (1976), Cap. 9
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dondeh1(t) y h2(t) son polinomios distintos de cero. Luego,

h(A j)~v =~0.

Por lo tanto,d seŕıa el ı́ndice de~v; lo cual contradice la hiṕotesis de quek es el
ı́ndice de~v y se concluye la prueba.

Teorema 2.31.Los vectores no nulos tomados de espacios propios generalizados

distintos son linealmente independientes.

Demostracíon
SeaA j = A−λ j In y V j = espacio nulo

{
A

k j
j

}
para alǵun enterok j , j = 1,2, . . . , r.

Sean~v1, . . . ,~vr , con~v j ∈ V j y supongamos que

~w =
r

∑
j=1

~v j =~0. (2.35)

Se debe mostrar que cada~v j =~0. Si se multiplica ambos lados de (2.35) por la

matrizC = Ak2
2 Ak3

3 . . .Akr
r y se utilizan los hechos de queA

k j
j ~v j =~0 y queAki

i A
k j
j =

A
k j
j Aki

i , lo cual se tiene ya que

AiA j =(A−λi In)(A−λ j In) = A2−λiA−λ jA+λiλ j In

=A2−λ jA−λiA+λiλ j In = (A−λ j In)(A−λi In) = A jAi .

Se obtiene que
C~w = C~v1 =~0. (2.36)

Por lo tanto,~v1 =~0. De manera ańaloga, todos los~v j restantes tienen que desapare-
cer.

De acuerdo con la definición 2.7, las matrices reales cuadradasA y B se dicen
que sonsemejantes, si existe una matrizP no singular, tal que

A = PBP−1.

En ocasiones, adeḿas de establecer el hecho en sı́ de la semejanza, se requiere en-
contrar la matrizP de la transformación que satisface queA = PBP−1. En estos
momentos, se puede construir la matrizP utilizando los vectores propios generali-
zados de la siguiente manera

P = SR−1 (2.37)

donde las columnas de la matrizS son los vectores propios generalizados de la
matrizA y las columnas de la matrizR son los vectores propios generalizados de
la matrizB.
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Ejemplo 2.21. Determine si las matrices dadas en los ejemplos 2.19 y 2.20 son

semejantes.

Solución
Como las dos matrices tienen el mismo polinomio caracterı́stico entonces son

semejantes, encontremos la matrizP. En el Ejemplo 2.19 se obtuvieron los siguien-
tes vectores propios generalizados para la matrizA

~v1 =




0
1
−1


 , ~v2 =




1
1
0


 y ~v3 =




2
3
0


 .

Del Ejemplo 2.20 se tiene que los vectores propios generalizados de la matrizB,
son

~v1 =




5
3
−7


 , ~v2 =



−1

3
0
2
3


 y ~v3 =



−4

9
0
−1

9


 .

Por lo tanto,

P =




0 1 2
1 1 3
−1 0 0







5 −1
3 −4

9
3 0 0
−7 2

3 −1
9



−1

=




0 1 2
1 1 3
−1 0 0







0 1
3 0

−1
3

11
3

4
3

−2 1 −1




=



−13

3
17
3 −2

3
−19

3 7 −5
3

0 −1
3 0


 .

El lector puede verificar queA = PBP−1.

Teorema 2.32.Todo vector enRn es una combinación lineal de vectores de los

espacios propios generalizadosV j .

Demostracíon
Suṕongase queV es el subespacio deRn formado por los vectores de la forma

~u1 + . . .+~ur , donde~u j ∈ V j . Se necesita probar queV = Rn. Supongamos queV
es un subespacio adecuado. Entonces se escoge una base{~v1 + . . .+~vs} deV y se
extiende este conjunto a una baseB deRn. En esta base la matriz[A]B est́a parti-
cionada como sigue

[A]B =
[
A11 A12

O A22

]
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dondeA22 es una matriz de tamaño(n−s)×(n−s). Los valores propios deA22 son
valores propios deA. Como todos los valores propios distintos y vectores propios
de A son considerados enV (es decir, enA11), se tiene una contradicción. Por lo
tanto,V= Rn, como se querı́a demostrar.

Teorema 2.33.SeaVj una base para el espacio propio generalizadoV j y seaV la

unión de los conjuntosVj. Entonces,V es una base paraRn.

Demostracíon
Vamos a demostrar que los vectores enV generanRn. Por el Teorema 2.32 se

tiene que todo vector enRn es una combinación lineal de vectores enV j . Pero cada
vector enV j es una combinación lineal de vectores enVj. Por lo tanto, los vectores
enV generanRn.

Ahora, demostremos que los vectores enV son linealmente independientes.
Supongamos que una combinación lineal de vectores enV suma~0. Es posible
escribir esta suma como

~v1 + . . .+~vr =~0

donde~v j es la combinación lineal de vectores enVj. El Teorema 2.31 indica que
cada~v j =~0. ComoVj es una base paraV j , se deduce que los coeficientes de las
combinaciones lineales~v j deben ser todos cero. Por lo tanto, los vectores enV son
linealmente independientes.

Por el Teorema 1.26 se deduce queV es una base deRn.

Ejercicios 2.5.

1. Encuentre la matrizP que satisface queA = PBP−1 para

A =




3 1 −1

2 2 −1

2 2 0




y B =




42 130 25

−8 −24 −5

−23 −73 −13




.

2. Determine los vectores propios generalizados para las siguientes matrices

a.



−12 7

−7 2


 . b.



−10 −7

7 4


 . c.




4 −1

1 2


 .
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d.




5 −3 −2

8 −5 −4

−4 3 3




. e.




1 2 1

1 1 1

−2 −3 −2




.

2.6. Métodos iterativos para estimar valores propios y

vectores propios

Hasta ahora para encontrar los valores propios de una matrizA = [ai j ] se re-
suelve la ecuación caracteŕıstica asociada. En muchos problemas prácticos, obtener
las ráıces correspondientes no es sencillo. Es más, en algunos problemas estadı́sti-
cos śolo se necesita el valor propio con el valor absoluto más grande. En esta sec-
ción se trataran algunos procedimientos para calcular valores aproximados de los
valores propios de una matriz.

Definición 2.15. Valor propio dominante y vector propio dominante

La matrizA de tamãno n×n tiene un valor propio dominante si su valor abso-

luto es mayor que los valores absolutos de los valores propios restantes. El vector

propio asociado al valor propio dominante se denomina vector propio dominante.

Ejemplo 2.22. Determine el valor propio dominante para la matriz

A =




1 2

5 4




Solución
Los valores propios asociados aA son−1 y 6. Por lo tanto, el valor propio

dominante es6.
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Ejemplo 2.23. Determine el valor propio dominante de la matriz

A =




4 2 −2

8 10 −14

8 8 −12




.

Solución
Los valores propios asociados a la matrizA son2,−4 y 4. Por lo tanto, no hay

valor propio dominante.

2.6.1. Método de la potencia

El método de potencias para aproximar valores propios es iterativo. Primero
se supone que la matrizA tiene un valor propio dominante con vectores propios
dominantes. Luego se elige un vector diferente de cero~w1 ∈ Rn. Por último, se
forma la sucesión definida por

~w2 =A~w1

~w3 =A~w2 = A(A~w1) = A2~w1

~w4 =A~w3 = A(A2~w1) = A3~w1

...

~wk+1 =A~wk = A(Ak−1~w1) = Ak~w1

A medida quek crece,Ak~w1 se hace paralelo al vector propio dominante deA.

Teorema 2.34.SeaA una matriz real diagonalizable de tamaño n×n con valores

propios realesλ1,λ2, . . . ,λn, tales que

|λ1|> |λ2| ≥ |λ3| ≥ . . .≥ |λn|.

Entonces existe un vector~w1 diferente de cero deRn tal que la sucesión de vectores

definida por

A~w1,A
2~w1,A

3~w1, . . . ,A
k~w1, . . .

se aproxima al vector propio dominante deA cuandok aumenta.
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Demostracíon
ComoA es diagonalizable entonces existe una base deRn formada por losn

vectores propios{~v1,~v2, . . . ,~vn}, asociados a los valores propiosλi , i = 1,2, . . . ,n,
respectivamente.

Sea~w1 cualquier vector distinto de cero deRn, de forma que

~w1 =
n

∑
i=1

ci~vi conci ∈ R. (2.38)

Definamos el siguiente proceso iterativo

~wk+1 =A ~wk, k =1,2, . . .

Nótese que~wk+1 = Ak ~w1, k = 1,2, . . . Por lo tanto, se tiene que

~w2 = A ~w1 =A

(
n

∑
i=1

ci~vi

)

=
n

∑
i=1

ciλi~vi

=λ1

(
c1~v1 +

n

∑
i=2

ci
λi

λ1
~vi

)
,

~w3 = A ~w2 =A

[
λ1

(
c1~v1 +

n

∑
i=2

ci
λi

λ1
~vi

)]

=λ2
1

(
c1~v1 +

n

∑
i=2

ci

(
λi

λ1

)2

~vi

)
,

en general, por recurrencia, se obtiene

~wk+1 = A ~wk = λk
1

(
c1~v1 +

n

∑
i=2

ci

(
λi

λ1

)k

~vi

)
.

Luego, con base en la hipótesis original de queλ1 es mayor, en valor absoluto, que
los deḿas valores propios se concluye que cuandok tiende a infinito cada una de

las fracciones
(

λi
λ1

)k
parai > 1, tiende a cero, pues

∣∣∣ λi
λ1

∣∣∣ < 1. Esto implica que la

aproximacíon

~wk+1
∼= λk

1c1~v1, c1 6= 0,
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mejora a medida quek es suficientemente grande. Como~v1 es el vector propio
asociado aλ1 entonces es dominante; luego, cualquier múltiplo escalar de~v1 tam-
bién es un vector propio dominante. Ası́ se ha demostrado queAk~w1 se aproxima
arbitrariamente al vector propio dominante cuandok crece.

Como las componentes deAk~w1 pueden ser ńumeros demasiados grandes al
aumentark, lo cual conduciŕıa a un error de redondeo. Este problema se evita mul-
tiplicandoAk~w1 por un escalar adecuado en cada iteración.

A continuacíon se presenta un procedimiento para obtener el valor propio domi-
nante de una matrizA.

Cálculo del valor propio dominante deA

i) Seleccione un vector arbitrario diferente de cero~w1, cuya entrada
más grande sea1.

ii) Parak = 1,2, . . . ,

a) CalculeA~wk.

b) Seaµk la componente deA~wk con valor absoluto ḿas grande.

c) Evalúe~wk+1 = 1
µk

A~wk

iii) Para casi todas las escogencias de~w1, la sucesíon {µk} se aproxima
al valor propio dominante y la sucesión {~wk} se aproxima al corres-
pondiente vector propio.

Con esta metodologı́a no hay reglas eficaces y rápidas para determinar cuántas
iteraciones se deben realizar. Además, si se escoge el vector~w1 de manera que
en 2.38 el coeficientec1 sea cero el ḿetodo falla.

Ejemplo 2.24. Ilustrar el ḿetodo de la potencia para la matriz

A =




1 2

4 3


 comenzando con ~w1 =




1

1




Solución
Si se aplica el ḿetodo de la potencia de tal forma que en los resultados de

cada no se utilicen cifras decimales y de esa manera nos evitemos el redondeo, se
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obtiene la tabla siguiente

k 1 2 3 4 5 6 7

~wk

[
1
1

] [3
7
1

] [17
33
1

] [ 83
167
1

] [417
833
1

] [2083
4167
1

] [
0,5
1

]

A~wk

[
3
7

] [17
7
33
7

] [ 83
33
167
33

] [417
167
833
167

] [2083
833
4167
833

] [10417
4167
20833
4167

] [
2,5
5,0

]

λk - 7 33
7

167
33

833
167

4167
833 4.9995

Luego, el valor propio dominante es aproximadamente4,9995y el correspondiente

vector propio es

[
0,5
1

]
.

Las respuestas exactas son

λ1 =5 y ~v1 =
[
0,5
1

]
.

Definición 2.16. Cociente de Rayleigh

SeaA una matriz real diagonalizable de tamaño n× n se llama cociente de

Rayleigh deA a la funcíon real definida para cada~x 6=~0 como

rA(~x) =
~xtA~x
~xt~x

. (2.39)

Aunque el cociente de Rayleight depende de la matriz, el subı́ndiceA de r se
omite si no hay confusión

Teorema 2.35.SeaA una matriz real diagonalizable de tamañon×n. Sea~w1 ∈Rn

cualquier vector no nulo. Considérese los cocientes de Rayleigh

r (~wk) =
~wt

kA~wk

~wt
k~wk

parak =1,2, . . . ,m
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dondem es la cantidad deseada de iteraciones. Elúltimo cocienter (~wm) es una

aproximacíon del valor propio dominanteλ de A y, si se hacer (~wk) = λ + ε, de

modo queε es el error der (~wk), entonces,

|ε| ≤
√

~yt
k ~yk

~wt
k ~wk

− r2(~wk), (2.40)

donde~yk = A~wk.

Demostracíon
Si se reescribe el cociente de Rayleigh, se obtiene que

~wt
kA~wk =r (~wk)~wt

k ~wk k =1,2, . . . ,m

y dado que~yk = A~wk, se tiene que~wt
k~yk = r (~wk)~wt

k~wk. Por lo tanto

[~yk− r (~wk)~wk]
t [~yk− r (~wk)~wk] =~yt

k~yk−2r (~wk)~wt
k~yk + r2(~wk)~wt

k~wk

=~yt
k~yk− r2(~wk)~wt

k~wk

=
(

~yt
k~yk

~wt
k~wk

− r2(~wk)
)

~wt
k~wk = δ2~wt

k~wk. (2.41)

ComoA es una matriz diagonalizable, por el Teorema 2.16, tienen vectores pro-
pios linealmente independientes{~u1,~u2, . . . ,~un} correspondientes a los valores pro-
pios{λ1,λ2, . . . ,λn}, respectivamente y mediante el proceso de Gram-Schmidt se
ortonormalizan estos vectores para obtener{~v1,~v2, . . . ,~vn} una base ortonormal de
Rn. Entonces,~wk tiene una representación de la forma

~wk =
n

∑
i=1

ai~vi conai ∈ R.

y como los~vi son vectores unitarios ortogonales, entonces

~wt
k~wk =

n

∑
i=1

a2
i . (2.42)

Ahora bien,

~yk = A~wk =A

(
n

∑
i=1

ai~vi

)
=

n

∑
i=1

aiλi .
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Luego,

~yk− r (~wk)~wk =
n

∑
i=1

ai (λi− r (~wk))~vi .

Si se reemplaza en (2.41), se obtiene que

δ2~wt
k~wk =

n

∑
i=1

a2
i (λi− r (~wk))

2 .

Si se sustituye cada(λi− r (~wk))
2 por el menor de estos términos y se aplica (2.42),

se tiene que

δ2~wt
k~wk ≥ (λc− r (~wk))

2
n

∑
i=1

a2
i = (λc− r (~wk))

2~wt
k~wk,

dondeλc es un valor propio al cualr (~wk) est́a pŕoximo. De esto se llega a (2.40) y
queda demostrado el teorema.

Método de los cocientes de Rayleigh
SeaA una matriz diagonalizable de tamaño n×n, con un valor propio do-
minante. Seam la cantidad deseada de iteraciones.

i) Seleccione un vector arbitrario diferente de cero~w0.

ii) Parak = 0,1, . . . ,m−1

a) Calcule~zk =
~wk

‖~wk‖ .

b) Sea~wk+1 = A~zk.

c) Evalúer (~zk) =~zt
k~wk+1

iii) Los cocientes de Rayleigh{r (~zk)} se aproximan al valor propio domi-
nante y la sucesión{~zk} se aproxima al correspondiente vector propio
unitario.

Para matrices siḿetricas, este ḿetodo es muy eficiente y requiere menos itera-
ciones para lograr la misma exactitud.

Ejemplo 2.25. Ilustrar el ḿetodo de los cocientes de Rayleigh para la matriz dada

en el Ejemplo 2.24
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Solución
Aplicando el ḿetodo de los cocientes de Rayleigh se obtiene la tabla siguiente

k 0 1 2 3 4 5 6

~zk

[
1√
2

1√
2

] [
3√
58
7√
58

] [
17√
1378
33√
1378

] [
83√

34778
167√
34778

] [
0,448
0,894

] [
0,447
0,894

] [
0,447
0,894

]

A~zk

[
3√
2

7√
2

] [
17√
58

33√
58

] [
83√
1378
167√
1378

] [
417√
34778
833√
34778

] [
2,236
4,473

] [
2,236
4,472

] [
2,236
4,472

]

r (~wk) − 141
29

3461
689

86861
17389

2169861
433889 4.9998 5

Aśı, el valor propio dominante es aproximadamenteλ = 5 y el correspondiente

vector propio unitario es

[
0,447
0,894

]
.

Ejercicios 2.6.

Determine los vectores propios dominantes con los métodos descritos en esta

seccíon para las siguientes matrices

a.




1 1

1 3


 . b.




1 3

3 −1


 . c.




1 −1

−1 1


 .

d.




1 3 −2

3 1 2

−2 2 1




. e.




3 −1 4

−1 1 −5

4 −5 2




.



Caṕıtulo 3

Descomposicíon de matrices

Una factorizacíon de una matrizA es una ecuación que expresa aA como un
producto de dos o ḿas matrices. Por ejemplo, los teoremas de diagonalización da-
dos en 2.16 y 2.22 son algunos casos de descomposición de una matriz. Estas de-
scomposiciones son de interés especial cuando algunos de los factores son matrices
ortogonales; la raźon es que las transformaciones ortogonales preservan normas y
ángulos. Desafortunadamente, como sabemos, no todas las matrices pueden ser
factorizadas comoA= PDP−1 conD diagonal. Sin embargo, para cualquier matriz
A es posible obtener una de las factorizaciones que se presentan en este capı́tulo;
las cuales son importantes desde el punto de vista teórico, pŕactico y nuḿerico.

3.1. Triangularización de una matriz

En esta sección nos centraremos en el estudio de diversas factorizaciones de
una matrizA como producto de matrices triangulares.

Teorema 3.1.SeaA una matriz real de tamaño m×n, entonces existe una matriz

L triangular inferior no singular de tamañom×m, tal que

A = LS, (3.1)

dondeSes la matriz escalonada deA de tamãnom×n, obtenida sin intercambio de

filas.

123
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Demostracíon
SeaA = [akl], empecemos con la primera fila no nula deA. Asumamos, sin

pérdida de generalidad que la primera fila deA es no nula. Seaa1 j el primer ele-
mento no nulo en la primera fila. Tomemos cualquierai j con2≤ i ≤m; si ai j = 0,
no se hace nada; siai j 6= 0, se multiplica la primer fila por−ai j /a1 j y se suma a
la i-ésima fila. Esta operación hace los elementos(i, j) cero. Dicha operación es
equivalente a premultiplicar aA por la matriz elementalEi1(−ai j /a1 j) la cual es
una matriz triangular inferior. Ası́ hemos usado el elemento(1, j), es decira1 j , co-
mo un pivote para eliminar todos los otros elementos de laj-ésima columna. La
matriz resultante o matriz reducida es obtenida matemáticamente premultiplicando
a A sucesivamente por un número finito de matrices triangulares inferiores cuyo
producto es también una matriz triangular inferior. Ahora continuemos con la ma-
triz reducida, tomemos la segunda fila. Si todos sus elementos son iguales a cero,
se pasa a la tercera fila. Si no se encuentra cualquier vector fila no nulo entre la
segunda, tercera,. . . ,m-ésima fila, el proceso termina. La matriz reducida es clara-
mente una forma escalonada. En otro caso, localice el primer vector no nulo entre
lasm−1 filas de la matriz reducida empezando desde la segunda. Repita el proce-
so de eliminar todas las entradas debajo del primer elemento no nulo (pivote) del
vector escogido no nulo. Repita este proceso hasta que no pueda encontrar ningún
otro vector no nulo en la matriz reducida. La matriz reducida es claramente una
forma escalonada. La matrizS es simplemente el producto de todas las matrices
triangulares inferiores empleadas durante el proceso. Claramente,Ses una matriz
triangular inferior no singular. Esto completa la prueba.

Definición 3.1. Descomposicíon LS

Una factorizacíon como la indicada en (3.1), es decir, como el producto de una

matriz no singular triangular inferiorL y una forma escalonadaS, si existe, se llama

descomposicíon LSde la matrizA.

Ejemplo 3.1. Hallar una factorizaciónLSde la matriz

A =




2 4 −2 0

1 1 −3 1

2 3 −4 4




.
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Solución Se procede en dos columnas como sigue:

Reduccíon deA aS Creacíon deL a partir deI

A =




2 4 −2 0
1 1 −3 1
2 3 −4 4


 I =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




Dividir la fila 1 por 2

∼



1 2 −1 0
1 1 −3 1
2 3 −4 4


 ∼




2 0 0
0 1 0
0 0 1




Sumar la fila1 multiplicada
por−1 a la fila2

∼



1 2 −1 0
0 −1 −2 1
2 3 −4 4


 ∼




2 0 0
1 1 0
0 0 1




Sumar la fila1 multiplicada
por−2 a la fila3

∼



1 2 −1 0
0 −1 −2 1
0 −1 −2 4


 ∼




2 0 0
1 1 0
2 0 1




Multiplicar la fila 2 por−1

∼



1 2 −1 0
0 1 2 −1
0 −1 −2 4


 ∼




2 0 0
1 −1 0
2 0 1




Sumar una vez la fila2
a la fila3

∼



1 2 −1 0
0 1 2 −1
0 0 0 3


 ∼




2 0 0
1 −1 0
2 −1 1




Dividir la fila 3 por 3

∼



1 2 −1 0
0 1 2 −1
0 0 0 1


 = S ∼




2 0 0
1 −1 0
2 −1 3


 = L

El lector puede verificar queA = LS.
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Teorema 3.2.SeaA una matriz real de tamañom×n cuya forma escalonada puede

hallarse sin intercambio de filas. Entonces,A tiene unáunica factorizacíon LSsi y

sólo si ρ(A) = m.

Demostracíon
Supongamos queρ(A) = m y queA = LS y A = MV, siendoL y M matrices

triangulares inferiores,Sy V en forma escalonada.
Multiplicando por la izquierda, la igualdad

LS= MV

porM−1, se obtiene que

M−1LS= V. (3.2)

SeaN = M−1L. Si se logra probar queN = I , se tendŕa queL = M y sustituyendo
en (3.2) se obtendráS= V.

Se procede por inducción sobrem. Si m= 1, entonces

A =
[
0 . . . a1,r+1 . . . a1,n

]

y la única factorizacíon posible es

A = [a1,r+1]
[
0 . . . 1 . . .

a1,n

a1,r+1

]
.

Supongamos que el resultado es cierto para matrices conm−1 filas. Si la primera
columna~s1, deS fuera nula, la primera columna~v1 deV tambíen lo seŕıa ya que

~v1 = N~s1 = N~0 =~0

y rećıprocamente, por serN no singular. Se puede por lo tanto suponer, sin pérdi-
da de generalidad, que las primeras columnas deSy V son no nulas. Entonces la
primera columna tiene un uno principal en la primera fila. Nótese queN es trian-
gular inferior por ser producto de matrices triangulares inferiores. Si se reescribe
el productoNS= V particionandoN en submatrices[1+(m−1)]× [1+(m−1)]
y las matricesSy V en submatrices[1+(m−1)]× [1+(n−1)], se tiene que

NS=
[

a O
N21 N22

][
1 S12

O S22

]
=

[
1 V12

O V22

]
,

de donde

a =1, aS12 = V12,

N21 =O, N22S22 = V22.



3.1. TRIANGULARIZACIÓN DE UNA MATRIZ 127

Ahora bienN22 es una submatriz real de tamaño (m−1)× (m−1), que es trian-
gular inferior y no singular,S22 y V22 son submatrices en forma escalonada. Por la
hipótesis de inducción

N22 = Im−1

y por lo tanto

N =
[

1 O
O Im−1

]
= Im.

Si se supone quer = ρ(A) < maplicando el algoritmo se obtiene la factorización

A =
[
L11 O
L21 Im−r

][
S11

O

]
.

Pero es obvio que siL22 es una submatriz triangular inferior no singular de tamaño
(m− r)× (m− r) cualquiera, también se puede escribir

A =
[
L11 O
L21 L22

][
S11

O

]

y la factorizacíon no eśunica.

Corolario 3.2.1. SeaA una matriz no singular de tamaño n×n cuya forma esca-

lonada puede hallarse sin intercambio de filas. EntoncesA tiene unaúnica factor-

izaciónLS.

Demostracíon
Supongamos queA = L1S1 y A = L2S2 son dos de dichas factorizaciones.

Nótese que tantoL−1
1 comoL−1

2 tambíen son triangulares inferiores yS−1
1 y S−1

2
son triangulares superiores, que además tienen unos en la diagonal principal por
serA no singular.

Ahora bien, deL1S1 = L2S2 se obtiene que

L−1
2 L1 = S2S−1

1 .

Vemos f́acilmente queL−1
2 L1 es triangular inferior, por ser producto de triangulares

inferiores yS2S−1
1 es triangular superior, por ser producto de triangulares superi-

ores. Como son iguales se concluye que el producto debe ser diagonal. AdemásS2

y S−1
1 tienen unos en la diagonal principal y por lo tanto,S2S−1

1 tambíen tiene unos
en la diagonal principal.

En definitivaL−1
2 L1 = S2S−1

1 = In de donde se deduce la unicidad.
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Teorema 3.3.Si no ocurren intercambios de filas durante la reducción de una ma-

triz A de tamãnom×n a una matriz escalonadaS, entoncesA puede ser factorizada

como

A = LDU, (3.3)

en dondeL es triangular inferior de tamaño m×m, D es la matriz de pivotes de

tamãnom×my U es una matriz escalonada.

Demostracíon
Sea

S= EkEk−1 . . .E2E1A

la forma escalonada deA, dondeEi , i = 1,2, . . . ,k son matrices elementales de tipo
R1 y R2, puesto que no se han realizado intercambio de filas. Entonces resulta que

A = E−1
1 E−1

2 . . .E−1
k−1E−1

k S= LS.

Despúes de que se determinaA = LS, se contińua factorizandoScomo

S= DD−1S= DU,

en dondeD es la matriz diagonal de pivotes cuyo elemento diagonal en lap-ésima
fila es1 si la p-ésima fila deSes0 y esa si a es el primer elemento no nulo de la
p-ésima fila deS. La matriz escalonadaU = D−1S. Entonces se puede reescribir el
productoA = LScomo

A = LDU = MU,

en dondeM = LD. Esto prueba el teorema.

Ejemplo 3.2.

Hallar la factorizacíonLDU de la matriz dada en el Ejemplo 3.1

Solución
Del Ejemplo 3.1, se tiene que

A =




2 0 0
1 −1 0
2 −1 3







1 2 −1 0
0 1 2 −1
0 0 0 1


 .
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Los pivotes eran2,−1 y 3. Luego su factorizaciónLDU es



1 0 0
1
2 1 0
1 1 1







2 0 0
0 −1 0
0 0 3







1 2 −1 0
0 1 2 −1
0 0 0 1


 .

Teorema 3.4.Factorización única

SeaA una matriz no singular de tamaño n× n. Una factorizacíon de la for-

ma (3.3) est́a determinada de maneraúnica, si

1. L es triangular inferior con los elementos en la diagonal iguales a1,

2. U es triangular superior con los elementos en la diagonal iguales a1,

3. D es diagonal sin ceros en su diagonal principal.

Demostracíon
Supongamos queA = L1D1U1 y A = L2D2U2 son dos factorizaciones deA

distintas. Ńotese que tantoL−1
1 como L−1

2 tambíen son triangulares inferiores y
U−1

1 y U−1
2 son triangulares superiores, que además tienen unos en la diagonal

principal por serA no singular.
Ahora bien, deL1D1U1 = L2D2U2 se obtiene que

U1U
−1
2 = D−1

1 L−1
1 L2D2.

El lado izquierdo es un producto de dos matrices triangulares superiores con ele-
mentos en la diagonal principal iguales a uno. Dicho producto debe ser otra matriz
del mismo tipo. Por otra parte, el lado derecho es una matriz triangular inferior.
Esto obliga a que ambos lados sean precisamente la matriz identidad: laúnica ma-
triz que al mismo tiempo es triangular superior con diagonal unitaria y también
triangular superior. Aśı, U1U

−1
2 = In, y despúes de multiplicar porU2 se tiene que

U1 = U2.
AnálogamenteL1 = L2 y, finalmente,D1 = D2.

Teorema 3.5.Si A es una matriz siḿetrica y si puede factorizarse comoA = LDU

sin intercambios de filas que destruyan la simetrı́a, entonces la triangular supe-

rior U es la transpuesta de la triangular inferiorL. En otras palabras, toda matriz

simétrica tiene una factorización siḿetricaA = LDLt .
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Demostracíon
Supongamos queA puede factorizarse comoA= LDU , tomando la transpuesta,

se tiene que

At = (LDU)t = U tDtLt = U tDLt .

ComoA es siḿetrica, es igual aAt , aśı resulta que tenemos dos factorizaciones deA
en triangular inferior por diagonal por triangular superior. (Lt es triangular superior
con unos en la diagonal, exactamente comoU). De acuerdo con el Teorema 3.4,
esta factorización esúnica; por lo tanto,Lt debe ser id́entica aU , lo cual completa
la prueba.

Ejemplo 3.3. Hallar una factorizaciónLDU para la matriz

A =




1 3 5

3 12 18

5 18 30




.

Solución
Se procede en dos columnas como en el Ejemplo 3.1

Reduccíon deA aS Creacíon deL a partir deI

A =




1 3 5
3 12 18
5 18 30


 I =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




Sumar la fila1 multiplicada
por−3 a la fila2

∼



1 3 5
0 3 3
5 18 30


 ∼




1 0 0
3 1 0
0 0 1




Sumar la fila1 multiplicada
por−5 a la fila3

∼



1 3 5
0 3 3
0 3 5


 ∼




1 0 0
3 1 0
5 0 1




Sumar la fila2 multiplicada
por−1 a la fila3
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∼



1 3 5
0 3 3
0 0 2


 = S ∼




1 0 0
3 1 0
5 1 1


 = L

Por lo tanto, se tiene queA = LS, factorizando aSse llega a

S=




1 3 5
0 3 3
0 0 2


 =




1 0 0
0 3 0
0 0 2







1 3 5
0 1 1
0 0 1


 .

Nótese queLt = U .

Teorema 3.6.Descomposicíon Triangular LU

SeaA una matriz real de tamaño n×n tal que todos sus menores principales

son no nulos. EntoncesA puede ser factorizada como

A = LU, (3.4)

dondeL es una matriz triangular inferior yU es una matriz no singular triangular

superior, cada una de tamañon×n.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 3.7.Descomposicíon de Schur

Si A es una matriz de componentes reales de tamañon×n con valores propios

realesλ1,λ2, . . . ,λn, entonces existe una matriz ortogonalQ tal que

QtAQ= T =
[
ti j

]
, (3.5)

dondeT es una matriz triangular superior con entradas diagonalestii = λi , i =

1,2, . . . ,n. (Es decir: toda matriz cuadrada real que sólo tiene valores propios reales,

es ortogonalmente semejante a una matriz triangular superior).
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Demostracíon
La demostracíon es por inducción sobren. Si n = 1, A es una matriz real de

tamãno1×1 que es triangular. La matriz ortogonal esQ = [1].
Supongamos que toda matriz real de tamaño (n− 1)× (n− 1) es triangula-

rizable por una matriz ortogonal. SeaA una matriz real de tamaño n×n que śolo
tiene valores propios reales. Sea~v1∈Rn un vector propio unitario asociado al valor
propioλ1. Denotemos porW el complemento ortogonal a~v1 de dimensíon n−1.
Sea{~v2,~v3, . . . ,~vn} una base ortonormal deW. Luego, cada vector~X deW tiene la
forma

~X = a2~v2 +a3~v3 + . . .+an~vn.

La matriz de cambio de base de labase cańonicadeRn a la base{~v1,~v2, . . . ,~vn} es
la matrizScuyas columnas son los elementos de los vectores~vi . Luego,

AS=
[
A~v1 A~v2 . . . A~vn

]

=
[
λ1~v1 A~v2 . . . A~vn

]
.

Por lo tanto,
S−1AS= S−1[

λ1~v1 A~v2 . . . A~vn
]
.

Pero comoSes ortogonal se tiene queS−1 = St , por consiguiente

StAS=




λ1 xt
1 . . . xt

n−1
0
...
0


 A1





 ,

dondeA1 es una matriz real de tamaño (n−1)× (n−1).
La prueba es ahora completada por inducción, siR1 es una matriz ortogonal de

tamãno (n−1)× (n−1) tal que(R1)tA1R1 = T1, conT1 triangular superior, por la
hipótesis de inducción. Entonces, la matriz

R=




1 0 . . . 0
0
...
0


 R1





 ,

es una matriz ortogonal y

(SR)tA(SR) = Rt (StAS
)

R=
[
1 ~0t

~0 Rt
1

][
λ1 ~xt

~0 At
1

][
1 ~0t

~0 R1

]

=
[

λ1 ~xtR1
~0 T1

]
,
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donde~xt = (x1
t ,x2

t , . . . ,xt
n−1). La matrizSR= Q es el producto de dos matrices

ortogonales; por lo tanto, es también una matriz ortogonal. Ası́, QtAQes una matriz
triangular superior y nuestra prueba queda completa.

Ejemplo 3.4. Dada la matriz

A =




0 1 0

−4 4 0

−2 1 2




.

Encuentre la triangularización deA.

Solución
El polinomio caracterı́stico deA es

pA(λ) = (2−λ)3.

Entonces eĺunico valor propio esλ = 2 (de multiplicidad algebraica 3). Los vec-

tores propios correspondientes aλ = 2 son~u1 =




1
2
0


 y ~u2 =




0
0
1


 . La idea b́asica

del Teorema de Schur consiste en construir una base deR3 con el mayor ńumero
posible de vectores propios.

Si tomamos por ejemplo,~u3 =~u1×~u2 =




2
−1
0


, el conjunto{~u1,~u2,~u3} es una

base deR3. Mediante el algoritmo de Gram-Schmidt obtenemos la base ortonormal
{~v1,~v2,~v3}, donde

~v1 =
1√
5




1
2
0


 , ~v2 =




0
0
1


 y ~v3 =

1√
5




2
−1
0


 .

La matriz ortogonalQ es

Q =




1
5

√
5 0 2

5

√
5

2
5

√
5 0 −1

5

√
5

0 1 0


 .
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La matriz triangular es

T = QtAQ=




1
5

√
5 2

5

√
5 0

0 0 1
2
5

√
5 −1

5

√
5 0







0 1 0
−4 4 0
−2 1 2







1
5

√
5 0 2

5

√
5

2
5

√
5 0 −1

5

√
5

0 1 0




T =




2 0 −5
0 2 −√5
0 0 2


 .

Obśervese que los elementos de la diagonal principal de la matrizT son los valores
propios de la matrizA.

3.2. Factorizacíon QR

Esta factorizacíon se usa ampliamente en los programas de computadora para
resolver sistemas lineales, para determinar aproximaciones por mı́nimos cuadrados
y para determinar los valores propios de una matriz.

Teorema 3.8.Factorización QR

SeaA una matriz real de tamañom×n conρ(A) = n. Entonces existen una ma-

triz Q de tamãnom×n cuyas columnas son ortonormales y una matriz no singular

Rde tamãnon×n triangular superior tales que

A = QR. (3.6)

Demostracíon
Comoρ(A) = n, entonces sus columnas son linealmente independientes; sean

{~x1,~x2, . . . ,~xn} las columnas deA, las cuales constituyen una base para el espa-
cio generado por las columnas deA y mediante el proceso de Gram-Schmidt se
ortonormalizan estos vectores para obtener{~v1,~v2, . . . ,~vn} una base ortonormal
para el espacio generado por las columnas deA. Sea

Q =
[
~v1 ~v2 . . . ~vn

]
.

Al expresar cada~xi como una combinación lineal de{~v1,~v2, . . . ,~vn}, se tiene

~xi =r1i~v1 + r2i~v2 + . . .+ rni~vn, i =1,2, . . . ,n.
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Este sistema de ecuaciones escrito en forma matricial queda

[
~x1 ~x2 . . . ~xn

]
︸ ︷︷ ︸ =

[
~v1 ~v2 . . . ~vn

]
︸ ︷︷ ︸




r11 r12 . . . r1n

r21 r22 . . . r2n
...

...
...

...
rn1 rn2 . . . rnn


 ,

A = Q
[
~r1 ~r2 . . . ~rn

]

donde

~rk =




r1k

r2k
...

rnk


 , k =1,2, . . . ,n.

Por otra parte, como~v j es ortogonal agen{~v1,~v2, . . . ,~vk} para j > k, es ortogonal
a~xk. Por lo tanto,r jk = 0 para j > k, ya que

r jk =~vt
j~xk =~v j ·~xk.

SeaR=
[
~r1 ~r2 . . . ~rn

]
, entonces

A =QR= Q




r11 r12 r13 . . . r1n

0 r22 r23 . . . r2n

0 0 r33 . . . r3n
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . rnn




.

Ahora, mostremos queR es no singular. Consideremos el sistema linealR~b =~0 y
multipliquemos porQ a la izquierda, es decir,

QR︸︷︷︸~b = Q~0︸︷︷︸
A ~b = ~0.

Pero como las columnas deAson linealmente independientes, el sistema homogéneo
A~b =~0 sólo tiene la solucíon trivial. Por lo tanto,Res no singular.

Nota
Para el caso en queA sea una matriz real de tamaño m× n con ρ(A) = m,

entonces se puede encontrar una factorización de manera análoga a (3.6) de la
forma

A = LQ, (3.7)
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dondeL es una matriz real de tamaño m×m triangular inferior y no singular,Q es
una matriz real de tamañom×n cuyas filas son ortonormales.

Ejemplo 3.5. Encuentre una factorizaciónQRde

A =




4 25

0 0

3 −25




.

Solución
Denotemos las columnas deA por

~x1 =




4
0
3


 y ~x2 =




25
0
−25


 .

Si se aplica el algoritmo de Gram-Schmidt al conjunto{~x1,~x2}, base para el espacio

generado por las columnas deA. Como‖~x1‖ = 5, se hace~v1 = ~x1
‖~x1‖ =




4/5
0

3/5


.

Despúes,

~v
′
2 =~x2− (~x2 ·~v1)~v1 =




25
0
−25


−5




4/5
0

3/5




=




25
0
−25


−




4
0
3


 =




21
0
−28


 .

Entonces
∥∥∥~v′2

∥∥∥ = 35y~v2 =




3/5
0

−4/5


. Se puede verificar que{~v1,~v2} es una nueva

base ortonormal para el espacio generado por las columnas deA, observando que
~v1 ·~v2 = 0. Entonces formamos la matriz

Q =
[
~v1 ~v2

]
=

1
5




4 3
0 0
3 −4


 .
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Para encontrarR, se despeja esta matriz deA = QR, de la siguiente manera

QtA = Qt (QR) = IR = R.

De esta manera, la matrizRes

R=
1
5

[
4 0 3
3 0 −4

]


4 25
0 0
3 −25


 =

[
5 5
0 35

]
.

El lector puede verificar queA = QR.

Si la matrizA es cuadrada, entonces se puede enunciar el Teorema 3.8 de la
siguiente manera

Teorema 3.9.Toda matriz cuadrada realA puede expresarse en la forma

A = QR (3.8)

dondeQ es una matriz ortogonal propia yR es triangular superior, conr ii > 0,

i = 1,2, . . . ,n−1.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Corolario 3.9.1. Si A es ortogonal y eldetA = 1, entonces en (3.8),R = In. Si

detA =−1, entonces los elementos deR= [r i j ], cumplen que

r i j =





1 si i = j,

0 si i 6= j,

exceptornn =−1.

Demostracíon
Si A = QR, entonces

detA =det(QR) = detR, ya quedetQ = 1

=rnn

(
n−1

∏
i=1

r ii

)

por lo tanto, se tiene quernn = ±1 ya quedetA = ±1 y la prueba del corolario se
completa.
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Corolario 3.9.2. Si A es no singular entonces la representación dada en (3.8) es

única.

Demostracíon
Supongamos queA es no singular y consideremos dos factorizaciones distintas

A =QR y A =Q
′
R
′
,

conQ, Q
′
ambas ortogonales propias yR, R

′
triangulares superiores. Entonces

I =QtQ
′
R
′
R−1 =

(
QtQ

′)(
R
′
R−1

)

=Q̃R̃.

Aqúı, la matriz ortogonalI est́a representada como el producto de una matriz orto-
gonal propiaQ̃ y una triangular superior̃R. Por lo tanto, de acuerdo con el Coro-
lario 3.9.1,R̃ = I y, Q̃ = I . Luego,R

′
= R y Q

′
= Q, de este modo el corolario

est́a probado.

Ejercicios 3.1.

Para cada una de las siguientes matrices determine (en caso de ser posible) las

factorizacionesLU y QRy la descomposición de Schur

1.




1 1

−1 3


 . 2.




1 1

3 −1


 . 3.




1 −1

−1 3


 . 4.




1 2

4 3


 .

5.




2 2 1

1 3 1

1 2 2




. 6.




3 −1 4

−4 1 −5

5 3 2




. 7.




3 1 −1

2 2 −1

2 2 0




. 8.




1 3 −2

3 1 2

−1 1 1




.
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3.3. Ráıces cuadradas

Si se considera un númeroa ∈ R, como (−a)2 = a2, es evidente que para
cualquiera > 0 tiene dos ráıces cuadradas, una positiva y otra negativa; mientras
que cuandoa < 0 sus ráıces cuadradas son dos imaginarios puros, una raı́z es la
conjugada de la otra. En general, sia ∈ C, tambíen a tiene dos ráıces cuadradas
distintas. En esta sección se extiende el concepto de raı́z cuadrada, para estudiar la
ráız cuadrada de una matriz de tamañon×n, tema poco trabajado en la mayorı́a de
textos deÁlgebra Lineal.

Definición 3.2. SeaA una matriz real de tamaño n×n, una matrizX de tamãno

n×n se llama ráız cuadrada deA si cumple que

X2 = A. (3.9)

La matrizX puede tener algunos elementos complejos.

Teorema 3.10.SeaD = [dii ] una matriz real diagonal de tamaño n×n, entonces

una ráız cuadrada deD es

D
1
2 =




√
d11 0 . . . 0

0
√

d22 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . .
√

dnn




. (3.10)

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Observacíon
Como cada elementodii , tiene dos ráıces cuadradas

√
dii y −√dii , entonces en la

matriz 3.10, se puede reemplazar por la otra raı́z del elementodii y se obtiene una
nueva ráız cuadrada paraD.

Teorema 3.11.SeaA una matriz real de tamaño n×n, diagonalizable y seaP una

matriz no singular tal que la matrizD = P−1AP es diagonal. Entonces una raı́z
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cuadrada deA es

A
1
2 = PD

1
2 P−1 (3.11)

dondeD
1
2 es definida como en 3.10.

Demostracíon
La demostracíon consiste en un cálculo directo,

(
A

1
2

)2
=

(
PD

1
2 P−1

)(
PD

1
2 P−1

)
= P

(
D

1
2

)2
P−1 = PDP−1 = A.

Aśı, queda el teorema probado.
Cuando son iguales la multiplicidad algebraica y la multiplicidad geométrica

de los valores propios de una matrizA, se tiene queA es semejante a una matriz
diagonal deD cuyos elementos son los valores propios deA. Por lo tanto, siA es
diagonalizable, dado que cada valor propio tiene dos raı́ces cuadradas, entonces
el número de ráıces cuadradas de la matrizA es igual a2n. Si todos los valores
propios deA son nulos, entoncesA no tiene ráız cuadrada.

Ejemplo 3.6. Determine las ráıces cuadradas de la siguiente matriz

A =




12 1 −2 −11

7 11 −5 12

−10 −3 16 −1

−3 4 7 15




.

Solución
Para la matrizA se tiene que el polinomio caracterı́stico es

pA(λ) = λ4−54λ3 +969λ2−6676λ+14400

Entonces, sus valores propios son

λ1 = 4, λ2 =9, λ3 =16, λ4 =25.

La matrizA se puede expresar como

A =




2
3 −23

4
115
144 −115

252
−1 23

4 −115
48 0

1
3 −23

4
115
72

115
252

1
3 0 −115

144
115
252







4 0 0 0
0 9 0 0
0 0 16 0
0 0 0 25







0 −1 −1 1
− 4

23 − 4
23 − 4

23 0
− 48

115 − 48
115 0 − 48

115
− 84

115 0 84
115

84
115


 .
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ComoA tiene4 valores propios distintos no nulos, entonces posee24 = 16 ráıces
cuadradas, al tomar todas las raı́ces positivas de los valores propios

A
1
2 =




2
3 −23

4
115
144 −115

252
−1 23

4 −115
48 0

1
3 −23

4
115
72

115
252

1
3 0 −115

144
115
252







2 0 0 0
0 3 0 0
0 0 4 0
0 0 0 5







0 −1 −1 1
− 4

23 − 4
23 − 4

23 0
− 48

115 − 48
115 0 − 48

115
− 84

115 0 84
115

84
115




=
1
3




10 1 0 −5
3 9 −3 6
−4 −1 12 −1
−1 2 3 11


 .

Para obtener las otras raı́ces cuadradas de la matrizA, se modifican los elementos
deD

1
2 por las ráıces negativas de los valores propios, como se muestra a continua-

ción

A
1
2 =

1
3




10 9 8 −13
3 −3 −15 18
−4 3 16 −5
−1 6 7 7


 cuando D

1
2 =




−2 0 0 0
0 3 0 0
0 0 4 0
0 0 0 5


 ,

A
1
2 =

1
3




−8 −17 −18 −5
21 27 15 6
−22 −19 −6 −1
−1 2 3 11


 tomando D

1
2 =




2 0 0 0
0 −3 0 0
0 0 4 0
0 0 0 5


 ,

A
1
2 =




6 3 0 1
−7 −5 −1 −6
4 5 4 5
−3 −2 1 1


 asumiendo D

1
2 =




2 0 0 0
0 3 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 5


 ,

A
1
2 =

1
3




0 1 10 5
3 9 −3 6
6 −1 2 −11
9 2 −7 1


 con D

1
2 =




2 0 0 0
0 3 0 0
0 0 4 0
0 0 0 −5


 .

Nótese que en la matrizD
1
2 se ha modificado śolo un valor propio, ahora se con-

sideran las ráıces cuadradas deA cuando se cambian dos valores propios.

A
1
2 =

1
3




−8 −9 −10 −13
21 15 3 18
−22 −15 −2 −5
−1 6 7 7


 cuando D

1
2 =




−2 0 0 0
0 −3 0 0
0 0 4 0
0 0 0 5


 ,
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A
1
2 =

1
3




18 17 8 −5
−21 −27 −15 −6
12 19 16 11
−9 −2 7 −1


 tomando D

1
2 =




−2 0 0 0
0 3 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 5


 ,

A
1
2 =




0 3 6 −1
1 −1 −5 6
2 1 2 −5
3 2 −1 −1


 asumiendo D

1
2 =




−2 0 0 0
0 3 0 0
0 0 4 0
0 0 0 −5


 .

Se puede verificar que estas8 matrices y sus respectivas matrices negativas son las
16 ráıces cuadradas deA.

Hasta este momento hemos considerado las raı́ces cuadradas de matrices diago-
nalizables, pero como todas las matrices no son diagonalizables a continuación se
muestran algunos ḿetodos para obtener las raı́ces cuadradas de una matriz.

Teorema 3.12.Si A es una matriz real de tamaño 2× 2 con al menos un valor

propio no nulo, entonces su raı́z cuadrada es

A
1
2 =

1√
λ1 +

√
λ2

[
A+

(√
λ1

√
λ2

)
I
]
, (3.12)

dondeλi = 1
2

(
tr(A)±

√
tr2(A)−4det(A)

)
.

Demostracíon

SeaA =
[
a b
c d

]
, luego, si la matriz dada en (3.12), es la raı́z cuadrada deA,

entoncesA =
(

A
1
2

)(
A

1
2

)

(
A

1
2

)2
=

(
1√

λ1 +
√

λ2

)2[
a+

√
det(A) b
c d+

√
det(A)

]2

=
1

λ1 +λ2 +2
√

λ1λ2

[
a2 +ad+2a

√
det(A) ba+bd+2b

√
det(A)

ca+cd+2c
√

det(A) da+d2 +2d
√

det(A)

]

De este modo,

(
A

1
2

)2
=

(a+d)+2
√

det(A)
λ1 +λ2 +2

√
λ1λ2

[
a b
c d

]
.
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Pero por el Teorema 2.17, se tiene que

tr(A) =λ1 +λ2 y det(A) =λ1λ2.

Por lo tanto, (
A

1
2

)2
= A.

Ejemplo 3.7. Determine para cada una de las siguientes matrices una raı́z cuadrada

A =




2 1

0 2


 y B =




4 2

−2 4


 .

Solución

Para la matrizA se tiene que

λ1 =λ2 = 2,

comoA tiene unúnico valor propio no nulo, entonces posee21 = 2 ráıces
cuadradas. Una raı́z cuadrada, es

A
1
2 =

1

2
√

2

[
2+2 1

0 2+2

]
=

[ √
2 1

4

√
2

0
√

2

]

y multiplicando por−1 se obtiene la otra raı́z. El lector puede verificar que(
±A

1
2

)2
= A.

Para la matrizB se tiene que

λ1 =4+2i, λ2 =4−2i.

Como los valores propios deA son complejos, entonces sus raı́ces son

√
λ1 =

√
4+2i =(−1)k

[√
2+

√
5+

√
2−

√
5

]
, k =0,1

√
λ2 =

√
4−2i =(−1)k

[√
2+

√
5−

√
2−

√
5

]
, k =0,1

Si se considera el casok = 0 en ambas ráıces, se tiene que

√
4+2i +

√
4−2i =2

√
2+

√
5,

√
4+2i

√
4−2i =2

√
5.
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Luego, la matrizB posee22 = 4 ráıces cuadradas. Una raı́z cuadrada deB es

B
1
2 =

1

2
√

2+
√

5

[
4+2

√
5 2

−2 4+2
√

5

]
=

[ √√
5+2

√√
5−2

−
√√

5−2
√√

5+2

]
.

Nótese que−B
1
2 tambíen es ráız, lo cual se puede verificar ya que

(
±B

1
2

)2
=(±1)2

[ √√
5+2

√√
5−2

−
√√

5−2
√√

5+2

][ √√
5+2

√√
5−2

−
√√

5−2
√√

5+2

]

=
[

4 2
−2 4

]
.

Ahora se considerak = 1 en la ráız cuadrada de uno de los valores propios,
en este caso, se tiene que

√
4+2i−√4−2i =2

√
2−

√
5,

√
4+2i

(
−√4−2i

)
=−2

√
5.

Por lo tanto, otra ráız cuadrada deB es

B
1
2 =

1

2
√

2−√5

[
4−2

√
5 2

−2 4−2
√

5

]
= i

[√√
5−2 −

√√
5+2√√

5+2
√√

5−2

]
.

En este caso,−B
1
2 tambíen es ráız, el lector puede veficarlo.

Teorema 3.13.Si A es una matriz de componentes reales de tamaño 3×3 con al

menos un valor propio no nulo, entonces sus raı́ces cuadradas son

A
1
2 = [A+αI ]−1

[
βA+

(√
λ1

√
λ2

√
λ3

)
I
]
, (3.13)

dondeα =
2
∑

i=1

3
∑

j=i+1

(√
λi

√
λ j

)
y β =

3
∑

k=1

√
λk

Demostracíon
Supongamos queA es una matriz cuadrada con valores propios reales. Por el

Teorema 3.7 es semejante a una matriz triangular superiorT, luego, puede expre-
sarse como

A = QTQt , (3.14)
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dondeQ es una matriz ortogonal y

T =




λ1 a b
0 λ2 c
0 0 λ3


 . (3.15)

Conλ1, λ2, λ3 los valores propios deA. Al reemplazar (3.14) en (3.13), se tiene
que

[A+αI ]−1
[
βA+

√
detAI

]
=

[
QTQt +αI

]−1
[
β
(
QTQt)+

√
det(QTQt)I

]

=
[
Q(T +αI)Qt]−1

[
Q

(
βT +

√
detTI

)
Qt

]

=Q[T +αI ]−1QtQ
[
βT +

√
detTI

]
Qt

=Q[T +αI ]−1
[
βT +

√
detTI

]
Qt .

Es decir, al utilizar la descomposición de Schur, se llega a que

A
1
2 = QT

1
2 Qt .

Luego, se debe demostrar queT
1
2 = [T +αI ]−1

[
βT +

√
detTI

]
. Para ello, se cal-

culaα y β, como sigue

α =
√

λ1

√
λ2 +

√
λ1

√
λ3 +

√
λ2

√
λ3 y β =

√
λ1 +

√
λ2 +

√
λ3.

Por lo tanto,

βT +
√

detTI =
(√

λ1 +
√

λ3 +
√

λ2

)



λ1 a b
0 λ2 c
0 0 λ3


+

√
λ1λ2λ3




1 0 0
0 1 0
0 0 1




=ξ




√
λ1√

λ2 +
√

λ3

a(
√

λ1+
√

λ3+
√

λ2)
ξ

b(
√

λ1+
√

λ3+
√

λ2)
ξ

0
√

λ2√
λ1+

√
λ3

c(
√

λ1+
√

λ3+
√

λ2)
ξ

0 0
√

λ3√
λ1+

√
λ2




, (3.16)

dondeξ =
(√

λ1 +
√

λ2
)(√

λ1 +
√

λ3
)(√

λ2 +
√

λ3
)
. Por otra parte,

(T +αI)−1 =








λ1 a b
0 λ2 c
0 0 λ3


+

(√
λ1λ2 +

√
λ1λ3 +

√
λ2λ3

)



1 0 0
0 1 0
0 0 1








−1

=




(√
λ1 +

√
λ3

)(√
λ1 +

√
λ2

)
a b

0
(√

λ2 +
√

λ3

)(√
λ1 +

√
λ2

)
c

0 0
(√

λ2 +
√

λ3

)(√
λ1 +

√
λ3

)




−1

,
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la cual en t́erminos deξ, se puede expresar como

(T +αI)−1 =





ξ




1√
λ2 +

√
λ3

a
ξ

b
ξ

0
1√

λ1 +
√

λ3

c
ξ

0 0
1√

λ1 +
√

λ2








−1

=

1
ξ




√
λ2 +

√
λ3 − a√

λ1 +
√

λ2

ac
(√

λ1 +
√

λ3
)−bξ

ξ
(√

λ1 +
√

λ3
)

0
√

λ1 +
√

λ3 − c√
λ2+

√
λ3

0 0
√

λ1 +
√

λ2


 . (3.17)

Al multiplicar por la derecha la matriz dada en (3.17) por (3.16), se obtiene

(T +αI)−1
(

βT +
√

detTI
)

=



√

λ1
a√

λ1+
√

λ2

b(
√

λ1+
√

λ2)(
√

λ2+
√

λ3)−ac
ξ

0
√

λ2
c√

λ2+
√

λ3

0 0
√

λ3


 .

El lector puede verificar que estaúltima matriz es una raı́z cuadrada de la matriz
dada en (3.15) y de esta manera concluir la prueba.

Ejemplo 3.8. Determine las ráıces cuadradas para la matriz dada a continuación

A =




3 −1 2

−1 2 −1

−1 1 0




.

Solución
El polinomio caracterı́stico de la matrizA es

pA(λ) =−λ3 +5λ2−8λ+4.

De esta suma, se tiene que

λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 2.

ComoA tiene2 valores propios distintos no nulos, entonces posee22 = 4 ráıces
cuadradas. Si se consideran las raı́ces positivas de los valores propios se tiene que

α =2+2
√

2 y β =1+2
√

2.
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Por lo tanto, una ráız cuadrada deA es

A
1
2 =

[
A+

(
2+2

√
2
)

I
]−1[(

1+2
√

2
)

A+
√

4I
]

=




5+2
√

2 −1 2
−1 4+2

√
2 −1

−1 1 2+2
√

2



−1


5+6

√
2 −1−2

√
2 2+4

√
2

−1−2
√

2 4+4
√

2 −1−2
√

2
−1−2

√
2 1+2

√
2 2




=
1
8




1 20−14
√

2 16
√

2−23
3−2

√
2 4−2

√
2 3−2

√
2

3−2
√

2 14
√

2−20 27−18
√

2







5+6
√

2 −1−2
√

2 2+4
√

2
−1−2

√
2 4+4

√
2 −1−2

√
2

−1−2
√

2 1+2
√

2 2




=
1
4




5
√

2 4−4
√

2 −4+5
√

2
−√2 4

√
2 −√2

−√2 −4+4
√

2 4−√2




Nótese que−A
1
2 tambíen es ráız, verifiquemos que en efecto son raı́ces cuadradas

(
±A

1
2

)2
=




5
4

√
2 1−√2 −1+ 5

4

√
2

−1
4

√
2

√
2 −1

4

√
2

−1
4

√
2

√
2−1 1− 1

4

√
2







5
4

√
2 1−√2 −1+ 5

4

√
2

−1
4

√
2

√
2 −1

4

√
2

−1
4

√
2

√
2−1 1− 1

4

√
2




=




3 −1 2
−1 2 −1
−1 1 0


 .

Si se considera la raı́z negativa del valor propio distinto se tiene que

α =2−2
√

2 y β =−1+2
√

2.

Por lo tanto, otra ráız cuadrada deA es

A
1
2 =

[
A+

(
2−2

√
2
)

I
]−1[(

−1+2
√

2
)

A−
√

4I
]

=




5−2
√

2 −1 2
−1 4+2

√
2 −1

−1 1 2−2
√

2



−1


−5+6

√
2 1−2

√
2 −2+4

√
2

1−2
√

2 −4+4
√

2 1−2
√

2
1−2

√
2 −1+2

√
2 −2




=
1
8




1 20+14
√

2 −23−16
√

2
3+2

√
2 4+2

√
2 3+2

√
2

3+2
√

2 −20−14
√

2 27+18
√

2






−5+6

√
2 1−2

√
2 −2+4

√
2

1−2
√

2 −4+4
√

2 1−2
√

2
1−2

√
2 −1+2

√
2 −2




=
1
4




5
√

2 −4−4
√

2 4+5
√

2
−√2 4

√
2 −√2

−√2 4+4
√

2 −4−√2


 .
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El lector, puede verificar que esta matriz y su respectiva matriz negativa también
son ráıces cuadradas deA.

Teorema 3.14.Si A es una matriz de componentes reales de tamaño 4×4 con al

menos un valor propio no nulo, entonces sus raı́ces cuadradas son

A
1
2 = [αA+βI ]−1

[
A2 + γA+

(√
λ1

√
λ2

√
λ3

√
λ4

)
I
]

(3.18)

dondeα =
4
∑

k=1

√
λk, β = ∑

k> j>i

√
λi

√
λ j
√

λk y γ = ∑
j>i

√
λi

√
λ j

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 3.9. Determine mediante el ḿetodo descrito en el Teorema anterior una

ráız cuadrada para la matriz dada en el Ejemplo 3.6.

Solución
Como en el Ejemplo 3.6, se obtuvieron los valores propios deA, se tiene que

α =
√

4+
√

9+
√

16+
√

25= 14,

β =
√

4
√

9
√

16+
√

4
√

9
√

25+
√

4
√

16
√

25+
√

9
√

16
√

25= 154,

γ =
√

4
√

9+
√

4
√

16+
√

4
√

25+
√

9
√

16+
√

9
√

25+
√

16
√

25= 71.

Por lo tanto, la matrizαA+βI , es




322 14 −28 −154
98 308 −70 168
−140 −42 378 −14
−42 56 98 364


 .

Por otra parte, la matrizA2 + γA+
√

detAI, es




1176 56 −280 −1064
672 1092 −420 1092
−1008 −308 1540 −28
−336 364 700 1484


 .
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Luego, la ráız cuadrada deA es

A
1
2 =

1
22680




76 −11 −6 37
−21 87 27 −48
26 5 60 11
5 −16 −21 71







1176 56 −280 −1064
672 1092 −420 1092
−1008 −308 1540 −28
−336 364 700 1484




=
1
3




10 1 0 −5
3 9 −3 6
−4 −1 12 −1
−1 2 3 11


 ,

la cual coincide con una de las obtenidas en el Ejemplo 3.6.

Teorema 3.15.Si A es una matriz real de tamaño n×n (n≥ 5), con una descom-

posicíon de la formaA = PBP−1, entonces sus raı́ces cuadradas se calculan de la

siguiente manera

A
1
2 = PB

1
2 P−1 = P




B1 0 . . . 0

0 B2 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . Bk




1
2

P−1, (3.19)

en donde cada submatrizBt es de tamãno 1×1, 2×2, 3×3 ó 4×4, de tal ma-

nera que se le pueda calcular a cada bloque una raı́z cuadrada como las dadas

en (3.12), (3.13)́o (3.18) respectivamente.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 3.10. Determine una ráız cuadrada para la siguiente matriz

A =




8 4 −2

−7 −1 3

1 3 1




.
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Solución
Para la matrizA se tiene que el polinomio caracterı́stico es

pA(λ) =−λ3 +8λ2−20λ,

luego, se tiene que

λ1 = 0, λ2 =4+2i, λ3 = 4−2i,

comoA tiene valores propios complejos, usando el método de factorización dado
en (2.16), se tiene




8 4 −2
−7 −1 3
1 3 1


 =




0 −1 −1
1 1 1
1 0 −2







4 2 0
−2 4 0
0 0 0







0 −1 −1
1 1 1
1 0 −2



−1

.

Luego, la ráız cuadrada deA es

A
1
2 =

1
2




0 −1 −1
1 1 1
1 0 −2







4 2 0
−2 4 0
0 0 0




1
2



2 2 0
−3 −1 1
1 1 −1




=
1
2




0 −1 −1
1 1 1
1 0 −2







[
4 2
−2 4

] 1
2 0

0
0 0 0







2 2 0
−3 −1 1
1 1 −1


 .

Si se usa una de las raı́ces cuadradas encontradas en el Ejemplo 3.7, se tiene que

A
1
2 =

1

4
√

2+
√

5




0 −1 −1
1 1 1
1 0 −2







[
4+2

√
5 2

−2 4+2
√

5

]
0
0

0 0 0







2 2 0
−3 −1 1
1 1 −1




=
1

2
√

2+
√

5




0 −1 −1
1 1 1
1 0 −2







2
√

5+1 2
√

5+3 1
−8−3

√
5 −4−√5

√
5+2

0 0 0




=
1

2
√

2+
√

5




8+3
√

5 4+
√

5 −2−√5
−7−√5

√
5−1 3+

√
5

1+2
√

5 3+2
√

5 1




Se puede f́acilmente verificar que
(

A
1
2

)2
= A

(
A

1
2

)2
=

(
1

2
√

2+
√

5

)2



8+3
√

5 4+
√

5 −2−√5
−7−√5

√
5−1 3+

√
5

1+2
√

5 3+2
√

5 1




2
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(
A

1
2

)2
=

1

4
(

2+
√

5
)




64+32
√

5 32+16
√

5 −16−8
√

5
−56−28

√
5 −8−4

√
5 24+12

√
5

8+4
√

5 24+12
√

5 8+4
√

5




=




8 4 −2
−7 −1 3
1 3 1




3.3.1. Ráıces cuadradas de matrices siḿetricas

De manera ańaloga a la sección 2.4, en la cual se desarrollo el tema de diago-
nalizacíon paramatrices siḿetricas, en este apartado se presenta por separado la
parte concerniente a raı́ces cuadradas para matrices simétricas.

Teorema 3.16. Toda matriz siḿetrica A de tamãno n× n tiene valores propios

positivos si y śolo si existe una matriz siḿetricaB de tamãnon×n, tal que

A = B2 (3.20)

La matrizB se denomina unaraı́z cuadradadeA.

Demostracíon
Si los valores propios deA son positivos entoncesdet(A) > 0 y por ser siḿetrica

se puede factorizar de la forma

A =QDQt = Q
(

D
1
2

)2
Qt

=
(

QD
1
2 Qt

)(
QD

1
2 Qt

)

=BtB

nótese queB es una matriz siḿetrica y de rangon (comoA), por lo tanto,BtB= B2.
La matrizD

1
2 = diag

{√
λi

}
semejante aB est́a definida como en (3.10).

Ejemplo 3.11. Determine una ráız cuadrada para la matriz dada en 2.15

Solución
Haciendo referencia al Ejemplo 2.15, se tiene que

Q =



−1/

√
2 1/

√
3 1/

√
6

0 −1/
√

3 2/
√

6
1/
√

2 1/
√

3 1/
√

6


 y D =




1 0 0
0 1 0
0 0 7


 .
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Por lo tanto,

B =



−1/

√
2 1/

√
3 1/

√
6

0 −1/
√

3 2/
√

6
1/
√

2 1/
√

3 1/
√

6







1 0 0
0 1 0
0 0

√
7






−1/

√
2 0 1/

√
2

1/
√

3 −1/
√

3 1/
√

3
1/
√

6 2/
√

6 1/
√

6




=



−1/

√
2 1/

√
3 1/

√
6

0 −1/
√

3 2/
√

6
1/
√

2 1/
√

3 1/
√

6






−1/

√
2 0 1/

√
2

1/
√

3 −1/
√

3 1/
√

3√
7/
√

6 2
√

7/
√

6
√

7/
√

6


 .

Es decir,

B =
1
6




5+
√

7 −2+2
√

7 −1+
√

7
−2+2

√
7 2+4

√
7 −2+2

√
7

−1+
√

7 −2+2
√

7 5+
√

7


 .

El lector puede verificar queA = B2 .

De acuerdo con la definición 2.6, las matrices reales cuadradasA y B se dicen
que soncongruentes, si existe una matrizP no singular, tal que

A = PtBP.

En ocasiones, adeḿas de establecer el hecho en sı́ de la congruencia, se requiere
encontrar la matrizP de la transformación, misma que ha de satisfacerA = PtBP.
En estos momentos, se puede construir la matrizP para matrices siḿetricas no
singularesA y B utilizando la descomposiciónLDU de cada una y una de las raı́ces
cuadradas de lasD; como sigue

Pt = L1D
1
2
1 D

− 1
2

2 L−1
2 (3.21)

donde las descomposicionesLDU para las matricesA y B sonL1D1Lt
1 y L2D2Lt

2,
respectivamente.

Ejemplo 3.12. Determine si las matrices dadas en los ejemplos 2.15 y 3.3 son

congruentes.

Solución
La factorizacíonLDLt de la matriz dada en el Ejemplo 2.15, es




2 2 1
2 5 2
1 2 2


 =




1 0 0
1 1 0
1
2

1
3 1







2 0 0
0 3 0
0 0 7

6







1 1 1
2

0 1 1
3

0 0 1


 = L1D1Lt

1.
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En el Ejemplo 3.3, se obtuvo que



1 3 5
3 12 18
5 18 30


 =




1 0 0
3 1 0
5 3 1







1 0 0
0 3 0
0 0 2







1 3 5
0 1 1
0 0 1


 = L2D2Lt

2.

Por lo tanto,

Pt =




1 0 0
1 1 0
1
2

1
3 1







√
2 0 0

0
√

3 0

0 0
√

7
6







1 0 0

0
√

1
3 0

0 0
√

1
2







1 0 0
−3 1 0
−2 −1 1




=




√
2 0 0√

2−3 1 0
1
2

√
2− 1

3

√
21−1 1

3− 1
6

√
21 1

6

√
21


 .

El lector puede verificar queA = PtBP.

Teorema 3.17.Una matriz siḿetricaA de tamãno n× n tiene todos sus valores

propios positivos (λi > 0) si y śolo si

A = PtP, (3.22)

dondeP es no singular.

Demostracíon
Si A es siḿetrica y todos sus valores propios son positivos, entonces puede

escribirse en la forma

A =QDQt =
(

QD
1
2

)(
D

1
2 Qt

)
= PtP

conP = D
1
2 Qt y D

1
2 = diag

{√
λi

}
definida como en (3.10).

3.3.2. Descomposición de Cholesky

Entre los tipos de factorizaciones para la matrizA, existe una descomposición
especial para aquellas matrices cuadradas cuyos valores propios son todos posi-
tivos conocida comoDescomposición de Cholesky, la cual es considerada en este
apartado.
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Teorema 3.18.Descomposicíon de Cholesky

Si A es una matriz siḿetrica de tamãno n× n con todos sus valores propios

positivos, entonces existe una matrizL triangular inferior tal que

A = LLt , (3.23)

donde todos los elementos en la diagonal principal deL son positivos.

Demostracíon
Por el Teorema 3.5 la matrizA se puede expresar como

A =LDLt =
(

LD
1
2

)(
D

1
2 Lt

)

=
(

LD
1
2

)(
LD

1
2

)t
,

dondeD
1
2 est́a definida como en (3.10) y la prueba queda completa.

Procedimiento para encontrar los elementos deR= D
1
2 Lt

Parai = 1, se tiene

r1 j =

{√
a11 j = 1,

r−1
11 a1 j j > 1.

Cuandoi > 1, se obtiene

r i j =





0 i > j,√
aii −

i−1
∑

k=1
r2
ki i = j,

r−1
ii

(
ai j −

i−1
∑

k=1
rkirk j

)
i < j.

El procedimiento exige que estos elementos se calculen por filas, de izquierda a
derecha y de arriba a abajo.

Si no se puede obtener la descomposición de Cholesky de una matriz (por ejem-
plo, cuando al realizar el procedimiento presentado arriba surge una raı́z cuadrada
de un ńumero negativo) esto es indicio de que la matriz simétrica no tiene todos
sus valores propios positivos.
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Ejemplo 3.13. Encuentre la descomposición de Cholesky para la matriz simétrica

dada en el Ejemplo 3.3.

Solución
Usando el procedimiento descrito anteriormente, se tiene que

r11 =
√

a11 = 1, r12 =r−1
11 a12 = a12 = 3,

r13 =r−1
11 a13 = a13 = 5, r22 =

√
a22− r2

12 =
√

3,

r23 =r−1
22 (a23− r12r13) =

√
3, r33 =

√
a33− r2

13− r2
23 =

√
2.

Luego,

R=




1 3 5
0

√
3

√
3

0 0
√

2


 .

El lector puede verificar queA = RtR.

Ejercicios 3.2.

1. Para cada una de las siguientes matrices determine (en caso de ser posible)

una ráız cuadrada

a.




1 1

−1 3


 . b.




1 1

3 −1


 . c.




1 −1

−1 3


 .

d.




1 2

4 3


 . e.




2 2 1

1 3 1

1 2 2




. f .




3 −1 4

−4 1 −5

5 3 2




.

g.




3 1 −1

2 2 −1

2 2 0




. h.




1 3 −2

3 1 2

−1 1 1




.
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2. Determine la descomposición de Cholesky para las siguientes matrices

a.




1 1

1 3


 . b.




1 3

3 −1


 . c.




1 −1

−1 1


 .

d.




1 3 −2

3 1 2

−2 2 1




. e.




3 −1 4

−1 1 −5

4 −5 2




.

3.4. Polinomio ḿınimo

El polinomio caracterı́stico de una matriz es un instrumento para calcular sus
valores propios. En esta sección se estudia el polinomio ḿınimo de matrices, el cual
resulta muýutil para establecer criterios sobre la posibilidad de reducir matrices a
formas cańonicas simples.

Definición 3.3. Polinomios de matrices

Si A es una matriz real de tamaño n×n, el polinomiopn(A) denota la matriz

que se genera si se reemplaza cada aparición dex en pn(x) por la matrizA:

pn(A) = anAn +an−1An−1 + . . .+a1A+a0A0,

dondeai ∈ R (i = 0,1, . . . ,n) y A0 = In.

En consecuencia, se dice queA satisface el polinomiopn(x) si pn(A) = O.

Ejemplo 3.14. El polinomio p2(x) = x2−3x−28es satisfecho por la matriz

A =




1 −5

−6 2


 .
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Solución
Si la matrizA satisface dicho polinomio se debe verificar que

P2(A) = A2−3A−28I = O.

Como

A2 =
[

31 −15
−18 34

]
,

luego

A2−3A−28I =
[

31 −15
−18 34

]
−3

[
1 −5
−6 2

]
−28

[
1 0
0 1

]
=

[
0 0
0 0

]
.

Teorema 3.19.Teorema de Cayley-Hamilton

SeanA una matriz de tamãnon×n y

pA(λ) = det(A−λIn) = λn +cn−1λn−1 + . . .+c1λ+c0 = 0

su polinomio caracterı́stico. EntoncespA(A) = O. Es decir,A satisface la ecuación

An +cn−1An−1 + . . .+c1A+c0A0 = O.

El teorema es verdadero para cualquier matriz, sin embargo la prueba que
se presenta en estas notas esúnicamente para matrices diagonalizables. La de-
mostracíon para el caso general puede verse en Apostol (1985), pág. 249.
Demostracíon

Supongamos queA es diagonalizable. ComopA(λ) es una ecuación escalar, al
multiplicarlo por cualquier vector~v∈ Rn, se tiene

pA(λ)~v =
(
λn +cn−1λn−1 + . . .+c1λ+c0

)
~v =~0

=λn~v+cn−1λn−1~v+ . . .+c1λ~v+c0~v =~0.

Si~v es un vector propio correspondiente al valor propioλ, se cumple

pA(λ)~v =An~v+cn−1An−1~v+ . . .+c1A~v+c0In~v =~0. (3.24)

Esto se cumple para todos los vectores propios deA. Pero comoA es diagonalizable
tienen-vectores propios linealmente independientes, luego, cualquier otro vector
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deRn puede ser expresado como combinación lineal de estos. Por lo tanto (3.24)
se cumple para todo vector deRn. De aqúı,

An +cn−1An−1 + . . .+c1A+c0In = O,

es decir,A satisface su propia ecuación caracteŕıstica.

SeaA una matriz real de tamañon×n y definamos

S={pn(x)|pn(A) = 0}, n≥ 1.

Entonces, enSse puede escoger un polinomio no nuloq(x) que tenga grado ḿıni-
mo, adeḿas se puede suponer que el coeficiente deq(x) correspondiente al término
de mayor grado es 1, es decir, queq(x) es ḿonico. Con estas condiciones paraq(x)
se puede demostrar que cualquier otro polinomiop(x) de S es ḿultiplo de q(x).
Esto implica que si enSexistiera otro polinomior(x) mónico del mismo grado de
q(x), es decir de grado ḿınimo, entoncesr(x) = q(x).

Definición 3.4. El polinomio ḿınimo de una matrizA es el polinomio no nulo de

menor grado que es satisfecho porA. Se denotaŕa pormA(x).

Como la multiplicidad algebraica de los valores propios de una matriz es a veces
distinta de uno, el polinomio caracterı́stico pA(x) no es necesariamente el poli-
nomio de grado ḿınimo satisfecho porA.

Teorema 3.20.El polinomio ḿınimo de una matriz cuadradaA esúnico, cuando

se impone el coeficiente del término de mayor exponente en la indeterminada que

sea igual a la unidad.

Demostracíon
La prueba se realiza por contradicción, supongamos quemA(x) y m

′
A(x) son

polinomios ḿınimos deA. Por la definicíon 3.4, ambos tienen el mismo grado. Al
considerar los coeficientes dominantes respectivos iguales a la unidad, el polinomio
d(x) = mA(x)−m

′
A(x) tiene grado menor que los polinomios mı́nimos y se anula

tambíen paraA, necesariamented(x) = 0. Luego,mA(x) = m
′
A(x).

Teorema 3.21.Si A satisface un polinomiopn(x), entoncespn(x) es divisible por

mA(x), polinomio ḿınimo deA.
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Demostracíon
SeamA(x) el polinomio ḿınimo deA, el grado depn(x) es mayor que el de

mA(x). Por el algoritmo de la división, sabemos que se pueden encontrar poli-
nomiosq(x) y r(x), tales que

pn(x) = mA(x)q(x)+ r(x),

congrad[r(x)]< grad[mA(x)]. Entonces,r(x)= pn(x)−mA(x)q(x) y, comopn(A)=
O, mA(A) = O. Se tiene quer(A) = O. Luegor(x) es el polinomio ḿınimo deA,
lo cual contradice la hiṕotesis. Comograd[r(x)] < grad[mA(x)], se debe tener que
r(x) = 0. Por lo tanto,mA(x) es un factor depn(x).

Teorema 3.22.Matrices semejantes tienen el mismo polinomio mı́nimo.

Demostracíon
SeanA y B matrices semejantes, luego existe una matrizP tal queA = PBP−1.

SeamA(x) el polinomio ḿınimo deA. Entonces

mA(A) =cmAm+cm−1Am−1 + . . .+ckA
k + . . .+c1A+c0I = O

=cm
(
PBP−1)m

+cm−1
(
PBP−1)m−1

+ . . .+ck
(
PBP−1)k

+ . . .+

c1
(
PBP−1)+c0I = O

=cm
(
PBmP−1)+cm−1

(
PBm−1P−1)+ . . .+ck

(
PBkP−1

)
+ . . .+

c1
(
PBP−1)+c0

(
PP−1) = O

=P
(

cmBm+cm−1Bm−1 + . . .+ckB
k + . . .+c1B+c0I

)
P−1 = O

=P(mA(B))P−1 = O.

Esto implica quemA(B) = O, es decir,mA(x) es tambíen el polinomio ḿınimo de
B, pues por el Teorema 3.21 si hubiese un divisor que se anulase paraB, tambíen
se anulaŕıa paraA, lo que contradice la hiṕotesis de quemA(x) es el polinomio
mı́nimo deA. Luego los polinomios ḿınimos deA y B son iguales.

El siguiente teorema establece una importante relación entre el polinomio car-
acteŕıstico y el polinomio ḿınimo.

Teorema 3.23.Si A satisface un polinomiopn(x), entonces todo valor propio deA

es tambíen ráız depn(x). Por consiguiente, todo valor propio deA es una ráız del

polinomio ḿınimo deA.
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Demostracíon
Suṕongase queA satisfacepn(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x+ a0x0. Si λ

es un valor propio deA, entonces se puede encontrar un vector propio~v tal que
A~v = λ~v. Aśı, A2~v = A(A~v) = A(λ~v) = λ(A~v) = λ(λ~v) = λ2~v.
Si se continua de esta manera, se origina

Ak~v =λk~v, para todok > 0.

Pero dado quepn(A) = 0, se tiene

~0 =pn(A)~v =
(
anAn +an−1An−1 + . . .+a1A+a0I

)
~v

=(anAn)~v+
(
an−1An−1)~v+ . . .+(a1A)~v+(a0I)~v

=anλn~v+an−1λn−1~v+ . . .+a1λ~v+a0~v

=
(
anλn +an−1λn−1 + . . .+a1λ+a0λ0)~v = pn(λ)~v

comopn(λ) es un escalar ypn(λ)~v =~0 con~v 6=~0, se concluye quepn(λ) = 0. Por
ello, λ es una ráız depn(x).

Puesto queA satisface su polinomio ḿınimo, todo valor propio deA es ráız de
dicho polinomio ḿınimo.

Ejemplo 3.15. Encuentre el polinomio minimal que satisface la matriz dada en el

Ejemplo 2.9.

Solución
En el Ejemplo 2.9, se obtuvo que los valores propios deA eranλ1 = 0, λ2 = 2

(de multiplicidad algebraica 2). Como la multiplicidad algebraica del valor propio
λ2 resulto ser igual a su multiplicidad geométrica, el polinomio

p(x) = (x−0)(x−2) = x2−2x

es satisfecho por la matrizA. Veamos que

p(A) = A2−2A = O.

Luego

A2−2A =




3 2 −3
−3 −4 9
−1 −2 5




2

−2




3 2 −3
−3 −4 9
−1 −2 5




=




6 4 −6
−6 −8 18
−2 −4 10


−




6 4 −6
−6 −8 18
−2 −4 10


 =




0 0 0
0 0 0
0 0 0


 .
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Ejemplo 3.16. Encuentre el polinomio minimal que satisface la matriz dada en el

Ejemplo 2.15.

Solución

En el Ejemplo 2.15, se obtuvo que los valores propios deA eranλ1 = 1 (de
multiplicidad algebraica 2) yλ2 = 7. Como la multiplicidad algebraica del valor
propioλ2 resulto ser igual a su multiplicidad geométrica, el polinomio minimal es

mA(x) = (x−1)(x−7) = x2−8x+7.

El lector puede verificar que la matrizA satisface este polinomio.

3.5. Forma cańonica de Jordan

Ahora se considera una versión completa del teorema de Hamilton− Cayley,
el cual ya se habı́a estudiado antes. Esta nueva versión seŕa usada para la forma
cańonica de Jordan que estudiaremos ahora. La forma de Jordan utiliza todo el
material estudiado en los capı́tulos precedentes.

Definición 3.5. Bloque de Jordan

Una matriz triangular superior de tamaño r× r, Jr (λ), es unbloque elemental

de Jordansi se verifica que

i) Todos sus elementos en la diagonal principal son iguales aλ.

ii) Todos sus elementos en la primera sobrediagonal son iguales a1.

iii ) Todos los deḿas elementos son iguales a0.
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De este modo,Jr (λ) es de la forma

Jr (λ) =




λ 1 · · · 0 0

0 λ · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . λ 1

0 0 . . . 0 λ




= λIr +Nr con Nr =




0 1 . . . 0

0 0
... 0

...
...

... 1

0 0 . . . 0




,

en donde la matrizNr es nilpotente, es decir,Nm
r = 0 para alǵunm≥ 1.

Como una matriz de Jordan está constituida por bloques elementales, su defini-
ción es la siguiente

Definición 3.6. Matriz de Jordan

Una matrizJ de tamãnon×n, de la forma

J =




Jr1 · · · 0
...

...
...

0 . . . Jrt




,

en donde,Jr1,Jr2, . . . ,Jrt son bloques elementales de Jordan deórdenesr1 ≥ r2 ≥
·· · ≥ rt cont ≥ 1 se denominamatriz de Jordan.

Teorema 3.24.SeaA una matriz real de tamañon×n. Entonces existe una matriz

P no singular tal que

P−1AP=




Jr1 · · · 0
...

...
...

0 . . . Jrµ




= J , (3.25)

en donde cadaJrk es un bloque de Jordan de tamaño rk× rk y el sub́ındiceµ =

µ1 + µ2 + . . . + µs es igual a la suma de las multiplicidades geométricas de los
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valores propios distintos deA. Un mismo valor propioλk puede estar en distintos

bloques de JordanJrk, pero el ńumero total de bloques con ese valor propio es igual

a su multiplicidad geoḿetricaµk, mientras que el ńumero total de elementos en la

diagonal principal con ese valor propio es igual a su multiplicidad algebraicamk.

Los ńumerosrk y el número total de bloques quedan determinados de maneraúnica

por la matrizA.

Demostracíon
Para identificar los pasos a seguir en la demostración, supongamos queA es

una matriz real de tamaño 2×2 que tiene uńunico valor propioλ. Sea~u1 el único
vector propio correspondiente aλ. EntoncesA no es diagonalizable. Veamos que

P−1AP=
[

λ 1
0 λ

]
.

Como la multiplicidad algebraica es diferente a la multiplicidad geométrica se en-
cuentra un vector propio generalizado~u2. Por el Teorema 2.30 los vectores~u1 y~u2

son linealmente independientes, luegoP =
[
~u1 ~u2

]
es no singular. Por lo tanto,

AP=A
[
~u1 ~u2

]
=

[
A~u1 A~u2

]
=

[
λ~u1 A~u2

]
.

Pero de la ecuación (2.29), se tiene queA~u2 = λ~u2 +~u1 de manera que

AP=
[
λ~u1 λ~u2 +~u1

]
.

Por otra parte,

PJ =
[
~u1 ~u2

][
λ 1
0 λ

]

=
[
λ~u1 ~u1 +λ~u2

]
.

Por lo tanto,AP= PJ , lo que significa queP−1AP= J . Luego el teorema es válido
para matrices de tamaño2×2.

Para probar el teorema para el caso general, se escribeP en t́erminos de sus
columnas como

P =
[
~u1 ~u2 . . . ~un

]
,
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donde algunos~u j son vectores propios generalizados. Consideremos~ui como ele-
mento de unahilera de vectoresencabezados por algún vector propio~ui−1 y de-
scritos por

A~ui−1 =λi−1~ui−1 y A~ui =λi−1~ui +αi~ui−1. (3.26)

En otras palabras,

A
[
~ui−1 ~ui

]
=

[
~ui−1 ~ui

][
λi−1 αi

0 λi−1

]
,

dondeλi−1 es el valor propio en el bloque de Jordan que afecta a~ui y αi es igual a
0 o a1. Luego, la clave para encontrar la forma de Jordan deA se convierte en la
búsqueda de las hileras de vectores definidas en (3.26). Además, ńotese que cada
hilera produce un solo bloque en la matrizJ . Esencialmente, se tiene que mostrar
de qúe manera se pueden construir estas hileras para cada matrizA∈Mnn.

Para ello, se procede por inducción mateḿatica, partiendo del hecho de que
cada matriz de tamaño 1×1 est́a ya en su forma de Jordan. La prueba consiste en
suponer que se logra la construcción para todas las matrices de orden menor quen
(ésta es la “hiṕotesis de inducción”) y despúes se aplican tres pasos para obtener la
forma de Jordan de una matriz de tamañon×n. Los pasos que se aplican son

i) Se supone queA es singular, entonces su espacio columna tiene dimensión
r < n. En lo que respecta solamente a este espacio pequeño, la hiṕotesis de
induccíon garantiza que una forma de Jordan es posible, luego, deben haber
r vectores linealmente independientes~vi en el espacio columna tales que

A~vi =λi~vi o A~vi =λi~vi +~vi−1. (3.27)

ii) Se asume que el espacio nulo y el espacio columna deA tienen una inter-
seccíon de dimensíon p. Luego, cada vector del espacio nulo es también un
vector propio correspondiente al valor propioλ = 0. Por lo tanto, se tienen
p hileras en el pasoi) que comienzan a partir de este valor propio y nos in-
teresan los vectores~vi que est́an al final de dichas hileras. Puesto que cada
uno de estosp vectores está en el espacio columna,éstos se pueden expresar
como una combinación de las columnas deA, es decir

~vi =A~wi , para alǵun ~wi .

iii ) Se considera que el espacio nulo tiene dimensiónn− r. Entonces, independi-
entemente de su intersección p−dimensional con el espacio columna, debe
contenern− r− p vectores b́asicos adicionales~yi fuera de esa intersección.
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Juntemos estos pasos para obtener el teorema de Jordan.

Los r vectores~vi , los p vectores~wi y losn− r− p vectores~yi forman las hileras
de Jordan para la matrizA y estos vectores son linealmente independientes. Si
estos vectores conforman las columnas de la matrizP, entoncesP es no singular y
P−1AP= J est́a en la forma de Jordan.

Si se quiere renumerar estos vectores como~u1,~u2, . . . ,~un y hacerlos correspon-
der con las condiciones de la ecuación (3.26), entonces cada~wi debeŕıa insertarse
inmediatamente después del~vi del cual proviene; esto completa una hilera en la
cualλi = 0. Los~yi vienen al final, cada uno solo en su propia hilera; nuevamente
el valor propio es cero, ya que los~yi est́an en el espacio nulo. Los bloques que
tienen valores propios diferentes de cero se terminaron en el pasoi), los bloques
con valores propios iguales a cero crecen en una fila y una columna en el pasoii),
y el pasoiii ) contribuye con cualquiera de los bloques de tamaño1×1 Ji = [0] .

En esta construcción, el único punto t́ecnico es verificar la independencia de
toda la coleccíon~vi , ~wi y~yi . Suponemos, por lo tanto, que alguna combinación es
cero

r

∑
i=1

αi~vi +
p

∑
i=1

βi~wi +
n−r−p

∑
i=1

γi~yi =~0. (3.28)

Si se premultiplica porA y se usan las relaciones dadas en (3.27) para~vi

r

∑
i=1

αi




λi~vi

o
λi~vi +~vi−1


+

p

∑
i=1

βiA~wi =~0, (3.29)

dado que losA~wi son los~vi especiales al final de las hileras correspondientes a
λi = 0, no pueden aparecer en la primera suma. Además (3.29) es un tipo de com-
binacíon de los~vi , que son independientes por la hipótesis de inducción (propor-
cionan la forma de Jordan en el espacio columna). Se concluye que cadaβi debe
ser cero. Si se reemplaza en (3.28), se llega a

r

∑
i=1

αi~vi =−
n−r−p

∑
i=1

γi~yi .

Como el lado izquierdo está en el espacio columna y los~yi son independientes de
ese espacio, cadaγi debe ser cero. Por lo tanto,

r

∑
i=1

αi~vi =~0

y de la independencia de los~vi se tiene queαi = 0.
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Si la matrizA inicial no es singular, entonces se pueden aplicar los tres pasos a
Ã = A− cIn. (Si se elige la constantec de manera quẽA sea singular y que pueda
ser cualquiera de los valores propios deA). El algoritmo ponẽA en su forma de
JordanP−1ÃP= J̃ , al producir las hileras~ui de las~vi , ~wi y ~yi . Entonces la forma
de Jordan deA utiliza las mismas hileras y la mismaP

P−1AP= P−1
(

Ã+cIn
)

P = J̃ +P−1cP= J̃ +cIn = J .

Esto completa la demostración de que cadaA es similar a alguna matriz de Jordan
J . Excepto por el reordenamiento de los bloques,es similar a solo unaJ . En este
sentidoA tiene una forma de Jordanúnica.

Definición 3.7. Forma Canónica de Jordan

La matrizJ dada en el Teorema 3.24 se denominaforma cańonica de Jordan

deA.

Ejemplo 3.17.

Encuentre una matriz no singularP tal que la matrizA dada a continuación sea

semejante a una matriz de Jordan.

A =




1 1 1

2 1 −1

−3 2 4




.

Solución
En el Ejemplo 2.19 se obtuvieron los siguientes vectores propios generalizados

para la matrizA

~v1 =




0
1
−1


 , ~v2 =




1
1
0


 y ~v3 =




2
3
0


 .

Por lo tanto,

P =




0 1 2
1 1 3
−1 0 0


 y P−1 =




0 0 −1
3 −2 −2
−1 1 1


 .
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Al realizar el productoP−1APse obtiene




0 0 −1
3 −2 −2
−1 1 1







1 1 1
2 1 −1
−3 2 4







0 1 2
1 1 3
−1 0 0


 =




2 1 0
0 2 1
0 0 2


 .

Además en la diagonal de la matriz de Jordan aparecen los valores propios deA.

Ejemplo 3.18.

Encuentre una matrizP no singular tal queP−1AP sea una matriz de Jordan,

para

A =




5 −3 −2

8 −5 −4

−4 3 3




.

Solución
La ecuacíon caracteŕıstica deA es

−λ3 +3λ2−3λ+1 = 0,

comoλ = 1 es elúnico vector propio, se tiene que su multiplicidad algebraica es
tres. Entonces,

(A−λI)~v = (A− I)~v =




4 −3 −2
8 −6 −4
−4 3 2







x
y
z


 =




0
0
0


 .

Esto conduce a4x− 3y = 2z. Estableciendoy = 2, se obtienen los vectores pro-

pios linealmente independientes:~v1 =




1
0
2


 ,~v2 =




0
2
−3


. Para encontrar un vector

propio generalizado~v3 se calcula

(A− I)~v3 =c1~v1 +c2~v2


4 −3 −2
8 −6 −4
−4 3 2







x
y
z


 =c1




1
0
2


+c2




0
2
−3


 .
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Al realizar las operaciones por filas se obtiene



4 −3 −2 | c1

8 −6 −4 | 2c2

−4 3 2 | 2c1−3c2


 ∼

F2−2F1
F3+F2




4 −3 −2 | c1

0 0 0 | 2c2−2c1

0 0 0 | 3c1−3c2


 .

Para poder tener infinitas solucionesc1 = c2; es decir,4x− 3y− 2z = c1. Por lo
tanto,z= 2x− 3

2y− 1
2c1. Si se hacex = y = 0 y c1 = 1, se obtiene el vector propio

generalizado:~v3 =




0
0
−1

2


. Por consiguiente,

P =




1 1 0
0 2 0
2 −1 −1

2


 y P−1 =




1 −1
2 0

0 1
2 0

4 −3 −2


 .

Obśervese que la segunda columna deP es una combinación lineal de los dos
vectores propios que constituyen la base del espacio propio asociado al valor propio
λ = 1. Si se realiza el productoP−1APse llega a




1 −1
2 0

0 1
2 0

4 −3 −2







5 −3 −2
8 −5 −4
−4 3 3







1 1 0
0 2 0
2 −1 −1

2


 =




1 0 0
0 1 1
0 0 1


 .

El lector puede notar que sobre la diagonal de la matriz de Jordan se encuentra el
valor propio de la matrizA.

Ejercicios 3.3.

Calcular el polinomio ḿınimo y la descomposición de Jordan de las siguientes

matrices:

a.




1 2

−1 3


 . b.




1 −1

3 −1


 . c.



−1 3

−1 1


 .

d.




a −b

b a


 . f .




2 2 −3

−3 0 3

4 1 −5




. g.




−5 2 4

−3 0 3

−3 1 2




.
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3.6. Descomposición en valores singulares

Una factorizacíon especial para cualquier matrizA de tamãno m×n es lade-
scomposicíon en valores singulares(SVD, por sus siglas en inglés), la cual es una
de las factorizaciones de matrices másútiles enÁlgebra Lineal aplicada.

Definición 3.8. Valores singulares de matrices cuadradas

Los valores singulares de una matriz realA de tamãno n× n son las ráıces

cuadradas de los valores propios asociados a la matriz simétricaAtA (listados con

sus multiplicidades algebraicas). Estos valores se denotan porσ1,σ2, . . . ,σn, y se

colocan en orden decreciente:

σ1 ≥ σ2 ≥ . . .≥ σn ≥ 0,

dondeσi =
√

λi para1≤ i ≤ n.

Ejemplo 3.19. Determine los valores singulares de la matriz

A =




1 3 −2

3 1 2

−1 1 1




.

Solución
La matrizAtA es




1 3 −1
3 1 1
−2 2 1







1 3 −2
3 1 2
−1 1 1


 =




11 5 3
5 11 −3
3 −3 9


 .

En este caso, la ecuación caracteŕıstica es:

det
(
AtA−λI

)
=−λ3 +31λ2−276λ+576= 0.

Entonces, los valores propios deAtA sonλ1 = 16,λ2 = 12 y λ3 = 3. Por lo tanto,
los valores singulares de la matrizA sonσ1 = 4,σ2 = 2

√
3 y σ3 =

√
3.
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CuandoA es una matriz real de tamaño n×n, sabemos que las matricesAtA y
AAt tienen los mismos valores propios con las mismas multiplicidades algebraicas.
Por lo tanto en la definición 3.8 se puede cambiarAtA por AAt . Mientras que siA
es una matriz real de tamaño m×n, conm 6= n, las matricesAtA y AAt tendŕann
y m valores propios, respectivamente. Por consiguiente, cuando la matriz no sea
cuadrada los valores singulares de la misma se definen de la siguiente manera.

Definición 3.9. Valores Singulares de Matrices Rectangulares

SeaA una matriz real de tamaño m×n (m 6= n), los valores singulares son las

ráıces cuadradas de los valores propios comunes a las matrices simétricasAtA y

AAt .

Ejemplo 3.20. Encuentre los valores singulares de la matriz

A =




1 −1

3 1

−2 1




.

Solución
La matrizAtA es

[
1 3 −2
−1 1 1

]


1 −1
3 1
−2 1


 =

[
14 0
0 3

]
,

cuyos valores propios sonλ1 = 14y λ2 = 3. La matrizAAt es



1 −1
3 1
−2 1




[
1 3 −2
−1 1 1

]
=




2 2 −3
2 10 −5
−3 −5 5


 .

En este caso, los valores propios deAAt sonλ1 = 14,λ2 = 3 y λ3 = 0. Por lo tanto,
los valores singulares de la matrizA sonσ1 =

√
14y σ2 =

√
3.

Teorema 3.25.SeaA una matriz real de tamaño m×n que tiener valores singu-

lares no nulosσ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0 conσr+1 = σr+2 = . . . = σn = 0, entonces

el rango deA esr.
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Demostracíon
Sea{~v1,~v2, . . . ,~vn} una base ortonormal deRn formada por los vectores propios

asociados aAtA, ordenados de tal forma que los valores propios correspondientes
aAtA satisfacen queλ1 ≥ λ2 ≥ . . .≥ λn. Entonces,

A~vi ·A~v j =(A~vi)tA~v j =~vt
i (A

tA~v j) =~vt
i λ j~v j

=σ2
j (~vi ·~v j) =

{
0 si i 6= j,

σ2
j si i = j.

(3.30)

Luego{A~v1,A~v2, . . . ,A~vn} es un conjunto ortogonal. Sear el número de valores
singulares no nulos deA, esto es,r es el ńumero de valores propios no nulos de
AtA. De la expresíon (3.30), se tiene queA~vi 6=~0 si y śolo si 1≤ i ≤ r. Entonces
{A~v1,A~v2, . . . ,A~vr} son vectores linealmente independientes, los cuales claramente
pertenecen al espacio columna deA (Col(A)). Adeḿas, para cualquier~y∈Col(A)
- digamos,~y = A~x - se puede escribir~x = c1~v1 +c2~v2 + . . .+cn~vn, y

~y = A~x = c1A~v1 + . . .+crA~vr +cr+1A~vr+1 + . . .+cnA~vn

= c1A~v1 + . . .+crA~vr +~0+ . . .+~0

aśı que~y est́a en el espacio generado por{A~v1,A~v2, . . . ,A~vr}, lo cual muestra que
{A~v1,A~v2, . . . ,A~vr} es una base (ortogonal) paraCol(A). Por lo tanto, elρ(A) = r.

3.6.1. Descomposición en valores singulares

La descomposición deA involucra una matriz “diagonal”S de tamãno m×n
particionada como sigue

S=




D
... O

. . . · . . .

O
... O


 , con D =




σ1 . . . 0
...

...
...

0 . . . σr


 , (3.31)

donde losσi , parai = 1,2, . . . , r son los valores singulares no nulos deA y r no
excede el ḿas pequẽno dem y n. (Si r es igual am ó n ó a ambos, algunas o todas
de las matrices nulas desaparecen).

Teorema 3.26.Descomposicíon en Valores Singulares

SeaA una matriz real de tamaño m×n con rangor. Entonces existen matrices

ortogonalesU y V de tamãnom×my n×n respectivamente, tales que

A = USVt , (3.32)
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dondeS tiene la forma dada en la ecuación (3.31).

Demostracíon
Seanλi y~vi como en la prueba del Teorema 3.25. Entoncesσi =

√
λi = ‖A~vi‖>

0 para1≤ i ≤ r, r = ρ(A)≤mı́n{m,n} y {A~v1,A~v2, . . . ,A~vr} es una base ortogonal
paraCol(A). Si se normalizan cada uno de los vectoresA~vi , se puede definir

~ui =
1

‖A~vi‖A~vi =
1
σi

A~vi , i =1,2, . . . , r.

Luego el conjunto de vectores{~u1,~u2, . . . ,~ur} es una base ortonormal paraCol(A),
la cual se puede extender hasta obtenerse una base ortonormal{~u1, . . . ,~ur ,~ur+1, . . . ,~um}
deRm. A partir de la definicíon de los vectores~ui , se puede escribir

A~vi =





σi~ui para i = 1,2, . . . , r
0~ui para i = r +1, r +2, . . . ,m
~0 para i = m+1,m+2, . . . ,n.

En forma matricial se expresa de la siguiente manera

AV =
[
A~v1 . . . A~vr A~vr+1 . . . A~vm A~vm+1 . . . A~vn

]

=
[
σ1~u1 . . . σr~ur 0~ur+1 . . . 0~um ~0 . . . ~0

]

=
[
~u1 . . . ~ur ~ur+1 . . . ~um

]




σ1 . . . 0
...

...
...

0 . . . σr

0 . . . 0
...

...
...

0 . . . 0
0 . . . 0
...

...
...

0 . . . 0

0 . . . 0
...

...
...

0 . . . 0




.

Por lo tanto,

AV =
[
~u1 . . . ~ur ~ur+1 . . . ~um

]



D
... O

. . . . . . .

O
... O


 = US (3.33)

nótese que las columnas de la matriz ortogonalV (de tamãno n×n), son los vec-
tores propios ortonormalizados de la matrizAtA. Las columnas de la matriz orto-
gonalU (de tamãnom×m), son los vectores propios ortonormalizados de la matriz
AAt y la matrizSesta definida como en (3.31). Si se multiplica por el lado derecho
de la ecuacíon (3.33) porV−1 (V−1 = Vt), se tiene que

A = USVt .

Esto finaliza la demostración del teorema.
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Ejemplo 3.21. Encuentre la descomposición en valores singulares de la matriz

dada en el Ejemplo 3.19.

Solución
Del Ejemplo 3.19 se tiene que los valores singulares asociados a la matrizA son

σ2
1 = 16, σ2

2 = 12 y σ2
3 = 3. Al calcular los respectivos vectores propios unitarios

deAtA, se obtiene:

~v1 =
1√
2




1
1
0


 , ~v2 =

1√
6




1
−1
2


 y ~v3 =

1√
3



−1
1
1


 .

Por otra parte, la matrizAAt es

AAt =




14 2 0
2 14 0
0 0 3




y sus respectivos vectores propios unitarios son

~u1 =



√

2/2√
2/2
0


 , ~u2 =



−√2/2√

2/2
0


 y ~u3 =




0
0
1


 .

Finalmente, siU =
[
~u1 ~u2 ~u3

]
, V =

[
~v1~v2~v3

]
y S=




4 0 0
0 2

√
3 0

0 0
√

3


. Entonces

A =




1
2

√
2 −1

2

√
2 0

1
2

√
2 1

2

√
2 0

0 0 1







4 0 0
0 2

√
3 0

0 0
√

3







1
2

√
2 1

2

√
2 0

1
6

√
6 −1

6

√
6 1

3

√
6

−1
3

√
3 1

3

√
3 1

3

√
3




=




1 3 −2
3 1 2
−1 1 1


 .

Ejemplo 3.22. Encuentre la descomposición en valores singulares de la matriz

dada en el Ejemplo 3.20.
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Solución
Haciendo referencia al Ejemplo 3.20 se tiene que los valores singulares asocia-

dos a la matrizA sonσ2
1 = 14y σ2

3 = 3. Al calcular los respectivos vectores propios
unitarios deAtA, se obtiene:

~v1 =
[
1
0

]
y ~v2 =

[
0
1

]
.

Por otra parte, los respectivos vectores propios unitarios deAAt , son

~u1 =
1√
14




1
3
−2


 , ~u2 =

1√
3



−1
1
1


 y ~u3 =

1√
42




5
1
4


 .

Si U =
[
~u1 ~u2 ~u3

]
, V =

[
~v1~v2

]
y S=



√

14 0
0

√
3

0 0


. Entonces

A =




1√
14

− 1√
3

5√
42

3√
14

1√
3

1√
42

− 2√
14

1√
3

4√
42






√

14 0
0

√
3

0 0




[
1 0
0 1

]
=




1 −1
3 1
−2 1


 .

3.6.2. Descomposición polar

Una consecuencia interesante yútil de la descomposición en valores singulares
para una matrizcuadradaA es ladescomposición polardeA.

Teorema 3.27.Descomposicíon Polar

SeaA una matriz real de tamaño n×n con rangor. Entonces existe una ma-

triz simétricaP de tamãno n× n con valores propios no negativos y una matriz

ortogonalQ de tamãnon×n, tales que

A = PQ. (3.34)

Demostracíon
Si A es una matriz real de tamaño n× n, en una descomposición de valores

singulares las matricesU, S y V son tambíen de tamãno n× n. En este caso se
puede escribir la ecuación (3.32) como

A = USVt = US(U tU)Vt = (USUt)UVt = PQ
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dondeP = USUt es una matriz siḿetrica yQ = UVt es una matriz ortogonal. Se
deja como ejercicio la comprobación de queP tiene valores propios no negativos.

Ejemplo 3.23. Encuentre una descomposición polar para la matriz dada en el

Ejemplo 3.19.

Solución
En el Ejemplo 3.21 se obtuvo la descomposición deA en valores singulares

mediante las matricesU , Sy V

U =
1
2



√

2 −√2 0√
2

√
2 0

0 0 2


 , S=




4 0 0
0 2

√
3 0

0 0
√

3


 y V =

1
6




3
√

2
√

6 −2
√

3
3
√

2 −√6 2
√

3
0 2

√
6 2

√
3


 .

Si se definen

P = USUt =
(

1
2

)2


√

2 −√2 0√
2

√
2 0

0 0 2







4 0 0
0 2

√
3 0

0 0
√

3






√

2
√

2 0
−√2

√
2 0

0 0 2




=




2+
√

3 2−√3 0
2−√3 2+

√
3 0

0 0
√

3




y

Q = UVt =
√

2
12




1 −1 0
1 1 0
0 0

√
2







3
√

2 3
√

2 0√
6 −√6 2

√
6

−2
√

3 2
√

3 2
√

3




=
1
6




3−√3 3+
√

3 −2
√

3
3+

√
3 3−√3 2

√
3

−2
√

3 2
√

3 2
√

3


 .

Entonces

A =
1
6




2+
√

3 2−√3 0
2−√3 2+

√
3 0

0 0
√

3







3−√3 3+
√

3 −2
√

3
3+

√
3 3−√3 2

√
3

−2
√

3 2
√

3 2
√

3


 =




1 3 −2
3 1 2
−1 1 1


 .
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Ejercicios 3.4.

1. Para cada una de las matrices dadas a continuación, encuentre una descom-

posicíon en valores singulares

a.




1 1 −4

1 3 −1


 . b.




1 3

3 −1


 . c.




a −b

b a


 , a,b∈ R.

d.




1 −1 0

−1 1 −1


 . e.




1 3

3 1

−2 2




. f .




3 −1

−1 1

4 −5




.

2. Si A es una matriz real de tamaño n×n con valores singulares todos iguales

a 1, muestre queA es ortogonal.

3. Si A es una matriz real de tamaño n×n ¿Cúal es el producto de sus valores

singularesσ1.σ2. . . . .σn?.

4. Si A es una matriz real de tamaño2×2 y~u∈ R2 es unitario, muestre que

σ2 ≤ ‖A~u‖ ≤ σ1,

dondeσ1, σ2 son los valores singulares deA.

5. Si A es una matriz real de tamañom×n y~v∈ Rn, muestre que

σn‖~v‖ ≤ ‖A~v‖ ≤ σ1‖~v‖,

dondeσ1, σn son los valores singulares más grande y ḿas pequẽno de la

matrizA, respectivamente.



Caṕıtulo 4

Matrices complejas

En la seccíon 2.3 se consideraron matrices de componentes reales en las cuales
los valores propios y vectores propios eran complejos. En este capı́tulo se desar-
rollará la teoŕıa correspondiente a valores propios y vectores propios pero para
matrices de componentes complejas y el objetivo principal es estudiar algunas fac-
torizaciones para este tipo de matrices, de manera análoga a como vimos en el
caṕıtulo 3.

4.1. Clases especiales de matrices complejas

Los tipos especiales de matrices cuadradas complejas que se analizan a con-
tinuacíon son las hermitianas, antihermitianas y unitarias, por tener caracterı́sticas
particulares y por ser muýutiles en ingenierı́a y en especial en fı́sica at́omica. Es-
tas matrices generalizan las tres clases de matrices reales especiales simétricas,
antisiḿetricas y ortogonales, respectivamente.

4.1.1. Matrices hermitianas

Recordemos que una matriz simétrica A = [ai j ] con componentes reales es
una matriz que tiene la propiedad de queA = At . Las matrices hermitianas (o
herḿıticas) son las ańalogas para el caso en el cual las componentes de la matriz
son ńumeros complejos.

177
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Definición 4.1. Matriz Hermitiana

Se dice que una matrizA de tamãnon×n eshermitiana si

A = AH . (4.1)

Ejemplo 4.1. SeaA la matriz de componentes complejas

A =




3 4−5i 3+2i

4+5i 1 7+6i

3−2i 7−6i 2




comprobar queA es una matriz hermitiana.

Solución

A =




3 4−5i 3+2i
4+5i 1 7+6i
3−2i 7−6i 2


 =




3 4+5i 3−2i
4−5i 1 7−6i
3+2i 7+6i 2


 .

AH =A
t =




3 4−5i 3+2i
4+5i 1 7+6i
3−2i 7−6i 2


 = A.

Nótese que los elementos de la diagonal principal de una matriz hermitiana son
números reales, ya que tienen que coincidir con sus conjugados.

Teorema 4.1. SeaA una matriz hermitiana, entonces para todos los vectores~x∈
Cn,~xHA~x es real.

Demostracíon
La demostracíon consiste en un cálculo directo

(~xHA~x)H =~xHAH(~xH)H =~xHA~x

pero como~xHA~x es una matriz hermitiana de tamaño 1×1 se concluye que es un
número real.

Teorema 4.2. Si A es una matriz hermitiana, entonces sus valores propios son

reales.
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Demostracíon
Supongamos queλ es un valor propio y que~x es un vector propio correspon-

diente. Es decir,
A~x = λ~x.

Si se premultiplica por~xH , se obtiene

~xHA~x = λ~xH~x.

Pero por el Teorema 4.1, el lado izquierdo es real y la expresión del lado derecho
~xH~x = |~x|2 6= 0. Se concluye que,λ debe ser real.

Teorema 4.3.SeaA una matriz hermitiana de tamañon×n. Entonces los vectores

propios correspondientes a valores propios distintos deA son ortogonales.

Demostracíon
Sean~v1 y ~v2 vectores propios asociados a valores propios distintos, digamos,

λ1 y λ2. Es decir,

A~v1 =λ1~v1 y A~v2 =λ2~v2

~vH
2 A~v1 =λ1~v

H
2~v1 y ~vH

1 A~v2 =λ2~v
H
1~v2.

Al tomar la transpuesta conjugada de la primera expresión, se tiene

(~vH
2 A~v1)H =(λ1~v

H
2~v1)H

~vH
1 A~v2 =λ1~v

H
1~v2.

En laúltima expresíon se usaron los hechos de queAH = A y λ1 es real. Luego se
tiene que

λ2~v
H
1~v2 = λ1~v

H
1~v2

Por lo tanto(λ1−λ2)~vH
1~v2 = 0. Peroλ1−λ2 6= 0, aśı que~vH

1~v2 = 0. Esto es,~v1 y~v2

son ortogonales.

Teorema 4.4. SeaA = [ai j ] una matriz con componentes complejas de tamaño

n×n, entonces

tr
(
AAH)

=0 si y śolo si A =O. (4.2)

En realidad,tr
(
AAH

)
> 0 si A 6= O.
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Demostracíon
Si A = [ai j ], entoncesAH = [bi j ], en dondebi j = a ji . Si se defineC = AAH , se

tiene

cik =ai1b1k +ai2b2k + . . .+ainbnk

=
n

∑
j=1

ai j b jk =
n

∑
j=1

ai j ak j.

En particular, las componentes de la diagonal deC est́an dadas por

cii =
n

∑
j=1

ai j ai j =
n

∑
j=1

∣∣ai j
∣∣2 .

Por lo tanto,

tr (C) =
n

∑
i=1

cii =
n

∑
i=1

(
n

∑
j=1

∣∣ai j
∣∣2

)
.

Como
∣∣ai j

∣∣2≥ 0, la única forma en que esta suma puede ser cero es si cadaai j = 0
para todoi y j. Esto significa queA = O.

4.1.2. Matrices anti-hermitianas

Como se ha visto, una matriz antisimétricaA es una matriz real que tiene la
propiedad de queAt = −A. Las matrices anti-hermitianas constituyen el análogo
para el caso complejo.

Definición 4.2. Matriz anti-hermitiana

Se dice que una matrizA de tamãnon×n esanti-hermitiana si

AH =−A. (4.3)

Teorema 4.5.Si A es anti-hermitiana, entonces para todos los vectores complejos

~z,~zHA~zes cero o imaginario puro1.

1Un imaginario puro es un número complejo de la formaαi conα real



4.1. CLASES ESPECIALES DE MATRICES COMPLEJAS 181

Demostracíon
La demostracíon consiste en un cálculo directo

(~zHA~z)H =~zHAH(~zH)H =−~zHA~z.

Si se expresa~zHA~z= α+ iβ; entonces la ecuación anterior se puede escribir como

α− iβ =−(α+ iβ),

luego se debe tener queα =−α, aśı queα = 0. Por lo tanto, se concluye que~zHA~z
es un imaginario puro.

Teorema 4.6.Los valores propios de una matriz anti-hermitiana deben ser cero o

imaginarios puros.

Demostracíon
Supongamos queλ es un valor propio y que~z es el vector propio correspon-

diente. Es decir,
A~z= λ~z.

Si se premultiplica por~zH , se obtiene

~zHA~z= λ~zH~z.

Pero por el Teorema 4.5, el lado izquierdo es cero o imaginario puro y el lado
derecho~zH~z= |~z|2 es real y distinto de cero. Por lo tanto,

λ =
~zHA~z
~zH~z

de dondeλ debe ser cero o imaginario puro.

Teorema 4.7. SeaA una matriz anti-hermitiana de tamaño n× n. Entonces los

vectores propios asociados con valores propios distintos deA son ortogonales.

Demostracíon
Sean~v1 y~v2 vectores propios deAque corresponden a valores propios distintos,

digamos,λ1 y λ2. Para demostrar que~v1 ·~v2 = 0, se calcula

λ1~v1 ·~v2 =(λ1~v1)H~v2 = (A~v1)H~v2 puesto que~v1es un vector propio

=(~vH
1 AH)~v2 =−~vH

1 (A~v2) puesto queAes anti-hermitiana

=−~vH
1 (λ2~v2) puesto que~v2es un vector propio

=−λ2~v
H
1~v2 =−λ2~v1 ·~v2.
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Por lo tanto, se tiene que(λ1 +λ2)~v1 ·~v2 = 0. Pero comoλ1 =−λ1 por ser imagi-
nario puro, entoncesλ1 +λ2 6= 0, aśı que~v1 ·~v2 = 0.

Teorema 4.8. Si B es una matriz anti-hermitiana, entonces la matrizA = iB es

hermitiana. Ańalogamente, siA es hermitiana, entoncesB = iA es anti-hermitiana.

Demostracíon
SeaBH =−B y definamosA = iB, entonces

AH = (iB)H = (i)H BH = (−i)(−B) = A.

Esto prueba queA es hermitiana, de la misma manera se puede probar queB = iA
es anti-hermitiana cuandoA es hermitiana.

4.1.3. Matrices unitarias

Recordemos que una matriz ortogonalAes una matriz real que tiene la propiedad
de queAt = A−1. Las matrices unitarias es el análogo para el caso complejo.

Definición 4.3. Matriz unitaria

Una matriz cuadradaU de componentes complejas se dice que es unamatriz

unitaria si UHU = I . En consecuencia,U es no singular y se tieneU−1 = UH .

Teorema 4.9. Si U es una matriz unitaria, entonces sus valores propios son de

módulo igual a1.

Demostracíon
Seaλ un valor propio deU con vector propio asociado~v, es decir

U~v = λ~v. (4.4)

Luego, tomando la transpuesta conjugada se tiene

(U ~v)t =λ~v
t

~v
t
U

t =λ~vH

~vH UH =λ~vH .
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Pero comoU es unitaria se tiene que

~vH U−1 = λ~vH . (4.5)

Si se multiplica por la derecha ambos lados de (4.5) porU~v se obtiene

~vH U−1(U~v) =λ~vH(U~v)

~vH(U−1U)~v =λ~vH(λ~v) por (4.4)

~vH~v =λ λ~vH~v

pero como~vH~v 6= 0; se concluye queλ λ = 1. O sea,|λ|2 = 1, aśı que|λ|= 1.

Teorema 4.10.SeaU una matriz unitaria de tamaño n×n. Entonces los vectores

propios asociados con valores propios distintos deU son ortogonales.

Demostracíon
Sean~v1 y~v2 vectores propios deU que corresponden a valores propios distin-

tos, digamos,λ1 y λ2. Para demostrar que~v1 ·~v2 = 0, se calcula

(U ~v1)H(U ~v2) =(λ1~v1)H(λ2~v2) puesto queλ1, λ2 son valores propios

(~vH
1 UH)(U~v2) =λ1~vH

1 λ2~v2 puesto queU es unitaria

~vH
1 ~v2 =λ1 λ2~vH

1 ~v2.

Por lo tanto
(

1−λ1 λ2

)
~v1 ·~v2 = 0. Pero comoλ1 es distinto aλ2, entoncesλ1 λ2 6=

1, aśı que~v1 ·~v2 = 0.

4.1.4. Matrices normales

Definición 4.4. Matriz normal

Se dice que la matriz de componentes complejasN de tamãnon×n esnormal

si conmuta conNH , es decir

NNH = NHN.

Ejemplo 4.2. Comprobar que las matrices complejas diagonales son normales.
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Solución
SeaD la siguiente matriz diagonal de tamañon×n

D = diag{λ1,λ2, . . . ,λn},

entonces

DDH =diag{λ1,λ2, . . . ,λn}diag{λ1,λ2, . . . ,λn}
=diag{|λ1|2, |λ2|2, . . . , |λn|2}
=diag{λ1,λ2, . . . ,λn}diag{λ1,λ2, . . . ,λn}
=DHD

por lo tanto,D es una matriz normal.

Teorema 4.11.Las matrices hermitianas, las anti-hermitianas y las unitarias son

matrices normales.

Demostracíon
Supongamos queA es hermitiana, entonces

AHA =AA= A2 y AAH =AA= A2

luegoAAH = AHA. Las deḿas quedan como ejercicio para el lector.

4.2. Factorizaciones

En esta sección se explica como se puede expresar una matrizA de compo-
nentes complejas como el producto de dos o más matrices.

Definición 4.5. Matrices complejas semejantes

Una matriz de componentes complejasA de tamãno n×n es semejante a una

matriz de componentes complejasB de tamãno n×n si existe una matriz de com-

ponentes complejas no singularP de tamãnon×n tal que

B = P−1AP. (4.6)
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De manera ańaloga se dice queA y B son semejantes si y sólo si existe una matriz

de componentes complejas no singularP tal que

PB= AP. (4.7)

Teorema 4.12.Las matrices complejas semejantes tienen el mismo polinomio car-

acteŕıstico y por tanto, los mismos valores propios.

Demostracíon
ComoA y B son matrices complejas semejantes de tamaño n×n, B = P−1AP.

Entonces

B−λI = P−1AP−λP−1P = P−1[AP−λP] = P−1[A−λI ]P.

Por consiguiente,

det(B−λI) =det[P−1(A−λI)P] = det(P−1)det(A−λI)det(P)

=det(P−1)det(P)det(A−λI) = det(A−λI).

Esto significa queA y B tienen la misma ecuación caracteŕıstica y como los valores
propios son ráıces de la ecuación caracteŕıstica, entonces tienen los mismos valores
propios.

Definición 4.6. Matrices congruentes hermitianas

Dos matrices hermitianasA y B de tamãno n×n son congruentes hermitianas,

si existe una matrizP no singular de componentes complejas de tamaño n×n tal

que

A = PHBP. (4.8)

Teorema 4.13.Teorema de Schur

SeaA una matriz compleja de tamaño n× n. EntoncesA es semejante a una

matriz triangular superiorT, mediante una matriz unitariaU , es decir

T = UHAU.

En este caso se dice queA estriangularizable por una matriz unitariaU .
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Demostracíon
La demostracíon es por inducción sobren. Si n= 1, A es una matriz de tamaño

1×1 que es triangular. La matriz unitaria esU = [1].
Supongamos que toda matriz de componentes complejas de tamaño (n−1)×

(n−1) es triangularizable por una matriz unitaria. SeaA una matriz de tamãnon×
n. Sabemos que su polinomio caracterı́stico tiene al menos una raı́z complejaλ1.
Sea~v1 ∈Cn un vector propio normalizado asociado al valor propioλ1. Denotemos
porW el complemento ortogonal a~v1 de dimensíon n−1. Sea{~v2,~v3, . . . ,~vn} una
base ortonormal deW. Luego, cada vector~X deW tiene la forma

~X = a2~v2 +a3~v3 + . . .+an~vn.

La matriz de cambio de base, de labase cańonicadeCn a la base{~v1,~v2, . . . ,~vn}
es la matrizScuyas columnas son los elementos de los vectores~vi . Luego,

AS=
[
A~v1 A~v2 . . . A~vn

]

=
[
λ1~v1 A~v2 . . . A~vn

]
.

Por lo tanto,

S−1AS= S−1[
λ1~v1 A~v2 . . . A~vn

]
.

Pero comoSes unitaria se tiene queS−1 = SH , por consiguiente

SHAS=




λ1 z1 . . . zn−1

0
...
0


 A1





 ,

dondeA1 es una matriz de tamaño (n−1)× (n−1).
La prueba ahora se completa por inducción, si R1 es una matriz unitaria de

tamãno (n−1)× (n−1) tal que(R1)HA1R1 = T1, conT1 triangular superior, por la
hipótesis de inducción. Entonces, la matriz

R=




1 0 . . . 0
0
...
0


 R1





 ,
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es una matriz unitaria y

(SR)HA(SR) =RH (
SHAS

)
R

=
[
1 ~0t

~0 RH
1

][
λ1 ~xH

~0 AH
1

][
1 ~0t

~0 R1

]

=
[

λ1 ~xHR1
~0 T1

]
,

donde~xH = (z1,z2, . . . ,zn−1). La matrizSR= U es el producto de dos matrices
unitarias; por lo tanto, es también una matriz unitaria. Ası́, UHAU es una matriz
triangular superior y nuestra prueba queda completa.

El siguiente resultado es una consecuencia directa del teorema anterior.

Teorema 4.14. SeaA una matriz de componentes complejas de tamaño n× n.

Los valores propios deA son los elementos de la diagonal de la matriz triangular

superiorT semejante aA por una matriz unitaria.

Demostracíon
ComoA y T son semejantes por el Teorema 4.12, tienen el mismo polinomio

caracteŕıstico. Por otra parte, comoT es triangular se tiene

pA(λ) = pT(λ) = (t11−λ)(t22−λ) . . .(tnn−λ),

dondet11, t22, . . . , tnn son los elementos de la diagonal deT. Aśı pues los valores
propios deA son los elementos de la diagonal deT.

Ejemplo 4.3. Dada la matriz de componentes complejas

A =




1− i 0 0

i 1 2+ i

2i 0 i




,

encuentre una matrizT que sea la triangularización deA.

Solución
El polinomio caracterı́stico deA es

pA(λ) = (1−λ)(i−λ)((1− i)−λ).
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Luego los vectores propios sonλ1 = 1, λ2 = i y λ3 = 1− i. El vector propio corres-

pondiente aλ1 = 1 es~v1 =




0
3+4i

0


; paraλ2 = i es~v2 =




0
−1−3i

2


 y por último,

paraλ3 = 1− i es~v3 =




1−2i
−5
2i


.

Para determinarU , se aplica el proceso de Gram-Schmidt a{~v1,~v2,~v3}, para

encontrar una base ortonormal paraC3. Como|~v1|= 5, se hace~u1 = ~v1
|~v1| =

1
5




0
3+4i

0


.

Aśı pues,

~v
′
2 =~v2− (~vH

2~u1)~u1 =




0
−1−3i

2


− (−3− i)

5




0
3+4i

0




=




0
−1−3i

2


+




0
1+3i

0


 =




0
0
2


 .

Entonces|~v′2|= 2 y~u2 =




0
0
1


. Se puede verificar que~uH

1~u2 = 0. Ahora,

~v
′
3 =~v3− (~vH

3~u1)~u1− (~vH
3~u2)~u2

=




1−2i
−5
2i


− (−15+20i)

25




0
3+4i

0


−2i




0
0
1




=




1−2i
−5
2i


+




0
5
−2i


 =




1−2i
0
0


 .

Porúltimo, |~v3|=
√

5 luego~u3 =




(1−2i)/
√

5
0
0


. Tambíen se verifica que la base

obtenida paraC3 es ortonormal observando que~uH
1~u3 = 0 y~uH

2~u3 = 0. Por lo tanto,
la matriz unitariaU es

U =




0 0 (1−2i)/
√

5
(3+4i)/5 0 0

0 1 0
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y la matriz triangular es

T = UHAU =




0
3−4i

5
0

0 0 1
1+2i√

5
0 0







1− i 0 0
i 1 2+ i
2i 0 i







0 0
1−2i√

5
3+4i

5
0 0

0 1 0




=




1 2− i
(

2
5− 1

5 i
)√

5
0 i

(
4
5 + 2

5 i
)√

5
0 0 1− i


 .

Nótese que los elementos de la diagonal principal de la matrizT son los valores
propios de la matrizA.

Teorema 4.15.SeaA una matriz herḿıtica de tamãno n×n, entonces existe una

matriz unitariaU tal que

U−1AU

es una matriz diagonal.

Demostracíon
ComoA es una matriz compleja, por el teorema de Schur,A se puede triangu-

larizar mediante una matriz unitariaU , es decir

T = UHAU,

dondeT es una matriz triangular superior. Al tomar la transpuesta conjugada y
usando queAH = A se tiene que

TH = (UHAU)H = UHAH(UH)H = UHAU = T,

comoTH es una matriz triangular inferior, luegoT es una matriz diagonal. En con-
secuenciaA es semejante, mediante una matriz unitariaU , a una matriz diagonal
T.

Ejemplo 4.4. Considere la matriz de componentes complejas



1 −i −1

i 0 −2i

−1 2i 0




.

Comprobar que es diagonalizable mediante una matriz unitaria.
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Solución
El polinomio caracterı́stico deA es

pA(λ) = λ(3−λ)(2+λ)

En este caso, los valores propios deA sonλ1 = 0, λ2 = 3 y λ3 =−2. Los vectores

propios correspondientes son~v1 =




2
−i
1


, ~v2 =




1
i
−1


 y ~v3 =




0
1
−i


, respectiva-

mente.
Para encontrar la matriz unitariaU , se ortonormaliza el conjunto{~v1,~v2,~v3}.

Como|~v1|=
√

6, se hace~u1 = ~v1
|~v1| =




2/
√

6
−i/

√
6

1/
√

6


. Por otra parte, se tiene que|~v2|=

√
3, entonces~u2 =




1/
√

3
i/
√

3
−1/

√
3


. Porúltimo, |~v3|=

√
2de manera que~u3 =




0
1/
√

2
−i/

√
2


.

Se puede verificar que la base obtenida paraC3 es ortonormal observando que
~uH

1~u2 = 0,~uH
1~u3 = 0 y~uH

2~u3 = 0. Por lo tanto,

U =




2/
√

6 1/
√

3 0
−i/

√
6 i/

√
3 1/

√
2

1/
√

6 −1/
√

3 −i/
√

2


 .

Como eldet(U) = 1, se tiene que

D = UHAU =




0 0 0
0 3 0
0 0 −2


 .

Luego la matrizA es diagonalizable por una matriz unitaria.

Teorema 4.16.Descomposicíon Espectral para Hermitianas

SeaA una matriz hermitiana de tamañon×n con valores propiosλ1,λ2, . . . ,λn,

entoncesA se puede escribir como

A = λ1~v1~v
H
1 +λ2~v2~v

H
2 + . . .+λn~vn~v

H
n , (4.9)

donde~v1,~v2, . . . ,~vn son los vectores propios normalizados deA.
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Demostracíon
Por el Teorema 4.15, existe una matrizU tal queU−1AU = T, dondeT es una

matriz diagonal. Entonces,

A =UTU−1 = UTUH

=
[
~u1 ~u2 . . . ~un

]



λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . λn







~uH
1

~uH
2
...

~uH
n




=
[
~u1 ~u2 . . . ~un

]



λ1~uH
1

λ2~uH
2

...
λn~uH

n




=λ1~v1~v
H
1 +λ2~v2~v

H
2 + . . .+λn~vn~v

H
n .

Esto prueba el teorema.

Ejemplo 4.5. Ilustrar el Teorema de Descomposición Espectral para la matriz dada

en el Ejemplo 4.4.

Solución
Del Ejemplo 4.4 se tiene que los valores propios asociados a la matrizA son

λ1 = 0, λ2 = 3 y λ3 = −2. Los respectivos vectores propios normalizados deA
eran

~v1 =
1√
6




2
−i
1


 , ~v2 =

1√
3




1
i
−1


 y ~v3 =

1√
2




0
1
−i


 .

Entonces

3

∑
i=1

λi~vi~v
H
i =

3
3




1
i
−1


[

1 −i −1
]
+
−2
2




0
1
−i


[

0 1 i
]

=




1 −i −1
i 1 −i
−1 i 1


−




0 0 0
0 1 i
0 −i 1


 =




1 −i −1
i 0 −2i
−1 2i 0


 ,

la cual coincide con la matrizA dada en el Ejemplo 4.4.
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Teorema 4.17.SeaA una matriz hermitiana y no singular, siA puede ser factor-

izada como

A = LDU,

en dondeL es unitaria triangular inferior,D es diagonal yU es unitaria triangular

superior. Entonces,L = UH .

Demostracíon
Puesto queA puede factorizarse comoA = LDU , tomando la transpuesta con-

jugada, se tiene que

AH = (LDU)t = UHDHLH = UHDLH .

ComoA es herḿıtica, es igual aAH , por lo tanto

LDU =UHDLH

D =L−1(
UHDLH)

U−1

D =(UL)H D(UL)H ,

luego,L = U−1 = UH , lo cual completa la prueba.

Teorema 4.18. Si N es una matriz normal, entonces la matrizT = UHNU (U

unitaria) es también normal.

Demostracíon
SeaN una matriz normal y definamosT = UHNU multiplicando porTH , se

obtiene que

TTH =(UHNU)(UHNU)H

=UHN(UUH)NHU = UHNNHU

=UHNHNU puesto queN es normal

=(UHNHU)(UHNU) = THT,

comoTTH = THT se ha demostrado queT es normal.

Teorema 4.19.SeaA una matriz de componentes complejas de tamaño n×n. La

matrizA es normal si y śolo si es diagonalizable mediante una matriz unitaria.
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Demostracíon
Supongamos queA es normal. Por el Teorema de Schur,A es semejante a una

matriz triangular superiorT, mediante una matriz unitariaU . Es decirT = UHAU.
Pero como

TTH =(UHAU)(UHAU)H

=UHAAHU = UHAHAU

=(UHAHU)(UHAU)

=THT,

la matrizT resulta ser normal. El lector puede verificar que la matrizT es diagonal.
Rećıprocamente, suṕongase queA es diagonalizable por una matriz unitariaU ,

es decirUHAU = D, dondeD es una matriz diagonal. ComoD es normal (Ejem-
plo 4.2), se verifica que

AAH =(UDUH)(UDUH)H

=UDDHUH = UDHDUH

=(UDUH)(UDUH)

=AHA.

Por lo tanto, la matrizA es normal.

4.2.1. Forma cańonica de Jordan

Si A es una matriz real de tamaño n×n, en la seccíon 3.5 se vio que se podı́a
encontrar una matriz no singularP de tamãnon×n, tal que

J = P−1AP.

En esta sección se explica para matrices de componentes complejas la forma canónica
de Jordan.

Teorema 4.20.SeaA una matriz compleja de tamaño n×n. Entonces existe una

matrizP no singular tal que

P−1AP=




Jn1(λ1) · · · 0
...

...
...

0 . . . Jnk(λk)




= J , (4.10)
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en donde cadaJni (λi) es un bloque de Jordan de tamañoni×ni y n1+n2+ . . .+nk =

n. Los valores propiosλi , i = 1,2, . . . ,k no son necesariamente distintos. El número

total de bloques quedan determinados unı́vocamente por la matrizA.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 4.6.

Encuentre una matriz no singularP tal queP−1AP sea una matriz de Jordan,

para la siguiente matriz 


2+ i 1 0

−2 i 1

1 1 1+ i




Solución
La ecuacíon caracteŕıstica deA es

−λ3 +(3+3i)λ2−6iλ− (2−2i) = 0.

Luegoλ = 1+ i es elúnico valor propio (de multiplicidad algebraica tres). Entonces

(A−λI)~v = [A− (1+ i)I ]~v =




1 1 0
−2 −1 1
1 1 0







x
y
z


 =




0
0
0


 .

Esto conduce ax+y= 0 y−x+z= 0. Tomandox∈R, se obtiene el vector propio:

~v1 =




1
−1
1


. Para encontrar un vector propio generalizado~v2 se calcula

[A− (1+ i)I ]~v2 =~v1


1 1 0
−2 −1 1
1 1 0







x
y
z


 =




1
−1
1


 .
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Si se realizan operaciones por filas se obtiene el vector propio generalizado:~v2 =


0
1
0


 y de manera ańaloga el vector propio generalizado:~v3 =




0
0
1


. Por consiguien-

te,

P =




1 0 0
−1 1 0
1 0 1


 y P−1 =




1 0 0
1 1 0
−1 0 1


 .

Al efectuar el productoP−1APse llega a



1 0 0
1 1 0
−1 0 1







2+ i 1 0
−2 i 1
1 1 1+ i







1 0 0
−1 1 0
1 0 1


 =




1+ i 1 0
0 1+ i 1
0 0 1+ i


 .

El lector puede notar que sobre la diagonal de la matriz de Jordan se encuentra el
valor propio de la matrizA.

4.2.2. Descomposición en valores singulares

Si A es una matriz real de tamaño m× n, hemos visto en la Sección 3.6 que
se pueden encontrar dos matrices ortogonalesU y V de tamãnosm×m y n× n,
respectivamente, tales que

A = USVt .

En esta sección se describe la descomposición en valores singulares y la descom-
posicíon polar para matrices de componentes complejas.

Teorema 4.21.Descomposicíon en Valores Singulares

SeaA una matriz compleja de tamaño m× n con rangor. Entonces existen

matrices unitariasU y V de tamãnom×my n×n, respectivamente, tales que

A = USVH , (4.11)

dondeSes la matriz particionada de tamañom×n, dada por

S=




Dr
... O

. . . . . . .

O
... O




, donde Dr =




σ1 . . . 0
...

...
...

0 . . . σr




, (4.12)
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siendoσi , parai = 1,2, . . . , r, los valores singulares no nulos deA.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

4.2.3. Descomposición polar

Ahora se estudiara ladescomposición polar para matrices de componentes
complejas. El nombre de descomposición polar se debe a la representación po-
lar de un ńumero complejoz= ρeiθ. La analoǵıa entre esta representación de los
números complejos y la descomposición (3.34) de una matriz es debida a que los
valores propios de la matrizP son ńumeros reales no negativos y los de la matriz
Q son ńumeros complejos unitarios.

Teorema 4.22.Descomposicíon Polar

SeaA una matriz compleja de tamaño n×n con rangor. Entonces, existe una

matriz hermitianaP de tamãnon×n con valores propios no negativos y una matriz

unitariaQ de tamãnon×n, tales que

A = PQ. (4.13)

Demostracíon
Si A es una matriz de tamaño n×n, en una descomposición de valores singu-

lares las matricesU, S y V son tambíen de tamãno n×n. En este caso se puede
escribir la ecuación (4.11) como

A = USVH = US(UHU)VH = (USUH)UVH = PQ,

dondeP = USUH es una matriz herḿıtica. Como

PH =(USUH)H = USHUH

=USUH = P (por serSsimétrica)

y la matrizQ = UVH es unitaria, puesto que

Q−1 =(UVH)−1 = (VH)−1U−1 = VUH = Qt .

En laúltima ecuacíon se usaron los hechos de queU y V eran matrices unitarias.
Se deja como ejercicio la comprobación de queP tiene valores propios no

negativos.
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Ejemplo 4.7. Encuentre para la siguiente matriz de componentes complejas

A =




1+ i −i

0 1− i




su descomposición en valores singulares y su descomposición polar.

Solución
La matrizAHA es

[
1− i 0

i 1+ i

][
1+ i −i

0 1− i

]
=

[
2 −1− i

−1+ i 3

]
.

En este caso, los valores propios deAHA sonλ1 = 4 y λ2 = 1. Por lo tanto, los
valores singulares asociados a la matrizA sonσ2

1 = 4 y σ2
2 = 1. Al calcular los

respectivos vectores propios normalizados se obtiene:

~v1 =
1√
6

[
1+ i
−2

]
y ~v2 =

1√
6

[
2

1− i

]
.

Por otra parte, la matrizAAH es
[
1+ i −i

0 1− i

][
1− i 0

i 1+ i

]
=

[
3 1− i

1+ i 2

]

y sus respectivos vectores propios normalizados son

~u1 =
1√
6

[−1+ i
2

]
y ~u2 =

1√
6

[
2

1+ i

]
.

Finalmente, siU =
[
~u1 ~u2

]
, V =

[
~v1~v2

]
y S=

[
2 0
0 1

]
, entonces la SVD deA es

A =
(

1√
6

)2[
1+ i 2
−2 1− i

][
2 0
0 1

][
2 −1+ i

1+ i 2

]
=

[
1+ i −i

0 1− i

]
.

El lector puede obtener la descomposición polar deA.

Las propiedades de las matrices complejas descritas en este capı́tulo son com-
parables a las propiedades de las matrices reales analizadas anteriormente. En el
siguiente resumen se indica la correspondencia entre las matrices complejas uni-
tarias y hermitianas con las matrices reales ortogonales y simétricas.
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Comparación entre Matrices Reales y Matrices Complejas

SeaA = [ai j ], conai j ∈ R. SeaA = [ai j ], conai j ∈ C.
1. Toda matriz siḿetrica tiene valores
propios reales

1. Toda matriz hermitiana tiene valores
propios reales

2. SiA es una matriz siḿetrica, los vec-
tores propios correspondientes a valo-
res propios distintos son ortogonales.

2. Si A es una matriz hermitiana, los
vectores propios correspondientes a va-
lores propios distintos son ortogonales.

3. Descomposición de Schur 3. Descomposición de Schur
Si A es una matriz de tamañon×n con
valores propios reales, existe una ma-
triz ortogonalQ tal que

QtAQ

es una matriz triangular superior.

Si A es una matriz de tamaño n× n,
existe una matriz unitariaU tal que

UHAU

es una matriz triangular superior.

4. Teorema Espectral 4. Teorema Espectral
Si A es una matriz siḿetrica, existe una
matriz ortogonalQ tal que

QtAQ

es diagonal.

Si A es una matriz hermitiana, existe
una matriz unitariaU tal que

UHAU

es diagonal.
5. Descomposición en valores 5. Descomposición en valores
singulares singulares
Existen matrices ortogonalesU y V
de tamãnosm×m y n×n, respectiva-
mente, tales que

A = USVt

dondeSesta dada por (3.31).

Existen matrices unitariasU y V de
tamãnos m× m y n× n, respectiva-
mente, tales que

A = USVH

dondeSesta dada por (4.12).
6. Descomposición Polar 6. Descomposición Polar
Existe una matriz siḿetrica P de
tamãno n× n con valores propios no
negativos y una matriz ortogonalQ de
tamãnon×n, tal que

A = PQ

dondeP = USUt y Q = UVt .

Existe una matriz hermitianaP de
tamãno n× n con valores propios no
negativos y una matriz unitariaQ de
tamãnon×n, tal que

A = PQ

dondeP = USUH y Q = UVH .
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Ejercicios 4.1.

1. Determine para cada una de las siguientes matrices una matriz unitariaU tal

queUHAU sea diagonal

a.




1 i

−i 2


 . b.




1 2+3i

2−3i −1


 . c.




2 1+2i

1−2i −2


 .

d.




1 i 2+ i

−i 2 1− i

2− i 1+ i 2




. e.




1 1+ i 2i

1− i 4 2−3i

−2i 2+3i 7




.

2. SeaV =
{

A∈M22 : ai j ∈ C
}

; determine si cada uno de los siguientes sub-

conjuntosH son o no subespacios deV.

a) H= {A∈ V : aii = 0}.

b) H= {A∈ V : aii son imaginarios puros}.

c) H= {A∈ V : A = At}.

3. SeaH=





A∈M22 : A =




w −z

z w


 ;w,z∈ C





.

a) Demuestre queH es cerrado para la suma y la multiplicación.

b) ¿Cúales matrices enH son no singulares?

c) Si una matriz enH es no singular, entonces la inversa está enH.

d) Encuentre dos matricesA y B enH tal queAB 6= BA.

4. SeaA una matriz de tamãno n×n con componentes complejas y sea~x∈ Cn

un vector propio correspondiente al valor propioλ ∈ C. Muestre que para

cada escalar complejo no nuloα, el vectorα~x es un vector propio deA.
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5. Si A es una matriz normal, pruebe queA y AH son diagonalizables por la

misma matriz unitaria.

6. Si A es una matriz normal, pruebe queλ es un valor propio deA si y śolo si

λ es un valor propio deAH .



Caṕıtulo 5

Formas bilineales

En este caṕıtulo estudiaremos las formas bilineales sobre espacios de dimen-
sión finita. Se introduce la representación matricial de una forma bilineal y se es-
tablece el isomorfismo entre el espacio de las formas y el espacio de las matrices
de tamãnon×n.

5.1. Formas bilineales

Definición 5.1. SeanU, V, W espacios vectoriales reales. Una aplicacióng : U×
V→W se llamabilineal si satisface las siguientes propiedades:

BI 1. Para todo~u1,~u2 ∈ U y~v∈ V se tiene que

g(~u1 +~u2,~v) = g(~u1,~v)+g(~u2,~v)

y para todo~u∈ U y~v1,~v2 ∈V se tiene que

g(~u,~v1 +~v2) = g(~u,~v1)+g(~u,~v2).

BI 2. Para todoα ∈ R,~u∈ U y~v∈V se tiene que

g(α~u,~v) = αg(~u,~v) =g(~u,α~v).

201
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Ejemplo 5.1. Seag : Rm×Rn → R definida por

g(~X,~Y) = ~XtA~Y,

donde~X ∈ Rm, ~Y ∈ Rn y A es una matriz real de tamaño m× n. Verifique si la

aplicacíong es bilineal.

Solución
Para todo~X1, ~X2 ∈ Rm y~Y ∈ Rn se tiene que

g(~X1 +~X2,~Y) =(~X1 +~X2)tA~Y = (~Xt
1 +~Xt

2)A~Y

=~Xt
1A~Y +~Xt

2A~Y = g(~X1,~Y)+g(~X2,~Y).

Para todoα ∈ R, ~X ∈ Rm y~Y ∈ Rn se tiene que

g(α~X,~Y) =(α~X)tA~Y = (αt~Xt)A~Y

=α~XtA~Y = αg(~X,~Y).

Aśı, la aplicacíong es lineal cuando~Y∈Rn, permanece fijo. De manera análoga, se
puede demostrar queg es una transformación lineal cuando la componente~X ∈Rm,
se mantiene fija. Por lo tanto,g es una aplicación bilineal.

Teorema 5.1. Seag : Rm×Rn → R una aplicacíon bilineal. Entonces existe una

matrizúnica de tamãnom×n, A tal que

g(~X,~Y) = gA(~X,~Y) = ~XtA~Y. (5.1)

El conjunto de aplicaciones bilineales deRm×Rn enR es un espacio vectorial

denotado porBil(Rm×Rn,R) y la asociacíon

A 7→ gA

es un isomorfismo entreBil(Rm×Rn,R) y el espacio de las matrices reales de

tamãnom×n.
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Demostracíon
Sean~e1,~e2, . . . ,~em los vectores unitarios estándar paraRm y sean~u1,~u2, . . . ,~un

los vectores unitarios estándar paraRn. Luego se puede expresar cualquier~X ∈Rm

y cualquier~Y ∈ Rn de la siguiente manera:

~X =
m

∑
i=1

xi~ei y ~Y =
n

∑
j=1

y j~u j .

Entonces, se tiene que

g(~X,~Y) = g

(
m

∑
i=1

xi~ei ,
n

∑
j=1

y j~u j

)
.

Comog es una transformación lineal en la primer componente se llega a

g(~X,~Y) =
m

∑
i=1

xi

[
g

(
~ei ,

n

∑
j=1

y j~u j

)]

usando el hecho de queg es lineal en la segunda componente se halla que

g(~X,~Y) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

xiy j g(~ei ,~u j).

Sea
ai j = g(~ei ,~u j)

aśı,

g(~X,~Y) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

ai j xiy j ,

que es precisamente la expresión del producto

~XtA~Y con A =[ai j ].

Esto prueba queg = gA para lasai j escogidas anteriormente.
Ahora se puede demostrar queA esúnica. Suponga queg(~X,~Y) = ~XtA~Y y que

g(~X,~Y) = ~XtB~Y para todo~X ∈ Rm y~Y ∈ Rn. Entonces

~XtA~Y = ~XtB~Y

o estableciendoC = A−B se tiene que

~XtC~Y = 0, para todo~X ∈ Rm y~Y ∈ Rn.
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En particular, si~X =~ei e~Y =~u j , se tiene que

0 =~et
iC~u j = ci j .

Aśı queci j = 0 para todoi, j, y por lo tanto,C = 0, la matriz cero de tamañom×n.
Esto muestra queA = B.

Queda como ejercicio para el lector demostrar la parte referente al isomorfismo
entre el espacio de las matrices y las aplicaciones bilineales.

Definición 5.2. La matrizA en el Teorema 5.1 se llamarepresentacíon matricial

de la aplicacíon bilinealgA.

Definición 5.3. Forma Bilineal

Si en la definicíon 5.1, los espaciosU y V son iguales al mismo espacioV y el

espacioW= R, de tal manera queg aplique aV×V enR, entonces se dice queg

es unaforma bilinealsobreV.

Teorema 5.2. Seang1, g2 : V×V→ R dos formas bilineales distintas sobreV.

Entonces

a)g1 +g2, es una forma bilineal.

b) αg1 es tambíen una forma bilineal; dondeα ∈ R
Demostracíon

Queda como ejercicio para el lector.

Definición 5.4. Rango de una Forma Bilineal

El rango de una forma bilinealg sobreV, escritoρ(g), se define como el rango

de la matriz que representa ag. Se dice queg es degenerada o no degenerada según

si ρ(g) < dim(V) o ρ(g) = dim(V).

Definición 5.5. Seag : V×V → R una forma bilineal sobreV; entoncesg es

simétrica, si para todo~v, ~w∈V, se cumple que

g(~v,~w) = g(~w,~v). (5.2)
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Teorema 5.3. Una matriz realA de tamãno n× n representa una forma bilineal

simétrica si y śolo si es una matriz siḿetrica.

Demostracíon
Suṕongase queA es siḿetrica. Como para todo~X, ~Y ∈ Rn, la matriz~XtA~Y

es una matriz de1×1, es decir, un elemento deR, entonces es igual a su propia
traspuesta. Por lo tanto,

~XtA~Y = (~XtA~Y)t =~YtAt(~Xt)t =~YtA~X.

Aśı queA representa una forma bilineal simétrica.
Rećıprocamente, suṕongase queA representa una forma bilineal simétrica; es

decir,
gA(~X,~Y) = gA(~Y,~X). (5.3)

Para todo~X, ~Y ∈ Rn. Como

gA(~Y,~X) =~YtA~X = (~YtA~X)t = ~XtAt(~Yt)t = ~XtAt~Y. (5.4)

Si se comparan las expresiones (5.3) y (5.4), se tiene que

gA(~X,~Y) = ~XtA~Y = ~XtAt~Y, (5.5)

como (5.5) se cumple para todo~X, ~Y ∈ Rn, se concluye queA = At . Es decir,A es
simétrica.

Definición 5.6. Inercia

SeaA una matriz siḿetrica de tamãnon×n. La inercia deA es la terna ordenada

de ńumeros

In(A) = (pos,neg,nul) (5.6)

dondepos, negy nul son los ńumeros de valores propios deA positivos, negativos

y nulos, respectivamente (contando todas las multiplicidades algebraicas).

Nótese queρ(A) = pos+neg.
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Definición 5.7. Signatura

La diferencia entre el ńumero de valores propios positivos y el número de va-

lores propios negativos se le denomina signatura de la matrizA. En otras palabras,

si In(A) = (i, j,k) se llama signatura de la matrizA a la cantidad

sig(A) = i− j.

Ejemplo 5.2.

Determinar la inercia y signatura de la matriz dada en el Ejemplo 2.15.

Solución
De los resultados del Ejemplo 2.15 se tiene que los valores propios de la matriz

A eranλ1 = 1 de multiplicidad algebraica 2 yλ2 = 7. Luego,

In(A) =(3,0,0) y Sig(A) =3.

Ejercicios 5.1.

1. Determine cúales de las siguientes funcionesF : R2×R2 → R son aplica-

ciones bilineales

a. F(~X,~Y) = 4x2
1 +4x2y1 +y2

1. b. F(~X,~Y) = 9x2
1−24x1y2 +16y2

2.

c. F(~X,~Y) = x2
1 +8x1y2 +16y2

2. d. F(~X,~Y) = x2
1 +2x1y1 +y2

1.

e. F(~X,~Y) = x1y2−x2y1. f . F(~X,~Y) = x2
1 +2x2y1 +y2

2.

2. Escriba cada una de las siguientes formas bilinealesF : R3 → R en forma

matricial

a. F(x,y,z) = 6x2 +3y2−2z2 +12xy−18yz.

b. F(x,y,z) = 7x2 +7y2 +10z2−2xy−4xz+4yz.

c. F(x,y,z) = 2x2 +2y2 +5z2−4xy+2xz−2yz.
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3. SeaV= M23. ParaA, B∈ V, definag : V×V→ R como

g(A,B) = tr(AtB)

demuestre que es una aplicación bilineal enV×V.

4. SeaV= Mnn, demuestre que la funcióng : V×V→ R dada por

g(A,B) = ntr(AB)− tr(A)tr(B)

es una aplicación bilineal enV×V.

5. SeaA una matriz siḿetrica de tamãnon×n asociada a la aplicación bilineal

g
(
~X,~Y

)
= ~XHA~Y con~X,~Y ∈ C. Demuestre queg

(
~X,~Y

)
es real.

6. Si µx = 1
n

n
∑

i=1
xi y µy = 1

n

n
∑

i=1
yi , repreśentese la forma bilineal

COV
(
~X,~Y

)
=

1
n−1

n

∑
i=1

(xi−µx)(yi−µy)

en la forma~XtA~Y, conA simétrica. ¿Cúal es el rango deA?.

5.2. Formas cuadŕaticas

Cuando se considera el cuadrado de la norma de un vector~X ∈Rn, se obtiene la
expresíon‖~X‖2 = ~Xt~X; tales sumas y expresiones en forma general se denominan
Formas Cuadŕaticas. Ellas surgen frecuentemente en una gran variedad de aplica-
ciones. Por ejemplo, se pueden usar formas cuadráticas en Ingenierı́a (para opti-
mizacíon), en Econoḿıa (en el ańalisis de funciones de costo y utilidad), en Fı́sica
(para el estudio de energı́as cińeticas y potenciales) y en Estadı́stica (en el ańalisis
de varianza). En esta sección se estudiaran algunos temas relacionados con estas
formas, utilizando la teorı́a de las matrices siḿetricas analizada anteriormente.
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Definición 5.8. SeaV un espacio vectorial real de dimensión finita. Seag : V×
V → R una forma bilineal siḿetrica sobreV. Entonces unaforma cuadrática

determinada porg es una funcíonF : V→ R, tal que

F(~v) = gA(~v,~v) =~vtA~v. (5.7)

La matrizA es llamada lamatriz de la forma cuadrática

Ejemplo 5.3. SeaV=Rn, y F(~v)= v2
1+v2

2+. . .+v2
n. Escriba esta forma cuadrática

como~vtA~v.

Solución
Vamos a determinar la matrizA = (ai j ) de la forma bilineal siḿetricag, de tal

forma que

F(~v) =~vtA~v =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

ai j viv j . (5.8)

Es decir, queremos encontrar los valores deai j , de manera que

n

∑
i=1

n

∑
j=1

ai j viv j =
n

∑
i=1

v2
i .

Como la matrizA es siḿetrica,ai j = a ji , por lo tanto, la forma cuadrática dada
en (5.8) se puede expresar como

n

∑
i=1

n

∑
j=1

ai j viv j =
n

∑
i=1

aii v
2
i +2

n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

ai j viv j . (5.9)

Si se comparan términos se establecen las siguientes relaciones

n

∑
i=1

aii v
2
i =

n

∑
i=1

v2
i y 2

n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

ai j viv j =0.

Pero como en la funciónF(~v) no aparecen términos de la formaviv j , entonces

ai j =
{

1 si i = j
0 si i 6= j.

Luego,A = In; y por lo tanto,F(~v) se puede expresar como~vt In~v.
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Ejemplo 5.4. SeaV = R3, y F(~X) = 2x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3.

Exprese esta forma cuadrática como~XtA~X.

Solución
Utilizando el resultado obtenido en (5.9) paran = 3, se tiene que

~XtA~X =
3

∑
i=1

aii x
2
i +2

2

∑
i=1

3

∑
j=i+1

ai j xix j .

Si se desarrolla esta suma y se comparan losai j con los coeficientes de la función
F(~X), se obtiene la matriz

A =




2 2 1
2 5 2
1 2 2


 ,

la cual permite expresar aF(~X) de la forma~XtA~X.

Ejemplo 5.5. Si µx = 1
n

n
∑

i=1
xi , repreśentese la forma cuadrática

(n−1)s2
x =

n

∑
i=1

(xi−µx)
2

en la forma~XtA~X, conA simétrica, ¿cúal es el rango deA?.

Solución
Sea~Xt = (x1,x2, . . . ,xn)

t el vector que representa lasn−observaciones. Si en el
Ejemplo 5.3 se reemplaza cadavi porxi−µx, se tiene que

F (~v) =
n

∑
i=1

(xi−µx)
2 =~vt In~v (5.10)

pero~v se puede reescribir como

~v =




x1−µx

x2−µx
...

x j −µx
...

xn−µx




=




x1

x2
...

x j
...

xn




−µx




1
1
...
1
...
1




= ~X−111µx, (5.11)
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donde111 es un vector columna de unos de tamañon×1. Luegoµx se puede expresar
como sigue

µx =
1
n

n

∑
i=1

xi =
1
n

111t~X. (5.12)

Si se reemplaza (5.12) en (5.11) se obtiene

~v = ~X− 1
n

111111t~X =
(

In− 1
n

111111t
)

~X. (5.13)

Al sustituir en (5.10) se tiene que

F

[(
In− 1

n
111111t

)
~X

]
=

[(
In− 1

n
111111t

)
~X

]t

In

[(
In− 1

n
111111t

)
~X

]

=~Xt
(

In− 1
n

111111t
)(

In− 1
n

111111t
)

~X

=~Xt
(

In− 1
n

111111t − 1
n

111111t +
1
n2111 111t111︸︷︷︸111t

)
~X

=~Xt
(

In− 1
n

111111t
)

~X.

Aqúı se uso que111t111 = n, denotandoJn = 111111t , se llega finalmente a que

(n−1)s2
x = ~Xt

(
In− 1

n
Jn

)
~X = ~Xt (In−Jn

)
~X. (5.14)

Luego, la matriz asociada a la forma es

A =In−Jn y ρ(A) =n−1.

Cabe notar, que en estas notas la matrizJn siempre seŕa la matriz con todos sus
elementos iguales a uno de tamañon×n, definida anteriormente.

Definición 5.9.

Dos formas cuadráticas~XtA~X y ~YtB~Y se dice que son equivalentes si existe

una matriz no singularP tal queB = PtAP. Aún más, las formas son equivalentes

ortogonalmente siP se puede escoger ortogonal, equivalente-real siP se puede

escoger con elementos reales y equivalente-compleja, o simplemente equivalente,

si P tiene elementos complejos.
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Teorema 5.4. Dos formas cuadráticas~XtA~X y ~YtB~Y son equivalentes si y sólo si

las matrices siḿetricasA y B son congruentes.

Demostracíon
Si en la forma cuadrática~XtA~X se hace el cambio de variable~X = P~Y, donde

P es una matriz no singular, se obtiene la forma

~XtA~X =~YtPtAP~Y =~YtB~Y.

Rećıprocamente, sea[ai j ] = A y [bi j ] = PtAP, dondeP es una matriz real no singu-
lar, las dos matrices siḿetricas asociadas con las formas cuadráticas

n

∑
i=1

aii x
2
i +2

n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

ai j xix j y
n

∑
i=1

bii y
2
i +2

n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

bi j yiy j .

El cambio de variable~X = P~Y, cambia la primera forma cuadrática a la segunda.

Ejemplo 5.6. Muestre que las formas cuadráticas

F1(~X) =x2
1 +x2

2 +8x1x2 y F2(~Y) =y2
1−14y2

2 +2y1y2

son equivalentes.

Solución
Utilizando el resultado obtenido en (5.9), paran = 2, se tiene que

~XtA~X = a11x
2
1 +a22x

2
2 +2a12x1x2.

Si se comparan losai j con los coeficientes de la funciónF1(~X), se obtiene la matriz

A =
[
1 4
4 1

]
,

la cual permite expresar aF1(~X) de la forma~XtA~X. Para la forma cuadráticaF2(~Y),
se tiene la matriz

B =
[
1 1
1 −14

]
.

En el Ejemplo 2.5 se mostró queA y B eran congruentes. Por lo tanto,F1(~X) es
equivalente a la forma cuadráticaF2(~Y).
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Teorema 5.5. Dos formas cuadráticas~XtA~X y ~YtB~Y son equivalentes ortogonal-

mente si y śolo si A y B tienen los mismos valores propios y estos ocurren con la

misma multiplicidad.

Demostracíon
Si A y B tiene valores propiosλ1,λ2, . . . ,λn y D es una matriz diagonal con

λ1,λ2, . . . ,λn como elementos de su diagonal, entonces existen matrices ortogona-
lesP y Q tal que

QtAQ= PtBP= D.

Por consiguiente,B = (Pt)−1[QtAQ]P−1 = (QP−1)tA(QP−1) y comoQP−1 es or-
togonal,~YtB~Y es ortogonalmente equivalente a~XtA~X.

Rećıprocamente, si las dos formas son ortogonalmente equivalentes,B es si-
milar a A (por queP−1 = Pt) y A y B tienen los mismos valores propios con las
mismas multiplicidades.

Ejercicios 5.2.

1. Exprese las siguientes formas cuadráticas como~XtA~X

a. F(x,y,z) = 6x2 +3y2−2z2 +12xy−18yz.

b. F(x,y,z) = 7x2 +7y2 +10z2−2xy−4xz+4yz.

c. F(x,y,z) = 2x2 +2y2 +5z2−4xy+2xz−2yz.

2. Determine si las siguientes formas cuadráticas son equivalentes

a. F1(~X) = 4x2 +4xy+y2 y F2(~Y) = 16u2−24uv+9v2.

c. F1(~X) = x2 +8xy+16y2 y F2(~Y) = u2 +2uv+v2.

3. Demuestre que la forma cuadráticaF : R2 → R dada por

F(x,y) = ax2 +2bxy+cy2

tiene rango 2 si y śolo siac−b2 6= 0.
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4. Determine los valores deα para los cuales la matriz asociada a la forma

F : R3 → R dada por

F(x,y,z) = 5x2 +y2 +αz2 +4xy−2xz−2yz

tiene valores propios positivos.

5. SeaA una matriz siḿetrica de tamãno n×n asociada a la forma cuadrática

F(~X) = ~XHA~X con~X ∈ C. Demuestre queF(~X) es real.

5.3. Diagonalizacíon de una forma cuadŕatica

SeaF(~X) = ~XtA~X cualquier forma cuadrática conn variables. Para simplifi-
carla, se pasa de las variablesx1,x2, . . . ,xn a las variablesy1,y2, . . . ,yn y se supone
que las variables anteriores están relacionadas con las nuevas mediante la fórmula
~X = P~Y, dondeP es una matriz no singular. Entonces

~XtA~X =(P~Y)tA(P~Y) puesto que~X = P~Y

=(~Yt Pt)A(P~Y)

=~Yt(PtAP)~Y =~YtB~Y dondeB es congruente aA.

Aśı, F(~X) es equivalente a una forma cuadráticaF(~Y), cuya matriz esB. En las
nuevas variables no hay términos mixtos, cuando la matrizB sea triangular. A este
proceso se le llamadiagonalizacíon de una forma cuadrática.

5.3.1. Diagonalizacíon por completacíon de cuadrados

Un procedimiento para diagonalizar una forma cuadrática es la generalización
de la t́ecnica familiar de completar cuadrados, aprendido en elálgebra elemental.
El método que se va a estudiar a continuación consiste en obtener una expresión
cańonica paraF(~X) = ~XtA~X en t́erminos de los menores de la matriz asociada.
Para facilitar la comprensión se comenzará aplicando este ḿetodo a las formas
cuadŕaticas de dos y tres variables
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Caso I Si se considera una forma cuadrática en dos variables

F(~X) = a11x
2
1 +2a12x1x2 +a22x

2
2, (5.15)

entoncesF(~X) se puede expresar como

~XtA~X = [x1,x2]
[
a11 a12

a12 a22

][
x1

x2

]
.

Si cualquieraa11 o a22 es no nulo, sin ṕerdida de generalidad se puede asumir
quea11 es distinto de cero. Entonces (5.15) se puede escribir como

F(~X) =a11

[
x2

1 +2
a12

a11
x1x2 +

(
a12

a11

)2

x2
2−

(
a12

a11

)2

x2
2 +

a22

a11
x2

2

]

=a11

{(
x1 +

a12

a11
x2

)2

+

[
a22

a11
−

(
a12

a11

)2
]

x2
2

}

=a11

{(
x1 +

a12

a11
x2

)2

+
1

a2
11

[
a11a22−a2

12

]
x2

2

}
. (5.16)

Si se definen

y1 =x1 +
a12

a11
x2 y y2 =x2

se tiene que

~Y =
[
y1

y2

]
= P~X =

[
1 a12

a11

0 1

][
x1

x2

]
.

Entonces (5.16), en términos de las nuevas variables queda

F(~Y) = a11y
2
1 +

detA
a11

y2
2 (5.17)

y la forma (5.15) ha sido diagonalizada. La transformación de variables es
no singular (detP= 1), pero no es ortogonal. Además, los coeficientes dey2

1,
y2

2 en (5.17) no son, en general, los valores propios de la matriz asociada a la
forma cuadŕaticaA.

El lector puede verificar que cuandoa22 6= 0. Entonces (5.15) se puede es-
cribir como

F(~X) =a22

{(
x2 +

a12

a22
x1

)2

+
1

a2
22

[
a11a22−a2

12

]
x2

1

}
. (5.18)
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Si se define

y1 =x2 +
a12

a22
x1 y y2 =x1

dicha transformación de variables, se puede expresar como

~Y =
[
y1

y2

]
= P~X =

[a12
a11

1
1 0

][
x1

x2

]
.

Esta transformación de variables es no singular (detP = −1), pero no es
ortogonal. Al reemplazar en (5.18), se obtiene

F(~Y) = a22y
2
1 +

detA
a22

y2
2. (5.19)

En el caso de quea11, a22 ambas desaparezcan, el procedimiento anterior no
se puede trabajar. Cuandoa11 = a22 = 0, la expresíon (5.15) se vuelve

F(~X) = 2a12x1x2. (5.20)

Ahora se hace la transformación

x1 =y1 +y2 y x2 =y1−y2.

La cual se puede expresar matricialmente como

~X =
[
x1

x2

]
= P~Y =

[
1 1
1 −1

][
y1

y2

]
.

Esta es una transformación no singular la cual reduce (5.20) a

F(~Y) = 2a12
(
y2

1−y2
2

)
. (5.21)

En este caso también la forma ha sido diagonalizada.

Caso II Si se considera una forma cuadrática en tres variables

F(~X) =
3

∑
i=1

aii x
2
i +2

2

∑
i=1

3

∑
j=i+1

ai j xix j . (5.22)

F(~X) se puede expresar como

~XtA~X = [x1,x2,x3]




a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33







x1

x2

x3


 .
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Si cualquieraa11, a22 o a33 es no nulo, sin ṕerdida de generalidad se puede
suponer quea11 6= 0. Entonces (5.22) se puede escribir como

F(~X) = a11


x2

1 +2x1

3

∑
k=2

a1k

a11
xk +

(
3

∑
k=2

a1k

a11
xk

)2

−
(

3

∑
k=2

a1k

a11
xk

)2

+

3

∑
k=2

akk

a11
x2

k +2
a23

a11
x2x3

]

= a11





(
x1 +

3

∑
k=2

a1k

a11
xk

)2

+

[
3

∑
k=2

(
akk

a11
−

(
a1k

a11

)2
)

x2
k

]
+

2

(
a23

a11
− a12a13

a2
11

)
x2x3

}
.

Ahora, se asume queM33(A) 6= 0

F(~X) = a11





(
x1 +

3

∑
k=2

a1k

a11
xk

)2

+

(
a33

a11
−

(
a13

a11

)2
)

x2
3

+

(
a22

a11
−

(
a12

a11

)2
)[

x2 +
(

a11a23−a12a13

a11a22−a2
12

)
x3

]2

−
(

a22

a11
−

(
a12

a11

)2
)(

a11a23−a12a13

a11a22−a2
12

)2

x2
3

}

= a11

{(
x1 +

a12

a11
x2 +

a13

a11
x3

)2

+

(
a22

a11
−

(
a12

a11

)2
)[

x2 +
(

a11a23−a12a13

a11a22−a2
12

)
x3

]2

+

1

a2
11

[
(
a33a11−a2

13

)− (a11a23−a12a13)
2

a11a22−a2
12

]
x2

3

}

= a11

{(
x1 +

a12

a11
x2 +

a13

a11
x3

)2

+
1

a2
11

[
a11detA
M33(A)

]
x2

3+

1

a2
11

M33(A)
[
x2 +

(
a11a23−a12a13

a11a22−a2
12

)
x3

]2
}

. (5.23)
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Con la sustitucíon

y1 =x1 +
a12

a11
x2 +

a13

a11
x3,

y2 =x2 +
a11a23−a12a13

a11a22−a2
12

x3,

y3 =x3,

se tiene que

~Y =




y1

y2

y3


 = P~X =




1 a12
a11

a13
a11

0 1 a11a23−a12a13
a11a22−a2

12

0 0 1







x1

x2

x3


 .

Entonces (5.23), en términos de las nuevas variables queda

F(~Y) = a11y
2
1 +

M33(A)
a11

y2
2 +

detA
M33(A)

y2
3 (5.24)

y la forma (5.22) ha sido diagonalizada. La transformación de variables es
no singular (detP = 1), pero no es ortogonal. Los coeficientes dey2

1, y2
2, y2

3
en (5.24) no son, en general, los valores propios deA.

El lector puede verificar que cuandoM22(A) 6= 0. Entonces (5.22) se puede
escribir como

F(~X) = a11

{(
x1 +

a12

a11
x2 +

a13

a11
x3

)2

+
1

a11

[
detA

M22(A)

]
x2

2+

1

a2
11

M22(A)
[
x3 +

(
a11a23−a12a13

a11a33−a2
13

)
x2

]2
}

. (5.25)

Si se definen

y1 =x1 +
a12

a11
x2 +

a13

a11
x3,

y2 =x3 +
a11a23−a12a13

a11a33−a2
13

x2,

y3 =x2,

dicha transformación de variables, se puede expresar como

~Y =




y1

y2

y3


 = P~X =




1 a12
a11

a13
a11

0 a11a23−a12a13
a11a22−a2

12
1

0 1 0







x1

x2

x3


 .
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Esta transformación de variables es no singular (detP = −1), pero no es
ortogonal. Al reemplazar en (5.25), se obtiene

F(~Y) = a11y
2
1 +

M22(A)
a11

y2
2 +

detA
M22(A)

y2
3. (5.26)

El procedimiento descrito puede generalizarse para diagonalizar cualquier forma
cuadŕatica conn variables de la siguiente manera:

Teorema 5.6.Método de Reduccíon de Lagrange

SeaF(~X) una forma cuadrática enRn con matriz asociadaA = [ai j ]:

F(~X) = ~XtA~X =
n

∑
i=1

aii x
2
i +2

n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

ai j xix j .

Entonces, existe una matriz triangular superiorT con elementos en la diagonal

iguales a1, tal que el cambio de coordenadas~X = T~Y transforma a~XtA~X en

F(~X) =~YtTtAT~Y = ∆1y2
1 +

∆2

∆1
y2

2 +
∆3

∆2
y2

3 + . . .+
∆n

∆n−1
y2

n, (5.27)

donde∆i 6= 0, i = 1,2, . . . ,n−1, son los determinantes de las submatrices angu-

lares1 A[i] deA. (∆n = detA).

Demostracíon
El resultado se prueba por inducción. Es claro que paran = 1, se cumple triv-

ialmente. Suṕongase que es cierto paran−1, es decir, existe una matriz de tamaño
(n−1)× (n−1),

Tn−1 =




1 t12 t13 . . . t1n−1

0 1 t23 . . . t2n−1

0 0 1 . . . t3n−1
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1




tal que si~Xn−1 = (x1,x2, . . . ,xn−1) ∈ Rn−1 y A[n−1] es la submatriz angular deA de
ordenn−1, se tiene que

~Xt
n−1A[n−1]~Xn−1 = ∆1y2

1 +
∆2

∆1
y2

2 +
∆3

∆2
y2

3 + . . .+
∆n−1

∆n−2
y2

n−1. (5.28)

1Véase definicíon 1.28
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Ahora bien, dado

~U =




a1n

a2n
...

an−1n




la matrizA se puede escribir como

A =




A[n−1]
... ~U

. . . . . . .

~U t ... ann


 .

Si para cualquier~c∈ Rn−1 se considera la matriz triangular

T =




Tn−1
... ~c

. . . . . . .

~0t ... 1


 ,

entonces

F(~X) = ~XtA~X =~YtTtAT~Y =~Yt




B11
... B12

. . . . . . .

Bt
12

... B22


~Y, (5.29)

donde:

B11 =Tt
n−1A[n−1]Tn−1 es una matriz de tamaño (n−1)× (n−1)

B12 =Tt
n−1A[n−1]~c+Tt

n−1
~U es una matriz de tamaño (n−1)×1

B22 =~ctA[n−1]~c+2~ct~U +ann es un escalar.

Si se tiene en cuenta (5.28) resulta

[y1,y2, . . . ,yn−1]B11




y1

y2
...

yn−1


 = [y1,y2, . . . ,yn−1]




∆1 0 . . . 0
0 ∆2

∆1
. . . 0

...
...

...
...

0 0 . . . ∆n−1
∆n−2







y1

y2
...

yn−1




y comoB22 es un escalar, para completar la prueba y obtener (5.27), bastará en-
contrar un~c∈ Rn para el vector columnaB12 sea nulo. Para ello, dado que

B12 =Tt
n−1

(
A[n−1]~c+~U

)
y Tn−1 es no singular
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~c debe ser tal que
A[n−1]~c+~U =~0.

Comodet
(
A[n−1]

) 6= 0, existe uńunico~c =−A−1
[n−1]

~U para el cualB12 es un vector
columna nulo. Si se reemplaza enB22 se tiene que

B22 = ann−~U tA−1
[n−1]

~U

y usando el hecho de quedet(A) = det
(
A[n−1]

)(
ann−~U tA−1

[n−1]
~U

)
2 se obtiene

B22 =
det(A)

det
(
A[n−1]

) =
∆n

∆n−1
.

De la expresíon (5.29) resulta

F(~X) =~YtTtAT~Y = ∆1y2
1 +

∆2

∆1
y2

2 +
∆3

∆2
y2

3 + . . .+
∆n

∆n−1
y2

n.

Esto completa la prueba.

Ejemplo 5.7. SeaF(~X) = 3x2
1 + 3x2

2 + 2x1x2. Encuentre una diagonalización por

el método descrito.

Solución
Utilizando el resultado obtenido en (5.9); paran = 2, se tiene que

~XtA~X = a11x
2
1 +a22x

2
2 +2a12x1x2.

Al comparar losai j con los coeficientes de la funciónF(~X), se obtiene la matriz

A =
[
3 1
1 3

]

luego, laF(~X), se puede expresar como

~XtA~X = [x1,x2]
[
3 1
1 3

][
x1

x2

]
. (5.30)

En este caso, ya que∆1 = a11 = 3 6= 0 y ∆2 = detA = 8, la forma (5.30) se puede
diagonalizar de la siguiente manera

F(~Y) = 3y2
1 +

8
3

y2
2

2Véase Teorema 1.19
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donde

y1 =x1 +
1
3

x2 e y2 =x2.

En forma matricial, se obtiene

~Y =
[
1 1

3
0 1

]
~X o ~X =

[
1 −1

3
0 1

]
~Y.

Aqúı, se uśo el hecho de que la transformación teńıa determinante 1 y por lo tanto,
era no singular. De este modo

F(~X) =~Xt
[
3 1
1 3

]
~X =~Yt

[
1 −1

3
0 1

]t [
3 1
1 3

][
1 −1

3
0 1

]
~Y

=~Yt
[

1 0
−1

3 1

][
3 0
1 8

3

]
~Y =~Yt

[
3 0
0 8

3

]
~Y.

Ejemplo 5.8. Considere la forma cuadrática dada en el Ejemplo 5.4 y determine

una forma diagonal equivalente.

Solución
Haciendo referencia al Ejemplo 5.4, laF(~X) se puede escribir como

~XtA~X = [x1,x2,x3]




2 2 1
2 5 2
1 2 2







x1

x2

x3


 . (5.31)

Dado que

∆1 =a11 = 2 6= 0, ∆2 =M33(A) = 6 y ∆3 =detA = 7

se tiene que

F(~Y) = 2y2
1 +3y2

2 +
7
6

y2
3,

donde

y1 =x1 +x2 +
1
2

x3, y2 =x2 +
1
3

x3 e y3 =x3

En forma matricial, se tiene que

~Y =




1 1 1
2

0 1 1
3

0 0 1


~X o ~X =




1 −1 −1
6

0 1 −1
3

0 0 1


~Y.
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En la transformación anterior, se empleó el hecho de que la transformación teńıa
determinante 1 y por lo tanto, era no singular. De este modo

F(~X) =~Xt




2 2 1
2 5 2
1 2 2


~X =~Yt




1 −1 −1
6

0 1 −1
3

0 0 1




t 


2 2 1
2 5 2
1 2 2







1 −1 −1
6

0 1 −1
3

0 0 1


~Y

=~Yt




1 0 0
−1 1 0
−1

6 −1
3 1







2 0 0
2 3 0
1 1 7

6


~Y =~Yt




2 0 0
0 3 0
0 0 7

6


~Y.

Teorema 5.7.

SeaF(~X) una forma cuadrática asociada a una matriz simétrica realA. SeaL

una matriz no singular triangular inferior tal queA se pueda factorizar comoLDLt .

Entonces el cambio de coordenadas

~Y = Lt~X (5.32)

transforma a~XtA~X en~YtD~Y.

Demostracíon
La matrizA asociada a la forma, se puede factorizar como

A = LDU.

ComoA es siḿetrica, por el Teorema 3.5,U = Lt . Por lo tanto,

~XtA~X =~Xt (LDLt)~X puesto queA = LDLt

=
(
~XtL

)
D

(
Lt~X

)

=
(

Lt~X
)t

D
(

Lt~X
)

=~YtD~Y puesto que~Y = Lt~X.

Aśı, queda probado el teorema.

A continuacíon se presenta una versión de este ḿetodo de diagonalización.
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Procedimiento para diagonalizar una forma cuadŕatica

i) Halle la matriz de coeficientes simétricaA asociada aF(~X).

ii) Obtenga la descomposición LDLt de A, sin efectuar intercam-
bios de filas que destruyan la simetrı́a y con elementos enD =
diag{d11,d22, . . . ,dnn} no necesariamente distintos de cero. Forme
L de manera quedet(L) = 1.

iii ) Transforme aF(~X) end11y2
1 +d22y2

2 + . . .+dnny2
n, bajo el cambio de

coordenadas~Y = Lt~X.

Ejemplo 5.9. Considere la forma cuadrática dada en el Ejemplo 5.7 y determine

una forma diagonal equivalente por el método descrito.

Solución
La factorizacíonLDLt de la matriz asociada a la forma cuadrática es

[
3 1
1 3

]
=

[
1 0
1
3 1

][
3 0
0 8

3

][
1 1

3
0 1

]
.

Luego, laF(~X) se puede expresar como

~XtA~X = [x1,x2]
[

1 0
1
3 1

][
3 0
0 8

3

][
1 1

3
0 1

][
x1

x2

]
. (5.33)

ComoL es no singular. Se hace,
[
y1

y2

]
=

[
1 1

3
0 1

][
x1

x2

]
,

F(~X) se puede escribir en términos de las variablesy1,y2 como

F(~Y) = 3y2
1 +

8
3

y2
2.

Ejemplo 5.10. Considere la forma cuadrática dada en el Ejemplo 5.4 y determine

una forma diagonal equivalente.

Solución
La factorizacíonLDLt de la matriz asociada a la forma cuadrática es




2 2 1
2 5 2
1 2 2


 =




1 0 0
1 1 0
1
2

1
3 1







2 0 0
0 3 0
0 0 7

6







1 1 1
2

0 1 1
3

0 0 1


 ,



224 CAPÍTULO 5. FORMAS BILINEALES

de modo que

F(~X) =~Xt




2 2 1
2 5 2
1 2 2


~X = ~Xt




1 0 0
1 1 0
1
2

1
3 1







2 0 0
0 3 0
0 0 7

6







1 1 1
2

0 1 1
3

0 0 1


~X.

Nótese queL es no singular. Por lo tanto, se puede hacer el cambio de variable

~Y =




1 1 1
2

0 1 1
3

0 0 1


~X,

se puede escribirF(~X) en t́erminos de las variablesy1,y2,y3 como

F(~Y) = 2y2
1 +3y2

2 +
7
6

y2
3.

5.3.2. Diagonalizacíon por transformación ortogonal

En la diagonalización de la forma cuadráticaF(~X) = ~XtA~X a la formaF(~Y) =
~YtB~Y, por el ḿetodo de completación de cuadrados, sólo se exigío que la matrizP
fuera no singular. Cuando la matrizA asociada a la forma cuadrática sea siḿetrica,
entonces, se puede diagonalizar aF(~X) mediante una matrizP ortogonal en cuyo
caso los elementos sobre la diagonal de la matrizB son los valores propios de la
matrizA.

Teorema 5.8.Teorema de los ejes principales

SeaF(~X) una forma cuadrática asociada a una matriz simétrica realA con valo-

res propios (no necesariamente distintos)λ1,λ2, . . . ,λn. SeaQ una matriz ortogonal

propia que diagonaliza aA. Entonces el cambio de coordenadas

~X = Q~Y (5.34)

transforma a~XtA~X en~YtD~Y, dondeD = QtAQ= diag{λ1,λ2, . . . ,λn}.
Demostracíon

La demostracíon consiste en un cálculo directo

~XtA~X =(Q~Y)tA(Q~Y) puesto que~X = Q~Y

=(~Yt Qt)A(Q~Y)

=~Yt(QtAQ)~Y =~YtD~Y puesto queQ diagonaliza aA
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aśı, queda el teorema probado.

El Teorema 5.8 se llamaTeorema de los ejes principalesporque define nuevos
ejes (los ejes principales) con respecto a los cuales la forma cuadrática tiene una
expresíon paticularmente simple.

A continuacíon se presenta una versión de este ḿetodo de diagonalización.

Procedimiento para diagonalizar una forma cuadŕatica

i) Halle la matriz de coeficientes simétricaA asociada aF(~X).

ii) Encuentre los valores propios (no necesariamente distintos),
λ1,λ2, . . . ,λn deA.

iii ) Obtenga una base ortonormal paraRn formada por los vectores pro-
pios normalizados deA.

iv) Forme la matrizQ cuyas columnas sean los vectores de la base halla-
da en el pasoiii ) en el orden correspondiente al listado de los valores
propios en el pasoii). La transformacíon~X = Q~Y es unarotación si
det(Q) = 1.

v) Transforme aF(~X) enλ1y2
1 +λ2y2

2 + . . .+λny2
n.

Nota
Si Q es una matriz ortogonal impropia, es decir,detQ = −1, se debe cambiar de
signo todas las componentes de un sólo vector columna (o intercambiar dos vec-
tores columnas deQ).

Ejemplo 5.11. Determine los ejes principales de la forma cuadrática dada en el

Ejemplo 5.7.

Solución
En el Ejemplo 5.7, se obtuvo que laF(~X), se puede escribir como

~XtA~X = [x1,x2]
[
3 1
1 3

][
x1

x2

]
. (5.35)

En este caso, los valores propios deA sonλ1 = 2 y λ2 = 4 y los vectores propios

correspondientes son~v1 =
[−1

1

]
y~v2 =

[
1
1

]
, respectivamente.
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Para encontrarQ, como‖~v1‖=
√

2, se hace~u1 = ~v1
‖~v1‖ =

[−1/
√

2
1/
√

2

]
y dado que

‖~v2‖=
√

2 se tiene~u2 =
[
1/
√

2
1/
√

2

]
. Se puede verificar que la base obtenida paraR2

es ortonormal observando que~u1 ·~u2 = 0. Por lo tanto,

Q =
[−1/

√
2 1/

√
2

1/
√

2 1/
√

2

]
.

Como eldet(Q) =−1, intercambiamos las columnas y se tiene

Q =
[
1/
√

2 −1/
√

2
1/
√

2 1/
√

2

]
y QtAQ=

[
4 0
0 2

]
.

Si se definen los ejes principales como sigue

~Y =
[
y1

y2

]
= Qt~X =

[
1/
√

2 1/
√

2
−1/

√
2 1/

√
2

][
x1

x2

]
,

entonces, (5.35) se puede escribir en términos de las nuevas variablesy1, y2 como
~YtD~Y, o sea,

4y2
1 +2y2

2. (5.36)

Ejemplo 5.12. Considere la forma cuadrática dada en el Ejemplo 5.4 y determine

sus ejes principales.

Solución
Haciendo referencia al Ejemplo 5.4, laF(~X), se puede escribir como

~XtA~X = [x1,x2,x3]




2 2 1
2 5 2
1 2 2







x1

x2

x3


 . (5.37)

Del Ejemplo 3.11, se tiene que

Q =



−1/

√
2 1/

√
3 1/

√
6

0 −1/
√

3 2/
√

6
1/
√

2 1/
√

3 1/
√

6


 y QtAQ=




1 0 0
0 1 0
0 0 7




Por lo tanto, (5.37) se puede escribir en términos de las nuevas variablesy1, y2, y3

como~YtD~Y, o sea,
y2

1 +y2
2 +7y2

3, (5.38)
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donde los ejes principales, se obtienen como sigue

~Y =




y1

y2

y3


 = Qt~X =



−1/

√
2 0 1/

√
2

1/
√

3 −1/
√

3 1/
√

3
1/
√

6 2/
√

6 1/
√

6







x1

x2

x3


 .

5.4. Ley de la inercia para formas cuadŕaticas

SeaF : Rn → R una forma cuadrática. Siρ(A) = r, entonces toda matriz
simétrica que represente aF tambíen tiene rangor. En particular todas las for-
mas diagonales a las queF sea semejante, mediante una transformación lineal real
invertible de variables, tendrán exactamenter coeficientes no nulos. Adeḿas, todas
las formas diagonales a las que reduzcamosF tienen el mismo ńumero de coefi-
cientes positivos y el mismo número de coeficientes negativos, como se afirma en
el resultado obtenido porSylvester.

Teorema 5.9.Ley de la inercia de Sylvester

SeanA una matriz siḿetrica de tamãno n×n y P una matriz no singular del

mismo tamãno, entonces

In(A) = In
(
PTAP

)
.

Demostracíon
SeaQ una matriz ortogonal tal que

QtAQ= D =




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . λn


 ,

de forma queλ1,λ2, . . . ,λi son positivos,λi+1,λi+2, . . . ,λi+ j son negativos y el
resto nulos.

SeanÂ la matriz siḿetricaPtAPy W una matriz ortogonal tal que

WtÂW = D̂ =




λ̂1 0 . . . 0

0 λ̂2 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . λ̂n




,
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de forma quêλ1, λ̂2, . . . , λ̂î son positivos,̂λî+1, λ̂î+2, . . . , λ̂î+ ĵ son negativos y el
resto nulos.

Se prueba por contradicción quei = î. Supongamos quêi > i.
Sean~q1,~q2, . . . ,~qi las primerasi columnas de la matrizQ. Sean~r1,~r2, . . . ,~rn

las filas de la matrizR= WtP−1. Se forma una matrizB de tamãno n×n, cuyas
primeras filas sean las primerasi columnas deQ traspuestas y el resto sean las filas
î +1, î +2, . . . ,n deR, es decir,

B =




~qt
1

~qt
2
...

~qt
i

~r î+1
~r î+2

...
~rn




es una matriz real de tamaño(i +n− î)×n, dondei +n− î < n. Por consiguiente, el
sistema lineal homoǵeneo cuya matriz de coeficientes esB tiene solucíon distinta
de la trivial y por tanto existe un vector~u 6=~0, tal queB~u =~0. En otras palabras, el
producto de cualquier fila de la matrizB por el vector~u es cero, es decir

~qt
k~u = 0 parak = 1,2, . . . , i

~rt
k~u = 0 parak = î +1, î +2, . . . ,n.

Al evaluar~utA~u, se tiene que

~utA~u =~utQDQt~u

~utA~u =
[
0 . . . 0 vi+1 . . . vn

]



λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . λn







0
...
0

vi+1
...

vn




=
n

∑
s=i+1

λsv
2
s < 0, (5.39)
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donde,vs =~qt
s~u paras= i +1, i +2, . . . ,n. Por otra parte,

~utA~u =~ut(Pt)−1ÂP−1~u =~ut(Pt)−1WD̂WtP−1~u =~utRtD̂R~u.

Si se denotawk =~rk~u parak = 1,2, . . . , î, se tiene

~utA~u =~utRtD̂R~u

=
[
w1 . . . wî 0 . . . 0

]




λ̂1 0 . . . 0

0 λ̂2 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . λ̂n







w1
...

wî
0
...
0




=
î

∑
s=1

λ̂sw
2
s > 0,

lo que contradice (5.39).
Análogamente se demuestra que la hipótesiŝi < i conduce a una contradicción.

Por lo tanto, se debe tener queî = i.
Con ĵ y j se procede de la misma forma.

Teorema 5.10.Teorema de Euler

SeaF(~X) una forma cuadrática asociada a una matriz simétrica realA. El valor

deF
(
~X

)
= ~XtA~X en un vector unitario~U es

F
(
~U

)
=

n

∑
j=1

λ j cos2 θ j (5.40)

donde losλ j son los valores propios de la matriz simétricaA y los ángulosθ j son

los ángulos entre~X y los vectores propios ortonormalizados~q j correspondientes a

los λ j respectivamente.

Demostracíon
Sean~q1,~q2, . . . ,~qn los vectores propios ortonormalizados de la matrizA y sea

~U un vector unitario arbitrario. Supongamos queθ j representa eĺangulo entre~U y
~q j , aśı que

cosθ j =~q j ·~U =~qt
j
~U .
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Si se formaQ =
[
~q1 ~q2 . . . ~qn

]
y se obtiene~Y por la transformación ~U = Q~Y

o~Y = Qt~U . Entonces,

~Y = Qt~U =




~qt
1

~qt
2
...

~qt
j

...
~qt

n




~U =




cosθ1

cosθ2
...

cosθ j
...

cosθn




.

Por lo tanto,

F
(
~U

)
= ~U tA~U =~YtQtAQ~Y =~YtD~Y =

n

∑
j=1

λ j cos2 θ j

y el teorema queda probado.

Ejercicios 5.3.

1. Diagonaĺıcense cada una de las siguientes formas cuadráticas por completación

de cuadrados y mediante transformación ortogonal

a. F (x,y) = 4x2 +4xy+y2. b. F (x,y) = 9x2−24xy+16y2.

c. F (x,y) = x2 +8xy+16y2. d. F (x,y) = x2 +2xy+y2

e. F (x,y,z) = 6x2 +3y2−2z2 +12xy−18yz.

f . F (x,y,z) = 7x2 +7y2 +10z2−2xy−4xz+4yz.

g. F (x,y,z) = 2x2 +2y2 +5z2−4xy+2xz−2yz.

2. Hallar una condicíon necesaria y suficiente ena,b y c tal que la forma

cuadŕaticaax2 +by2 +cxyse pueda expresar comoku2.
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5.5. Aplicaciones a la geometrı́a anaĺıtica

En esta sección se pretende poner al alcance de los lectores un algoritmo pro-
porcionado por el ḿetodo de “valores propios y vectores propios”, para tratar con
más generalidad, agilidad y libertad algunos objetos de la geometrı́a anaĺıtica de
no fácil manipulacíon por los ḿetodos tradicionales usados para el estudio de las
ecuaciones cuadráticas.

Definición 5.10. Ecuación Cuadrática

Una ecuacíon en las variablesx y y de la forma

ax2 +by2 +cxy+dx+ey+ f = 0 (5.41)

dondea, b, . . . , f son ńumeros reales con al menos uno de los númerosa, b, c,

distinto de cero, se denominaecuacíon cuadrática de segundo grado. Esta se

puede escribir en forma matricial como

~XtA~X +K.~X + f = 0. (5.42)

En esta notación, la expresíon~XtA~X es laforma cuadrática asociaday la matriz

K de tamãno1×2, esK =
[
d e

]
.

Definición 5.11. Tipos de ecuacíon cuadrática

Las curvas representadas por la ecuación cuadŕatica de segundo grado dada

en (5.41) se pueden clasificar según la posicíon en la cual estén con respecto a un

sistema coordenado cartesianoX, aśı:

1. Est́andar o cańonica, si tiene su centro en el origen.

2. Trasladada, si tiene su centro en un punto diferente del origen.

3. Rotada, si su posición con respecto al sistemaX no es cańonica ni tampoco

trasladada, pero es posible encontrar un sistemaY, con el mismo origen del
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sistemaX y tal que los ejes coordenados deY forman con los ejes coorde-

nados del sistemaX un ángulo agudoθ, con respecto al cual la curva está en

posicíon cańonica

Ejemplo 5.13. Dada la ecuación cuadŕatica

3x2 +2xy+3y2−9 = 0, (5.43)

elimine el t́ermino cruzadoxy utilizando el Teorema 5.8, escriba la ecuación en

términos de las nuevas variables e identifique la sección ćonica obtenida.

Solución
En el Ejemplo 5.11, se vio que la forma cuadrática asociada3x2 +2xy+3y2 se

puede expresar como
4u2 +2v2.

Luego, la ecuación cuadŕatica dada en (5.43), se puede escribir como

4u2 +2v2 = 9,

la cual es la ecuación de una elipse estándar. Por lo tanto (5.43), es la ecuación de
una elipse estándar rotada. Vea la siguiente figura

x

y

,
θ

u

,

v
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Ejemplo 5.14. Dada la ecuación cuadŕatica

2x2 +4xy−y2−2x+3y−6 = 0, (5.44)

elimine el t́ermino cruzadoxy utilizando el Teorema 5.8, escriba la ecuación en

términos de las nuevas variables e identifique la sección ćonica obtenida.

Solución
La forma cuadŕatica asociada2x2 +4xy−y2 se puede expresar como

~XtA~X = [x,y]
[
2 2
2 −1

][
x
y

]
. (5.45)

En este caso, los valores propios deA sonλ1 =−2 y λ2 = 3 y los vectores propios

correspondientes son~v1 =
[−1

2

]
y~v2 =

[
2
1

]
, respectivamente.

Para encontrarQ se usa la expresión (5.6), dada en la definición de inercia,
la cual establece primero los valores propios positivos y luego los negativos. De

esta manera, como‖~v2‖ =
√

5, se hace~u2 = ~v2
‖~v2‖ =

[
2/
√

5
1/
√

5

]
y dado que‖~v1‖ =

√
5 se tiene~u1 =

[−1/
√

5
2/
√

5

]
. Se puede verificar que la base obtenida paraR2 es

ortonormal observando que~u1 ·~u2 = 0. Por lo tanto,

Q =
[
2/
√

5 −1/
√

5
1/
√

5 2/
√

5

]
y QtAQ=

[
3 0
0 −2

]
.

Dado que eldet(Q) = 1, se define

~Y =
[
u
v

]
= Qt~X =

[
2/
√

5 1/
√

5
−1/

√
5 2/

√
5

][
x
y

]
. (5.46)

Entonces, (5.45) se puede escribir en términos de las nuevas variablesu, v como
~YtD~Y, o sea,

3u2−2v2. (5.47)

Si se expresa ahora toda la ecuación dada en (5.44), en la forma matricial dada
en (5.42) queda de la siguiente manera:

~XtA~X +K~X−6 = 0,
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dondeK =
[−2 3

]
y al hacer el cambio de variable propuesto en (5.46), se tiene

K~X =KQ~Y =
[−2 3

][
2/
√

5 −1/
√

5
1/
√

5 2/
√

5

][
u
v

]
=

1√
5

[−1 −8
][

u
v

]
.

Luego, la ecuación cuadŕatica dada en (5.44) se puede reescribir como

3u2−2v2− 1√
5

u− 8√
5

v = 6.

Naturalmente esta no es la ecuación de una ćonica en posicíon cańonica, pero si
est́a trasladada porque al completar los cuadrados se obtiene

3

[
u2− 1

3
√

5
u+

1
180

]
−2

[
v2 +

4√
5

v+
4
5

]
= 6− 8

5
+

1
60

3

[
u− 1

6
√

5

]2

−2

[
v+

2√
5

]2

=
53
12

,

la cual es la ecuación de unahipérbola con centro en
(

1
6
√

5
,− 2√

5

)
. Por lo tanto, la

ecuacíon (5.44) es una hiṕerbola rotada y trasladada. La gráfica es

x

y

θ

u

,

v
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5.5.1. Rotacíon de ejes enR2

Como ya hemos señalado una transformación~Y = Q~X, dondeQ es ortogonal,
se llamatransformacíon ortogonal. Ahora examinemos la interpretación geoḿetri-
ca de estas transformaciones enR2.

Teorema 5.11.Rotación de ejes enR2

SeanB = {~e1,~e2} una base del sistema coordenadoX y B ′
=

{
~e
′
1,~e

′
2

}
la base

correspondiente al sistemaY. Entonces si

~e
′
1 =a1~e1 +a2~e2 y ~e

′
2 =b1~e1 +b2~e2

las coordenadas(x1,x2) de un punto cualquieraSen el sistemaX y las coordenadas

(y1,y2) del mismo punto en el sistemaY, est́an relacionadas como sigue



x1

x2


 =




a1 b1

a2 b2







y1

y2


 = P




y1

y2




donde,P es la matriz de transición (o matriz de cambio de base) deB a B ′
.

Demostracíon
Supongamos que los sistemas coordenadosX y Y (enR2) tienen el mismo

origenO. Sea
−→
OSel vector formado desde el origen del sistema coordenadoX al

puntoS= (x1,x2), entonces
−→
OS= x1~e1 +x2~e2.

Por otra parte, el vector
−→
OSformado desde el origen del sistema coordenadoY al

puntoS= (y1,y2), es
−→
OS=y1~e

′
1 +y2~e

′
2

=y1(a1~e1 +a2~e2)+y2(b1~e1 +b2~e2)
=(y1a1 +y2b1)︸ ︷︷ ︸~e1 +(y1a2 +y2b2)︸ ︷︷ ︸~e2

= x1 ~e1 + x2 ~e2,

aqúı se uso el hecho de que la representación deOScomo combinacíon lineal de
~e1 y~e2 esúnica. Luego,

x1 =a1y1 +a2y2 y x2 =b1y1 +b2y2

y el teorema queda probado.
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Cambio de la direccíon de los ejes conservando el mismo origen

Consideremos que el sistema coordenadoX (en R2), es rectangular y tiene
unidades iguales sobre ambos ejes. Esto significa que~e1 y~e2, que son los vectores
base (unitarios), son perpendiculares entre sı́.

Supongamos que los ejes coordenadosY se obtienen haciendo girar el sistema
X un ánguloθ alrededor del origen, en sentido contrario al de las manecillas del
reloj, conservando la ortogonalidad. Los vectores base~e

′
1 y ~e

′
2 del sistemaY, for-

man tambíen una base ortonormal y están dados por:

~e
′
1 =[cosθ,senθ] = cosθ~e1 +senθ~e2.

~e
′
2 =[−senθ,cosθ] =−senθ~e1 +cosθ~e2.

X1

X2

~e1

~e2

(1,0)

(0,1)
(−senθ,cosθ)

(cosθ,senθ)

Y1

,

Y2

~e
′
1~e

′
2

Se deduce por el Teorema 5.11, que las coordenadas de un punto en ambos
sistemas están relacionadas por

x1 =y1cosθ−y2senθ y x2 =y1senθ+y2cosθ, (5.48)

que son las ecuaciones de una rotación lev́ogira de ejes, cuando elángulo girado
esθ. Si se denota porAθ, la matriz ortogonal

Aθ =
[
cosθ −senθ
senθ cosθ

]
(5.49)

entonces (5.48), se puede expresar matricialmente como
[
x1

x2

]
= Aθ

[
y1

y2

]
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la cual es una transformación ortogonal propia, puesto que eldetAθ = 1 y repre-
senta cualquier rotación de ejes enR2.

A continuacíon se presenta un teorema para obtener elángulo de rotaciónθ de una
ecuacíon cuadŕatica de segundo grado.

Teorema 5.12.Sea la ecuación general de segundo grado

ax2 +by2 +cxy+dx+ey+ f = 0. (5.50)

Entonces existe un númeroúnicoθ, llamadoángulo de rotacíon, tal que

θ =
1
2

arctan

(
c

a−b

)
, θ ∈

[
0,

π
2

)
. (5.51)

Demostracíon

SeaA =
[

a c
2

c
2 b

]
la matriz siḿetrica que representa la forma cuadrática asoci-

ada a la ecuación (5.50). Supongamos queλ es un valor propio deA con vector

propio unitario correspondiente~X =
[
cosθ
senθ

]
, luego

A~X = λ~X.

Si se premultiplica por~Xt se obtiene

~XtA~X = λ~Xt~X = λ.

Al sustituir~X y A se tiene

λ =
[
cosθ senθ

][
a c

2
c
2 b

][
cosθ
senθ

]

=a cos2 θ+c senθcosθ+b sen2θ

=(a−b) cos2 θ+c senθcosθ+b.

Si se multiplica por2 y se utilizan las siguientes identidades trigonométricas

2cos2 θ =cos(2θ)+1 y sen(2θ) =2senθcosθ

se llega a
2λ = (a−b) cos(2θ)+c sen(2θ)+(a+b).
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Pero comoλ es valor propio deA se tiene que

2λ = tr(A)±
√

tr2(A)−4det(A).

Al igualar estas dos expresiones, se obtiene

(a−b) cos(2θ)+c sen(2θ)+(a+b) =tr(A)±
√

tr2(A)−4det(A),

perotr(A) = a+b, por consiguiente

(a−b) cos(2θ)+c sen(2θ) =±
√

tr2(A)−4det(A)

± a−b√
tr2(A)−4det(A)︸ ︷︷ ︸

cos(2θ)+
±c√

tr2(A)−4det(A)︸ ︷︷ ︸
sen(2θ) = 1

u cos(2θ)+ v sen(2θ) = 1.

Luego,

(v sen(2θ))2 =(1−u cos(2θ))2

v2 sen2(2θ) =1−2u cos(2θ)+u2 cos2(2θ)

v2(1−cos2(2θ)) =1−2u cos(2θ)+u2 cos2(2θ).

El lector puede probar fácilmente queu2 +v2 = 1, de manera que

cos2(2θ)−2u cos(2θ)+(1−v2) = 0

[cos(2θ)−u]2 =0

∴ u = cos(2θ).

Por lo tanto,v = sen(2θ) y aśı entonces

v
u

= tan(2θ) =
c

a−b
. (5.52)

Al aplicararctana ambos lados de (5.52) se obtiene la ecuación (5.51).

Nota
Si se usa la siguiente identidad trigonométrica

tan(2θ) =
2tanθ

1− tan2 θ
,
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se tiene que

2tanθ
1− tan2 θ

=
c

a−b
2(a−b) tanθ =c

(
1− tan2 θ

)
.

Al resolver esta ecuación cuadŕatica, se llega a

tanθ =
b−a

c
±

√
(a−b)2 +c2

c
. (5.53)

Ejemplo 5.15. Determine eĺangulo de rotación de la ecuación cuadŕatica dada en

el Ejemplo 5.13.

Solución
La matriz siḿetrica asociada a la forma cuadrática es

A =
[
3 1
1 3

]
.

La ecuacíon (5.52) no es aplicable ya que comoa = b se dividiŕıa por0, luego se
usa (5.53) y se tiene que

tanθ = 1. (5.54)

Cualquier solucíon de (5.54) sirve a nuestro propósito; si se escoge la solución
para la cual0 < θ < 90◦, entoncessen(θ) = 1√

2
y cos(θ) = 1√

2
, es decir, eĺangu-

lo de rotacíon θ vale, aproximadamenteθ = 45◦ y, construyendo la matriz de
rotacíon 5.49, se tiene que

Aθ =
[
1/
√

2 −1/
√

2
1/
√

2 1/
√

2

]
,

la cual coincide con la matriz ortogonal dada en el Ejemplo 5.11.

Ejemplo 5.16. Determine eĺangulo de rotación de la ecuación cuadŕatica dada en

el Ejemplo 5.14.

Solución
La matriz siḿetrica asociada a la forma cuadrática es

A =
[
2 2
2 −1

]
.
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Por la ecuacíon (5.52) se tiene que

tan(2θ) =
4

2− (−1)
=

4
3
. (5.55)

Cualquier solucíon de (5.55) sirve a nuestro propósito. Si se escoge la solución
para la cual0 < 2θ < 90◦, entoncessen(2θ) = 4

5 y cos(2θ) = 3
5 y comoθ es un

ángulo agudo

senθ =

√
1−cos2θ

2
=

1√
5
, cosθ =

√
1+cos2θ

2
=

2√
5
.

Es decir, eĺangulo de rotación θ vale aproximadamenteθ = 26◦33
′
54,18” y, con-

struyendo la matriz de rotación 5.49, se tiene que

Aθ =
[
2/
√

5 −1/
√

5
1/
√

5 2/
√

5

]
,

la cual coincide con la matriz ortogonal dada en el Ejemplo 5.14

5.5.2. Clasificacíon de las ecuaciones cuadráticas

Para la ecuación general de segundo grado

ax2 +by2 +cxy+dx+ey+ f = 0, (5.56)

se definen las cantidades

ω =a+b, µ=det

[
a c

2
c
2 b

]
y ν =det




a c
2

d
2

c
2 b e

2
d
2

e
2 f


 .

Entonces la ecuación cuadŕatica (5.56) representa los siguientes

LUGARES
GEOMÉTRICOS





µ 6= 0





µ> 0





ν 6= 0

{
ων < 0 Una elipse
ων > 0 Ninguno

ν = 0 Un punto

µ< 0

{
ν 6= 0 Una hiṕerbola
ν = 0 Dos rectas que se cortan

µ= 0





ν 6= 0 Una paŕabola

ν = 0
Dos rectas paralelas,
o una recta, o ninguno.
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El cuadro anterior se acostumbra a interpretar como sigue

LUGARES
GEOMÉTRICOS





Curva
con

Centro
(µ 6= 0)





De tipo
eĺıptico
(µ> 0)





Una elipse(ων < 0)

Caso degenerado(ων≥ 0)
De tipo

hiperbólico
(µ< 0)





Una hiṕerbola(ν 6= 0)

Caso degenerado(ν = 0)
Curva

sin
Centro
(µ= 0)





Una paŕabola(ν 6= 0)

Caso degenerado(ν = 0).

Las ecuaciones cuadráticas tambíen pueden ser clasificadas de acuerdo a la
inercia de la matrizA asociada a la forma cuadrática, como sigue:

Identificación de las ecuaciones cuadráticas

Inercia Nombre de la ćonica
In(A) = (2,0,0) Elipse
In(A) = (1,1,0) Hipérbola
In(A) = (1,0,1) Paŕabola

Las formas cuadráticas tambíen pueden usarse para analizar ecuaciones de super-
ficies cúadricas en el espacio.

Definición 5.12. Superficie Cúadrica

Una ecuacíon de segundo grado enx,y, y zde la forma

ax2 +by2 +cz2 +dxy+exz+ f yz+gx+hy+ iz+ j = 0, (5.57)

dondea, b, . . . , j son ńumeros reales y|a|+ |b|+ |c|+ |d|+ |e|+ | f | 6= 0, se deno-

minasuperficie cúadrica. Esta se puede escribir en forma matricial como

~XtA~X +K~X + j = 0. (5.58)

En esta notación, la expresíon~XtA~X es laforma cuadrática asociaday la matriz

K de tamãno1×3, esK = [g h i].
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Ejemplo 5.17. Considere la ecuación cuadŕatica

2x2 +5y2 +2z2 +4xy+2xz+4yz−36= 0. (5.59)

Determine la superficie cuádrica obtenida al eliminar los términos de productos

cruzados.

Solución
Haciendo referencia al Ejemplo 5.12, dicha ecuación cuadŕatica se puede es-

cribir como
~XtA~X = 36, (5.60)

dondeA =




2 2 1
2 5 2
1 2 2


. En este caso, (5.59) se puede escribir en términos de las

nuevas variablesu, v, w como~YtD~Y = 36, o sea,

u2 +v2 +7w2 = 36. (5.61)

EnR3 la superficie definida por (5.61) se llamaelipsoide.

Ejemplo 5.18. Considere la ecuación cuadŕatica

7x2 +7y2 +10z2−2xy−4xz+4yz−12x+12y+60z−24= 0. (5.62)

Determine la superficie cuádrica obtenida al eliminar los términos de productos

cruzados.

Solución
La forma cuadŕatica asociada7x2 +7y2 +10z2−2xy−4xz+4yz, se puede es-

cribir como

~XtA~X =
[
x y z

]



7 −1 −2
−1 7 2
−2 2 10







x
y
z


 (5.63)

En este caso, los valores propios deA son λ1 = 12 y λ2 = 6 (de multiplicidad

algebraica 2). El vector propio correspondiente aλ1 = 12 es~v1 =



−1
1
2


 y los

correspondientes aλ2 = 6 son~v2 =




1
1
0


 y~v3 =




2
0
1


.
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Para encontrarQ, como‖~v1‖ =
√

6 se hace~u1 = ~v1
‖~v1‖ =



−1/

√
6

1/
√

6
2/
√

6


. Despúes,

se aplica el proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt a{~v2,~v3}, para obtener
una base ortonormal del espacio propioB2. Puesto que‖~v2‖ =

√
2, se tiene~u2 =

~v2
‖~v2‖ =




1/
√

2
1/
√

2
0


. Porúltimo,

~v
′
3 =~v3− (~v3 ·~u2)~u2 =




2
0
1


− 2√

2




1/
√

2
1/
√

2
0




=




2
0
1


−




1
1
0


 =




1
−1
1


 .

Entonces‖~v′3‖ =
√

3 y ~u3 =




1/
√

3
−1/

√
3

1/
√

3


. Se puede verificar que la nueva base de

B2 es ortonormal observando que~u2 ·~u3 = 0. Tambíen se puede verificar que la
base obtenida paraR3 es ortonormal observando que~u1 ·~u3 = 0 y ~u2 ·~u3 = 0. Por
lo tanto,

Q =



−1/

√
6 1/

√
2 1/

√
3

1/
√

6 1/
√

2 −1/
√

3
2/
√

6 0 1/
√

3


 .

Comodet(Q) =−1, se multiplica la segunda columna por−1 y se tiene

Q =



−1/

√
6 −1/

√
2 1/

√
3

1/
√

6 −1/
√

2 −1/
√

3
2/
√

6 0 1/
√

3


 y QtAQ=




12 0 0
0 6 0
0 0 6


 .

Por lo tanto, (5.63) se puede escribir en términos de las nuevas variablesu, v, w
como~YtD~Y, o sea,

12u2 +6v2 +6w2 (5.64)

donde,

~Y =




u
v
w


 = Qt~X =



−1/

√
6 1/

√
6 2/

√
6

−1/
√

2 −1/
√

2 0
1/
√

3 −1/
√

3 1/
√

3







x
y
z


 . (5.65)
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Si se expresa toda la ecuación dada en (5.62), en forma matricial queda

~XtA~X +K~X−24= 0,

dondeK = [−12 12 60]. Al hacer~X = Q~Y el cambio de variable propuesto
en (5.65), se tiene

K~X =KQ~Y = [−12 12 60]



−1/

√
6 −1/

√
2 1/

√
3

1/
√

6 −1/
√

2 −1/
√

3
2/
√

6 0 1/
√

3







u
v
w




=
[
24
√

6 0 12
√

3
]



u
v
w


 .

Luego, la ecuación cuadŕatica dada en (5.62), se puede escribir como

12u2 +6v2 +6w2 +24
√

6u+12
√

3w = 24.

Al dividir por 6 y completar los cuadrados se obtiene

2
[
u2 +2

√
6u+6

]
+v2 +

[
w2 +2

√
3w+3

]
= 4+12+3

o bien,

2
[
u+

√
6
]2

+v2 +
[
w+

√
3
]2

= 19

Esta ecuación enR3, representa unelipsoidecon centro en
(
−√6,0,−√3

)
.

5.5.3. Rotacíon de ejes enR3

La interpretacíon geoḿetrica dada a las transformaciones ortogonales enR2,
puede generalizarse paraR3. Esto es, si~X = A~Y representa una transformación
ortogonal de coordenadas enR3, entonces las columnas deA est́an dadas por los
cosenos directores de los nuevos ejes de referencia con respecto al viejo sistema de
referencia.

Definición 5.13. Rotación de ejes enR3

Una rotacíon de ejes enR3 es una transformación ortogonal propia que per-

mite pasar a una nueva base a partir de un movimiento rı́gido y continuo de los

vectores base del sistema primitivo, conservando el origen fijo y preservando la

ortogonalidad.
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Teorema 5.13.Rotación de ejes enR3

SeanB = {~e1,~e2,~e3} una base del sistema coordenadoX y B ′
=

{
~e
′
1,~e

′
2,~e

′
3

}

la base correspondiente al sistemaY. Entonces si

~e
′
1 =a1~e1 +a2~e2 +a3~e3

~e
′
2 =b1~e1 +b2~e2 +b3~e3

~e
′
2 =c1~e1 +c2~e2 +c3~e3

las coordenadas(x1,x2,x3) de un punto cualquieraSen el sistemaX y las coorde-

nadas(y1,y2,y3) del mismo punto en el sistemaY, est́an relacionadas como sigue




x1

x2

x3




=




a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3







y1

y2

y3




= P




y1

y2

y3




donde,P es la matriz de transición (o matriz de cambio de base) deB a B ′
.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Cambio de la direccíon de los ejes conservando el mismo origen

Consideremos que el sistema coordenadoX (en R3) es rectangular y tiene
unidades iguales sobre sus tres ejes, lo que significa que~e1, ~e2 y ~e3, que son los
vectores base estándar (unitarios), son perpendiculares entre sı́.

Sea~e
′
1, ~e

′
2 y ~e

′
3 la base ortonormal del sistemaY. Denotemos los productos

puntos entre las dos bases por
ai j =~ei ·~e′j .

Por ejemplo,a1 j =~e1 ·~e′j , a2 j =~e2 ·~e′j y a3 j =~e3 ·~e′j son las tres componentes de

~e
′
j con respecto a la base anterior~e1,~e2,~e3 y podemos poner

~e
′
j =a1 j~e1 +a2 j~e2 +a3 j~e3, j =1,2,3.
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Como~e
′
j es tambíen vector unitario, se tiene que

ai j = coŝ (~ei ,~e
′
j) (5.66)

y

a2
1 j +a2

2 j +a2
3 j =1, j =1,2,3.

Además, como~e
′
1, ~e

′
2, ~e

′
3 son ortogonales por pares, es decir~e

′
i ·~e

′
j = 0, i 6= j, se

llega a,

a1 ja1k +a2 ja2k +a3 ja3k =0, 1≤ j < k≤ 3.

Fórmulas de Euler

Euler estableció unas f́ormulas que permiten fijar la posición del segundo sis-
tema coordenado con relación al primero, empleandóunicamente tres constantes.

SeanX1, X2, X3 los ejes del sistema coordenadoX y representemos porY1, Y2,
Y3 los ejes del sistema de referencia móvil. Se desea definir una transformación
ortogonalY = AX, que exprese las coordenadas(y1,y2,y3) de un punto arbitrario
en t́erminos de sus coordenadas iniciales(x1,x2,x3). Para formular analı́ticamente
esta transformación, se pasará del sistema “viejo”X al “nuevo” Y mediante tres
cambios sucesivos. En cada cambio se asumirá que se tiene en coḿun con el sis-
tema precedente un eje y el plano opuesto. De esta manera no se exigirán ḿas que
las fórmulas correspondientes al cambio de ejes situados en el mismo plano.

1◦. Se obtienen unos nuevos ejesW1, W2, W3 ≡ X3 haciendo girar el plano que
contiene los vectores~e1 y ~e2 del sistemaX un ánguloϕ alrededor del eje
X3, en sentido contrario al de las manecillas del reloj, conservando la ortog-
onalidad. Por el Teorema 5.13, se tiene que las coordenadas de un punto en
ambos sistemas están relacionadas por

x1 =w1cosϕ−w2senϕ,

x2 =w1senϕ+w2cosϕ, (5.67)

x3 =w3.

Al expresar dicha rotación en forma matricial, se obtiene




w1

w2

w3


 =




cosϕ senϕ 0
−senϕ cosϕ 0

0 0 1







x1

x2

x3


 = Aϕ




x1

x2

x3


 .
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2◦. Se generan otros nuevos ejesZ1 ≡W1, Z2, Z3 haciendo girar el plano deter-
minado por los ejesW2 y W3 unánguloθ alrededor del ejeW1, conservando la
ortogonalidad; lo que hará tomar al ejeX3 la posicíonY3 y alW2 la Z2. Por lo
tanto, se deduce por el Teorema 5.13, que las coordenadas de transformación
de un punto, serán

w1 =z1,

w2 =z2cosθ−z3senθ, (5.68)

w3 =z2senθ+z3cosθ.

Si se expresa (5.68) en forma matricial, se obtiene



z1

z2

z3


 =




1 0 0
0 cosθ senθ
0 −senθ cosθ







w1

w2

w3


 = Aθ




w1

w2

w3


 .

3◦. Finalmente, se gira alrededor del ejeZ3 ≡Y3 el plano que contiene a los dos
ejesZ2 y Z3 hasta que forman uńanguloψ, aśı quedaŕaW1 enY1 y Z2 enY2

y por el Teorema 5.13, las coordenadas de un punto en ambos sistemas están
relacionadas por

z1 =y1cosψ−y2senψ,

z2 =y1senψ+y2cosψ, (5.69)

z3 =y3.

Al expresar (5.69) en forma matricial, se obtiene



y1

y2

y3


 =




cosψ senψ 0
−senψ cosψ 0

0 0 1







z1

z2

z3


 = Aψ




z1

z2

z3


 .

La eliminacíon de los sistemas coordenadosW y Z en las ecuaciones (5.67), (5.68)
y (5.69) daŕa la transformación del productoY = AX, mediante la siguiente matriz
de rotacíon enR3

AψAθAϕ =




cosψ senψ 0
−senψ cosψ 0

0 0 1







1 0 0
0 cosθ senθ
0 −senθ cosθ







cosϕ senϕ 0
−senϕ cosϕ 0

0 0 1


 =




cosψcosϕ−senψsenϕcosθ senψcosϕcosθ+senϕcosψ senψsenθ
−senψcosϕ−senϕcosψcosθ cosψcosϕcosθ−senψsenϕ cosψsenθ

senϕsenθ −cosϕsenθ cosθ


 ,
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los ángulosϕ, θ, ψ, deben escogerse en el intervalo
[−π

2 , π
2

]
y se conocen como

ángulos eulerianos. Nótese que el determinante de esta matriz es:

det(AψAθAϕ) =det(Aψ)det(Aθ)det(Aϕ) = 1.

Luego, esta matriz es ortogonal.

La comparacíon de las componentes de la matrizAψAθAϕ con las expresiones
dadas en (5.66) permiten obtener esos nueve cosenos en función de las constantes
ϕ, θ, ψ.

Observaciones
Para determinar lośangulos eulerianosϕ, θ, ψ se comparan las componentes

deQt = [ci j ] con las deAψAθAϕ (donde las columnas deQ son los vectores propios
normalizados de la matriz siḿetrica asociada a la forma cuadrática) y se tiene en
cuenta que

1. Si c33 6= 1, entonces lośangulos eulerianos se pueden determinar de la si-
guiente manera

cosθ =c33, tanψ =
c13

c23
y tanϕ =− c31

c32
.

2. Cuandoc33 = 1, entoncesθ = 0 y la matriz de rotacíon AψAθAϕ, tiene la
forma

AψAθAϕ =




cos(ψ+ϕ) sen(ψ+ϕ) 0
−sen(ψ+ϕ) cos(ψ+ϕ) 0

0 0 1


 ,

en este caso,
tan(ψ+ϕ) =−c21

c11
.

Aqúı, los ángulosψ y ϕ se escogen arbitrariamente.

3. Si la suma de los cuadrados de los elementos de la diagonal principal de la
matriz de rotacíonAψAθAϕ es igual a1. Entonces eĺanguloθ, satisface que

cosθ =
tan2 ϕ+ tan2 ψ√

(sec2 ϕ+sec2 ψ)(sec2 ϕ tan2 ψ+sec2 ψ tan2 ϕ)∓2tanϕ tanψ
.

En este caso, dado que la tangente deπ
2 no est́a definida, cuando uno de los

ángulosϕ ó ψ sea igual a±π
2 , se tiene que

cosθ =





1√
tan2 ψ+sec2 ψ

si ϕ→ (±π
2

)

1√
tan2 ϕ+sec2 ϕ

si ψ→ (±π
2

)
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y si uno de lośangulosϕ ó ψ es igual a cero, entonces

cosθ =





|tanψ|√
1+sec2 ψ

si ϕ = 0

|tanϕ|√
1+sec2 ϕ

si ψ = 0.

Ejemplo 5.19. Determine lośangulos eulerianos de la ecuación cuadŕatica dada

en el Ejemplo 5.17.

Solución
La matriz ortogonal asociada a la forma cuadrática era

Q =



−1/

√
2 1/

√
3 1/

√
6

0 −1/
√

3 2/
√

6
1/
√

2 1/
√

3 1/
√

6


 .

Al comparar las componentes deQt con las deAψAθAϕ se tiene que

cosθ =
1√
6
, tanψ =

√
3
2

y tanϕ =− 1
2
. (5.70)

Se debe escoger una solución de (5.70) para la cual lośangulos eulerianos se en-
cuentren dentro del intervalo

[−π
2 , π

2

]
. En este caso, lośangulosθ, ψ y ϕ valen,

aproximadamente65◦54
′
18,57” ; 50◦46

′
6,53” y −26◦33

′
54,18” .

Ejemplo 5.20. Determine lośangulos eulerianos de la ecuación cuadŕatica dada

en el Ejemplo 5.18.

Solución
La matriz ortogonal asociada a la forma cuadrática era

Q =



−1/

√
6 −1/

√
2 1/

√
3

1/
√

6 −1/
√

2 −1/
√

3
2/
√

6 0 1/
√

3


 .

Si se comparan las componentes deQt con las deAψAθAϕ se tiene que

cosθ =
1√
3
, tanψ =indefinida y tanϕ =1. (5.71)

Se debe escoger una solución de (5.71) para la cual lośangulos eulerianos se en-
cuentren dentro del intervalo

[−π
2 , π

2

]
, en este caso, lośangulosθ, ψ y ϕ valen,

aproximadamente54◦44
′
8,2” ; 90◦ y 45◦
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5.5.4. Clasificacíon de las superficies cúadricas

Para la ecuación general de segundo grado

ax2 +by2 +cz2 +dxy+exz+ f yz+gx+hy+ iz+ j = 0 (5.72)

se definen las siguientes cantidades

A =




a d
2

e
2

d
2 b f

2
e
2

f
2 c


 ,

ω = tr(A),

µ=
3
∑

i=1
Mii (A),

ν = detA,

ρ =det




a d
2

e
2

g
2

d
2 b f

2
h
2

e
2

f
2 c i

2
g
2

h
2

i
2 j


 .

Además, siλ1,λ2,λ3 son los valores propios deA, entonces la ecuación cúadri-
ca (5.72) representa los lugares geométricos (L.G.) siguientes

L.G.





ν 6= 0





ρ
ν
6= 0(ρ

ν
< 0

)





λ1 > 0,λ2 > 0,λ3 > 0 Un elipsoide

λ1 > 0,λ2 > 0,λ3 < 0 Un hiperboloide de una hoja

λ1 > 0,λ2 < 0,λ3 < 0 Un hiperboloide de dos hojas

λ1 < 0,λ2 < 0,λ3 < 0 Conjunto vaćıo

ρ
ν

= 0

{
λ1,λ2,λ3 tienen el mismo signo. Un punto

λ1,λ2,λ3 tienen signos distintos. Un cono

ν = 0

(λ3 = 0)





I = 0





ρ
ν
6= 0





λ1 > 0,λ2 > 0 Un cilindro el ı́ptico

λ1 > 0,λ2 < 0 Un cilindro hiperb ólico

λ1 < 0,λ2 < 0 Conjunto vaćıo

ρ
ν

= 0

{
λ1λ2 > 0 Una recta

λ1λ2 < 0 Dos planos que se cortan

I
′ 6= 0

{
λ1λ2 > 0 Un paraboloide eĺıptico

λ1λ2 < 0 Un paraboloide hiperbólico

ν = 0

(λ1 6= 0)





I
′
= 0 y H

′
= 0

{ ρ
ν

λ1 > 0 Conjunto vaćıo
ρ
ν

λ1 < 0 Dos planos paralelos
ρ
ν
6= 0 y/o H

′ 6= 0 Un cilindro parab ólico.

Tambíen, puede ser clasificada teniendo en cuenta la inercia de la matriz simétrica
A como sigue:

Identificación de las superficies cúadricas

Inercia Nombre de la superficie
In(A) = (3,0,0) Elipsoide
In(A) = (2,1,0) Hiperboloide de una hoja
In(A) = (1,2,0) Hiperboloide de dos hojas
In(A) = (2,0,1) Paraboloide elı́ptico
In(A) = (1,1,1) Paraboloide hiperb́olico
In(A) = (1,0,2) Cilindro parab́olico
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Ejercicios 5.4.

1. Determine la sección ćonica y elángulo de rotación para

a. 4x2 +4xy+y2 = 9. b. 36x2 +9y2 +4z2−36= 0.

c. x2 +8xy+16y2−4x+16y =−7. d. x2 +2xy+y2 +2x+2y =−1.

e. 4x2−20xy+25y2 +4x−10y =−1. f . 4x2−4xy+y2−6x+3y = 4.

g. 9x2−24xy+16y2−20x+110y = 50.

h. 6x2 +3y2−2z2 +12x−18y−8z=−7.

i. 7x2 +7y2 +10z2−2xy−4xz+4yz−12x+12y+60z= 24.

j. 2x2 +2y2 +5z2−4xy+2xz−2yz+10x−26y−2z= 0.

2. SeaA la representación matricial de la ecuación cuadŕatica (5.50) conf 6= 0.

Seanλ1 y λ2 los valores propios deA. Demuestre que la curva que descri-

be (5.50) es

a. Una hiṕerbola siλ1λ2 < 0. b. Un par de rectas siλ1λ2 = 0.

c. Un circulo, elipse o sección ćonica degenerada siλ1λ2 > 0.

5.6. Clasificacíon de las formas cuadŕaticas

En esta sección se clasifican las formas cuadráticas seǵun sus valores posibles.
Una forma cuadŕaticaF : Rn → R es una funcíon de valor real con dominio en
Rn. Luego, se pueden distinguir varias clases importantes de formas cuadráticas de
acuerdo a los valores que estas asumen para diferentes~X, dichos ńumeros reales
pueden ser mayores que, menores que o iguales a 0. Obviamente si el vector~X =~0
el valor siempre será 0, por lo tanto no se tendra en cuenta este vector. Por otra
parte, si la matrizA es nulaF(~X) siempre daŕa el valor cero.
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Definición 5.14.

DadaF(~X) = ~XtA~X conA 6= O simétrica, se dice que es

1. Definida positivasi F(~X) > 0 para todo~X distinto de cero enRn,

2. Semidefinida positivasi F(~X)≥ 0 para todo~X enRn,

3. Definida negativasi F(~X) < 0 para todo~X distinto de cero enRn,

4. Semidefinida negativasi F(~X)≤ 0 para todo~X enRn,

5. Indefinida si F(~X) asume ambos valores positivos y negativos.

La matriz siḿetrica asociadaA, se denominadefinida positiva, semidefinida po-

sitiva, definida negativa, semidefinida negativa o indefinidaseǵun sea la forma

cuadŕaticaF(~X) que define.

Teorema 5.14.SeaA una matriz siḿetrica de tamãno n× n. Entonces la forma

cuadŕaticaF(~X) = ~XtA~X es

1. Definida positiva si y śolo si todos los valores propios deA son positivos.

2. Definida negativa si y śolo si todos los valores propios son negativos.

3. Indefinida si y śolo siA tiene valores propios positivos y negativos.

Demostracíon

1. SeaA definida positiva, seaλ un valor propio deA; sea~X un vector propio
deA asociado aλ. Calculemos

~XtA~X = ~Xtλ~X = λ~Xt~X.

Por consiguiente,λ = ~XtA~X
~Xt~X

es positivo puesto que esta es una razón de dos
números positivos.
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Las otras quedan como ejercicio para el lector.

Ejemplo 5.21.SeaF(~X)= 3x2
1+3x2

2+2x1x2. Determine que clase de forma cuadrática

es.

Solución
En el Ejemplo 5.11 se obtuvo que los valores propios de la matriz asociada a la

formaF(~X) eran 2 y 4. Por lo tanto, dicha forma cuadrática es definida positiva.

Ejemplo 5.22.DadaF(~X)= 2x2
1+4x1x2−x2

2, determine la clase de forma cuadrática

que es.

Solución
En el Ejemplo 5.14, se obtuvo que los valores propios de la matriz asociada a

la formaF(~X) eran -2 y 3. Por lo tanto, dicha forma cuadrática es indefinida.

Teorema 5.15.SeaF : V → R una forma cuadrática en el espacio vectorialV de

dimensíon finita n. La formaF(~X) se dice que es definida positiva si y sólo si

A = [ai j ] la matriz asociada a la formaF(~X) tiene la propiedad de que todos los

determinantes de sus submatrices angulares son positivos.

Demostracíon
La demostracíon se haŕa por induccíon sobren. Paran = 1 la forma cuadŕatica

F(~X) esta dada por
F(~X) = [x][a][x] = ax2,

en dondeA = [a]. El teorema afirma en este caso que la formaF(~X) es definida
positiva si y śolo sia > 0, lo cual es claro.

Por el Teorema 5.8 la matrizA= [a] se transforma en la matrizQtAQ, en donde
Q es una matriz cuadrada de tamaño 1×1 no singular, esto es,Q = [q],q 6= 0. De
esta manera,

QtAQ= [q][a][q] = aq2,

en tal caso siendoa > 0 y q 6= 0, se tiene queaq2 > 0, aśı que la afirmacíon del
teorema no depende de la base considerada enV, para el cason = 1.

Supongamos entonces que el teorema es válido paran = k−1 y veamos si se
cumple paran = k.
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Se demostrará primero que si la formaF(~X) es definida positiva, entonces
los determinantes∆1,∆2, . . .∆k son positivos. Dado que la formaF(~X) se puede
escribir como

F(~X) =
k

∑
i=1

k

∑
j=1

ai j xix j =
k

∑
i=1

aii x
2
i +2

k−1

∑
i=1

k

∑
j=i+1

ai j xix j ,

esta se puede reescribir de la siguiente manera

F(~X) =
k−1

∑
i=1

aii x
2
i +2

k−1

∑
i=1

k

∑
j=i+1

ai j xix j +akkx
2
k. (5.73)

SeaW un subespacio deV de dimensíon k− 1 y consid́ereseF∗ : W → R una
forma cuadŕatica enW tal que

F∗(~X) =
k−1

∑
i=1

k−1

∑
j=1

ai j xix j .

En efecto, la formaF∗(~X) es definida positiva. Supóngase lo contrario, entonces
existe un vector~X∗ ∈ W, digamos~X∗ = (x1,x2, . . . ,xk−1) tal que F∗(~X∗) ≤ 0.
Formemos el vector~X ∈V como~X = (x1,x2, . . . ,xk−1,0) y evaluemosF(~X), seǵun
la expresíon (5.73) se obtiene queF(~X)≤ 0, lo cual contradice la hiṕotesis de que
la formaF(~X) es definida positiva.

Por lo tanto, seǵun la hiṕotesis de inducción los determinantes de las submatri-
ces angulares de la matriz de la formaF∗(~X) son positivos.́Estos son:∆1,∆2, . . .∆k−1.
Falta probar queδk es tambíen positivo.

Pero por el Teorema 5.8 la matrizA asociada a la formaF(~X) mediante el
empleo de una matriz no singularQ se transforma en la matriz

D = QtAQ,

al tomar el determinante de las matrices en estaúltima expresíon se obtiene

det(D) = det(QtAQ) = det(Qt)det(A)det(Q) = det(A) [det(Q)]2 .

Pero comodet(Q) 6= 0 y det(D) =
k
∏
i=1

λi , se tiene que

det(A) =
1

[det(Q)]2
det(D) =

1
[det(Q)]2

k

∏
i=1

λi > 03.

3Véase Teorema 5.14
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Se ha probado ası́ que∆k = det(A) > 0, como se querı́a.
Se deja como ejercicio para el lector demostrar que si los determinantes∆1,∆2, . . .∆k

de alguna matriz (arbitraria pero fija) asociada a la forma cuadráticaF(~X) son pos-
itivos, entonces la formaF(~X) es definida positiva.

Ejemplo 5.23. Determine si la siguiente forma cuadrática es definida positiva

F(x,y,z) = 2x2 +5y2 +2z2 +4xy+2xz+4yz.

Solución
Seǵun el Ejemplo 5.17, la matriz asociada a la forma cuadrática es

A =




2 2 1
2 5 2
1 2 2


 .

Luego los determinantes de las submatrices angulares son

∆1 = det(A[1]) =
∣∣2∣∣ = 2 > 0, ∆2 =det(A[2]) =

∣∣∣∣
2 2
2 5

∣∣∣∣ = 6 > 0 y

∆3 = det(A[3]) =

∣∣∣∣∣∣

2 2 1
2 5 2
1 2 2

∣∣∣∣∣∣
= 7 > 0

Como los tres determinantes∆1,∆2,∆3 son positivos, se concluye, por el Teore-
ma 5.15, que la forma cuadráticaF(~X) es definida positiva.

Corolario 5.15.1. La forma F : V → R es definida negativa si y sólo si ∆1 <

0,∆2 > 0,∆3 < 0, . . . Es decir, si los determinantes∆1,∆2, . . .∆n alternan sus signos,

comenzando con∆1 < 0.

Demostracíon
Es claro que la formaF : V → R dada por

F(~X) = ~XtA~X

es definida negativa si y sólo si la forma−F : V → R

−F(~X) = ~Xt(−A)~X
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es definida positiva. Según el Teorema 5.15 se debe tener entonces, que los deter-
minantes

∆1 =
∣∣−a11

∣∣ , ∆2 =
∣∣∣∣
−a11 −a12

−a21 −a22

∣∣∣∣ , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

−a11 −a12 −a13

−a21 −a22 −a23

−a31 −a32 −a33

∣∣∣∣∣∣
, . . . ,

∆n = (−1)ndet(A) deben ser positivos. Es decir, que

∆1 =det[−a11] =−det[a11] > 0

∆2 =
∣∣∣∣
−a11 −a12

−a21 −a22

∣∣∣∣ = (−1)2

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ > 0

∆3 =

∣∣∣∣∣∣

−a11 −a12 −a13

−a21 −a22 −a23

−a31 −a32 −a33

∣∣∣∣∣∣
= (−1)3

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
> 0

y aśı sucesivamente, lo que prueba el corolario.

Teorema 5.16.La suma de dos cualesquiera matrices definidas positivas del mis-

mo tamãno es definida positiva. Ḿas generalmente, cualquier combinación lineal

no negativa de matrices semidefinidas positivas es semidefinida positiva.

Demostracíon
SeanA y B matrices semidefinidas positivas, seanα, β ≥ 0. Si se denotaC =

αA+βB y se calcula

~XtC~X =~Xt(αA+βB)~X = α(~XtA~X)+β(~XtB~X)≥ 0, ∀~X ∈ Cn.

El caso de ḿas de dos sumandos es tratado en el mismo sentido. Si los coeficientes
α y β son positivos y siA y B son matrices definidas positivas y además~X 6=
~0, entonces cada término en la suma es positivo. Ası́ una combinacíon lineal de
matrices definidas positivas es definida positiva.

Teorema 5.17.Si A es una matriz siḿetrica definida positiva de tamaño n× n,

entonces cualquier submatriz principal deA es definida positiva.

Demostracíon
SeaK un subconjunto propio de{1,2, . . . ,n} y denotemos porA(K) la matriz

resultante de eliminar las filas y columnas complementarias a las indicadas porK
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de la matrizA. EntoncesA(K) es una submatriz principal deA. Nótese que todas
las submatrices se pueden obtener de esta manera; el númerodet[A(K)] es un menor
de A. Sea~X ∈ Cn un vector no nulo con entradas arbitrarias en las componentes
indicadas porK y cero en las otras entradas. Denotando por~X(K) el vector que se
obtiene de eliminar las componentes nulas de~X y obśervese que

~XH
(K)A(K)~X(K) = ~XHA~X > 0.

Puesto que~X(K) 6=~0 es arbitrario, esto significa queA(K) es definida positiva.

Teorema 5.18.La traza, el determinante y todos los menores principales de una

matriz siḿetrica definida positiva son positivos.

Demostracíon
SeaA ∈ Mn×n una matriz siḿetrica definida positiva; luego, por el Teore-

ma 2.17 se sabe que la traza y el determinante son respectivamente la suma y el
producto de los valores propios, los cuales por el Teorema 5.14 son todos positivos.
La otra parte del teorema se obtiene del Teorema 5.17.

Ejemplo 5.24. Determine si la siguiente forma cuadrática es definida positiva veri-

ficando si la matriz asociada a la forma cumple las condiciones del teorema anterior

F(x,y,z) = 2x2 +5y2 +2z2 +4xy+2xz+4yz.

Solución
Seǵun el Ejemplo 5.17, la matriz asociada a la forma cuadrática es

A =




2 2 1
2 5 2
1 2 2


 .

La tr(A) = 9 > 0, det(A) = 7 > 0 y los determinantes de algunos menores son

det(M33) =
∣∣∣∣
2 2
2 5

∣∣∣∣ = 6, det(M22) =
∣∣∣∣
2 1
1 2

∣∣∣∣ = 3.

Por lo tanto, la forma cuadrática dada si es definida positiva.
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Teorema 5.19.SeaA ∈ Mm×m definida positiva yP ∈ Mm×n, entoncesPtAP es

semidefinida positiva. Adeḿas,ρ(PtAP) = ρ(P), aśı quePtAPes definida positiva

si y śolo siP tiene rangon.

Demostracíon
Es claro quePtAPes siḿetrica. Para cualquier~X ∈ Cn se tiene que

~XtPtAP~X =~YtA~Y ≥ 0

donde~Y = P~X y la desigualdad se sigue porqueA es definida positiva. Ası́ que
PtAPes semidefinida positiva. Obsérvese que~XtPtAP~X > 0 si y śolo siP~X 6=~0 ya
queA es definida positiva.

Supongamos queP~X =~0, entonces obviamentePtAP~X =~0. Rećıprocamente,
si PtAP~X =~0, entonces~XtPtAP~X = 0 y usando el hecho de queA es definida
positiva se concluye queP~X =~0. Por lo tanto,PtAP~X =~0 si y śolo si P~X =~0 lo
cual significa quePtAP y P tienen el mismo espacio nulo (y por lo tanto también
tienen el mismo rango).

Ejercicios 5.5.

1. Muestre que las entradas de la diagonal de una matriz simétrica definida

positiva son ńumeros reales positivos.

2. Muestre que los valores propios, traza, determinante y menores principales

de una matriz semidefinida positiva son todos no negativos.

3. Muestre que siA∈M2×2 es definida positiva, entoncesa11a22 > |a12|2.

4. Si A es de tamãnom×n de rangon< m, muestre queAtA es definida positiva

y queAAt es semidefinida positiva.

5. Si A es de tamãnom×n de rangok < mı́n{m,n}, muestre queAtA y AAt son

semidefinidas positivas.



Caṕıtulo 6

Formas herḿıticas

En el caṕıtulo anterior se desarrolló la teoŕıa para formas cuadráticas con matriz
asociada siḿetrica real. En este capı́tulo se consideran formas cuadráticas pero
con matriz asociada compleja. Se estudia el casocomplejoindependientemente del
casoreal, ya que si se asume~X ∈ C2 y se obtiene la expresión ‖~X‖2 = ~Xt~X, de
manera ańaloga al producto escalar estándar deR2, se llega a resultados ilógicos.
Por ejemplo, para el vectorno nulo~X = (a,bi), se tiene que

~Xt~X = a2 +b2i2 = a2−b2

este producto puede ser cero sia = b ó a =−b, hecho que contradice la propiedad
(v) del producto escalar estándar enRn (ver Caṕıtulo 1). Este hecho induce a la
redefinicíon de formas cuadráticas para el caso complejo.

6.1. Forma herḿıtica

Definición 6.1. Forma sesquilineal

SeaV un espacio vectorial de dimensión finita sobre el cuerpo complejoC.

Una forma sesquilineal es una funcióng : V×V→ C tal que

(i) g(α~u1 +β~u2,~v) = αg(~u1,~v)+βg(~u2,~v)

(ii) g(~u,α~v1 +β~v2) = αg(~u,~v1)+βg(~u,~v2)

259
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dondeα,β ∈ C y~ui ,~v j ∈ V.

Como en la definicíon 5.1, la condicíon (ii) se interpreta como queg es lineal
en la segunda variable. Por otra parte, expresamos la condición (i) diciendo queg
eslineal conjugadaen la primera variable. En el resto de esta sección se omitiŕa el
adjetivo “sesquilineal”, salvo que sea importante tenerlo en cuenta.

Definición 6.2. Seag : V×V→ C una forma sobreV, entoncesg eshermı́tica,

si para todo~v, ~w∈ V, se cumple que

g(~v,~w) = g(~w,~v). (6.1)

Ejemplo 6.1. Seag : Cn×Cn → R definida por

g
(
~X,~Y

)
= ~XHA~Y

donde~X y~Y ∈ Cn y A es una matriz hermitiana. Verifique si la aplicacióng define

una forma herḿıtica sobreCn.

Solución

(i) Para todo~X1, ~X2 y~Y ∈ Cn se tiene que

g
(
~X1 +~X2,~Y

)
=

(
~X1 +~X2

)H
A~Y =

(
~XH

1 +~XH
2

)
A~Y

=~XH
1 A~Y +~XH

2 A~Y = g
(
~X1,~Y

)
+g

(
~X2,~Y

)
.

(ii) Para todoβ ∈ C, ~X y~Y ∈ Cn se tiene que

g
(
~X,β~Y

)
=~XHA

(
β~Y

)
= β~XHA~Y

=β~XHA~Y = βg
(
~X,~Y

)

Aśı, la aplicacíong es lineal en la segunda variable. Además,

g
(
~X,~Y

)
=

(
~XHA~Y

)
=

(
~XHA~Y

)t
=~YHAH~X =~YHA~X = g

(
~Y,~X

)

Por lo tanto,g es una forma herḿıtica sobreCn.
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Teorema 6.1. SeanV un espacio vectorial complejo yg una forma sesquilineal

sobreV tal queg(~u,~u) sea real para todo~u∈ V. Entoncesg es herḿıtica.

Demostracíon
Sean~u,~v∈ V y g una forma sesquilineal sobreV tal queg(~u,~u) sea real para

todo~u∈ V. Se debe probar queg(~u,~v) = g(~v,~u). En efecto,

g(~u+~v,~u+~v) = g(~u,~u)+g(~u,~v)+g(~v,~u)+g(~v,~v).

Como por hiṕotesisg(~u+~v,~u+~v), g(~u,~u) y g(~v,~v) son reales, el ńumerog(~u,~v)+
g(~v,~u) es real. De manera análoga se tiene

g(~u+ i~v,~u+ i~v) = g(~u,~u)+ ig(~u,~v)− ig(~v,~u)+g(~v,~v).

Por el mismo razonamiento anterior, vemos queig(~u,~v)− ig(~v,~u) es real. Al con-
cluir que estos dos números son reales, se pueden igualar sus complejos conjugados
y se obtiene

g(~u,~v)+g(~v,~u) =g(~u,~v)+g(~v,~u) (6.2)

ig(~u,~v)− ig(~v,~u) =− ig(~u,~v)+ ig(~v,~u). (6.3)

Al multiplicar (6.3) por(−i) y sumarle (6.2), se llega a

2g(~u,~v) = 2g(~v,~u).

Teorema 6.2. SeaV un espacio vectorial de dimensión finita sobre los ńumeros

complejos. Seag una forma hermitiana sobreV. Entonces, existe una matrizúnica

hermitianaA, tal que para todo~u,~v∈ V,

gA(~u,~v) =~uHA~v. (6.4)

Demostracíon
La prueba es completamente análoga a la del Teorema 5.1 y se deja como

ejercicio al lector.

Teorema 6.3. Identidad de polarización

Seag una forma hermitiana sobre un espacio vectorial complejoV, entonces

para todo~u,~v∈ V se cumple que

gA(~u+~v,~u+~v)−gA(~u−~v,~u−~v) = 2[gA(~u,~v)+gA(~v,~u)] . (6.5)
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Demostracíon
La verificacíon de esta identidad se hace en forma trivial, solo desarrollando el

miembro izquierdo que aparece en (6.5).

Teorema 6.4.SeaV como antes. Sig es una forma hermitiana tal quegA(~v,~v) = 0

para todo~v∈ V, entoncesA = O

Demostracíon
Por el Teorema 6.3, para todo~u,~v∈ V, se tiene que:

gA(~u+~v,~u+~v)−gA(~u−~v,~u−~v) = 2[gA(~u,~v)+gA(~v,~u)] .

Luego, sig es tal quegA(~v,~v) = 0 para todo~v ∈ V, el miembro izquierdo de la
identidad de polarización, es igual a 0, de donde se obtiene que

gA(~u,~v)+gA(~v,~u) = 0, (6.6)

para todo~u,~v∈ V. Si se reemplaza~u por i~u, entonces se tiene que

gA(i~u,~v)+gA(~v, i~u) =−igA(~u,~v)+ igA(~v,~u) = 0.

Aśı,
−gA(~u,~v)+gA(~v,~u) = 0. (6.7)

Si se restan las relaciones (6.6) y (6.7), se obtiene

2gA(~u,~v) = 0.

Por lo tantogA(~u,~v) = 0. De dondeA = O. Como se querı́a demostrar.

Teorema 6.5.Una matriz complejaAde tamãnon×n representa una forma hermı́tica

si y śolo si es una matriz hermitiana.

Demostracíon
Suṕongase queA es hermitiana. Como para todo~X, ~Y ∈ Cn, la matriz~XHA~Y

es una matriz de1×1, es decir, un elemento deR, entonces es igual a su propia
traspuesta conjugada. Por lo tanto,

~XHA~Y =
(
~XHA~Y

)t
=~YtAt~X =~YHAH~X =~YHA~X

aśı queA representa una forma hermitiana.
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Rećıprocamente, suṕongase queA representa una forma hermı́tica; es decir,

gA(~X,~Y) = gA(~Y,~X), (6.8)

para todo~X, ~Y ∈ Cn. Como

gA(~Y,~X) =~YHA~X =
(
~YHA~X

)t
= ~XHAH~Y, (6.9)

Al comparar (6.8) y (6.9), se tiene que

gA(~X,~Y) = ~XtA~Y = ~XtAH~Y. (6.10)

Como (6.10) se cumple para todo~X, ~Y ∈ Cn, se concluye queA = AH , es decir,A
es hermitiana.

6.2. Forma cuadŕatica compleja

En esta sección se estudian las formas cuadráticasF(~X) = ~XHA~X, en dondeA
es una matriz compleja de tamaño n×n y la variable~X se escoge enCn. Como en
la pŕactica, generalmente uno sólo se preocupa de las formas cuadráticasF(~X) =
~XHA~X que tomanúnicamente valores reales, en este apartado se asumirá que la
matriz A asociada a la forma es hermitiana. Cabe notar que en los casos en que
F(~X) es compleja, por lo general sólo se puede estudiar la parte real deF(~X).

Definición 6.3. Forma cuadrática compleja

SeaV un espacio vectorial de dimensión finita sobre los ńumeros complejos.

Seag : V×V→ R una forma herḿıtica sobreV. Entonces unaforma cuadŕatica

herḿıtica o forma cuadŕatica complejadeterminada porg es una funcíonF : V→
R, tal que

F(~v) = gA(~v,~v) =~vHA~v. (6.11)

La matrizA se llama larepresentacíon matricial de la forma cuadrática com-

pleja.
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Ejemplo 6.2. Producto herḿıtico cańonico

SeaV = Cn y considere la forma cuadrática compleja determinada por el pro-

ducto escalar sobreCn,

F(~v) = |z1|2 + |z2|2 + . . .+ |zn|2,

donde|zi |2 = zizi . Exprese esta forma cuadrática compleja como~vHA~v.

Solución
Vamos a determinar la matriz complejaA = (ai j ) de la forma herḿıtica g, de

tal forma que

F(~v) =~vHA~v =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

ai j zizj . (6.12)

Es decir, se quiere encontrar los valores deai j , de manera que

n

∑
i=1

n

∑
j=1

ai j zizj =
n

∑
i=1

|zi |2.

Como la matrizA es hermitiana,ai j = a ji . Por lo tanto, la forma cuadrática com-
pleja dada en (6.12) se puede expresar como

n

∑
i=1

n

∑
j=1

ai j zizj =
n

∑
i=1

aii |zi |2 +
n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

ai j zizj +
n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

ai j zizj , (6.13)

si se comparan términos se establecen las siguientes relaciones

n

∑
i=1

aii |zi |2 =
n

∑
i=1

|zi |2 y
n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

ai j zizj +
n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

ai j zizj =0.

Pero como en la funciónF(~v) no aparecen términos de la formazizj , entonces

ai j =
{

1 si i = j
0 si i 6= j.

Luego,A = In y por lo tanto,F(~v) se puede expresar como~vH In~v.

Ejemplo 6.3. SeaV= C3 y F(~X) = |x1|2− ix1x2 + ix2x1−x1x3−x3x1−2ix2x3 +

2ix3x2. Exprese esta forma hermı́tica como~XHA~X.
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Solución
Si se utiliza el resultado obtenido en (6.13) paran = 3, se tiene que

~XHA~X =
3

∑
i=1

aii |xi |2 +
2

∑
i=1

3

∑
j=i+1

ai j xix j +
2

∑
i=1

3

∑
j=i+1

ai j xix j .

Al resolver esta suma y comparar losai j con los coeficientes de la función F(~X),
se obtiene la matriz

A =




1 −i −1
i 0 −2i
−1 2i 0


 ,

la cual permite expresar aF(~X) de la forma~XHA~X.

6.3. Diagonalizacíon de una forma herḿıtica

Teorema 6.6.

SeaF(~X) una forma cuadrática compleja asociada a una matriz hermı́tica A.

SeaL una matriz compleja triangular inferior tal queA se pueda factorizar como

LDLH . Entonces el cambio de coordenadas

~Z = LH~X, (6.14)

transforma a~XHA~X en~ZHD~Z.

Demostracíon
La matrizA asociada a la forma, se puede factorizar como

A = LDU.

ComoA es herḿıtica, por el Teorema 3.5,U = LH . Por lo tanto,

~XHA~X =~XH (
LDLH)

~X puesto queA = LDLH

=
(
~XHL

)
D

(
LH~X

)

=
(

LH~X
)H

D
(

LH~X
)

=~ZHD~Z puesto que~Z = LH~X.
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Aśı, queda probado el teorema.

A continuacíon se presenta una versión de este ḿetodo de diagonalización.

Procedimiento para diagonalizar una forma herḿıtica

i) Halle la matriz de coeficientes hermı́ticaA asociada aF(~X).

ii) Obtenga la descomposición LDLH de A, sin efectuar intercambios
de filas que destruyan el hecho de queai j = a ji y con elementos
en D = diag{d11,d22, . . . ,dnn}, tales quedii ∈ R no necesariamente
distintos de cero. Adeḿas,det(L) = 1.

iii ) Transforme aF(~X) end11|z1|2+d22|z2|2+ . . .+dnn|zn|2, bajo el cam-
bio de coordenadas~Z = LH~X.

Ejemplo 6.4. Considere la ecuación cuadŕatica compleja

|x1|2− ix1x2 + ix2x1−x1x3−x3x1−2ix2x3 +2ix3x2 = 9 (6.15)

encuentre una diagonalización para esta forma hermı́tica, usando el ḿetodo de-

scrito anteriormente.

Solución
En el Ejemplo 6.3, se obtuvo que la forma cuadrática herḿıtica asociada

|x1|2− ix1x2 + ix2x1−x1x3−x3x1−2ix2x3 +2ix3x2,

se puede expresar matricialmente como

~XHA~X = [x1 x2 x3]




1 −i −1
i 0 −2i
−1 2i 0







x1

x2

x3


 (6.16)

La factorizacíonLDLH de la matriz asociada a la forma hermı́tica es



1 −i −1
i 0 −2i
−1 2i 0


 =




1 0 0
i 1 0
−1 −i 1







1 0 0
0 −1 0
0 0 0







1 −i −1
0 1 i
0 0 1


 .
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de modo que

F(~X) =~XH




1 −i −1
i 0 −2i
−1 2i 0


~X = ~XH




1 0 0
i 1 0
−1 −i 1







1 0 0
0 −1 0
0 0 0







1 −i −1
0 1 i
0 0 1


~X.

Si se hace

~Z =




z1

z2

z3


 = LH~X =




1 −i −1
0 1 i
0 0 1


~X.

Nótese quedet(L) = 1. Por lo tanto, el cambio de variables

z1 =x1− ix2−x3, z2 =x2 + ix3 y z3 = x3,

permite reescribir aF(~X) de la siguiente manera,

F(~Z) = |z1|2−|z2|2 = 9.

Teorema 6.7.Teorema de los ejes principales

SeaF(~X) una forma herḿıtica asociada a una matriz hermitianaA con valores

propios (no necesariamente distintos)λ1,λ2, . . . ,λn. SeaU una matriz unitaria que

diagonaliza aA. Entonces el cambio de coordenadas

~X = U~Z (6.17)

transforma a~XHA~X en~ZHU~Z, dondeD = UHAU = diag{λ1,λ2, . . . ,λn}.
Demostracíon

La demostracíon consiste en un cálculo directo

~XHA~X =(U~Z)HA(U~Z) puesto que~X = U~Z

=(~ZH UH)A(U~Z)

=~ZH(UHAU)~Z =~ZHD~Z puesto queU diagonaliza aA
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A continuacíon se presentan los pasos a seguir para determinar la diagonalización
de una forma hermitiana mediante este método.

Procedimiento para diagonalizar una forma herḿıtica

i) Halle la matriz de coeficientes hermitianaA asociada aF(~X).

ii) Encuentre los valores propios (no necesariamente distintos),
λ1,λ2, . . . ,λn deA.

iii ) Encuentre una base ortonormal paraCn formada por los vectores pro-
pios normalizados deA.

iv) Forme la matrizU cuyas columnas sean los vectores de la base halla-
da en el pasoiii ) en el orden correspondiente al listado de los valores
propios en el pasoii). La transformacíon~X = U~Z es una “rotación”
si |det(U)|= 1.

v) Transforme aF(~X) enλ1|z1|2 +λ2|z2|2 + . . .+λn|zn|2.

Ejemplo 6.5. Considere la ecuación cuadŕatica compleja dada en el Ejemplo 6.4.

Determine la “superficie” cuadrática obtenida al eliminar los términos de productos

cruzados.

Solución
Haciendo referencia al Ejemplo 4.4, se tiene que la matrizA asociada a la forma

cuadŕatica compleja es diagonalizable mediante la matriz unitaria

U =




2/
√

6 1/
√

3 0
−i/

√
6 i/

√
3 1/

√
2

1/
√

6 −1/
√

3 −i/
√

2


 .

Luego,

UHAU =




0 0 0
0 3 0
0 0 −2


 .

Por consiguiente, (6.16) se puede escribir en términos de las nuevas variables
z1,z2,z3 como~ZHD~Z, es decir,

3|z2|2−2|z3|2 = 9, (6.18)
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donde

~Z =




z1

z2

z3


 = UH~X =




2/
√

6 i/
√

6 1/
√

6
1/
√

3 −i/
√

3 −1/
√

3
0 1/

√
2 i/

√
2







x1

x2

x3


 (6.19)

reescribiendo (6.18), se obtiene

1
3
|z2|2− 1

9/2
|z3|2 = 1,

lo cual corresponde a la ecuación de una “hiṕerbola” sobre los ejesz2 y z3.

Definición 6.4. Forma Polar de una forma hermitiana

DadaF una forma cuadrática compleja, se puede obtener una forma hermı́tica

g deF de acuerdo con la siguiente identidad llamada laforma polardeg:

g(~u,~v) =
1
4

[F(~u+~v)−F(~u−~v)]+
ı
4

[F(~u+ ı~v)−F(~u− ı~v)] (6.20)

6.4. Clasificacíon de formas cuadŕaticas complejas

Definición 6.5. Una forma cuadŕatica complejaF(~X) = ~XHA~X conA 6= O, es

1. Definida positivasi F(~X) > 0 para todo~X distinto de cero enCn,

2. Definida negativasi F(~X) < 0 para todo~X distinto de cero enCn,

3. Indefinida si F(~X) asume ambos valores positivos y negativos,

4. Semidefinida positivasi F(~X)≥ 0 para todo~X enCn,

5. Semidefinida negativasi F(~X)≤ 0 para todo~X enCn.

La matriz hermitiana asociadaA, se denominadefinida positiva, semidefinida po-

sitiva, definida negativa, semidefinida negativa o indefinidaseǵun sea la forma

cuadŕatica complejaF(~X) que define.



270 CAPÍTULO 6. FORMAS HERḾITICAS

Ejemplo 6.6. Verifique si la forma herḿıtica dada en el Ejemplo 6.2, es definida

positiva.

Solución
La formaF(~v) dada en el Ejemplo 6.2, es definida positiva ya que, para todo

~u 6= 0,

F(~v) =~vH~v =
n

∑
i=1

zizi =
n

∑
i=1

|zi |2 > 0

donde~vH = (z1,z2, . . . ,zn)t y zi ∈ C.

6.5. Orden parcial entre matrices

Dadas dos matrices, además de combinarlas haciendo operaciones entre ellas
(suma, resta, multiplicación), las podemos comparar para ordenarlas o clasificarlas.
Una comparación que surgío en secciones anteriores fue ver si eran semejantes. En
esta sección se hablaŕa de un orden “parcial” entre matrices semidefinidas positi-
vas.

Definición 6.6. Orden entre matrices

SeanA y B matrices hermitianas de tamañon×n. Se escribeA< B si la matriz

A−B es semidefinida positiva. Similarmente,AÂ B significa que la matrizA−B

es definida positiva.

Teorema 6.8.Si A, B son matrices hermitianas de tamañon×n, entonces

A <B implica que THAT <THBT

para todaT ∈Mnn.

Demostracíon
Si A−B es semidefinida positiva, entonces~YH (A−B)~Y ≥ 0 para todo~Y ∈

Cn. Aśı, ~XH
(
THAT−THBT

)
~X =

(
T~X

)H
(A−B)

(
T~X

)
≥ 0 para todo~X ∈Cn lo

cual, a su vez, significa queTHAT < THBT.
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Corolario 6.8.1. Si A, B son matrices de tamañon×n definidas positivas, entonces

a) A < B si y śolo siB−1 < A−1.

b) Si A < B, entoncesdetA≥ detB y tr(A)≥ tr(B) y

c) Si A < B, entoncesλk(A)≥ λk(B) para todok = 1,2, . . . ,n si los respectivos

valores propios se colocan en el mismo orden (creciente o decreciente).

Ejemplo 6.7. Dadas las siguientes matrices

A =




7 1 2

1 7 2

2 2 10




y B =




2 2 1

2 5 2

1 2 2




muestre queA es ḿas positiva queB.

Solución
Primero se obtiene la matrizC = A−B,

C =




5 −1 1
−1 2 0
1 0 8




los valores propios de esta matriz son

λ1 =5, λ2 =5+
√

11, λ3 =5−
√

11

como todos los valores propios son positivos entoncesC es definida positiva y por
lo tanto,A es ḿas positiva queB.

Ejercicios 6.1.

1. Reduzca las siguientes formas complejas a una forma diagonal

a) 2|x1|2 +(1− i)x1x2 +(1+ i)x2x1 +3|x2|2 = 4

b) |x1|2− ix1x2 + ix2x1 +x1x3 +x3x1− ix2x3 + ix3x2−2|x3|2 = 5
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2. Considere las matrices asociadas a cada una de las formas cuadráticas com-

plejas del ejercicio 1. ¿Determine qué tipo de matrices son? (definida positiva

o definida negativa).

3. SeaA una matriz herḿıtica cuadrada de tamaño 3×3. Suṕongase que∆1 >

0, ∆2 < 0 y ∆3 > 0. Muestre queA tiene un valor propio positivo y dos

negativos.

4. SeaAcualquier matriz compleja no singular. Muestre queB= AHAes herḿıtica

y definida positiva.

5. Muestre que siA es una matriz herḿıtica cuadrada de tamañon×n definida

positiva con valores propiosλ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn > 0 y B es una submatriz

principal deA de tamãnok×k, entonces

k

∏
j=1

λn− j+1 ≤ detB≤
k

∏
j=1

λ j .

6. SeanA y B matrices herḿıticas cuadradas de tamaño n× n con valores

propios λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn y µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µn respectivamente. Sean

σ1 ≥ σ2 ≥ . . .≥ σn los valores propios deA+B. Demuestre que

máx{λk +µn,λn +µk} ≤ σk ≤máx{λk +µ1,λ1 +µk} 1≤ k≤ n.



Caṕıtulo 7

Normas matriciales

En este caṕıtulo se intenta medir la sensibilidad o la “vulnerabilidad” de la solu-
ción de un sistema no singular de ecuaciones linealesA~X =~b. En otras palabras,
se quiere medir que tan grande es el efecto en~X = A−1~b si se cambian ligeramente
las componentes deA y ~b. Es decir, debemos encontrar una manera de medir el
cambio∆A y definir la “longitud” de una matriz, pues para vectores ya sabemos
como obtener su longitud ahora necesitamos un concepto análogo para matrices.

7.1. Definicíon y resultados b́asicos

Definición 7.1. Norma de una matriz

SeaMnn el espacio de las matrices de tamaño n× n con componentes reales

(complejas). Una norma de matriz‖ · ‖ deMnn enR es una funcíon que satisface

para todaA, B∈Mnn los cinco axiomas siguientes:

(1) ‖A‖ ≥ 0 No negativa

(2) ‖A‖= 0 si y śolo siA = 0 Positiva

(3) ‖cA‖= |c|‖A‖ para todo escalarc Homoǵenea

273
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(4) ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+‖B‖ Desigualdad triangular

(5) ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ Submultiplicativa.

Teorema 7.1.Sea‖ · ‖ cualquier norma matricial, entonces

1. ‖In‖ ≥ 1, dondeIn es la matriz identidad de tamañon×n.

2. ‖A−1‖ ≥ ‖In‖
‖A‖ , para cualquier matrizA∈Mnn no singular.

3.
∥∥Ak

∥∥≤ ‖A‖k para cualquier matrizA∈Mnn y todok≥ 2.

Demostracíon

1. Queda como ejercicio para el lector.

2. Puesto queAA−1 = In, entonces

‖In‖= ‖AA−1‖ ≤ ‖A‖ ‖A−1‖.

Pero como‖A‖> 0, se tiene que

‖A−1‖ ≥ ‖In‖
‖A‖ .

3. La demostracíon es por inducción sobrek. El resultado es trivial parak = 2
puesto que por la propiedad submultiplicativa

‖A2‖ ≤ ‖A‖ ‖A‖= ‖A‖2.

Supongamos que se ha demostrado para cualquierk = m, es decir

‖Am‖ ≤ ‖A‖m.

Luego,‖Am+1‖= ‖AmA‖ y por la propiedad submultiplicativa se tiene

‖AmA‖ ≤ ‖Am‖‖A‖ ≤ ‖A‖m‖A‖= ‖A‖m+1.
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7.2. Tipos de normas matriciales

Las siguientes son algunas de las normas que uno puede introducir en el espacio
de matricesMnn ańalogas a las normas de los espacios vectoriales.

Teorema 7.2.Norma L1

Para cualquier matrizA = [ai j ], la funcíon‖ · ‖ : Mnn→ R definida por

‖A‖1 =
n

∑
i, j=1

|ai j |,

es una norma de matriz

Demostracíon
Los axiomas de(1)− (3) se satisfacen fácilmente de la definición de valor

absoluto, se demostrará, por lo tanto, que se cumplen los axiomas(4) y (5)

(4) ‖A+B‖1 =
n

∑
i, j=1

|ai j +bi j | ≤
n

∑
i, j=1

(|ai j |+ |bi j |)

=
n

∑
i, j=1

|ai j |+
n

∑
i, j=1

|bi j |= ‖A‖1 +‖B‖1.

Por lo tanto, se cumple el axioma (4).

(5) ‖AB‖1 =
n

∑
i, j=1

∣∣∣∣∣
n

∑
k=1

aik bk j

∣∣∣∣∣≤
n

∑
i, j,k=1

|aik b jk| ≤
n

∑
i, j,k,m=1

|aik bm j|

=

(
n

∑
i,k=1

|aik|
)(

n

∑
j,m=1

|bm j|
)

= ‖A‖1 ‖B‖1.

En la verificacíon de este axioma, la primera desigualdad se obtiene de la general-
ización de la desigualdad triangular y la segunda de los términos adicionales a la
suma. Por consiguiente,‖A‖1 si es una norma matricial.

Ejemplo 7.1. Norma Euclideana(L2)

Determine si la normaL2 definida por

‖A‖2 =

(
n

∑
i, j=1

|ai j |2
) 1

2

,

es una norma de matriz.
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Solución
Fácilmente se puede probar que los axiomas de(1)− (3) se satisfacen. Por lo

tanto, veamos si se cumplen los axiomas(4) y (5)

4. ‖A+B‖2
2 =

n

∑
i, j=1

|ai j +bi j |2 ≤
n

∑
i, j=1

(|ai j |2 +2|ai j | |bi j |+ |bi j |2
)

=
n

∑
i, j=1

|ai j |2 +2
n

∑
i, j=1

|ai j bi j |+
n

∑
i, j=1

|bi j |2

≤


(

n

∑
i, j=1

|ai j |2
) 1

2

+

(
n

∑
i, j=1

|bi j |2
) 1

2




2

=(‖A‖2 +‖B‖2)
2 .

Luego, se cumple el axioma(4).

5. ‖AB‖2
2 =

n

∑
i, j=1

∣∣∣∣∣
n

∑
k=1

aik bk j

∣∣∣∣∣
2

≤
n

∑
i, j=1

(
n

∑
k=1

|aik|2
)(

n

∑
m=1

|bm j|2
)

=

(
n

∑
i,k=1

|aik|2
)(

n

∑
j,m=1

|bm j|2
)

=‖A‖2
2 ‖B‖2

2.

Esta desigualdad es justo ladesigualdad de Cauchy-Schwarz. Por consiguiente,
‖ · ‖2 si es una norma.

Ejemplo 7.2. Norma L∞

Determine si la funcíon‖ · ‖ : Mnn→ R definida por

‖A‖∞ = n máx
1≤i, j≤n

|ai j |,

es una norma de matriz.
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Solución
Los axiomas de(1)− (3) se satisfacen fácilmente de la definición de ḿaximo.

Se probara si se cumplen los axiomas(4) y (5)

4. ‖A+B‖∞ =n máx
1≤i, j≤n

|ai j +bi j | ≤ n máx
1≤i, j≤n

(|ai j |+ |bi j |)

=n máx
1≤i, j≤n

|ai j |+n máx
1≤i, j≤n

|bi j |

=n‖A‖∞ +n‖B‖∞.

Por lo tanto, se cumple el axioma(4).

5. ‖AB‖∞ =n máx
1≤i, j≤n

∣∣∣∣∣
n

∑
k=1

aik bk j

∣∣∣∣∣≤ n máx
1≤i, j≤n

n

∑
k=1

|aik bk j|

≤ n máx
1≤i, j≤n

n

∑
k=1

‖A‖∞ ‖B‖∞ = n‖A‖∞ n‖B‖∞

=‖A‖ ‖B‖.

Por consiguiente,‖A‖∞ si es una norma.

Definición 7.2. Norma matricial inducida

Sea‖ · ‖ una norma vectorial sobreCn. Se define‖ · ‖in sobreMnn por

‖A‖in = máx
‖~x‖=1

‖A~x‖= máx
~x6=~0

‖A~x‖
‖~x‖ . (7.1)

Las letras “in” en la norma es la abreviación de la frase “norma inducida”.

Teorema 7.3.Norma Espectral

La norma espectral‖ · ‖S se define sobreMnn por

‖A‖S = σ1 = máx{σi : σi es un valor singular deA}. (7.2)

Demostracíon
De la ecuacíon (7.1) se tiene que

‖A‖2
in = máx

~x6=~0

‖A~x‖2

‖~x‖2 = máx
~x6=~0

{
(A~x)t(A~x)

~xt~x

}
.
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Luego, siAtA~x = σ2~x se obtiene

‖A‖2
in = máx

~x6=~0

{
~xt(AtA~x)

~xt~x

}
= máx

~x6=~0

{
σ2~x

t~x
~xt~x

}
= σ2

máx

comoAtA es una matriz siḿetrica, sus valores propios son reales.

Definición 7.3. Radio espectral

El radio espectralr(A) de una matrizA∈Mnn es definido por la cantidad

r(A) = máx{|λ| : λ es un valor propio deA}.

Ejemplo 7.3. Obtenga la norma espectral y el radio espectral de la matriz

A =




3 1

1 3


 .

Solución
Como la matrizA es siḿetrica, sus valores singulares y sus valores propios son

iguales, es decir,σ1 = λ1 = 4 y σ2 = λ2 = 2. Por lo tanto,

‖A‖S =4 y r(A) =4.

Teorema 7.4.SeaA∈Mnn y ‖ · ‖ cualquier norma de matriz, entonces

r(A)≤ ‖A‖.

Demostracíon
Suṕongase queA~x = λ~x,~x 6=~0 y que|λ|= r(A). SeaX ∈Mnn la matriz cuyas

columnas son todas iguales a~x, entoncesAX = λX. Luego, si‖ · ‖ es cualquier
norma de matriz, se tiene que

‖AX‖ ≤‖A‖ ‖X‖
‖λX‖ ≤‖A‖ ‖X‖

|λ| ‖X‖ ≤‖A‖ ‖X‖.

Por consiguiente,|λ|= r(A)≤ ‖A‖.
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Ejercicios 7.1.

1. Calcule para cada una de las siguientes matrices la norma espectral y el radio

espectral

a.




1 1

−1 3


 . b.




1 1

3 −1


 . c.




1 −1

−1 3


 .

d.




1 3 −2

3 1 2

−1 1 1




. e.




3 −1 4

−4 1 −5

5 3 2




.

2. Muestre queA y At tienen el mismo radio espectral y la misma norma espec-

tral.

3. Si A es una matriz siḿetrica de tamãnon×n, muestre que su norma espectral

coincide con su radio espectral.

4. Si A es una matriz hermitiana de tamañon×n, muestre que la norma espec-

tral y el radio espectral son iguales.

Teorema 7.5.Lema de Banach

SeaA una matriz real de tamaño n× n y sea‖ · ‖ una norma matricial sobre

Mnn. Suponiendo que‖A‖< 1, entoncesIn−A es no singular y

1
1+‖A‖ ≤

∥∥∥(In−A)−1
∥∥∥≤ 1

1−‖A‖ .

Demostracíon
La matriz In−A es no singular si y śolo si la única solucíon del sistema ho-

moǵeneo(In−A)~x =~0 es~x =~0. Suponga entonces que(In−A)~x =~0 de modo
que~x = A~x. Entonces se tiene que

‖~x‖= ‖A~x‖ ≤ ‖A‖‖~x‖.
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Pero como‖A‖ < 1, entonces hay una contradicción a menos que~x =~0, como se
ha tratado probar. Ası́ que(In−A)−1 existe, se denotará conR. Luego

In = R(In−A) = R−RA. (7.3)

Por lo tanto,

1 = ‖In‖= ‖R(In−A)‖ ≤ ‖R‖‖In +(−A)‖ ≤ ‖R‖(1+‖A‖) ,

de manera que‖R‖ ≥ 1/(1+‖A‖) como se afirḿo. De la expresíon (7.3),R =
In +RA, aśı que

‖R‖= ‖In +RA‖ ≤ 1+‖RA‖ ≤ 1+‖R‖‖A‖.

Por consiguiente,‖R‖ ≤ 1/(1−‖A‖), con lo que se completa la prueba.

Ejemplo 7.4. Para la siguiente matriz

A =
1
10




11 −6

8 9


 .

Determine las cotas superior e inferior del Lema de Banach.

Solución
La matrizA se puede escribir comoA = I −B, en donde

B =
1
10

[−1 6
−8 1

]
.

Como se puede emplear cualquier norma matricial, usando la norma espectral se
tiene que

‖B‖S =
7+

√
2

10
< 1.

El Lema de Banach dice queA = I −B es no singular y por lo tanto

10

17+
√

2
≤ ∥∥A−1

∥∥
S≤

10

3−√2
.

El Lema de Banachdice que matrices suficientemente “cercanas” aIn son no
singulares. El teorema siguiente es una generalización de este hecho.
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Teorema 7.6. Inversas Perturbadas

SeanA y B matrices de tamãnon×n siendoA no singular y sea‖ ·‖ una norma

matricial sobreMnn. Def́ınaseα =
∥∥A−1B

∥∥ o α =
∥∥BA−1

∥∥. Si α < 1 (es decir en

especial si‖B‖< 1/
∥∥A−1

∥∥) entoncesA−B tambíen es no singular y

∥∥A−1
∥∥

1+α
≤

∥∥∥(A−B)−1
∥∥∥≤

∥∥A−1
∥∥

1−α
.

Demostracíon
Supongamos que

∥∥A−1B
∥∥ < 1. El otro caso es semejante. ComoA−1 existe, se

puede escribir

A−B como A
(
In−A−1B

)
= A(In−R) ,

dondeR= A−1B. Por hiṕotesis‖R‖ = α < 1, de modo que al aplicar elLema de
Banach, se obtiene queIn−R es no singular, como lo esA. Luego

A(In−R) = A−B, (7.4)

es tambíen no singular y

(A−B)−1 = [A(In−R)]−1 = (In−R)−1A−1.

Por lo tanto,

∥∥∥(A−B)−1
∥∥∥≤

∥∥∥(In−R)−1
∥∥∥
∥∥A−1

∥∥≤
∥∥A−1

∥∥
1−α

.

Por elLema de Banach, ésta es la cota superior que se deseaba. Para obtener la
cota inferior, se reescribe (7.4) como

A−1 = (In−R)(A−B)−1 ,

de lo cual se deduce que

‖A−1‖ ≤ ‖In−R‖
∥∥∥(A−B)−1

∥∥∥≤ (1+α)
∥∥∥(A−B)−1

∥∥∥ .

Al dividir por (1+α), se obtiene la cota inferior que se buscaba.
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7.3. Condicíon de ecuaciones lineales

El concepto decondicíon es importante en todas las matemáticas aplicadas.
Si “pequẽnos cambios en los datos” de un problema producen cambios razon-
ablemente pequeños en la solución del mismo, se dice que el problema está bien
planteado. Si “pequẽnos cambios en los datos” de algún problema ocasionan cam-
bios inaceptablemente grandes en la solución, se dice que el problema está mal
planteado. La raźon de la importancia de este concepto deberı́a ser evidente: En los
problemas aplicados, casi siempre los datos son inexactos por errores de medición
y de modelamiento y es crucial conocer los efectos que tienen sobre la solución del
problema las inexactitudes en los datos.

Definición 7.4. Sistema de ecuaciones de mal comportamiento

Un sistema de ecuaciones lineales

A~X =~b (7.5)

conAuna matriz de tamãnon×n,~X ∈Rn y~b∈Rn, se dice que es un sistema de mal

comportamiento si lasn columnas de la matriz son casi linealmente dependientes

o, en otras palabras, si la matriz de los coeficientes es casi singular. Esto significa

que un cambio pequeño en algunos elementos deA produce una matriz singular.

Definición 7.5. Número de Condicíon

SeaA una matriz no singular real de tamañon×n, el número de condicíon se

define como

κ(A) = ‖A‖S‖A−1‖S =
σmax

σmin
, (7.6)

donde,σmax y σmin son respectivamente los valores singulares más grande y ḿas

pequẽno, asociados aA.

Teorema 7.7. SeaA no singular y sea‖ · ‖ una norma matricial sobreMnn. La

sensibilidad de la solución de un sistema de ecuaciones lineales

A~x =~b
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con respecto a la perturbación∆A enA se relaciona directamente con el número de

condicíon. En otras palabras, si

~y, resuelve a (A+∆A)~y =~b.

Entonces el cambio en la solución satisface que

‖~y−~x‖
‖~x‖ ≤ ακ(A),

en dondeα = ‖∆A‖/‖A‖ es el error relativo enA.

Demostracíon
Puesto que la solución del sistema perturbado es~y, entonces

(A+∆A)~y−~b =~0

A~y+∆A~y−A~x =~0

A(~y−~x) =−∆A~y

~y−~x =A−1(−∆A~y)

Luego, si‖ · ‖ es cuarquier norma matricial, se tiene que

‖~y−~x‖=
∥∥−A−1∆A~y

∥∥≤ ∥∥A−1∆A
∥∥‖~y‖

≤∥∥A−1
∥∥‖∆A‖‖~y‖ .

Como se querı́a.

Ejemplo 7.5. Resuelva el sistema de ecuaciones

(1+ ε)x1 +x2 =2 ε ∈ R

x1 +x2 =1

y en las f́ormulas que obtenga parax1 y x2 sustituya

(i) ε = 0.01,0.02 (ii) ε = 2.01,2.04
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compare los cambios en porcentaje del coeficiente dex1, en la primera ecuación,

en los casos(i) y (ii), con los cambios en porcentaje de la correspondiente solución

dex1.

Solución
Aplicando el ḿetodo de eliminación de Gauss se obtiene

[
1+ ε 1 | 2

1 1 | 1

]
∼

F1−F2

[
ε 0 | 1
1 1 | 1

]
.

Esto conduce ax1 = 1
ε y x2 = 1− 1

ε , (ε 6= 0)

(i) (ii)

ε 0.01 0.02 2.01 2.04

Solucíon (100,−99) (50,−49)
(

100
201,

101
201

) (
25
51,

26
51

)

El cambio en porcentaje del coeficiente dex1 es1%con una cifra decimal en cada
caso.
La solucíon dex1 en (i) vaŕıa en un50%y en (ii) en un2,41%. Esto indica que
cuandoε es pequẽno las “ecuaciones son de mal comportamiento”.

Un modo sencillo de probar si un sistema de ecuaciones es de mal compor-
tamiento consiste, precisamente, en proceder como lo hicimos en el ejemplo ante-
rior, esto es, efectuar un pequeño cambio en algunos coeficientes para ver qué efec-
tos se producen en la solución, pero esto es difı́cil de hacer cuando se trata de un
sistema de ecuaciones muy grande. Existe un método que nos da una indicación de
cuando se presenta el mal comportamiento, usando la definición 7.5.

El número de condición nos da una regla práctica para determinar si un sistema
de ecuaciones es de mal comportamiento

Si 0≤κ(A)≤ 100 siempre el sistema es bien condicionado,

100<κ(A)≤ 1000 a veces el sistema es mal condicionado,

1000<κ(A) siempre el sistema es mal condicionado.

Ejemplo 7.6. Determine el ńumero de condición de la matriz asociada al sistema

de ecuaciones del Ejemplo anterior.
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Solución
Como la matriz asociada al sistema es simétrica, entonces su norma espectral

coincide con su radio espectral, por lo tanto se necesitan los valores propios de la
matrizA. En este caso, el polinomio caracterı́stico deA es

pA(λ) = λ2− (2+ ε)λ+ ε,

de donde los valores propios son

λ1 =1+
1
2

ε+
1
2

√
4+ ε2 y λ2 =1+

1
2

ε− 1
2

√
4+ ε2.

Luego, el ńumero de condición de la matrizA es

κ(A) =

(
1+ 1

2ε+
√

1+
(

1
2ε

)2
)2

ε
.

Para los valores deε dados en el Ejemplo 7.5, se tiene que

(i) (ii)

ε 0.01 0.02 2.01 2.04

κ(A) 402.01 202.02 5.8285 5.8292

Ejemplo 7.7. Suponga que la matriz de covarianza de un experimento con tres

variablesx1,x2 y x3 es

S=




2
5

1
10

1
10

1
10

3
10

1
5

1
10

1
5

3
10




.

Encuentre el ńumero de condición

Solución
ComoSes siḿetrica entonces su norma espectral coincide con su radio espec-

tral, por lo tanto se necesitan los valores propios de la matrizS. En este caso, el
polinomio caracterı́stico deSes

pS(λ) =−λ3 +λ2− 27
100

λ+
9

500
,
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de donde los valores propios son

λ1 =
3
5
, λ2 =

3
10

y λ3 =
1
10

.

Luego, el ńumero de condición es

κ(A) =
λ1

λ3
=

3/5
1/10

= 6.

Como κ(A) es pequẽno (< 100), significa que cambios pequeños en los datos
producen cambios razonablemente pequeños en la estimación de la matriz de co-
varianza.

Teorema 7.8. SeaA no singular y sea‖ · ‖ una norma matricial sobreMnn. La

sensibilidad de la solución de un sistema de ecuaciones lineales

A~x =~b

con respecto a la perturbación ∆~b en~b se relaciona directamente con el número de

condicíon. En otras palabras, si

A~y =~b+∆~b con

∥∥∥∆~b
∥∥∥

∥∥∥~b
∥∥∥
≤α,

entonces el cambio en la solución satisface que

‖~y−~x‖
‖~x‖ ≤ ακ(A),

en dondeα = ‖∆A‖/‖A‖ es el error relativo enA.

Demostracíon
Puesto que la solución del sistema perturbado es~y, entonces

A~y =~b+∆~b

A~y−A~x−∆~b =~0

A(~y−~x) = ∆~b

~y−~x = A−1∆~b
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Luego, si‖ · ‖ es cuarquier norma matricial, se tiene que

‖~y−~x‖=
∥∥∥A−1∆~b

∥∥∥≤
∥∥A−1

∥∥
∥∥∥∆~b

∥∥∥
≤α

∥∥A−1
∥∥

∥∥∥~b
∥∥∥ .

Pero como~b = A~x se tiene que
∥∥∥~b

∥∥∥≤ ‖A‖‖~x‖. Entonces,

‖~y−~x‖ ≤ακ(A)‖~x‖ .

Aśı, se completa la prueba.

Definición 7.6. Índice de Condicíon

SeaA una matriz real de tamañon×n, el ı́ndice de condicíon se define como

IC (A) =
√

κ(A), (7.7)

dondeκ(A) es el ńumero de condición deA.

Teorema 7.9.SeaA no singular y sea‖·‖ una norma matricial sobreMnn. Suponga

que~x resuelve aA~x =~b mientras que

~y =~x+∆~x resuelve a (A+∆A)~y =~b+∆~b,

para ciertas perturbaciones∆A y ∆~x en los datos. Suponga que la perturbación ∆A

es lo suficientemente pequeña como para queα < 1, en dondeα =
∥∥(∆A)A−1

∥∥ o

α =
∥∥A−1(∆A)

∥∥. Entonces el cambio∆~x en la solucíon satisface

‖∆~x‖
‖~x‖ ≤M κ(A)

(
‖∆~b‖
‖~b‖

+
‖∆A‖
‖A‖

)
,

en dondeM = 1/(1−α) y κ(A) es el ńumero de condición deA.
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Demostracíon
Si α < 1, el Teorema 7.6 implica queA+∆A es no singular y da una cota para

la norma de su inversa. ComoA+ ∆A es no singular, la solución~y al problema
perturbado existe. De hecho,∆~x misma resuelve

(A+∆A)∆~x =~b+∆~b−A~x−∆A~x = ∆~b−∆A~x.

Aśı que

∆~x = (A+∆A)−1
(

∆~b−∆A~x
)

.

Al aplicar la cota superior dada en el Teorema 7.6, siendoB=−∆Aen esta ecuación
para∆~x se obtiene que

‖∆~x‖ ≤M
∥∥A−1

∥∥
∥∥∥∆~b−∆A~x

∥∥∥
≤M

∥∥A−1
∥∥
(∥∥∥∆~b

∥∥∥+‖∆A‖‖~x‖
)

.

Por lo tanto,

‖∆~x‖
‖~x‖ ≤M

∥∥A−1
∥∥




∥∥∥∆~b
∥∥∥

‖~x‖ +‖∆A‖



≤M
∥∥A−1

∥∥



∥∥∥∆~b
∥∥∥

∥∥∥~b
∥∥∥
‖A‖+‖∆A‖


 .

Como~b = A~x, esto implica que
∥∥∥~b

∥∥∥≤ ‖A‖‖~x‖. Al simplificar, se tiene que

‖∆~x‖
‖~x‖ ≤M κ(A)




∥∥∥∆~b
∥∥∥

∥∥∥~b
∥∥∥

+
‖∆A‖
‖A‖


 ,

lo cual completa la demostración.

Ejemplo 7.8. Considere el sistema de ecuaciones

x1 +6x2 =0 (7.8)

6x1 +46x2 =20

que tiene la solución exactax1 =−12, x2 = 2. ¿Est́a el sistema bien condicionado

o mal condicionado?.
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Solución
Para determinar si el sistema de ecuaciones dado en (7.8) es estable, se cálcula

el número de condición mediante la ecuación dada en (7.6). Si se expresa matri-
cialmente (7.8), se tiene que

[
1 6
6 46

][
x1

x2

]
=

[
0
20

]
. (7.9)

Como la matriz del sistema es simétrica entonces su norma espectral coincide con
su radio espectral, por lo tanto, se necesitan los valores propios de la matrizA. En
este caso, el polinomio caracterı́stico es

pA(λ) = λ2−47λ+10,

de donde los valores propios son

λmax=
47
2

+
3
2

√
241 y λmin =

47
2
− 3

2

√
241.

Luego el ńumero de condición es

κ(A) =
λmax

λmin
=

1
10

(
47
2

+
3
2

√
241

)2

=
1
20

(
2189+141

√
241

)
≈ 218,9.

En este caso, comoκ(A) es muy grande(> 100) se dice que el sistema no es
estable.

Ejercicios 7.2.

1. Encuentre para cada una de las siguientes matrices su número de condición

y una matriz singular cercana.

a.




0,89 0,53

0,47 0,28


 . b.




1 0

0 1
k


 . c.




1,1 2,1 3,1

1,0 −1,0 2,0

0,2 3,3 1,4




.

2. Si A es una matriz siḿetrica real de tamãnon×n, muestre que su número de

condicíon es

κ(A) =
λmax

λmin
,
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donde,λmax y λmin son los valores propios asociados aA más grande y ḿas

pequẽno, respectivamente.

3. SeaA la matriz

A =




1 k

0 1


 , por lo tanto, A−1 =




1 −k

0 1


 .

Si se emplea la norma‖ · ‖1 o la norma‖ · ‖∞, se obtiene que

‖A‖=‖A−1‖= 1+k para k≥ 0.

Luego el ńumero de condiciónκ(A) = (1+k)2, es grande parak grande. Sin

embargo, si se considera el sistema de ecuacionesA~x =~b, siendo

~b =




1

1


 se tiene que ~x =




1−k

1


 .

Mientras que si śolo se altera a~b por medio deδ1, δ2 (6= 0) a

~b+∆~b =




1+δ1

1+δ2


 entonces ∆~x =




δ1−kδ2

δ2


 .

Encuentre una cota para‖∆~x‖/‖~x‖ en t́erminos de‖∆~b‖/‖~b‖ mediante la

norma1 o la norma∞ para demostrar que este problema está bien condi-

cionado, no obstante que el número de condición deA es grande.



Caṕıtulo 8

Matrices idempotentes

En este caṕıtulo se enuncian algunos teoremas concernientes a un tipo espe-
cial de matriz, lamatriz idempotente. En muchas aplicaciones estadı́sticas1 se in-
cluyen este tipo de matrices, por ello se dedica este capı́tulo de manera exclusiva
al tratamiento de dichas matrices.

8.1. Definicíon y propiedades

En el caṕıtulo 5 cuando trabajamos las formas cuadráticas una condición que
colocamos fue que la matriz asociada fuera simétrica. En el estudio de análisis de
varianza, la matriz asociada a la forma cuadrática adeḿas de ser siḿetrica resulta
ser idempotente (V́ease Ejemplo 5.5 y problema 6 de los Ejercicios 5.1).

Definición 8.1. Matriz idempotente

Una matriz cuadradaA se dice que es idempotente si cumple que

A = A2.

Teorema 8.1.Los valores propios de una matriz simétrica e idempotente son cero

o uno.
1Véase caṕıtulo 10

291



292 CAPÍTULO 8. MATRICES IDEMPOTENTES

Demostracíon
Si A es idempotente y siλ es un valor propio deA, existe un vector~v 6=~0 tal

queA~v = λ~v. Si se premultiplica ambos lados porA, se tiene que

A2~v = λA~v = λ2~v.

ComoA2~v = A~v = λ~v, se obtiene que

λ~v =λ2~v

(λ2−λ)~v =~0.

Pero~v 6=~0, aśı queλ2−λ debe ser cero. Luegoλ = 0 o λ = 1.
El rećıproco del Teorema 8.1 no es cierto, véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.1. Dada la matriz

A =




1 1
2

1
2

0 1
2 −1

2

1 1
2

1
2




obtenga los valores propios y verifique siA2 = A.

Solución
En este caso, los valores propios deA sonλ1 = 1 de multiplicidad algebraica 2

y λ2 = 0. PeroA2 6= A ya que

A2 =




1 1
2

1
2

0 1
2 −1

2
1 1

2
1
2







1 1
2

1
2

0 1
2 −1

2
1 1

2
1
2


 =




3
2 1 1

2
−1

2 0 −1
2

3
2 1 1

2


 .

Por lo tanto, si los valores propios de una matriz son0 y 1, no implica que la matriz
sea idempotente.

Teorema 8.2. Si A es una matriz siḿetrica, idempotente y no singular, entonces

A = In.

Demostracíon
Si A es idempotente, entoncesAA= A. Multiplicando ambos lados porA−1, se

tiene lo que se querı́a demostrar.
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Teorema 8.3. SeaA una matriz siḿetrica e idempotente de tamaño n× n, con

rangor, entonces existe una matriz ortogonalQ de tamãno n×n y una matrizR∗

de tamãnon×n tal que

A =QR∗ y R∗Q =




Ir
... 0

. . . · . . .

0
... 0




,

dondeIr es la matriz identidad de tamaño r× r.

Demostracíon
Por el teorema 3.26, la matrizA se puede factorizar como sigue

A = USVt ,

dondeU y V son matrices ortogonales de tamaño n×n y Ses una matriz diagonal
de tamãno n×n con r elementos iguales a uno y los elementos restantesn− r de
la diagonal iguales a cero.

Puesto queA2 = A, se tiene que

USVtUSVt = USVt ,

de lo cúal se obtiene que

SVtUS=S o SVtU = Ir .

TomandoR∗ = SVt y Q = U , se llega a

A =QR∗ con R∗Q = Ir .

Teorema 8.4.Toda matriz cuadrada realA de tamãno n×n que pueda expresarse

en la forma

A = QQt , (8.1)

dondeQ es una matriz real de tamaño n×m (m< n) con columnas ortonormales

enRm, satisface lo siguiente
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(1) A es siḿetrica e idempotente.

(2) A(In−A) = (In−A)A = 0.

(3) (In−A)Q = 0.

Demostracíon

(1) Si A = QQt , entonces

At =
(
QQt)t =

(
Qt)t

Qt = QQt = A

A2 =
(
QQt)(

QQt) = Q
(
QtQ

)
Qt = QImQt = QQt = A.

(2) A(In−A) = A−A2 = 0, e igual para el otro caso.

(3) (In−A)Q = Q− (QQt)Q = Q−QIm = 0.

Ejemplo 8.2. Encuentre una factorizaciónQRde

A =




3
4 −1

4 −1
4 −1

4

−1
4

3
4 −1

4 −1
4

−1
4 −1

4
3
4 −1

4

−1
4 −1

4 −1
4

3
4




.

Solución
Denotemos las columnas deA por

~x1 =− 1
4




−3
1
1
1


 , ~x2 =− 1

4




1
−3
1
1


 , ~x3 =− 1

4




1
1
−3
1


 .

Apliquemos el algoritmo de Gram-Schmidt al conjunto{~x1,~x2,~x3} el cual es una
base para el espacio generado por las columnas deA. Como‖~x1‖ = 1

2

√
3, se hace
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~v1 = ~x1
‖~x1‖ =− 1

2
√

3




−3
1
1
1


. Por otra parte,

~v
′
2 =~x2− (~x2 ·~v1)~v1 =




−1
4

3
4
−1

4
−1

4


+

1
3




3
4
−1

4
−1

4
−1

4


 =




0
2
3
−1

3
−1

3


 .

Entonces
∥∥∥~v′2

∥∥∥ = 1
3

√
6 y~v2 =− 1√

6




0
−2
1
1


. Porúltimo,

~v
′
3 =~x3− (~x3 ·~v1)~v1− (~x3 ·~v2)~v2 =




−1
4

−1
4

3
4
−1

4


+

1
3




3
4
−1

4
−1

4
−1

4


+

1
2




0
2
3
−1

3
−1

3


 =




0
0
1
2
−1

2


 ,

entonces
∥∥∥~v′3

∥∥∥ = 1
2

√
2 y~v3 = 1√

2




0
0
1
−1


. Se puede verificar que es una nueva base

ortonormal para el espacio generado por las columnas deA, observando que~v1 ·
~v2 = 0,~v1 ·~v3 = 0 y~v2 ·~v3 = 0. Entonces formamos la matriz

Q =
[
~v1 ~v2 ~v3

]
=

1√
6




3
2

√
2 0 0

−1
2

√
2 2 0

−1
2

√
2 −1

√
3

−1
2

√
2 −1 −√3


 .

Luego la matrizRes

R= QtA =
1√
6




3
2

√
2 −1

2

√
2 −1

2

√
2 −1

2

√
2

0 2 −1 −1
0 0

√
3 −√3







3
4 −1

4 −1
4 −1

4
−1

4
3
4 −1

4 −1
4

−1
4 −1

4
3
4 −1

4
−1

4 −1
4 −1

4
3
4




=
1√
6




3
2

√
2 −1

2

√
2 −1

2

√
2 −1

2

√
2

0 2 −1 −1
0 0

√
3 −√3
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nótese queR= Qt , por lo tanto, la matrizA es idempotente.

Teorema 8.5.Si A es siḿetrica e idempotente yP es ortogonal, entoncesPtAP es

idempotente.

Demostracíon
Si P es ortogonal, entonces

(PtAP)(PtAP) = PtA(PPt)AP= Pt(AA)P = PtAP.

Teorema 8.6.

SeaA una matriz siḿetrica e idempotente de tamaño n× n, con rangor, en-

tonces existe una matriz ortogonalQ tal queQtAQ= Dr , dondeDr es una matriz

diagonal conr elementos iguales a uno y los elementos restantesn− r de la diago-

nal iguales a cero.

Demostracíon
Este se sigue inmediatamente del teorema 2.26.

Teorema 8.7.Si A es una matriz idempotente de tamañon×n, entonces su forma

de JordanJ = P−1APsatisface queJ 2 = J .

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 8.8. Si A = [ai j ] es una matriz siḿetrica e idempotente y si eli-ésimo

elemento de la diagonal es cero, entonces los elementos de lai-ésima fila y lai-

ésima columna son todos idénticamente cero.

Demostracíon
Puesto queA = A2, nosotros tenemos que eli-ésimo elemento de la diagonal

deA es

aii =
n

∑
j=1

ai j a ji .



8.1. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES 297

Pero comoA es siḿetricaai j = a ji ,

aii =
n

∑
j=1

a2
i j .

Luego siaii = 0, entoncesai j = 0 (para j = 1,2, . . . ,n), esto es, los elementos de
la i-ésima fila son todos cero. Y dado queA = At se tiene que los elementos de la
i-ésima columna son también todos cero.

Teorema 8.9. El producto de dos matrices simétricas e idempotentes es idempo-

tente si el producto de las dos matrices es conmutativo.

Demostracíon
Si AB= BA, entonces

(AB)(AB) = (AB)(BA) = A(BB)A = A(BA) = A(AB) = (AA)B = AB.

Teorema 8.10.SeaA una matriz real de tamaño m× n (m > n) con ρ(A) = n,

entonces la matrizC = A(AtA)−1At es siḿetrica e idempotente, al igual quẽC =

In−C.

Demostracíon
La matrizC = A(AtA)−1At es siḿetrica, ya que

Ct =
[
A

(
AtA

)−1
At

]t
=

(
At)t

[(
AtA

)−1
]t

At = A
[(

AtA
)t

]−1
At = C.

Además es idempotente pues

C2 =
[
A

(
AtA

)−1
At

][
A

(
AtA

)−1
At

]
= AIk

(
AtA

)−1
At = C.

Nótese que la matrizAtA es no singular puesA es de rango completo columna
y ρ(AtA) = ρ(A), el lector puede probar fácilmente quẽC = In−C es tambíen
simétrica e idempotente.

Teorema 8.11.SeaAuna matriz siḿetrica e idempotente de tamañon×n, entonces

ρ(A) = tr(A).
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Demostracíon
Por el teorema 8.6, existe una matriz ortogonalQ tal queA = QDrQt . Luego,

se tiene que

tr(A) = tr(QDrQ
t) = tr(DrQ

tQ) = tr(Dr) = r = ρ(A).

Teorema 8.12.Todas las matrices siḿetricas idempotentes de rango incompleto

son semidefinidas positivas.

Demostracíon
Queda como ejercicio al lector.

Teorema 8.13.SeaA una matriz real de tamaño n×n, entoncesA es siḿetrica e

idempotente si y śolo si

ρ(A)+ρ(In−A) = n.

Demostracíon
Supongamos que

ρ(A)+ρ(In−A) = n

y seaR(A) el espacio de los renglones deA. Veamos que

Rn = R(A)⊕R(In−A).

Obśervese que

n =dim(Rn) = dim{R(A)+R(In−A)}
=dim{R(A)}+dim{R(In−A)}−dim{R(A)∩R(In−A)}
=ρ(A)+ρ(In−A)−dim{R(A)∩R(In−A)}
=n−dim{R(A)∩R(In−A)} .

Esto implica quedim{R(A)∩R(In−A)}= 0, de lo cúal se tiene que

R(A)∩R(In−A) = {~0}.

Por consiguiente,Rn = R(A)⊕R(In−A), esto exige que

A(In−A) = 0.
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Supongamos que no es ası́, entonces existen vectores no nulos~u y ~v enRn, tales
que

A(In−A)~u =~v.

Luego~v∈ R(A), pero comoA(In−A) = (In−A)A, se tiene que

(In−A)A~u =~v.

Esto implica que~v∈R(In−A) y se llega a una contradicción. Por lo tanto,A(In−A)=
0 o A2 = A. Esto completa la prueba.

Ejemplo 8.3. Determine el rango de la matriz asociada a la forma cuadrática del

Ejemplo 5.5.

Solución
La matriz asociada a la forma cuadrática dada en el Ejemplo 5.5 eraIn− Jn.

Veamos si es siḿetrica e idempotente:

(
In−Jn

)t =
(

In− 1
n

111111t
)t

=
(

In− 1
n

111111t
)

(
In−Jn

)2 =
(

In− 1
n

111111t
)(

In− 1
n

111111t
)

= In− 1
n

111111t − 1
n

111111t +
1
n2111 111t111︸︷︷︸111t = In− 1

n
111111t = In−Jn.

Luego, por el teorema anterior se tiene que

ρ
(
In−Jn

)
= n−ρ

(
Jn

)
= n−1,

pues la matrizJn tieneúnicamente una fila linealmente independiente.

Teorema 8.14.SeanA1 y A2 dos matrices cuadradas del mismo tamaño y A =

A1 +A2, entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(1) A es siḿetrica e idempotente yρ(A) = ρ(A1)+ρ(A2).

(2) A1 y A2 son siḿetricas e idempotentes yA1A2 = A2A1 = 0.
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Demostracíon
Supongamos que(2) es verdadero, entonces

A2 =(A1 +A2)(A1 +A2)

=A2
1 +A2

2 +A1A2 +A2A1 = A1 +A2.

Puesto queA, A1 y A2 son idempotentes,

ρ(A) =tr(A) = tr (A1 +A2) = tr (A1)+ tr (A2)
=ρ(A1)+ρ(A2) .

Ahora, supongamos que(1) es verdadero, por el Teorema 8.13

n =ρ(A)+ρ(In−A) = ρ(A1)+ρ(A2)+ρ(In−A)
≥ρ(A1)+ρ [A2 +(In−A)] = ρ(A1)+ρ(In−A1)
≥ρ [A1 +(In−A1)] = ρ(In) = n.

Por consiguiente,ρ(A1)+ρ(In−A1) = n y de nuevo por el Teorema 8.13, se tiene
queA1 es idempotente; de manera análoga se puede mostrar queA2 es idempotente.
Ahora demostremos queA1A2 = A2A1 = 0. Dado queA, A1 y A2 son idempotentes
y A = A1 +A2, multiplicando ambos lados porA se obtiene que

A =A2 = (A1 +A2)(A1 +A2)

=A2
1 +A2

2 +A1A2 +A2A1 = (A1 +A2)+A1A2 +A2A1

=A+A1A2 +A2A1.

Esto implica que

A1A2 +A2A1 =0, es decir, A1A2 =−A2A1.

Por otra parte, el hecho de queρ(A) = ρ(A1)+ρ(A2) implica que

R(A1)∩R(A2) = {~0}.
Este hecho unido conA1A2 =−A2A1 daA1A2 = 0.

Corolario 8.14.1. SeanA1,A2 dos matrices de tamañon×n tal que

A1 +A2 = In

entonces las condiciones dadas en el Teorema 8.14 se cumplen.
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Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Una generalización del Teorema 8.14 en el que se involucran más de dos ma-
trices es el siguiente

Teorema 8.15.SeanA1,A2, . . . ,Am una coleccíon dem matrices de tamãno n×n

y A =
m
∑

i=1
Ai . Considere las siguientes condiciones:

(1) CadaAi es siḿetrica e idempotente.

(2) AiA j = 0 para todai 6= j y ρ
(
A2

i

)
= ρ(Ai) para todai.

(3) A es siḿetrica e idempotente.

(4) ρ(A) =
m
∑

i=1
ρ(Ai) .

Entonces cualquiera dos de las condiciones(1), (2) y (3) implica la validez de la

condicíon(4). Adeḿas, las condiciones(3) y (4) implica la validez del resto de las

condiciones.

Demostracíon
Suponga que(1) y (2) son dadas. ComoA=

m
∑

i=1
Ai es claro que es idempotente.

Puesto queA y A1,A2, . . . ,Am son todas idempotentes,

ρ(A) = tr(A) =
m

∑
i=1

tr (Ai) =
m

∑
i=1

ρ(Ai) .

Aśı, la condicíon (4) es verdadera.
Suponga que(2) y (3) son dadas. El ćomputo deA2 produce

A2 =
m

∑
i=1

A2
i , para 1≤ i ≤m.

Nótese que

AAi =AiA = A2
i y A2Ai = AiA

2 = A3
i
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comoA es idempotente, se tiene queA2
i = A3

i , lo cual implica queA2
i (In−Ai) = 0.

La condicíon ρ(Ai) = ρ
(
A2

i

)
es equivalente a la siguiente afirmación

dim{R(Ai)}= dim
{

R
(
A2

i

)}
.

Puesto queR
(
A2

i

) ⊂ R(Ai), se tiene queR(Ai) = R
(
A2

i

)
. Por consiguiente, existe

una matrizD no singular tal queAi = DA2
i . Por lo tanto,A2

i (In−A) = 0 implica
queAi (In−A) = 0 de lo cual se concluye queAi es idempotente; ası́, la condicíon
(1) es verdadera y se sigue la(4).

Supongamos que(3) y (4) son v́alidas. Parai 6= j, seaB= Ai +A j y C = A−B,
por (4)

m

∑
i=1

ρ(Ai) =ρ(A) = ρ(B+C)

≤ρ(B)+ρ(C)≤
m

∑
i=1

ρ(Ai) .

De esto, se tiene queρ(A) = ρ(B)+ρ(C), por otra parte,

n =ρ(In) = ρ(B+ In−B)≤ ρ(B)+ρ(In−B)
=ρ(B)+ρ(In−A+C)≤ ρ(B)+ρ(In−A)+ρ(C)
=ρ(A)+ρ(In−A) = n.

Por lo tanto,ρ(B)+ρ(In−B) = n y por el Teorema 8.13,B es idempotente. Ası́ se
tiene queAi + A j es idempotente yρ(B) = ρ(Ai) + ρ(A j). Por el Teorema 8.14,
AiA j = 0 y Ai y A j son idempotentes. Ası́, (2) y (3) se obtienen de una vez.

Suponga que(1) y (2) se cumplen. Es obvio que(4) se sigue aprovechando la
conexíon entre rango y traza para matrices idempotentes. Por lo tanto, se tiene que
(4) es v́alido, (3) se sigue ahora de lo que se ha establecido anteriormente. Esto
completa la prueba.

Corolario 8.15.1. SeanA1,A2, . . . ,Am una coleccíon de matrices siḿetricas e idem-

potentes de tamañon×n tal que

m

∑
i=1

Ai = In

entonces las condiciones dadas en el Teorema 8.15 se cumplen. En este caso, las

condiciones(1) y (2) son equivalentes.
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Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 8.16.SeanA1,A2, . . . ,At una coleccíon de matrices siḿetricas e idempo-

tentes de tamãno n×n. Una condicíon necesaria y suficiente para que exista una

matriz P ortogonal tal quePtA1P,PtA2P, . . . ,PtAtP sean todas diagonales es que

AiA j = A jAi para todai y j.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Ejercicios 8.1.

1. Obtenga condiciones para los elementos de las matrices idempotentes de

tamãno2×2. ¿Se puede generalizar a cualquier dimensión?.

2. Muestre que siA es idempotente, entoncesAt es idempotente.

3. SeaX una matriz de tamãno m× n (m > n) y rangon. Demuestre que la

matrizH = X(XtX)−1Xt es una matriz siḿetrica e idempotente. Obtenga la

inversa deIn−H.

4. Suponga queKA = 0 y K es idempotente. DefinaG = (A−K)−1. Pruebe

que

(i) AG= I −K, (ii) AGA= A y (iii ) AGK = 0.
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Caṕıtulo 9

Inversa generalizada de matrices

El concepto de inversa generalizada tiene sus principios en la teorı́a de ecua-
ciones lineales simultáneas (sistemas dem ecuaciones lineales conn incógnitas).
La solucíon de un conjunto de ecuaciones lineales consistente

A~x =~b, (9.1)

dondeA es de tamãno m×n con rangor ≤ min(m,n), puede asumir dos formas
diferentes. Sim= n = r, el sistema (9.1) tiene solución única~x = A−1~b. Sin em-
bargo, cuandoA es una matriz rectangular o singular, una representación simple
de una solucíon en t́erminos deA es ḿas dif́ıcil. En este caṕıtulo, se trataran estos
sistemas de ecuaciones usando las inversas generalizadas de matrices. Dichas ma-
trices las estudiaremos como una aplicación de las descomposiciones de matrices.

9.1. Definicíon y propiedades b́asicas

En esta sección, se analizaran las inversas generalizadas de matrices rectangu-
lares o singulares. Este tipo de inversas las estudiaremos como una aplicación de
los valores propios, considerando los dos casos valores propios reales o complejos.

305
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Definición 9.1. Inversa Generalizada

Para cualquier matrizA cuadrada o rectangular, se dice queG es una inversa

generalizada deA, si satisface las siguientes condiciones:

(i) AGA=A, (iii ) AGes siḿetrica y (9.2)

(ii) GAG=G, (iv) GAes siḿetrica.

Nota
La inversa generalizada deA se llama tambíenseudoinversadeA.

Teorema 9.1.

Si A es una matriz no singular, entoncesG = A−1.

Demostracíon
Queda como ejercicio al lector.

Notación
La notacíon y nomenclatura que se se usará en este capı́tulo, para los cuatro

tipos de inversa generalizada introducido en (9.2) es el siguiente:

Condiciones Nombre Abreviación Notación
que satisface

(i) Inv. Gen. condicionada g1-Inversa Ag1 o Ac

(i) y (ii) Inv. Gen. reflexiva g2-Inversa Ag2 o Ar

(i),(ii) y (iii ) Inv. Gen. normalizada g3-Inversa Ag3 o An

(i),(ii) y (iv) Inv. Gen. normalizada g∗3-Inversa Ag∗3 o An∗

(i),(ii),(iii )y(iv) La Inversa GeneralizadaLa g-Inversa Ag o A−

como veremos el término “normalizada” significa de norma mı́nima.

En la Definicíon 9.1 no se establece que toda matriz tenga inversa generalizada
y adeḿas quéesta seáunica. Por supuesto que ası́ es, como lo establece el siguiente
teorema.

Teorema 9.2.

SeaA una matriz cuadrada o rectangular, entonces:

i) Siempre existeG. ii) G esúnica.
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Demostracíon

i) Si A es la matriz nula de tamaño m×n, es claro que lag−inversa deA es la
matriz nula de tamãnon×m.

Si se supone queρ(A) = r > 0, entonces por la propiedad(iv) del rango de
una matriz (ver Caṕıtulo 1) se tiene que existenK y L de tamãno m× r y
r×n, respectivamente, ambas con rangor tales que

A = KL.

Entonces la matriz dada por

Ag = Lt (LLt)−1(
KtK

)−1
Kt (9.3)

es unag−inversa deA, pues basta sustituir en (9.2) para obtener que

AAgA =KLLt (LLt)−1(
KtK

)−1
KtKL = KL = A.

AgAAg =Lt (LLt)−1(
KtK

)−1
Kt = Ag.

AAg =KLLt (LLt)−1(
KtK

)−1
Kt = K

(
KtK

)−1
Kt es siḿetrica.

AgA =Lt (LLt)−1(
KtK

)−1
KtKL = Lt (LLt)−1

L es siḿetrica.

Aśı pues, siempre existe unag−inversa de una matrizA.

ii) Para probar la unicidad se procede por reducción al absurdo y se supone que
existen dos matricesAg y Bg de tamãnon×mque son inversas generalizadas
deA.

Por serAg unag−inversa deA se tiene que

AAgA = A. (9.4)

Al postmultiplicar porBg se obtiene

AAgABg = ABg

y, dada la simetrı́a deABg y AAg, resulta

ABg = (ABg)t = [(AAg)(ABg)]t = (ABgA)Ag = AAg. (9.5)

De manera ańaloga premultiplicando a (9.4) porBg se llega a

BgA = (BgA)t = [(BgA)(AgA)]t = Ag(ABgA) = AgA. (9.6)
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Porúltimo, si se premultiplica en (9.5) porBg, se tiene

BgABg = BgAAg

y, de acuerdo con (9.6) y la definición 9.1, resulta

Bg = BgABg = (BgA)Ag = AgAAg = Ag.

Es decir, lag−inversa de una matriz esúnica.

Ejemplo 9.1.

Dada la matrizA =




2 −1 3

1 −2 3


, determine el tipo de inversa generalizada

que esG = 1
3




2 −1

1 −2

0 0




.

Solución
Veamos que condiciones cumpleG de las dadas en (9.2):

AG=
1
3

[
2 −1 3
1 −2 3

]


2 −1
1 −2
0 0


 =

1
3

[
3 0
0 3

]
, (9.7)

entonces

AGA=
[
2 −1 3
1 −2 3

]
= A.

Por lo tanto, la matrizG esAg1. Observemos si cumple la segunda condición

GA=
1
3




2 −1
1 −2
0 0




[
2 −1 3
1 −2 3

]
=

1
3




3 0 3
0 3 −3
0 0 0


 , (9.8)

luego

GAG=
1
9




6 −3
3 −6
0 0


 = G.

Aśı, G es una matrizAg2 y de la expresíon (9.7) se tiene finalmente queG es una
Ag3. No alcanza serAg ya que no cumple la cuarta condición, lo cual se verifica
en (9.8).
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9.2. Propiedades de las inversas generalizadas

Algunas de las propiedades más importantes de la inversa generalizada se re-
sumen en el siguiente teorema.

Teorema 9.3.SeaA una matriz de tamãnom×n con rangor ≤mı́n(m,n) y Ag una

matriz de tamãnon×m. Entonces:

a) (Ag)g = A.

b) (At)g = (Ag)t .

c) A = AAt (Ag)t = (Ag)t AtA.

d) (αA)g = αgAg, dondeα 6= 0 es cualquier escalar conαg = α−1.

d) (AtA)g = Ag(Ag)t .

e) Ag = Ag(Ag)t At = At (Ag)t Ag.

f) Ag = (AtA)gAt = At (AAt)g.

g) Las matricesAAg, AgA, Im−AAg e In−AgA son todas idempotentes con

rangos iguales ar, r, m− r y n− r respectivamente.

h) ρ(Ag) = ρ(A).

Demostracíon
En esta demostración se utilizan las condiciones dadas en (9.2):

a) Se tiene inmediatamente de las condiciones.

b) Supongamos que lag-inversa deAt es(At)g, si se transpone la primera condi-
ción de lag-inversa de la matrizA, se tiene

[AAgA]t =At

At(Ag)tAt =At .

Pero por la definicíon 9.1 lag-inversa eśunica, entonces(At)g = (Ag)t .
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c) - f) Quedan como ejercicio para el lector.

g) Para verificar si las matrices son idempotentes se eleva cada una de ellas al
cuadrado:

(AAg)2 =(AAg)(AAg) = (AAgA)Ag = AAg,

(AgA)2 =(AgA)(AgA) = Ag(AAgA) = AgA.

De manera ańaloga se demuestra queI −AAg e I −AgA son idempotentes.
Puesto que el rango de un producto no puede exceder el rango más pequẽno
de los factores:

r = ρ(A) =ρ(AAgA)≤ ρ(AAg)≤ ρ(A) = r,

r = ρ(A) =ρ(AAgA)≤ ρ(AgA)≤ ρ(A) = r.

Por el teorema del emparedado se tienen las igualdades. Para demostrar que
ρ(Im−AAg) = m− r y ρ(In−AgA) = n− r se usa el hecho de que el rango
de una matriz idempotente es igual a su traza. Luego,

ρ(Im−AAg) =tr(Im−AAg) = m− tr(AAg) = m−ρ(AAg) = m− r.

ρ(In−AgA) =tr(In−AgA) = n− tr(AgA) = n−ρ(AgA) = n− r.

h) Por la parte a), siAAgA = A, entonces

ρ(A) = ρ(AAgA)≤ ρ(AAg)≤ ρ(Ag).

Por otra parte, la condiciónAgAAg = Ag, implica que

ρ(Ag) = ρ(AgAAg)≤ ρ(AAg)≤ ρ(A).

Aśı, ρ(Ag) = ρ(A).

Teorema 9.4.Si A es una matriz siḿetrica, entoncesAg es siḿetrica.

Demostracíon
La prueba se sigue de la parteb) del Teorema 9.3, es decir:

Ag =
(
At)g = (Ag)t .

Corolario 9.4.1. Si A es siḿetrica e idempotente entonces

Ag = A.
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Demostracíon
Queda como ejercicio al lector.

Ejemplo 9.2. Determine la inversa generalizada de la matriz asociada a la forma

cuadŕatica del Ejemplo 5.5

Solución
En el Ejemplo 8.3, se mostró queIn− Jn era siḿetrica e idempotente. Luego

por el Corolario 9.4.1, se tiene que
(
In−Jn

)g = In−Jn.

Teorema 9.5.Si A y Ag3 son siḿetricas, entoncesAg3 = Ag.

Demostracíon
Puesto queAg3 es siḿetrica,

(Ag3A)t = AAg3 = (AAg3)t = Ag3A

y la cuarta condicíon dada en (9.2) se satisface.

9.3. Métodos para calcular inversas generalizadas

En esta sección se ilustra algunos de los métodos para hallar lag-inversa. Se
estudiaŕan śolo los ḿetodos que utilizan las distintas factorizaciones de la matriz
A dadas en estas notas. Aunque en esta sección se considerańunicamente matri-
ces reales, cuando el lector necesite emplear alguno de los métodos desarrollados
aqúı para matrices complejas, simplemente puede realizar los cambios adecuados
en cada ḿetodo. Por ejemplo, en vez de utilizarAt se usaAH y si en el ḿetodo se
emplea una matriz ortogonal pues se cambia por una matriz unitaria.

Teorema 9.6. SeaA una matriz real de tamaño m× n con rangor ≤ mı́n(m,n)

particionada como

A =




A11
... A12

. . . . . . .

A21
... A22




,

dondeA11 ó A22 es una submatriz real de tamaño r× r; entonces
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1. Si A11 es no singular yA22 = A21A
−1
11 A12, unag2-inversa deA es la matriz

Ag2 de tamãnon×m, dada por:

Ag2 =




A−1
11

... 0r×m1

. . . . . . .

0n1×r
... 0n1×m1




. (9.9)

conm1 = m− r y n1 = n− r.

2. Si A22 es no singular yA11 = A12A
−1
22 A21, unag2-inversa deA es la matriz

Ag2 de tamãnon×m, dada por:

Ag2 =




0n1×m1

... 0n1×r

. . . . . . .

0r×m1

... A−1
22




. (9.10)

Demostracíon
Como la particíon de las matrices expuestas son consistentes para el producto,

efect́ue los productosAAg2A y Ag2AAg2. Obśervese que se obtiene respectivamente
A y Ag2.

Ejemplo 9.3.

Dada la matrizA =




2 −1 3

1 −2 3


, obtenga unag2−inversa.

Solución
Para la particíon1× (2+1) de la matriz dada se tiene

A =


2 −1

... 3

1 −2
... 3


 = (A1

... A2).

Se calcula la inversa deA1 y se obtiene

A−1
1 =−1

3

[−2 1
−1 2

]
.
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Luego, unag2-inversa es la matriz

Ag2 =
1
3




2 −1
1 −2
0 0


 .

Nótese quéesta es igual a la dada en el Ejemplo 9.1.

Corolario 9.6.1. SeaAuna matriz “diagonal” de tamañom×ny rangor ≤mı́n(m,n)

particionada como sigue

A =




D
... 0r×n1

. . . · . . .

0m1×r
... 0m1×n1




, donde D =




d1 . . . 0
...

...
...

0 . . . dr




.

conm1 = m− r y n1 = n− r. Entonces la inversa generalizada deA est́a dada por

G =




D−1 ... 0r×m1

. . . . . .

0n1×r
... 0n1×m1




. (9.11)

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 9.7. SeaA una matriz siḿetrica de tamãno n× n y rango r, (r < n).

Entonces la inversa generalizada deA est́a dada por

G = PΛgP−1, (9.12)

dondePes una matriz real de tamañon×ncuyas columnas son los vectores propios

asociados aA, particionada como

P = [S
... T] = [~v1 . . . ~vr

...~vr+1 . . . ~vn]. (9.13)
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Aqúı, la submatrizSes de tamãnon× r, sus columnas corresponden a los vectores

propios asociados a los valores propios distintos de cero de la matrizA y la sub-

matriz T es de tamãno n× (n− r), cuyas columnas corresponden a los vectores

propios asociados a los valores propios nulos deA.

Λg =




D−1 0

0 0


 , (9.14)

conD la submatriz real de tamaño r× r que tiene en la diagonal los valores propios

distintos de cero asociados aA, 0 la submatriz real de tamaño (n− r)× (n− r) en

cuya diagonal están los valores propios nulos deA.

Demostracíon
Puesto queA tienen vectores propios~v1,~v2, . . . ,~vn que corresponden a los valo-

res propios (no necesariamente diferentes)λ1,λ2, . . . ,λn, dichos vectores resultan
ser linealmente independientes y por lo tanto la matrizP dada en (9.13) es no sin-
gular.

Por consiguiente, la matrizA se puede expresar comoA = PΛP−1, dondeΛ =[
D 0
0 0

]
.

Veamos siG = PΛgP−1 cumple la primer condición de la definicíon 9.1

AGA=A
(
PΛgP−1)A =

(
PΛP−1)(

PΛgP−1)(
PΛP−1)

=PΛΛgΛP−1 = PΛP−1 = A.

LuegoG es una matrizAg1. Observemos si esAg2:

GAG=
(
PΛgP−1)A

(
PΛgP−1) =

(
PΛgP−1)(

PΛP−1)(
PΛgP−1)

=PΛgΛΛgP−1 = PΛgP−1 = G.

Ahora, verifiquemos siG es una matrizAg3:

AG=
[
A

(
PΛgP−1)] = [

(
PΛP−1)(PΛgP−1)] = [P(ΛΛg)P−1]. (9.15)

Pero comoA = At , por el Teorema 2.26, la matrizA es semejante a una matrizQ
ortogonal. Si se ortonormalizan las columnas de la matrizP se tiene queP−1 = Pt

y por lo tanto

(AG)t = [P(ΛΛg)P−1]t =
{

P

[
Ir 0
0 0

]
Pt

}t

= P

[
Ir 0
0 0

]
Pt = AG.
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TambíenG esAg3. Observemos si cumple la cuarta condición dada en (9.2)

GA= [(PΛgP−1)A] = [(PΛgP−1)(PΛP−1)] = [P(ΛgΛ)P−1]. (9.16)

Usando de nuevo el hecho de queA es diagonalizable ortogonalmente, se tiene

(GA)t = [P(ΛgΛ)P−1]t =
{

P

[
Ir 0
0 0

]
Pt

}t

= P

[
Ir 0
0 0

]
Pt = GA

Aśı, G es lag-inversa deA y el teorema queda demostrado.

Ejemplo 9.4. Inversa Generalizada de una Matriz Siḿetrica

SeaA =




5 −4 9

−4 5 −9

9 −9 18




, obtenga lag-inversa.

Solución
En este caso, la ecuación caracteŕıstica es:

det(A−λI) =−λ3 +28λ2−27λ = 0.

Entonces, los valores propios deA sonλ1 = 1, λ2 = 27y λ3 = 0.

Paraλ1 = 1, se tiene el vector propio correspondiente~v1 =




1
1
0


.

Si λ2 = 27, se obtiene el vector propio asociado~v2 =




1
−1
2




y paraλ3 = 0, se llega al vector propio~v3 =



−1
1
1


.

Estableciendo

P =




1 1 −1
1 −1 1
0 2 1


 con P−1 =− 1

6



−3 −3 0
−1 1 −2
2 −2 −2




y

Λ =




1 0 0
0 27 0
0 0 0


 con Λg =

1
27




27 0 0
0 1 0
0 0 0


 ,
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se obtiene

G =− 1
162




1 1 −1
1 −1 1
0 2 1







27 0 0
0 1 0
0 0 0






−3 −3 0
−1 1 −2
2 −2 −2


 .

Despúes de realizar la multiplicación de las matrices queda

G =
1
81




41 40 1
40 41 −1
1 −1 2


 ,

de manera que

AG=
1
81




5 −4 9
−4 5 −9
9 −9 18







41 40 1
40 41 −1
1 −1 2


 =

1
3




2 1 1
1 2 −1
1 −1 2


 ,

GA=
1
81




41 40 1
40 41 −1
1 −1 2







5 −4 9
−4 5 −9
9 −9 18


 =

1
3




2 1 1
1 2 −1
1 −1 2


 .

Aśı, AG= GA, adeḿas los productos dan como resultado matrices simétricas. Por
otra parte,

AGA=
1
3




2 1 1
1 2 −1
1 −1 2







5 −4 9
−4 5 −9
9 −9 18


 =

1
3




15 −12 27
−12 15 −27
27 −27 54


 = A,

GAG=
1

243




2 1 1
1 2 −1
1 −1 2







41 40 1
40 41 −1
1 −1 2


 =

1
243




123 120 3
120 123 −3

3 −3 6


 = G.

Corolario 9.7.1. SeaA una matriz singular de tamaño n×n con valores propios

(reales o complejos) distintos de ceroλ1,λ2, . . . ,λr (r = ρ(A)). Entonces unag2-

inversa deA es la matriz definida de la siguiente forma:

Ag2 = PΛgP−1, (9.17)
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donde,P1 y Λg estan definidas de manera análoga a (9.13) y (9.14), y

D =





diag(λ1,λ2, . . . ,λr) si m.a(λi) = m.g(λi)

J si m.a(λi) 6= m.g(λi)

R si posee valores propios complejos,

en dondeJ es la matriz de Jordan dada en (3.25). En este caso,AG= GA.

Demostracíon
En el Teorema 9.7, se demostró queG eraAg2. Para demostrar queAG= GA,

de (9.15) y (9.16) se tiene que

AG=[P(ΛΛg)P−1] y GA=[P(ΛgΛ)P−1].

Dado queΛΛg = ΛgΛ =
[
Ir 0
0 0

]
, el corolario queda demostrado.

Ejemplo 9.5. Inv. gen. de una matriz con valores propios reales

SeaA =




4 1 2

3 1 3

1 1 5




, obtenga unag2-inversa.

Solución
En este caso, los valores propios deA sonλ1 = 7, λ2 = 3 y λ3 = 0 y los vec-

tores propios correspondientes son~v1 =




1
1
1


,~v2 =



−7
−3
5


 y~v3 =




1
−6
1


, respecti-

vamente. Estableciendo

P =




1 −7 1
1 −3 −6
1 5 1


 con P−1 =

1
84




27 12 45
−7 0 7
8 −12 4




y

Λ =




7 0 0
0 3 0
0 0 0


 con Λg =

1
21




3 0 0
0 7 0
0 0 0


 .

1Cuando la multiplicidad algebraica de unλi sea mayor que su multiplicidad geométrica, algunas

de las columnas deP seŕan vectores propios generalizados
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Se obtiene

G =
1

1764




1 −7 1
1 −3 −6
1 5 1







3 0 0
0 7 0
0 0 0







27 12 45
−7 0 7
8 −12 4


 .

Despúes de realizar el producto entre matrices, se llega a

G =
1

441




106 9 −52
57 9 −3
−41 9 95




de manera que

AG=
1

441




4 1 2
3 1 3
1 1 5







106 9 −52
57 9 −3
−41 9 95


 =

1
21




19 3 −1
12 3 6
−2 3 20


 ,

GA=
1

441




106 9 −52
57 9 −3
−41 9 95







4 1 2
3 1 3
1 1 5


 =

1
21




19 3 −1
12 3 6
−2 3 20


 .

EntoncesAG= GA, pero los productos no dan como resultado matrices simétricas.
Por otra parte,

AGA=
1
21




19 3 −1
12 3 6
−2 3 20







4 1 2
3 1 3
1 1 5


 =

1
21




84 21 42
63 21 63
21 21 105


 = A, y

GAG=
1

9261




19 3 −1
12 3 6
−2 3 20







106 9 −52
57 9 −3
−41 9 95


 =

1
9261




2226 189 −1092
1197 189 −63
−861 189 1995


 = G

Aśı, la matrizG cumple los requisitos(i) y (ii) dados en (9.2), pero no con las
condiciones(iii ) y (iv), puesAGy GAno son matrices siḿetricas.

Corolario 9.7.2. SeaA una matriz real de tamañom×n (n< m) y rangor, (r ≤ n).

Entonces lag-inversa deA est́a dada por

G = (AtA)gAt (9.18)

donde(AtA)g = PΛgP−1 es la matriz definida en (9.12). Sir = n, entonces

G =(AtA)−1At y GA=In.
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Demostracíon
En el Teorema 9.7, se demostró que lag-inversa de matrices siḿetricas cumplen

las condiciones establecidas en la definición 9.1. Entonces,(AtA)g las cumple.
Veamos si la expresión dada en (9.18) verifica las condiciones dadas en (9.2):

AG= A(AtA)gAt .

Pero por el Teorema 9.3 se tiene queA = (At)gAtA, luego,

AGA=[(At)gAtA](AtA)gAtA = (At)g(AtA)(AtA)g(AtA)
=(At)g(AtA) = A.

Por otra parte,
GA= (AtA)gAtA.

Entonces,

GAG=(AtA)gAtA(AtA)gAt = (AtA)g(AtA)(AtA)gAt

=(AtA)gAt = G.

Ahora, observemos siAGy GAson siḿetricas,

(AG)t =[A(AtA)gAt ]t = A[(AtA)g]tAt

=A[(AtA)t ]gAt = AG

y

(GA)t =[(AtA)gAtA]t = [(AtA)g(AtA)]t

=(AtA)g(AtA) = GA

la última expresíon se tiene debido a que(AtA)g es unag-inversa de(AtA).

Corolario 9.7.3. SeaA una matriz real de tamañom×n (m< n) y rangor, (r ≤ n).

Entonces lag-inversa deA es

G = At(AAt)g (9.19)

donde(AAt)g = PΛgP−1 es la matriz definida en (9.12). Sir = m, entonces

G =At(AAt)−1 y AG=Im.
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Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 9.6. Consid́erese la matriz dada en el Ejemplo 9.1, obtenga lag-inversa.

Solución
Comoρ(A) = 2, el producto deAAt da como resultado:

AAt =
[
14 13
13 14

]
y

(
AAt)−1 =

1
27

[
14 −13
−13 14

]
.

Luego, la inversa generalizada es

Ag = At (AAt)−1 =
1
9




5 −4
4 −5
1 1


 .

la cual es diferente a laAg2 dada en el Ejemplo 9.1.
En el caso de que no se establezca primero el rango de la matrizA, se puede

realizar el producto deAtA el cual da como resultado

AtA =




5 −4 9
−4 5 −9
9 −9 18


 .

En el Ejemplo 9.4 se obtuvo que lag-inversa paráesta matriz era

(AtA)g =
1
81




41 40 1
40 41 −1
1 −1 2


 .

Por lo tanto, lag-inversa de la matriz A, es:

Ag =
1
9




5 −4
4 −5
1 1


 ,

la cual coincide con la obtenida anteriormente.

Ejemplo 9.7. Determine unag-inversa para la matriz

A =




1 2 3

−1 1 2

2 1 1




.
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Solución
El producto deAAt da como resultado:

B = AAt =




14 7 7
7 6 1
7 1 6


 .

En este caso, los valores propios deB sonλ1 = 21, λ2 = 5 y λ3 = 0 y los vectores

propios correspondientes son~v1 =




2
1
1


, ~v2 =




0
−1
1


 y ~v3 =



−1
1
1


, respectiva-

mente. Estableciendo

P =




2 0 −1
1 −1 1
1 1 1


 con P−1 =

1
6




2 1 1
0 −3 3
−2 2 2




y

Λ =




21 0 0
0 5 0
0 0 0


 con Λg =

1
105




5 0 0
0 21 0
0 0 0


 ,

se obtiene

(AAt)g =
1

630




2 0 −1
1 −1 1
1 1 1







5 0 0
0 21 0
0 0 0







2 1 1
0 −3 3
−2 2 2


 .

Despúes de multiplicar las matrices queda

(AAt)g =
1

315




10 5 5
5 34 −29
5 −29 34


 .

Por lo tanto, lag-inversa de la matriz A es

Ag =
1

105




5 −29 34
10 5 5
15 18 −3


 .

El lector puede verificar que esta matriz cumple las condiciones dadas en (9.2).
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Teorema 9.8. Suṕongase queA = LU es una descomposición de la matrizA de

tamãno m× n, de rangor ≤ mı́n(m,n). Entonces la inversa generalizada deA

est́a dada por

G = Ũ t
(
Ũ Ũ t

)−1(
L̃t L̃

)−1
L̃t , (9.20)

dondeŨ es una matriz de tamañon×r de rangor, obtenida de eliminar las filas nu-

las deU y la matrizL̃ de tamãnom× r, tambíen de rangor, es obtenida eliminando

las columnas que multiplican a las filas nulas deU .

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 9.8. Consid́erese la transpuesta de la matriz dada en el Ejemplo 9.1 y

utilice el Teorema 9.8 para hallar lag-inversa.

Solución
Si se transpone la matriz dada en el Ejemplo 9.1, la factorizaciónLU es




2 1
−1 −2
3 3


 =




1 0 0
−1

2 1 0
3
2 −1 1







2 1
0 −3

2
0 0


 = LU.

Al eliminar la última fila deU y la última columna deL se obtiene




2 1
−1 −2
3 3


 =




1 0
−1

2 1
3
2 −1




[
2 1
0 −3

2

]
= L̃ Ũ .

Luego,

Ũ Ũ t =
[
2 1
0 −3

2

][
2 0
1 −3

2

]
=

1
4

[
20 −6
−6 9

]

y por lo tanto,

Ũ t
(
Ũ Ũ t

)−1
=

[
2 0
1 −3

2

][1
4

1
6

1
6

5
9

]
=

1
6

[
3 2
0 −4

]
.
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Por otra parte,

L̃t L̃ =
[
1 −1

2
3
2

0 1 −1

]


1 0
−1

2 1
3
2 −1


 =

1
2

[
7 −4
−4 4

]
.

De donde,

(
L̃t L̃

)−1
L̃t =

1
6

[
4 4
4 7

][
1 −1

2
3
2

0 1 −1

]
=

1
6

[
4 2 2
4 5 −1

]
.

Siguiendo el procedimiento dado en (9.20), se tiene que

G =
1
36

[
3 2
0 −4

][
4 2 2
4 5 −1

]
=

1
9

[
5 4 1
−4 −5 1

]
,

la cual coincide con la transpuesta obtenida en el Ejemplo 9.6.

Ejemplo 9.9. Consid́erese la matriz dada en el Ejemplo 9.5, obtenga la factori-

zacíonLU deA y utilice el Teorema 9.8 para hallar lag-inversa.

Solución
La factorizacíonLU de la matriz dada en el Ejemplo 9.5 es




4 1 2
3 1 3
1 1 5


 =




1 0 0
3
4 1 0
1
4 3 1







4 1 2
0 1

4
3
2

0 0 0


 = LU.

Al eliminar la última fila deU y la última columna deL se obtiene



4 1 2
3 1 3
1 1 5


 =




1 0
3
4 1
1
4 3




[
4 1 2
0 1

4
3
2

]
= L̃ Ũ .

Luego,

Ũ Ũ t =
[
4 1 2
0 1

4
3
2

]


4 0
1 1

4
2 3

2


 =

1
16

[
336 52
52 37

]

y por lo tanto,

Ũ t
(
Ũ Ũ t

)−1
=

1
608




4 0
1 1

4
2 3

2




[
37 −52
−52 336

]
=

1
152




37 −52
6 8
−1 100


 .
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Por otra parte,

L̃t L̃ =
[
1 3

4
1
4

0 1 3

]


1 0
3
4 1
1
4 3


 =

1
8

[
13 12
12 80

]
,

de donde,
(

L̃t L̃
)−1

L̃t =
1

112

[
80 −12
−12 13

][
1 3

4
1
4

0 1 3

]
=

1
28

[
20 12 −4
−3 1 9

]
.

Siguiendo el procedimiento dado en (9.20), se tiene que

G =
1

4256




37 −52
6 8
−1 100




[
20 12 −4
−3 1 9

]
=

8
4256




112 49 −77
12 10 6
−40 11 113


 .

Nótese que esta matriz no coincide con la obtenida en el Ejemplo 9.5, por otra parte

AG=
1

532




4 1 2
3 1 3
1 1 5







112 49 −77
12 10 6
−40 11 113


 =

1
14




10 6 −2
6 5 3
−2 3 13


 ,

GA=
1

532




112 49 −77
12 10 6
−40 11 113







4 1 2
3 1 3
1 1 5


 =

1
38




37 6 −1
6 2 6
−1 6 37


 .

En este casoAGy GAdan como resultado matrices simétricas. Adeḿas,

AGA=
1
14




10 6 −2
6 5 3
−2 3 13







4 1 2
3 1 3
1 1 5


 =

1
14




56 14 28
42 14 42
14 14 70


 = A, y

GAG=
1

20216




37 6 −1
6 2 6
−1 6 37







112 49 −77
12 10 6
−40 11 113


 =

1
532




112 49 −77
12 10 6
−40 11 113


 = G.

Aśı, la matrizG cumple todos los requisitos dados en (9.2).

Teorema 9.9. Suṕongase queA = QR es una descomposición de la matrizA de

tamãno m× n, de rangor ≤ mı́n(m,n) de modo queQ tiene columnas ortonor-

males yR es triangular superior de rangor. Entonces la inversa generalizada deA

est́a dada por

G = Rt (RRt)g
Qt . (9.21)
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Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 9.10. Consid́erese la matriz dada en el Ejemplo 9.1, obtenga la factori-

zacíonQRdeA y utilice el Teorema 9.9 para hallar lag-inversa.

Solución
La factorizacíonQRde la matriz dada en el Ejemplo 9.1 es

[
2 −1 3
1 −2 3

]
=

[2
5

√
5 1

5

√
5

1
5

√
5 −2

5

√
5

][√
5 −4

5

√
5 9

5

√
5

0 3
5

√
5 −3

5

√
5

]
.

Luego,

RRt =
[√

5 −4
5

√
5 9

5

√
5

0 3
5

√
5 −3

5

√
5

]

√

5 0
−4

5

√
5 3

5

√
5

9
5

√
5 −3

5

√
5


 =

1
5

[
122 −39
−39 18

]

y por lo tanto,
(
RRt)g =

1
135

[
18 39
39 122

]
.

Por otra parte,

Rt (RRt)g =
1

135



√

5 0
−4

5

√
5 3

5

√
5

9
5

√
5 −3

5

√
5




[
18 39
39 122

]
=

1
135




18
√

5 39
√

5
9
√

5 42
√

5
9
√

5 −3
√

5


 .

Empleando el procedimiento dado en (9.21), se tiene que

G =
1

135




18
√

5 39
√

5
9
√

5 42
√

5
9
√

5 −3
√

5




[2
5

√
5 1

5

√
5

1
5

√
5 −2

5

√
5

]
=

15
135




5 −4
4 −5
1 1


 =

1
9




5 −4
4 −5
1 1


 ,

la cual coincide con la obtenida en el Ejemplo 9.6.

Ejemplo 9.11. Inversa generalizada de una matriz cuadrada

Obtenga lag-inversa, usando el procedimiento dado en (9.21) para la matriz

A =




−1 1 −2

1 −1 2

−1 1 1




.
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Solución
La factorizacíonQRde la matriz dada es



−1 1 −2
1 −1 2
−1 1 1


 =



−1

3

√
3 −1

6

√
6 1

2

√
2

1
3

√
3 1

6

√
6 1

2

√
2

−1
3

√
3 1

3

√
6 0






√

3 −√3
√

3
0 0

√
6

0 0 0


 .

Luego,

RRt =



√

3 −√3
√

3
0 0

√
6

0 0 0






√

3 0 0
−√3 0 0√

3
√

6 0


 =




9 3
√

2 0
3
√

2 6 0
0 0 0




y por lo tanto,

(
RRt)g =

1
12




2 −√2 0
−√2 3 0

0 0 0


 .

Por otra parte,

Rt (RRt)g =
1
12



√

3 0 0
−√3 0 0√

3
√

6 0







2 −√2 0
−√2 3 0

0 0 0




=
1
12




2
√

3 −√6 0
−2
√

3
√

6 0
0 2

√
6 0


 .

Mediante el procedimiento dado en (9.21), se tiene que

G=
1
12




2
√

3 −√6 0
−2
√

3
√

6 0
0 2

√
6 0






−1

3

√
3 1

3

√
3 −1

3

√
3

−1
6

√
6 1

6

√
6 1

3

√
6

1
2

√
2 1

2

√
2 0


 =

1
12



−1 1 −4
1 −1 4
−2 2 4


 ,

de manera que

AG=
1
12



−1 1 −2
1 −1 2
−1 1 1






−1 1 −4
1 −1 4
−2 2 4


 =

1
12




6 −6 0
−6 6 0
0 0 12


 ,

GA=
1
12



−1 1 −4
1 −1 4
−2 2 4






−1 1 −2
1 −1 2
−1 1 1


 =

1
12




6 −6 0
−6 6 0
0 0 12


 .
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De este modoAG= GA. Adeḿas,

AGA=
1
12




6 −6 0
−6 6 0
0 0 12






−1 1 −2
1 −1 2
−1 1 1


 =

1
12



−12 12 −24
12 −12 24
−12 12 12


 = A, y

GAG=
1

144




6 −6 0
−6 6 0
0 0 12







6 −6 0
−6 6 0
0 0 12


 =

1
12




6 −6 0
−6 6 0
0 0 12


 = G.

Aśı, la matrizG cumple todos los requisitos dados en (9.2).

Teorema 9.10.SeaA una matriz real de tamañon×n con valores singulares distin-

tos de ceroσ1,σ2, . . . ,σr (r = ρ(A)). Entonces la inversa generalizada deA est́a da-

da por

G = VSgU t , (9.22)

dondeU y V son matrices ortogonales de tamañon×n y Sg es la inversa generali-

zada de la matriz dada en (3.31).

Demostracíon
Por el Teorema 3.25, la matrizA se puede expresar comoA = USVt , por con-

siguiente lag-inversa es
G = VSgU t .

Veamos siG cumple la primer condición de la Definicíon 9.1

AGA=A(VSgU t)A = (USVt)(VSgU t)(USVt)
=US(VtV)Sg(U tU)SVt = USVt = A.

Aqúı se utilizaron los hechos de queU y V son matrices ortogonales y de queSg

es una inversa generalizada deS. LuegoG es una matrizAg1, miremos si esAg2

GAG=(VSgU t)A(VSgU t) = (VSgU t)(USVt)(VSgU t)
=V(SgSSg)U t = VSgU t = G.

Ahora, observemos siG es una matrizAg3

AG=
[
A(VSgU t)

]
=

[
(USVt)(VSgU t)

]
=

[
U(SSg)U t] . (9.23)
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Como

SSg =
[
Ir 0
0 0

]
, (9.24)

la matrizAGes siḿetrica, por lo tantoG tambíen esAg3. Observemos si cumple la
cuarta condicíon dada en (9.2)

GA=
[
(VSgU t)A

]
=

[
(VSgU t)(USVt)

]
=

[
V(SgS)Vt] . (9.25)

Usando de nuevo el hecho dado en (9.24), se tiene

(GA)t = GA.

Aśı, G es lag-inversa deA y el teorema queda demostrado.

Ejemplo 9.12.Consid́erese la matriz dada en el Ejemplo 9.11, obtenga lag-inversa.

Solución
En este caso, los valores singulares deA sonσ2

1 = 12, σ2
2 = 3 y σ2

3 = 0. Al
calcular los respectivos vectores propios normalizados deAtA, se obtiene:

~v1 =
1√
6



−1
1
−2


 , ~v2 =

1√
3



−1
1
1


 y ~v3 =

1√
2




1
1
0


 .

Por otra parte, los respectivos vectores propios normalizados de la matrizAAt son

~u1 =
1√
2




1
−1
0


 , ~u2 =




0
0
1


 y ~u3 =

1√
2




1
1
0


 .

Por lo tanto, si se establece

U =




1√
2

0 1√
2

− 1√
2

0 1√
2

0 1 0


 , Vt =



− 1√

6
1√
6
− 2√

6
− 1√

3
1√
3

1√
3

1√
2

1√
2

0




y

S=



√

12 0 0
0

√
3 0

0 0 0


 , luego Sg =

1
6



√

3 0 0
0 2

√
3 0

0 0 0


 ,
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se obtiene

G =
1
6



− 1√

6
− 1√

3
1√
2

1√
6

1√
3

1√
2

− 2√
6

1√
3

0






√

3 0 0
0 2

√
3 0

0 0 0







1√
2
− 1√

2
0

0 0 1
1√
2

1√
2

0


 .

Despúes de realizar la multiplicación de las matrices queda

G =
1
12



−1 1 −4
1 −1 4
−2 2 4


 ,

la cual coincide con la obtenida en el Ejemplo 9.11.

Corolario 9.10.1. SeaA una matriz real de tamaño m×n con valores singulares

distintos de ceroσ1,σ2, . . . ,σr (r = ρ(A)). Entonces lag-inversa deA es la matriz

definida de la siguiente forma:

G = VSgU t , (9.26)

dondeU y V son matrices ortogonales de tamaño m×m y n×n, respectivamente

y Sg es la inversa generalizada de la matriz dada en (3.31).

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 9.13. Consid́erese la matriz dada en el Ejemplo 9.1, obtenga lag-inversa.

Solución
En este caso, los valores singulares deA sonσ2

1 = 27, σ2
2 = 1. Al calcular los

respectivos vectores propios normalizados deAtA, se obtiene:

~v1 =
1√
6




1
−1
2


 , ~v2 =

1√
2



−1
−1
0


 y ~v3 =

1√
3



−1
1
1


 .

Por otra parte, los respectivos vectores propios normalizados de la matrizAAt son

~u1 =
1√
2

[
1
1

]
y ~u2 =

1√
2

[−1
1

]
.
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Por lo tanto, si se establece

U =

[
1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2

]
, Vt =




1√
6

− 1√
6

2√
6

− 1√
2
− 1√

2
0

− 1√
3

1√
3

1√
3




y

S=
[√

27 0 0
0 1 0

]
, luego Sg =

1

3
√

3




1 0
0 3

√
3

0 0


 .

Aśı se obtiene

G =
1

3
√

3




1√
6

− 1√
2
− 1√

3
− 1√

6
− 1√

2
1√
3

2√
6

0 1√
3







1 0
0 3

√
3

0 0




[
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

]
.

Despúes de multiplicar las matrices queda

G =
1
9




5 −4
4 −5
1 1


 ,

la cual coincide con la obtenida en el Ejemplo 9.6.

Teorema 9.11.Método de Penrose

SeaA una matriz real de tamaño m×n y rangor ≤mı́n(m,n), particionada de

la siguiente forma

A =




A11 A12

A21 A22


 , (9.27)

conA11 una submatriz no singular de tamaño r × r y A22 = A21A
−1
11 A12. Entonces

la inversa generalizada deA es

G =




At
11PAt

11 At
11PAt

21

At
12PAt

11 At
12PAt

21


 , (9.28)

dondeP = (A11At
11+A12At

12)
−1A11(At

11A11+At
21A21)

−1.
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Demostracíon
ComoA11 es no singular, la matrizA se puede particionar como sigue

[
A11 A12

A21 A22

]

︸ ︷︷ ︸
=

[
A11

A21

]

︸ ︷︷ ︸

[
Ir A−1

11 A12
]

︸ ︷︷ ︸ .

Am×n = Lm×r Ur×n

En esta particíon se usa el hecho de queA22 = A21A
−1
11 A12. Luego,

Ag =
[
Ir A−1

11 A12
]g

[
A11

A21

]g

.

Por el Corolario 9.7.3 se tiene que
[
Ir A−1

11 A12
]g =

[
Ir A−1

11 A12
]t

{[
Ir A−1

11 A12
][

Ir A−1
11 A12

]t
}−1

=
[

Ir
At

12(At
11)

−1

][
Ir +A−1

11 A12At
12(At

11)
−1

]−1

=




(
Ir +A−1

11 A12At
12(At

11)
−1

)−1

At
12(At

11)
−1

(
Ir +A−1

11 A12At
12(At

11)
−1

)−1


 .

Nótese que
[
Ir +A−1

11 A12A
t
12

(
At

11

)−1
]−1

=
[
A−1

11

(
A11+A12A

t
12

(
At

11

)−1
)]−1

=
[
A11+A12A

t
12

(
At

11

)−1
]−1

A11

=
[(

A11A
t
11+A12A

t
12

)(
At

11

)−1
]−1

A11

=At
11

(
A11A

t
11+A12A

t
12

)−1
A11.

Por lo tanto,

[
Ir A−1

11 A12
]g =

[
At

11(A11At
11+A12At

12)
−1A11

At
12(A11At

11+A12At
12)

−1A11

]
.

Por otra parte, por el Corolario 9.7.2 se tiene que
[
A11

A21

]g

=

{[
A11

A21

]t [
A11

A21

]}−1[
A11

A21

]t

=
[
At

11A11+At
21A21

]−1[
At

11 At
21

]

=
[
(At

11A11+At
21A21)

−1At
11 (At

11A11+At
21A21)

−1At
21

]
.
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Si se realizan los respectivos productos se llega a que laAg es

Ag =
[
Ir A−1

11 A12
]g

[
A11

A21

]g

=
[
At

11PAt
11 At

11PAt
21

At
12PAt

11 At
12PAt

21

]
, (9.29)

conP=(A11At
11+A12At

12)
−1A11(At

11A11+At
21A21)

−1 y el teorema queda demostra-
do.

Corolario 9.11.1. SeaA una matriz cualquiera de rangor, particionada como

en 9.27, conA22 una submatriz no singular de tamaño r × r y la submatrizA11 =

A12A
−1
22 A21. Entonces la inversa generalizada deA es

G =




At
21PAt

12 At
21PAt

22

At
22PAt

12 At
22PAt

22


 , (9.30)

dondeP = (A22At
22+A21At

21)
−1A22(At

22A22+At
12A12)

−1.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Antes de dar ejemplos, se proporciona el siguiente procedimiento que recoge
el Método de Penrose para determinar la inversa generalizada

Procedimiento para determinar la inversa generalizada
Realice una partición de la matrizA como sigue

A =
[
A11 A12

A21 A22

]

de tal manera que una de las submatricesA11 ó A22 sea cuadrada y con
rango igual al de la matrizA.

I. Si A11 es la submatriz no singular

a) Verifique queA22 = A21A
−1
11 A12.

b) Obtenga

P =
(
A11A

t
11+A12A

t
12

)−1
A11

(
At

11A11+At
21A21

)−1
.

c) Forme la matriz [
At

11PAt
11 At

11PAt
21

At
12PAt

11 At
12PAt

21

]

este resultado es la inversa generalizada deA.
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II. Si A22 es la submatriz no singular

a) Verifique queA11 = A12A
−1
22 A21.

b) Obtenga

P =
(
A22A

t
22+A21A

t
21

)−1
A22

(
At

22A22+At
12A12

)−1
.

c) Forme la matriz [
At

21PAt
12 At

21PAt
22

At
22PAt

12 At
22PAt

22

]

este resultado es la inversa generalizada deA.

Ejemplo 9.14. Calcule utilizando el ḿetodo descrito anteriormente la inversa ge-

neralizada de la matriz dada en el Ejemplo 9.5.

Solución
Para la particíon (2+1)× (2+1) de la matriz dada se tiene:

A =




4 1
... 2

3 1
... 3

. . . . . . . . . .

1 1
... 5




=
[
A11 A12

A21 A22

]
.

LuegoA11 es no singular ya que su determinante es1. El lector puede verificar que
A22 = A21A

−1
11 A12. Adeḿas

A11A
t
11+A12A

t
12 =

[
17 13
13 10

]
+

[
4 6
6 9

]
=

[
21 19
19 19

]

y

At
11A11+At

21A21 =
[
25 7
7 2

]
+

[
1 1
1 1

]
=

[
26 8
8 3

]
.

Por lo tanto,P se obtiene como

P =
[
21 19
19 19

]−1[
4 1
3 1

][
26 8
8 3

]−1

=
1

532

[
57 −152
−55 156

]
.

El lector puede realizar los otros productos y llegar a que

G =
1

532




112 49 −77
12 10 6
−40 11 113


 .
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La cual coincide con la obtenida en el Ejemplo 9.9.

Ejemplo 9.15. Consid́erese la matriz dada en el Ejemplo 9.11. Obtenga lag-

inversa mediante el ḿetodo descrito anteriormente.

Solución
Realizando una partición (1+2)× (1+2) a la matriz dada se tiene:

A =




−1
... 1 −2

. . . . . . . . . .

1
... −1 2

−1
... 1 1




=
[
A11 A12

A21 A22

]
.

LuegoA22 es no singular ya que su determinante es−3. El lector puede verificar
queA11 = A12A

−1
22 A21. Tambíen

A22A
t
22+A21A

t
21 =

[
5 1
1 2

]
+

[
1 −1
−1 1

]
=

[
6 0
0 3

]

y

At
11A11+At

21A21 =
[

2 −1
−1 5

]
+

[
1 −2
−2 4

]
=

[
3 −3
−3 9

]
.

Por lo tanto,P se obtiene como

P =
[
6 0
0 3

]−1[−1 2
1 1

][
3 −3
−3 9

]−1

=
1
36

[−1 1
8 4

]
.

El lector puede realizar los otros productos y llegar a que

G =
1
12



−1 1 −4
1 −1 4
−2 2 4


 .

Nótese que esta matriz coincide con la obtenida en el Ejemplo 9.11.

9.4. Vectores y valores propios

Si A es una matriz no singular, por el Teorema 2.10 se sabe que los valores pro-
pios deA−1 son los rećıprocos de los valores propios deA y los correspondientes
vectores propios son los mismos. En esta sección se muestran las relaciones entre
los valores y vectores propios de una matriz cuadrada y los asociados a lag-inversa.
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Teorema 9.12.SeaG la g-inversa deA y λ un valor propio distinto de cero deA

con vector propio correspondiente~v 6= 0. Entonces una condición suficiente para

queG~v = λ−1~v es queAG= GA.

Demostracíon
Si A~v = λ~v, entonces premultiplicando porAG, se obtiene que

AGA︸︷︷︸~v =λAG~v

A ~v =λAG~v

λ~v =λAG~v.

Comoλ 6= 0, entonces

~v =AG~v si AG= GA

=GA~v = λG~v.

Es decir,G~v = λ−1~v.

Ejemplo 9.16. Determine los vectores y valores propios de la matrizg2-inversa,

obtenida en el Ejemplo 9.5.

Solución
En el Ejemplo 9.5, se obtuvo que

G =
1

441




106 9 −52
57 9 −3
−41 9 95


 .

El polinomio caracterı́stico deG es

pG(λ) =− 1
21

λ(7λ−1)(3λ−1)

luego, los valores propios deG sonλ1 = 0, λ2 = 1
7 y λ3 = 1

3 y los vectores propios

correspondientes son~v1 =




1
−6
1


,~v2 =




1
1
1


 y~v3 =



−7
−3
5


, respectivamente.

Teorema 9.13. Si A es siḿetrica, los valores propios no nulos deA y Ag3 son

rećıprocos.
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Demostracíon
Si A~v = λ~v, entonces premultiplicando porAAg3 da

AAg3A︸ ︷︷ ︸~v =λAAg3~v

A ~v =λ(AAg3)t~v

λ~v =λ(Ag3)t A~v.

Comoλ 6= 0, entonces

(Ag3)t~v =λ−1~v.

El resultado se sigue, puesto que una matriz y su transpuesta tienen los mismos
valores propios.

Ejercicios 9.1.

1. En los siguientes problemas determine la inversa generalizada con los méto-

dos descritos en esta sección

a)




1 −1

−1 1


 . b)




1 1 −1

1 0 −2


 . c)




1 0 3

2 −1 6


 .

d)




1 −1 −1

−1 1 −1

1 −1 −3




. e)




3 −1 4 1

−1 1 −5 −1

4 −5 2 0




.

2. Encuentre una inversa generalizada para cada una de las siguientes matrices:

a) PAQcuandoP y Q son no singulares.

b) GAcuandoG es una inversa generalizada deA.

c) kAcuandok es un escalar.

d) PAPt cuandoP es ortogonal yA es idempotente.
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3. SeanA y X matrices siḿetricas tal queAX = 0, si X es idempotente yA+X

es no singular, pruebe que(A+X)−1 es una inversa generalizada paraA y X.

4. ParaX particionada comoX =




X1

X2


 conX1 de rango completo columna,

pruebe queX(XtX)gXt = X1(Xt
1X1)gXt

1.

9.5. Aplicaciones a la solucíon de sistemas de ecuaciones

lineales

Entre las ḿultiples aplicaciones que tiene el concepto de inversa generalizada
cabe sẽnalar el papel que desempeña en el ańalisis y “solucíon” de sistemas lineales
tanto consistentes como inconsistentes. En el caso de sistemas consistentes, dado
que las soluciones existen permiten caracterizarlas y para sistemas inconsistentes
posibilitan hallar soluciones aproximadas, ya que por definición este tipo de sis-
temas carece de soluciones. En esta sección se analiza con ayuda de lag-inversa de
la matrizA, cuando (9.1) es consistente y cómo son sus soluciones.

Teorema 9.14.El sistema de ecuaciones lineales dado en (9.1) es consistente si y

sólo si se verifica que

AAg1~b =~b. (9.31)

Demostracíon
Si paraAg1, se cumple que

AAg1~b =~b

entonces el sistema (9.1) es consistente, puesto que al menos~x
′
= Ag1~b es solucíon

del mismo.
Rećıprocamente, la condición es necesaria pues si el sistema, es consistente,

existe~x0 ∈ Rn tal que

A~x0 =~b.

Ahora bien, dado queAg1 siempre existe, premultiplicando la expresión anterior
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porAAg1 se obtiene

AAg1A︸ ︷︷ ︸~x0 =AAg1~b

A ~x0︸ ︷︷ ︸ =AAg1~b

~b =AAg1~b

lo cual prueba el teorema.

Teorema 9.15.Dado un sistema consistente

A~x =~b,

conA de tamãnom×n,~x∈ Rn y~b∈ Rm, se verifica que

i) Para todo~d ∈ Rn,

~x0 = Ag1~b+(In−Ag1A) ~d (9.32)

es solucíon del sistema.

ii) Si~x
′
es una solución cualquiera del sistema, existe~d ∈ Rn tal que~x

′
puede

expresarse en la forma dada en (9.32).

Demostracíon

i) Sea~x0 una solucíon del sistema, es decir

A~x0 =~b.

Entonces por el Teorema 9.14 y la definición deAg1, se tiene que

A~x0 = AAg1~b+A(In−Ag1A) ~d =~b+A~d−A~d.

ii) Si~x
′
es una solución cualquiera del sistema se verifica que

~b−A~x
′
=~0.

Si se premultiplica porAg1 y se suma~x
′
a ambos lados, se tiene que

Ag1~b−Ag1A~x
′
+~x

′
=~x

′

Ag1~b+(In−Ag1A)~x
′
=~x

′
.

Luego, tomando en el lado izquierdo~d =~x
′
, se obtiene lo que se deseaba.
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Teorema 9.16.Dado el sistema consistente

A~x =~b,

conA de tamãnom×n,~x∈Rn y~b∈Rm, se verifica que existe solución única~x
′
si

y sólo siAgA = In siendoAg la g−inversa de la matrizA.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 9.17. Determine una solución del sistema de ecuaciones lineales

x1 +6x2 +11x3 =0

6x1 +46x2 +86x3 =20 (9.33)

11x1 +86x2 +161x3 =40.

Solución
Si se reescribe (9.33) se llega a




1 6 11
6 46 86
11 86 161







x1

x2

x3


 =




0
20
40


 . (9.34)

El sistema dado en (9.33), se puede resolver usando inversa generalizada y usando
cualquiera de los ḿetodos descritos en este capı́tulo. De esta manera, se tiene que

Ag =
1

180




517 190 −137
190 70 −50
−137 −50 37


 .

Veamos si el sistema de ecuaciones (9.33) es consistente determinado,

AgA =
1

180




517 190 −137
190 70 −50
−137 −50 37







1 6 11
6 46 86
11 86 161




=
1
6




5 2 −1
2 2 2
−1 2 5


 6= I3.
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Por el Teorema 9.16 el sistema es consistente indeterminado, luego una solución
de (9.33) es




x1

x2

x3


 =

1
180




517 190 −137
190 70 −50
−137 −50 37







0
20
40




=
1
9




517 190 −137
190 70 −50
−137 −50 37







0
1
2


 =−1

3




28
10
−8


 . (9.35)

Teniendo en cuenta el Teorema 9.15, para todo~d = (α,β,γ) ∈ R3 el vector

~x0 = Ag~b+(In−AgA) ~d =



−28

3 + 1
6α− 1

3β+ 1
6γ

−10
3 − 1

3α+ 2
3β− 1

3γ
8
3 + 1

6α− 1
3β+ 1

6γ


 ,

es una solución del sistema, como el lector puede comprobar fácilmente sustituyen-
do~x0 en (9.33).

Teorema 9.17.Dado el sistema de ecuaciones lineales

A~x =~b

en dondeA es una matriz de tamaño m× n con rangor, ~x ∈ Rn y ~b ∈ Rm. Con-

sidérese la funcíon residuo

rrr (~x) = A~x−~b.

para cualquier~x. Entonces~x
′
= Ag~b es unasolucíon aproximada ḿınimo cuadŕatica

(LS, por sus siglas en inglés) del sistema si y sólo si ḿınimiza a‖rrr (~x)‖.

Demostracíon
Si se reescribe la norma euclı́dea derrr (~x) se obtiene que

‖rrr (~x)‖= rrr (~x)t rrr (~x)︸ ︷︷ ︸ =
(

A~x−~b
)t (

A~x−~b
)

=
(
~xtAt −~bt

)(
A~x−~b

)

F (~x) =~xtAtA~x−~btA~x−~xtAt~b+~bt~b.
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para determinar la~x que minimiza esta suma de cuadrados de los residuos, se cal-
culan las derivadas parciales2 deF (~x) con respecto a~x

∂F (~x)
∂~x

= 2AtA~x−2At~b =~0. (9.36)

Al despejar~x, se obtiene un ḿınimo global deF (~x) pues

∂2F (~x)
∂~x2 = 2AtA,

la cual es una matriz definida positiva siA es de rango completo, o semidefinida
positiva en caso contrario y por ello, en ambas situaciones,F (~x) es una funcíon
convexa.

Luego, si se sustituye~x
′
en (9.36) se tiene

AtAAg~b−At~b =~0 o
(
AtAAg−At)~b =~0

pero como~b es cualquier vector deRm esto equivale a la condición

AtAAg = At ,

Esto se sigue inmediatamente del Teorema 9.3 partec).

Definición 9.2. Dado el sistema linealA~x =~b y la función residuorrr (~x) = A~x−~b,

se dice que

i) ~x
′
es unasolucíon aproximada ḿınimo cuadŕatica (LS, por sus siglas en in-

glés) del sistema si y sólo si para todo~x∈ Rn se verifica que

rrr
(
~x
′)t

rrr
(
~x
′)≤ rrr (~x)t rrr (~x) .

ii) Una solucíon aproximada ḿınimo cuadŕatica~x
′
es denorma ḿınima(MNLS,

por sus siglas en inglés), si y śolo si para todo~x∈ Rn se cumple que

rrr
(
~x
′)t

rrr
(
~x
′)

= rrr (~x)t rrr (~x) .

2Si el lector desea consultar técnicas de derivación matricial puede ver Barbolla (1998), cap. 5
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En el siguiente resultado se recogen dos caracterı́sticas de las soluciones mı́ni-
mo cuadŕaticasLS para sistemas inconsistentes a partir de lag3−Inversa de la
matriz de coeficientes del sistema.

Teorema 9.18.Dado el sistema de ecuaciones lineales inconsistente

A~x =~b

conA de tamãnom×n,~x∈ Rn y~b∈ Rm, se verifica que

(i) ~x
′
= G~b es una soluciónLSdel sistema si y śolo siG es unaAg3

(ii) La solucíon~x0 dada en (9.32) es una solución LSdel sistema si y śolo si~x
′

es solucíon del sistema consistente

A~x = AAg3~b

Demostracíon

(i) Por el Teorema 9.17, una soluciónLSdel sistema es de la forma

~x = Ag~b.

Falta entonces comprobar qué condiciones de las dadas en (9.2), debe cumplir
G si ~x

′
= G~b es solucíon LS del sistema y por tanto, solución de (9.36).

Aśı sustituyendo~x
′
en (9.36) se tiene

AtAG~b−At~b =~0

y como~b es cualquier vector deRm esto equivale a la condición

AtAG= At ,

que se verifica si y śolo siG es unag3−Inversa deA, ya que

AGes siḿetrica y AtGtAt =At .
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(ii) Si el sistema
A~x = AAg3~b

es consistente, entonces por el Teorema 9.15 sus soluciones son de la forma

~x
′
= Ag1

(
AAg3~b

)
+(In−Ag1A) ~d,

para cualquier~d ∈ Rm o tambíen

~x
′
= Ag3

(
AAg3~b

)
+(In−Ag3A) ~d = Ag3~b+(In−Ag3A) ~d

dado que cualquierg3−Inversa deA es a su vezg1−Inversa.

La demostracíon concluye si se muestra que~x
′
es una soluciónLSdel sistema

A~x =~b. Para ello, razonando como en(i),~x
′
debe ser solución de (9.36), lo

cual es v́alido, pues de acuerdo con la definición de lag3−Inversa

AtA
[
Ag3~b+(In−Ag3A) ~d

]
−At~b = AtAAg3~b−At~b

y comoAAg3 = (Ag3)t At dada la simetrı́a deAAg3 se obtiene finalmente que

At (Ag3)t At~b−At~b =~0.

Teorema 9.19.Dado el sistema inconsistente

A~x =~b,

conA de tamãno m×n,~x∈ Rn y~b∈ Rm, su solucíon MNLSesúnica y est́a dada

por

~x
′
= Ag~b. (9.37)

Demostracíon
Si Ag es lag−Inversa deA, tambíen esg3−Inversa deA y, por ello, en virtud

del teorema anterior, está garantizado que

~x
′
= Ag~b

es solucíonLSdel sistema.
Bastaŕa, por tanto, probar que~x

′
esúnica y de ḿınima norma.
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~x
′
esMNLS.

En efecto, por ser~x
′
LSes solucíon del sistema

A~x = AAg~b

o equivalentemente

AgA~x = AgAAg~b = Ag~b. (9.38)

Por lo tanto, cualquier soluciónLSes de la forma

~x = Ag~b+(In−AgA)~x

el cuadrado de su norma euclı́dea es

~xt~x =~bt (Ag)t Ag~b+(~x−AgA~x)t (~x−AgA~x) .

Si se sustituye (9.38) en esta expresión resulta

~xt~x =~bt (Ag)t Ag~b+
(
~x−Ag~b

)t (
~x−Ag~b

)

=
∥∥∥Ag~b

∥∥∥
2
+

∥∥∥~x−Ag~b
∥∥∥

2
,

de donde

~xt~x≥
(
~x
′)t (

~x
′)

=
∥∥∥Ag~b

∥∥∥
2

cuando~x
′
= Ag~b.

~x
′
esúnica

Suṕongase que~x0 ∈Rn es tambíen solucíonMNLSdel sistema. Entonces~x0

cumple que

(~x0)
t (~x0) =

∥∥∥Ag~b
∥∥∥

2
+

∥∥∥~x0−Ag~b
∥∥∥

2
=

(
~x
′)t (

~x
′)

=
∥∥∥Ag~b

∥∥∥
2
.

Por lo tanto, ∥∥∥~x0−Ag~b
∥∥∥

2
= 0.

Es decir,

~x0−Ag~b =~0 ⇔ ~x0 = Ag~b.

En consecuencia,

~x0 =~x
′
.
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Esto es lo que se querı́a demostrar.

Ejercicios 9.2.

1. Encuentre una solución para cada uno de los sistemas de ecuaciones lineales

dados a continuación

a) 3x1−2x2−x3 = 1 b) x1−x2−x3 = 2

−x1 +2x2 +2x3 = 2 2x1 +x2 +2x3 = 4

x1 +2x2 +3x3 = 4. x1−4x2−5x3 = 2.

c) 2x1 +6x2−4x3 +2x4 = 4 d) x1−2x2 +x3+ x4 = 2

x1 −x3 + x4 = 5 3x1 +2x3−2x4 =−8

−3x1 +2x2−2x3 =−2. 4x2−x3− x4 = 1

5x1 +3x3− x4 =−3.

2. SeaX una matriz de tamãnom×n (m> n) y rangor < n. SeaG una inversa

generalizada deXtX defina:

~b =GXt~Y, s2 =(~Y−X~b)t(~Y−X~b)

~b0 =~b−GQ(QtGQ)−1(Qt~b−~m), con Q =
(
GXtXGt)t

X.

Pruebe que

a) s2 =~Yt~Y−~btXt~Y.

b) Qt~b0 = ~m.

c) (~Y−X~b0)t(~Y−X~b0) = s2 +(Qt~b−~m)t(QtGQ)−1(Qt~b−~m).
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Caṕıtulo 10

Aplicaciones

En este caṕıtulo se recopila algunos desarrollos teóricos de la Estadı́stica que
el lector que esté interesado en profundizar puede consultar textos de Modelos
Lineales, Estad́ıstica Multivariada (o cursar las asignaturas correspondientes). El
proṕosito de este capı́tulo es ilustrar la utilidad de la mayor cantidad posible de los
conceptos tratados en este escrito y por eso en esta parte de aplicaciones se omiten
tanto conceptos b́asicos deĺarea de la Estadı́stica, como aquellos temas avanzados
que el lector aprenderá posteriormente.

10.1. Matrices estoćasticas

Las matrices estocásticas corresponden a un tipo especial de matrices definidas
positivas y se usan con frecuencia en el estudio de fenómenos aleatorios, en Teorı́a
de la Probabilidad y Estadı́stica.

Definición 10.1. Una matrizA = [ai j ] de tamãno n×n se dice que es estocástica

por filas (columnas) si todos sus elementos son números reales no negativos y la

suma de los elementos de cada una de sus filas (columnas) es igual a1. Es decir

0≤ ai j ≤ 1 i, j =1,2, . . . ,n

347
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y adeḿas

n

∑
j=1

ai j = 1 Si A es estoćastica por filas.

n

∑
i=1

ai j = 1 Si A es estoćastica por columnas.

Se dice queA es doblemente estocástica cuando es estocástica tanto por filas como

por columnas.

Teorema 10.1.

Si A y B son estoćasticas (doblemente estocásticas) se verifica

i) ABes estoćastica (doblemente estocástica).

ii) Para todok∈ N, Ak es estoćastica (doblemente estocástica).

iii ) CuandoA es doblemente estocástica, entoncesAt tambíen lo es.

Teorema 10.2.

Si A es una matriz estocástica por filas (columnas) entoncesλ = 1 es uno de

sus valores propios.

Demostracíon
SeaA una matriz de tamãnon×n tal queA es una matriz estocástica por colum-

nas. Basta probar que
det(A− I) = 0

para ello veamos que las filas de la matrizA− I no son linealmente independientes.
Si B = A− I , consideremos la suma vectorial de las filas de la matrizB

~Bt
1 +~Bt

2 + . . .~Bt
n =




a11−1
a12
...

a1n


+




a21

a22−1
...

a2n


+ . . .+




an1

an2
...

ann−1


 .
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Es decir,

~Bt
1 +~Bt

2 + . . .~Bt
n =




a11+a21+ . . .+an1−1
a12+a22+ . . .+an2−1

...
a1n +a2n + . . .+ann−1


 (10.1)

comoA es una matriz estocástica por columnas, las entradas de cada columna deA
suman uno y por lo tanto

n

∑
i=1

ai j =1 ∀ j

luego (10.1), se transforma en~Bt
1 + ~Bt

2 + . . . + ~Bt
n =~0, es decir, se encontro una

combinacíon lineal no trivial de las filas deB = A− I que producen el vector cero
deRn. Por lo tanto, las filas deA− I son linealmente dependientes, luego la matriz
A− I es singular, es decir,det(A− I) = 0 y entoncesλ = 1 es un valor propio deA.

Definición 10.2. Matriz regular

Una matriz estoćasticaA se dice regular si todas las componentes de al menos

una de sus potenciasAk (k entero positivo) son estrictamente positivas (mayores

que cero).

Definición 10.3. Cadena de Markov

Una cadena de Markov o proceso de Markov es un proceso en el cual la pro-

babilidad de que el sistema esté en un estado particular en un periodo dado de

observacíon depende solamente de su estado en el periodo de observación inmedi-

atamente anterior.

Definición 10.4. Probabilidad de transición

Se define la probabilidad de transición pi j (i, j = 1,2, ...,n), como la probabi-

lidad de que el sistema pase del estadoj al estadoi en la siguiente observación.
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Definición 10.5. Matriz de transici ón

A cada cadena de Markov se le puede asignar unaúnica matriz de transiciónP,

cuyos elementos son las probabilidadespi j . Esta matriz es cuadrada y su dimensión

depende del ńumero posible de estados, la matrizP resulta ser estocástica.

Definición 10.6. Vector de probabilidad

Un vector de probabilidad es un vector columna, con entradas no negativas,

en el que la suma de sus elementos es igual a la unidad. Se dice que los vectores

de probabilidadX(n) paran = 0,1, . . . son los vectores de estado de un proceso de

Markov, si la componente de ordeni, p(n)
i de X(n), es la probabilidad de que el

sistema esté en el estadoi cuando se hace la observaciónn.

Teorema 10.3.Si P es la matriz de transición de un proceso de Markov yX(n) es

el vector columna de la observaciónn, se tendŕa que:

X(n) =





PX(n−1) Si P es estoćastica por columnas

PtX(n−1) Si P es estoćastica por filas
(10.2)

La ecuacíon (10.2) implica

X(1) =PX(0)

X(2) =PX(1) = P
(

PX(0)
)

= P2X(0)

X(3) =PX(2) = P
(

P2X(0)
)

= P3X(0)

y, en general,
X(n) = PnX(0). (10.3)

Aśı, la matriz de transición y el vector de estados inicialX(0) determinan comple-
tamente los deḿas vectores de estado.

Definición 10.7.Un proceso de Markov es regular si su matriz de transición es una

matriz estoćastica regular.
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Teorema 10.4.

Si P es una matriz de transición regular de tamãno n× n. Entonces, cuando

n→ ∞, Pn tiende a una matrizRde tamãnon×n, de la forma

R= [~v ~v . . . ~v]

donde~v es un vector de probabilidad de tamaño n× 1, con todos sus elementos

mayores que cero.

Demostracíon
El lector puede consultarla en Kemeny (1976).

Teorema 10.5.Si P es una matriz de transición regular de tamãno n×n y R y ~v

son como en el Teorema 10.4, entonces

(i) Para cualquier vectorX(0) de probabilidad inicial,PnX(0) tiende a~v cuando

aumentan, esto es,

lı́m
n→∞

(
PnX(0)

)
=~v.

Es decir, todo proceso regular de Markov tiene un vector estacionario~v.

(ii) El vector estacionario~v es elúnico vector de probabilidad que satisface la

ecuacíon

P~v =~v, o (P− I)~v =~0.

Luego,~v es un vector propio deP asociado al valor propioλ = 1.

Ejemplo 10.1. Una empresa de investigación de mercado estudia un grupo de

consumidores de café, los cuales compran una lata del grano cada semana. Las

personas que actualmente toman la marcaA, la compraŕan de nuevo la próxima se-

mana con una probabilidad de0,50, cambiaŕan a la marcaB con una probabilidad
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de0,25y compraŕan la marcaD con una probabilidad de0,25. De las personas que

ahora consumen la marcaB, preferiŕan la pŕoxima semana la marcaA,B o D con

probabilidades de0,60,0,30,0,10 respectivamente. Ahora, de las personas que en

la actualidad compran la marcaD adquiriŕan la pŕoxima semana la marcaA,B o D

con probabilidades de0,30,0,40,0,30. Suponga que al iniciar el estudio, la marca

A tiene el20%del mercado, la marcaB tiene el20%y la otra marca el60%. ¿A

la larga cual será el porcentaje del mercado que tendrán las marcasA, B y D?.

Solución
Si se aborda el problema por medio de las Cadenas de Markov.

P =

A B D


0,50 0,60 0,40
0,25 0,30 0,30
0,25 0,10 0,30




A
B
D

ComoP es estoćastica por columnas, al calcular los valores propios deP se ob-
tienenλ1 = 1, λ2 = 1

20− 1
20i
√

3 y λ3 = 1
20 + 1

20i
√

3 y los vectores propios corres-

pondientes son~v1 =




46
25
20


,~v2 =



−1
1
0


+ i



√

3
0

−√3


, respectivamente.

Esto implica que la matrizP no es diagonalizable, sin embargo

Pn =




46 −1
√

3
25 1 0
20 0 −√3







1 0 0
0 1

20 − 1
20

√
3

0 1
20

√
3 1

20




n


46 −1
√

3
25 1 0
20 0 −√3



−1

.

Luego,

lı́m
n→∞

Pn =
1

273




46 −1
√

3
25 1 0
20 0 −√3







1 0 0
0 1

20
1
20

√
3

0 − 1
20

√
3 1

20




n


3 3 3
−75 198 −75

20
√

3 20
√

3 −71
√

3


 .

Aqúı, las potencias de la forma3n cumplen que




1 0 0
0 1

20 − 1
20

√
3

0 1
20

√
3 1

20




3n

=




1 0 0

0 (−1)n

103n 0

0 0 (−1)n

103n


 ,
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y dado que
(−1

103

)n
tiende a cero cuandon→ ∞,

lı́m
n→∞

P3n =
1
91




46 46 46
25 25 25
20 20 20


 .

Nótese quelı́m
n→∞

Pn da como resultado una matriz con todas sus columnas iguales

al vector de probabilidad correspondiente al vector propio asociado al valor propio

λ = 1; para convertir el vector propio~v1 =




46
25
20


, en un vector de probabilidad, se

divide cada una de sus componentes por la suma de todos sus elementos, es decir

~v =
1
91

~v1 =
1
91




46
25
20


 .

Por lo tanto, el vector de estados a largo plazo es

lı́m
n→∞

X(n+1) = l ı́m
n→∞

PnX(0) =
1
91




46 46 46
25 25 25
20 20 20







1
5
1
5
3
5


 =




46
91
25
91
20
91




Entonces, se puede decir que a largo plazo, la marcaA tendŕa el control de cerca
del 46

91 ≈ 50,55%del mercado, la marcaB el 25
91 ≈ 27,47%del mercado y la otra

marca el20
91 ≈ 21,98%del mercado.

Ejemplo 10.2. Suṕongase que el clima en cierta ciudad es, bueno, regular o ma-

lo. Si el clima es bueno hoy, será bueno mãnana con una probabilidad de0,60,

seŕa regular con una probabilidad de0,20 y seŕa malo con una probabilidad de

0,20. Si el clima es regular hoy, será bueno, regular o malo con probabilidades de

0,25,0,50,0,25respectivamente. Ahora si el clima es malo hoy mañana seŕa bueno,

regular o malo con probabilidades de0,25,0,25,0,50. ¿A la larga cual será el por-

centaje de d́ıas buenos, regulares, malos?



354 CAPÍTULO 10. APLICACIONES

Solución
Si se aborda el problema por medio de las Cadenas de Markov con

P =

B R M
B
R
M




0,60 0,20 0,20
0,25 0,50 0,25
0,25 0,25 0,50


 .

ComoP es estoćastica por filas, entonces se transpone

Pt =




3
5

1
4

1
4

1
5

1
2

1
4

1
5

1
4

1
2


 .

En este caso, los valores propios dePt sonλ1 = 1, λ2 = 7
20 y λ3 = 1

4 y los vectores

propios correspondientes son~v1 =




5
4
4


, ~v2 =



−2
1
1


 y ~v3 =




0
−1
1


, respectiva-

mente.
Luego, la diagonalización dePt da como resultado

(
Pt)n =




5 −2 0
4 1 −1
4 1 1







1 0 0
0 7

20 0
0 0 1

4




n


5 −2 0
4 1 −1
4 1 1



−1

.

Dado que
(

7
20

)n
y

(
1
4

)n
tienden a cero cuandon→ ∞,

lı́m
n→∞

(
Pt)n =

1
26




5 −2 0
4 1 −1
4 1 1







1 0 0
0 0 0
0 0 0







2 2 2
−8 5 5
0 −13 13


 =

1
13




5 5 5
4 4 4
4 4 4


 .

Nótese quelı́m
n→∞

(Pt)n da como resultado una matriz con todas sus columnas iguales

al vector de probabilidad correspondiente al vector propio asociado al valor propio

λ = 1, para convertir el vector propio~v1 =




5
4
4


, en un vector de probabilidad, se

divide cada una de sus componentes por la suma de todos sus elementos, es decir

~v =
1
13

~v1 =
1
13




5
4
4


 .

Entonces, se puede decir que a la larga, el clima será bueno el513 ≈ 38,46%de los
d́ıas, regular el413 ≈ 30,77%de los d́ıas y malo el413 ≈ 30,77%de los d́ıas.



10.2. MODELOS GEŃETICOS 355

10.2. Modelos Geńeticos

La relacíon entre las Mateḿaticas y la Bioloǵıa forma parte de un problema
antiguo en la historia de las ciencias. Esta sección se ha dedicado a una de las apli-
caciones de ḿetodos de modelación mateḿatica en Geńetica. Para desarrollar este
tipo de aplicacíonúnicamente es requisito conocer el proceso para diagonalizar una
matriz desde el punto de vista matemático ya que también se tendŕan que manejar
términos propios utilizados dentro del desarrollo de la Genética. Para una mejor
comprensíon se daŕan a conocer algunas nociones básicas de este tema, se comien-
za con una reseña hist́orica muy breve de ćomo inicio la Geńetica y de ćomo desde
el principio estuvo muy ligada a la Estadı́stica, adeḿas de una explicación sencilla
de que es la Genética en cuanto a lo que al lector le interesa.

La ciencia de la Geńetica nacío en 1900, cuando varios investigadores de la
reproduccíon de las plantas descubrieron el trabajo del monje austrı́aco Gregor
Mendel, que aunque fue publicado en 1865 habı́a sido ignorado en la práctica.
Mendel, quien trabajó con la planta del guisante (o chı́charo), describío los patrones
de la herencia en función de siete pares de rasgos contrastantes que aparecı́an en
siete variedades diferentes de esta planta. Observó que los caracteres se heredaban
como unidades separadas y cada una de ellas lo hacı́a de forma independiente con
respecto a las otras. Señaló que cada progenitor tiene pares de unidades, pero que
sólo aporta una unidad de cada pareja a su descendiente. Más tarde, las unidades
descritas por Mendel recibieron el nombre de genes. Su publicación era el resultado
de cerca de 10 años de observaciones minuciosas, las cuales expresó mateḿatica-
mente mediante las leyes de la probabilidad y ası́ predijo los resultados de los
cruces geńeticos, datos que se escriben en fracciones o porcentajes.

La observacíon obtenida al cruzar dos plantas puras con diferentes caracteres
llevó a Mendel a deducir que existı́a un rasgo ḿas fuerte, al que llamodominante
y al rasgo ḿas d́ebil o que aparentemente desaparece, le dio el nombre derecesivo.
Estos dos conceptos de rasgo dominante y recesivo, aunque muy fáciles de com-
prender, son de vital importancia a la hora de desarrollar la parte matemática de
esta rama.

En la historia de la Bioloǵıa este ha sido uno de los experimentos más extensos
que ha realizado un solo autor. La recepción que tuvo esta publicación fue pŕactica-
mente nula entre la comunidad cientı́fica de súepoca. Casi cuatro décadas después,
las leyes de Mendel fueron redescubiertas. A partir de entonces comenzó el desa-
rrollo impetuoso de la Genética. Áun cuando sea un simplismo, el haber ignorado
por parte de la comunidad cientı́fica las leyes de Mendel, ha costado cuarenta años
de retraso a la Biotecnologı́a moderna.

Un gene particular puede ocurrir en varias formas oalelos. Para simplificar,
consideraremos un gene con dos alelos, los genetistas denotan los caracteres dom-
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inantes con letras mayúsculas y los caracteres recesivos, con minúsculas. De esta
manera los alelos seránA y a.

10.2.1. Herencia autośomica

En esta sección se considera la herencia comoautośomica, esto quiere decir
que un individuo hereda un gene de cada uno de los genes de sus padres formando
aśı su propio par. Hasta donde se sabe, es el azar el que determina cuál de los dos
genes de un progenitor pasa a su descendiente. Si fuera posible clasificar los indi-
viduos de una población de una especie dada en cuanto a los genotiposAA, Aa y
aa (téngase en cuenta que el genotipoAa es igual que elaA) seŕıa posible deter-
minar las proporciones de los alelos en la población. Esto no serı́a factible si, por
ejemplo, no se pudieran distinguirAAdeAa.

Paran = 0,1,2, . . . , se establece que

pn = Proporcíon del genotipoAAque hay en la generación de ordenn,

qn = Proporcíon del genotipoAaque hay en la generación de ordenn,

rn = Proporcíon del genotipoaaque hay en la generación de ordenn.

Si se supone que se pueden determinar esas proporciones, nótese que se debe tener

pn +qn + rn = 1. (10.4)

Entonces, las proporcionesu y v de los dos alelosA y a en la poblacíon satisfacen
las ecuaciones

u =pn +
1
2

qn y v =
1
2

qn + rn. (10.5)

Aqúı, se uśo el hecho de que los alelosA y a constituyen el 100% del genotipoAA
(con proporcíon pn) y el 50% del genotipoAay similarmente para los alelos. Si se
supone que los genotipos ocurren en las mismas proporciones entre los machos y
las hembras, entoncesu y v representan (en toda la población) las probabilidades
de que el gene seaA o a, respectivamente.

Ejemplo 10.3. En una poblacíon, la distribucíon de genotipos en lan−ésima gen-

eracíon es de 50 % deAA, 30 % deAa y 20 % deaa. ¿Qúe proporciones de los

genes en esta población sonA y a ?
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Solución
En este ejemplo,pn = 0,50, qn = 0,30, rn = 0,20. Por lo tanto,

u =0,50+
1
2
(0,30) = 0,65 y v =0,15+20= 0,35.

Es decir, que de la “población” de genes el65%es deA y el 35%es dea.

Con frecuencia es interesante el problema inverso al de la determinación de las
proporciones de los genotipos cuando se conocen las proporciones de los alelos.
En general, este problema no tiene solución única. El sistema de ecuaciones da-
do en (10.5) se reduce a una ecuación de dos inćognitas,u = pn +(1/2)qn. Para
obtener una segunda ecuación independiente, supondremos apareamiento aleato-
rio. Esto quiere decir que la probabilidad de que un individuo dado se aparee con
otro individuo no depende del genotipo de esteúltimo. En muchos casos,ésta es
una suposicíon correcta. En otros no, por ejemplo, se sabe que la gente alta tiende a
casarse con gente alta y por lo tanto la caracterı́stica de la estatura en los humanos
no se puede analizar de esta manera. Por otro lado, se ha demostrado que la suposi-
ción de apareo aleatorio se aplica a la caracterı́stica de los tipos de sangre humana.
La mayoŕıa de los individuos escogen su cónyuge sin preocuparse por su tipo de
sangre.

Igual que antes, supóngase queu y v son las proporciones de los alelosA y a
entre los machos y entre las hembras. Entonces, si suponemos que la población es
grande, la probabilidad de que la descendencia reciba el aleloA de los dos padres
esu2. De manera similar, las probabilidades de los genotiposAA y aa son2uv y
v2, respectivamente. El término2uv viene del hecho de que los alelosAa y aA son
el mismo, hecho que ya se habı́a enunciado. Este resultado conduce al siguiente
teorema, descubierto de manera independiente por Hardy y Weinberg en1908.

Teorema 10.6.Ley de Hardy–Weinberg

Suṕongase que, en una gran población de padres, los alelosA y a de un gene

en particular se presentan en las proporcionesu y v = 1−u. Suponiendo que estas

proporciones son las mismas para los machos y para las hembras y, además, que el

apareo es aleatorio, la primera y todas las generaciones sucesivas se compondrán

de los tres genotipos,AA, Aay aaen las proporcionesu2, 2uvy v2.
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Demostracíon
Como se ha visto, un individuo de la primera generación es de genotipoAA

si sus dos padres contribuyen con los alelosA. Como la probabilidad esu de que
cualquiera de los padres contribuya con un aleloA, la probabilidad del genotipoAA
en la descendencia inmediata es dev2. De manera semejante, las probabilidades de
los genotiposAa y aa son de2uv y v2. Esto implica que las proporcionesp1 y q1

de los alelosA y a en la primera generación est́an dadas por

p1 =u2 +
1
2
(2uv) = u(u+v) = u

y

q1 =
1
2
(2uv)+v2 = v(u+v) = v.

Por lo tanto, las proporciones de los dos alelos no se afectan por la generación
inicial. Esto contińua de generación en generación. Concluimos que, después de la
generacíon inicial, las proporciones de los tres genotiposAA, Aay aapermanecen
constantes enu2, 2uvy v2.

Ejemplo 10.4. El color de la flor de ch́ıcharo est́a controlado por un par de genes.

Los tres genotiposAA, Aa y aa se caracterizan por sus flores de color rojas, color

rosa y blancas, respectivamente. Si se cultiva un campo al azar con 60 % de flores

rojas y 40 % de flores blancas. ¿Qué proporciones de los tres genotipos estarán

presentes en la cuarta generación?.

Solución
En este ejemplo,u = 0,6 y v = 0,4. Por laLey de Hardy–Weinberg, las pro-

porciones de flores rojas, rosadas y blancas en la primera generación y en todas
las subsecuentes son deu2, 2uv y v2, o sea de0,36, 0,48 y 0,16, respectivamente.
Nótese que la suposición de cultivo aleatorio equivale a la suposición de polin-
ización aleatoria.

La ley de Hardy–Weinbergsólo es v́alida cuando el apareamiento es aleatorio
y cuando los tres genotipos son igualmente probables. En ciertos casos, es bastante
difı́cil verificar que el apareo es aleatorio. Sin embargo, si las proporciones de
los genotipos permanecen constantes durante varias generaciones y si satisfacen la
ley de Hardy-Weinberg, esto se puede tomar como una fuerte evidencia de que el
apareamiento es aleatorio. Ası́, el conocimiento de que el apareo es aleatorio para



10.2. MODELOS GEŃETICOS 359

los tipos de sangre humana, ası́ como para muchas caracterı́sticas de las plantas y
animales, se dedujo de observaciones de las proporciones de genotipos en cuanto
cumplen esta ley.

10.2.2. Los cuadros de Punnett

Un cuadro de Punnett es una gráfica que muestra todas las combinaciones posi-
bles de genes resultantes del cruce de dos organismos (de quienes los genes son
conocidos). Se nombran cuadros de Punnett por el genetista inglés, Reginald Pun-
nett. Él descubrío algunos principios b́asicos de la Geńetica, incluso la uníon del
sexo y determinación del sexo. Adeḿas, trabaj́o con las caracterı́sticas del color de
las plumas de los pollos de manera separada para pollos machos y hembras.

Para ilustrar como se construye un cuadro de Punnett, se debe tener en cuenta
que si uno de los padres es del genotipoAa, entonces es igualmente probable que el
descendiente herede, de este progenitor el aleloA o el aleloa. Por otra parte, si uno
de los padres es de genotipoaay el otro es deAa, el descendiente recibirá siempre
un aleloa del progenitor de genotipoaa y un aleloA o a, con igual probabilidad,
del progenitor del genotipoAa. Aśı, el descendiente tiene la misma probabilidad
de ser de genotipoAA ó Aa. En la siguiente tabla se ubican las probabilidades de
los posibles genotipos de los descendientes para todas las combinaciones posibles
de los genotipos de los padres.

Genotipos de los progenitores

los hijos AA-AA AA-Aa AA-aa Aa-Aa Aa-aa aa-aa

AA 1 1
2 0 1

4 0 0

Aa 0 1
2 1 1

2
1
2 0

aa 0 0 0 1
4

1
2 1

Tabla 10.1: Probabilidades de los posibles genotipos

Situaciones en el que apareamiento no es aleatorio, se presentan frecuente-
mente en experimentos biológicos controlados. Un ejemplo evidente se da en la
cŕıa de caballos de carreras, donde un ganador probado tiene gran demanda co-
mo semental. El ejemplo siguiente muestra una de las situaciones de apareamiento
controlado.
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Ejemplo 10.5. Un agricultor tiene una gran población de plantas con cierta dis-

tribución de los tres posibles genotipos,AA, Aay aa. Este hombre desea iniciar un

programa de cultivos en el que todas las plantas de la población sean fecundadas

por una planta del genotipoAA. Se quiere obtener la fórmula de la distribución

de los tres posibles genotipos de la población, despúes de un cierto ńumero de

generaciones.

Solución
Seanpn, qn y rn las proporciones de los tres genotipos en la generación n.

Luego, paran = 0,1,2, . . . , se tiene que

pn =pn−1 +
1
2

qn−1, qn =
1
2

qn−1 + rn−1, rn =0. (10.6)

Estas ecuaciones determinan la distribución de los genotipos en cada generación
a partir de la distribución en la generación anterior y se lograron establecer por
medio de la Tabla 10.1. El sistema (10.6) se puede expresar en notación matricial
como

X(n) =PX(n−1) n =1,2, . . . (10.7)

donde

X(n) =




pn

qn

rn


 , X(n−1) =




pn−1

qn−1

rn−1


 y P =




1 1
2 0

0 1
2 1

0 0 0


 .

Nótese que las columnas de la matrizP son iguales a las tres primeras columnas
dadas en la tabla 10.1

La ecuacíon (10.7) implica

X(1) =PX(0)

X(2) =PX(1) = P
(

PX(0)
)

= P2X(0)

X(3) =PX(2) = P
(

P2X(0)
)

= P3X(0)

y, en general,
X(n+1) = PnX(0). (10.8)

Aśı las proporciones de los genotipos futuros están completamente determinados
por el vectorX(0) de las proporciones iniciales y por la matrizP.
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Ahora, es f́acil comprobar que los valores propios deP sonλ1 = 1,λ2 = 1
2 y

λ3 = 0, con vectores propios correspondientes

~v1 =




1
0
0


 , ~v2 =



−1
1
0


 y ~v3 =




1
2
−1

1
2


 .

Luego,P seŕa diagonalizable por la matriz

C =




1 −1 1
2

0 1 −1
0 0 1

2


 ya que C−1PC=D =




1 0 0
0 1

2 0
0 0 0


 .

Porúltimo, comoP = CDC−1, se tiene que

Pn = (CDC−1)n.

Este hecho no es desconocido para nosotros, pues

Pn = CDnC−1.

DeterminarC−1 no tiene mayor inconveniente, después de un breve cálculo se llega
a

C−1 =




1 1 1
0 1 2
0 0 2




y como ya se halloC y C−1 y adeḿas sabemos que la matrizD es la matriz diagonal
que contiene los valores propios asociados aP, se tiene que

Dn =




1 0 0
0

(
1
2

)n
0

0 0 0


 .

Como lı́m
n→∞

(
1
2

)n → 0, se ve queDn tiende a la matriz

lı́m
n→∞

Dn =




1 0 0
0 0 0
0 0 0


 .

De donde se tiene que

lı́m
n→∞

Pn =




1 −1 1
2

0 1 −1
0 0 1

2







1 0 0
0 0 0
0 0 0







1 1 1
0 1 2
0 0 2


 =




1 1 1
0 0 0
0 0 0


 .
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Nótese que comoP es estoćastica por columnas, entonceslı́m
n→∞

Pn dio como resul-

tado una matriz con todas sus columnas iguales al vector de probabilidad corres-
pondiente al vector propio asociado al valor propioλ = 1.

Por otra parte,

lı́m
n→∞

X(n) = l ı́m
n→∞

PnX(0) =




1 1 1
0 0 0
0 0 0







p0

q0

r0


 =




p0 +q0 + r0

0
0


 =




1
0
0




ya quep0 +q0 + r0 = 1. Aśı queda demostrado que a largo plazo, todas las plantas
seŕan genotipoAA.

10.3. Modelo de regresíon lineal

El problema central de la inferencia estadı́stica en una distribución bivariada es
determinar la relación entre las variables y conocer de qué manera los cambios en
una variable afectan la otra.

La variable que es la base de estimación es convencionalmente llamadavari-
able independienteque se designa porX y la variable cuyo valor es estimado se
llamavariable dependientela cual se designa porY. La seleccíon de las variables
dependiente e independiente se hacen de acuerdo con lo conocido y con lo que
se desee estimar. En este caso de dependencias entre variables,Y es una variable
aleatoria peroX no lo es.

La naturaleza de la relación entre variables se establece a través delanálisis de
regresíon. Esta es una técnica con la cual se establece la relación funcional entre las
variables, de modo que permite predecir el valor que toma una variable en función
del valor determinado de la otra. La regresión es generalmente clasificada en dos
tipos: regresíon simple y regresión múltiple o general.

La regresíon simple se refiere al estudio de las relaciones entre dos variables
de las cuales una es independiente(X) y la otra dependiente(Y).

La regresíon múltiple comprende tres o ḿas variables, una de las cuales es la
variable dependiente que debe ser estimada con base en los valores de las otras
variables que son las independientes.

Definición 10.8. Modelo

Es una relacíon entre dos o ḿas variables cuantitativas, de tal forma que se

pueda predecir una variable en función de otra u otras. En este punto es necesario
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distinguir entre dos tipos de relaciones:

1. Una relacíondetermińıstica o funcionales de la forma

Y = f (X),

dondeX es la variable independiente yY es la variable dependiente.

2. Una relacíon estoćastica o estad́ıstica, no es una relación perfecta, es decir,

no proporciona valoreśunicos deY para valores determinados deX pero

puede describirse con precisión en t́erminos probabilı́sticos.

En el ańalisis de regresión se consideran relaciones del segundo tipo, no del
primero.

Ejemplo 10.6. La relacíon entre la variable aleatoriaY y la variable no aleatoriaX

puede ser expresada por

Y = β0exp(β1X)+ ε. (10.9)

La ecuacíon (10.9) significa que para un valor dado de la variableX, el corres-
pondiente deY es la suma del valorβ0exp(β1X) más una cantidadε. Los paŕamet-
ros sonβ0 y β1 y ε es la diferencia entreY y el valor esperado deY condicionada a
un valor deX, es decir

ε = Y−E (Y|X) .

Definición 10.9. Modelo Lineal

Es una ecuación mateḿatica que involucra variables aleatorias ligadas por parámet-

ros y que es “lineal en los parámetros” y en algunas ocasiones en las variables

aleatorias. La frase lineal en los parámetros significa que ningún paŕametro en el

modelo aparece como un exponente o es multiplicado (o dividido) por cualquier

otro paŕametro.
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Ejemplo 10.7. Cuáles de los siguientes modelos son lineales

(i) Y = β0 +β1
1
X

. (ii) Y = β0 +β1

√
X.

(iii ) Y = β2
0 +β1X.

Solución
Los modelos dados en(i) y (ii) son lineales en los parámetros y el modelo dado

en(iii ) no es lineal en los parámetros ya queβ0 no tiene exponente uno.

Definición 10.10.Modelo de Regresíon Lineal Simple

El modelo de la forma

yi =β0 +β1xi + εi , i =1,2, . . . ,n, (10.10)

donde

yi : Es el valor de la variable respuesta en eli−ésimo ensayo.

β0,β1 :Son los coeficientes (o parámetros) de regresión que corresponden

al intercepto y a la pendiente, respectivamente.

xi : Es un valor conocido, el valor de la variable independiente en el

i−ésimo ensayo.

εi : Es la componente aleatoria, se conoce como error o perturbación.

Se dice que es un modelo de regresión lineal simple. El nombre se debe al hecho

de que es lineal tanto en los parámetros como en la variable independiente y simple

porque śolo se tiene una variable independiente.

La ecuacíon (10.10) es una expresión abreviada para el siguiente conjunto den
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ecuaciones simultáneas

y1 =β0 +β1x1 + ε1

y2 =β0 +β1x2 + ε2 (10.11)
... =

...

yn =β0 +β1xn + εn.

El sistema de ecuaciones (10.11) puede escribirse en forma matricial como sigue



y1

y2
...

yn


 =




1 x1

1 x2
...

...
1 xn




[
β0

β1

]
+




ε1

ε2
...

εn


 (10.12)

~Y = X ~β + ~ε.

Esta representación permite formular la siguiente definición

Definición 10.11.Modelo Lineal General

Un modelo de la forma

~Y = X~β+~ε, (10.13)

donde

~Y : Es un vector columna de tamañon×1, de observaciones sobre la

variable dependienteY.

X : Es una matriz de tamañon× p, p≤ n de cantidades conocidas fijas,

donde la primer columna es de unos y tiene rango igual ak≤ p.

~β : Es un vector columna de tamaño p×1, de paŕametros desconocidos

β0,β1, . . . ,βp−1.

~ε : Es un vector aleatorio o perturbado de tamañon×1.

Se dice que es un Modelo Lineal General. Este modelo es de rango completo si el

rango deX es igual ap.
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10.3.1. Ḿetodos de estimacíon de parámetros del modelo

Para el modelo dado en (10.13), existen varios métodos de estimación de paŕa-
metros, entre estos tenemos:

Mı́nimos Cuadrados Ordinarios (M.C.O.)

Mı́nimos Cuadrados generalizados o Ponderados (M.C.P.)

Máxima Verosimilitud (M.V.)

En este caṕıtulo se desarrollará una parte del ḿetodo de M.C.O., el lector que este
interesado en complementar dicho método y en los otros ḿetodos puede revisar el
texto Searle (1971).

Método de ḿınimos cuadrados ordinarios

El método de ḿınimos cuadrados ordinarios se atribuye a Carl Friedrich Gauss.
Bajo ciertos supuestos, este método tiene algunas propiedades estadı́sticas muy
atractivas que lo han convertido en uno de los más eficaces y populares del análisis
de regresíon. Supuestos para su aplicación:

1. E [~ε] =~0.

2. E [~ε~εt ] = σ2In.

3. La matrizX, es no estoćastica, es decir, consta de números fijos.

4. El rango deX esρ(X) = p.

5. ~ε tiene una distribución normal multivariada, es decir,~ε∼ N
(
~0,σ2In

)
.

El supuesto1 significa que el valor esperado del vector de perturbaciones (desvia-
ciones)~ε, es decir, de cada uno de sus elementos, es cero. Más expĺıcitamente,
E [~ε] =~0 significa

E




ε1

ε2
...

εn


 =




E (ε1)
E (ε2)

...
E (εn)


 =




0
0
...
0


 (10.14)

El supuesto2 establece que las perturbacionesεi y ε j no est́an correlacionadas y
adeḿas que la varianza deεi para cadaXi (esto es, la varianza condicional deεi)
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es alǵun ńumero positivo constante igual aσ2, es decir, representa el supuesto de
homoscedasticidad, o igual (homo)dispersíon (cedasticidad), oigual varianza.
Más expĺıcitamente,E [~ε~εt ] = σ2In significa

E
[
~ε~εt] = E




ε1

ε2
...

εn




[
ε1 ε2 . . . εn

]
= E




ε2
1 ε1ε2 . . . ε1εn

ε2ε1 ε2
2 . . . ε2εn

...
...

...
...

εnε1 εnε2 . . . ε2
n


 .

Al aplicar el operador de valor esperadoE a cada elemento de la matriz anterior,
se obtiene

E
[
~ε~εt] =




E
(
ε2

1

)
E (ε1ε2) . . . E (ε1εn)

E (ε2ε1) E
(
ε2

2

)
. . . E (ε2εn)

...
...

...
...

E (εnε1) E (εnε2) . . . E
(
ε2

n

)


 . (10.15)

La matriz dada en (10.15) se denominamatriz de varianza-covarianza de las
perturbacionesεi . Los elementos sobre la diagonal principal son las varianzas y los
elementos por fuera de la diagonal principal son las covarianzas. Por definición

Var(εi) =E
[
(εi−E (εi))

2
]

Cov(εi ,ε j) =E [(εi−E (εi))(ε j −E (ε j))] ,

pero debido a los supuestosE (εi) = 0 para cadai y E (εiε j) = 0 si i 6= j, la ma-
triz (10.15) se reduce a

E
[
~ε~εt] =




σ2 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . σ2


 . (10.16)

El supuesto3 estipula que la matrizX, de tamãnon× p es no-estoćastica, es decir,
consiste en un conjunto de números fijos.

El supuesto4 establece que la matrizX tiene rango columna completo igual a
p, el número de columnas en la matriz. Esto significa que las columnas de la matriz
X son linealmente independientes, es decir, no hayrelación lineal exactaentre las
variablesX. En otras palabras, no haymulticolinealidad.

Forma operativa

Se minimiza la Suma de Cuadrados del Error

SCE=~εt~ε =
(
~Y−X~β

)t (
~Y−X~β

)
, (10.17)
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con respecto a~β. Las derivadas parciales de~εt~ε con respecto a~β dan

δ(εtε)
δ~β

= 2XtXβ̂−2Xt~Y.

Si se iguala al vector nulo, se llega a las ecuaciones normales de la teorı́a deM.C.O.

XtXβ̂ = Xt~Y. (10.18)

CuandoXtX sea no singular, se puede premultiplicar (10.18) por(XtX)−1, luego

MCO(β) = β̂ =
(
XtX

)−1Xt~Y = C~Y, (10.19)

dondeC = (XtX)−1Xt . Otras estimaciones para el modelo (10.13) mediante el
método deM.C.O.son

Ŷ = Xβ̂ =
[
X

(
XtX

)−1Xt
]
~Y = H~Y

ε̂ =~Y−Ŷ =~Y−H~Y = (In−H)~Y

SCE= ε̂
′
ε̂ =

[
(In−H)~Y

]′
(In−H)~Y =~Y′ (In−H)~Y (10.20)

SCT=~Y′(In−Jn)~Y

SCR= SCT−SCE=~Y′
[
(In−Jn)− (In−H)

]
~Y =~Y′(H−Jn)~Y (10.21)

La peńultima expresíon se tiene del Ejemplo 5.5.

Obśervese que la matrizH = X (XtX)−1Xt la cual en la literatura estadı́stica
se conoce como“Matriz Hat” , determina muchos de los resultados de las estima-
ciones porM.C.O.Por ejemplo, cuando premultiplica al vector de respuestas~Y se
obtienen las predicciones de la variable dependiente, por eso en algunos textos de
Estad́ıstica la denominanMatriz de Prediccíon y a la matrizIn−H la llamanMa-
triz Residual, puesto que al anteponérsele a la variable dependiente~Y se obtienen
los respectivos residuales.

Propiedades de las componentes de la matriz H

La matrizH = [hi j ] de tamãnon×n, cumple que

a) hii =
n
∑
j=1

h2
i j = h2

ii + ∑
j 6=i

h2
i j , ya queHes siḿetrica e idempotente.

b) 0 < hii ≤ 1, si i = 1,2, . . . ,n.
c) −0,5≤ hi j ≤ 0,5, parai 6= j.
d) (1−hii )(1−h j j )−h2

i j ≥ 0.

e) hii h j j −h2
i j ≥ 0.

f ) Si hii = 1,entonceshi j = 0, para todoj 6= i.
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Si la matrizX de tamãnon× r es de rangor, entonces

g)
n
∑

i=1
hii =

n
∑

i=1

n
∑
j=1

h2
i j = r = tr(H).

h)
n
∑

i=1
hi j =

n
∑
j=1

hi j = 1,

Además, comohi j = xi (XtX)−1x′j , hii est́a determinada por la localización de
xi en el espacioX. Es decir, un pequeño (grande) valor dehii indica quexi se
encuentra cerca (lejos) de la masa de los otros puntos.

Ejemplo 10.8. Ajuste el modelo de regresión

yi = β0 +β1x1i + εi (10.22)

al conjunto de datos hipotéticos de la siguiente tabla

x1 y x1 y x1 y

1 -10 5 -2 9 6

2 -8 6 0 10 8

3 -6 7 2 11 10

4 -4 8 4

.

Solución
Si se expresa el modelo dado en (10.22) en la forma matricial dada en (10.13)

se tiene

~Y = X~β+~ε, (10.23)

dondeX = [X0 X1] y X0 = 111. Al calcular(XtX) se tiene que

(
XtX

)
=

[
11 66
66 506

]
= 11

[
1 6
6 46

]
.

Si se reescribe (10.18) se llega a

11

[
1 6
6 46

][
β̂0

β̂1

]
=

[
0

220

]

[
1 6
6 46

][
β̂0

β̂1

]
=

[
0
20

]
. (10.24)
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En el Ejemplo 7.8, se obtuvó que elκ(A) ≈ 218.9, luego, existe multicolineali-
dad moderada, es decir, variaciones muy pequeñas en la varianza de la variable
regresoraX1 produce cambios drásticos en las estimaciones de los parámetros.

Por lo tanto, la solución de (10.24) está dada por

[
β̂0

β̂1

]
=

1
10

[
46 −6
−6 1

][
0
20

]
=

1
10

[−120
20

]
=

[−12
2

]
. (10.25)

10.4. Multicolinealidad

La multicolinealidadse refiere a la existencia de más de una relación lineal
exacta. Inicialmente, este término signifićo la existencia de una relación “perfec-
ta” o exacta entre algunas o todas las variables explicativas de un modelo de re-
gresíon. Para la regresión con p variables que incluye las variables explicativas
X0,X1, . . . ,Xp (dondeX0 = 1 para todas las observaciones que den cabida al término
intercepto), se dice que existe una relación lineal exacta si se satisface la siguiente
condicíon

α0X0 +α1X1 + . . .+αpXp =~0, (10.26)

dondeα0,α1, . . . ,αp son constantes tales que no todas ellas son simultáneamente
iguales a cero.

Sin embargo, el término multicolinealidad se utiliza también para el caso en el
cual las variablesX0,X1, . . . ,Xp estan intercorrelacionadas pero no en forma per-
fecta, de la siguiente manera:

α0X0 +α1X1 + . . .+αpXp +νi =~0, (10.27)

dondeνi es un t́ermino de error estocástico.
En los textos de econometrı́a se emplea como medida para detectar la multico-

linealidad eĺındice de condicíon, de la siguiente manera

Si 0≤IC
(
XtX

)≤ 10 no existe multicolinealidad,

10<IC
(
XtX

)≤ 30 existe multicolinealidad entre moderada y fuerte,

30<κ(A) existe multicolinealidad severa.
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10.4.1. Soluciones al problema de la multicolinealidad

Regresíon por Componentes Principales

Una solucíon que muchas veces se sugiere para el problema de la multicoli-
nealidad es la regresión por componentes principales. Supongamos que se tiene un
conjunto dep variables explicativas,X1,X2, . . . ,Xp. Entonces se construyen fun-
ciones lineales de estas variables

Zi =ai1X∗1 +ai2X∗2 + . . .+aipX∗p, i = 1,2, . . . , p, (10.28)

conX∗i = Xi−Xi
SXi

, de tal manera que un grupom(m< p) de las variablesZ1,Z2, . . . ,Zp

contengan aproximadamente la misma información queX1,X2, . . . ,Xp. Las varia-
blesZ1,Z2, . . . ,Zp se buscan de manera que

(i) Cov(Zi ,Z j) = 0, i, j = 1,2, . . . , p, i 6= j.

(ii) Var(Z1)≥Var(Z2)≥ . . .≥Var(Zp) .

(iii) Zi =~at
iX∗ parai = 1,2, . . . , p y est́a sujeto a la condición que

‖~ai‖2 =~at
i~ai = 1, (10.29)

donde~at
i = (ai1,ai2, . . . ,aip) y X∗ =

[
X∗1 X∗2 . . . X∗p

]t
.

La matriz de covarianzas deX∗ esS= E (X∗Xt∗), la cual es una matriz siḿetrica
definida (o semidefinida) positiva y de ordenp. Dado que

Var(Zi) = E
(
ZiZi

t) = E
(
~at

iX∗Xt
∗~ai

)
=~at

iE
(
X∗Xt

∗
)
~ai =~at

iS~ai ,

para hallarZ1, se necesita conocer el vector de coeficientes~a1 y para ello, puesto
que la varianza deZ1, debe ser mayor que la varianza de las restantes componentes,
habŕa que resolver el problema de optimización

máxF (~a1) =~at
1S~a1,

~at
1~a1 =1.

Por lo tanto, consideremos la maximización de la forma cuadrática~at
1S~a1, sujeta a

la condicíon (10.29). Si se introduce el multiplicador de Lagrangeµ, se maximiza

~at
1S~a1−µ

(
~at

1~a1−1
)
.

Al diferenciar respecto a~a1, µ e igualar a cero las derivadas, se obtiene

2S~a1−2µ~a1 =~0 y ~at
1~a1−1 =0.
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Por lo tanto,

S~a1 =µ~a1 y ~at
1~a1 =1

Este sistema tiene como soluciones todos los vectores propios de la matrizS de
norma1 asociados a cada uno de los valores propios deS.

Seanλ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp los valores propios deS, (la positividad estricta de
los valores propiosλi esta garantizada siSes definida positiva) y~v1,~v2, . . . ,~vp los
correspondientes vectores propios deS normalizados. Entonces, los puntos esta-
cionarios del problema son

~a j
1 =~v j , j = 1,2, . . . , p,

con multiplicadores de Lagrange asociados

µj =λ j , j = 1,2, . . . , p.

Entre todos estos puntos estacionarios el máximo se alcanza en el que coincide con
el vector propio deScorrespondiente al valor propio dominante.1

Además, dado que~vi es un vector propio normalizado deS, la forma cuadŕatica
~at

jS~a j = λ j , de lo cual se deduce que

Var[Z j ] = λ j .

Propiedades de las componentes principales

(a) La suma de los primerosk valores propios dividido por la suma de todos los
valores propios, es decir,

λ1 +λ2 + . . .+λk

λ1 +λ2 + . . .+λp

representa la “proporción de la variacíon total” explicado por las primerask
componentes principales.

(b) Las componentes principales de un vector aleatorio son invariantes a los es-
calares.

(c) Si la matriz de covarianzaStiene rangor < p, entonces la variación total deS
puede ser explicada enteramente por las primerasr componentes principales.

1De hecho hay que considerarλ1 > λ2, ya que siλ1 = λ2, entonces los vectores propios~v1 y~v2

asociados, son ambos solución del problema del ḿaximo.
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(d) El subespacio vectorial formado por las primerask componentes principales
1≤ k≤ p tienen la desviación cuadŕatica media ḿas pequẽna de las variables
de la poblacíon (o muestra) que cualquier otro subespaciok−dimensional.

(e) Como un caso especial de (d) parak = p−1, el plano perpendicular a las
últimas componentes principales tienen la desviación cuadŕatica media ḿas
pequẽna de las variables de la población (o muestra) que cualquier otro
plano.

Ejemplo 10.9. Ajuste el modelo de regresión

yi = β0 +β1x1i +β2x2i + εi (10.30)

al conjunto de datos hipotéticos de la siguiente tabla

x1 x2 y x1 x2 y x1 x2 y

1 1 -10 5 9 -2 9 17 6

2 3 -8 6 11 0 10 19 8

3 5 -6 7 13 2 11 21 10

4 7 -4 8 15 4

.

Solución
Si se expresa el modelo dado en (10.30) en forma matricial se tiene

~Y = X~β+~ε, (10.31)

donde
X = [X0 X1 X2] .

Aqúı X0 = 111 para todas las observaciones que den cabida al término intercepto, de
modo que las ecuaciones normales son

(
XtX

)
β̂ = Xt~Y. (10.32)

Al calcular(XtX) se tiene que

(
XtX

)
=




11 66 121
66 506 946
121 946 1771


 = 11




1 6 11
6 46 86
11 86 161
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Si se reescribe (10.32) se llega a

11




1 6 11
6 46 86
11 86 161







β̂0

β̂1

β̂2


 =




0
220
440







1 6 11
6 46 86
11 86 161







β̂0

β̂1

β̂2


 =




0
20
40


 . (10.33)

Lo primero que se hace es determinar si el sistema de ecuaciones obtenido en (10.33)
es estable, para ello se cálcula el ńumero de condición dado en (7.6), por lo tanto,
se necesitan los valores propios de la matriz(XtX),

p(XtX)(λ) =−λ3 +2288λ2−7260λ =−λ
(
λ2−2288λ+7260

)
,

de donde los valores propios son

λ1 =11
(

104+2
√

2689
)

, λ2 =11
(

104−2
√

2689
)

y λ3 =0.

Luego el ńumero de condición es muy grande ya que

κ
(
XtX

)
=

λ1

λ3
,

en este caso, se dice que existe multicolinealidad severa, es decir, variaciones muy
pequẽnas en las varianzas y las covarianzas de las variables regresorasXi producen
cambios dŕasticos en las estimaciones de los parámetros.

En el Ejemplo 9.17 se concluyó que el sistema dado en (10.33) era consistente
indeterminado y se obtuvo la siguiente solución




β̂0

β̂1

β̂2


 =

1
3



−28
−10

8


 . (10.34)

Como el sistema es consistente indeterminado, se utiliza el análisis de componentes
principales para determinar el coeficienteβi más significativo, para establecer di-
cho coeficiente, se construye la matriz

Σ =
1

n−1
Xt (In−Jn

)
X.

Al efectuar los productos descritos anteriormente se llega a

Σ =
[
11 22
22 44

]
,
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con los elementos deΣ = [σi j ] se forma la matrizS= [si j ] donde

si j =
σi j√σii σ j j

.

Luego

S=




11
11

22√
(11)(44)

22√
(11)(44)

44
44


 =

[
1 1
1 1

]
.

Los valores propios de la matrizSsonλ1 = 2 y λ2 = 0 y sus respectivos vectores

propios normalizados son~v1 =

[
1√
2

1√
2

]
y~v2 =

[
− 1√

2
1√
2

]
.

Por lo tanto, las componentes principales son:

Z1 =
1√
2

X∗1 +
1√
2

X∗2 =
1√
2

(X∗1 +X∗2 ) ,

Z2 =− 1√
2

X∗1 +
1√
2

X∗2 =
1√
2

(X∗2 −X∗1 )

y dado que

E [Zi ] =0 y Var[Zi ] =λi ,

se tiene que la componente principalZ2 tiene media0 y varianza cero. Eĺultimo
resultado también se puede obtener de la definición de varianza, ası́

Var[Z2] =Var

[
1√
2

(X∗2 −X∗1 )
]

=
1
2

Var(X∗2 −X∗1 )

=
1
2

[Var(X∗2 )+Var(X∗1 )−2Cov(X∗1 ,X∗2 )]

=
1
2

[1+1−2] = 0 = λ2.

El hecho de queVar[Z2] = 0 identifica la funcíon lineal como el origen de la mul-
ticolinealidad. Luego, es posible decir queZ2 ' 0 lo cual da queX∗1 ' X∗2 . Si se
realiza la regresión deX2 sobreX1, es decir se expresa

x2i = α0 +α1x1i ,

se obtiene que
x2i =−1+2x1i .
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Como existe una relación exacta entreX2 y X1, no es posible estimar por separa-
do los coeficientes deX1 y X2. Por lo tanto, si en la ecuación original (10.30) se
sustituyex2i en t́erminos dex1i , se obtiene

yi =β0 +β1x1i +β2(−1+2x1i)+ εi

=(β0−β2)+(β1 +2β2)x1i + εi .

Esto da lo que en estadı́stica se denominafunciones lineales estimablesde β̂, que
son:

β̂0−β̂2 y β̂1+2β̂2. (10.35)

Finalmente, en el Ejemplo 10.8 se obtuvo la regresión dey sobrex1, lo cual dio
como resultado que

yi =−12+2x1i ,

es decir

β̂0− β̂2 =−12 y β̂1 +2β̂2 =2.

Este sistema expresado matricialmente queda

[
1 0 −1
0 1 2

]



β̂0

β̂1

β̂2


 =

[−12
2

]
.

Si se usa la inversa generalizada se obtiene que la estimación de~β es



β̂0

β̂1

β̂2


 =

1
6




5 2
2 2
−1 2




[−12
2

]
=

1
6



−56
−20
16


 . (10.36)

Nótese que estéultimo vector coincide con el obtenido en (10.34).
Como lo indica este ejemplo, la multicolinealidad revela que no es posible es-

timar los coeficientes individuales en forma precisa, pero que sı́ se pueden calcular
algunas funciones lineales de los parámetros.



Apéndice A

A.1. Álgebra de los ńumeros complejos

Como el concepto de número complejo se utiliza con mucha frecuencia en estas
notas de clase y como algunos lectores quizás tengan śolo un conocimiento super-
ficial de los mismos, este apéndice contiene un breve repaso de las propiedades
algebraicas ḿas importantes de estos números.

Definición A.1. Número complejo

Un número complejo es una expresión de la forma

z= a+bi

dondea y b son ńumeros reales,a se llama laparte realdezy se denota porRe(z);

b es llamado laparte imaginariade z y lo denotamos porIm(z). El śımbolo i se

llamaunidad imaginariay satisface la propiedad de quei2 =−1.

Definición A.2. Igualdad de números complejos

Dos ńumeros complejosa+ bi y c+ di se definen como iguales si y sólo si,

las partes real e imaginaria de uno son respectivamente iguales a las partes real e

imaginaria del otro, esto es, si y sólo si,a = c y b = d.
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Definición A.3. Formas especiales de los ńumeros complejos

Dado un ńumero complejo de la formaz = a+ bi, si b = 0 se llamanúmero

real; por otra parte, sia = 0 se denominanúmero imaginario puro.

A.1.1. Operaciones fundamentales

Definición A.4. Suma y diferencia

La suma y diferencia de los números complejosa+ bi y c+ di son definidas

sumando o restando sus partes reales y sus partes imaginarias como sigue

(a+bi)+(c+di) =(a+c)+(b+d)i,

(a+bi)− (c+di) =(a−c)+(b−d)i.

Definición A.5. Multiplicaci ón

El producto de los ńumeros complejosa+bi y c+di se define como sigue

(a+bi) · (c+di) =(ac−bd)+(ad+bc)i. (A.1)

Teorema A.1. Un número complejo es igual a cero, si y sólo si, sus partes real e

imaginaria valen cero.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Definición A.6. Inverso

El rećıproco o inverso del ńumero complejoc+di se define como sigue

(c+di)−1 =
c

c2 +d2 +
−d

c2 +d2 i =
c−di
c2 +d2 .

Puesto quec2 y d2 son no negativos,c2 + d2 = 0 si y śolo si, c = d = 0. Por lo

tanto,el único ńumero complejoc+di que no tiene rećıproco es el cero.
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Esta definicíon del rećıproco nos lleva a la siguiente definición.

Definición A.7. División

Si w = a+bi, z= c+di y z 6= 0, se puede definir su cociente como sigue

w
z

= w.z−1 =
(

ac+bd
c2 +d2

)
+

(
bc−ad
c2 +d2

)
i, (A.2)

el cual resulta ser un número complejo.

Teorema A.2. Los ńumeros complejos satisfacen las siguientes propiedades:

Para la Adicíon

A1. Si z1 = a+bi y z2 = c+di pertenecen aC, su sumaz1+z2 pertenece a

C. Esto tambíen se expresa diciendo queC es cerrado bajo la adición.

A2. Ley Conmutativa:z1 +z2 = z2 +z1.

A3. Ley Asociativa:(z1 +z2)+z3 = z1 +(z2 +z3).

A4. Elemento identidad:Existe un elemento0= 0+0i enC tal que siz∈C,

z+0 = z.

A5. Si z∈ C, existe un elementóunico−z enC, llamado el negativo dez,

tal quez+(−z) = 0.

Para la Multiplicacíon

M1. Si z1 = a+bi y z2 = c+di pertenecen aC, su productoz1.z2 pertenece

aC. Esto tambíen se expresa diciendo queC es cerrado bajo la multi-

plicación.

M2. Ley Conmutativa:z1.z2 = z2.z1.
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M3. Ley Asociativa:(z1.z2).z3 = z1.(z2.z3).

M4. Elemento identidad:Existe un elemento1= 1+0i enC tal que1.z= z

para todoz∈ C.

M5. Si z 6= 0, existe un elementóunicoz−1, tal quez.(z−1) = 1.

Ley Distributiva: Estaúltima regla entrelaza la adición y la multiplicacíon.

Si z1, z2 y z3 pertenecen aC, entonces

z1.(z2 +z3) = (z1.z2)+(z1.z3).

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

Definición A.8. Número complejo conjugado

El conjugado dezes el ńumeroz= a+bi = a−bi.

Teorema A.3. La suma, diferencia y producto de números complejos con sus con-

jugados son, respectivamente, un número real, un ńumero imaginario puro y un

número real no negativo.

Demostracíon
Si z= a+bi, entoncesz= a−bi y por lo tanto

z+z=2a, z−z=2bi y z.z=a2 +b2.

Teorema A.4. Si un ńumero complejo es igual a su conjugado es un número real,

pero si es igual al negativo de su conjugado es un número imaginario puro.

Demostracíon
Si z= a+bi, entoncesz= a−bi, luego siz= z, por la definicíon de igualdad

se tiene queb = −b, aśı queb = 0 y por lo tantoz= a. Por otra parte, siz= −z,
por la definicíon de igualdad se tiene quea =−a, de modo quea = 0 y z= bi.
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Una aplicacíon importante del conjugado de un número complejo está en el
cálculo de un cociente, la regla“multipl ı́quense numerador y denominador por el
conjugado del denominador”es ḿas f́acil de recordar que la fórmula (A.2). En
otras palabras, en el proceso de división

z−1 =
1
z

=
z

z.z

y en forma semejante

w
z

=w.z−1 =
w.z
z.z

, z 6= 0.

Teorema A.5. Propiedades de los ńumeros complejos conjugados

Si w y zson ńumeros complejos, entonces

(a) w = w. (b) w±z= w±z.

(c) w.z= w.z. (d) (w/z) = w/z, si z 6= 0.

Demostracíon
Si w = a+bi y z= c+di entonces, por (A.1)

w.z=(a+bi).(c+di) = (a−bi).(c−di)
=(ac−bd)− (ad+bc)i.

Mientras que

w.z=(a+bi).(c+di) = (a−bi).(c−di)
=(ac−bd)− (ad+bc)i.

De modo que
w.z= w.z.

Procedimientos semejantes se aplican en los otros casos.

Definición A.9. Módulo

El módulo o valor absoluto del número complejoz= a+bi, representado por

|z|, es su distancia desde el origen, es decir

|z|=√
z.z=

√
a2 +b2.
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Teorema A.6. Propiedades del ḿodulo

Si w y zson ńumeros complejos, entonces

(a) |w|= |w| (b) |w+z| ≤ |w|+ |z|

(c) |w.z|= |w|.|z| (d)
∣∣∣∣
w
z

∣∣∣∣ =
|w|
|z| , si z 6= 0

Demostracíon
Seanw = a+bi y z= c+di, entonces

(a) |w|=
√

a+(−b)2 = |w|
(b) Para probar esta, observemos que

(w+z).(w+z) =(w+z).(w+z)
=w.w+z.z+w.z+w.z,

o bien

|w+z|2 = |w|2 + |z|2 +
(
w.z+w.z

)
.

Pero como
w.z+w.z= 2Re(w.z)≤ |w.z|= 2|w|.|z|,

se tiene que

|w+z|2 ≤ |w|2 + |z|2 +2|w|.|z|= (|w|+ |z|)2 .

Tomando ráız cuadrada en ambos miembros, se llega al resultado deseado:

|w+z| ≤ |w|+ |z|

(c) La demostracíon consiste en un cálculo directo

|w.z|=|(a+bi).(c+di)|= |(ac−bd)+(ad+bc)i|
=

√
(ac−bd)2 +(ad+bc)2 =

√
(a2 +b2).(c2 +d2)

=|w|.|z|.

(d) Se deja la prueba para el lector.
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Definición A.10. Argumento

El argumento o amplitud del número complejoz= a+bi, es eĺangulo formado

por el segmento que va del origen al punto que representa un número complejo y

el eje real positivo y está dado por la expresión

θ = arg(z) =arctan

(
b
a

)

︸ ︷︷ ︸
+2nπ n = 0,±1,±2, . . .

= Arg(z) +2nπ (A.3)

dondeArg(z) denota el valor principal dearg(z) y se define como eĺunico valor de

arg(z) tal que−π≤ arg(z) < π.

Teorema A.7. Propiedades del argumento

Si w y zson ńumeros complejos, entonces

(a) arg(w.z) = arg(w)+arg(z). (b) arg

(
w
z

)
= arg(w)−arg(z), si z 6= 0.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

A.1.2. Representacíon polar

Seanr y θ coordenadas polares del punto(a,b) que corresponden a un número
complejo no nuloz= a+bi.

a

b

Re(z)

Im(z)

r = |z|

θ
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Por tanto,

a =r cosθ = |z|cos(argz) y b =r senθ = |z|sen(argz) .

En consecuencia,zpuede ser expresado en forma polar como

z=r (cosθ+ i senθ) = |z| [cos(argz)+ i sen(argz)] .

Esta representación polar dez es de gran utilidad para obtener potencias y raı́ces
de ńumeros complejos.

Definición A.11. Fórmula de Euler

Seaθ un ńumero real. Se define el sı́mboloeiθ, como sigue:

eiθ = cosθ+ i senθ, (A.4)

esta ecuación se conoce como la fórmula de Euler.

Teorema A.8. Teorema de De Moivre

Si z= r (cosθ+ i senθ), entonces

zn =rn(cosnθ+ i sennθ) = |z|n [cos(nargz)+ i sen(nargz)] ,

donden es cualquier ńumero entero.

Demostracíon
Queda como ejercicio para el lector.

El teorema de De Moivre también puede utilizarse para encontrar las raı́ces
m-ésimas de un ńumero complejo. Si se hacen = 1

m, entonces

z
1
m =[r (cosθ+ i senθ)]

1
m

=r
1
m

[
cos

(
1
m

θ
)

+ i sen

(
1
m

θ
)]

.

Además, si se tiene en cuenta que

cos(θ+2kπ) =cosθ y sen(θ+2kπ) =senθ
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en dondek es un entero, se tiene que

z
1
m =[r (cosθ+ i senθ)]

1
m

={r (cos(θ+2kπ)+ i sen(θ+2kπ))} 1
m

=r
1
m

[
cos

(
θ+2kπ

m

)
+ i sen

(
θ+2kπ

m

)]
.

Las ráıcesm-ésimas se obtienen asignando ak los m valores consecutivos enteros
0,1,2, . . . ,m−1.

Observacíon
Si m= 2, se tiene que

√
z=

√
a+bi =|z| 1

2

[
cos

(
θ
2

+kπ
)

+ i sen

(
θ
2

+kπ
)]

, k =0,1.

Luego,
√

z=

{
|z| 1

2
[
cos

(θ
2

)
+ i sen

(θ
2

)]
si k = 0,

−|z| 1
2
[
cos

(θ
2

)
+ i sen

(θ
2

)]
si k = 1.

Si se usan las siguientes identidades trigonométricas

cos

(
θ
2

)
=

√
1+cosθ

2
y sen

(
θ
2

)
=

√
1−cosθ

2

se llega a

√
z=(−1)k

√
2

2

[√
a+ |z|+

√
a−|z|

]
, k =0,1. (A.5)

Ejemplo A.1. Si z= a+bi, demuestre que

√
z±√z=±

√
2(a±|z|)

Solución
Si z= a+bi, entoncesz= a−bi. Por lo tanto

(√
z±√z

)2
=z+z±2

√
z.z.

Por el Teorema A.3, se tiene
(√

z±√z
)2

=2a±2
√

a2 +b2.

Al tomar ráız cuadrada a ambos lados, se obtiene
√

z±√z=±
√

2(a±|z|)
y la prueba queda completa.
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Hoaglin, D.C. y Welsch, R. (1978), ‘The hat matrix in regression and anova’,The

American Statistician32(1), 17–22.

Horn, R. y. J. C. (1985),Matrix Analysis, Cambridge University Press, U.S.A.

Kemeny, J. y. S. J. (1976),Finite Markov Chains, Springer-Verlag, Nueva York.
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por transformacíon ortogonal, 224

Ecuacíon
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cuadŕatica, 208

sesquilineal, 259

Formas
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de reduccíon de Lagrange, 218
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