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Universidad Nacional de Colombia

Co-Directora:
PhD. Aymara Mart́ınez Aragón

Profesora Departamento de Matemáticas y Estad́ıstica
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Resumen

Estudio de las técnicas de reducción de dimensión basadas en
componentes principales: Análisis de componentes principales
no lineales.

En la estad́ıstica multivariada un gran desaf́ıo en el manejo correcto de
grandes cantidades de datos es el análisis de variables de carácter cuantita-
tivo y cualitativo al mismo tiempo, es decir, análisis de datos mixtos. En lo
relacionado al tratamiento de datos solamente cuantitativos existen varias
técnicas que ayudan en la reducción de la dimensión, en donde el Análisis
de Componentes Principales (PCA) es la metodoloǵıa de mayor relevancia.
Para el análisis de datos mixtos, la técnica de Análisis de Componentes Prin-
cipales proporciona una base fundamental para otras técnicas multivariadas
como lo es el Análisis de Componentes Principales No Lineales (NLPCA),
la cual no está muy bien documentada y tal vez aplicada sin la rigurosidad
que la teoŕıa requiere. Por otro lado, su uso no ha sido extendido a la meto-
doloǵıa de las cartas de control como herramienta que apoya la gestión de
calidad desde un punto de vista anaĺıtico.
Por lo anterior, en este trabajo se describe de forma teórica la metodoloǵıa
de Análisis de Componentes Principales y se formaliza una técnica que per-
mita el procesamiento de datos mixtos con el fin de facilitar la reducción
de dimensión bajo el marco del PCA seleccionando la técnica de Análisis
de Componentes Principales No Lineales (NLPCA), la cual incluye en su
procesamiento la cuantificación óptima de datos cualitativos de manera no
lineal con el fin de encontrar las mejores relaciones entre las variables. Se
propone adaptar las cartas de control desarrolladas para variables múlti-
ples y componentes obtenidas a partir del PCA, a las técnicas NLPCA
obteniendo herramientas novedosas de gran interés para la interpretación
de datos. Las metodoloǵıas descritas son aplicadas a un conjunto de datos
reales pertenecientes al Proyecto “Corazones de Baependi” (Processo Fa-
pesp 2007/58150-7) del Laboratorio de Genética y Cardioloǵıa Molecular
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(Incor/USP).
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Abstract

Study of dimension reduction techniques based on Principal
Components: Non-linear Principal Components Analysis

In multivariate statistics, a great challenge in the correct handling of lar-
ge amounts of data is the analysis of variables of a quantitative and qualita-
tive nature at the same time, that is, analysis of mixed data. Regarding the
treatment of only quantitative data, there are several techniques that help
in dimensional reduction, where the Principal Component Analysis (PCA)
is the most relevant methodology. For the analysis of mixed data, the Prin-
cipal Component Analysis technique provides a fundamental basis for other
multivariate techniques such as Nonlinear Principal Component Analysis
(NLPCA), which is not very well documented and perhaps applied without
rigor. that the theory requires. On the other hand, its use has not been
extended to the control chart methodology as a tool that supports quality
management from an analytical point of view.
Due to the above, in this work the Principal Component Analysis metho-
dology is described theoretically and a technique is formalized that allows
the processing of mixed data in order to facilitate the reduction of dimen-
sions under the framework of the PCA by selecting the technique Non-linear
Principal Components Analysis (NLPCA), which includes in its processing
the optimal quantification of qualitative data in a non-linear way in order
to find the best relationships between the variables.
It is proposed to adapt the control charts developed for multiple variables
and components obtained from the PCA, to the NLPCA techniques, obtai-
ning novel tools of great interest for data interpretation.
The methodologies described are applied to a set of real data belonging to
the Project ”Hearts of Baependi ”(Processo Fapesp 2007 / 58150-7) of the
Molecular Genetics and Cardiology Laboratory (Incor / USP).

Key words: Principal Components Analyisis, Nonlinear Principal Com-
ponents, Optimal Scaling, Homogeinity Analysis, Alternating Least Squares.
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jeres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

4.20. Biplot NLPCA estratificado por la variable Raza: 1. Blanca,
2. Negra, 3. Mulata, 4. Amarilla, 5. Ind́ıgena, 6. Mestiza. . . 125

4.21. Biplot NLPCA estratificado por los rangos de la variable edad
en años: 1. 18 a 30, 2. 31 a 43, 3. 44 a 56, 4. 57 a 100. . . . . 126

4.22. Carta de control Escolaridad - Edad. . . . . . . . . . . . . . . 128
4.23. Carta de control Escolaridad - Renta. . . . . . . . . . . . . . 129
4.24. Carta de control Fuma - Edad. . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Introducción

En muchas situaciones, un analista tiene como objetivo entender el com-
portamiento de bases de datos de alt́ısima dimensión a través de una base de
datos de baja dimensión sin pérdida considerable de información, o en otros
casos simplemente necesita retirar la variabilidad que pueda ser considerada
como ruido de los datos. Para ello, entre las diversas herramientas que se
tienen a disposición en el análisis multivariado, las técnicas de reducción
de dimensión son las apropiadas para cumplir esta tarea, por esta razón, se
han constituido como un área primordial en el análisis multivariado (Bishop,
2006; Johnson & Wichern, 2007; Diaz & Morales, 2012).

En este contexto, una herramienta muy conocida y utilizada para diversos
análisis es el análisis de componentes principales (PCA - Principal Compo-
nent Analysis), que al igual que otras técnicas como el escalamiento multi-
dimensional (MDS - Multidimensional Scaling), proyectan los datos en un
espacio de menor dimensión. Sin embargo, estas técnicas únicamente pueden
identificar las relaciones de los datos de una forma lineal y trabajar con da-
tos netamente cuantitativos en el caso del PCA, o cualitativos si se trata del
MDS no métrico (Lee & Verleysen, 2007). De forma que si existen relaciones
no lineales entre los datos, la representación obtenida de ellos no será la más
adecuada y en el caso de incluir variables cualitativas éstas no podrán ser
analizadas junto a las demás variables. Teniendo presente las limitaciones
mencionadas de las herramientas clásicas de reducción de dimensión, se de-
cide explorar el desarrollo y comportamiento de una herramienta alternativa
que permita tanto el procesamiento de datos de carácter mixto, es decir, el
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análisis conjunto de variables cuantitativas y cualitativas, y que, además,
cuente con la capacidad de analizar de una forma no solamente lineal las
relaciones existentes entre las variables, a saber el análisis de componentes
principales no lineales o NLPCA (Nonlinear Principal Components Analy-
sis), que será el foco principal del presente trabajo.

El análisis de componentes principales no lineales, NLPCA es una metodo-
loǵıa estad́ıstica multivariada basada en la filosof́ıa del PCA que permite
un tratamiento robusto de datos cualitativos, combina en su proceso escala-
miento óptimo (OS - Optimal Scaling) y un algoritmo de mı́nimos cuadra-
dos alternantes (ALS - Alternating Least Squares) para escalar las variables
cualitativas, tanto nominales como ordinales, a medida que se encuentra la
proyección de los datos en un nuevo subespacio de componentes (Gifi, 1990;
Michailidis & De Leeuw, 1998; Mair, 2018).
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1.2. Estado del arte

En los últimos años el análisis de datos multivariados ha tomado gran
fuerza en todos los ámbitos profesionales y económicos de la sociedad. Es-
to viene de la mano de un gran desarrollo tecnológico que ha permitido la
captación de grandes volúmenes de datos de los cuales es necesario obte-
ner información de forma rápida, eficiente y confiable. Corrientes teóricas
recientes se han llamado la revolución industrial 4.0 y 5.0 debido al impacto
que ha generado para las empresas el automatizar la adquisición, controlar
la calidad y generar valor a partir de los datos que se recolectan y asumir
los retos tanto teóricos como prácticos que esto conlleva. Por esta razón,
áreas como la informática, la estad́ıstica y la matemática han tomado un
gran lugar en el desarrollo de los diferentes sectores económicos y cient́ıficos
de la actualidad (Santos et al. 2017; Quiroga et al., 2017; Rodŕıguez, 2017;
Özdemir & Hekim, 2018; Arévalo et al., 2018).

Por su parte, la estad́ıstica es una herramienta que sigue dando soporte a las
nuevas metodoloǵıas matemáticas y computacionales para dar solución a la
necesidad de obtener información útil proveniente de los grandes volúmenes
de datos, en tareas como la predicción de comportamientos, identificación
de patrones o en la visualización de la información contenida en ellos. Una
actividad de gran importancia en la actualidad es la visualización de da-
tos de alta dimensionalidad y su reducción de dimensión en un conjunto
de variables representativas (Bishop, 2006; Johnson & Wichern, 2007; Lee
& Verleysen, 2007; Diaz & Morales, 2012; Gerón, 2019). Sin embargo, en
la captura de altos volúmenes de datos es muy probable que se presenten
mezclas de datos de tipo cualitativo y cuantitativo, lo cual puede presentar
un inconveniente a la hora de realizar el análisis.

Como se describió, se hacen necesarias herramientas potentes de análisis de
datos mixtos ya que en la práctica es común encontrar que las técnicas de
reducción de dimensión implementadas en paquetes de análisis estad́ıstico
y procesamiento de datos, en su mayoŕıa, tengan una predominancia hacia
metodoloǵıas cuantitativas. Técnicas de corte cualitativo, como el análisis
de correspondencias múltiples no son utilizadas en una gran cantidad de
áreas del conocimiento ya que los datos cualitativos, al no ser numéricos, no
se procesan de forma sencilla por técnicas netamente matemáticas y, por lo
tanto, se debe tener especial cuidado a la hora de ser analizados junto a va-
riables numéricas, es decir, con las bases de datos mixtas (Laub & Sampson,
1998; Almalki, 2016).
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Ilustrando lo anotado en el párrafo anterior, se tiene el Análisis de Corres-
pondencias Múltiples (MCA - Multiple Correspondence Analysis), una de
las técnicas de análisis multivariado de variables nominales más importantes
en el área de la estad́ıstica multivariada. Para su implementación es necesa-
rio el uso de tablas de contingencia construidas a partir de las frecuencias
absolutas o relativas de los individuos que toman valores en cada uno de
los respectivos niveles de la variable y se centra en obtener la mejor repre-
sentación para dos conjuntos de datos, los dispuestos en las filas o en las
columnas de la respectiva matriz de datos. Resumiendo, se centra en obte-
ner un número representativo de dimensiones (factores), de manera que la
primera dimensión explique la mayor parte de la asociación total entre filas
y columnas, el segundo la mayor cantidad del residuo de la asociación no
explicada por el primer factor y aśı sucesivamente, siguiendo la filosof́ıa de
un PCA clásico, para conservar la mayor cantidad de variabilidad posible
de los datos en las primeras dimensiones de las componentes (Lebart et al.,
1984; Greenacre & Blasius, 2006; Abdi & Valentin, 2007; Johnson & Wi-
chern, 2007; Diaz & Morales, 2012; Di Franco, 2016). El uso de las tablas
de contingencia implica un alto consumo de memoria a la hora de realizar
los cálculos computacionales que requiere la técnica. Además, la técnica, al
igual que el PCA, basa su paso de proyección de datos sobre una descom-
posición espectral, lo que conlleva a que la captura de la información de la
asociación de las variables, en principio, se realice de forma lineal.

Para encontrar la solución a los problemas expuestos anteriormente, y otros
no mencionados, metodoloǵıas recientes, principalmente del área de la cien-
cia de datos, han optado por el uso de codificadores nominales u ordinales
que eviten el uso de técnicas como el MCA en grandes volúmenes de da-
tos y en su lugar se opten por técnicas de carácter netamente cuantitativo
para procesar distintos conjuntos de variables sin importar su naturaleza.
Entonces, una alternativa es utilizar técnicas de carácter cuantitativo para
la reducción de dimensión apoyándose en el uso de codificadores de carácter
nominal como el OneHot Enconder y como el Ordinal Encoder. El primer
método consiste en la asignación de una variable dummy a cada una de las
categoŕıas de las variables nominales presentes en la muestra y trabajar con
una nueva matriz de ceros y unos en lugar de el vector original de datos.
Por su parte, el Ordinal Encoder codifica cada categoŕıa de las variables
ordinales en orden jerárquico sobre los números naturales. Siendo aśı la ca-
tegoŕıa jerárquicamente más baja asignada con el número uno, la siguiente
el número dos y aśı sucesivamente. Ambas técnicas han tenido muy buena
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acogida en la ciencia de datos, a pesar de las implicaciones que puede tener
el trabajar con variables que solo ocupen los valores 0 y 1 como si fueran
numéricas o suponer que la distancia numérica entre las categoŕıas de una
variable ordinal es siempre la misma, ya que las técnicas de reducción de
dimensión no lineal presentan una alta capacidad para hacer frente a este
tipo de problemas (Bishop, 2006; Choong & Lee, 2017; Potdar, Pardawala
& Pai, 2017; Gerón, 2019).

Otro aspecto que ha ganado mayor relevancia en las últimas décadas para
los métodos de reducción de dimensión ha sido la capacidad de captar re-
laciones no lineales entre los datos. Su gran importancia proviene del hecho
de que la gran mayoŕıa de los conjuntos de datos no guardan una relación
lineal entre sus variables y, por lo tanto, las transformaciones lineales de
los datos realizadas por los métodos clásicos no capturan su verdadera na-
turaleza (Tenenbaum, De Silva & Langford, 2000; Lee & Verleysen, 2007;
Venna, et al., 2010). Esta relación entre las variables es una de las principa-
les caracteŕısticas de las técnicas de reducción de dimensión la cual, junto a
otras caracteŕısticas, se asocia con el modelo utilizado y es clave a la hora de
seleccionar qué técnica es adecuada para cada uno de los escenarios que se
plantean en los diferentes tipos de problemas. Las tres caracteŕısticas más
importantes de los modelos de reducción de dimensión son:

El tipo de modelo asumido: Los métodos pueden asumir que las re-
laciones entre los datos pueden ser de carácter lineal o no lineal. Por
ejemplo, métodos clásicos como el PCA asumen que las relaciones en-
tre los datos son lineales. Sin embargo, esta es una caracteŕıstica muy
poco potente para la descripción de las relaciones entre los datos, de
manera que muchas otras técnicas de carácter no lineal como el Kernel
PCA, el Isomap, entre otros, se han desarrollado en pro de subsanar
esta debilidad (Lee & Verleysen, 2007).

El tipo de algoritmo utilizado: Los métodos pueden tener solución de
carácter cerrado al problema de optimización que se plantea por me-
dio de procesos algebraicos simples. Sin embargo, en muchos casos
es necesario el uso de diferentes técnicas de optimización que se ba-
san en procesos iterativos con el fin de encontrar el óptimo global del
problema planteado a pesar de que puede representar un alto costo
computacional (Lee & Verleysen, 2007).

El criterio de optimización definido: La selección del criterio de optimi-
zación a menudo determina cuáles funcionalidades ofrecerá el método,
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interviene en el modelo de los datos y siempre orienta la implementa-
ción de un tipo de algoritmo en particular. T́ıpicamente, el criterio a
ser optimizado es escrito como una fórmula matemática. Uno de los
criterios más comúnmente usados es el error de reconstrucción que
compara el error entre los valores medidos y la inversa de los valo-
res transformados. Otros criterios como la conservación de la varianza
inicial observada en los datos proyectados son t́ıpicamente utilizados.
Desde un punto de vista más geométrico y topológico, la proyección
del objeto debe preservar su estructura, por ejemplo, conservando las
distancias por pares, medidas entre las observaciones en el conjunto de
datos. Si el objetivo es la separación de variables latentes, el criterio
puede ser la no correlación. Este criterio puede enriquecerse aún más
haciendo que las variables latentes estimadas sean lo más independien-
tes posible (Lee & Verleysen, 2007).

Para ilustrar algunos de los diferentes caminos que pueden tomar las técnicas
de reducción de dimensión en el ámbito no lineal se hace un breve recuento
de diferentes métodos, iniciando por el escalamiento multidimensional al
ser uno de los métodos lineales clásicos más importantes y pasando por
diversos métodos de carácter no lineal basados en esta técnica y el análisis
de componentes principales lineal, en este caso el análisis de componentes
principales se estudiará en el Caṕıtulo 2, de forma que no se incluirá en esta
instancia.

El escalamiento multidimensional (MDS - multidimensional scaling)
es actualmente una familia de métodos más que un simple proceso
bien definido. El escalamiento se refiere a métodos que construyen
una configuración de puntos en un espacio métrico objetivo a partir
de información sobre distancias entre puntos, y permite el escalado
cuando el espacio objetivo es euclidiano. Su construcción es realizada
sobre supuestos estrictamente lineales. Ha sido ampliamente utiliza-
do y desarrollado en ciencias humanas como socioloǵıa, antropoloǵıa,
economı́a y también particularmente en un subcampo de la psicoloǵıa
llamado psicometŕıa. En este último dominio, el MDS se utiliza como
herramienta para la representación geométrica de conceptos, objetos
u opiniones. Su método de optimización es exacto y puramente alge-
braico ya que su solución óptima se obtiene en forma cerrada. Es un
método espectral, ya que la operación principal en su procedimiento
se obtiene una descomposición en valores singulares de una matriz de
Gram (Young & Householder, 1938; Torgerson, 1952; Shepard, 1962;
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Kruskal, 1964; de Leeuw & Heiser, 1982; Lee & Verleysen, 2007;Cox,
M. A., & Cox, T. F. 2008; Hout, Papesh & Goldinger, 2013; Ghojogh
et al., 2020).

El Isomap es un método que trabaja con una optimización algebraica
exacta. Opera como el MDS métrico al descomponer una matriz de
Gram en autovalores y autovectores, por lo tanto, a menudo se cali-
fica como un método espectral. Es el método de reducción no lineal
más simple, para lograrlo la técnica usa la distancia gráfica como una
aproximación de la distancia geodésica. La distancia geodésica es una
medida entre puntos a lo largo de una variedad, recibe este nombre
por analoǵıa con las curvas dibujadas sobre la superficie de la tierra
y se diferencia en gran medida de las distancias euclidianas ya que
estas miden en principio la menor distancia posible entre los datos,
tomando atajos como los aviones en sus trayectorias sin importar la
existencia de carreteras. Por su parte, la distancia gráfica depende me-
nos de la proyección particular de los datos en el espacio. Es decir, la
curvatura del espacio no modifica (o modifica fuertemente) el valor
de la distancia medida. La única diferencia con el MDS métrico es la
métrica usada para medir la distancia entre pares de puntos, el Isomap
usa la distancia gráfica en vez de la distancia euclidiana en el proceso
algebraico del MDS métrico. Solo por la introducción de la distancia
gráfica, el MDS métrico puramente lineal se torna en un método no
lineal. De forma que estas capacidades no lineales se deben exclusiva-
mente al uso de la distancia gráfica; otras partes del método, como el
modelo subyacente del procedimiento de optimización, se derivan del
MDS métrico clásico y siguen siendo puramente lineales (Tenenbaum,
1998; Tenenbaum, De Silva, & Langford, 2000; Balasubramanian et al.,
2002; Lee & Verleysen, 2007; Zhang, Chow & Zhao, 2012; Du, 2019;
Ghojogh et al., 2020).

El Kernel PCA (KPCA) es una técnica de reducción de dimensión
más cercana al clásico MDS métrico que el PCA. Más allá de la equi-
valencia entre el PCA y el MDS métrico clásico, se puede justificar
la selección del nombre de PCA por el hecho de que es más conocido
en el campo en el que el KPCA ha sido desarrollado. El KPCA ex-
tiende las propiedades del MDS a variedades no lineales, sin importar
su significado geométrico. De hecho, en este sentido el Kernel PCA
presenta una gran semejanza con el Isomap ya que ambos generalizan
el MDS métrico a variedades no lineales de manera similar, aunque
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las ideas subyacentes difieren completamente. El modelo del método
es no lineal gracias a la función kernel que mapea los datos en un ca-
mino expĺıcito. Por construcción, el KPCA comparte muchas ventajas
y desventajas con el PCA y el MDS métrico. En contraste con esos
métodos, el KPCA puede tratar con variedades no lineales. Sin em-
bargo, el KPCA no es utilizado a menudo como técnica de reducción
de dimensión. Las razones son que el método no está motivado por ar-
gumentos geométricos y, por lo tanto, la interpretación geométrica de
varios kernels resulta dif́ıcil (Schölkopf, Smola Müller, 1998; Williams,
2001; Williams, 2002; Shawe-Taylor et al., 2005; Lee & Verleysen, 2007;
Hoffmann, 2007; Sriperumbudur, & Sterge, 2017; Datta, Ghosh, S. &
Ghosh, A., 2018).

El mapeo no lineal de Sammon (Sammon’s nonlinear mapping) esta-
blece un mapeo entre un espacio altamente dimensional y uno de baja
dimensión. El método Sammon no determina exactamente un mapeo
continuo entre dos espacios ya que su propósito es reducir la dimen-
sionalidad a un conjunto finito de puntos. Es un método no lineal y
discreto. Su proceso de optimización es aproximado y puede llegar a un
mı́nimo local. No incluye un estimador de dimensionalidad intŕınseca
y la dimensionalidad de la proyección es asignada por el usuario. Em-
beddings incrementales o por capas no son posibles para el método,
por lo tanto, deberá ser ejecutado separadamente para cada dimensio-
nalidad espećıfica (Sammon, 1969; Pekalska et al., 1999; Yang, 2004;
Lee & Verleysen, 2007; Du, 2019; Ghojogh et al., 2020).

Los mapas auto-organizados (SOM - Self-Organizing Maps) es quizás
el método más conocido en el campo de las redes neuronales artificia-
les junto al perceptrón multicapa (MLP - multi-layer perceptron). Se
centra en la combinación de dos subtareas concurrentes: cuantificación
vectorial y representación topográfica (es decir, reducción de dimen-
sión). Por lo general, los SOMs son implementados como algoritmos
fuera de ĺınea. Sin embargo, versiones en ĺınea pueden ser fácilmente
derivadas (Von der Malsburg, 1973; Rumelhart, Hinton & Williams,
1985; Rumelhart, Hinton, & Williams, 1986; Hinton, 1986; Lee & Ver-
leysen, 2007; Werbos, 2008; Minsky & Papert, 2017; Miljković, 2017).

El embedding localmente lineal (LLE - Locally linear embedding) pro-
pone una aproximación basada en mapeos conformables. Un mapeo
conformal es una transformación que conserva los ángulos locales. Es
un método por lotes fuera de ĺınea que trabaja con operaciones al-
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gebraicas simples. Como muchos otros métodos espectrales el LLE es
capaz de producir proyecciones incrementalmente por medio de añadir
o retirar valores propios. El mapeo provisto por el LLE es expĺıcito y
discreto y a diferencia de métodos como MDS asume que los datos son
localmente lineales, no globalmente. Además, el LLE asume que las va-
riedades pueden ser mapeadas a un plano usando un mapeo conformal.
A pesar de que tanto el MDS como el LLE usan una descomposición
espectral, que es puramente lineal, las capacidades no lineales del LLE
vienen de su primer paso, el cálculo de los vecinos más cercanos (Ro-
weis & Saul, 2000; Saul & Roweis, 2003; Lee & Verleysen, 2007; Chen,
& Liu, 2011; Du, 2019).

Los eigenmaps Laplacianos (LE - Laplacian Eigenmaps) pertenecen a
la familia de técnicas de reducción no lineal basadas en descomposi-
ción espectral. El método se enfoca en remediar algunas deficiencias de
otros métodos espectrales como el Isomap y el LLE. A diferencia del
Isomap, el LE desarrolla un enfoque local para el problema de la reduc-
ción de dimensión no lineal. En ese sentido, el LE está estrechamente
relacionado con el LLE, aunque aborda el problema de una manera
diferente, en lugar de reproducir pequeños parches lineales alrededor
de cada dato, el LE se basa en conceptos teóricos de grafos como el
operador laplaciano. El método busca la minimización de distancias
locales, es decir, distancias entre puntos de datos vecinos y para evi-
tar la solución trivial en la que todos los puntos se asignan a un solo
punto, la minimización es restringida (Belkin, & Niyogi, 2001; Belkin
& Niyogi, 2003; Lee & Verleysen, 2007; Carreira-Perpinán & Lu, 2007;
Li, B., Li, Y. R. & Zhang, 2019; Du, 2019).

Los autocodificadores (Autoencoders) tradicionales basados en redes
neuronales consisten de dos redes neuronales artificiales apiladas una
encima de otra. La red codificadora es responsable por codificar la
entrada de los datos en algunas variables latentes. La red decodifica-
dora es usada para decodificar esos parámetros en orden de retornar
en una recreación precisa de los datos de entrada. Los parámetros de
este algoritmo son entrenados por medio de unas actualizaciones reali-
zadas por un gradiente descendiente en pro de minimizar la pérdida de
reconstrucción entre los datos de entrada y salida (Ng, 2011; Wetzel,
2017; Tschannen, Bachem, & Lucic, 2018).

Los autocodificadores variacionales (Variational Autoencoders) son
una versión moderna de los autocodificadores que imponen restric-
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ciones adicionales a las representaciones codificadas. Estas restriccio-
nes transforman los autocodificadores en un algoritmo que aprende
un modelo de variable latente de sus datos de entrada. Mientras las
redes neuronales de autocodificadores tradicionales aprenden una fun-
ción arbitraria para codificar y decodificar los datos de entrada, los
autocodificadores variacionales aprenden los parámetros de una distri-
bución de probabilidad modelada de los datos. Después de aprender la
distribución de probabilidad, uno puede muestrear parámetros de él y
luego dejar que la red del codificador genera muestras muy parecidas a
los datos de entrenamiento. Para lograr esto, los autocodificadores va-
riacionales emplean el supuesto de que uno puede muestrear los datos
de entrada de una distribución gaussiana de parámetros latentes. Los
pesos del modelo son entrenados simultáneamente optimizando dos
funciones de pérdida, una pérdida de reconstrucción y la divergencia
Kullback-Leibler entre la distribución latente aprendida y una gaussia-
na unitaria previa (Doersch, 2016; Wetzel, 2017; Kingma & Welling,
2019; Khemakhem, et al., 2020).

Otras técnicas de reducción de dimensión con un enfoque no lineal impor-
tantes son t-SNE, Maximum Variance Unfolding, Gaussian process latent
variable models, Probabilistic nonlinear PCA, Kernel entropy component
analysis, para más información sobre estas y las técnicas abordadas ante-
riormente consultar Lawrence (2003), Lawrence & Hyvärinen (2005), Wein-
berger & Saul (2006), Van der Maaten & Hinton (2008), Jenssen (2009),
Scholz (2012), Wattenberg, Viégas & Johnson (2016), Li & Chen (2016) y
Waagen, et al., (2021). Vale resaltar que de las técnicas anteriormente ex-
puestas, las utilizadas principalmente bajo una naturaleza expĺıcitamente
no métricas son el MCA y el MDS. Para el caso de las demás técnicas es
necesario incluir como uno de los pasos del proceso de análisis el uso de
codificadores como OneHot Encoder u Ordinal Encoder.

Desprendidas de la filosof́ıa del PCA lineal existe en la literatura dos técni-
cas con un cierto nivel de capacidad no lineal y una metodoloǵıa impĺıcita
en el procesamiento de variables cualitativas. Estas técnicas son conocidas
como PCA mixto (PCA Mix) y PCA no lineal (NLPCA - Nonlineal PCA),
ambos se basan en algoritmos de optimización iterativa con un paso de cuan-
tificación de variables cualitativas y otro paso de descomposición espectral.
La mayor diferencia entre ellas radica en el que el PCA Mix centra su me-
todoloǵıa de procesamiento de variables cualitativas en un MCA, teniendo
mayor sentido para variables de carácter nominal, mientras que el NLPCA
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centra su metodoloǵıa de cuantificación en la definición de un problema de
optimización que mejor ajuste la cuantificación de las variables a su na-
turaleza. Como fue anotado anteriormente, este proceso de cuantificación
es conocido como escalamiento óptimo (OS) y junto a la metodoloǵıa del
análisis de homogeneidad por mı́nimos cuadrados alternantes (HOMALS -
Homogeneity Analysis For Alternating Least Squares) permite la transfor-
mación no solo de variables nominales sino también ordinales (De Leeuw &
Van Rijckevorsel, 1980; Gifi, 1990; Meulman, 1998; Michailidis & De Leeuw,
1998; Meulman et al., 2004; Linting et al., 2007; Lintning & van der Kooij,
2012; Mair, 2018).

Como ya fue descrito, este trabajo se centra en el PCA lineal y en el NLP-
CA o PCA no lineal. Dentro de este contexto, una motivación práctica, es
la utilización de técnicas de reducción de dimensión en el área de control
de calidad. Principalmente, por el uso de técnicas de carácter no lineal que
permitan el manejo de datos mixtos. Estas herramientas son comúnmente
conocidas como cartas de control estad́ıstico y permiten identificar compor-
tamientos erráticos en la variabilidad de las medidas realizadas sobre los
productos a controlar. Normalmente, las cartas de control se enfocan en el
análisis de variables, haciendo referencia a variables cuantitativas, atribu-
tos y variables cualitativas. Sin embargo, son pocos los trabajos que se han
enfocado en unir estos dos tipos de variables en pro de generar cartas de
control de carácter mixto.

En el contexto de cartas de control, Tuerhong & Kim (2014) proponen una
carta de control multivariada basada en la distancia de Gower que puede
utilizar una mezcla de datos numéricos y datos categóricos. Ahsan, Mashuri,
et al., (2018) proponen una nueva metodoloǵıa basada en el PCA Mix unida
a una estimación de densidad de kernel (Kernel Density Estimation) para
estimar los ĺımites de control. El PCA Mix es un método de procesamien-
to multivariado mixto que fundamenta su principio en el procesamiento de
datos en una PCA para datos cuantitativos y en un MCA para datos cua-
litativos de carácter categórico uniendo ambos en un proceso iterativo de
optimización. Jin & Loosveldt (2019) presentan una aproximación similar
a la anterior carta de control incluyendo indicadores de carácter cualitativo
junto al análisis de indicadores de carácter cuantitativo construyendo un
estad́ıstico de Hotelling T 2 a partir de una transformación previa de los da-
tos por medio de un PCA Mix. Posteriormente, siguiendo la naturaleza no
normal de las componentes obtenidas a partir del PCA Mix, se utiliza un
método de bootstrap no paramétrico para obtener el ĺımite para el estad́ısti-
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co T 2.

Por lo anterior, se hace necesario contemplar nuevas metodoloǵıas que per-
mitan la inclusión de variables de carácter ordinal dentro de las metodoloǵıas
de control de calidad, como también el uso de metodoloǵıas con una fuer-
te capacidad no lineal para detectar las relaciones entre los datos y que su
poder para identificar fluctuaciones en la variabilidad de los datos sea mayor.
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1.2.1. Justificación

En la literatura existen varias investigaciones en las que en sus análisis
utilizan análisis de componentes principales, pero no se han hecho estudios
en donde se fundamente la teoŕıa de componentes principales no lineales y
se realicen aplicaciones a la luz la teoŕıa que incorpora el análisis de datos
mixtos, presentes en muchas investigaciones. Siendo aśı, se propone plantear
una fundamentación matemática sólida de la metodoloǵıa NLPCA basada
en el análisis PCA. En la misma dirección, la selección de la técnica a estu-
diar es impulsada al identificar la falta de desarrollo en el campo del control
de la calidad sobre cartas de control estad́ıstico que permitan a la vez el
control de caracteŕısticas de calidad de carácter numérico, nominal y ordi-
nal y que, además, cuenten con un cierto grado de capacidad no lineal en
la captura de las relaciones entre las variables estudiadas. Algunas técnicas
influenciadas fuertemente en la filosof́ıa de las metodoloǵıas clásicas como
el PCA han tomado lugar en un pequeño nicho de programas de análisis de
datos comerciales como técnicas multivariadas de carácter mixtas. Una de
estas son los ya nombradas PCA Mix y NLPCA, y es esta última respecto
a la cuál tomará lugar el presente estudio. Esta técnica, además de permitir
analizar datos de carácter cualitativo en conjunto con variables numéricas,
captura información de las relaciones no lineales entre los datos por medio de
la transformación óptima y controlada de las variables nominales y ordinales.

De esta manera el NLPCA se utilizará como técnica de acercamiento a la
propuesta de construcción de cartas de control de carácter mixto con la in-
clusión de variables ordinales. Sin embargo, el problema aqúı radica en que,
a pesar de que el NLPCA se encuentra implementado en paquetes estad́ısti-
cos como SAS, por medio de la técnica PRINQUAL, en SPSS, por la técnica
PRINCIPALS, y en R, en el paquete GIFI, la documentación teórica es esca-
sa (Lintning & van der Kooij, 2012). Su marco teórico se desarrolla en torno
a publicaciones alineadas con el sistema Gifi que toman, por lo general, la
técnica HOMALS como punto de partida para introducir el NLPCA, gene-
rando dificultades en la conexión de ideas y caracteŕısticas con el PCA lineal
(Gifi, 1990; Michailidis & De Leeuw, 1998; Mair, 2018). Además, la notación
empleada es dispersa y diferente en cada publicación o paquete, quedando
dif́ıcil el estudio y comprensión de estos temas. Por esto se ve la necesidad
de estudiar el NLPCA a la luz de una técnica previamente conocida, y uti-
lizada ampliamente en la construcción de cartas de control multivariadas,
como lo es el PCA desde un contexto estad́ıstico, matemático y algoŕıtmico,
que facilite la comprensión teórica y práctica de ambas técnicas.
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Para ilustrar las metodoloǵıas abordadas en el presente trabajo, existen da-
tos reales de investigaciones que dan la oportunidad de fundamentar la teoŕıa
y tener conclusiones útiles de la investigación. En este aspecto, espećıfica-
mente, se utilizarán datos del Proyecto “Corazones de Baependi” (Processo
Fapesp 2007/58150-7) del laboratorio de Genética y Cardioloǵıa Molecular
(Incor/USP), que tiene varios frentes de estudio, entre ellos el estudio de de-
terminantes genéticos que regulan enfermedades cardiovasculares (Oliveira
et al., 2008, Giolo et al., 2009). Las variables que se utilizaran en este estudio
están asociadas a enfermedades cardiovasculares, medidas antropométricas
e ı́ndices de carácter psicosocial.
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Establecer una relación directa entre la teoŕıa de educción de dimensión
mixta NLPCA y su homónimo cuantitativo PCA.

1.3.2. Objetivos espećıficos

Presentar una base teórica para el estudio de NLPCA fundamentada
en la teoŕıa existente de PCA.

Utilizar el lenguaje de programación Python y el Programa estad́ıstico
SPSS para realizar las aplicaciones que ilustran la teoŕıa formalizada
en un escenario de interés práctico.

Proponer una metodoloǵıa para la construcción de cartas de control
multivariadas mixtas que permitan el control de variables ordinales.

1.3.3. Estructura del documento

El documento está organizado de la siguiente forma:

En el Caṕıtulo 2, se presentarán los principios del PCA desde un punto
de vista matemático y estad́ıstico junto a la construcción de cartas de
control.

En el Caṕıtulo 3, se iniciará el estudio del NLPCA partiendo por el
OS y ALS, para posteriormente abordar el problema de reducción
de dimensión para datos mixtos por medio del NLPCA y finalizar
la sección con una primera propuesta de la construcción de cartas de
control basadas en datos óptimamente escalados y las cartas de control
basadas en NLPCA para caracteŕısticas de calidad mixtas.

En el cuarto Caṕıtulo se presenta la aplicación de las técnicas, PCA y
NLPCA, sobre la base de datos perteneciente al proyecto “Corazones
de Baependi”(Processo Fapesp 2007/58150-7).

En los Caṕıtulos 5 y 6 se presenta la conclusión con los principales re-
sultados y contribuciones de este trabajo aśı como algunas sugerencias
para trabajos futuros.



Caṕıtulo 2

Análisis de componentes
principales lineales - PCA

El análisis de componentes principales es una técnica estad́ıstica amplia-
mente utilizada en la actualidad para el análisis de datos multivariados. El
objetivo principal de esta herramienta es reducir la dimensionalidad de un
conjunto de observaciones con una gran cantidad de variables, ayudándo-
se del estudio de la estructura de varianzas-covarianzas (o de correlación)
entre las variables de entrada. A partir de la proyección de las observacio-
nes iniciales sobre las direcciones de máxima varianza se obtendrá un nuevo
espacio de representación de los elementos iniciales en el que se puede elimi-
nar fácilmente aquellas componentes con menor varianza, garantizando la
mı́nima pérdida de información. También este análisis busca transformar las
variables originales obteniéndose combinaciones lineales de ellas que pueden
o no ser interpretables en el contexto del estudio.

Esta técnica multivariada se desarrolló inicialmente por Pearson a finales del
siglo XIX (Pearson, 1901) a modo de solución para algunos problemas que
eran de interés para la biometŕıa de la época. Posteriormente fue estudiada
por Hotelling en los años 30, quien se basó en los trabajos de Pearson y en
las investigaciones sobre ajustes ortogonales por mı́nimos cuadrados (Hote-
lling, 1933). Sin embargo, es hasta la aparición de los computadores que se
da el auge de la aplicación en las más diversas áreas.

La base matemática que se utiliza para desarrollar el PCA es el álgebra
lineal. A continuación se va a presentar el desarrollo teórico que realiza
el PCA con el objetivo final de disminuir las dimensiones de un conjunto
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de datos de entrada mediante una transformación lineal que los proyecte
sobre las direcciones de máxima varianza. También dentro de la teoŕıa se
verá como el PCA está altamente relacionado con la técnica algebraica de la
descomposición en valores singulares (SVD - Singular Value Decomposition).
Además, la compresión de como están relacionados el PCA y la SVD ayudará
al mejor entendimiento de las posibles aplicaciones.

2.1. Formulación Matemática del PCA

Sea X ∈ Rn×p una matriz aleatoria conformada por las mediciones de p
caracteŕısticas o variables xj ∈ Rn, medidas en n individuos x(i) ∈ Rp, con
j = 1, 2, ..., p e i = 1, 2, ..., n. De forma que X puede ser escrita en términos de
las variables o vectores columna como X =

[
x1 x2 . . . xp

]
, en términos

de los individuos o vectores fila como X′ =
[
x(1) x(2) . . . x(n)

]
o en

términos de cada medida como

X =


x11 x12 . . . x1p

x21 x22 . . . x2p
...

...
. . .

...
xn1 xn2 . . . xnp

 . (2.1)

El análisis de componentes principales (PCA - Principal Component Analy-
sis) pretende explicar la estructura de la covarianza de la matriz X a través
de unas pocas combinaciones lineales de sus variables, con el objetivo de
reducir el tamaño de los datos a analizar sin una pérdida significativa de
la variabilidad contenida en ellos. También el PCA busca identificar las di-
recciones de mayor variabilidad de los datos con el fin de usarlas como ejes
de un nuevo subespacio, por lo tanto, es necesario encontrar una base de
vectores unitarios vj ∈ Rp, donde j = 1, 2, ..., q con q ≤ p, sobre los cuales
se puedan proyectar los datos x(i). Los ejes obtenidos a partir de la proyec-
ción de los datos sobre el nuevo subespacio son las componentes principales
yj ∈ Rn, y se obtendrán tantas componentes como elementos tenga la base
{v1,v2, . . . ,vq}. Cada componente principal será una combinación lineal de
las caracteŕısticas xj de la forma yj = Xvj = v1jx1+v2jx2+...+vpjxp donde
los coeficientes son las entradas de los vectores vj , gracias a esto, cada vector
recibe el nombre de vector de pesos y la matriz Vq =

[
v1 v2 . . . vq

]
de

matriz de pesos. Por su parte, la matriz de componentes principales puede
ser escrita tanto en términos de las componentes Yq =

[
y1 y2 . . . yq

]
como de los vectores de puntajes de los individuos y(i) ∈ Rq, es decir, en

términos de los vectores fila Y′q =
[
y′(1) y′(2) . . . y′(n)

]
, con Yq = XVq
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de dimensión n× q.

Para realizar la búsqueda de los ejes de máxima variabilidad es necesario defi-
nir una medida de dispersión de las observaciones. Dos medidas comúnmente
utilizadas en el PCA son la matriz de covarianzas ΣΣΣ ∈ Rp×p y la matriz de
correlaciones ρρρ ∈ Rp×p. La matriz de covarianzas nos permite saber qué tan-
to se dispersan en promedio los datos alrededor de su centro de masa, sin
embargo, esta medida puede ser afectada por el uso de escalas de medición
muy desiguales a la hora de capturar su variabilidad, dándole prioridad a
aquellas variables con órdenes de magnitud mayor. Para solucionar este pro-
blema, se recomienda utilizar la matriz de correlaciones en lugar de la matriz
de covarianzas, ya que cada variable es corregida en magnitud por su respec-
tiva desviación estándar. En estad́ıstica multivariada tanto las medidas de
varianza como de correlación utilizan el vector de medias µµµ ∈ Rp como punto
de referencia, ya que en él se ubica el centro de masa de los datos. Las me-
didas de dispersión indicadas anteriormente comparten como caracteŕıstica
principal el ser matrices simétricas semidefinidas positivas, esto es gracias a
que las propiedades de la multiplicación matricial y la transpuesta permiten
que el producto X′cXc cumple con la forma cuadrática v′X′cXcv ≥ 0, donde
Xc es la matriz corregida por su media y v es un vector unitario de tamaño
p. La formalización de las ideas presentadas en esta sección se describen con
mayor profundidad en el apéndice A.

2.2. Primera componente principal

Ya que el PCA consiste en encontrar un conjunto de p vectores unitarios
ortogonales que maximicen la proyección de la variabilidad de los datos con-
tenida en X′cXc, es posible abordar esta búsqueda como un problema de op-
timización enfocado en maximizar la proyección de X′cXc sobre un conjunto
de vectores vj , es decir, maximizar la distancia dada por la forma cuadráti-
ca v′jX

′
cXcvj , donde los vectores vj se encuentran sujetos a condiciones de

norma unitaria v′jvj = 1 y ortogonalidad v′jvl = 0, para j, l = 1, 2, . . . , p con
j 6= l. Las condiciones de ortogonalidad aseguran que no haya redundancia
en la información capturada por los nuevos ejes e impide la dependencia
lineal entre los vectores de la base al evitar que se correlacionen entre ellos.
Sea X′cXc ∈ Rp×p una matriz cuadrada semidefinida positiva y v1 ∈ Rp un
vector tal que v′1v1 = 1. Se tiene como objetivo buscar el valor de v1 que
permita maximizar la proyección de la matriz X′cXc sobre él. Para esto se
plantea el siguiente problema de optimización
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mı́n
v1

||Xc − X̂c||2F sujeto a v′1v1 = 1, (2.2)

o su equivalente

máx
v1

v′1X
′
cXcv1 sujeto a v′1v1 = 1, (2.3)

cuyo Lagrangiano es

L = v′1X
′
cXcv1 − λ1(v′1v1 − 1). (2.4)

Al calcular el gradiente respecto a v1 y λ1 e igualar a cero se obtiene

∇L(v1) = 0,

∇L(v1) = 2X′cXcv1 − 2λ1v1,

X′cXcv1 = λ1v1,

donde el vector que captura la máxima variabilidad de los datos en el nuevo
subespacio es el vector propio v1 relacionado con el valor propio λ1 de la
matriz X′cXc.

2.3. Otras componentes principales

Por lo general, no es de utilidad conservar únicamente la primera com-
ponente principal ya que muchas veces el objetivo de la investigación puede
requerir conservar la mayor cantidad de información posible o, si el pro-
blema es de visualización, del uso de dos o tres componentes con el fin de
obtener al menos una idea gráfica del comportamiento de los datos. De aqúı,
que sea necesario buscar las demás componentes principales teniendo como
prioridad la restricción de ortogonalidad entre los vectores unitarios vj . Aśı,
las nuevas restricciones son v′jvj = 1 y v′jvl = 0 con j, l = 1, 2, ..., p y j 6= l.
De esta manera, se define el vector vj como la solución del problema de
optimización con restricciones

máx
vj

v′jX
′
cXcvj sujeto a v′jvj = 1 y v′jvl = 0, l = 1, 2, ..., j − 1.

La anterior proposición indica que vj es un vector propio unitario de X′cXc

correspondiente al j-ésimo valor propio más grande.
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Por inducción sobre j: Ya se ha mostrado gracias a la proposición anterior
que el paso j = 1, donde no hay restricciones de ortogonalidad, es verdade-
ro. Entonces, se asume que la proposición es verdadera para los primeros j
vectores de pesos v1,v2, ...,vj , y se considera el problema de encontrar vj+1.

Por hipótesis de inducción, se sabe que v1,v2, ...,vj son vectores propios
unitarios ortogonales de X′cXc. Vale notar que λj es el j-ésimo valor propio
más grande de X′cXc y cumple con la definición X′cXcvj = λjvj donde vj es
el vector propio correspondiente. Aśı el Lagrangiano de la función objetivo
es

L(vj) = v′jX
′
cXcvj − λj(v′jvj − 1)−

j−1∑
l=1

ηlv
′
jvl, (2.5)

y su gradiente

∇L(vj) = 2X′cXcvj − 2λjvj −
j−1∑
l=1

ηlvl.

Para el paso j + 1 se tiene

L(vj+1) = v′j+1X
′
cXcvj+1 − λj+1(v′j+1vj+1 − 1)−

j∑
l=1

ηlv
′
j+1vl,

0 = ∇L(vj+1) = 2X′cXcvj+1 − 2λj+1vj+1 −
j∑
l=1

ηlvl. (2.6)

Esto implica que si vj+1 es ortogonal a v1,v2, ...,vj , entonces

0 = v′m0,

= 2v′mX′cXcvj+1 − 2λj+1v
′
mvj+1 −

j∑
l=1

ηlv
′
mvl,

= 2(X′cXcvm)′vj+1 + ηm,

= 2(λmvm)′vj+1 + ηm

= 2λmv′mvj+1 + ηm,

= ηm,

para todo m = 1, 2, ..., j. Reemplazando estos valores dentro de la ecuación
2.6 se nota que vj+1 debe satisfacer X′cXcvj+1 = λj+1vj+1, es decir, vj+1
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es un vector propio de X′cXc con valor propio λj+1.

Dado que el objetivo del problema es maximizar la función de pérdida,
siempre se busca que el valor propio obtenido sea aquel valor propio más
grande cuyo vector propio respete las restricciones de ortogonalidad. Por lo
tanto, vj+1 debe ser el vector propio de X′cXc correspondiente al (j + 1)-
ésimo valor propio más grande. Si se presentan valores propios iguales es
posible utilizar el proceso de descomposición de Gram-Schmidt con el fin de
encontrar una base ortogonal equivalente (Nasiriany et al., 2019).

2.4. Descomposición en valores singulares - SVD

El origen de los valores singulares se encuentra en el intento de los geóme-
tras del siglo XIX por conseguir en lenguaje actual, la reducción de una
forma cuadrática a forma diagonal mediante cambios de base ortogonales
(Steward, 1993).

Sea A ∈ Rn×p, entonces existe una matriz ortogonal U ∈ Rn×n y una
matriz ortogonal V ∈ Rp×p tal que

A = UΣΣΣV′, (2.7)

donde ΣΣΣ en este caso es llamada matriz de valores singulares y es una matriz
diagonal de entradas σj ≥ 0 con j = 1, 2, ...,mı́n(n, p), y las constantes σj
son los valores singulares de A.

Se define el rango de la matriz rank(A) como el número de valores singulares
no nulos de la matriz A ∈ Rn×p. Si todas las filas y columnas de la matriz A
son linealmente independientes entonces r = rank(A) = mı́n{n, p}. La des-
composición en valores singulares también puede ser expresada como una
expansión de la matriz A que depende del rango r de la matriz. Esto es
expuesto en el teorema de Eckart - Young, el cual será utilizado como una
herramienta fundamental en los resultados del análisis de componentes prin-
cipales tanto lineales como no lineales.

Teorema. Suponga una matriz A ∈ Rn×p con rango rank(A) ≤ min(n, p)
y sea A = UΣΣΣV′ =

∑r
j=1 σjujv

′
j su descomposición en valores singulares.
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Entonces

Ar =

r∑
j=1

σjujv
′
j = U



σ1 . . . 0 0 . . . 0
...

. . . 0 0 . . . 0
0 0 σr 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 0


V′,

donde r ≤ rank(A), es la mejor aproximación de rango r a A en el sentido
que

||A−Ar||F ≤ ||A− Ã||F ,

para cualquier Ã tal que rank(Ã) ≤ r.

Espećıficamente, existen r constantes positivas σ1, σ2, ..., σr, r vectores uni-
tarios ortogonales u1,u2, ...,ur de tamaño n× 1 y r vectores unitarios orto-
gonales v1,v2, ...,vr de tamaño p× 1, tal que

Ar = UrΣΣΣrV
′
r,

donde Ur =
[
u1 u2 . . . ur

]
, Vr =

[
v1 v2 . . . vr

]
y ΣΣΣr es una matriz

diagonal con entradas σj . Aqúı AA′ tiene parejas de valor-vector propio
(σ2
j ,uj), entonces

AA′uj = σ2
juj ,

con σ2
1, σ

2
2, ..., σ

2
r > 0 y σ2

r+1, σ
2
r+2, ..., σ

2
p = 0 para n > p. Alternativamente,

los vectores vj son los vectores propios de A′A con los mismo valores pro-
pios no nulos σ2

j .

2.5. Descomposición en valores propios - autova-
lores

Sea A una matriz de tamaño n × p y λj un valor propio de A′A. Si
vj ∈ Rp es un vector unitario no nulo tal que

A′Avj = λjvj ,

entonces vj se dice que es un vector propio o vector caracteŕıstico de la ma-
triz A′A asociado con el valor propio λj . Donde los valores propios de A′A



CAPÍTULO 2. ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES LINEALES - PCA34

son reales y no negativos λj ≥ 0.

Ya que para cualquier vector propio vj , se tiene que

A′Avj = λjvj ,

si se multiplica a ambos lados por vj , se obtiene la igualdad

v′jA
′Avj = λjv

′
jvj ,

que indica que ||Avj ||2F = λj ||vj ||2F , por tanto λj ≥ 0.

De modo que A′A puede ser diagonalizada ortogonalmente por la forma

A′A = VΛV′,

donde V ∈ Rp×p es una matriz ortogonal conformada por los vectores unita-
rios vj ∈ Rp y Λ ∈ Rp×p es una matriz diagonal conformada por los valores
propios λj con j = 1, 2, ..., p, donde λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λp ≥ 0.

De forma que es posible obtener la matriz de pesos V por medio de la
descomposición en valores propios de S = VΛV′ o R = VΛV′, donde Λ
contiene los valores propios de la matriz en estudio. En este punto, es nece-
sario resaltar que la descomposiciones por valores propios de las matrices S
y R no son equivalentes, debido a la diferencia en el orden de magnitud que
manejan los datos de cada matriz (Ipsen, 2009; Johnson & Wichern, 2007).

Ya que la expansión de la matriz A por medio de la descomposición en va-
lores singulares escrita en términos de las matrices U,V,ΣΣΣ es A = UΣΣΣV′ la
descomposición en valores singulares de AA′ será AA′ = UΣΣΣ2U′ donde los
vectores columna de U son los n vectores propios unitarios ortogonales de
AA′. Por otro lado, la descomposición matricial de A′A será A′A = VΣΣΣ2V′

donde los vectores columna de V son los p vectores propios unitarios orto-
gonales de A′A. De forma que, por la definición de valores propios se tiene
que Λ = ΣΣΣ2 y, por lo tanto, λj = σ2

j . De esta manera, es posible obtener la
descomposición en valores propios de X′cXc a partir de la descomposición
en valores singulares de la matriz Xc (Nasiriany et al., 2019; Ipsen, 2009).

2.6. Proyección de los datos en el nuevo espacio

Por lo general, aquellos estudios que involucran análisis de componentes
principales suelen enfocarse en las relaciones presentes entre los individuos,
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de forma que se trabaja en el espacio Rp. Es por esto que se utiliza como
medida de variabilidad los estad́ısticos desprendidos de la multiplicación
X′cXc, tales como la covarianza y la correlación entre los individuos. aclarar
que si el estudio tiene como objetivo evaluar la relación entre los individuos
en lugar de la relación entre las variables como es utilizado tradicionalmente
la proyección de los datos se realizan en el espacio Rn usando los usando
descriptivos desprendidos del producto XcX

′
c el cual funciona como una

medida de dispersión de las variables, por medio de las llamadas coordenadas
principales. De esta forma, se hace necesario estudiar la obtención tanto de
las componentes principales como de las coordenadas principales a partir de
X′cXc y XcX

′
c respectivamente, teniendo en cuenta la conexión entre ambas

y las aplicaciones en las cuales el uso de cada una es necesario.

Análisis en el espacio Rp

Como ya se indicó, en el espacio Rp el principal propósito es analizar
las relaciones entre los individuos a partir de X′cXc, utilizando medidas de
variabilidad como la correlación o la covarianza, en el caso de esta última
tenemos que su descomposición en valores y vectores propios es denotada
por ΣΣΣ = VΛV′ donde V es la matriz con los p vectores propios y Λ es la
matriz de valores propios.

Las componentes principales obtenidas de la descomposición espectral de la
matriz ΣΣΣ son las columnas de la matriz Y dada por

Y = XcV. (2.8)

En la matriz de componentes principales las coordenadas de los n individuos
proyectados sobre en el nuevo eje factorial vj son las n componentes del
vector yj = Xvj , es decir, la j-ésima componente principal.

Análisis en el espacio Rn

Por otra parte, en el espacio Rn el objetivo es evaluar la relación entre
las variables o caracteŕısticas, para ello se hace uso de la descomposición
en valores y vectores propios de la matriz XcX

′
c denotada por ΨΨΨ, donde

ΨΨΨ es la matriz de covarianzas entre las filas de la matriz X, obteniendo
ΨΨΨn×n = UΛΛΛΨU′ donde U es la matriz con los n vectores propios y ΛΛΛΨ es
la matriz de valores propios. Las proyecciones de los datos sobre los ejes ui
reciben el nombre de coordenadas principales, obtenidas de la matriz ΨΨΨn×n
y son las columnas de la matriz F dadas en la ecuación
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F = X′cU, (2.9)

donde las coordenadas de las p caracteŕısticas proyectadas en el nuevo eje
factorial ui son las p entradas del vector fi = X′ui, es decir, la i-ésima coor-
denada principal.

Como muestra Gower (1996), el análisis de componentes principales sobre
una matriz simétrica p×p y el análisis de coordenadas principales sobre una
matriz n× n se consideran duales uno al otro cuando ambos conducen a un
conjunto de puntos con las mismas distancias entre ellos. La descomposición
en valores singulares de una matriz rectangular Xc de tamaño n×p de rango
n permite estudiar dicha dualidad (Johnson & Wichern, 2007).

Equivalencia entre las dos metodoloǵıas

Para estudiar la dualidad entre las componentes principales y las coor-
denadas principales es necesario recordar que la relación entre las matrices
de vectores propios ortogonales V y U proviene de la descomposición de la
matriz Xc en la forma

Xc = UΛ1/2V′, (2.10)

donde Λ1/2 es la matriz de valores singulares de Xc, U representa los vectores
propios asociados a XcX

′
c y V los vectores propios asociados a X′cXc, como

anotado al inicio de esta sección. Multiplicando por V a la derecha de cada
elemento de la ecuación 2.10 se obtiene

XcV = UΛ1/2V′V, (2.11)

y haciendo uso de la ortogonalidad de la matriz V se sabe que V′V = Ip,
entonces

U = XcVΛ−1/2, (2.12)

de forma que el k-ésimo vector propio de la matriz U se conoce por

uk = λ
−1/2
k Xcvk.

Al recordar que las componentes principales Y se calculan por medio de
XcV, como descrito en la ecuación 2.8, entonces reemplazando en la ecuación
2.12, la matriz U es escrita de la siguiente forma

U = YΛ−1/2. (2.13)
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Sustituyendo U de la ecuación 2.13 en la ecuación 2.9 se obtiene una forma de
calcular las coordenadas principales a partir de las componentes principales,
a saber

F = X′cYΛ−1/2. (2.14)

Para entender en qué casos es necesario recurrir a las coordenadas princi-
pales en vez de las componentes principales, hay que fijarse en el rango de la
matriz, ya que una matriz tendrá tantos valores singulares como el número
mı́nimo de columnas o filas linealmente independientes que posea. La can-
tidad de valores singulares no nulos con los que cuenta la matriz reflejan
la cantidad de información contenida en los datos, mientras que los valores
singulares iguales a cero representan la cantidad de redundancia presente en
ellos. Es decir, si tenemos una matriz de datos X de tamaño n×p donde p > n
y hacemos la descomposición en valores propios de X′cXc = ΣΣΣ = VΛV′ la
cantidad de vectores propios obtenidos será p, sin embargo, la cantidad de
valores propios diferentes de cero será n ya que rank(X) = n, o sea, hay p−n
valores propios iguales a cero lo que indica que p− n vectores propios están
capturando información redundante de los datos (Ipsen, 2009). En la prácti-
ca esto depende de cuántas variables se deben medir y de cuántas muestras
se pueden obtener de la población objetivo. Tradicionalmente, es común ver
experimentos en el que es mucho más grande el número de mediciones n que
el número de variables o caracteŕısticas medidas p. Si suponemos que todas
las variables medidas son linealmente independientes entre śı, es decir, una
variable o una combinación lineal de variables no explican el comportamiento
de otra, la matriz de datos X tendrá rango columna completo rank(X) = p,
de forma que contará con p valores singulares

√
λj , con p vectores pro-

pios vj y, por lo tanto, con p componentes principales yj . En el caso en
el que sea necesario medir un gran número de variables simultáneamente y
sea imposible obtener un número mayor de muestras, suponiendo que todas
las filas, los individuos, son linealmente independientes la matriz de datos
tendrá rango fila completo rank(X) = n, es decir, tendrá n valores singu-
lares

√
λi, n vectores propios ui y, por lo tanto, n coordenadas principales fi.

Como conclusión general, se establece esta dualidad, donde los vectores
de la matriz V son funciones de la matriz U y viceversa. Con este resultado
se busca evitar problemas computacionales que surgen de la descomposición
espectral de la matriz de datos en un camino estad́ıstico cuya dimensión pue-
de ser extremadamente grande. Por ejemplo, en estudios en genética cuyos
datos son de alt́ısima dimensión en las variables, se hace la descomposición
espectral por individuos (que generalmente son pocos) y se generaliza a las
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variables (Duarte et al., 2015). Sin embargo, en la actualidad técnicas co-
mo Randomized PCA (Feng, et al. 2018) resuelven este problema con gran
facilidad, gracias a su capacidad de generar un modelo de reducción de di-
mensión por medio de un muestreo aleatorio de los datos que permite una
construcción aproximada de la descomposición de la matriz.

2.6.1. Biplots

Los Biplots son comunmente usados para mostrar una representación
conjunta de las filas y columnas de una matriz X. El Biplot aproxima la dis-
tribución de una muestra multivariada en un espacio de dimensión reducida,
normalmente de dimensión dos, y superpone sobre la misma representacio-
nes de las variables sobre las que se mide la muestra (Gower, 1996). Se basa
en el mismo principio utilizado en la técnica de reducción de dimensionali-
dad a través de la Descomposición del Valor Singular (SVD) de la matriz X
como es anotado en la Sección 2.5, ecuación 2.7. La diferencia fundamental
es que en este caso el objetivo es reproducir los datos originales a través de
la representación conjunta de filas y columnas de una matriz (Gabriel, 1971).

En la representación gráfica, el Biplot considera solamente dos vectores sin-
gulares (k = 2), por tanto la matriz Xn×p es aproximada por

Xn×p ≈ U(2)Λ
1/2
(2) V′(2) = (U(2)Λ

1/2−c/2
(2) )(Λc/2V′(2)), (2.15)

= GH′, (2.16)

donde U(2) y V(2) indica solamente dos vectores propios de las matrices U
y V, respectivamente. Siguiendo la notación descrita en Gabriel (1971) la

matriz G y H son G = U(2) Λ
1/2−c/2
(2) y H′ = Λ

c/2
(2) V′(2) (como ilustrado en

la ecuación 2.15 y 2.16 ) con c ∈ [0, 1].

Note que G es la representación de las n filas de la matriz X en un espacio
de dos dimensiones y H la representación de las p columnas de X en este
mismo espacio. Los valores más comúnmente usados para c son 0 , 1/2 y 1.

Es posible afirmar que el biplot puede ser construido por un plano bidimen-
sional por la representación conjunta de n puntos de individuos (U1λ

1/2−c/2

U2λ
1/2−c/2) y p puntos que corresponden a las variables (V1λ

c/2 V2λ
c/2).

Para c = 0, las filas están en las coordenadas principales y las columnas en
las coordenadas estándar, denominada forma biplot, que favorece la visuali-
zación de los individuos; para c = 1, las filas están en coordenadas estándar
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y las columnas en coordenadas principales, llamadas biplot de covarianza,
lo que favorece la visualización de las variables. Cuando c = 1/2, el biplot
favorece la visualización del efecto de interacción (Greenacre, 1984).

Es importante notar que el biplot es un análisis de componentes principa-
les, en el cual la información de las columnas (variables) se agrega en el
mismo gráfico en el que se representan las filas (individuos). Dado que, en
los biplots, los individuos y las variables están representados en el mismo
gráfico, tiene sentido evaluar las asociaciones entre los individuos y las va-
riables como la preponderancia de una variable para explicar un individuo,
o la contribución de los individuos a los valores de una variable. La varia-
bilidad explicada por los ejes Biplot es similar a la variabilidad explicada
por el análisis de componentes principales, donde los ejes se obtienen en la
dirección de mayor variabilidad.

Un enfoque detallado de Biplots para variables cuantitativas puede ser estu-
diado en Gower (2015). Por otro lado para variables cualitativas, que pueden
ser nominales u ordinales, se recomienda Gower (2016).

2.7. Elección de las componentes principales

Para definir cuántas componentes principales conservar en un estudio es
importante tener claro el papel del PCA en él. Si el fin es ver el compor-
tamiento de los datos en dos o tres dimensiones es necesario conservar las
dos o tres primeras componentes principales y desistir de las demás. Si por
el contrario, lo que se busca es conservar la mayor cantidad de información
contenida en los datos, se puede utilizar como criterio la variabilidad con-
servada por cada una de las componentes.

Sea ΣΣΣ la matriz de covarianza asociada con la matriz aleatoria X. ΣΣΣ
tiene las parejas de vectores-valores propios (λj ,vj) para todo j = 1, 2, ..., p
donde λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λp ≥ 0. Entonces, la j-ésima componente principal
está dada por la combinación lineal

yj = Xcvj = v1jx1 + v2jx2 + ...+ vpjxp,

donde j = 1, 2, ..., p y las varianzas de las componentes principales son dadas
por

V ar(yj) = V ar(Xcvj) = v′jΣΣΣvj = v′j(λjvj) = λj(v
′
jvj) = λj , (2.17)
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que es un resultado relevante, la varianza de las componentes principales
están asociadas a los respectivos valores propios. Por otro lado, para j 6= l,
y considerando la hipótesis de ortogonalidad v′jvl = 0, se encuentra que la
covarianza entre las componentes principales es cero, espećıficamente

Cov(yj ,yl) = Cov(Xcvj ,Xcvl) = v′
jΣΣΣvl = v′

j(λlvl) = λl(v
′
jvl) = 0. (2.18)

Para conocer cuánta variabilidad conserva cada una de las componentes
principales es necesario hallar la varianza total V T de las componentes prin-
cipales. Recordando que la variabilidad total de los datos es la suma de las
varianzas de cada una de las variables, se tiene

V T =

p∑
j=1

σjj = tr(ΣΣΣ) = tr(VΛV′) = tr(V′VΛ) = tr(Λ) =

p∑
j=1

λj . (2.19)

Aśı que la variabilidad total conservada por las componentes principales
es la misma variabilidad presente en los datos originales solo que con una
distribución diferente entre los ejes del nuevo subespacio. Los resultados ob-
tenidos en 2.17, 2.18 y 2.19, pueden ser estudiados a profundiad en Johnson
& Wichern (2007).

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, es posible crear un indicador
que permita medir cuánta variabilidad conserva cada una de las componentes
principales, el cual recibirá el nombre de varianza proporcional V P

V P =
λj
V T

, (2.20)

con j = 1, 2, ...p la acumulación de la varianza proporcional se llamará va-
rianza proporcional acumulada V PA

V PA =

∑q
j=1 λj

V T
, (2.21)

con q ≤ p.

Usualmente se recomienda a los investigadores conservar la cantidad de
componentes que representen entre un 80 % o un 90 % de la varianza total,
siendo la primera componente a conservar aquella que tiene asociado el ma-
yor valor propio, la segunda aquella con el segundo valor propio más grande
y aśı sucesivamente. Un apoyo visual común para decidir cuantas compo-
nentes principales retener es el gráfico de sedimentación, el cual consiste en
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ordenar los valores propios de mayor a menor en el eje x y graficar sus mag-
nitudes en el eje y. Por lo general, se recomienda conservar las componentes
principales asociadas a los valores propios que presentan gran magnitud y
una diferencia notoria con el valor propio siguiente y no se recomienda rete-
ner aquellos vectores propios cuyos valores propios presentan poca magnitud
y una pequeña diferencia con el valor siguiente de forma que presentan una
tendencia constante con los valores subsecuentes. En general, a las compo-
nentes asociadas con los últimos valores propios las podemos relacionar con
el ruido presente en los datos, es decir, aquella variabilidad que no explica
su comportamiento (Diaz et al., 2012; Peña, 2002; Rencher, 2002).

2.8. Reconstrucción de los datos originales

El PCA suele ser utilizado para retirar aquella información que no ayuda
en la explicación del comportamiento de los datos. De forma que muchas ve-
ces el interés final es obtener una estimativa de los datos sin el ruido presente
en las últimas componentes. Recordando que las componentes principales
son las proyecciones de los datos sobre los ejes de máxima variabilidad, es
decir Y = XcV, si el interés es reducir el número dimensiones en el nuevo
espacio con el fin de entender mejor el comportamiento de los datos se pue-
den obtener las q primeras componentes principales de la forma Yq = XcVq,
con q ≤ p, donde la matriz Vq se compone de los vectores correspondientes
a los q valores propios más grandes, Vq =

[
v1 v2 . . . vq

]
.

Es posible reconstruir los datos originales a partir de las componentes prin-
cipales por medio de la operación inversa Xc = YV′, de forma que se puede
obtener una estimativa de los datos originales X̃q que no contenga aque-
lla variabilidad presente en las últimas componentes. Para esto, es necesa-
rio obtener los datos originales a partir de Yq por medio de la operación
X̃q = YqV

′
q = XcVqV

′
q. Ya que el PCA puede ser interpretado como la mi-

nimización de la distancia perpendicular entre los puntos que representan los
individuos y los ejes del nuevo espacio donde serán proyectados. La proyec-
ción ortogonal de un vector x(i) corregido por su media sobre el subespacio
generado por un vector unitario vj es igual a vj escalado por la proyección
de x(i) sobre vj

x̃(i) = Pv1x(i) = (x′(i)vj)vj . (2.22)

De forma que otra derivación de PCA parte del hecho de buscar minimizar el
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error de reconstrucción de los datos, obteniendo el problema de optimización

mı́n
X̃q

||Xc − X̃q||2F = mı́n
Vq

||Xc −YqV
′
q||2F , (2.23)

mı́n
X̃q

||Xc − X̃q||2F = mı́n
Vq

||Xc −XcVqV
′
q||2F . (2.24)

Haciendo uso de las propiedades de la Norma de Frobenius se tiene

σ(X̃q) = ||Xc − X̃q||2F =

q∑
j=1

n∑
i=1

||x(i) − Pvjx(i)||2F , (2.25)

donde i = 1, 2, ..., n y j = 1, 2, ..., q con q ≤ p. Para cualquier x(i) ∈ Rp, se
conoce que x(i)−Pvjx(i) es perpendicular a Pvjx(i), entonces por el Teorema
de Pitágoras se tiene

||x(i) − Pvjx(i)||2F + ||Pvjx(i)||2F = ||x(i)||2F , (2.26)

de manera que

q∑
j=1

n∑
i=1

||x(i) − Pvjx(i)||2F =

q∑
j=1

n∑
i=1

(||x(i)||2F − ||Pvjx(i)||2F ),

q∑
j=1

n∑
i=1

||x(i) − Pvjx(i)||2F =

q∑
j=1

n∑
i=1

||x(i)||2F −
q∑
j=1

n∑
i=1

||(x′(i)vj)vj ||
2
F ,

q∑
j=1

n∑
i=1

||x(i) − Pvjx(i)||2F =

q∑
j=1

n∑
i=1

||x(i)||2F −
q∑
j=1

n∑
i=1

(x′(i)vj)
′(x′(i)vj).

Por lo tanto, minimizar el error de proyección equivale a maximizar las pro-
yecciones de los datos sobre los vectores generadores del nuevo subespacio,
espećıficamente

mı́n
X̃q

σ(X̃q) = máx
vj

q∑
j=1

n∑
i=1

v′jx(i)x
′
(i)vj . (2.27)

Ya que el problema de optimización se puede resolver para cada uno de los
vectores vj vale recordar las restricciones de ortogonalidad y norma unitaria
con los demás vectores vl, con l = 1, 2, ..., j−1, de forma que el Lagrangiano
de la función objetivo para cada vj es

L(vj) =
n∑
i=1

v′jx(i)x
′
(i)vj − λj(v

′
jvj − 1)− ηl

j−1∑
l=1

v′jvl, (2.28)
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o escrito de mejor forma

L(vj) = v′jX
′
cXcvj − λj(v′jvj − 1)− ηl

j−1∑
l=1

v′jvl, (2.29)

que es el Lagrangiano del problema planteado en la Sección 2.3, espećıfi-
camente en la ecuación 2.5 y cuya solución cumple con la descomposición
en valores y vectores propios de la matriz X′cXc tomando únicamente los r
primeros vectores columna de V (Nasiriany et al., 2019).

Cabe resaltar que el planteamiento del PCA como la minimización del
error de reconstrucción de los datos es un paso fundamental en el plantea-
miento de técnicas de reducción de dimensión de datos mixtos como el PCA
no lineal. La teoŕıa asociada al PCA no lineal será descrita en el Caṕıtulo 3.

2.9. Interpretación de las componentes principales

Para interpretar cada componente principal es necesario examinar la
magnitud de los coeficientes de las variables originales, a saber los compo-
nentes de los vectores propios, cuanto mayor sea el valor absoluto del co-
eficiente, más importante será la variable correspondiente en el cálculo del
componente. Por otro lado, se puede ver la correlación entre las componentes
principales y las variables originales, como es descrito a continuación.

2.9.1. Análisis de los componentes de los vectores de pesos

Cada una de las entradas de los vectores v′j =
[
v1j v2j ... vpj

]
tam-

bién ameritan inspección. Recordando que los vectores propios vj son vecto-

res unitarios por lo que su norma ||vj || =
√
v2

1j + v2
2j + ...+ v2

pj debe tener

una magnitud de 1. Bajo este hecho, sacando el cuadrado de la norma se
tiene que la suma de cada una de las entradas del vector al cuadrado será
igual a 1,

∑p
l=1 v

2
lj = 1. De forma que se obtiene un criterio para identificar

cuáles variables tienen mayor importancia en la combinación lineal de las
componentes principales, ya que la cantidad vlj cumple el papel de coeficien-
te de la combinación lineal yj correspondiente al vector xl y, v2

lj indica cuál
es la importancia relativa del vector xl respecto a los otros vectores en la
componente yj . Por ejemplo, si el coeficiente vlj = 0,50 quiere decir que un
25 % de la información de la componente yj es proporcionada por el vector
xl.
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2.9.2. Coeficientes de correlación

Otra caracteŕıstica importante de los coeficientes de las componentes
principales vlj es su proporcionalidad directa con el coeficiente de correla-
ción entre yj y xl.

Sean y1 = Xv1, y2 = Xv2, ...,yp = Xvp las componentes principales
obtenidas a partir de ΣΣΣ, entonces

ρyj ,xl
=
vlj
√
λj√

σll
, (2.30)

para j, l = 1, 2, ..., p, son los coeficientes de correlación entre las componen-
tes yj y las variables xl.

Para la obtención del coeficiente de correlación en 2.30 es necesario fi-
jar un a′l =

[
0 . . . 0 1 0 . . . 0

]
tal que xl = Xal y Cov(xl,yj) =

Cov(Xal,Xvj) = a′lΣΣΣvj , como anotado en la ecuación 2.18. Ya que vj es un
vector propio de ΣΣΣ por la ecuación caracteŕıstica, se tiene que ΣΣΣvj = λjvj ,
por lo tanto, Cov(xl,yj) = a′lλjvj = λjvlj . Entonces, como V ar(yj) = λj y
V ar(xl) = σll se tiene

ρyj ,xl
=

Cov(xl,yj)√
V ar(yj)

√
V ar(xl)

=
λjvlj√
λj
√
σll

=
vlj
√
λj√

σll
,

para j, l = 1, 2, ..., p, llegando aśı al resultado planteado en 2.30.

Lo anterior permite conocer, de igual forma, la contribución de cada
variable xl a la componente yj . Sin embargo, no indica la importancia de
una variable x en la componente y en presencia de las otras x; por lo general,
si una variable tiene un coeficiente vlj grande su coeficiente de correlación
sera de igual forma grande, de manera que el uso de uno u otro dependerá del
gusto del investigador (Johnson & Wichern, 2007; Diaz & Morales, 2012).

2.10. Últimas componentes principales

Las últimas componentes son aquellas con valores propios y varianzas
cercanas a cero lo que implica que la componente principal es una combina-
ción lineal aproximadamente constante entre las variables de la muestra. De
esta manera un valor propio extremadamente pequeño puede ser indicio de
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colinealidad entre las variables. Rencher (1998) sugiere que las variables con
mayor correlación de aquellas componentes de mı́nima varianza sean retira-
das de la muestra de manera que no distorsionen las primeras componentes
principales.

A partir de la ortonormalidad de la matriz V es posible expresar la
matriz identidad de la forma

Ip = v1v
′
1 + v2v

′
2 + · · ·+ vpv

′
p.

de manera que se puede expresar la observación x(i) en términos de la in-
formación captada por cada componente como

x(i)−µ = Ip(x(i)−µ) = v1(v′1(x(i)−µ))+v2(v′2(x(i)−µ))+· · ·+vp(v
′
p(x(i)−µ)),

donde v′j(x(i) − µ) = yij es la j-ésima componente principal evaluada en la
i-ésima observación. De forma que

x(i) − µ = yi1v1 + yi2v2 + · · ·+ yipvp,

donde i = 1, 2, . . . , n. Por lo tanto, se pueden emplear los últimos p − q
elementos de la combinación lineal yi,p−mvp−m+yi,p−m+1vp−m+1+· · ·+yipvp
como un residual o medida del error de reconstrucción de la observación x(i)

sobre los q primeros ejes principales. De manera que si se obtiene la norma del
error de reconstrucción se obtiene la medida de distancia de la observación
al origen en el nuevo espacio

d2
i = y2

i,p−m + y2
i,p−m+1 + · · ·+ y2

ip,

para cada una de las observaciones x1,x2, . . . ,xn. Si una observación tiene
un valor demasiado grande de d2

i indicará un ajuste pobre de las primeras
p−m− 1 componentes principales, lo que se puede asociar al hecho de que
la medición es at́ıpica con relación a la estructura de correlación de los datos
(Diaz & Morales, 2012).

2.11. Cartas de control basadas en PCA

Controlar y mejorar la calidad se ha tornado en una estrategia muy im-
portante para aquellas organizaciones que buscan una ventaja competitiva
en los mercados actuales. Este tipo de estrategias son importantes no sólo
en el sector industrial sino también en el sector de la salud, gubernamental
y financiero. La gestión de calidad consiste en un conjunto de actividades
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que involucra cada uno de los sectores de la empresa tanto los frentes ad-
ministrativos como operativos. Ambos frentes son sensibles de capturar un
alto flujo de datos que permiten generar indicadores claves de rendimiento y
este tipo de datos permiten conocer que tan estable es un proceso respecto
a su variabilidad común una vez se ha establecido el nivel de calidad deseado.

Con esto en mente, no es sorpresa que la gestión de calidad se haya apoya-
do en herramientas estad́ısticas para tener un control de corte cuantitativo
sobre sus procesos. Las cartas de control son las principales herramientas
estad́ısticas utilizadas con este fin. Fundamentalmente, en la producción de
bienes las cartas de control analizan la información recolectada de pruebas,
destructivas o no destructivas, que se realizan sobre un conjunto de piezas
muestreadas aleatoriamente. En el caso de los procesos administrativos o de
la prestación de servicios se utilizan datos claves de las distintas operaciones
que reflejen la influencia directa de la variabilidad de los procesos. Cuando
se producen bienes continuamente o cuando se monitorea constantemente
un proceso es necesario recolectar datos para evaluar la capacidad y estabi-
lidad de los procesos. Cuando un proceso se considera estable las variaciones
presentadas en él son generadas por causas comunes que están siempre pre-
sentes mas no por fuentes externas que representaŕıan un mayor nivel de
variación (Jhonson & Wichern, 2007; Montgomery, 2012). De esta forma, el
propósito de cualquier carta de control es identificar la ocurrencia de causas
especiales de variación que lleven al proceso a un comportamiento inusual y
que indiquen la necesidad de una corrección. Sin embargo, el uso de las car-
tas de control en un proceso también pueden sugerir acciones de mejora en él.

Las cartas de control suelen ser diseñadas en pro de controlar la variabilidad
de variables cuantitativas o variables cualitativas. Las cartas de control en-
focadas en variables cuantitativas se llaman cartas de control para variables,
en el caso de las variables cualitativas reciben el nombre de cartas de control
para atributos. Esta sección se enfocará en la presentación de las cartas de
control de carácter cuantitativo multivariado, principalmente aquellas ela-
boradas a partir del uso del PCA. Para más información sobre la filosof́ıa del
control de calidad y las cartas de control univariadas consultar Montgomery
(2012) y para información sobre las cartas de control multivariadas cuanti-
tativas no basadas en PCA consultar el apéndice A5 y Johnson & Wichern
(2007).

Desde un punto de vista estad́ıstico las cartas de control se fundamentan en
la construcción de regiones de confianza que permitan identificar comporta-
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mientos at́ıpicos en los datos. Esto se realiza por medio de la medición de
la distancia de cada observación respecto a su media. Si una observación se
encuentra a una distancia de la media mayor que la distancia definida por
los ĺımites de control se dice que la observación está fuera de control. Por
otro lado, si una proporción de las observaciones muestreadas ubicadas por
fuera de los ĺımites de control es mayor que el nivel de significancia definido
para el análisis, se dice que el proceso no es estable y que se presentan causas
especiales de variabilidad. De manera que las cartas de control pueden ser
utilizadas en diversos tipos de estudios fuera del contexto de la gestión de
calidad, gracias a su capacidad para identificar comportamientos at́ıpicos en
los datos de una muestra. En este caso los ĺımites de control definirán la
distancia a partir de la cual el investigador podrá considerar que una obser-
vación tiene un comportamiento inusual. Estos ĺımites de control se basan
en la distancia de Mahalanobis construida a partir de las componentes prin-
cipales obtenidas del PCA. Como se presenta en el Apéndice A5 los formatos
de control basados en en datos cualitativos suelen cumplir con los formatos
elipsoidal y T 2 utilizados comúnmente en muestras multivariadas. Se le re-
comienda al lector leer los apéndices A3, A4 y A5, en donde se presentan
los elementos de estad́ıstica inferencial necesarios para la construcción de las
cartas de control multivariadas.

Para que un proceso sea estable en el tiempo se requiere que las caracteŕısti-
cas medidas solo sean influenciadas por variaciones generadas a partir de
causas comunes, de esta manera al almacenar la mayor cantidad de variación
de los datos las dos primeras componentes deben ser estables e identificar los
efectos de las fuentes de variación especial de forma adecuada, es decir, que
sean lo suficientemente sensibles a los cambios de variabilidad no comunes
presentados durante el proceso. Sin embargo, ya que las otras componentes
pueden contener gran parte de la variabilidad de los datos es importante
estudiarlas de igual manera. Por lo tanto, se puede monitorear la calidad a
partir de las componentes principales en un proceso de dos partes. La pri-
mera parte consiste en la construcción de una carta de formato elipse para
las dos primeras componentes y la segunda parte en la construcción de una
carta de control formato T 2 para las componentes restantes.

2.11.1. Cartas para el análisis de estabilidad de una muestra
de observaciones

Para construir los contornos de control para las componentes principales
es posible reescribir la distancia de Mahalanobis de los datos originales en
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términos de las componentes y posteriormente aplicar sus propiedades al
nuevo problema.

Sea X una matriz aleatoria distribuida como una multinormal Np(µµµ,ΣΣΣ)
con descomposición en valores propios asociada a la matriz de covarianza
ΣΣΣ = VΛV′ cuya inversa es ΣΣΣ−1 = VΛ−1V′. La distancia de Mahalanobis
para la observación x(i) está dada por

(x(i) −µµµ)′ΣΣΣ−1(x(i) −µµµ) = (x(i) −µµµ)′VΛ−1V′(x(i) −µµµ),

(x(i) −µµµ)′ΣΣΣ−1(x(i) −µµµ) = y′(i)Λ
−1y(i),

(x(i) −µµµ)′ΣΣΣ−1(x(i) −µµµ) =

p∑
j=1

y2
ij

λj
,

de forma que

y2
i1

λ1
+
y2
i2

λ2
+ ...+

y2
ip

λp
∼ χ2

p,

lo que presenta una ecuación de una elipse con sus ejes alienados a los ejes
coordenados. Estad́ısticamente, esta ecuación refuerza la idea de que las
componentes generadas por el PCA son no correlacionadas entre śı. En el
Apéndice A.2 se demuestra que la distancia de Mahalanobis se distribuya
como una chi cuadrado.

Ya que para este caso las componentes principales son generadas sobre la
matriz de covarianza muestral S, tiene sentido indicar que tanto los vectores
y valores propios como la matriz de puntuaciones son estimadas. En estos
casos es común recurrir al Teorema del Ĺımite Central asumiendo un tamaño
muestral grande para acotar tanto la carta de control de formato elipse co-
mo la carta de control de formato T 2 con un estad́ıstico chi cuadrado. Para
más información sobre el estad́ıstico T 2 se le recomienda al lector leer el
Apéndice A.2. Las cartas de formato elipsoidal y T 2 son fundamentalmente
similares en cuanto a construcción, ya que ambas se basan en la distancia de
Mahalanobis. Sin embargo, la primera solo analiza las dos primeras compo-
nentes, las cuales a pesar de conservar una gran cantidad de la variabilidad
pueden no representar adecuadamente el comportamiento de los datos, por
lo tanto, las cartas de control T 2 se utilizan para más de dos componentes
y analizar la variabilidad de las p− 2 componentes restantes.
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Cartas de formato elipse

Al ser una carta bivariada se seleccionan las dos primeras componentes
para la construcción de la elipse de control, principalmente porque ambas
componentes retienen la mayor cantidad de variabilidad de los datos. De
manera que aquellos elementos (ŷi1, ŷi2) que se encuentren por fuera de la
región de control construida con una confiabilidad del 95 %, definida por

ŷ2
i1

λ̂1

+
ŷ2
i2

λ̂2

≤ χ2
2(0,05), (2.31)

se consideran como fuera de control o no estables. Las cartas de control se
caracterizan por ser una herramienta visual, en este caso consiste de una
elipse construida por la ecuación 2.31 y la dispersión de los datos, todos
los datos que se encuentren ubicados por fuera de la elipse se encuentra
por fuera de la carta de control. El uso de la herramienta se ilustrará en la
Sección 4.2.

Cartas de formato T 2

Para estudiar la variabilidad contenida en las p − 2 variables restantes
se define la distancia T 2

i para cada dato por medio de

T 2
i =

ŷ2
i3

λ̂3

+
ŷ2
i4

λ̂4

+ ...+
ŷ2
ip

λ̂p
,

y se define el ĺımite de control inferior, LCI, en

LCI = 0,

y el ĺımite de control superior, LCS, en

LCS = χ2
p−2(0,05).

Visualmente se define una recta a la altura del ĺımite de control superior
y se representan las distancias T 2

i como puntos en orden temporal, si los
datos se tratan de observaciones independientes temporalmente no es nece-
sario respetar un orden alguno. De esta forma, aquellas observaciones por
encima del ĺımite de control superior se consideran fuera de control. Esta
herramienta es utilizada e ilustrada gráficamente en la aplicación presentada
en la Sección 4.2.
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Para información sobre la construcción de cartas de control para obser-
vaciones futuras basadas en PCA se le recomienda al lector acudir a Johnson
et al. (2007).



Caṕıtulo 3

Análisis de componentes
principales no lineales -
NLPCA

El PCA tiene dos limitaciones importantes para su aplicación. La prime-
ra, asume que las relaciones entre las variables son lineales, y la segunda, el
método solo puede ser utilizado cuando todos los datos son cuantitativos. En
áreas como las ciencias sociales y de la salud estos supuestos no siempre se
pueden sostener (Linting et al., 2007). Para evitar estas limitaciones, autores
como Guttman (1941), Kruskal (1965), Shepard (1966), Kruskal & Shepard
(1974), Young et al. (1978), Gifi (1990), Michailidis & De Leeuw (1998), han
desarrollado a lo largo de los años una alternativa al PCA conocida como
Análisis de componentes principales no lineales (NLPCA - Nonlineal Prin-
cipal Components Analysis). Este método cumple con los mismos objetivos
del PCA lineal, reducción de dimensión, con la ventaja de que permite ana-
lizar niveles de medida mixtos (nominal, ordinal y numérico) que pueden no
estar relacionados de forma lineal con las variables originales.

En el NLPCA, las componentes son combinaciones lineales del conjunto
de variables originales, con la diferencia de que se pueden incluir variables
cualitativas, que deben ser escaladas de la mejor forma para ser correcta-
mente analizadas. Para cumplir con esta condición, el NLPCA se apoya en el
escalamiento óptimo (OS - Optimal Scaling) y la técnica de mı́nimos cuadra-
dos alternantes (ALS - Alternating Least Squares). Ambas técnicas permiten
al NLPCA cuantificar las variables a medida que se obtienen las respecti-
vas componentes. El OS obtiene información numérica a partir de los datos

51
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cualitativos respetando las posibles relaciones no lineales que se encuentren
entre las variables, siempre y cuando se sigan las restricciones planteadas por
su naturaleza o nivel de análisis. Es decir, si la variable es numérica, ordinal,
nominal simple o nominal múltiple. El nivel de análisis cuantitativo habla
de aquellas caracteŕısticas que pueden ser explicadas por un número real.
El nivel de análisis ordinal por su parte permite agrupar a los individuos
observados asignando una caracteŕıstica cualitativa a la vez que define una
relación de orden entre ellos. Vale aclarar que no hay un distanciamiento
claro en términos numéricos de los diferentes niveles de las variables. Por
último, las variables nominales agrupan a aquellos individuos que compar-
ten una caracteŕıstica en común sin definir una relación de orden entre ellos.
El nivel de análisis nominal múltiple identifica el comportamiento promedio
de todos aquellos individuos que pertenecen a una categoŕıa de la variable
analizada, mientras que el nivel nominal simple analiza a cada individuo
según la categoŕıa a la que pertenece. En el caso del nivel de análisis nomi-
nal múltiple es necesario el uso del análisis de homogeneidad por mı́nimos
cuadrados alternantes (HOMALS - Homogeneity Analysis For Alternating
Least Squares), también conocido como análisis de correspondencias múlti-
ple, para el cálculo de una medida representativa de todos los individuos
pertenecientes a cada categoŕıa. Por otro lado, la técnica de mı́nimos cua-
drados alternantes, ALS, permite alternar los pasos de cuantificación y de
descomposición espectral que conforman el algoritmo de NLPCA de manera
iterativa. El problema de reducción de PCA cuenta con una solución exacta
proveniente de la descomposición espectral de la matriz de distancias de los
datos originales lo que facilita su cálculo y análisis de propiedades, a dife-
rencia del NLPCA que es una técnica computacional de naturaleza iterativa
que, como veremos más adelante, no cuenta con una solución cerrada (Gifi,
1989; Linting et al., 2007).

De manera que se iniciará el caṕıtulo abordando las metodoloǵıas de esca-
lamiento óptimo y mı́nimos cuadrados alternantes con el fin de plantear las
bases algoŕıtmicas para el estudio de la metodoloǵıa HOMALS de la cual
se desprende el NLPCA en sus variantes basadas en la teoŕıa de pérdida
de reunión y teoŕıa de pérdida conjunta, que basan su principio teórico en
el PCA y HOMALS, terminando con la presentación de un conjunto de
propuestas teóricas para la elaboración de cartas de control de calidad basa-
das en datos escalados óptimamente y el análisis de componentes no lineales.
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3.1. Escalamiento óptimo

El escalamiento óptimo consiste en la asignación óptima de valores cuan-
titativos a escalas cualitativas, en otras palabras, convierte variables cuali-
tativas a cuantitativas. Si se toma el modelo de regresión lineal como un
caso particular, donde se desea predecir una variable respuesta a partir de
un número de predictores, el escalamiento óptimo busca crear un modelo
que permita relacionar las variables cualitativas con su respuesta cuantita-
tiva por medio de funciones no lineales que admitan este tipo de variables
predictoras. Las variables ordinales pasan por un proceso de regresión mo-
notónica que permite obtener una función que respeta el orden de las cate-
goŕıas sin necesariamente conservar un comportamiento lineal. En el caso de
las variables cuantitativas, pasan por un proceso de regresión lineal donde
se conserva la relación de distancia entre las medidas, sin necesariamente
ser los mismos valores, por lo que según el paquete estad́ıstico que se utilice
este paso puede o no ser evitado en el desarrollo del algoritmo. Cuando son
variables que no conservan una jerarqúıa entre sus categoŕıas y que funcio-
nan como etiquetas no es necesario imponer una restricción de orden. De
esta manera, para el nivel de medida nominal simple se propone realizar una
transformación no monotónica de los datos donde no se presenta ningún tipo
de restricción de orden entre ellos. Además de los niveles de medida presen-
tados hasta ahora, hay un nivel de especial interés conocido como nominal
múltiple, en el que cada categoŕıa recibe una cuantificación representativa
en cada una de las dimensiones del nuevo subespacio. Esta transformación
permite, también, identificar los centroides de los datos pertenecientes a ca-
da categoŕıa (Gifi, 1990; Constantini et al., 2010; Linting et al., 2007). La
principal diferencia del OS como técnica de escalamiento de variables cua-
litativas en comparación con el OneHot Encoder y el Ordinal Encoder, es
que en el OS el proceso realizado a la hora de asignar las cuantificaciones a
las variables consiste en resolver un conjunto de problemas de optimización
definidos y restringidos según la naturaleza de la ellas, mientras que en el
OneHot Encoder se construye una vector de 1 y 0 indicando la existencia
de una medida en una categoŕıa de una variable espećıfica y en el Ordinal
Encoder se asignan numeros naturales para indicar el orden jerárquico de
las categoŕıas de la variable. Este es un proceso computacionalmente más
costoso que el uso de, por ejemplo, el OneHot Encoder ya que su primer
consiste justamente en la obtención de una matriz de 1 y 0 a partir del
uso de este codificador para posteriormente incluir cada una de las variables
en un proceso de optimización iterativa distinto. Se podŕıa esperar, por lo
tanto, que las cuantificaciones obtenidas por este proceso sean mayormente
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representativas del comportamiento natural de las variables que el que brin-
dan los codificadores como OneHot Encoder y Ordinal, quienes siguen una
simple regla de dedo para la asignación de las codificaciones (Bishop, 2006;
Choong & Lee, 2017; Potdar, Pardawala & Pai, 2017; Gerón, 2019).

El manejo matemático de las transformaciones utilizadas por el OS se pre-
sentará en el apartado de análisis de componentes principales no lineales.
Se debe aclarar que el escalamiento óptimo solo corresponde a un paso del
proceso del NLPCA, el otro paso hace referencia a la aplicación de una
descomposición en valores singulares (o valores propios) sobre una matriz
de distancias de los datos cuantificados con lo que se construyen las com-
ponentes principales. Al tratarse de dos pasos que reducen sus respectivas
funciones de pérdida de forma iterativa, una correspondiente a la del PCA
y otra que vaŕıa según el nivel de análisis de cada variable cualitativa, se
espera que se reduzca proporcionalmente la función de pérdida del proble-
ma general en cada iteración, es decir, la del NLPCA. Para ello se utiliza el
algoritmo de optimización de mı́nimos cuadrados alternantes (Constantini
et al., 2010; Linting et al., 2007).

3.2. Algoritmo de mı́nimos cuadrados alternantes

Cuando un problema de optimización no tiene soluciones de forma cerra-
da, al optimizar su función de pérdida en términos de una matriz objetivo
X, se suele utilizar un algoritmo iterativo de optimización. Este tipo de algo-
ritmos permite actualizar los valores de la matriz X de manera que el valor
de la función de pérdida es mejorado en cada paso, asegurando encontrar
un óptimo local o global después de muchas iteraciones, con base a una co-
ta definida previamente como criterio de parada. Estos algoritmos mejoran
monotónicamente el valor de la función de pérdida con cada iteración. Por
lo general, hay dos configuraciones de algoritmos iterativos: maximización
iterativa y minimización de mı́nimos cuadrados alternantes por medio de
relajación de bloques.

Maximización iterativa: Consiste en encontrar una actualización
para una matriz de parámetros X que maximice la función de pérdida
σ(X) por medio de la minimización de otra función que incluya a
la matriz X y posteriormente definir una Xc = X que contendrá el
estimador de X para la iteración actual. La función que depende de
Xc será denotada como mc(X).



CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES NO LINEALES - NLPCA55

Dado Xc como un estimador inicial de la matriz X, se busca una
función de maximización mc(X) relativamente simple tal que σ(X) ≤
mc(X), para todo X, y mc(Xc) = σ(Xc). Al minimizar mc(X) es
posible encontrar una nueva actualización de X, denotada Xu.

Siempre se busca un Xu tal que mc(Xu) ≤ mc(Xc) ya que se tendŕıa
σ(Xu) ≤ mc(Xu) para todo Xu y mc(Xc) = σ(Xc) de lo que sigue
σ(Xu) ≤ mc(Xu) ≤ mc(Xc) = σ(Xc). Por lo tanto, Xu es un mejor
estimador que Xc para X, de forma que se asigna a Xu como el nuevo
Xc minimizando aśı el valor de la función de pérdida σ(X). Si hay res-
tricciones impuestas sobre X deben ser utilizadas en la minimización
de mc(X).

De forma que la clave está en encontrar una función de maximización
simple mc(X), es decir, una función fácil de minimizar.

La configuración general de un algoritmo de maximización iterativa
para minimizar σ(X) es:

• Paso 1: Seleccionar un criterio de parada ε, inicializar la matriz
X y llamarla Xc.

• Paso 2: Calcular σc = σ(Xc).

• Paso 3: Calcular la actualización Xu, usando la solución para
minimizar/maximizar mc(X).

• Paso 4: Calcular σu = σ(Xu).

• Paso 5: Si (σc − σu) > εσc entonces reemplazar Xc por Xu y
retornar al paso 2; sino considerar que el algoritmo convergió.

Mı́nimos cuadrados alternantes: Cuando se busca minimizar una
función sobre diferentes matrices de parámetros, es necesario actualizar
una matriz a la vez mientras se mantienen las otras fijas. Con el fin de
que cada actualización mejore el valor de la función y sea localmente
optimizada sobre el conjunto de las matrices de los parámetros.

Suponga que el problema es minimizar σ(A,B,C) sobre A, B y C,
entonces la configuración de un algoritmo de mı́nimos cuadrados al-
ternantes es:

• Paso 1: Seleccionar un criterio de parada ε e inicializar A, B y
C como Ac, Bc y Cc, respectivamente.

• Paso 2: Calcular σc = σ(Ac,Bc,Cc).
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• Paso 3a: Calcular la actualización Au, minimizando σ(A,Bc,Cc)
sobre A y manteniendo fijas Bc y Cc.

• Paso 3b: Calcular la actualización Bu, minimizando σ(Au,B,Cc)
sobre B y manteniendo fijas Au y Cc.

• Paso 3c: Calcular la actualización Cu, minimizando σ(Au,Bu,C)
sobre C y manteniendo fijas Au y Bu.

• Paso 4: Calcular σu = σ(Au,Bu,Cu).

• Paso 5: Si el ı́ndice de pérdida relativo (σc−σu) > εσc, entonces
reemplazar Ac, Bc y Cc por Au, Bu y Cu respectivamente y
retornar al paso 2; si no, se considera que el algoritmo converge.

Los únicos pasos complejos en este algoritmo son los pasos del 3a al 3c
ya que dependerán mucho del contexto del problema. A veces, pueden
manejarse con soluciones de minimización de forma cerrada, en otros
casos sólo se puede disminuir la función de pérdida sobre el conjun-
to de parámetros en cuestión utilizando, por ejemplo, el enfoque de
maximización iterativa, expuesto anteriormente. Por lo tanto, los pro-
blemas de optimización que involucran varias matrices de parámetros
a menudo se pueden resolver mediante una combinación de mı́nimos
cuadrados alternantes y el enfoque de maximización iterativa (Kiers,
2002).

La aplicación del algoritmo de mı́nimos cuadrados alternantes consiste
en realizar los pasos presentados anteriormente, siempre ajustando las ite-
raciones 3a, 3b y 3c al contexto del problema abordado. Es usual ver el uso
del escalamiento óptimo en conjunto con un algoritmo mı́nimos cuadrados
alternantes lo cual recibe el nombre de ALSOS (Alternating Least Squares
With Optimal Scaling) y es utilizado en gran variedad de aplicaciones, al-
gunas de ellas son presentadas por Young & De Leeuw (1976), De Leeuw et
al. (1976), Takane et al. (1977), Sands & Young (1980), Perault & Young
(1980), Var der Burg & De Leeuw (1988), Crawford et al. (2014) y Kuroda,
Mori, & Iizuka (2020). El ALS en el contexto de NLPCA es también utili-
zado en en el análisis de homogeneidad, en la sección 3.4 se presentará un
planteamiento sencillo del algoritmo para resolver el problema HOMALS.
Vale resaltar que en el proceso de NLPCA como en HOMALS es fundamen-
tal la construcción de la matriz indicadora de las variables categóricas que
se introduce a continuación.
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3.3. Matriz indicadora

La herramienta primordial en los procesos de cuantificación de variables
cualitativas nominales y ordinales es la matriz indicadora G. Esta matriz
permite conocer la pertenencia de cada uno de los individuos a un cierto ni-
vel de la variable categórica. Para esto se genera una matriz indicadora Gj ,
por medio de una codificación OneHot, donde por cada una de las variables
de la matriz de datos H, cada matriz indicadora tendrá tantas columnas co-
mo categoŕıas tenga la variable hj , y la asignación de un individuo se realiza
por medio de ubicar un 1 en la columna que representa a dicho nivel y en
la fila que representa al individuo y 0 en caso contrario.

Sea H =
[
h1 h2 . . . hp

]
una matriz de datos cualitativos de tamaño

n × p donde el vector columna hj contiene las n mediciones sobre los kj
niveles de la variable j. Para cuantificar el vector hj es necesario el uso de
la matriz indicadora Gj de tamaño n× kj ,

Gj =


gj11 gj12 . . . gj1kj
gj21 gj22 . . . gj2kj

...
...

. . .
...

gjn1 gjn2 . . . gjnkj

 ,
donde gjim es el indicador de pertenencia de una medición i a un nivel m,
donde m = 1, 2, ..., kj , de la variable hj , de forma que

gjim =

{
1, si el objeto i pertenece al nivel kj ,
0, si el objeto i no pertenece al nivel kj .

De esta forma, la matriz indicadora G asociada a la matriz de datos cuali-
tativos H es

G =
[
G1 G2 . . . Gp

]
.

Otra matriz importante en el estudio categórico es la matriz diagonal D =
diag(G′G) que está conformada por submatrices diagonales Dj cuyos ele-
mentos corresponden a las frecuencias absolutas de cada una de las kj cate-
goŕıas de la variable hj . A menudo cuando es necesario el uso del producto
G′G se opta por utilizar la matriz D, este será el caso durante el desarro-
llo del caṕıtulo desde que no se indique lo contrario. Para una vista más
profunda sobre este tema consultar Gifi (1990).



CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES NO LINEALES - NLPCA58

3.4. Análisis de homogeneidad - HOMALS

El análisis de homogeneidad por mı́nimos cuadrados alternantes (HO-
MALS), también conocido como análisis de correspondencia múltiple, es en
un sentido estricto, una técnica de análisis de datos puramente categóricos
con una cierta función objetivo y una forma particular para encontrar la
solución óptima por medio de un algoritmo de ALS (Gifi, 1990; Michailidis
et al. 1998). En esencia, HOMALS juega dos papeles de gran importancia
en el desarrollo del NLPCA, el primero es que presenta una idea directa de
cómo cuantificar variables de origen categórico, y el segundo es que su fun-
ción objetivo será primordial a la hora de abordar el modelo de centroides
sobre el cual se realizan las cuantificaciones de las variables a un nivel de
análisis nominal múltiple.

También podemos decir que HOMALS busca determinar cuantificaciones
óptimas de los individuos y de las categoŕıas de cada variable j de modo tal
que se maximice la homogeneidad entre ellas, es decir, que sus categoŕıas
estén separadas entre śı lo más posible. Aśı, si están en la misma categoŕıa
las observaciones serán cercanas entre śı y si están en distintas categoŕıas
se encontrarán lo más alejadas posible. Al igual que un proceso de conglo-
merados en el que se utilice una medida de similitud dentro de los datos
agrupados o una de disimilitud entre las agrupaciones.

Con el fin de obtener una componente unidimensional que resuma la infor-
mación contenida en las relaciones no lineales de las variables de una matriz
X ∈ Rn×p se define una transformación no lineal de la forma φ(xj) ∈ Rn.
De manera que se busca minimizar la función de pérdida

σ(y1,v1, φ) = p−1
p∑
j=1

||y1 − vj1φj(xj)||2F , (3.1)

la cual define una ponderación diferencial entre las variables transformadas
φ(xj), donde el vector v1 ∈ Rp es el vector de cargas y y1 ∈ Rn es el
vector de puntuaciones que resume la máxima cantidad de información de
las variables en el nuevo subespacio. Este último vector se encuentra sujeto
comúnmente a las restricciones

y′1y1 = n, (3.2)

y′11n = 0, (3.3)
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donde la ecuación 3.2 hace referencia a la norma y la ecuación 3.3 a la centra-
lidad del vector. Estas restricciones facilitan la interpretación de la solución
obtenida al establecer el origen como punto de centralidad de los datos y
normalizar la variabilidad de las puntuaciones en las diferentes dimensio-
nes. De forma que el producto φ(X)v1, que no se encuentra restringido,
recolecta toda la información sobre las relaciones no lineales presentes en
los datos. Vale resaltar que el uso de restricciones como ||vj1φj(xj)||2 = 1 o
||φj(xj)||2 = 1 son igualmente válidas pero es necesario ir con especial cuida-
do al momento de interpretar los resultados. Además, es en este último caso
cuando los pesos vj1 podrán ser verdaderamente diferenciados de φj(xj). A
pesar de las ideas expuestas anteriormente la minimización de σ(y1,v1, φ)
es trivial bajo estas restricciones. Al admitir todas las transformaciones no
lineales, el espacio de las transformaciones admisibles crece hasta un espacio
n dimensional y, por lo tanto, cualquier cuantificación de las variables será
suficiente para obtener un ajuste perfecto aunque con una solución trivial.
El comportamiento de estas transformaciones es similar al de una aplicación
Kernel. Sin embargo, se busca que la base de esta transformación tenga un
rango menor que n, para que sea posible restringir las transformaciones, por
ejemplo, a polinomios de bajo orden o incluso splines. Ya que el únicamente
imponer restricciones sobre las cuantificaciones no será suficientes para evi-
tar soluciones triviales (Gifi, 1990).

Para el caso en el que las variables de la matriz de datos sean cualitativas
categóricas o numéricas discretizadas en un número de categoŕıas limitadas,
es decir, se trabaje con una matriz H, es razonable pensar en la construc-
ción de una matriz indicadora Gj para cada variable hj . Los kj vectores en
Gj se toman como base para generar un subespacio kj dimensional a partir
del espacio n dimensional de todas las posibles transformaciones no lineales
que se tienen inicialmente. De forma que la solución trivial de la función de
pérdida 3.1 se previene gracias al uso del conjunto de restricciones presenta-
das anteriormente junto con el uso del subespacio generado por las matrices
indicadoras. De esta forma, la incorporación de la base Gj implica que la
transformación no lineal puede ser escrita como φj(hj) = Gjwj1, para algún
vector de coeficientes wj1 de tamaño kj . Entonces la función de pérdida 3.1
para HOMALS se convierte en

σ(y1,w1) = p−1
p∑
j=1

||y1 −Gjwj1||2F , (3.4)
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bajo las restricciones
y′1y1 = n,

y′11n = 0,

donde el rol de las cuantificaciones w′1 =
[
w′11 w′21 · · · w′p1

]
, de tamaño

K =
∑p

j=1 kj , es comparable pero no igual al rol de los pesos v1 en el PCA.
Esto no significa que w1 no pueda ser interpretado como cargas; más bien,
se selecciona para enfatizar que en contraste a v1 el vector w1 son pesos en
un espacio de mayor dimensionalidad, abarcando todas las posibles trans-
formaciones disponibles en este subespacio.

Si se busca obtener múltiples componentes es posible generalizar la función
de pérdida 3.4 por medio de la obtención de una matriz de puntajes Y de
tamaño n× q y una matriz de transformación no lineal W de tamaño K× q
donde q ≤ p, de forma que la función de pérdida a minimizar es

σ(Y,W) = p−1
p∑
j=1

||Y−GjWj ||2F , (3.5)

bajo las restricciones
Y′Y = nIq, (3.6)

Y′1n = 0, (3.7)

donde la primera condición, ecuación 3.6, además de restringir la longitud
cuadrada de los vectores, indica que es necesario que cada componente sea
ortogonal entre śı. La función de pérdida 3.5 será la función de pérdida bási-
ca de donde se desprenderán las funciones de pérdida para los demás tipos
de datos. A esta función de pérdida se le suele conocer como función de
pérdida de HOMALS, ya que un problema con Wj sin restricciones y Y
restringida puede ser minimizado por el programa HOMALS.

De forma general se puede afirmar que la función de pérdida 3.4 es utilizada
en problemas asociados con una sola componente y la función de pérdida 3.5
para múltiples soluciones o componentes. Como se resaltó en un principio,
para solucionar este tipo de problemas de optimización se hace uso de un
algoritmo basado en mı́nimos cuadrados alternantes donde los estimadores
de puntuaciones y cuantificaciones usados en cada paso iterativo de optimi-
zación se obtienen por medio de las soluciones óptimas de las respectivas
funciones de pérdida. Para esto es necesario obtener las derivadas parciales
de la función de pérdida respecto al vector y1 o la matriz Y de puntuaciones
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y el vector w1 o matriz W de cuantificaciones. De forma que las ecuaciones
que permiten estimar tanto las puntuaciones como las cuantificaciones en el
problema definido por la ecuación 3.4 son

y1 = p−1Gw1, (3.8)

w1 = D−1G′y1. (3.9)

Para esto recordemos que la norma de Frobenius || · ||F aplicada sobre la
función 3.4 trabaja como la norma dos || · ||2 ya que en efecto la dimensión de
la operación resultante es n× 1. Con esta aclaración, la solución de 3.4 para
el vector de puntuaciones y1 se obtiene derivando parcialmente respecto a
este vector. Como se verá a continuación

∂σ(y1,w1)

∂y1

=
∂

∂y1

p∑
j=1

(y1 −Gjwj1)′(y1 −Gjwj1),

∂σ(y1,w1)

∂y1

=
∂

∂y1

p∑
j=1

y′1y1 − 2
∂

∂y1

p∑
j=1

w′j1G
′
jy1 +

∂

∂y1

p∑
j=1

w′j1Djwj1,

∂σ(y1,w1)

∂y1

=

p∑
j=1

2y1 − 2

p∑
j=1

Gjwj1,

igualando la derivada parcial al vector cero de tamaño n se obtiene

∂σ(y1,w1)

∂y1

= 0,

de donde el vector óptimo y1 tiene la forma

y1 = p−1
p∑
j=1

Gjwj1,

y1 = p−1Gw1.

La solución de 3.4 para el caso del vector de codificaciones wj1 se tiene

∂σ(y1,w1)

∂wj1
=

∂

∂wj1

p∑
l=1

(y1 −Glwl1)′(y1 −Glwl1),

∂σ(y1,w1)

∂wj1
=

∂

∂wj1

p∑
l=1

y′1y1 − 2
∂

∂wj1

p∑
l=1

w′l1G
′
ly1 +

∂

∂wj1

p∑
l=1

w′l1Dlwl1,

∂σ(y1,w1)

∂wj1
= −2G′jy1 + 2Djwj1,
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igualando la derivada parcial al vector cero de tamaño kj se llega a

∂σ(y1,w1)

∂wj1
= 0,

y se obtiene la solución
wj1 = D−1

j G′jy1,

w1 = D−1G′y1.

Para el problema de soluciones múltiples basta con derivar parcialmente la
ecuación 3.5 respecto a la matriz Y y la matriz Wj . En el caso de Y

∂σ(Y,W)

∂Y
=

∂

∂Y

p∑
j=1

tr((Y−GjWj)
′(Y−GjWj)),

∂σ(Y,W)

∂Y
=

∂

∂Y

p∑
j=1

(tr(Y′Y)− 2tr(W′
jG
′
jY) + tr(W′

jDjWj)),

∂σ(Y,W)

∂Y
=

p∑
j=1

2Y− 2

p∑
j=1

GjWj ,

igualando la derivada parcial a la matriz cero de tamaño n× q se obtiene

∂σ(Y,W)

∂Y
= 0,

Y = p−1
p∑
j=1

GjWj ,

Y = p−1GW. (3.10)

A partir de la 3.5, para el caso de la matriz de cuantificaciones Wj se tiene

∂σ(Y,W)

∂Wj
=

∂

∂Wj

p∑
l=1

tr(Y′Y)−2
∂

∂Wj

p∑
l=1

tr(W′
lG
′
lY)+

∂

∂Wj

p∑
l=1

tr(W′
lDlWl),

∂σ(Y,W)

∂Wj
= −2G′jY + 2DjWj .

igualando la derivada parcial al vector cero de tamaño kj se obtiene

∂σ(Y,W)

∂Wj
= 0,
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Wj = D−1
j G′jY,

W = D−1G′Y. (3.11)

Donde la ecuación 3.11 recibe el nombre de primer principio del centroide en
la literatura y hace referencia a que la cuantificación de la categoŕıa obtenida
por medio de esta ecuación se encuentra en el centroide de las puntuaciones
de los objetos (Benzécri, 1973). Mientras que la ecuación 3.10 muestra que
el puntaje de un objeto es el promedio de las cuantificaciones de las cate-
goŕıas a las que pertenece (Michailidis et al., 1998). Una vez obtenidas las
soluciones estacionarias del problema de optimización se utiliza el algoritmo
de mı́nimos cuadrados alternantes con el fin de disminuir iterativamente las
funciones de pérdida 3.4 y 3.5. Para el caso de la función de pérdida 3.5 con
restricción Y′Y = nIq se utilizan las soluciones estacionarias 3.10 y 3.11, en
el siguiente algoritmo:

Algoritmo 1. HOMALS.

1. Inicialización aleatoria de la matriz de cuantificación: W̃.

2. Actualización de la matriz de puntajes: Ỹ← p−1GW̃.

3. Restricciones:

3.a. Centralización: Ŷ← (In − n−11′n1n)Ỹ.

3.b. Normalización: Y+ ←
√
nŶ(Ŷ

′
Ŷ)−1/2.

4. Actualización de la matriz de cuantificación: W+ ← D−1G′Y+.

5. Test de convergencia: Se define un valor de ε, por lo regular 10−6,
tal que cuando se cumpla la desigualdad |σ(Ỹ,W̃) − σ(Y+,W+)| <
εσ(Ỹ,W̃), se considera que el algoritmo ha convergido adecuadamente
con las soluciones óptimas Y∗ ← Y+ y W∗ ←W+. En caso contrario,
se retoma el algoritmo desde el paso 2 con W̃←W+.

En el paso 3 del algoritmo presentado es posible realizar la normalización
de Ỹ por medio de una descomposición de Gram-Schmidt, la cual permite
descomponer la matriz Ỹ como el producto de una matriz ortogonal Z de
tamaño n×p y una matriz triangular superior T de tamaño p×p, asignando
a la matriz de puntajes Y+ la matriz

√
nZ con el objetivo de cumplir con la

condición Y+′Y+ = nIq. De manera que el paso 3 se puede realizar como:

3. Restricciones:
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3.a. Centralización: Ŷ← (In − n−11′n1n)Ỹ.

3.b. Descomposición de Gram-Schmidt: (Z,T)← Ŷ.

3.c. Selección de base: Y+ ←
√
nZ.

Esta solución es conocida en la literatura como la solución al programa HO-
MALS (Gifi, 1990; De Leeuw, 1984; De Leeuw & Van Rijckevorsel, 1980).

Es posible describir el comportamiento de la función de pérdida 3.5 de
HOMALS en término de vectores y valores singulares como se muestra en
Gifi (1990) y Michailidis et al. (1998) a pesar de que la solución HOMALS
no permite obtener una solución cerrada al problema. Para esto se utiliza la
matriz de correlación inducida por la matriz indicadora y la matriz diagonal
de frecuencias absolutas

R = D−1/2G′GD−1/2,

obteniendo la descomposición en valores singulares de GD−1/2 de la forma

GD−1/2 = UΛ1/2V′.

Ya que el programa HOMALS alcanza la solución estacionaria en las matri-
ces W∗ y Y∗, que debe cumplir con la condición de ortogonalidad impuesta
por Y∗′Y∗ = nIq se puede pensar en asignar

Y∗ =
√
nUq, (3.12)

y de forma similar
W∗ =

√
nD−1/2VqΛ

1/2
q . (3.13)

Reescribiendo la función de pérdida 3.5 se tiene

σ(Y,W) = tr(Y′Y)− p−1tr(W′DW),

reemplazando 3.12 y 3.13

σ(Y∗,W∗) = n(tr(U′qUq))− np−1(tr(Λ1/2
q V′qD

−1/2DD−1/2VqΛ
1/2
q )),

σ(Y∗,W∗) = n

q − q∑
j=1

λj
p

 . (3.14)

De forma que el ajuste de la función objetivo 3.5 se puede explicar en térmi-
nos de los valores propios de la matriz de correlación.
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Para el caso en el que solo sea de interés describir el comportamiento de la
función de pérdida en una sola componente basta con redefinir las ecuaciones
3.12 y 3.13 en términos del vector columna de U y de V respectivo, de forma
que

y∗j =
√
nuj , (3.15)

y de forma similar

w∗j = λ
1/2
j

√
nD−1/2vj , (3.16)

donde j = 1, 2, ..., q. Reescribiendo la ecuación 3.4 se obtiene

σ(yj ,wj) = y′jyj − p−1w′jDwj ,

de forma que al reemplazar en las ecuaciones 3.15 y 3.16 se tiene

σ(y∗j ,w
∗
j ) = nu′juj − np−1λjv

′
jD
−1/2DD−1/2vj ,

σ(y∗j ,w
∗
j ) = n

(
1− λj

p

)
. (3.17)

Vale resaltar que a pesar de que se logra describir el comportamiento de la
función de pérdida por medio de los valores propios de la matriz de corre-
laciones, ecuaciones 3.17 y 3.14, solo se tendrá un ajuste perfecto cuando se
pretenda representar la variabilidad de una variable en una dimensión, es
decir para q = 1, p = 1 y, por lo tanto, λ1 = 1.

Un resultado de especial interés es el hecho de que se puede relacionar la
pérdida total con la medida de discriminación de ajuste de cada variable
cuantificada por medio de la relación qj = Gjwj y las puntuaciones de la
componente yj . En este caso, la correlación entre ambas cantidades juega el
papel de medida de discriminación

ρ2
yj ,qj

=
Cov(yj ,qj)

2

V ar(yj)V ar(qj)
=

(y′jqj)
2

(y′jyj)(q
′
jqj)

=
(y′jGjwj)

2

(y′y)(w′jG
′
jGjwj)

,

ya que Djwj = G′jyj se llega a

ρ2
yj ,qj

=
(w′jDjwj)

2

n(w′jDjwj)
= n−1(w′jDjwj),

si se reemplazan las soluciones óptimas estacionarias 3.15 y 3.16 se obtiene
que la correlación puede ser expresada en términos de los valores propios de
la matriz de correlaciones de G,

ρ2
y∗j ,q

∗
j

= λj , (3.18)
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reemplazando la ecuación 3.18 en 3.14 es posible expresar el ajuste de HO-
MALS en términos de las medidas de discriminación

σ(Y∗,W∗) = n

q − q∑
j=1

ρ2
y∗j ,q

∗
j

p

 .

De donde se obtiene una forma práctica de calcular el ajuste del método
HOMALS.

Por último se presentan algunas de las propiedades de la solución de
HOMALS en la j-ésima dimensión se presentan a continuación (Michailidis
et al., 1998):

Las cuantificaciones de las categoŕıas y los puntajes de los objetos son
representados en un mismo espacio.

Un punto de categoŕıa es el centroide de los objetos pertenecientes a
esa categoŕıa, una consecuencia directa de 3.11.

Objetos con el mismo patrón de respuesta (perfiles idénticos) reciben
puntuaciones idénticas de los objetos, esto se ve a partir de 3.10. En
general, la distancia entre dos puntos de objetos está relacionada a la
similitud entre sus perfiles.

Una variable discrimina mejor en la medida que sus puntos de categoŕıa
están más alejados (referente a 3.4).

Si una categoŕıa aplica únicamente a un objeto sencillo, entonces el
punto del objeto y el punto de la categoŕıa deben coincidir.

Objetos con un único perfil deberán ser localizados lejos del origen
del espacio conjunto, mientras objetos con perfiles similares al prome-
dio deberán ser localizados cerca al origen (consecuencia directa de la
propiedad anterior).

Las cuantificaciones de las categoŕıas de cada variable tienen una su-
ma ponderada sobre categoŕıas igual a cero. Esto sigue de emplear la
normalización de los objetos.

Las soluciones de HOMALS son anidadas. Esto significa que una solu-
ción q2-dimensional tal que q2 > q1 compartirá las primeras q1 dimen-
siones con la solución q1-dimensional. Gracias a esto, las soluciones
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para las subsecuentes dimensiones son ordenadas. Lo que significa que
la primera dimensión tiene el mayor valor propio. La segunda dimen-
sión tiene el máximo valor propio sujeto a la restricción de que y1 y
y2 sean no correlacionadas y aśı sucesivamente.

Los puntajes de los objetos son no correlacionados en las dimensiones
subsecuentes. Sin embargo, las cuantificaciones de las categoŕıas no
necesitan ser correlacionadas necesariamente; de hecho, sus patrones
de correlaciones podŕıan ser más bien impredecibles.

3.5. Análisis de componentes principales no métri-
cos

Como se resaltó con anterioridad las dos principales limitaciones del
PCA lineal es que asume que las relaciones entre variables son lineales y
su implementación sólo es posible si todas las variables se trabajan bajo un
nivel de análisis numérico (Linting et al., 2007). Es de aqúı de donde parte
la necesidad de utilizar una transformación espećıfica para cada nivel de
análisis espećıfico. Debe mantenerse en mente que los diferentes niveles de
análisis implican diferentes requerimientos. En el caso de un nivel de análisis
nominal, el único requerimiento es que los individuos que pertenezcan a la
misma categoŕıa, en la variable original, obtengan el mismo valor de cuan-
tificación. Este requerimiento es el más débil en cuanto a restricciones en el
NLPCA. En el caso de un análisis de nivel ordinal, las cuantificaciones de
los individuos debeŕıan adicionalmente respetar el orden de las categoŕıas
originales; esto es, que la cuantificación de una categoŕıa debe ser siempre
menor o igual a la cuantificación de la categoŕıa que tiene un mayor rango
en los datos originales. El nivel de análisis numérico por su parte busca que
tanto el orden de los datos originales como el distanciamiento entre los da-
tos en una escala métrica se respete proporcionalmente. Sin embargo, si uno
desea analizar las relaciones no lineales entre variables numéricas, se debe
escoger un nivel de análisis no numérico (Meulman et al., 2004; Linting et
al., 2007; Gifi, 1990).

A continuación se resaltan algunas diferencias fundamentales entre PCA
y NLPCA. Para realizar la transformación de las variables y explorar las
relaciones entre ellas, el NLPCA debe ejecutar tanto el proceso de esca-
lamiento óptimo como la estimación del modelo de PCA simultáneamente
por medio de la minimización de una función de pérdida. Esto se logra con
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el uso de un algoritmo de mı́nimos cuadrados alternantes (ALS). Como el
NLPCA utiliza un algoritmo de mı́nimos cuadrados con un paso de escala-
miento óptimo y otro de proyección en el nuevo subespacio, las matriz de
distancias, sea de covarianza o de correlación, no se calcula directamente de
las variables originales sino de las variables escaladas óptimamente. Conse-
cuentemente, opuesto al PCA, esta matriz en el NLPCA no es fija ya que
depende del tipo de cuantificación escogida para cada una de las variables.
Por lo tanto, en contraste a la solución del PCA, la solución del NLPCA no
es cerrada respecto a la función de pérdida sino calculada iterativamente a
partir de los datos, usando el proceso de escalamiento óptimo para cuanti-
ficar las variables de acuerdo con los niveles de análisis escogidos a la vez
que se realiza su descomposición espectral. En consecuencia el objetivo del
escalamiento óptimo es optimizar las propiedades de la matriz de distancias
de las variables cuantificadas, ya que el uso de codificadores clásicos, como
los codificadores OneHot y Ordinal, llevaŕıa a una solución equivalente a la
obtenida por la aplicación de un PCA lineal sobre el conjunto de variables
codificadas por medio de ellos. Espećıficamente, maximizando los primeros q
valores propios, donde q indica el número de componentes que son escogidas
en el análisis (Gifi, 1990).

Al igual que el PCA, el NLPCA permite representar las cargas de las va-
riables como vectores usando cada una de las entradas como coordenadas en
el espacio de las componentes principales. Este hecho ha dado el nombre de
modelo vectorial al modelo de NLPCA que se encuentra altamente influen-
ciado por la filosof́ıa del PCA, cuyo marco conceptual recibe el nombre de
teoŕıa de la pérdida conjunta. Por otro lado, también es posible representar
el comportamiento promedio de los individuos de cada una de las categoŕıas
de una variable en el espacio de componentes haciendo uso de la teoŕıa de
HOMALS, este modelo es llamado el modelo de centroides y su marco con-
ceptual se conoce como teoŕıa de la pérdida de reunión (Meulman et al.,
2004). En las siguientes dos secciones se definirán a detalle ambas teoŕıas.

3.5.1. Teoŕıa de la pérdida conjunta

Sea Q una matriz de tamaño n × p de datos óptimamente escalados
provenientes de la matriz H de variables ordinales, categóricas y numéricas,
una función de pérdida obtenida a partir de un análisis de PCA lineal es

σJ(Q,Y,V) = p−1
q∑
j=1

||qj −Yv(j)||2F , (3.19)
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con q ≤ p; donde la matriz de cargas V tiene dimensión p×q, de forma que el
vector v(j) es un vector fila escrito como columna y la matriz Y es la matriz
de puntuaciones de dimensión n× q. Donde la matriz de cuantificaciones, la
matriz de puntuaciones y la matriz de cargas son centradas y normalizadas,
de manera que el problema está sujeto al siguiente conjunto de restricciones

Cov(Q) = Cor(Q), (3.20)

Q′1p = 0, (3.21)

Y′Y = nIp, (3.22)

Y′1p = 0,

V′V = Λ, (3.23)

V′1p = 0,

en 3.23, la matriz Λ contiene los valores propios asociados a Q′Q. Definiendo
σJ(Q, ∗, ∗) como el mı́nimo de σJ(Q,Y,V) respecto Y y V con Q fijo, se
puede escribir la función de pérdida 3.19 en términos de los valores propios λ2

j

de la matriz de correlaciones ρ de Q, gracias al teorema de Eckart-Young,
presentado en la sección 2.5. De forma que los p − q valores propios más
pequeños indican el ajuste de la solución de la misma forma que en el PCA
lineal, es decir

σJ(Q, ∗, ∗) = p−1
p∑

j=q+1

λ2
j ,

donde el objetivo es de igual forma minimizar la distancia obtenida entre la
matriz de datos estimada y la matriz original. De manera que la función de
pérdida puede tomar valores entre

0 ≤ σJ(Q, ∗, ∗) ≤ 1− q/p,

con σJ(Q, ∗, ∗) = 0 si y sólo si rank(R) = q y σJ(Q, ∗, ∗) = 1− q/p si y sólo
si R es la matriz identidad, para más información consultar Gifi (1990). Si se
desea una sola dimensión en el nuevo subespacio, es decir q = 1. se busca el
wj tal que el valor propio mayor de la matriz de correlación de los vectores
qj = Gjwj es maximizado. Si q = p − 1, entonces se busca minimizar el
valor propio menor de la matriz de correlación. Para valores intermedios de
q se debe distinguir entre la dimensionalidad q, que es definida en términos
de los números de columnas de Y y V en la función de pérdida, y el número
de soluciones sucesivas r. En el análisis de componentes se tiene q ≥ 1 y
r = 1, de donde se minimiza σJ para un valor de q dado. Por lo tanto, el
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análisis de componentes da una cuantificación simple a diferencia del análi-
sis de homogeneidad que obtiene múltiples cuantificaciones r ≥ 1 para una
sola dimensión, q = 1. También es posible combinar las dos aproximaciones
y construir una técnica con ambos q ≥ 1 y r ≥ 1. Esto equivale a aplicar
el análisis de componentes r veces, cada vez imponiendo una condición de
ortogonalidad adicional (Gifi, 1990).

El hecho de incluir la cuantificación de los datos categóricos en la minimi-
zación de la función de pérdida σJ(Q, ∗, ∗) sobre qj , que pertenece a un
subespacio definido por la proyección de los vectores de datos sobre un cono
Cj con las restricciones q′j1n = 0 y q′jqj = 1, significa que se transforman o
cuantifican las variables de forma tal que la suma de los p−q valores propios
de R más pequeños se minimiza o, equivalentemente, tal que la suma de los
q valores propios más grandes se maximiza. Los conos Cj son subespacios
donde los datos deben ser proyectados con el fin de obtener las cuantifica-
ciones óptimas que mejor se comporten para su escala de medición. Para
datos categóricos, los conos Cj son subespacios definidos por

Cj = {qj |qj = Gjwj},

como visto en la metodoloǵıa de HOMALS. Si los datos son numéricos y
se requiere que todas las transformaciones sean lineales, entonces el cono se
define como

Cj = {qj |qj = αjhj + βj},

lo cual representa una regresión lineal respecto a los datos originales con
las cuantificaciones obtenidas. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer
que ||hj ||2 = 1 y h′j1 = 0 para todo j. Como se requiere que ||qj ||2 = 1 y
q′j1 = 0, se obtiene que

σJ(Q,Y,V) = p−1
p∑
j=1

||hj −Yv(j)||2F = p−1||H−YV′||2F . (3.24)

Aqúı no hay libertad de escoger Q diferente de H y, consecuentemente, el
análisis equivale a calcular los valores y vectores propios de la matriz de
correlación de H, es decir, realizar un PCA sobre H. Lo cual es apoyado
por lo presentado en la sección 2.8 donde se presenta de forma expĺıcita la
similitud entre ambas funciones de pérdida, ecuaciones 2.23 y 3.24.

Si se trabaja con datos ordinales es posible usar matrices indicadoras en un
sentido obvio, utilizándola en la escritura de la función de pérdida σJ siendo
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función de las cuantificaciones categóricas wj . Entonces la función pérdida
3.19 se torna

σJ(W,Y,V) = p−1
p∑
j=1

||Gjwj −Yv(j)||2F ,

la cual debe ser minimizada bajo las condiciones

1′nGjwj = 0, (3.25)

w′jDjwj = 1, (3.26)

wj ∈ Cj , (3.27)

donde Cj es un cono en un espacio kj dimensional con kj << n, donde el
objetivo es conservar el orden de los datos tal que

qij =

q∑
s=1

yisvjs,

restringido a
hij > hkj → qij > qkj ,

hij = hkj → qij = qkj ,

con i, k = 1, 2, ..., n y j = 1, 2, ..., p. Esto implica que los datos deben ser
cuantificados por medio de una regresión monotónica la cual respeta la je-
rarqúıa de las categoŕıas, sin necesariamente usar una relación lineal. De
Leeuw & Takane (1976) y De Leeuw & Van Rijckervorsel (1980) discuten un
proceso enfocado en un sistema de niveles de medida que puede ser usado
para definir muchos tipos diferentes de conos Cj .

El modelo planteado hasta ahora es utilizado por programas como MIN-
FAEX, PRINQUAL, PRINCIPALS y PRINCALS encontrados en paque-
tes estad́ısticos como: SPSS, SAS y R (Meulman et al., 2004; Mair, 2018;
Meulman, 1998; Kuhfeld, 1990; Wold et al., 1987; Abdi & Williams, 2010;
Dunteman, 1989; Gifi, 1985; Gifi, 1989). Su principio de funcionamiento se
expone en el algoritmo 2, con especial énfasis en el conjunto de pasos ne-
cesarios para que se cumplan las diversas restricciones impuestas sobre la
solución del problema. Vale aclarar, además, que cada uno de los programas
nombrados anteriormente tienen sus particularidades lógicas que ayudan al
proceso computacional y que, por lo tanto, pueden diferir en mayor o menor
medida del presentado a continuación.
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Algoritmo 2. NLPCA - Datos categóricos simples.

0. Inicialización aleatoria de los vectores de cuantificaciones y la matriz
de puntuaciones: w̃j , Ỹ.

1. Actualización de la matriz de datos escalados para j = 1, 2, ..., p:

1.a. Datos numéricos: q̃j ← hj .

1.b. Datos nominales simples y ordinales: q̃j ← Gjw̃j .

1.1. Centralización: Q◦ ← (In − n−11′n1n)Q̃.

1.2. Normalización: Q̂←
√
nQ◦diag(Q◦′Q◦)−1/2.

2. Actualización de la matriz de pesos y puntuaciones:

2.1. Descomposición en valores propios: (Ve,Λ)← eig(ρ̂ρρ).

2.2. Actualización de la matriz de cargas: V̂← VeΛ
1/2.

2.3. Actualización de la matriz de puntuaciones: Ŷ← Q̂VeΛ
−1/2.

3. Actualización de la matriz de cuantificación:

3.a. Datos nominales simples: ŵj ← D−1
j G′jŶv̂(j).

3.b. Datos ordinales: Regresión monotónica sobre ŵj con q̃j como
variable respuesta y hj como variable regresora.

3.1. Centralización: w◦j ← (Iq −G−1
j 1q1

′
qGj)ŵj .

3.2. Normalización: w̃j ← w◦j (w
◦
j
′Djw

◦
j )
−1/2.

4. Test de convergencia.

Se debe resaltar además que para el funcionamiento del algoritmo es nece-
sario definir la cantidad de componentes q que se desean hallar, este valor
definirá la dimensión columna de Yq y Vq. Esto se verá reflejado en el
caṕıtulo 4 durante el desarrollo de la aplicación.

El algoritmo anterior inicia estimando todos los vectores wj y la ma-
triz Y de forma que satisfagan sus respectivas restricciones de normalidad
y centralidad. Entonces, en el primer paso se calcula qj = Gjwj con el fin
de cuantificar los datos y posteriormente minimizar en el segundo paso la
función de pérdida que plantea la descomposición espectral de los datos. Se
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procura hacer especial énfasis en este punto, de manera que a continuación
se presentará detalladamente una solución a este paso desde el punto de
vista del PCA.

Para iniciar se asocia la función de pérdida del PCA lineal con las restric-
ciones t́ıpicas a este paso, es decir

σ(Y,V) = ||Q−YV′||2F ,

sujeto a
V′eVe = Ip,

de donde se obtiene la solución cerrada

Q′Q

n
= VeΛV′e, (3.28)

por medio de la descomposición en valores y vectores propios. Sin embargo,
una de las diferencias claves encontradas entre el PCA y el NLPCA se pre-
senta en este punto, ya que la matriz de cargas se obtiene escalando cada
vector propio por su respectivo valor singular

V = VeΛ
1/2, (3.29)

de manera que la matriz de puntuaciones obtiene la forma

Ỹ = QVeΛ
1/2,

la cual debe ser normalizada para cumplir con la condición Y′Y = nIp.

La ecuación 3.28 se puede escribir como

V′eQ
′QVe = nΛ, (3.30)

al calcular la matriz de distancias de la matriz de puntuaciones se obtiene
la expresión

Ỹ′Ỹ = Λ1/2V′eQ
′QVeΛ

1/2,

utilizando el resultado 3.30 para simplificar la expresión se tiene

Ỹ′Ỹ = nΛ2,

y la normalización de Ỹ es

Y =
√
nỸ(Ỹ′Ỹ)−1/2,
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Y = QVeΛ
−1/2. (3.31)

Por esta razón, si en el NLPCA todas las variables son numéricas, las so-
luciones del NLPCA y PCA se encuentran estrechamente relacionadas. Ya
que como se presentó en la ecuación 3.24 si los datos son numéricos no es
necesario realizar transformación alguna. Sin embargo, las restricciones de-
finidas para la matriz de cargas y la matriz de puntucaciones impiden que
las soluciones sean exactamente iguales a las del PCA lineal tradicional.

En el caso de variables nominales simples, la selección de las cuan-
tificaciones auxiliares w̃j se obtienen por la minimización de la función ob-
jetivo

σJ(wj ,Y,v(j)) = ||Gjwj −Yv(j)||2F ,

respecto a wj sin restricciones, para un Y y V fijos. De esta forma, derivando
respecto a wj e igualando al vector cero se obtiene

w̃j = D−1
j G′jYv(j).

Para el caso de variables ordinales se realiza una regresión mo-
notónica para buscar a wj de forma que se respete el orden de las categoŕıas
de las variables hj en las variables cuantificadas qj . Se regresa al primer
paso y se repite el proceso hasta que el algoritmo converja.

3.5.2. Teoŕıa de pérdida de reunión

Desde el punto de vista del sistema Gifi el NLPCA es visto como un
análisis de homogeneidad en el cual se imponen restricciones de orden uno
a los vectores de cuantificación, para más información sobre el sistema Gifi
consultar Michailidis et al. (1998). Además, la teoŕıa de pérdida conjun-
ta indica que el análisis de componentes principales tiene el inconveniente
de que las cuantificaciones múltiples deben ser calculadas sucesivamente a
diferencia del análisis de homogeneidad en el que pueden ser obtenidas si-
multáneamente. El uso de la teoŕıa de pérdida de reunión no tiene esta
desventaja. Para verlo se debe replantear la función de pérdida del NLPCA

σM (Y,W) = p−1
p∑
j=1

||Y−GjWj ||2F , (3.32)

sujeta a
Y′1p = 0,
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Y′Y = nIp,

y en dónde impĺıcitamente Y = QV y a su vez Q = GW con las restriccio-
nes impuestas a la función de pérdida 3.19.

La principal ventaja del uso de la teoŕıa de pérdida de reunión es obtener
cuantificaciones multidimensionales para una misma variable, a diferencia
del PCA y la teoŕıa de pérdida conjunta que solo permiten obtener cuanti-
ficaciones unidimensionales. Para verlo es necesario entender que el paso de
cuantificaciones múltiples a simples se logra por medio de imponer restric-
ciones de rango uno a las matrices de cuantificación. Estas restricciones son
escritas como

Wj = wjv
′
(j),

con los requerimientos adicionales

1′nDjwj = 0,

w′jD
′
jwj = 1,

wj ∈ Cj .

De manera que el no uso de las restricciones de orden uno, es decir restringir
las cuantificaciones a ser unidimensionales, implica que en teoŕıa no es po-
sible acceder a la información de los vectores de cargas de las componentes
principales. La solución obtenida de este análisis es

Qj = GjWj .

Esta ecuación permite plantear el método de escalamiento óptimo de las
variables definidas como nominales múltiples siguiendo la función de pérdida

σM (Q,W) = p−1
p∑
j=1

||Q−GjWj ||2F ,

bajo la generalización de las restricciones 3.20 y 3.21. Estas soluciones son
los centroides de las individuos que pertenecen a cada una de las categoŕıas
correspondientes, como se verá durante el desarrollo del caṕıtulo 4.

Es de esperarse que las teoŕıas de pérdida conjunta y de reunión se en-
cuentren conectadas de alguna manera. En este caso es posible mostrar que
ambas funciones de pérdida se relacionan por medio de

σM (Y,W,V) = σJ(Y,W,V) + n(p− 1), (3.33)
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se aprecia entonces que minimizar σM (Y,W,V) o σJ(Y,W,V) son proble-
mas equivalentes con las mismas soluciones. Para esto se parte de la ecuación
3.32 y se reescribe para todas las variables como

σM (Y,W,V) = p−1
p∑
j=1

||Y−Gjwjv
′
(j)||

2
F ,

y al utilizar las propiedades de la norma de Frobenius se tiene

σM (Y,W,V) = nq + p−1
p∑
j=1

v′(j)v(j) − 2p−1
p∑
j=1

v(j)Y
′Gjwj ,

en donde se han usado las condiciones Y′Y = nIq, por lo tanto tr(Y′Y) =
nq, y wjDjwj = 1. Similarmente, la función de pérdida conjunta se puede
escribir como

σJ(Y,W,V) = n+ p−1
p∑
j=1

v′(j)v(j) − 2p−1
p∑
j=1

v(j)Y
′Gjwj ,

de donde se obtiene fácilmente la ecuación 3.33.

La primera ventaja de usar σM es que se pueden imponer las condiciones
Wj = wjv

′
j para algunas variables y no para otras. Ya que una variable no-

minal puede ser simple o múltiple y, por lo tanto, tener asociado un vector
wj o una Wj de cuantificaciones asociada, pero no ambas. Si se imponen
condiciones de orden uno para para todas las variables, entonces se estaŕıa
minimizando σJ y, por lo tanto, se realiza un análisis de componentes princi-
pales y es posible obtener tanto wj como vj . Si por el contrario no se impone
ninguna restricción a las variables se estaŕıa realizando un análisis de ho-
mogeneidad y solo es posible obtener Wj (Gifi, 1990). De forma que puede
ser interesante mezclar ambas opciones e imponer cuantificaciones simples
a unas variables y cuantificaciones múltiples a otras. Una modificación del
algoritmo 2 es presentado a continuación incluyendo el proceso de cuantifi-
cación múltiple en él.

Algoritmo 3. NLPCA - Datos categóricos múltiples.

0. Inicialización aleatoria de los vectores y matrices de cuantificaciones y
la matriz de puntajes: w̃j , W̃j , Ỹ.

1. Actualización de la matriz de datos escalados:
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1.a. Datos numéricos: q̃j ← hj .

1.b. Datos nominales simples y ordinales: q̃j ← Gjw̃j .

1.c. Datos nominales múltiples: Q̃j ← GjW̃j .

1.1. Centralización: Q◦ ← (In − n−11′n1n)Q̃.

1.2. Normalización: Q̂←
√
nQ◦diag(Q◦′Q◦)−1/2.

2. Actualización de la matriz de pesos y puntuaciones:

2.1. Descomposición en valores propios: (Ve,Λ)← eig(ρ̂ρρ).

2.2. Actualización de la matriz de cargas: V̂← VeΛ
1/2.

2.3. Actualización de la matriz de puntuaciones: Ŷ← Q̂VeΛ
−1/2.

3. Actualización de la matriz de cuantificación:

3.a. Datos nominales simples: ŵj ← D−1
j G′jỸv̂(j).

3.b. Datos ordinales: Regresión monotónica sobre ŵj con q̃j como
variable respuesta y hj como variable regresora.

3.b.1. Centralización: w◦j ← (Iq −G−1
j 1q1

′
qGj)ŵj .

3.b.2. Normalización: w̃j ← w◦j (w
◦
j
′Djw

◦
j )
−1/2.

3.c. Datos nominales múltiples: W̃j ← D−1
j G′jỸ.

3.c.1. Centralización: W◦
j ← (Iq −G−1

j 1q1
′
qGj)Ŵj .

3.c.2. Normalización: W̃j ←W◦
j (W

◦
j
′DjW

◦
j )
−1/2.

4. Test de convergencia.

En el algoritmo anterior la matriz de datos cuantificados Qj corresponde
a los datos que fueron tratados como nominales múltiples y es utilizada
únicamente en el cálculo de la matriz de correlaciones de los datos cuan-
tificados. Sin embargo, es necesario aclarar cual dimensión de la matriz de
datos cuantificados se va a utilizar ya que cuenta con tantas columnas como
dimensiones tenga la solución. De igual forma, hay que resaltar que a la hora
de presentar los resultados no se asocian en la matriz de cargas V ni en la
matriz de puntajes Y columnas correspondientes a las variables nominales
múltiples, ya que Wj representa el centroide de cada una de las categoŕıas
pertenecientes a cada variable nominal múltiple, a pesar de que śı se usan
durante los cálculos del algoritmo.
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Es de vital importancia resaltar que el NLPCA puede no solo reducir di-
mensiones sino también crearlas a diferencia del PCA lineal. Principalmente
por el uso de la teoŕıa de HOMALS a la hora de cuantificar las variables
nominales múltiples, ya que a cada variable nominal múltiple le correspon-
derá una matriz de cuantificación de tamaño n × kj , es decir, su matriz de
cuantificación tendrá tantas columnas como categoŕıas tenga la variable a
transformar. Para el caso de los demás niveles de análisis las cuantificacio-
nes corresponden a vectores y por lo tanto cada variable será representada
por una sola dimensión. De manera que a la hora de realizar el paso co-
rrespondiente a la descomposición espectral se le recomienda al investigador
incluir únicamente el primer vector de cuantificación de cada variable no-
minal múltiple para construir la matriz Q que se utilizará en el algoritmo,
esto con el fin de no incluir mayor información que la contenida en los da-
tos originales representada en variabilidad. Sin embargo, algoritmos como
el incluido en SPSS puede utilizar esta información extra y de esta manera
aumentar las dimensiones originales del estudio.

3.5.3. Correlación entre las componentes y las variables

El PCA estudia la interdependencia de las variables y las transforma-
ciones no lineales maximizan el promedio de ésta. La optimalidad de esta
propiedad se puede conocer estudiando la forma en que la variabilidad de
las variables originales se distribuyen entre las componentes. Cuando las va-
riables obtienen una transformación ordinal o nominal, la técnica maximiza
la suma de los q valores propios más grandes de la matriz de correlación
entre las variables transformadas. Al igual que en el PCA la suma de los
valores propios es igual al total de la varianza contenida por las variables
transformadas. Sin embargo, en el NLPCA la obtención de cada valor propio
se realiza por medio del cálculo de la norma de los vectores de cargas corres-
pondiente a cada componente, a diferencia del PCA en el que provienen de
las varianzas de los vectores de puntuaciones (Linting, 2007). De forma que
la matriz de cargas es en especial importante para el análisis de componentes
principales no lineales ya que permite conocer diferentes medidas de ajuste
entre las variables transformadas y las componentes. Todo esto gracias a la
restricción de normalización impuesta sobre la matriz de cargas, ecuación
3.23.

Por lo tanto, un primer resultado importante para conocer la correlación
entre las componentes y las variables proviene del hecho que la norma al
cuadrado de un vector de cargas es igual al valor propio asociado a esa



CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES NO LINEALES - NLPCA79

componente. Es decir,
||vj ||2 = λj .

Para esto, se fija un vector a′l =
[
0 . . . 0 1 0 . . . 0

]
que indique el

vector requerido de la matriz, y recordando el resultado 3.29, se tiene

||vj ||2 = ||Vaj ||2 = ||VeΛ
1/2aj ||2 = ||λ1/2

j vej ||2 = |λ1/2
j |

2||vej ||2 = λj .

Un segundo resultado de igual interés para el investigador es el coeficiente de
correlación que indica el ajuste entre las componentes y las variables trans-
formadas. En este caso el coeficiente de correlación entre una componente y
una variable es igual al coeficiente del vector de cargas que las asocia,

ρyj ,ql
= vlj .

Utilizando de nuevo el vector al tal que ql = Qal se tiene que

Cov(yj ,ql) =
v′jQ

′Qal

n
= a′jΛ

−1/2V′eVeΛV′eal,

Cov(yj ,ql) = λ
1/2
j a′jV

′
eal = λ

1/2
j velj = vlj ,

con lo cual es posible calcular el coeficiente de correlación

ρyj ,ql
=

Cov(yj ,ql)√
V ar(yj)

√
V ar(ql)

=
vlj

(1)(1)
= vlj .

De manera que la correlación entre las nuevas componentes y las variables
cuantificadas viene dada por la carga que le corresponde a cada vector en
la construcción de la componente, esto es aśı principalmente porque los vec-
tores de carga no están normalizados a diferencia del PCA donde es una
restricción clave en su construcción.

3.5.4. Algunos hechos importantes

En esta sección se pretende resaltar algunos hechos importantes en el
NLPCA y remarcar algunas diferencias importantes con el PCA lineal, pre-
sentados en Constantini et al. (2010), Lintning et al.(2007) y Meulman et
al. (2004):
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Vale resaltar que el mayor nivel de libertad en la cuantificación de
una variable es el nivel de análisis nominal y el más restrictivo es el
numérico. Por lo tanto, las variables cuantificadas acumularán mayor
cantidad de varianza cuando se especifica el nivel de análisis nominal
y la mayor cantidad de varianza acumulada en cada componente se
verá cuando todas las variables sean analizadas bajo un nivel nominal.

Los análisis de nivel ordinal y nominal descritos anteriormente pueden
ser algo irregulares. Como una alternativa, es posible usar funciones
suaves, en este caso splines, para obtener la transformación no lineal.
A grandes rasgos una transformación spline monotónica es menos res-
trictiva que una transformación lineal pero más restrictiva que una
ordinal, ya que sus restricciones no solo implican que conserven el or-
den, sino también que las transformaciones muestren una curva suave.
Las splines pueden ser tanto no monotónicas como monotónicas pa-
ra reemplazar las transformaciones nominales y ordinales vistas en el
documento. El estudio de las transformaciones spline en el marco del
NLPCA se abordará en estudios futuros.

De igual forma, es posible utilizar transformaciones sobre los datos
inicialmente cuantificados por medio de un OneHot Encoder que re-
emplacen al paso definido por el OS y que permitan proyectar a los
datos a un espacio de mayor dimensión, para posteriormente obtener
una proyección de los datos en un espacio de menor dimensión, por
medio de un paso de descomposición espectral. Esto lleva al NLPCA
a ser un caso particular del KPCA en donde cada variable recibe un
tratamiento de transformación diferente al de las demás.

Representación de variables como vectores: Un camino para represen-
tar una variable cuantificada consiste en presentar los puntos de las
categoŕıas en el espacio de las componentes principales. Este tipo de
gráfico, consiste en representar la variable por medio de una ĺınea recta
que pasa a través del origen. Los puntos de las categoŕıas son posicio-
nados sobre el vector o recta y sus coordenadas se hallan multiplicando
las cuantificaciones de las categoŕıas por las correspondientes cargas
sobre la primera y segunda componente. El orden de los puntos de las
categoŕıas sobre el vector de la variable está en concordancia con las
cuantificaciones: el origen representa la media de la variable cuantifi-
cada de manera que las categoŕıas con cuantificaciones mayores a la
media se ubican en el lado derecho del origen en el cual los puntos
de las cargas de las componentes están posicionadas y las categoŕıas
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con cuantificaciones menores que la media permanecen en dirección
opuesta. Este tipo de representación responde a la teoŕıa de pérdida
conjunta y será utilizado en el caṕıtulo 4 como apoyo en la cosntrucción
de cartas de control.

Representación de variables como centroides: A diferencia de la re-
presentación de variables como vectores la representación de variables
como centroides se basa en la teoŕıa de pérdida de reunión y, por lo tan-
to, es la única forma de representar las variables con nivel de análisis
nominal múltiple. Cuando la transformación nominal simple es irre-
gular y no puede ser interpretada fácilmente o cuando las categoŕıas
originales no pueden ser puestas en cualquier orden significativo, las
cuantificaciones nominales múltiples son una gran alternativa. El obje-
tivo de la cuantificación nominal múltiple es representar el comporta-
miento promedio de un conjunto de individuos mas no describir cada
individuo por aparte. El objetivo es alcanzado por medio de asignar
una cuantificación para cada categoŕıa en cada una de las dimensiones
generadas por las componentes. Las cuantificaciones múltiples para
las categoŕıas se obtienen por medio de promediar en cada dimensión
las puntuaciones para todos los individuos que pertenecen a la misma
categoŕıa de una variable en particular. Consecuentemente, tales cuan-
tificaciones serán diferentes para cada componente. Gráficamente, las
cuantificaciones múltiples son las coordenadas de los centroides de las
categoŕıas de una variable en el espacio de las componentes principales.
Se resaltan dos puntos: En contraste a las variables con otros niveles
de medida, las variables múltiples nominales no obtienen cargas de
componentes asociadas y, además, es importante darse cuenta de que
se definen como múltiples nominales sólo a variables con un nivel de
análisis nominal. Esta metodoloǵıa será aplicada en el caṕıtulo 4 como
apoyo en el análisis del comportamiento promedio de los individuos
discriminados por diferentes variables.

Representación de individuos como puntos: Cada individuo obtiene
una puntuación respecto a cada componente principal. Al igual que en
el PCA lineal estas puntuaciones pueden ser utilizadas para construir
un biplot en el que se puedan identificar patrones y relaciones entre
las variables. Además, las variables nominales múltiples pueden ser
graficadas dentro de este espacio funcionando como centroides de las
diferentes categoŕıas a las que pertenecen los individuos. Este gráfico
es llamado Triplot, para más información consultar (Meulman et al.,
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2004).

Las diferencias cruciales es que el PCA lineal, las variables medidas
son directamente analizadas, mientras, en PCA no lineal, la medida
variable es cuantificadas durante los análisis (excepto cuando todas las
variables son tratadas numéricamente). Otra diferencia concierne a la
capacidad de anidamiento de los resultados de la solución.

3.6. Cartas de control basadas en datos óptima-
mente escalados

Al igual que en el PCA es posible construir un conjunto de herramientas
a partir del NLPCA que apoye la gestión de calidad desde un punto de vista
anaĺıtico y la identificación de patrones de variabilidad at́ıpicos en los da-
tos. Ya que el ALSOS y NLPCA permiten analizar variables cuantitativas
y cualitativas en un mismo espacio, el lograr construir cartas de control con
base en estas metodoloǵıas representa un potencial latente en la teoŕıa de
control de calidad para el procesamiento de variables cualitativas. Gracias a
que en el proceso del NLPCA todas las variables pasan por un escalamiento
óptimo se propone una metodoloǵıa para la construcción de cartas de con-
trol basadas en datos óptimamente escalados, este es un aporte inédito al
trabajo que se está presentando..

Para empezar es necesario recordar que la matriz de covarianza Σ obtenida
a partir de la matriz Q de datos escalados contiene información sobre la va-
riabilidad de las observaciones, la cual es fundamental a la hora de construir
regiones de confianza. Es de esperar que una vez cuantificados los datos estos
no sigan un comportamiento normal, sin embargo, si se cuenta con una ta-
maño muestral lo suficientemente grande es posible apoyarse en el Teorema
del Ĺımite Central y utilizar la teoŕıa desarrollada en el Apéndice A.5 sobre
la construcción de cartas de control para variables multivariadas. Es decir,
se pueden ajustar las cartas de control de formato elipsoidal y T 2 para varia-
bles numéricas a datos cuantificados. En este punto es necesario resaltar que
las variables cuantificadas óptimamente tendrán menor libertad que las va-
riables numéricas a la hora de asignarle una medida a un individuo. Esto se
debe a que las variables cualitativas cuentan con un conjunto limitado de po-
sibles valores de cauntificación correspondiente a cada una de las categoŕıas
de la variable transformada. De manera que dos individuos pertenecientes
a la misma categoŕıa tendrán la misma cuantificación. Esto permitirá en el
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caso multivariado hablar de comportamientos at́ıpicos de grupos más que
de individuos, ya que se le asignarán las mismas cuantificaciones a aquellos
individuos con perfiles iguales.

3.6.1. Cartas para el análisis de estabilidad de una muestra
de observaciones

Dada una muestra aleatoria h(1),h(2), . . . ,h(n) de datos mixtos asociada
a la matriz de datos cuantificados Q de tamaño n × p, es necesario resal-
tar que las variables definidas como nominales múltiples contendrán como
máximo tantas dimensiones en su cuantificación como categoŕıas tengan las
variables. De forma que es de especial importancia para la construcción de
las cartas de control que cada una de las variables originales sea representa-
da solo por un vector de cuantificaciones.

Sea una muestra aleatoria de gran tamaño q(1),q(2), . . . ,q(n) con distri-
bución Np(µµµ,ΣΣΣ), gracias al teorema del ĺımite central. El residual utilizado
para la construcción de las cartas de control es q(i) − q̄. De manera que

q(i) − q̄ =

(
1− 1

n

)
q(i) −

1

n
q(1) − · · · −

1

n
q(i−1) −

1

n
q(i+1) − · · · −

1

n
q(n),

en donde el valor esperado y la covarianza son

E(q(i) − q̄) = µµµ−µµµ = 0,

Cov(q(i) − q̄) =

(
1− 1

n

)2

ΣΣΣ + (n− 1)n−2ΣΣΣ =
(n− 1)

n
ΣΣΣ.

Cada residual q(i) − q̄ tiene una distribución normal Np

(
0, (n−1)

n ΣΣΣ
)

. Re-

cordando que bajo muestras de gran tamaño la distancia de Mahalanobis
estimada se distribuye como una chi cuadrado, se tiene que

(q(i) − q̄)′S−1(q(i) − q̄) ∼ χ2
p,

lo cual está demostrado en la sección A.2.

Cartas de formato elipse

La carta de formato elipse es una carta de control bivariada y, por lo
tanto, solo se pueden utilizar dos variables para su construcción. Por tal
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razón se utilizan las dos caracteŕısticas de la i-ésima unidad (qi1, qi2) con el
ĺımite de control definido por la región

(q(i) − q̄)′S−1(q(i) − q̄) ≤ χ2
2(0,05),

bajo una confiabilidad del 95 %. Al detectarse un punto fuera de control, se
debe analizar cada variable independientemente. Para lo cual se construye
una carta de control para variables con los siguientes ĺımites de control
superior (LCS) e inferior (LCI):

LCS = q̄j + 3sjj ,

LCI = q̄j − 3sjj .

Donde el valor central del intervalo corresponde a q̄j . Si los datos son no
negativos el ĺımite inferior se define en cero.

Cartas de control T2

Cuando se desee controlar más de dos caracteŕısticas a la vez es necesario
utilizar una carta T 2. Para esto, se calcula el estad́ıstico T 2

i para la i-ésima
observación por medio de

T 2
i = (q(i) − q̄)′S−1(q(i) − q̄).

Posteriormente se grafican los individuos T 2
i en un eje temporal con el ĺımite

de control inferior en cero y el ĺımite de control superior en

LCS = χ2
p(0,05),

para una carta de control del 95 % de confiabilidad. Cuando se identifica
una observación fuera de control se pueden utilizar una modificación de los
intervalos de Bonferroni con el fin de describir de mejor manera el compor-
tamiento de la unidad problemática. De manera que la j-ésima variable está
fuera de control si qij no pertenece al intervalo

(q̄j − tn−1(0,005/p)
√
sjj , q̄j + tn−1(0,005/p)

√
sjj),

donde p es el total de variables medidas.
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3.6.2. Regiones de control para observaciones futuras indi-
viduales

La región de control para observaciones futuras se construye a par-
tir de un conjunto de datos estables que permiten juzgar el comporta-
miento de nuevas observaciones independientes. Sea la muestra de datos
q(1),q(2), . . . ,q(n) utilizados para la creación de la región de confianza y la
observación futura cuantificada q proveniente de la observación h con el
vector indicador asociado g, es posible adaptar los resultados presentados
en la sección A resaltando el tratamiento de la nueva observación construida
como q =

[
q1 q2 . . . qp

]
donde

qj =


g′wj , si la dimensión j es nominal simple,

g′Wj1, si la dimensión j es nominal múltiple,
αjhj + βj , si la dimensión j es numérica.

Vale recordar que las matrices y vectores de cuantificación son obtenidos
durante el algoritmo de mı́nimos cuadrados alternantes del NLPCA. Es-
pećıficamente para un nivel de análisis numérico la variable puede tomar
tanto la cantidad hj o una transformación lineal que se ajuste al cono de-
finido para la variable. Sin embargo, el uso de una metodoloǵıa o la otra
dependerá de del algoritmo utilizado para procesar los datos. De esta forma
la construcción de las cartas de control se presenta a continuación.

Sean q(1),q(2), . . . ,q(n) distribuidas independientemente como Np(µµµ,ΣΣΣ)
y sea q una observación futura de la misma distribución. Entonces el es-
tad́ıstico T 2 tiene la forma

T 2 =
n

n+ 1
(q− q̄)′S−1(q− q̄),

el cual se distribuye como

T 2 ∼ (n− 1)p

n− p
Fp,n−p.

De manera que un elipsoide de predicción p dimensional del 100(1−α) % de
confiabilidad está dado por todos los q que satisfacen

(q− q̄)′S−1(q− q̄) ≤ (n2 − 1)p

n(n− p)
Fp,n−p(α).
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Cartas de control elipsoidales para futuras observaciones

Con p = 2, el 95 % la elipse de predicción se puede definir como

(q− q̄)′S−1(q− q̄) ≤ 2(n2 − 1)

n(n− 2)
F2,n−2(0, 05).

De forma que cualquier observación futura q se declara fuera de control si
se encuentra fuera de la elipse.

Cartas de control T 2 para futuras observaciones

Para cada observación q se debe ubicar el punto

T 2 =
n

n+ 1
(q− q̄)′S−1(q− q̄),

en orden temporal definiendo el ĺımite de control inferior como cero y el
ĺımite de control superior como

LCS =
(n− 1)p

(n− p)
Fp,n−p(0,05).

Los puntos por encima del ĺımite de control superior representan causas
potenciales de variación y sugieren que el proceso debeŕıa ser examinado para
determinar si es necesario tomar una decisión correctiva o que un individuo
presenta caracteŕısticas altamente at́ıpicas respecto a la población a la que
pertenece.

3.7. Cartas de control basadas en NLPCA

Para las cartas de control basadas en NLPCA se debe tener presente
que debido a las restricciones impuestas sobre la matriz de puntuaciones Y,
ecuación 3.22, la matriz de covarianza no es más que la matriz identidad,
ΣΣΣ = Iq. De forma que la distancia de Mahalanobis para las puntuaciones de
las componentes es

y′(i)ΣΣΣ
−1y(i) = y′(i)Iqy(i) =

q∑
i=1

y2
ij ∼ χ2

q ,

con este resultado es posible construir una primera propuesta para las cartas
de control en formato elipse y formato T 2 basadas en NLPCA. La metodo-
loǵıa recomendada en este caso es igual a la del PCA tradicional, es decir, se
debe generar un número de componentes igual al total de las variables utili-
zadas en el estudio, con el fin de que se capture la totalidad de la variabilidad
de los datos.
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3.7.1. Cartas para el análisis de estabilidad de una muestra
de observaciones

Sea q(1),q(2), ...,q(n) una muestra de gran tamaño de datos escalados
óptimamente. Las dos primeras componentes principales están dadas por
ŷi1 = v̂1(q(i) − q̄) y ŷi2 = v̂2(q(i) − q̄) cuyas varianzas muestrales son
próximas a la unidad. La distancia estimada de una observación y(i) a su
media está dada por

ŷ2
i1 + ŷ2

i2 + ...+ ŷ2
ip ≤ χ2

p(α),

bajo muestras de gran tamaño.

Cartas de control de formato elipse

La carta de control elipsoidal para dos componentes obtenidas a partir
del NLPCA consiste de los ĺımites definidos por la región de confianza

ŷ2
i1 + ŷ2

i2 ≤ χ2
2(α),

con una significancia del α% de manera que si la observación y(i) se ubica
por fuera de la región se dice que no se encuentra bajo control.

Cartas de control de formato T 2

Para el caso de la carta de control T 2 se calcula la distancia T 2
i para

cada una de las observaciones y(i) por medio de

T 2
i = ŷ2

i1 + ŷ2
i2 + ...+ ŷ2

ip,

con los ĺımites de control
LCS = χ2

p(α),

LCI = 0,

para una confiabilidad del (1− α) %.

El hecho de que la matriz de covarianza sea la identidad implica que se hable
de una circunferencia de control de radio χ2

2(α) en vez de una elipse como
tradicionalmente se trabaja, como se verá en la sección 4. Esta puede ser la
mayor falencia de esta propuesta de construcción de cartas de control, ya que
las puntuaciones no recogen la totalidad de la variabilidad almacenada en los
datos cuantificados. En este caso, la variabilidad de los datos cuantificados
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es recogida por la matriz de cargas a diferencia del PCA donde es contenida
por la matriz de puntuaciones. De esta forma, se propone modificar las
restricciones impuestas sobre la matriz de pesos y la matriz de puntuaciones
en orden de que los resultados sean equivalentes a los obtenidos en el PCA
en todos los aspectos referentes a la descomposición en valores singulares.
Estas restricciones son

Y′Y = Λ,

V′V = Ip.

Sin embargo, este cambio en las restricciones implica un cambio en el algo-
ritmo de NLPCA. A continuación se presenta la modificación necesaria al
algoritmo 3.

Algoritmo 4. NLPCA - Datos categóricos múltiples modificado.

0. Inicialización aleatoria de los vectores y matrices de cuantificaciones y
la matriz de puntajes: w̃j , W̃j , Ỹ.

1. Actualización de la matriz de datos escalados:

1.a. Datos numéricos: q̃j ← hj .

1.b. Datos nominales simples y ordinales: q̃j ← Gjw̃j .

1.c. Datos nominales múltiples: Q̃j ← GjW̃j .

1.1. Centralización: Q◦ ← (In − n−11′n1n)Q̃.

1.2. Normalización: Q̂←
√
nQ◦diag(Q◦′Q◦)−1/2.

2. Actualización de la matriz de pesos y puntuaciones:

2.1. Descomposición en valores propios: (Ve,Λ)← eig(ρ̂ρρ).

2.2. Actualización de la matriz de cargas: V̂← Ve.

2.3. Actualización de la matriz de puntuaciones: Ŷ← Q̂V.

3. Actualización de la matriz de cuantificación:

3.a. Datos nominales simples: ŵj ← D−1
j G′jỸv̂(j).

3.b. Datos ordinales: Regresión monotónica sobre ŵj con q̃j como
variable respuesta y hj como variable regresora.

3.b.1. Centralización: w◦j ← (Iq −G−1
j 1q1

′
qGj)ŵj .

3.b.2. Normalización: w̃j ← w◦j (w
◦
j
′Djw

◦
j )
−1/2.
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3.c. Datos nominales múltiples: W̃j ← D−1
j G′jỸ.

3.c.1. Centralización: W◦
j ← (Iq −G−1

j 1q1
′
qGj)Ŵj .

3.c.2. Normalización: W̃j ←W◦
j (W

◦
j
′DjW

◦
j )
−1/2.

4. Test de convergencia.

Es de esperarse que bajo este algoritmo las propiedades de las matrices Y
y V sean equivalentes a las expuestas durante el Caṕıtulo 2 y sea posible
generalizar la mayoŕıa de los resultados expuestos en él para el NLPCA. El
impacto de la modificación propuesta será investigado en futuros estudios a
profundidad.



Caṕıtulo 4

Aplicación y visualización

4.1. Descripción de los datos

Para ilustrar las metodoloǵıas estudiadas se utilizarán datos obtenidos
del proyecto “Corazones de Baependi”(Processo Fapesp 2007/58150-7) con-
ducido por el Laboratorio de Genética y Cardioloǵıa Molecular (Incor/USP)
(de Oliveira, et al., 2008). El proyecto tiene como objetivo general encontrar
determinantes genéticos que modulan o regulan enfermedades cardiovascu-
lares evaluando la influencia de factores genéticos y ambientales. En este
sentido varios estudios han sido publicados y varias investigaciones están
siendo desarrolladas en esa dirección. El proyecto se ha venido desarrollan-
do en diferentes fases teniendo como foco una muestra de los habitantes de
la ciudad de Baependi del estado Minas Gerais, Brasil (con un área de 752
km2 y 18.307 habitantes, aproximadamente).

Una primera fase de recolección de datos fue llevada a cabo entre di-
ciembre de 2005 y enero de 2006 en que un total de 81 familias fueron
muestreadas, aproximadamente 1700 individuos en total. En esta primera
fase del estudio el tamaño de las familias fue entre 3 y 156 miembros con una
media de 21 individuos por familia, la edad de los individuos se encontró
entre los 18 y los 100 años con media de 44 años y 57 % de todos los in-
dividuos fueron mujeres. En cada uno de los participantes, varios fenotipos
(o variables) para análisis estad́ısticos fueron evaluados tales como glicemia,
colesterol, presión arterial, triglicéridos entre otras. También fueron obteni-
das medidas antropométricas como el peso, la altura y la circunferencia de
la cintura. Se definieron aspectos de comportamiento como la frecuencia de
consumo de tabaco, alcohol y realización de actividad f́ısica. De la misma
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forma, medidas de presión sangúınea sistólica y diastólica fueron incluidos
en el experimento. Mediciones de glucosa, colesterol y triglicéridos fueron
evaluados por medio de técnicas de análisis sangúıneos.

Un primer seguimiento tuvo lugar en 2010 donde se agregaron recopilaciones
de datos espećıficos. El seguimiento involucró tanto un muestreo de ADN
renovado aśı como medidas de los principales factores de riesgo cardiovas-
cular. En el seguimiento de 2010, se agregaron 548 personas y un nuevo
seguimiento, que marca los 10 años del estudio, fue realizado en 2016. Para
los estudios en el área de Psicoloǵıa, variables como depresión y ansiedad,
entre otras, fueron recolectadas entre abril de 2013 y marzo de 2016 en la
estación de investigación permanente del estudio, de Baependi. Cabe anotar
que el protocolo de estudio fue aprobado por el comité de Ética del Hos-
pital de las Cĺınicas, Universidad de São Paulo, Brasil, y cumplió con los
estándares éticos internacionales sobre experimentación humana. Una des-
cripción detallada del estudio de Baependi, puede ser encontrado en Egan
et al. (2016).

Vale resaltar que el Proyecto “ Corazones de Baependi” fue el primer es-
tudio familiar en Brasil sobre enfermedades cardiovasculares y actualmente
se propone monitorear a 3.500 participantes que serán reevaluados cada 5
años. Lo relevante de este estudio es que tiene el privilegio de observar posi-
bles factores, como los hábitos de estilo de vida, involucrados en el desarrollo
de enfermedades crónicas a lo largo del tiempo, como lo son la obesidad, la
diabetes, la presión arterial alta y el colesterol alto, entre muchas otras va-
riables.

Varios estudios han surgido, algunos enfocados a investigar en qué pro-
porción en promedio se transmiten las caracteŕısticas de los padres a su
descendencia, una medida ampliamente conocida en genética como herda-
bilidad. Un valor alto de herdabildiad es un indicador que existen genes
regulando la caracteŕıstica en estudio, o sea la variable o fenotipo. Otros
estudios se han enfocado en el área de psicoloǵıa y algunos enfocados a
encontrar ı́ndices que pueden ayudar a determinar individuos con enferme-
dades cardiovasculares.

A continuación se describen algunos de los estudios de forma general,
enfocando en las metodoloǵıas estad́ısticas utilizadas.

En los inicios del proyecto, un estudio dedicado al cálculo de medidas
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de herdabilidad fue realizado, proporcionando la primera evidencia de
que una proporción significativa de la variabilidad de los factores de
riesgo cardiovascular (Colesterol, Presión arterial, Índice de Masa Cor-
poral) se explica por factores genéticos. Las metodoloǵıas estad́ısticas
utilizadas se enfocaron en la aplicación de modelos lineales mixtos.
Ante estos resultados, se propusieron más estudios de asociación para
identificar variantes genéticas espećıficas asociadas con estos impor-
tantes predictores de enfermedades cardiovasculares, (de Oliveira et
al., 2008).

Estudio de la influencia de factores genéticos y ambientales sobre el
cronotipo (o preferencia diurna) el cual es un instrumento útil para
estudiar la bioloǵıa circadiana en humanos. La variable que fue estu-
diada, a través de modelos lineales mixtos, proviene de un cuestionario
ya validado en el área (Morningness-Eveningness questionnaire, MEQ)
y aplicado a los participantes. En esta investigación los resultados su-
gieren que los estudios de asociación de todo el genoma (GWAS) para
el cronotipo de preferencia diurna son factibles en principio, pero tam-
bién destacan una importante limitación en términos de la sorpren-
dente variabilidad basada en el contexto de la puntuación, MEQ (von
Schantz, et al. 2015).

Baependi es una ciudad de Brasil que ofrece una ventana de oportu-
nidades para estudiar la influencia de los patrones de sueño en una
población rural muy mezclada con un estilo de vida conservador. El
sueño está modulado por varios factores, incluidos el género, la edad y
el cronotipo. Se ha planteado la hipótesis de que las poblaciones urba-
nas contemporáneas están bajo presión hacia una duración más corta
del sueño y una calidad de sueño más deficiente. A través de varias
medidas y con la aplicación de estad́ısticas descriptivas, de modelos de
regresión lineal y loǵıstica se evaluaron las caracteŕısticas asociadas al
sueño. La naturaleza longitudinal del estudio de Baependi permitirá
investigar si estos parámetros cambiarán en los próximos años y de
qué manera (Beijamini et al.,2016).

Un estudio relacionado es acerca del insomnio. El insomnio afecta sig-
nificativamente la morbilidad de por vida y por lo tanto tiene costos
socioeconómicos sustanciales. En los páıses desarrollados, la prevalen-
cia del insomnio está aumentando, sin embargo, se sabe poco sobre el
insomnio en poblaciones menos urbanizadas y de bajos ingresos. Bae-
pendi es una ciudad rural donde se ha demostrado que mantiene los
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ciclos de sueño sincronizados con la luz natural, a pesar de la electri-
cidad. El objetivo fue investigar los componentes del insomnio basada
en datos de familia, utilizando el cuestionario Insomnia Severity Index
(ISI).

Se obtuvo un valor de herdabilidad que indica la presencia de genes mo-
dulando esta variable y se procedió a un estudio de asociación genéti-
ca (GWAS) mediante la utilización de datos de familia y plataformas
de marcadores moleculares utilizando la metodoloǵıa modelos linea-
les mixtos. Este estudio arrojó resultados relevantes en investigaciones
genéticas encontrando cuatro asociaciones de marcadores moleculares
en todo el genoma con el fenotipo ISI, a saber rs869481, rs62037617,
rs3747579, que se encuentran en el gen CORO7, y rs3789038, ubicado
en el gen HMOX2 en el cromosoma 16 (Ahmed et al., 2019).

Otro frente de investigación, del proyecto en mención, que se ha venido
desarrollando es en el área de Neuropsicoloǵıa en que varios investiga-
dores expertos han estado recolectando datos para este tipo de análi-
sis, por ejemplo, investigar la correlación genética entre los śıntomas
de Depresión y Ansiedad teniendo en cuenta la estructura familiar. Se
utilizó la Escala Hospitalaria de Ansiedad y Depresión (HADS) para
evaluar los śıntomas de estas variables. Las estimaciones de heredabi-
lidad se obtuvieron mediante un modelo lineal mixto y la correlación
genética a través de um modelo lineal mixto bivariado para obtener la
partición de la covarianza de Depresión y Ansiedad en componentes
genéticos y ambientales y para calcular la contribución genética que
modula ambos conjuntos de śıntomas.

Los resultados proporcionaron pruebas sólidas de una superposición
genética entre los śıntomas de Depresión y Ansiedad, lo que tiene re-
levancia para la comprensión de la base biológica de estos constructos
y podŕıa explotarse en estudios de asociación de todo el genoma pa-
ra encontrar determinantes genéticos que modulan estas enfermedades
(Taporoski, et al., 2015).

Otra investigación se enfoca en estudios de influencia genética en fac-
tores cognitivos (Taporoski, et al., 2015). En la actualidad, los inves-
tigadores de esta área están interesados en dar continuidad al estudio
en el área de Cognición, espećıficamente sobre las Funciones Ejecuti-
vas, que son las habilidades cognitivas involucradas en la formación,
planificación, selección, mantenimiento, seguimiento e implementación
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de metas que se mantienen temporalmente en la memoria de trabajo
(Friedman & Miyake, 2017).

Por último, se mencionará que recientemente algunos estudios han eva-
luado el papel de las medidas de adiposidad en la predicción del riesgo
de hipertensión. El objetivo de este estudio fue comparar cuáles de los
cuatro indicadores de adiposidad (circunferencia de cintura-WC, ı́ndi-
ce de masa corporal-IMC, ı́ndice de adiposidad corporal- BAI e ı́ndice
de adiposidad visceral-VAI) se asocian mejor con la hipertensión en la
población de Baependi.

Para evaluar los modelos de desempeño, se construyeron curvas ROC
y se utilizó el área bajo la curva (AUC) para medir el poder discri-
minatorio para la hipertensión en hombres y mujeres. Los valores de
sensibilidad y especificidad para cada medida de adiposidad se deter-
minaron mediante análisis de curvas ROC. Los puntos de corte óptimos
para WC, IMC, BAI y VAI se establecieron en función de la combina-
ción más alta de sensibilidad y especificidad.

Como resultados se destaca que los indicadores de adiposidad WC,
IMC, BAI y VAI fueron más altos en hipertensos en comparación con
los no hipertensos. Además, la WC y el IMC se asociaron más fuer-
temente con la hipertensión en hombres y mujeres, respectivamente.
Los indicadores de adiposidad WC e IMC se asociaron mejor con la
hipertensión que BAI y VAI, en ambos sexos, y podŕıan ser herramien-
tas útiles para el cribado de pacientes hipertensos (de Oliveira et al.,
2017).
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Para la presente aplicación se utilizará una muestra total de 1227 indi-
viduos que no presentan ausencia de información en las variables de interés,
con el fin de evitar el uso de algoritmos de estimación de datos perdidos. Se
utilizará un total de 14 variables cuantitativas como presión sangúınea, glu-
cosa, entre otras; y 8 variables cualitativas que ayudan a caracterizar en los
individuos aspectos tales como estilo de vida y aspectos sociales en general.
Las variables bajo análisis están descritas en la Tabla 4.1. En la primera
columna se describe el nombre de la variable. En la segunda columna, pa-
ra las variables cualitativas se presentan las categoŕıas y para las variables
continuas se presentan las unidades de medida. En la tercera columna se
presenta el nivel de análisis, que puede ser Nominal múltiple, Nominal Sim-
ple, Ordinal, el cual se especifica en detalle en el caṕıtulo 3. Finalmente en
la cuarta columna se hace una breve descripción de cada variable.
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Tabla 4.1: Diccionario de variables
Nombre Categoŕıas/Unidades Nivel de análisis Descripción

Géne-
ro

1: Hombre. Nominal múltiple. Indica el género biológico
2: Mujer. del individuo.

Raza

1: Blanca. Nominal múltiple. Indica la raza a la que
2: Negra. pertenece el individuo.
3: Parda - Mulato.
4: Amarilla.
5: Ind́ıgena.
6: Otros - Mestizos.

Edad

1: Entre 18 y 30 años. Nominal múltiple. Indica el rango de edad al
2: Entre 31 y 43 años. que pertenece el individuo.
3: Entre 44 y 56 años.
4: Entre 57 y 100 años.

Renta

1: Hasta un salario mı́nimo. Nominal simple. Indica la cantidad de
2: 1 a 5 salarios mı́nimos. salarios mı́nimos mensuales
3: 5 a 10 salarios mı́nimos. ganados por el individuo.
4: 10 a 20 salarios mı́nimos.
5: Más de 20 salarios mı́nimos.
6: No sabe.
7: No responde.

Estado

1: Casado o en consenso. Nominal simple. Indica el estado civil del
2: Soltero. individuo.
3: Separado.
4: Viudo.

Escolaridad

1: Analfabeto. Ordinal. Indica el nivel de escolaridad
2: Sabe leer y escribir. del individuo.
3: Primaria incompleta.
4: Primaria completa.
5: Nivel 1 incompleto.
6: Nivel 1 completo.
7: Nivel 2 incompleto.
8: Nivel 2 completo.
9: Técnico.
10: Superior incompleto.
11: Superior completo

Fuma

1: Śı, en el pasado. Nominal simple. Indica si el individuo fuma.
2: Śı, todav́ıa fumo.
3: No.
4: No responde.

Licor

1: Bebe diariamente. Nominal simple. Indica la frecuencia con la
2: 1 a 3 veces por semana. que el individuo fuma.
3: 4 a 6 veces por semana.
4: 1 a 3 veces por mes.
5: Menos de una vez por semana.
6: Se embriaga al menos una vez por mes.
7: No bebe.
8: No responde.

Peso Kilogramos. Numérico.

Altura Cent́ımetros. Numérico.

Abdomen Cent́ımetros. Numérico. Peŕımetro abdominal.

Cadera Cent́ımetros. Numérico. Circunferencia de cadera.

Glucosa Miligramos/decilitros. Numérico.

Urea Miligramos/decilitros. Numérico.

Creatinina Miligramos/decilitros. Numérico.

Triglicéridos Miligramos/decilitros. Numérico.

CHDL Miligramos/decilitros. Numérico. Colesterol de lipoprotéına
de alta densidad.

CLDL Miligramos/decilitros. Numérico. Colesterol de lipoprotéına
de baja densidad.

PAS Milimetros de mercurio. Numérico. Presión arterial sistólica.

PAD Milimetros de mercurio. Numérico. Presión arterial diastólica.

Depresión Numérico.

Ansiedad Numérico.
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En primera instancia, en la sección 4.2, el análisis consistirá en aplicar la
metodoloǵıa de Componentes Principales o PCA lineal, presentado en el
caṕıtulo 2, con ayuda del paquete Scikit-learn del Programa Python. Según
la teoŕıa, en este análisis solo se tendrán en cuenta las variables cuantitativas
y el objetivo es la discriminación de las agrupaciones, sabiendo que se tienen
variables asociadas a enfermedades cardiovasculares, variables psicológicas
y variables antropométricas. Al finalizar la sección se ilustrará la teoŕıa de
Cartas de Control.

Posteriormente, en la sección 4.3, se ilustrará la metodoloǵıa de Com-
ponentes Principales No Lineales, NLPCA, (desarrollada en el Caṕıtulo 3),
por medio del módulo de reducción de dimensión del programa SPSS.

4.2. Análisis de Componentes Principales

En la práctica el PCA lineal se puede realizar ya sea sobre la matriz de
covarianzas o sobre la matriz correlaciones de los datos. El criterio utilizado
para elegir cual de las dos matrices conviene usar debe ir de la mano con el
orden de magnitud de los datos utilizados en el análisis, ya que si el orden de
magnitud de una de las variables es mucho mayor que las demás, su varianza
será mayor y tendrá más influencia en las combinaciones lineales que forman
a las componentes principales, de forma que es posible que una componente
dependa netamente de una variable produciendo un sesgo en el análisis. En
el caso de estudio de la población de Baependi se utilizaron variables cuyos
valores oscilan desde el orden decimal, como la creatinina, hasta orden de
las centenas, como la altura. Es por esta razón que se opta por utilizar la
matriz de correlaciones cuyo gráfico se presenta en la Figura 4.1.

De acuerdo con la matriz de correlaciones, se observan variables con corre-
laciones bajas respecto a las demás como en el caso de la altura (segunda
ĺınea), a excepción de la correlación entre altura y peso que es de 0.37. Por
otro lado, se observan correlaciones altas como es el caso de peso con ab-
domen, 0.79; abdomen con cadera, 0.80; presión arterial sistólica (PAS) con
presion arterial diástólica (PAD), 0.74. Por lo general se considera un valor
de correlación como muy alto para valores superiores a 0.90, los cuales pue-
den generar una serie de problemas en el análisis de componentes debido a
la redundancia en la información, posiblemente generando valores propios
iguales a cero que indica dependencia lineal entre dichas variables y por ello
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1 0.37 0.79 0.76 0.055 0.072 0.14 -0.082 0.035 0.21 0.25 0.25 0.0062 -0.062

0.37 1 -0.049 -0.053 -0.086 0.077 0.094 -0.061 -0.069 -0.064 -0.015 -0.078 -0.15 -0.15

0.79 -0.049 1 0.8 0.19 0.065 0.14 -0.098 0.1 0.3 0.33 0.32 0.12 0.035

0.76 -0.053 0.8 1 0.086 0.013 0.079 -0.03 0.06 0.19 0.16 0.21 0.074 0.008

0.055 -0.086 0.19 0.086 1 0.14 0.2 -0.034 0.17 0.18 0.24 0.16 0.064 0.055

0.072 0.077 0.065 0.013 0.14 1 0.11 -0.054 0.037 0.09 0.067 -0.046 0.0047-0.0075

0.14 0.094 0.14 0.079 0.2 0.11 1 0.079 0.027 0.17 0.18 0.12 -0.0063 -0.045
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0.21 -0.064 0.3 0.19 0.18 0.09 0.17 -0.12 0.19 1 0.26 0.27 0.047 0.0085

0.25 -0.015 0.33 0.16 0.24 0.067 0.18 -9.6e-05 0.077 0.26 1 0.74 0.1 0.011

0.25 -0.078 0.32 0.21 0.16 -0.046 0.12 0.03 0.066 0.27 0.74 1 0.14 0.069

0.0062 -0.15 0.12 0.074 0.064 0.0047-0.0063 -0.052 0.016 0.047 0.1 0.14 1 0.59

-0.062 -0.15 0.035 0.008 0.055 -0.0075 -0.045 -0.0160.000420.0085 0.011 0.069 0.59 1

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 4.1: Matriz de correlaciones.
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en el proceso de descomposición matricial generando valores propios iguales
a cero. Ya que las 14 variables analizadas presentan un bajo nivel de corre-
lación lineal se utilizan todas en el análisis.

Una vez definidas las variables a utilizar en el análisis, se procede a presentar
los resultados obtenidos del PCA. En la Tabla 4.3 se presentan los valores
propios de cada componente, la proporción de la varianza y la proporción
de la varianza acumulada. Se observa que la primera componentes no tiene
una explicación muy alta de la variabilidad de los datos, apenas el explica
el 23 %. Por lo tanto, si se desea, por ejemplo, aproximadamente el 80 % de
la variabilidad se necesitaŕıan 7 componentes.

Tabla 4.2: Proporción de la varianza explicada por las Componentes Prin-
cipales

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7
Valor propio 3.221 1.802 1.507 1.303 1.155 1.046 0.867
Proporción de la varianza 0.230 0.128 0.107 0.093 0.080 0.074 0.064
Proporción Acumulada 0.230 0.359 0.467 0.560 0.641 0.715 0.780

PC8 PC9 PC10 PC11 PC12 PC13 PC14
Valor propio 0.794 0.730 0.658 0.402 0.250 0.170 0.093
Proporción de la varianza 0.055 0.052 0.047 0.028 0.017 0.012 0.006
Proporción Acumulada 0.835 0.887 0.934 0.963 0.981 0.993 1.000

Una herramienta útil a la hora de determinar un número apropiado de com-
ponentes principales a utilizar, es el gráfico de sedimentación, conocido en
inglés como scree plot. El gráfico de sedimentación consiste en ubicar los
valores propios de mayor a menor asociándolos con sus respectivas com-
ponentes. Permite seleccionar cuántas componentes se deben usar para el
estudio, principalmente si el fin del análisis consiste en retirar tantas varia-
bles como información se considere irrelevante en los datos, vale resaltar que
estas componentes pueden tener información valiosa para la identificación
de valores at́ıpicos, Sección 2.7. En la Figura 4.2, se presenta el gráfico de
sedimentación, es posible identificar un cambio brusco en el comportamiento
de los valores propios a partir de la décima componente, siendo este el punto
de inflexión para el presente análisis.

Sin embargo, en ocasiones el interés del investigador se centra en conser-
var una determinada proporción de la variabilidad contenida en los datos,
para este fin es necesario calcular la variabilidad porcentual para cada una
de las componentes y definir por criterio de la investigación qué cantidad
de la variabilidad porcentual acumulada se desea retener, Sección 2.6. En
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Figura 4.2: Gráfico de sedimentación.

este punto, se recomienda al lector adaptar el gráfico de sedimentación a
los valores relativos de variabilidad conservada y graficar tanto una linea
que indique la variabilidad acumulada como una ĺınea constante en el valor
de variabilidad porcentual que se desea conservar. La Figura 4.3 presenta
el gráfico de sedimentación modificado. Se aprecia no solo el hecho de que
el punto de inflexión se ubica sobre la décima componente y que conserva
un 95 % de variabilidad, sino también, que el 80 % de la variabilidad de los
datos está representada por aproximadamente las primeras 7 componentes
principales.
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Figura 4.3: Gráfico de sedimentación modificado.
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Además de utilizar el criterio de la varianza acumulada por cada compo-
nente con el fin de reducir dimensiones de los datos originales por medio de
retirar información de ellos, es interesante para el investigador analizar las
entradas de los vectores de cargas como puntos en un espacio bidimensional
para identificar grupos o clusters de variables que tengan una alta relación.
En la Figura 4.4 se presenta el gráfico de los dos primeros vectores, en el eje
x vector 1 y en el eje y el vector 2. Se observan agrupaciones de bastante
interés para el estudio como el de las enfermedades mentales (ansiedad y
depresión) ubicado en al parte superior del gráfico, las medidas cardiovascu-
lares en el centro (presión diastólica y sistólica, CLDL, CHDL, etc.) y en la
región inferior las medidas antropométricas de los individuos (peso, altura,
circunferencia abdominal y peŕımetro de cadera).
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Figura 4.4: Gráfico de los primeros vectores para discriminar conjuntos de
variables.

Una medida de mayor interés para este último grupo puede ser el ı́ndice
de masa corporal (IMC = peso/(altura)2), el cual en la Figura 4.5 muestra
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una diferencia aún más notoria en la separación de las tres agrupaciones en
las variables, como es esperado.

Para efectos de observar el poder de separación de las variables al aplicar
cada uno de los métodos, se seguirá incluyendo en el análisis la variable
altura.
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Figura 4.5: Gráfico de los primeros vectores para discriminar conjuntos de
variables con la agrupación de IMC.

También es posible estudiar la influencia de cada una de las variables sobre
las componentes analizando las entradas de cada vector de cargas, ya sea
por medio de elevar cada elemento al cuadrado o calcular el respectivo coefi-
ciente de correlación entre cada componente y variable, Sección 2.9. En las
Figuras 4.6 y 4.7 se presenta el comportamiento de las cargas al cuadrado
y los coeficientes de correlación de cada vector propio asociado a las dos
primeras componentes, respectivamente, determinando si el aporte de cada
variable es positivo o negativo respecto a las componentes.
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Espećıficamente en la Figura 4.6, primera parte, se nota una alta influencia
de las variables antropométricas (menos la altura), al igual que las variables
que representan la presión presión arterial, PAS Y PAD y triglicéridos. La
influencia positiva de todas las variables es importante resaltarla ya que una
medición muy alta en cualquiera de las variables puede indicar problemas
de salud frecuentemente relacionados con sobrepeso y problemas cardiovas-
culares. Observe que el colesterol (CHDL) está en contrav́ıa con el resto de
variables, esto se explica ya que este colesterol de alta densidad, que es el
colesterol bueno, ya que contribuye de manera positiva en problemas de or-
den vascular y renal; en otras palabras, subir los niveles de CHDL disminuye
el riesgo de padecer trastornos vasculares y renales. Por lo tanto, es lógico
que el CHDL aporte de forma negativa a ésta componente. En cuanto a
la segunda componente (segunda parte de la Figura 4.6) se aprecia mayor
preponderancia de las variables asociadas con enfermedades mentales (de-
presión y ansiedad), a las cuales las variables antropométricas les hacen un
alto contrapeso. De esta manera es posible esperar que la primera compo-
nente funcione como una variable latente con la cual se puedan explicar la
relación entre los problemas cardiacos y de sobrepeso mientras que en la
segunda componente se puede estudiar la relación entre las enfermedades
mentales y las medidas antropométricas.

Las conclusiones anteriores pueden extenderse a los resultados de los
coeficientes de correlación entre las variables, cuyo gráfico se presenta en la
Figura 4.7.
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Figura 4.6: Elementos al cuadrado de los vectores de cargas.
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Figura 4.7: Coeficientes de correlación entre las variables y las componentes
principales.

El PCA no solo permite estudiar el comportamiento de las variables en
cada componente, también permite realizar una proyección de los datos en
un nuevo espacio de menor dimensión, con el fin de obtener una visión ge-
neral de los individuos en este caso. En la Figura 4.8 se presenta el gráfico
de las dos primeras componentes principales, donde se observan las pun-
tuaciones de los datos que corresponden a los individuos, no se discriminan
patrones o grupos de individuos, apenas algunos individuos que se salen del
comportamiento general de la población, pudiendo afirmar que este gráfico
no aportan mucho en el análisis estad́ıstico y discriminación de individuos.
Sin embargo, este tipo de gráficos de dispersión son utilizados para apoyar
lo gráficos biplot, sección 2.6.1, y realizar las cartas de control, sección 2.11,
más que para la interpretación por śı solo.

Los biplots son gráficos construidos con la información de los vectores de
cargas y las puntuaciones de las componentes, obteniendo una herramienta
como la presentada en la Figura 4.9 en donde se puede apreciar la relación
entre las variables y el comportamiento de los individuos. En términos ge-
nerales un biplot tradicional consiste en graficar los vectores de correlación
de los datos, que no son más que los coeficientes de correlación entre cada
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Figura 4.8: Gráfico de puntuaciones de los 1227 individuos de la muestra
sobre la primera y segunda componente principal

variable y la componente respectiva, usados como dirección de los vectores
superpuestos sobre un gráfico de dispersión de las puntuaciones de los indi-
viduos. Los ćırculos dibujados se llaman ćırculos de correlación e indican qué
tan fuerte es la correlación de una variable con cada componente, el ćırculo
interno indica una correlación de 0.5 y el ćırculo externo una correlación de
1.0. Los individuos están discriminados por códigos de color en las diferentes
razas que conformaron el estudio, sin embargo, no es posible identificar pa-
trones en los individuos que sean de interés para el investigador. En general,
la información presentada en la gráfica no es clara respecto a los individuos
y en cuanto a las variables se puede distorsionar su interpretación debido al
exceso de elementos expuestos.

Con el fin de facilitar la interpretación de la información presentada en
los biplots tradicionales se recomienda al investigador utilizar las medias o
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1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

Raza

Figura 4.9: Biplot tradicional. Datos discriminados por raza.

centroides de los datos en lugar de su dispersión, siempre discriminando los
individuos bajo la luz de una variable categórica. En este estudio se utili-
zarán las variables género, raza y edad como variables discriminatorias para
describir de una forma más detallada el comportamiento de la población res-
pecto a las mediciones consideradas. Cabe resaltar que el uso de centroides
también trae una gran ventaja visual ya que da una vista más limpia de las
relaciones entre las variables. Para la interpretación de las relaciones entre
las variables es necesario resaltar el hecho de que un conjunto de vectores
paralelos entre ellos indican un alto nivel de correlación lineal, lo que implica
un alto nivel de dependencia lineal entre las variables. Por el contrario, un
conjunto de vectores perpendiculares entre śı indican un bajo nivel de co-
rrelación lineal, es decir, son vectores linealmente independientes, para más
información revisar el Apéndice A.1.

Antes de analizar el comportamiento de los individuos respecto a las
variables es conveniente estudiar las relaciones presentadas entre las ellas.
Al igual que en la gráfica 4.4 en la Figura 4.9 se observaron tres grupos
claros de variables, uno relacionado con enfermedades mentales (depresión
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y ansiedad) en la parte superior, otro relacionado con medidas renales y
cardiovasculares y el último con medidas antropométricas. Las variables re-
lacionadas con las mediciones cardiovasculares y antropométricas tienen una
fuerte influencia sobre la primera componente, de manera que altos valores
en esta dimensión puede implicar problemas asociados con sobrepeso, obesi-
dad y enfermedades cardiovasculares. La segunda dimensión tiene una clara
diferenciación en medidas antropométricas en el semieje negativo y medi-
das cardiovasculares y de salud mental. De manera que una alta puntuación
negativa en esta dimensión (eje y) indica un individuo más asociado con
medidas antropométricas, mientras que una alta puntuación positiva puede
indicar problemas de salud mental.

Una vez analizado el comportamiento de las variables entre śı, se analiza
como las variables explican el comportamiento promedio de los individuos
gracias al uso de los biplots modificados. En el contraste de los individuos
discriminados por género (1. Masculino, 2. Femenino) con respecto a las
variables, Figura 4.10, se aprecia que los hombres tiene mayor relación con
las variables antropométricas, mientras que las mujeres presentan mayo-
res ı́ndices de ansiedad y depresión y se ven mayormente influenciadas por
las medidas cardiovasculares. De manera que es posible encontrar con más
frecuencia a las mujeres asociadas con enfermedades mentales y a los hom-
bres con sobrepeso, además, de que los hombres se caracterizan por una alta
estatura. Cabe anotar que estos resultados están de acuerdo con estudios en-
contrados en la literatura, a saber que las mujeres presentan mayores ı́ndices
de depresión y ansiedad y para algunas poblaciones las mujeres tienen más
incidencia en relación a problemas cardiovasculares (McLean et al., 2011;
Albert, 2015).
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Figura 4.10: Biplot con centroides. Datos discriminados por género: 1. Mas-
culino, 2. Femenino.
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En la Figura 4.11 se presenta el biplot estratificado por edad. Se observa
el comportamiento de los cuatro grupos de edad (1. 18 a 30, 2. 31 a 43, 3.
44 a 56, 4. 57 a 100). Es necesario resaltar el hecho de que a medida que
los individuos aumentan su edad obtienen un mayor nivel en las medicio-
nes cardiovasculares. Ya que una alta puntuación en estas variables puede
indicar problemas de salud cardiovascular, espećıficamente el grupo de ma-
yor rango de edad presenta grandes afectaciones de estas caracteŕısticas al
igual que altas mediciones en los ı́ndices de depresión y ansiedad. Vale no-
tar que los grupos más jóvenes presentan una mayor estatura y mediciones
muy bajas en ı́ndices de depresión y ansiedad y medidas cardiovasculares.
En conclusión a medida que la población aumenta de edad su calidad de
salud se ve disminuida no solo f́ısicamente sino también mentalmente. La
literatura ha fundamentado a través de diversos estudios que la población
adulta es particularmente susceptible a las enfermedades cardiovasculares.
La edad es un factor de riesgo independiente de enfermedad cardiovascular
(ECV) en adultos, pero estos riesgos son agravado por factores adicionales,
que incluyen fragilidad, obesidad y diabetes. Estos factores son conocidos
para complicar y potenciar los factores de riesgo card́ıaco asociados con el
inicio de la edad avanzada. El género es otro factor de riesgo potencial en
los adultos mayores, dado que se informa que las mujeres mayores se en-
cuentran en un mayor riesgo de ECV que los hombres de la misma edad.
Sin embargo, tanto en hombres como en mujeres, los riesgos asociados con
ECV aumentan con la edad (Rodgers et al., 2019).

En la Figura 4.12 se presenta el biplot de la variable raza ( 1. Blanca, 2.
Negra, 3. Mulata, 4. Amarilla, 5. Ind́ıgena, 6. Mestiza). En este caso se
presentan comportamientos muy diversos para cada raza. En el caso de la
raza blanca y mulata los comportamientos son promedios, es decir, ayudan
como referentes en el análisis de las demás razas. A partir de este hecho,
se puede resaltar que los individuos de raza negra tienen altas mediciones
de variables asociadas con enfermedades cardiovasculares, lo cual está de
acuerdo con los hallazgos de la literatura. También tiene asociación con los
ı́ndices de enfermedades mentales. La raza mestiza por su parte presenta in-
fluencia en los individuos principalemente por las medidas antropométricas
y medidas cardiovasculares, siendo vulnerables a enfermedades relacionadas
con sobrepeso o problemas cardiacos. La raza amarilla (4) y la raza ind́ıgena
(5) presentan un perfil más saludable que las demás razas. La raza amarilla
presenta un comportamiento promedio en cuanto a los indicadores de enfer-
medades mentales, sin embargo, su mayor ventaja son los bajos niveles de
puntuación en las medidas antropométricas, cardiovasculares y renales. La
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Figura 4.11: Biplot con centroides. Datos discriminados por rangos de Edad
en años: 1. 18 a 30, 2. 31 a 43, 3. 44 a 56, 4. 57 a 100.

raza ind́ıgena por su parte presenta una gran estatura y mediciones bajas
en los indicadores de depresión y ansiedad, no obstante, presenta asociados
con las variables peso, abdomen y cadera, lo que indica señales de sobrepeso
en la población. En relación a la altura de esta raza aborigen, espećıfica-
mente la media fue de 173.25 cm, desviación estándar de 16.39 cm y la
mediana fue de 179.50 cm, valores superiores a las otras razas de la po-
blación de Baependi. Se recomienda un análisis más espećıfico ya que estas
medidas no están de acuerdo con el estudio publicado en Oliveira (2014)
donde se muestra que la altura media de ind́ıgenas del centro de Brasil fue
de 165.7cm con una desviación estándar de 6.8 cm. Por otro lado, el mis-
mo estudio presenta tendencia alta de enfermedades cardiovasculares entre
los indios de esa región. Lackland (2014) afirma que la disparidad racial en
la hipertensión y resultados relacionados (por ejemplo: diabetes, sobrepeso,
triglicéridos, colesterol) se han reconocido durante décadas entre los afro-
americanos con mayores riesgos que los caucásicos y otras razas como los
asiáticos. Los niveles de presión arterial han sido consistentemente más altos
para los afroamericanos con un inicio más temprano de hipertensión.
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Figura 4.12: Biplot con centroides. Datos discriminados por raza: 1. Blanca,
2. Negra, 3. Mulata, 4. Amarilla, 5. Ind́ıgena, 6. Mestiza.

Para estudiar el comportamiento de los individuos en una muestra se le
recomienda al investigador definir una región de confianza en la que puedan
ser identificados comportamientos at́ıpicos para la población. Esta región de
confianza está definida por una elipse que es calculada a partir de la varia-
bilidad de los datos y cuyo centro es su media. Todo dato que se encuentre
por fuera de la elipse se considera fuera de control bajo la filosof́ıa de la
gestión de calidad. Sin embargo, en este análisis serán identificados como
outliers y harán referencia a individuos con mediciones muy por encima del
promedio. Con el fin de describir adecuadamente la variabilidad de los datos
se suelen utilizar dos tipos de cartas de control con la metodoloǵıa PCA.
La primera es construida únicamente con las dos primeras componentes y
se conoce como carta de formato eĺıptico o carta elipsoidal y la segunda se
construye a partir de las demás componentes y se conoce como la carta T 2,
sección 2.11. Se recomienda utilizar ambas cartas en conjunto ya que aun-
que la carta elipsoidal puede facilitar la visualización de los datos puede a su
vez no contener una proporción de la variabilidad que sea lo suficientemente
representativa como para describir el comportamiento de las observaciones
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a plenitud. Es en este punto es necesario el uso de la carta de control T 2

donde se puede estudiar el restante de la variabilidad de los datos.

Con el fin de describir de forma más adecuada el comportamiento de las
observaciones se replica tres veces la carta de control de formato elipsoi-
dal discriminando los individuos nuevamente por género, edad y raza. Esta
discriminación ayuda a entender un poco más el comportamiento de la mues-
tra. Por ejemplo, en la Figura 4.13 se presenta la carta estratificada según
el género. Se observa que la mayor proporción de individuos con datos at́ıpi-
cos son mujeres. En la Figura 4.14 se presenta la estratificación por edad.
Se observa que los individuos por fuera de la elipse son en menor medida
aquellos con edades entre los 31 y 43 años de edad (codificados como 2). Por
último, en la Figura 4.15 se presenta la carta asociada con raza. Se muestra
una alta variabilidad de los individuos pertenecientes a la raza blanca (1),
seguidos de la raza mulata (3) y negra (2) y no presenta individuos de las
razas amarilla, ind́ıgena y mestiza por fuera de la elipse, de manera que estas
razas no presentan comportamientos at́ıpicos respecto a la población.

Sin embargo, el especial interés de utilizar cartas de control como una
herramienta descriptiva consiste en identificar comportamientos at́ıpicos de
los individuos. Por tal motivo, se decidió utilizar las codificaciones asigna-
das a cada individuo durante la recolección de los datos, de manera que se
pueda estudiar a profundidad los motivos de sus comportamientos extre-
mos. Para ilustrar el uso de la herramienta se estudiará a profundidad los
individuos identificados por 9101, 77101 y 35801. Gracias al uso de las va-
riables categóricas para la discriminación de los individuos se sabe de ante
mano que el individuo 9101 es una mujer entre 44 a 56 años de raza blanca,
la particularidad este individuo es que presenta un peso de 137.2 kg, una
altura de 167 cm, un peŕımetro abdominal de 139 cm y radio de cadera de
160 cm, todos los indicadores apuntan a una alta obesidad en el individuo,
el IMC de esta mujer es de 49.8 para su estatura un peso normal debeŕıa
estar entre 51.6 kg y 69.4 kg. En el caso del individuo 77101 se trata de
una mujer, blanca entre 31 y 43 años con valores igualmente altos en sus
medidas antropométricas, un peso de 120 kg, altura de 165 cm, abdomen de
132 cm y cadera de 138 cm, presenta además una medida de triglicéridos de
302 mg/dL y una presión arterial sistólica de 139.7 mmHg. De igual forma
el individuo 35801 se trata de una mujer en este caso de raza negra mayor
de edad, entre 57 y 100 años, presenta mediciones cardiovasculares altas a
diferencia de las dos mujeres anteriores con un colesterol de baja densidad
de 185.2 mg/dL, triglicédiros de 285.3 mg/dL presión arterial sistólica de
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4 2 0 2 4 6 8
Primera componente

4

2

0

2

4

Se
gu

nd
a 

co
m

po
ne

nt
e

Genero
1
2

Figura 4.13: Gráfico de los individuos estratificados por género: 1. Masculino,
2. Femenino.

195.3 mmHG, además, presenta una alta puntuación en los indicadores de
depresión y ansiedad con valores de 14 y 18 respectivamente. Estad́ıstica-
mente es interesante observar que tanto el individuo 9101 y como el 77101
se ubican en el cuadrante correspondiente al semieje positivo de la prime-
ra componente y el semieje negativo de la segunda componente donde en
los gráficos de biplots se identificaron preponderancias de las variables re-
ferentes a las medidas antropométricas. Por su parte, el individuo 35801 se
encuentra en el primer cuadrante en donde las variables relacionadas con
las enfermedades cardiovasculares, renales y de salud mental tienen mayor
influencia.
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Figura 4.14: Gráfico de los individuos estratificados por rangos de Edad en
años: 1. 18 a 30, 2. 31 a 43, 3. 44 a 56, 4. 57 a 100.
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Figura 4.15: Gráfico de los individuos estratificados por raza: 1. Blanca, 2.
Negra, 3. Mulata, 4. Amarilla, 5. Ind́ıgena, 6. Mestiza.
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A pesar de que la carta eĺıptica logra identificar comportamientos at́ıpi-
cos en los datos, gran cantidad de información de éstos se encuentra en las
componentes restantes y por medio del uso de la carta T 2 es posible estu-
diar esta variabilidad. En la Figura 4.16 se presentan cinco valores at́ıpicos
con un comportamiento realmente fuera de lo común a los cuales la carta
elipsoidal no identificó fácilmente. Con finalidades de profundizar en el com-
portamiento de los datos se verán los individuos 68601 y 14601 en detalle. El
individuo 68601 es un hombre blanco perteneciente al grupo de mayor edad,
presenta peso de 68 kg con una altura de 171 cm, un peŕımetro abdominal
de 88 cm, circunferencia de cadera de 102 cm, glucosa de 132.5 mg/dL, urea
de 198 mg/dL y 219 mg/dL de triglicéridos. Su comportamiento altamente
at́ıpico se debe a su alto nivel de urea cuya media es 27.37 mg/dL en la
muestra y una desviación estándar de 10.63 mg/dL, de forma que la me-
dición de este individuo se ubica a 18 desviaciones estándar del promedio.
Por su parte, el individuo 14601 es un hombre de raza blanca entre los 44 y
56 años con presencia de valores at́ıpicos en mediciones como la glucosa con
196.8 mg/dL, urea de 143.4 mg/dL, creatinina 1.71 mg/dL y triglicéridos de
221 mg/dL. La variable cuya mayor variabilidad aporta es la creatinina que
se encuentra a aproximadamente 5 desviaciones estándar de su promedio.
Ya que la construcción del estad́ıstico T 2 consiste en calcular que tan alejado
se encuentra una observación de su promedio en términos de desviaciones
estándar y luego realizar la suma al cuadrado de cada variable es factible
darse una gran idea de cuál es la razón de este comportamiento analizando el
residual de la medición para cada variable como se presentó anteriormente.
Una descripción de la estad́ıstica T puede ser vista en el Apéndice, sección
A.2.
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Figura 4.16: Carta de control T 2. La ĺınea roja indica el ĺımite de control
definido para el estad́ıstico T 2.
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4.3. Análisis de Componentes Principales No Li-
neales

Para el PCA no lineal (NLPCA) es importante en extremo definir los
niveles de análisis de cada una de las variables que se van a utilizar en el
estudio. Los niveles de análisis pueden ser definidos por el investigador cono-
ciendo el origen y la naturaleza de las variables utilizadas o dejando que las
variables hablen por si mismas, realizando una primera corrida exploratoria
del algoritmo con el nivel de análisis menos restrictivo de las variables, es
decir, nominal simple. Una vez realizado el análisis exploratorio, se ve cómo
se comporta cada uno de los gráficos de cuantificación generados y se debe
seleccionar el nivel de análisis que mejor se ajuste a cada variable. En la
Figura 4.18 se presenta la ilustración de las cuantificaciones. Por ejemplo,
donde a pesar que la edad fue seleccionada como nominal múltiple se ve
claramente que su comportamiento es creciente y ordenado, caracteŕısticas
propias de una variable ordinal.

Los niveles de análisis en este caso son presentados en la Tabla 4.1. Por
necesidad del estudio, los niveles de género, raza y rango de edad serán tra-
tados como nominal múltiples ya que permiten resumir el comportamiento
del conjunto de individuos en cada dimensión discriminados por cada cate-
goŕıa de las variables. De este modo, se pueden replicar todos los análisis
realizados por medio de las variables discriminatorias utilizadas en el PCA
lineal dentro de un mismo procedimiento y, además, éstas aportarán su va-
riabilidad en la construcción de las Componentes Principales en el caso de
NLPCA. Un detalle a tener en cuenta a la hora de utilizar variables nomi-
nales múltiples es que tendrán tantas dimensiones de cuantificación como
categoŕıas contengan las variables.

La cantidad máxima de dimensiones que se pueden obtener en el análisis
será la suma de la cantidad de categoŕıas que conforman cada una de las
variables nominales múltiples más el resto de variables utilizadas en el análi-
sis. En este caso, se tendrá un máximo de 31 dimensiones de las cuales 12
se deben a las variables nominales múltiples y 19 a las demás variables.
El algoritmo le solicita al investigador introducir la cantidad de dimensio-
nes a incluir en el análisis desde un principio, si se utiliza la totalidad de
dimensiones es probable que todas las cuantificaciones converjan a un com-
portamiento “ordinal” inducido por un ajuste perfecto en la solución del
problema de optimización, ya que por la naturaleza de las variables no es
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Tabla 4.3: Proporción de la varianza explicada por las Componentes Prin-
cipales No Lineales

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7 PC8
Varianza 3.696 2.494 1.835 1.504 1.413 1.297 1.244 1.120
Proporción de la varianza 0.132 0.089 0.065 0.054 0.050 0.046 0.044 0.040
Proporción Acumulada 0.132 0.221 0.286 0.340 0.390 0.436 0.480 0.520

PC9 PC10 PC11 PC12 PC13 PC14 PC15 PC16
Varianza 1.101 1.040 1.018 1.006 1.002 0.908 0.892 0.849
Proporción de la varianza 0.039 0.037 0.036 0.036 0.036 0.032 0.032 0.030
Proporción Acumulada 0.559 0.596 0.632 0.668 0.704 0.736 0.768 0.798

PC17 PC18 PC19 PC20 PC21 PC22 PC23 PC24
Varianza 0.814 0.757 0.708 0.685 0.573 0.560 0.452 0.399
Proporción de la varianza 0.029 0.027 0.025 0.024 0.020 0.020 0.016 0.014
Proporción Acumulada 0.827 0.854 0.879 0.903 0.923 0.943 0.959 0.973

PC25 PC26 PC27 PC28
Varianza 0.232 0.220 0.151 0.112
Proporción de la varianza 0.008 0.008 0.005 0.004
Proporción Acumulada 0.981 0.989 0.994 0.998

lógico que todas conserven un comportamiento ordinal, se recomienda tra-
bajar con una cantidad de dimensiones que conserven una proporción de
variabilidad que sea interesante para el investigador, entre ambos análisis
habrá una clara diferencia respecto a la cuantificación de las variables, prin-
cipalmente porque el algoritmo no es anidado. La selección de las variables
a trabajar se puede definir corriendo la totalidad de las dimensiones una
vez para seleccionar cuántas de ellas conservan la cantidad de variabilidad
deseada y posteriormente utilizar el número de dimensiones correspondien-
tes para generar un nuevo análisis. De esta manera para el presente caso
se seleccionó 16 dimensiones que conservan aproximadamente el 80 % de la
variabilidad de los datos sobre un total de 28 obtenidas por el programa.
El criterio de selección de número de componentes puede ser realizado en
término de dimensiones, componentes a conservar, o información contenida,
en este caso la medida de información es la variabilidad. En la literatura no
existe un criterio robusto de la variabilidad a conservar pero a menudo se
recomienda que sea entre un 80 % y 90 % de ella (Johnson & Wichern, 2007;
Diaz & Morales, 2012), observar la Figura 4.17.

Una vez corrido el análisis, cada categoŕıa de cada variable corresponderá con
una cuantificación que permitirá el tratamiento de las variables cualitativas
como numéricas. En la Figura 4.18 se presenta la ilustración de las cuan-
tificaciones, se puede ver que variables como edad y escolaridad presentan
comportamientos ascendentes en todo instante, este tipo de cuantificación
es una cuantificación monotónica, en la que se respeta el orden de jerarqúıa
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Figura 4.17: Gráfico de sedimentación para la totalidad de dimensiones.

de los valores iniciales. Para el caso de variables como raza, estado civil
(codificada como Estado), licor (consumo) y renta, las gráficas presentan
un comportamiento no monotónico, en donde no se respeta el ordenamiento
original de las categoŕıas. La ventaja de utilizar un nivel de cuantificación
nominal es que las variables se cuantificarán de la forma más adecuada ya
que no tienen mayor cantidad de restricciones a diferencia de las variables
ordinales y, por lo tanto, retendrán la mayor cantidad de variabilidad posible.
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Figura 4.18: Cuantificaciones de las variables cualitativas. En el eje x se
presentan las categoŕıas de cada variable y en el eje y el valor de su cuan-
tificación. Las variables Estado y Fuma presentan un comportamiento mo-
notónico al ser de naturaleza ordinal.
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Ahora se estudiará la relación entre las variables y los individuos discri-
minados para cada categoŕıa de las variables género, edad y raza como se
realizó en el PCA lineal. Para tal finalidad se seleccionó el nivel de análisis
nominal múltiple para estas tres variables. En este punto se presenta una
gran ventaja del NLPCA sobre el PCA y consiste en que en un solo análisis
se pueden obtener todos los centroides de las variables nominales múltiples
que son utilizadas para discriminar el comportamiento de la población en los
diferentes grupos de interés. Para comenzar con el análisis el foco de aten-
ción serán las relaciones presentes entre las diferentes variables por medio
del uso de Biplots modificados. Si el investigador desea se podŕıa generar
un solo Biplot con los centroides de todos las diferentes variables, pero para
este caso se presentará un Biplot para cada una de las variables nominales
múltiples, Figuras 4.19, 4.20 y 4.21.

Recordando el hecho de que dos vectores paralelos entre śı indican una alta
correlación entre las variables y dos vectores perpendiculares una correla-
ción nula, se puede concluir que variables antropométricas como la medida
del abdomen, la cadera, las presiones sistólica y diastólica, los triglicéridos
y el colesterol de alta densidad se encuentran altamente correlacionados y
que variables como la renta va en sentido opuesto al consumo de licor y la
ansiedad y la depresión. Por otro lado, el peso y el consumo de tabaco se
encuentran altamente relacionados de manera inversa, pero estos a su vez
tienen una baja relación con la escolaridad y el estado civil. En general, sobre
el semieje positivo de la primera componente se encuentran todas aquellas
variables relacionadas con las medidas antropométricas y cardiovasculares
en las cuales al obtener una puntuación alta el individuo es susceptible a
sufrir de problemas cardiacos y de sobrepeso. Sobre el semieje negativo de
la segunda componente se encuentran variables relacionadas con la presencia
de enfermedades mentales y la adquisición de adicciones.

En la Figura 4.19 se presenta el biplot estratificado por género. Se aprecia
que los hombres presentan una relación con las variables altura, renta, esta-
do civil y escolaridad. Por otro lado, llama la atención que las mujeres están
más asociadas con el consumo de licor, el hábito de fumar y las enfermeda-
des mentales de depresión y ansiedad. Resaltando que el comportamiento de
los hombres es altamente contrastado por el de las mujeres y que en cuanto
a enfermedades de tipo cardiovascular ambos grupos están igualmente in-
fluenciados por estas variables.
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0.8 0.6 0.4 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.6

0.4

0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Genero

Figura 4.19: Biplot NLPCA estratificado por Género: 1. Hombres, 2. Muje-
res.

En cuanto a la variable raza, la estratificación se presenta en la Figura 4.20.
Las razas blanca, negra y mulata se encuentran dentro del comportamiento
promedio de la población aunque vale resaltar que se ven altamente influen-
ciados por el peso, la creatinina, la urea y la frecuencia con la que se fuma.
Por otro lado, la raza amarilla presenta grandes niveles de escolaridad al
igual que de depresión y ansiedad con alta tendencia al consumo de licor y
tabaco. Por último, los ind́ıgenas y los mestizos presentan un gran valor en la
altura, sin embargo, los segundos presentan mayores valores en caracteŕısti-
cas antropométricas como el peso y el peŕımetro abdominal, en variables
cardiovasculares como la presión diastólica y sistólica y glucosa, creatinina,
urea, tiglicéridos y colesterol de baja densidad. De esta manera las razas
ind́ıgenas y mestizas presentan tendencias a enfermedades de varios tipos;
la blanca, amarilla e ind́ıgena mejores niveles de salud mientras que la negra,
mulata y mestiza mayores implicaciones de salud cardiovascular.
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Figura 4.20: Biplot NLPCA estratificado por la variable Raza: 1. Blanca, 2.
Negra, 3. Mulata, 4. Amarilla, 5. Ind́ıgena, 6. Mestiza.

En la Figura 4.21 es presentada la estratificación por edad. El grupo de
personas más jóvenes presentan mayor nivel de escolaridad, altura y peso
y se ve altamente influenciado por la renta. En cuanto el segundo grupo
de personas presentan un comportamiento cercano al promedio de la po-
blación, con buenos niveles de CHDL o colesterol bueno. El tercer grupo
se caracteriza por presentar altos niveles de medidas antropométricas y de
mediciones cardiovasculares lo que implica que es un grupo de alta suscep-
tibilidad a problemas de sobrepeso y cardiovasculares. Por último, el cuarto
grupo, conformado por las personas de mayoŕıa de edad en la población,
pierden un poco de influencia de las medidas antropométricas pero se ven
mayormente afectadas por el consumo de licor y tabaco y son más suscepti-
bles a enfermedades mentales como la depresión y la ansiedad, siendo este
el segmento de la población con mayor riesgo y menor nivel de educación.
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Figura 4.21: Biplot NLPCA estratificado por los rangos de la variable edad
en años: 1. 18 a 30, 2. 31 a 43, 3. 44 a 56, 4. 57 a 100.

Si se desea ahondar un poco más en el comportamiento de los indivi-
duos, las cartas de control son una herramienta adecuada ya que ayudan a
definir un ĺımite en la variabilidad de los datos sobre el cuál se puede identi-
ficar de forma más expĺıcita comportamientos at́ıpicos. A partir del NLPCA
es posible construir cartas de control tanto para las variables cuantificadas
óptimamente como para las componentes obtenidas. El primer tipo de cartas
de control son presentadas en la sección 3.6 y permite identificar patrones
en grupos de individuos ya que las variables cuantificadas están muy limita-
das a la hora de asignar valores numéricos a las categoŕıas de cada variable.
Por otro lado, las cartas de control basadas en componentes, sección 3.7,
pueden ayudar a identificar sucesos fuera de lo común en las observaciones
individuales gracias a que se pueden involucrar variables numéricas sin in-
conveniente alguno en el análisis.
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En el presente estudio se analizará el comportamiento de las variables
rango de edad, cantidad de renta obtenida por mes, nivel de escolaridad y
frecuencia de consumo de tabaco por medio de una carta de control elip-
soidal. Para su análisis se crearán tres cartas de control que asocien a dos
caracteŕısticas de interés. En este caso serán las relaciones: Escolaridad -
Edad; Escolaridad - Renta; Fuma - Edad. Para apoyar la interpretación de
las gráficas se construye la Tabla 4.4 en donde se relacionan las cuantifi-
caciones y las categoŕıas de cada variable. Vale resaltar que cada punto en
las cartas de control corresponderá a un conjunto de individuos que per-
tenecen a una categoŕıa en cada variable, funcionando las cuantificaciones
como coordenadas. En este caso la elipse funciona como ĺımite de control y
permite identificar comportamientos at́ıpicos en los grupos de individuos.

Tabla 4.4: Cuantificaciones de las variables: Edad, Renta, Escolaridad y
Fuma.

Categoŕıa Edad Renta Escolaridad Fuma
1 -0.9415 -1.5542 -2.1274 -1.3016
2 -0.1213 0.0513 -1.4329 -1.1510
3 0.5316 1.4917 -0.7416 0.8064
4 0.9031 2.9994 -0.4023
5 3.7130 -0.2978
6 -0.1726 0.0698
7 -0.0499 0.6677
8 1.0577
9 1.0577
10 1.8597
11 1.8597

La carta de control presentada en la Figura 4.22, presenta cuatro grupos
de individuos por fuera de la elipse de control. Los grupos presentes en la
esquina superior derecha, ubicados en el exterior de la elipse, tienen una
escolaridad superior completa e incompleta con un rango de edad entre 44 y
100 años de edad. Por otro lado, los grupos de la esquina inferior izquierda
están asociados con individuos entre los 18 a los 30 años con un nivel de
escolaridad mı́nimo relacionado con las competencias básicas de escritura y
lectura o incluso con el analfabetismo. El comportamiento de estos conjun-
tos de datos es at́ıpico en ambos casos ya que las generaciones más recientes
presentan altos niveles de escolaridad.
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Figura 4.22: Carta de control Escolaridad - Edad.

La carta de la Figura 4.23 presenta la relación entre las variables escolari-
dad y renta donde los ingresos superiores a los diez salarios mı́nimos tienen
comportamientos at́ıpicos sin importar el nivel de escolaridad, al igual que
se aprecia que son pocos los individuos que tienen este nivel de ingresos. De
la misma forma, hay dos pequeños grupos de individuos que tienen ingresos
entre cinco y diez salarios mı́nimos con un bajo nivel de escolaridad y otro
que por el contrario presenta el mı́nimo nivel de ingreso para un nivel de
escolaridad alto. Vale resaltar que el máximo nivel de ingreso presentado
para una persona analfabeta es de cinco a diez salarios y que los máximos
niveles de ingreso presentados se relacionan con personas con un nivel de
escolaridad técnico o superior.

Las variables relacionadas con la frecuencia de consumo de tabaco y rango
de edad no presentan comportamientos de especial interés en cuanto a va-
riabilidad de los datos, ver la Figura 4.24. Sin embargo, se debe resaltar que
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Figura 4.23: Carta de control Escolaridad - Renta.

en toda la población es más frecuente el no consumo de tabaco en especial
entre las personas más jóvenes y que el rango de edad entre 44 y 56 años
presenta mayor consumo respecto a los demás grupos.

La carta de control T 2 para todas las variables óptimamente escaladas
contendŕıan en teoŕıa la misma información que las cartas de control T 2 para
todas las dimensiones de las componentes principales generadas, siempre y
cuando no se trabajen niveles de análisis nominales múltiples. Esto se debe
a que bajo estas condiciones la varianza total de las variables cuantificadas
será igual a la cantidad de variables utilizadas en el análisis y por ende al
número de componentes generadas.

De forma que para el estudio de la variabilidad de los individuos se optará
por hacer uso de las cartas presentadas en la sección 3.7, basadas en la me-
todoloǵıa NLPCA. Para evitar generar más dimensiones que las contenidas
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Figura 4.24: Carta de control Fuma - Edad.

por el conjunto inicial de datos se propone evitar trabajar con variables no-
minales múltiples, de esta forma la variable edad tomará un comportamiento
ordinal mientras las variables género y raza tendrán niveles nominales sim-
ples. La distribución de la variabilidad para cada componente se presentan
en la Figura 4.25 donde se presenta el gráfico de sedimentación. Como se ve
en el gráfico las dos primeras componentes solo conservan el 28 % de la va-
riabilidad, por lo tanto, no basta con la construcción de una carta de control
elipsoidal para la identificación de datos at́ıpicos, es necesario complementar
el análisis con una carta de control T 2 en donde se analice la influencia de
las 20 componentes restantes.

Las cartas de control basadas en NLPCA capturan aún más variabilidad
que las cartas de control basadas en PCA gracias a la inclusión de las varia-
bles óptimamente escaladas. Sin embargo, si la variabilidad presente en las
variables cuantitativas es bastante alta es de esperarse que algunos de los
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Figura 4.25: Gráfico de sedimentación para la totalidad de dimensiones.

datos identificados como at́ıpicos por las cartas de la sección 4.2. Por ejem-
plo, en la carta elipsoidal presentada en la Figura 4.26 aparecen nuevamente
los individuos 9101 y 35801 quienes fueron identificados como at́ıpicos en la
gráfica 4.14. Respecto a la carta presentada en la Figura 4.27, los individuos
9101, 18908 y 6401 resaltan nuevamente por su alta variabilidad.

El individuo 9101 presenta un alto valor en peso, circunferencia abdominal
y peŕımetro de cadera separados por una distancia de 5.43, 4.28 y 6.28 des-
viaciones estándar respecto al valor promedio, de manera que es su gran
talla lo que lo lleva a sobresalir nuevamente sin tener una gran influencia
de las variables categóricas. Por su parte, el individuo 35801 resalta por ser
una mujer perteneciente al cuarto grupo etario de raza negra, la raza negra
presenta una alta variabilidad respecto a las demás variables, lo que ubica
al individuo a 2.05 desviaciones de la media; en cuanto a las variables cuan-
titativas su alto nivel de urea resalta por 16.06 desviaciones por encima del
promedio. La alta variabilidad del individuo 18908 en este caso viene dada
por sus bajas medidas de peŕımetro de cadera, 51 cm, y niveles de creatini-
na 0.04 mg/dL, que corresponden a -4.72 y -2.23 distancias en términos de
desviaciones, y por su alto nivel de renta, de 10 a 20 salarios mı́nimos, que
lo ubica a 3 desviaciones estándar sobre la media.

La carta presentada en la Figura 4.26 identifica entre varias observaciones
al individuo 16703 como dato de interés. Se trata de un hombre de raza
blanca entre los 18 y 30 años con una renta de 10 a 20 salarios mı́nimos con
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una una escolaridad superior incompleto, soltero, quien bebe licor de 2 a 3
veces por semana cuyos mayores aportes a su variabilidad provienen de las
variables edad, escolaridad, estado civil, consumo de licor y principalmente
renta. En cuanto a las variables cualitativas los mayores aportes provienen
de la estatura, con una medida 180 cm, y los puntuaciones de ansiedad y
depresión con 1 en cada uno. Sin embargo, la única medición que supera
una distancia de 3 desviaciones estándar respecto al centroide es la renta,
el resto de variables tienen un valor entre 1 y 2 desviaciones. El individuo
64601 se trata de una mujer blanca, con edad entre 31 y 43 años y un ingreso
mı́nimo, con escolaridad de nivel técnico 1, quien fumaba en el pasado. La
mayor variabilidad corresponde a la renta y el consumo de tabaco con unas
distancia del -1.55 y -1.30 respecto a la media. En cuanto a las variables
cuantitativas las medidas de abdomen y cadera sobresalen con valores de 57
cm y 55 cm, ubicando al individuo 2.46 y 4.31 desviaciones por debajo de
la media.
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Figura 4.26: Carta de control elipsoidal.

La carta presentada en la Figura 4.27 estudia la variabilidad restante en
los datos y, por lo tanto, permite identificar valores at́ıpicos diferentes a
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los de la carta elipsoidal, los cuales serán ubicados por encima del nivel de
confiabilidad marcado por el estad́ıstico chi cuadrado. Uno de los individuos
sobresalientes corresponde a la observación 18908 la cual se trata de un hom-
bre blanco entre los 21 y 43 años con una escolaridad superior incompleta
y una renta entre los 10 y 20 salarios mı́nimos. Tiene una altura de 159 cm
con una circunferencia abdominal de 63 cm, un peŕımetro de cadera de 51
cm y un bajo valor de creatinina de 0.04 mg/dL. El individuo 64601 es una
mujer blanca perteneciente al segundo grupo etário, con ingresos mı́nimos
y nivel de educación 1 completo quien fumó en el pasado. Cuenta con una
altura de 166 cm, una medida de abdomen de 57 cm y cadera de 55 cm. Las
variables que aportan en mayor medida a su variabilidad son el abdomen,
la cadera, la renta y la frecuencia de consumo de tabaco con distancias de
2.46, 4.31, 1.55 y 1.30 desviaciones por debajo de la media.
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Figura 4.27: Carta de control T 2. La ĺınea roja indica el ĺımite de control
definido para el estad́ıstico T 2.

Como conclusiones generales de la aplicación de las metodoloǵıas al con-
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junto de datos reales, se puede afirmar que los resultados obtenidos a lo largo
de este estudio son consistentes con los encontrados en la literatura, resu-
miendo lo expuesto anteriormente, las mujeres presentan mayores ı́ndices de
depresión y ansiedad aśı como mayor incidencia a problemas cardiovascula-
res y que estas enfermedades tanto en hombres como en mujeres aumentan
con la edad (McLean et al., 2011; Albert, 2015; Rodgers et al., 2019). Por
otro lado se ha reconocido que los afroamericanos tienen mayores tendencias
a problemas de hipertensión cuando comprados con otras razas (Lackland,
2014).

Se citan algunos resultados y estudios que pueden ayudar a entender
mejor el alcance de la investigación. Cabe mencionar que cifras elevadas de
glicemia, PAS, PAD, CLDL, triglicéridos, urea y creatinina son factores de
riesgo, y combinadas entre śı, son potencialmente perjudiciales para el orga-
nismo. Por ejemplo, la coexistencia de la Diabetes Mellitus e Hipertensión
Arterial en el individuo es un factor de alto riesgo para enfermedades macro
y microvasculares, con el consecuente aumento en el riesgo de enfermedades
coronarias, cardiovasculares, insuficiencia card́ıaca, enfermedades cerebro-
vasculares, periféricas e incluso la muerte. Para más información consultar
Escribano et al. (2010), Lahera & de las Eras (2009), Cachofeiro (2009),
Revista de Endocrinoloǵıa y Nutrición (2004).



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo de tesis de maestŕıa se presenta la teoŕıa de Análisis
de Componentes Principales PCA desde el punto de vista de optimización.
También se logró la formalización del análisis de Componentes Principales
no Lineales NLPCA estableciendo un enlace desde varios puntos de vista
de las dos teoŕıas y además formulando un resultado asociado a Cartas de
Control en el contexto del NLPCA. Las aplicaciones de esta teoŕıa fueron
realizadas a un conjunto de datos con variables mixtas relacionadas a en-
fermedades cardiovasculares del Proyecto “Corazones de Baependi” en que
los resultados encontrados son relevantes y están de acuerdo con algunos
hallazgos presentados en la literatura.

En el primer Caṕıtulo se presentó el siguiente objetivo general:
“Establecer una relación directa entre la teoŕıa de reducción de dimensión
mixta NLPCA y su homónimo cuantitativo PCA”.
Para lograrlo se plantearon 3 objetivos espećıficos que a continuación se
describe cómo fueron alcanzados.

En el Caṕıtulo 2 del documento se dio una amplia y certera visión
de los fundamentos matemáticos y estad́ısticos de la metodoloǵıa del
Análisis de Componentes Principales PCA desde el punto de vista
de optimización, en donde también se incluyó la teoŕıa asociada al
Biplot tradicional. Por otro lado, se presentó la teoŕıa de Cartas de
Control asociadas al PCA y en el Apéndice, las secciones A.2. y A.3., se
presentó el desarrollo teórico fundamental para la construcción de las
cartas de control. Donde se resalta la presentación de la formalización
estad́ıstica multivariada asociada con la distancia de Mahalanobis y la
Estad́ıstica T 2 de Hotelling.

135
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En el Caṕıtulo 3, teniendo en cuenta el marco de referencia del PCA,
se presentó el desarrollo teórico del Análisis de Componentes Principa-
les no Lineales NLPCA. A diferencia del PCA, que se fundamenta en
la descomposición espectral de la matriz de distancia de los datos, el
NLPCA implica elementos extra como el uso de las metodoloǵıas OS,
HOMALS y ALS que se encuentran presentes en el proceso de optimi-
zación, esto con el fin de alternar un paso de escalamiento óptimo que
permitan a los datos cualitativos ajustarse a una escala cuantitativa y
un paso de Descomposición Espectral que permitan la proyección de
los datos en el nuevo subespacio. Se resalta que en las secciones 3.6 y
3.7 se presentan las Cartas de Control asociadas al NLPCA en donde
se propone una metodoloǵıa nueva para variables cualitativas, la cual
permite la toma de decisiones por medio del control de su variabilidad
y también ayuda a identificar patrones at́ıpicos en los datos. Al final
del Caṕıtulo se plantea una propuesta para futuros trabajos basados
en este resultado en donde se replantea el problema de optimización
del PCA no lineal con las restricciones utilizadas en el PCA lineal.

Al contrastar las metodoloǵıas PCA y NLPCA, se puede concluir que
la aplicación metodológica del NLPCA vaŕıa en un número de carac-
teŕısticas espećıficas respecto al PCA, como se ha evidenciado en los
resultados de la aplicación presentados en el Caṕıtulo 4. Resaltando el
hecho de que el NLPCA tiene la posibilidad de crear un subespacio de
mayor cantidad de dimensiones a diferencia del PCA que solo puede
crear un subespacio de máximo la misma cantidad de dimensiones de
los datos originales. Lo anterior es gracias al uso de la teoŕıa de pérdida
de reunión que se basa en la metodoloǵıa HOMALS (Caṕıtulo 3, sec-
ción 5.2) en donde los datos tienen la capacidad de ajustarse a cuantas
dimensiones permita el rango columna de la matriz de codificaciones.

Otro hecho importante es que en el PCA la matriz de cargas está
restringida a ser ortonormal mientras que en el NLPCA es la matriz
de puntuaciones a la que se le impone esta restricción. Esto implica que
las medidas de variabilidad para cada componente será representada
por una matriz distinta en cada técnica. En el análisis lineal la norma
al cuadrado de cada componente representa el valor propio asociado
a la misma, mientras que en el no lineal corresponde a la norma al
cuadrado de los vectores de cargas.

En la sección de la aplicación de este estudio, se utilizó el paquete Sci-
kit Learn de Python y el módulo de reducción de dimensión de SPSS,
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respectivamente y se obtuvieron los siguientes resultados principales:
1- Los resultados obtenidos a lo largo de este estudio son consistentes
con los encontrados en la literatura en relación a la discriminación de
los individuos según el género, la raza y el rango de edad teniendo
en cuenta varias variables asociadas a depresión y ansiedad, variables
asociadas a enfermedades cardiovasculares y también asociadas a me-
didas antropométricas.
2- Las enfermedades cardiovasculares y renales tienen una mayor pre-
valencia en los Afrodescendientes, mientras que Asiáticos e Indios pre-
sentan una menor prevalencia de las mismas.
3- La Depresión y Ansiedad tiene una mayor prevalencia en el sexo
femenino y en general en individuos de mayor edad.
4- Se comparó el desempeño de los métodos PCA y NLPCA. Si bien en
ambos casos los resultados concuerdan con los hallazgos de la literatu-
ra respecto a enfermedades cardiovasculares y mentales estratificadas
según raza, género y edad y escolaridad, se observa una mejor discri-
minación y robustez del método NLPCA. Ambos métodos lograron
discriminar a la raza Afrodescendiente que tienen factores de riesgo
de enfermedades cardiovasculares y renales, pero el segundo método
logró identificar de forma más contundente los individuos en las diver-
sas estratificaciones. Por otro lado, ambos métodos identificaron que
las mujeres tienen más tendencia a la depresión y a la ansiedad.
5- Finalmente, se resalta el uso de las cartas de control como una he-
rramienta poderosa en la discriminación de individuos. En este trabajo
se propuso la extensión de las cartas de control en el método NLPCA
donde se vió la utilidad para analizar variables cualitativas según las
puntuaciones dadas por el método.



Caṕıtulo 6

Trabajos futuros

Durante el desarrollo teórico del análisis de componentes principales no
lineales se ha dejado una cantidad de caminos abiertos para profundizar
más en el desarrollo de esta técnica y sus posibles usos en diversas áreas de
las ciencias y la ingenieŕıa. Los más relevantes e inmediatos se consideran a
continuación.

Es necesario recordar en este punto que las transformaciones obtenidas
del escalamiento óptimo por medio de regresiones monotónicas y no
monotónicas simples pueden ser suavizadas si se utilizan en su lugar
splines. La suavidad en las curvas de transformación puede ayudar a
la comprensión de los resultados obtenidos durante el procesamiento
de los datos. Es por esto que se ve necesario profundizar aún más en
las implicaciones, no solo estad́ısticas sino también algoŕıtmicas, del
uso de Splines en el escalamiento óptimo de datos cualitativos.

En el presente trabajo se decidió no abordar el procesamiento de bases
de datos con datos faltantes en la metodoloǵıa NLPCA, principalmen-
te por la necesidad de fijar un marco teórico sencillo que permita hallar
similitudes de forma directa con el PCA. Autores como Linting & van
der Kooij (2012) y Mair (2018) presentan soluciones al problema de
tratar con datos ausentes desde el marco del análisis de homogeneidad.
Sin embargo, resulta interesante estudiar el problema por medio del
uso de técnicas de imputación de datos clásicas en el algoritmo de mı́ni-
mos cuadrados alternantes y su rendimiento respecto a la metodoloǵıa
tratada tradicionalmente.

Se ve necesario profundizar aún más en las ideas inicialmente plan-
teadas en torno al desarrollo e implementación de cartas de control
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basadas en OS y el NLPCA. Principalmente, poniéndolas a prueba
como herramienta de apoyo en problemas centrados en el control de
calidad de bienes o servicios.

Por último, gracias al reciente impacto que han tenido las tecnoloǵıas
de la información en la actividad socio-económica de todas las naciones
y por el creciente interés del uso de la ciencia de datos en diferentes
contextos productivos e investigativos, es necesario estudiar el rendi-
miento del NLPCA como una herramienta más para el procesamiento
de información en el contexto de la inteligencia artificial y la mineŕıa
de datos.



Apéndice A

Estad́ıstica descriptiva e
inferencial

A.1. Estad́ısticos descriptivos

Dado un vector aleatorio x(i), su valor esperado E(x(i)), es el vector µ
conformado por cada una de las medias de las variables aleatorias µj .

µµµ = E(x(i)) =


E(xi1)
E(xi2)

...
E(xip)

 =
1

N


∑N

i=1 xi1∑N
i=1 xi2

...∑N
i=1 xip

 =


µ1

µ2
...
µp

 ,
y se puede calcular a través de la matriz de datos por medio de

µµµ =
1

N
X′1p,

donde N es el tamaño de la población y 1p es un vector columna de ta-
maño p con 1 en cada una de sus entradas. Ya que pocas veces conoce-
remos los datos de la población es necesario hacer uso de su estimador
x̄′ =

[
x̄1 x̄2 . . . x̄p

]
, calculado por medio de

x̄ =
1

n
X′1p.
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La matriz de covarianzas de la variable aleatoria x(i) es

ΣΣΣ = Cov(x(i)) = E{(x(i) − µ)(x(i) − µ)} =


σ11 σ12 . . . σ1p

σ12 σ22 . . . σ2p
...

...
. . .

...
σ1p σ2p . . . σpp

 ,
cuyo cálculo se puede realizar de la forma

ΣΣΣ =
1

N
X′cXc,

donde Xc es la matriz de datos centrada en el origen

Xc =

(
IN −

1

N
1N1′N

)
X,

con In la matriz identidad de tamaño n.

La varianza de una variable xj se puede conocer por

σjj = σ2
j =

∑N
i=1p

(xij − µj)2

N
,

cuya ráız cuadrada se llama desviación estándar o t́ıpica σj =
√
σjj y es de

particular importancia como estad́ıstico descriptivo ya que sus unidades de
medida son iguales a las de la variable original. Por su parte, la covarianza
entre dos variables xj y xl se puede calcular por medio de

σjl =

∑N
i=1(xij − µj)(xil − µl)

N
.

El mejor estimador de la matriz de covarianza poblacional es la matriz de
covarianza muestral S,

S =
1

n− 1
X′cXc =

1

n− 1
X′
(

In −
1

n
1n1

′
n

)
X =


s11 s12 . . . s1p

s12 s22 . . . s2p
...

...
. . .

...
s1p s2p . . . spp

 ,
donde n− 1 son los grados de libertad de la muestra. La varianza muestral
de una variable xj es

sjj = s2
j =

∑n
i=1(xij − x̄j)2

n− 1
,
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y la covarianza muestral entre dos variables xj y xl es

sjl =

∑n
i=1(xij − x̄j)(xil − x̄l)

n− 1
.

Una cualidad especial de las matrices de covarianza es el hecho de que en
ambos casos son matrices simétricas semidefinidas positivas. Esto se debe a
que las varianzas σjj , sjj ubicadas en sus diagonales son siempre mayores o
iguales a cero, σjj , sjj ≥ 0, y las covarianzas entre las variables j y l serán
iguales a las covarianzas entre l y j. Es decir, σjl = σlj , sjl = slj con j 6= l
donde j, l = 1, 2, ..., p.

Si es necesario definir la varianza del conjunto de datos en un solo número
se puede hacer uso tanto de la varianza generalizada V G = |ΣΣΣ| como de la
varianza total V T = tr(ΣΣΣ) =

∑p
j=1 σjj . La ráız cuadrada de la varianza ge-

neralizada es conocida como desviación t́ıpica generalizada. Ambas varianzas
son utilizadas en métodos de análisis de varianza multivariado, como com-
ponentes principales, análisis factorial, regresión múltiple, MANOVA, entre
otros (Johnson et al., 2007; Diaz et al., 2012).

A partir de la matriz de covarianza es posible construir la matriz de correla-
ción, para esto se define una matriz auxiliar D = diag(ΣΣΣ) con j = 1, 2, ...p,
la cual contiene en su diagonal las covarianzas de cada variable. De manera
que la matriz de covarianza poblacional ρ se obtiene por

ρρρ = Corr(x(i)) = D−
1
2ΣΣΣD−

1
2 =


ρ11 ρ12 . . . ρ1p

ρ12 ρ22 . . . ρ2p
...

...
. . .

...
ρ1p ρ2p . . . ρpp

 ,
donde ρjl es el cociente entre la covarianza de las variables xj y xl y la
división de las respectivas desviaciones estándar

ρij =
σjl√
σjj
√
σll
.

Para el caso muestral la matriz D se compondrá de los elementos de la
diagonal de la matriz S, en este caso la matriz de correlaciones R se debe
calcular por

R =

s
−1/2
11 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . s
−1/2
pp


s11 . . . s1p

...
. . .

...
s1p . . . spp


s
−1/2
11 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . s
−1/2
pp

 ,
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es decir

R = D−1/2SD−1/2 =


r11 r12 . . . r1p

r12 r22 . . . r2p
...

...
. . .

...
r1p r2p . . . rpp

 .
Por razones similares a las presentadas para las matrices de covarianzas, las
matrices de correlaciones son matrices simétricas semi definidas positivas
con elementos −1 ≤ ρjl, rjl ≤ 1 y ρjj , rjj = 1 donde j, l = 1, 2, ..., p para
todo j 6= l. Un valor de correlación negativo indica una relación lineal in-
versa entre variables y un valor positivo indica una relación lineal directa
entre ellas, en el caso de una correlación cercana a 1 se tiene una alta rela-
ción lineal y en el caso de una correlación cercana a 0 se dice que no existe
relación entre las variables.

Un puto de vista más geométrico del coeficiente de correlación proviene de
analizar la proyección de la variable x1 sobre una variable x2 donde los
vectores contienen los N residuales xij − µj de las caracteŕısticas 1 y 2
respectivamente. La proyección del vector x1 sobre el vector x2 es un nuevo
vector Px2x1 que tendrá la misma dirección del vector x2 pero magnitud
||x1|| cos θ, de manera que

Px2x1 = ||x1|| cos θ
x2

||x2||
,

esta expresión se puede reescribir en términos del producto punto de la forma

Px2x1 =
x1 · x2

||x2||2
x2,

la cual contiene toda la información sobre la correlación entre ambos vec-
tores. Para ver esto, es necesario recordar que el producto punto entre los
vectores x1 y x2 es

x1 · x2 = x′1x2 = ||x1|| ||x2|| cos θ,

en donde al despejar cos θ se obtiene

cos θ =
x1 · x2

||x1|| ||x2||
. (A.1)

Como el vector x1 y el vector x2 están conformados por los residuales de
sus mediciones, son de la forma

x′j =
[
x1j − µj x2j − µj . . . xNj − µj

]
,
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y su norma puede ser escrita como

||xj ||2 =
N∑
i=1

(xij − µj)2,

con producto punto

x1 · x2 =
N∑
i=1

(xi1 − µ1)(xi2 − µ2).

Reemplazando estas expresiones en A.1 se obtiene

cos θ =

∑N
i=1(xi1 − µ1)(xi2 − µ2)√∑N

i=1(xi1 − µ1)2

√∑N
i=1(xi2 − µ2)2

,

al dividir por N arriba y abajo es posible definir el coseno del ángulo de los
vectores en términos de medidas estad́ısticas

cos θ =
σ12√

σ11
√
σ22

,

de forma que ρ12 = cos θ.

De esta manera, el coeficiente de correlación indica el grado de dependencia
lineal entre las variables o caracteŕısticas medidas. Cuando el coeficiente de
correlación es igual a 1 o −1 indica que los vectores forman un ángulo de 0◦ o
180◦ respectivamente, por lo tanto, son dos vectores paralelos con direcciones
iguales u opuestas, es decir, son vectores linealmente dependientes. Si el
coeficiente de correlación es igual a 0 el ángulo formado por las dos variables
es de 90◦ lo que indica independencia lineal entre los vectores.

A.2. Inferencia Estad́ıstica Multivariada

Una de las herramientas más importantes en la inferencia estad́ıstica
multivariada es la distancia de Mahalanobis la cual tiene interesantes pro-
piedades gracias a su distribución como una chi-cuadrado. Para esto es nece-
sario definir la distribución T 2 de Hotelling usando la distirbución Wishart
y sus propiedades.
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A.2.1. Distancia de Mahalanobis y su distribución

Para iniciar se partirá de la distribución normal univariada y se realizará
la respectiva extensión al caso multivariado.

Si x ∼ N(µ, σ2) entonces la función de densidad está dada por

f(x, µ, σ2) =
1√
2πσ

exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
, (A.2)

=
(σ2)−1/2

√
2π

exp

(
1

2
(x− µ)(σ2)−1(x− µ)

)
, (A.3)

Por teorema

z =
x− µ
σ
∼ N(0, 1),

y por tanto se puede escribir

x = µ+ zσ, (A.4)

donde

E(x) = µ,

V ar(x) = σ2.

Generalizando la distribución normal univariada dada en A.2 para x′ =[
x1 x2 · · · xp

]′
, se tiene la función de densidad normal multivariada da-

da por

f(x,µµµ,ΣΣΣ) =
|ΣΣΣ|−1/2

(
√

2π)p
exp

(
−1

2
(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ)

)
,

en donde:

E(x) = µµµ,

Cov(x) = ΣΣΣ.

Tomando el vector x′ =
[
x1 x2 · · · xp

]′
, por A.4 cada una de las compo-

nentes se puede escribir como una combinación lineal de p variables normales
estándar, a saber

xj = µj + aj1z1 + aj2z2 + ...+ ajpzp. (A.5)
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De acuerdo con la ecuación anterior se pueden escribir las p variables de
forma matricial de la forma

x1

x2
...
xp

 =


µ1

µ2
...
µp

+


a11 a12 · · · a1p

a21 a22 · · · a2p
...

...
. . .

...
ap1 ap2 · · · app



z1

z2
...
zp

 , (A.6)

tomando AA′ = Σ y z′ =
[
z1 z2 · · · zp

]′
. De la forma matricial explicita

dada en A.6 se obtiene la ecuación matricial general

x = µµµ+ Az, (A.7)

y premultiplicando esta expresión por la matriz A−1 se encuentra una ecua-
ción matricial para z

A−1(x−µµµ) = A−1(Az) (A.8)

z = A−1(x−µµµ). (A.9)

Recordando que AA′ = ΣΣΣ y aśı, ΣΣΣ−1 = (AA′)−1 = (A′)−1A−1.

Ahora, realizando una transformación de variables con el objetivo de encon-
trar una expresión para la distribución conjunta de x se tiene que

z = A−1(x−µµµ)→
∣∣∣∣∂z

∂x

∣∣∣∣ = |A−1|,

con zj ∼ N(0, 1) e independientes. Por lo anterior es posible escribir

fx(x1, · · · , xp) = fz(z1(x), · · · , zp(x))

∣∣∣∣∂z

∂x

∣∣∣∣ ,
= fz(z1(x)) · · · fz(zp(x))

∣∣∣∣∂z

∂x

∣∣∣∣ ,
=

1√
2π
e−z

2
1/2 · · · 1√

2π)
e−z

2
p/2|A−1|,

=
1

(
√

2π)p
exp

−1

2

p∑
j=1

z2
j

 |A−1|,

donde el interés se centra en la sumatoria a la que está elevada la función
es exponencial, de esta manera (

∑p
j=1 z

2
j ) ∼ χ2

p claramente.
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Por otro lado se sabe que

p∑
j=1

z2
j = z2

1 + z2
2 + · · ·+ z2

p ,

z′z =
[
z1 z2 · · · zp

]

z1

z2
...
zp

 =

p∑
j=1

z2
j ,

pero, z = A−1(x−µµµ) (ver A.9) por lo que z′z es dado por

z′z = [A−1(x−µµµ)]′[A−1(x−µµµ)],

= (x−µµµ)′(A−1)′(A−1)(x−µµµ),

z′z = (x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ).

De esta manera se concluye que la distancia de Mahalanobis tiene una dis-
tribución chi-cuadrado con p grados de libertad, a saber

p∑
j=1

z2
j = z′z =

a′︷ ︸︸ ︷
(x−µµµ)′ΣΣΣ−1

a︷ ︸︸ ︷
(x−µµµ) ∼ χ2, zj ∼ N(0, 1), z2

j ∼ χ2.

Finalmente,

E(x) = µµµ,

V ar(x) = V ar(µµµ) + V ar(Az),

= 0 + A var(z)A′

= AA′,

también por definición de varianza

V ar(x) = E[(x−µµµ)(x−µµµ)′]

= E[(Az)(Az)′]

= E[(Az)(z′A′)]

= AE[zz′]A′

= AIpA
′

= AA′ = ΣΣΣ,

lo cual es consistente con la definición de la matriz ΣΣΣ.
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A.2.2. Demostración por descomposición espectral

Sea x ∼ Np(µµµ,ΣΣΣ) con |ΣΣΣ| > 0 entonces

(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ) ∼ χ2
p.

En el transcurrir de la demostración se hará uso de los siguientes teoremas
bastante conocidos:

Si x ∼ N(µ, σ2) entonces se cumple que

z =
x− µ
σ
∼ N(0, 1),

z2 =

(
x− µ
σ

)2

∼ χ2,

p∑
j=1

z2
j = z2

1 + z2
2 + · · ·+ z2

p ∼ χ2
p.

Descomposición espectral

Siendo ΣΣΣ una matriz simétrica de tamaño p × p según el teorema de la
descomposición espectral esta matriz puede ser escrita en función de sus
valores propios (λj) y vectores propios (vj) de la siguiente forma

ΣΣΣ = λ1v1v
′
1 + λ2v2v

′
2 + · · ·+ λpvpv

′
p,

ΣΣΣ =

p∑
j=1

λjvjv
′
j = VΛV′,

con Λ =

 λ1 0 · · ·
...

. . .
...

0 · · · λp

 y V =
[
v1 · · · vp

]
la matriz diagonal de los

valores propios y la matriz de los vectores propios, respectivamente.

Ahora, a través de la función caracteŕıstica se tiene el siguiente resultado
(Johnson & Wichern, 2007):

Resultado

ΣΣΣv = λv→ ΣΣΣ−1v =
1

λ
v = λ−1v,

con vv′ = 1.
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Nota: Para ΣΣΣ se tiene (λ,v).

Prueba

Como ΣΣΣ semidefinida positiva, v 6= 0 y 0 < v′ΣΣΣv

v′ΣΣΣv = v′(ΣΣΣv),

= v′(λv), por hipótesis

= λv′v = λ,

y aśı, v′ΣΣΣv = λ. Ahora es posible escribir v como

v = ΣΣΣ−1ΣΣΣv = ΣΣΣ−1(λv) = λΣΣΣ−1v, (A.10)

de donde se tiene que v = λΣΣΣ−1v. Se puede dividir por λ a los dos lados de
la igualdad dada en A.10 y se obtiene

1

λ
v = ΣΣΣ−1v, (A.11)

es decir, se le asocia el par valor-vector propio ( 1
λ ,v) a la matriz ΣΣΣ−1.

Con los resultados obtenidos en A.10 y A.11 y además teniendo en cuenta

que zj =
xj − µj
σjj

∼ N(0, 1) y z2
j ∼ χ2

1, se tiene

p∑
j=1

z2
j = z1

2 + z2
2 + · · · z2

p ∼ χ2
p,

ΣΣΣ = λ1v1v
′
1 + · · ·+ λpvpv

′
p =

p∑
j=1

λjvjv
′
j ,

ΣΣΣ−1 =
1

λ1
v1v

′
1 + · · ·+ 1

λp
vpv

′
p =

p∑
j=1

1

λj
vjv

′
j .

En consecuencia, sustituyendo la matriz ΣΣΣ−1 por su equivalente y realizando
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algunas operaciones, se obtiene

(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ) = (x−µµµ)′
p∑
i=1

1

λj
vjv

′
j(x−µµµ),

=

p∑
j=1

1

λi
(x−µµµ)′vjv

′
j(x−µµµ),

=

p∑
j=1

1

λj
[v′j(x−µµµ)]2,

=

p∑
j=1

[
1√
λi

v′j(x−µµµ)

]2

,

=

p∑
j=1

z2
j ∼ χ2

p.

Resumiendo,

(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ) =

p∑
j=1

[
1√
λj

v′j(x−µµµ)

]2

,

=

p∑
j=1

[A(x−µµµ)]2.

Demostrando que A(x − µµµ) tiene una distribución normal multivariada
estándar se tiene el resultado anterior y se completa la demostración. En
este sentido, expĺıcitamente el vector z y la matriz A son dados por

z =


z1

z2
...
zp

A =


1√
λ1

v′1
1√
λ2

v′2
...

1√
λp

v′p

 .

También a partir de la distribución normal multivariada se conocen los
siguientes dos resultados

x ∼ Np(µµµ,ΣΣΣ)→ (x−µµµ) ∼ Np(0,ΣΣΣ), (A.12)

z = A(x−µµµ) ∼ N(0,AΣΣΣA′), (A.13)
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además, la varianza de z es dada por

V ar(z) = A(x−µµµ) = A,

V ar(x−µµµ)A′ = AΣΣΣA′,

que es igual a la matriz identidad, como se verá a continuación. Con ese
objetivo, en AΣΣΣA′ se sustituye cada matriz por su equivalente

AΣΣΣA′ =


1√
λ1

v′1
1√
λ2

v′2
...

1√
λp

v′p,


 p∑
j=1

λjv
′
jvj

[ 1√
λ1

v′1
1√
λ2

v′2 · · · 1√
λp

v′p
]
,

=

 p∑
j=1

λj




1√
λ1

v′1
1√
λ2

v′2
...

1√
λp

v′p,


[

1√
λ1

v′1
1√
λ2

v′2 · · · 1√
λp

v′p
]
,

= Ip,

y por tanto teniendo en cuenta A.13 se tiene que z = A(x−µµµ) ∼ Np(0, Ip),
que era lo que se queŕıa probar.

Intervalo de confianza

Realizando la analoǵıa del caso univariado, y teniendo en cuenta la de-
mostración anterior, simplemente se reemplaza la distancia de Mahalanobis
en el lugar del estad́ıstico que tiene una distribución chi - cuadrado, como
se ilustra a continuación.

χ2 =
(n− 1)s2

σ2
∼ χ2

n−1,

P (χ2 ≤ χ2
α) = 1− α,

P

(
(n− 1)s2

σ2
≤ χ2

α

)
= 1− α,

P
(
(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ) ≤ χ2

α

)
= 1− α.
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A.2.3. Distribución T 2 de Hotelling

La distribución T 2 de Hotelling es una distribución utilizada comúnmen-
te para la inferencia estad́ıstica multivariada gracias a que permite el uso
de la matriz de covarianzas estimada cumpliendo un papel similar al de la
distribución t de Student en el caso univariado. De manera que se abor-
dará primero la distribución t de Student de forma espećıfica y luego se
generalizará para el caso multivariado obteniendo aśı la distribución T 2 de
Hotelling.

Distribución t de student

Un resultado muy conocido es el hecho de que el estad́ıstico que envuelve
la desviación estándar muestral tiende a una distribución t de student con
n− 1 grados de libertad, espećıficamente,

t =
x̄− µ
s√
n

∼ tn−1.

De manera que cuando se necesita probar las hipótesis{
H0 = µ = µ0,

H1 = µ 6= µ0,

bajo H0 se tiene que

t0 =
x̄− µ0
s√
n

,

Donde se rechaza H0 cuando t0 > tα/2 o to < tα/2 lo que es equivalente a
|t0| > tα/2. Rechazar H0 cuando |t0| es grande es equivalente a rechazar H0

si el cuadrado t20 es grande, donde t20 está dado por

t20 =

 x̄− µ0
s√
n


2

= n(x̄− µ0)(s2)−1(x̄− µ0).

De manera que el intervalo de confianza para µ0 es dado por

x̄− tα/2
s√
n
≤ µ0 ≤ x̄+ tα/2

s√
n
.

Vale resaltar que el intervalo de confianza consiste de todos aquellos valores
µ0 que no se rechazan por la prueba con hipótesis nula H0 : µ = µ0.
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Caso Multivariado

Para el caso multivariado se considera el problema de determinar si µµµ0

es un vector pausible para el vector de medias de una distribución normal
multivariada. Entonces, se define la distribución T 2 de Hotelling por medio
del estad́ıstico

T 2 = (x̄−µµµ0)′
(

S

n

)−1

(x̄−µµµ0),

T 2 = n(x̄−µµµ0)′S−1(x̄−µµµ0),

con matriz de covarianza muestral

S =
1

n− 1

p∑
j=1

(xj − X̄)(xj − X̄)′.

Aśı pues, el estad́ıstico T 2 se distribuye como una Fisher de p/(n−p) grados
de libertad. De manera que

T 2 ∼ (n− 1)p

n− p
Fp,n−p,

donde

F =

χ2
p

p

χ2
n−p

n− p

.

Distribución T 2 de Hotelling y Whishart

Antes de demostrar a donde tiende la distribución T 2 de Hotelling, se
definirá la distribución de Whishart.

Se tiene X de tamaño m×p con distribución normal multivariada con µµµ = 0
y matriz de covarianza ΣΣΣ, a saber, X ∼ Np(0,ΣΣΣ).

Se define la matriz M con distribución de Wishart, espećıficamente,

M = X′X ∼Wishart(Σ,m). (A.14)

Considerando solamente un vector con distribución normal univariada de
media 0 y varianza σ2, espećıficamente
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x11

x21
...
xn1

 ∼ N(0, σ2),

fácilmente se ve que

M = x′x ∼Wishart(σ2,m). (A.15)

Por otro lado, teniendo en cuenta que x tiene media 0,

z =
x̄− µ
σ
∼ N(0, 1),

z =
x̄

σ
∼ N(0, 1),

z2 =
x′x

σ2
∼ χ2

m,

M = x′x ∼ σ2χ2
m.

Luego considerando A.15, Wishart(σ2,m) ∼ σ2χ2
m; con lo que se concluye

que
Wishart(1,m) ∼ χ2

m. (A.16)

De A.14, para el caso multivariado

M ∼Wishart(ΣΣΣ,m),

y por propiedades de la distribución Wishart

a′Ma ∼Wishart(a′ΣΣΣa,m), (A.17)

y por tanto

a′Ma

aΣΣΣa
∼Wishart(1,m) ∼ χ2

m. (A.18)

Ahora con el objetivo de encontrar la distribución de T 2 de Hotelling,
espećıficamente de T 2 = m(x − µµµ)′S−1(x − µµµ) se toma M = S y a =
x − µµµ se multiplica y se divide al lado derecho de la igualdad anterior por
(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ) y se encuentra que T 2 queda como el cociente de dos dis-
tribuciones chi-cuadrado que por definición al dividirse por sus respectivos
grados de libertad se obtiene la distribución Fisher. Esto es
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T 2 = m(x−µµµ)′S−1(x−µµµ),

T 2 =
m(x−µµµ)TM−1(x−µµµ)

(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ)
(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ),

teniendo en cuenta que,

F =

χ2
u

u
χ2
v

v

∼ Fu,v,

T 2 =
m(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ)

(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ)

(x−µµµ)′M−1(x−µµµ)

,

para el denominador tener en cuenta A.18 y organizando los grados de li-
bertad, se obtiene la expresión para T 2,

T 2 =

mp(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ)

p

(m− p+ 1)
(x−µµµ)′ΣΣΣ−1(x−µµµ)

(x−µµµ)′M−1(x−µµµ)

m− p+ 1

,

T 2 =
mp

m− p+ 1

χ2
p

p

χ2
m−p+1

m− p+ 1

∼ mp

m− p+ 1
Fp,m−p.

Tomando m = n− 1 se obtiene la expresión deseada para la distribución de
Hotelling, a saber

T 2 = m(x−µµµ)′S−1(x−µµµ) ∼ (n− 1)p

n− p
Fp,n−p.

A.2.4. Una aproximación geométrica a la distancia de Maha-
lanobis

La distancia de Mahalanobis entre dos individuos x(i) y x(k) seleccio-
nados aleatoriamente de una población con matriz de covarianza ΣΣΣ está
definida por la forma cuadrática

d2
ik = (x(k) − x(i))

′ΣΣΣ−1(x(k) − x(i)).
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Sus propiedades como medida de distancia se desprenden del hecho de que
la matriz ΣΣΣ−1 es simétrica definida positiva, es decir, cumple con la forma
cuadrática x′Ax > 0, donde A es una matriz cuadrada definida positiva
de tamaño p × p. Para una mayor descipción de esta propiedad consultar
Johnson et al. (2007) e Ipsen (2009).

La distancia de Mahalanobis puede ser usada para conocer que tan alejado
se encuentra un individuo x(i) del centro de masa µ. De modo que

d2
i = (x(i) −µµµ)′ΣΣΣ−1(x(i) −µµµ),

mide la distancia de cada observación x(i) a la media µµµ corregida por la
variabilidad de la muestra.

Una propiedad interesante de la distancia Mahalanobis se presenta cuando
se trabaja bajo el supuesto de multinormalidad en los datos. Si x(i) se distri-
buye como x(i) ∼ Np(µµµ,ΣΣΣ), entonces d2

i se distribuye como una ji-cuadrado
con p grados de libertad, o sea, d2

i ∼ χ2
p.

Para una aproximación sencilla, se supone que las variables xj no se encuen-
tran correlacionadas de forma que σjl = 0 para todo j, l = 1, 2, . . . , p con
j 6= l. Reescribiendo la distancia de Mahalanobis se tiene

d2
i = (x(i) −µµµ)′ΣΣΣ−1(x(i) −µµµ) =

p∑
j=1

(xij − µj)2

σjj
=

p∑
j=1

z2
ij ,

bajo el supuesto de normalidad zij ∼ N(0, 1) de forma que z2
ij ∼ χ2 y, por

lo tanto, d2
i ∼ χ2

p al ser una sumatoria de variables normales estándar al
cuadrado. Aśı que

(x(i) −µµµ)′ΣΣΣ−1(x(i) −µµµ) ∼ χ2
p. (A.19)

Bajo el supuesto de normalidad, al igualar la distancia de Mahalanobis a un
valor de χ2

p(α) estamos generando un contorno de densidad de probabilidad
que describe un hiper elipsoide que contiene el (1−α) % de los datos, obte-
niendo aśı una herramienta útil en la identificación de datos at́ıpicos.

Para ilustrar esto, se supone un vector aleatorio de dos dimensiones x(i) =[
xi1 xi2

]
con vector de medias µµµ =

[
µ1 µ2

]
y matriz de covarianzas ΣΣΣ =[

σ11 σ12

σ12 σ22

]
, para hacer uso de la distancia de Mahalanobis es necesario que
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la varianza generalizada sea diferente de cero para evitar la singularidad en
la matriz de covarianzas, V G = σ11σ22 − σ2

12 6= 0. De forma que

d2
i =

1

σ11σ22 − σ2
12

[
xi1 − µ1 xi2 − µ2

] [ σ22 −σ12

−σ12 σ11

] [
xi1 − µ1

xi2 − µ2

]
,

d2
i =

(xi1 − µ1)2σ22 − 2(xi1 − µ1)(xi2 − µ2)σ12 + (xi2 − µ2)2σ11

σ11σ22 − σ2
12

.

Si se fija la distancia d2
i en un valor χ2(α) se llega a que la expresión anterior

define el contorno de una elipse rotada un ángulo θ respecto al eje x1, es de
esperar que esta elipse contenga al (1− α) % de los datos.

Los ejes de la elipsoide indican las direcciones de máxima variabilidad de los
datos. Como se muestra en el caṕıtulo 1 la longitud de cada uno de los ejes

del hiperelipsoide está dada por
√
λ2
jχ

2
p(α) donde λj es el valor propio rela-

cionado con la j-ésima componente principal. Sin embargo, si las variables
no se encuentran correlacionadas la longitud de los ejes del hiperelipsoide

estarán dadas por
√
σjjχ2

p(α).

Si para el caso de dos dimensiones se tiene ρ12 = 0 de forma que σ12 = 0, al
reemplazar en la expresión anterior y fijar la distancia a χ2

p(α) se obtiene

(xi1 − µ1)2

σ11
+

(xi2 − µ2)2

σ22
= χ2

p(α),

llevando la expresión a su forma canónica

(xi1 − µ1)2

σ11χ2
p(α)

+
(xi2 − µ2)2

σ22χ2
p(α)

= 1,

donde la distancia desde el centroide al contorno sobre el semieje x1 es√
σ11χ2

p(α) y al semieje x2 es
√
σ22χ2

p(α).

A.3. Cartas de control

Una de las herramientas estad́ısticas comúnmente utilizadas en la in-
dustria son las cartas de control cuyo fin consiste en diagnosticar causas
especiales de variabilidad presente en los procesos productivos. Sin embar-
go, también pueden funcionar como criterio en la identificación de datos
at́ıpicos en una muestra. Las dos cartas multivariadas más comunes son la



APÉNDICE A. ESTADÍSTICA DESCRIPTIVA E INFERENCIAL 158

carta en formato elipse y la carta T 2, estas cartas son utilizadas para mo-
nitorear la estabilidad de una muestra de observaciones multivariadas y aśı
definir regiones de control para observaciones futuras. Para la construcción
de las cartas de control multivariadas inicialmente se considerará los proce-
dimientos para una muestra de observaciones individuales y posteriormente
para grupos de medias muestrales, con base en lo presentado en Jhonson et
al. (2007) y Montgomery (2012).

A.3.1. Cartas para el análisis de estabilidad de una muestra
de observaciones

Se asume una muestra aleatoria de gran tamaño x(1),x(2), . . . ,x(n) con
distribución Np(µµµ,ΣΣΣ) gracias al teorema del ĺımite central. El interés es
identificar aquellos datos que presentan una variabilidad inusual para el
proceso o que son at́ıpicos para la muestra, es decir, que se encuentran fuera
de la región de control. Para esto, es necesario analizar los residuales o la
distancia de cada una de las observaciones x(i) al centroide de la muestra x̄.
De manera que

x(i) − x̄ =

(
1− 1

n

)
x(i) −

1

n
x(1) − · · · −

1

n
x(i−1) −

1

n
x(i+1) − · · · −

1

n
x(n),

en donde el valor esperado es

E(x(i) − x̄) = E(x(i))− E(x̄) = µµµ−µµµ = 0,

y la covarianza

Cov(x(i) − x̄) =

(
1− 1

n

)2

ΣΣΣ + (n− 1)n−2ΣΣΣ =
(n− 1)

n
ΣΣΣ,

En donde cada residual x(i)−x̄ tiene una distribución normalNp

(
0, (n−1)

n ΣΣΣ
)

.

Sin embargo, para fijar los ĺımites de control es posible utilizar el hecho de
que la distancia de Mahalanobis estimada se distribuye bajo una chi cuadra-
da de p grados de libertad cuando las muestras son de gran tamaño gracias
al teorema del ĺımite central, obteniendo

(x(i) − x̄)′S−1(x(i) − x̄) ∼ χ2
p.

A partir de este hecho es posible construir tanto la carta de formato
elipse que está pensada para dos variables como la carta de formato T 2 que
está pensada para más de dos variables.
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Cartas de formato elipse

La carta de formato elipse es una carta de control bivariada. Para obte-
ner la carta es necesario ubicar las dos caracteŕısticas de la i-ésima unidad
(xi1, xi2) en un gráfico de dispersión con los ĺımites definidos por la región
de control del 95 % de confianza que consiste de todos los x(i) que satisfacen

(x(i) − x̄)′S−1(x(i) − x̄) ≤ χ2
2(0,05).

Cuando un punto se encuentra fuera de la región de control, es necesa-
rio analizar el comportamiento de cada dimensión independientemente. De
forma que se construyen dos cartas x̄ cuyos ĺımites de están dados por los
siguientes ĺımites de control superior (LCS ) e inferior (LCI ):

LCS = x̄j + 3
√
sjj ,

LCI = x̄j − 3
√
sjj .

Donde el valor central del intervalo corresponde a x̄j . Si los datos son no
negativos el ĺımite inferior se define en cero en caso tal que sea menor que
cero.

Cartas de control T2

Una carta T 2 por su parte puede ser aplicada a un gran número de
caracteŕısticas a diferencia del formato elipsoidal. Además, los datos son
presentados en orden temporal, lo que permite identificar tendencias y pa-
trones en los datos.

Para el i-ésimo punto se calcula el estad́ıstico T 2

T 2
i = (x(i) − x̄)′S−1(x(i) − x̄),

una vez obtenidos los valores T 2
i se grafican los individuos en un eje temporal

donde el ĺımite de control inferior es cero y el ĺımite de control superior está
definido por un estad́ıstico chi cuadrado

LCS = χ2
p(0,05),

LCI = 0,

para una carta de control del 95 % de confiabilidad. De forma que la carta
T 2 no tiene un valor o ĺınea central.
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Cuando la carta muestra que la i-ésima unidad se encuentra fuera de
control, es necesario determinar cuales variables son responsables. Una re-
gión modificada con base en los intervalos de Bonferroni es comúnmente
utilizada para este propósito. La j-ésima variable está fuera de control si xij
no pertenece al intervalo

(x̄j − tn−1(0,005/p)
√
sjj , x̄j + tn−1(0,005/p)

√
sjj),

donde p es el total de variables medidas.

A.3.2. Regiones de control para observaciones futuras indi-
viduales

La meta ahora es usar los datos x(1),x(2), . . . ,x(n), recolectados cuando
el proceso es estable para fijar una región de control, llamada región de pre-
dicción, para una observación futura x. El objetivo de este tipo de cartas
consiste en identificar posibles defectos de calidad en un proceso que ya se
encuentra bajo control o comportamientos at́ıpicos en nuevas observaciones
pertenecientes a una población cuyo comportamiento se ha descrito con an-
terioridad. De manera que el proceso debe ser estable antes de que los datos
puedan ser usados para determinar regiones de control para las nuevas ob-
servaciones.

Sean x(1),x(2), . . . ,x(n) distribuidas independientemente como Np(µ,Σ)
y sea x una futura observación de la misma distribución. Entonces el es-
tad́ıstico T 2 tiene la forma

T 2 =
n

n+ 1
(x− x̄)′S−1(x− x̄),

y se distribuye como

T 2 ∼ (n− 1)p

n− p
Fp,n−p.

Y una elipsoide de predicción p dimensional del 100(1− α) % está dada
por todos los x que satisfacen

(x− x̄)′S−1(x− x̄) ≤ (n2 − 1)p

n(n− p)
Fp,n−p(α).

Para esto, primero se debe resaltar que x− x̄ tiene media 0, ya que

E(x− x̄) = E(x)− E(x̄) = µµµ−µµµ = 0,
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y como x es una observación futura x y x̄ son independientes, entonces

Cov(x− x̄) = Cov(x) + Cov(x̄) = ΣΣΣ +
1

n
ΣΣΣ,

Cov(x− x̄) =
(n+ 1)

n
ΣΣΣ,

de forma que √
n

n+ 1
(x− x̄) ∼ Np(0,ΣΣΣ).

Ahora, √
n

n+ 1
(x− x̄)′S−1

√
n

n+ 1
(x− x̄),

lo cual combina un vector aleatorio normal multivariado Np(0,ΣΣΣ) y una ma-
triz aleatoria Wishart Wp,n−1 y por lo tanto se distribuye como una Fitcher
modificada por sus grados de libertad.

Cartas de control elipsoidales para futuras observaciones

Con p = 2, el 95 % la elipse de predicción se puede definir como

(x− x̄)′S−1(x− x̄) ≤ 2(n2 − 1)

n(n− 2)
F2,n−2(0, 05),

de forma que cualquier observación futura x se declara fuera de control si
se ubica fuera de la elipse.

Cartas de control T 2 para futuras observaciones

Para cada observación x se debe ubicar el punto

T 2 =
n

n+ 1
(x− x̄)′S−1(x− x̄),

en orden temporal definiendo el ĺımite de control inferior como cero y el
ĺımite de control superior como

LCS =
(n− 1)p

(n− p)
Fp,n−p(0,05).

Los puntos por encima del ĺımite de control superior representan causas
potenciales de variación y sugieren que el proceso debeŕıa ser examinado para
determinar si es necesario tomar una decisión correctiva o que un individuo
presenta caracteŕısticas altamente at́ıpicas respecto a la población a la que
pertenece.
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A.3.3. Cartas de control basadas en medias submuestrales

Cuando la obtención de las mediciones se realiza por un muestreo alea-
torio de m > 1 unidades seleccionadas al tiempo es necesario trabajar sobre
las medias de esas muestras. Es decir, la muestra i determinará la media
muestral x̄(i) y la matriz de covarianza muestral Si donde i = 1, 2, ..., n. Por
lo general, se asume que cada vector de observaciones aleatorio se distribuye
independientemente como Np(0,ΣΣΣ), supuesto bajo el cual tanto las medias
muestrales como las matrices de covarianza son independientes.

Para un submuestreo general de medias x̄(i), el residual x̄(i) − ¯̄x tiene
una distribución normal con media 0 y

Cov(x̄(i) − ¯̄x) =

(
1− 1

n

)2

Cov(x̄(i)) +

(
n− 1

n2

)
Cov(x̄(1)) =

(n− 1)

nm
ΣΣΣ,

donde

¯̄x =
1

n

n∑
i=1

x̄(i).

Por otra parte, las covarianzas muestrales pueden ser combinadas para ob-
tener un estimador. Este estimador es

S =
1

n

n∑
i=1

Si.

Aqúı (nm− n)S es independiente de cada x̄(i) y, por lo tanto, de su media
¯̄x. Además, (nm − n)S se distribuye como una matriz aleatoria Wishart
con nm − n grados de libertad. Vale notar que se estima ΣΣΣ de los datos
recolectados en cada periodo. Al combinar estos estimadores se obtiene un
estimador con un mayor número de grados de libertad. Consecuentemente,

T 2 =
nm

n− 1
(x̄(i) − ¯̄x)′S−1(x̄(i) − ¯̄x),

la cual se distribuye como

T 2 ∼ (nm− n)p

(nm− n− p+ 1)
Fp,nm−n−p+1.

Cartas formato elipse

En analoǵıa con la discusión sobre observaciones multivariadas indivi-
duales, la carta de control elipsoidal para medias submuestrales es

(x̄(i) − ¯̄x)′S−1(x̄(i) − ¯̄x) ≤ 2(n− 1)(m− 1)

m(nm− n− 1)
F2,nm−n−1(0,05),
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aunque el lado derecho se suele aproximar a χ2
2(0,05)/m. Las submuestras

correspondientes a los puntos fuera de las elipses de control deben ser revisa-
das cuidadosamente para analizar el cambio de las caracteŕısticas de calidad
medidas.

Cartas T2

Para construir una carta T 2 con datos submuestrales y p caracteŕısticas
se grafica la expresión

T 2
i = m(x̄(i) − ¯̄x)′S−1(x̄(i) − ¯̄x),

para cada i = 1, 2, . . . , n donde el ĺımite de control superior esta dado por

LCS =
(n− 1)(m− 1)p

(nm− n− p+ 1)
Fp,nm−n−p+1(0,05).

El LCS es a menudo aproximado a χ2
p(0,05) cuando n es grande. Los

valores T 2
i que exceden el LCS corresponden a las potenciales causas de

variación que pueden sacar de control al proceso.

A.3.4. Regiones de control para futuras observaciones sub-
muestrales

Una vez recolectados los datos del proceso estable pueden ser usados
para fijar los ĺımites de control para futuras observaciones de medias sub-
muestrales.

Si x̄ es una media submuestral futura, entonces x̄ − ¯̄x tiene una distri-
bución normal multivariada con media 0 y

Cov(x̄− ¯̄x) = Cov(x̄) +
1

n
Cov(¯̄x) =

(n+ 1)

nm
ΣΣΣ,

consecuentemente.

T 2 =
nm

n+ 1
(x̄− ¯̄x)′S−1(x̄− ¯̄x),

la cual se distribuye como

T 2 ∼ (nm− n)p

(nm− n− p+ 1)
Fp,nm−n−p+1.
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Carta formato elipse

La elipse de predicción para futuras medias submuestrales de p = 2
caracteŕısticas se define por el conjunto de todas las x̄ tales que

(x̄− ¯̄x)′S−1(x̄− ¯̄x) ≤ 2(n+ 1)(m− 1)

m(nm− n− 1)
F2,nm−n−1(0,05),

donde, nuevamente, el lado derecho es aproximado usualmente a χ2
2(0,05)/m.

Carta T2

Como antes, se pasa n/(n+ 1) al ĺımite de control y se grafica

T 2 = m(x̄− ¯̄x)′S−1(x̄− ¯̄x),

para las futuras medias muestrales en orden cronológico. El ĺımite superior
es definido por

LCS =
(n+ 1)(m− 1)p

(nm− n− p+ 1)
Fp,nm−n−p+1(0,05),

el cual puede ser aproximado a χ2
p(0,05) cuando n es grande.

Los puntos fuera de la elipse de predicción o cerca al LCS sugieren que
los valores actuales de las caracteŕısticas de calidad son diferentes de alguna
forma a aquellas del proceso estable previo. Esto puede ser bueno o malo, lo
único certero es la necesidad de buscar cuidadosamente las razones de este
cambio.
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[90] Özdemir, V., & Hekim, N. (2018). Birth of industry 5.0: Making
sense of big data with artificial intelligence,“the internet of things” and
next-generation technology policy. Omics: a journal of integrative bio-
logy, 22(1), 65-76.

[91] Potdar, K., Pardawala, T. S., Pai, C. D. (2017). A comparative
study of categorical variable encoding techniques for neural network
classifiers. International journal of computer applications, 175(4), 7-9.

[92] Pearson, K. (1901). On lines and planes of closest fit to systems of
points in space. Philosophical Magazine, 6, 559 - 572.



BIBLIOGRAFÍA 173
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