?::-;ﬁ!-_e.;_.‘g'
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

Modelos de poblaciones con crecimiento
logistico y memoria

Jonnathan Ramirez Granada

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas
Medellin, Colombia
2021



Modelos de poblaciones con crecimiento
logistico y memoria

Jonnathan Ramirez Granada

Tesis presentada como requisito parcial para optar al titulo de:
Magister en Ciencias: Matematica Aplicada

Director:
Ph.D. Carlos Enrique Mejia Salazar

Linea de Investigacién:
Sistemas dinamicos
Grupo de Investigacion:
Computacion Cientifica

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas
Medellin, Colombia
2021



A Ivén Mejia Uribe, uno de mis primeros pro-
fesores de matemadticas, a quien recuerdo grata-
mente cada que aplico alguno de los conceptos
que aprendi de él durante mi adolescencia tanto
en mi vida académica como laboral.



Agradecimientos

La culminacion de diferentes procesos en la vida nos lleva a retroceder un poco para buscar a
esas personas a las que debemos gratitud por su aporte en la labor finalizada. En esta situacién,
quiero exaltar a diferentes personas que han contribuido de diversas maneras a la realizacion de
este trabajo.

Para empezar, debo agradecer profundamente a los docentes que estuvieron encargados de orien-
tarme en la creacion y redaccion de este trabajo. Agradezco mucho al profesor Carlos Enrique
Mejia Salazar por su disposicién por su apoyo durante las dificultades presentadas, en especial
los hechos que acontecieron al inicio de la realizacién de este trabajo, asi como por su orientacién
en la seleccion del tema, su instrucciéon para la escritura de las rutinas para representar sistemas
dindmicos en Matlab y su labor de supervisién y asesoria durante los semestres de ejecucion de
este trabajo. También, agradezco a Oscar Ivan Giraldo Galeano por ser el principal orientador en
el tema de sistemas dinamicos y por despertar el interés en el area.

Doy gracias a mis profesores del pregrado de Matematicas por los conocimientos transmitidos.
En particular, a Hugo Javier Arbeldez Pulgarin por todos los consejos y correcciones realizadas
durante la escritura de mi trabajo de pregrado, consideraciones que se tuvieron en cuenta en la
escritura de este trabajo final de maestria. También extiendo mi gratitud a Fernando Alberto Mo-
rales Jauregui por una conversacion que tuvimos cuando me dio el curso de sistemas dinamicos,
conversacion que hoy en dia me ha servido como motivacion para seguir mis estudios en el area de
matematicas.

En el d&mbito personal, también quiero extender mis agradecimientos a las siguientes personas:

A mi familia por proporcionarme su compania, por aceptar en la distancia una condicién para
la realizacién de mis proyectos, por la inquietud y la preocupacién que manifiestan y que me han
hecho sentir més motivado para obtener mejores resultados.

A mis companeros de la maestria cuya dedicacién por los estudios han representado un estimulo
para finalizar apropiadamente este ciclo. En particular, quiero mencionar a Valentina Zapata Cas-
tro, Maria Camila Lépez Posada, Johan Estiben Lépez Cifuentes, Rafael Alexander Llinds Ramirez
y Carlos Alberto Pérez Lopez.

A personas maravillosas con las que me he encontrado en este trasegar de los que he aprendi-
do mucho y que me han ayudado en la realizacién de este trabajo de muchas maneras: sugerencias
en la organizacion de tiempo, revision de la escritura, vigilancia en el cumplimiento de las metas
establecidas, recomendaciones de salud, presencia en pausas activas y descanso. Ellas son Luisa
Fernanda Cuartas Castrillon, Jessica Alejandra Avendano Restrepo, Laura Ortiz Gaviria, Laura
Bolivar Parra, Laura Valencia Ruiz, Angela Rodriguez Gutiérrez, Elkin Herndn Gutiérrez Aven-
dano.

Por ultimo y no menos importante, quiero manifestar mi completa gratitud a una persona sin



la cual este trabajo de grado no hubiera llegado a feliz término, una persona que con su actitud
y desempeno profesional logré indiscutiblemente que este trabajo diera luz y pudiera realizarse
acatando las disposiciones normativas de la Facultad de Ciencias. Muchas gracias, Maria Liliana
Parra Osorno por estar pendiente de todos estos aspectos y contribuir de la mejor manera a mi
crecimiento personal y profesional.

i



Resumen

La modelaciéon matematica de sistemas bioldgicos esta basada en el uso de diferentes herramientas,
en particular en ecuaciones diferenciales y, por tanto, en sistemas dinamicos. Recientemente, se
ha buscado que los modelos bioldgicos consideren el concepto de memoria, lo cual ha llevado a
formular sistemas de ecuaciones en derivadas de orden fraccionario como el operador diferencial de
Caputo. Con base en esto, se plantean varios objetivos dentro de esta investigacion, incluyendo re-
conocer los resultados respecto a la estabilidad de las soluciones de equilibrio existentes, comparar
el comportamiento cualitativo de los sistemas ordinario y fraccionario y aplicar estos resultados
en modelos de poblaciones y transmisién de enfermedades. En aras de ello, se realiza el estudio de
diferentes sistemas por medio de linealizacion y la construccion de los diagramas de fase usando el
método predictor-corrector de Adams-Bashforth-Moulton. Los modelos estudiados corresponden
a modelos predador-presa, de competicién y transmisién de epidemias, incluyendo algunos casos
con crecimiento logistico. Respecto al comportamiento de los diferentes sitemas, se puede ver que
el orden de la derivada es determinante en la estabilidad de los mismos, obteniendo casos en los
que este valor corresponde a un parametro de bifurcacion, llegando inclusive a obtener comporta-
mientos consistentes con bifurcaciones de Hopf.

Palabras clave: sistemas dinamicos, derivada de Caputo, memoria, Teorema de Matig-
non, linealizacién, crecimiento logistico.
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Population models with logistic growth
and memory

Abstract

Mathematical modeling of biological systems is based on the use of different tools, particularly
differential equations and, therefore, dynamical systems. Recently, biological models have sought
to consider the concept of memory, which has led to the formulation of systems of fractional order
derivative equations such as the Caputo differential operator. Based on this, several objectives
are raised within this research, including recognizing the results regarding the stability of existing
equilibrium solutions, comparing the qualitative behavior of ordinary and fractional systems, and
applying these results in models of populations and disease transmission. For this purpose, the
study of different systems is carried out by means of linearization and the construction of pha-
se diagrams using the Adams-Bashforth-Moulton predictor-corrector method. The studied models
correspond to predator-prey, competition and epidemics transmission models, including some cases
with logistic growth. Regarding the behavior of the different systems, it can be seen that the order
of the derivative is determinant in their stability, obtaining cases in which this value corresponds
to a bifurcation parameter, even obtaining behaviors consistent with Hopf bifurcations.

Keywords: dynamical systems, Caputo derivative, memory, Matignon Theorem, lineari-
zation, logistic growth.
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Introduccion

La dinamica de poblaciones es un area de las ciencias que intenta explicar la variacién en ta-
manos y composicion de las poblaciones, incluyendo conocimientos de diferentes disciplinas como
la biologia, la medicina, la demografia y, en particular, las mateméticas (Bacaér, 2011). Para la
representacion del comportamiento temporal de las poblaciones se implementan diferentes mo-
delos buscando replicar su dindmica entre los que se encuentran modelos discretos, continuos,
deterministicos y estocasticos (Bacaér, 2011). Histéricamente, los modelos continuos deterministi-
cos asociados a sistemas de ecuaciones diferenciales han sido amplicamente utilizados para este
proposito.

Uno de los primeros escenarios en los que aparecen las ecuaciones diferenciales para estudio de
poblaciones es la demografia. Thomas Robert Malthus en 1798 expresé que la poblacién crece en
proporcion geométrica mientras que los recursos para la subsistencia crecen en progresiéon aritméti-
ca (Bacaér, 2011). Posteriormente, Pierre-Frangois Verlhulst, en 1838, sugiere que las poblaciones
no pueden crecer geométricamente sino que la tasa de crecimiento de la poblacion esta afectada
por el entorno (Bacaér, 2011), a lo cual asocia una cantidad conocida hoy en dia como capacidad
de carga. Estas dos situaciones siguen siendo consideradas como primeros modelos de estudio del
crecimiento poblacional; el modelo enunciado por Malthus corresponde a un crecimiento exponen-
cial que sigue siendo aplicado para estudiar crecimiento de bacterias mientras que el enunciado de
Verlhulst es conocido ahora como modelo de crecimiento logistico, componente de muchos de los
trabajos relacionados con crecimiento poblacional.

La aplicacién de las ecuaciones diferenciales también se ha aplicado para estudiar la interaccion
entre especies. En 1920, Alfred James Lotka publica “Analytical notes on certain rythmic relations
in organic systems” donde enuncia el sistema actualmente conocido como sistema predador-presa de
Lotka-Voterra considerando la interaccién entre vegetacion y herbivoros (Bacaér, 2011). Posterior-
mente, en 1925, Vito Volterra utiliza el sistema introducido por Lotka para estudiar la proporcién
de peces cartilaginosos y la pesca en diferentes locaciones del mar Mediterraneo en Italia (Bacaér,
2011). El trabajo de ambos ha sido de gran importancia en la biologia matematica ya que muchos
de los modelos actuales sobre interaccién de especies se basan en este primer sistema de ecuaciones
incluyendo modificaciones en el crecimiento de las especies y su interaccion por medio de analogias
con leyes fisicas y quimicas conocidas.

La medicina no ha escapado a la presencia de los sistemas de ecuaciones diferenciales, sobre todo
en el campo de la epidemiologia donde se hace necesario el estudio de la dindmica de las poblaciones
infectadas, especialmente para tomar decisiones relacionadas con la salubridad publica. En 1911,
Ronald Ross publica “The Prevention of Malaria” en el cual analiza el avance de la enfermedad por
medio de ecuaciones diferenciales (Bacaér, 2011). Este trabajo fue estudiado por Anderson Gray
McKendrick en su publicacién de 1926 “Aplications of mathematical to medical models”, en la cual
propone por primera vez la interaccion entre tres compartimientos de la poblacién: susceptibles,
infectados y recuperados. Posteriormente, McKendrick recibe la colaboracién de William Ogilvy



Kermack en lo que se conoce actualmente como modelos SIR para la propagaciéon de enfermedades
(Bacaér, 2011). El modelo epidemioldgico Kermack-McKendrick es uno de los mas sencillos en
el estudio de propagacion de enfermedades, pero ha inspirado la creacién de otros que incluyen
aspectos como la vacunacion, la incidencia del contacto por medio de funciones generalizadas y
otros aspectos propios de la dinamica de cada enfermedad segin sea el caso.

Hasta el momento se han mencionado modelos basados en el calculo creado en el siglo XVII
por Newton y Leibniz. Sin embargo, de manera paralela se estaba desarrollando un area diferente
de las matematicas que puede aportar herramientas para dilucidar el comportamiento de las po-
blaciones, la cual se conoce actualmente como céalculo fraccionario. La historia sitia el nacimiento
del célculo fraccionario en 1695 en una correspondencia intercambiada entre Leibniz y L'Hopital
en la cual se expone que al tomar la habitual notacién SZ—Z = D"y si el significado de las derivadas
de orden entero puede ser extendido a orden no entero, en particular a n = % (Machado et al.,
2010). En esta discusién aparecieron aportes de Euler, Laplace, Lagrange, Fourier y Abel. Dentro
de estas investigaciones se buscaba propiamente definir un operador diferencial con orden fraccio-
nario, labor que fue desarrollada por Bernhard Riemann al establecer propiamente la integracién
fraccionaria siguiendo el trabajo de Liouville (Machado et al., 2010). Posteriormente aparece la
primera definicién de una derivada fraccionaria, enunciada por Anton Griinwald y Aleksey Let-
nikov como el limite de una sumatoria (Machado et al., 2010). Con base en todos estos aportes
se consolidé lo que hoy se conoce como célculo fraccionario, una rama del andlisis matematico
enfocada en operadores integro-diferenciales donde las integrales son tipo convolucién y exhiben
kérneles tipo leyes potenciales (Machado et al., 2011).

Desde mediados del siglo XX, el cdlculo fraccionario ha tenido una amplia difusion en diferentes
modelos de matematicas aplicadas en diferentes areas de las ciencias. En particular, uno de los
temas que ha visto mayor nimero de aplicaciones de cédlculo fraccionario ha sido el tema de
viscoelasticidad, en el cual Caputo, en 1969, propone un operador diferencial para este proposito,
el cual lleva su nombre. El uso de operadores fraccionarios en temas relacionados con las ciencias
de los materiales de debe a que estos permiten estudiar fenémenos hereditarios con memoria
(Machado et al., 2011), lo que también ha tenido acogida para el estudio de control de sistemas,
calculo de variaciones, relaciones constitutivas con propiedades mecanicas, eléctricas y térmicas
de materiales, procesamiento de imdagenes, aplicaciones fisicas de plasma, entre otros (Machado
et al., 2011). El componente de memoria ha generado interés en los modelos bioldgicos ya que la
experiencia sugiere que el estado de las poblaciones en un tiempo determinado tendra influencia
de los estados previos. Diversos modelos de sistemas de ecuaciones diferenciales en el contexto de
la dindmica de poblaciones han sido implementados usando operadores fraccionarios, dentro de los
cuales se mencionaran varios en el desarrollo de este trabajo.

En este trabajo se pretende mostrar diferencias cualitativas en modelos de dindmica de pobla-
ciones que involucran la derivada ordinaria y operadores diferenciales de tipo fraccionario, para
lo cual se plantea una estructura dividida en varios capitulos. En el Capitulo 1, se presentan los
conceptos basicos para realizar dicha comparacién empezando por los conceptos y resultados mas
importantes en el contexto de sistemas dinamicos en el sentido ordinario siguiendo con la introduc-
cion de los operadores diferenciales fraccionarios y sus propiedades. El Capitulo 2 se centra en la
solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales fraccionarias aludiendo al concepto de estabilidad
de puntos de equilibrio y el proceso de linealizacion. Con base en los capitulos precedentes, en
el tercer capitulo se estudian diferentes sistemas de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario
correspondientes a modelos predador-presa, de competencia y de propagacién de enfermedades,
haciendo énfasis en la estabilidad de las soluciones de equilibrio. Por 1ltimo, se establecen conclu-
siones y lineas de posible trabajo futuro.



Capitulo 1

Conceptos generales

Este capitulo consta de las definiciones y propiedades consideradas sobre el uso de sistemas
dinamicos, asi como los resultados bésicos en derivadas fraccionarias.

1.1. Sistemas dinamicos

Segun Layek (2015), la dindmica hace referencia al estudio de los procesos que evolucionan
en el tiempo, los cuales pueden ser deterministicos, no deterministicos o semi deterministicos. En
particular, un proceso se considera deterministico cuando sus estados pasado y futuro pueden ser
predecidos conociendo el estado presente y las leyes que gobiernan su evolucién (Kuznetsov, 2013).
De acuerdo con Kuznetsov (2013), el concepto de sistema dindmico es la formalizacién matematica
de un proceso deterministico.

Con base en lo anterior, los sistemas dindmicos deben reunir tres caracteristicas. Para empezar,
deben considerar todos los posibles estados que puede tener el proceso deterministico asociado,
los cuales corresponden a un conjunto X. A este espacio se le suele conocer como espacio fase. En
segundo lugar, es necesario definir un conjunto numérico 7" sobre el cual se analizara la evolucién
del sistema dindmico, que suele hacer referencia a una variable temporal. De acuerdo al tiempo, los
sistemas dindmicos pueden clasificarse como sistemas continuos o discretos. Por tltimo, se necesita
una ley de evolucién, es decir, el componente que indica dado un estado inicial x, cual es el estado
del sistema en el tiempo ¢, es decir z;. Esta ley de evolucién corresponde a un mapeo ¢ que satisface
las siguientes condiciones: dado ¢t € T', el mapeo

p: X xT—=X

es tal que un estado inicial g € X es transformado en un estado z; € X, es decir, z; = ¢(zo, ).
Una de las suposiciones que se realizan sobre los procesos deterministicos consiste en tomar las
leyes de evolucién como invariantes en el tiempo (Kuznetsov, 2013). En particular, esta propiedad
hace que la funcién ¢ mencionada previamente deba cumplir varias condiciones.
Para formalizar lo desarrollado anteriormente, acudiremos a la definicién de sistema dindmico
establecida en el texto de Krabs y Pickl (2010).

Definicién 1.1 (Sistema dindmico). Sea (X, d) un espacio métrico. Ademads, sea 7' un semigrupo



aditivo de niimeros reales, es decir,

0eT
t, selT =t+s=s+teT
t,s,relT=(t+s)+r=t+(s+r).

Un sistema dinamico sobre X, también llamado flujo, es definido por un mapeo continuo

o X xT—=X
con las siguientes propiedades:
¢(x,0) =z, VrelX,; (1.1)
o(o(x,t),s) =@z, t+s), Vt,seT, VorelX. (1.2)

En particular, Krabs y Pickl (2010) establecen que el primer ejemplo de sistema dindmico
corresponde a las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 1.2. Sea U un subconjunto no vacio, abierto y conexo de R" (n € N) y sea f: U — R”
una funcion tipo Lipschitz, es decir, existe una constante K > 0 tal que

1f(2) = FWll < Kllz —yll, 2,yel, (1.3)

donde || - || es la norma euclidiana en R"™. El Teorema de Existencia y Unicidad establece que para
cada o € U, el problema de valor inicial

d
G0 = fa®). 2(0) =, (1.4)

tiene una tnica solucién x(t) = ¢(zg,t) € C'(U,I), siendo I un intervalo abierto que contenga al
cero.

Para comprobar que el problema anterior define un sistema dinamico, consideremos, sin pérdida
de generalidad, que el intervalo de existencia anterior corresponde a toda la recta real, es decir,
I = R, tomemos como espacio de estados X = U dotado con la métrica inducida por la norma
euclidiana. Definimos el mapeo ¢ : X x I — X por

oz, t) = p(z,t), VrelX,tel.

Es decir, el flujo esta definido por la solucion del sistema cuya solucién pasa por x en el instante
t = 0. De lo anterior, se sigue que

o(z,0) = p(x,0) =z, VrelX.

El mapeo ¢ satisface la propiedad (1.1). Para verificar que ¢ satisface la propiedad (1.2), fijemos
t € 1. Podemos definir, para cada = € X, la siguiente funcion:

P(x,s) =p(x,t+s), Vsel.

De la definicién de v y del sistema dindmico, se sigue que

d d
GV s) = Zpat+s) = f(a(t +5) = f(¥(z,5)).



Ademas,

U(z,0) = ¢(z,1).
Es decir, 1(z, s) es solucién del sistema auténomo (1.4) con zg = ¢(x,t). De la unicidad de las
soluciones, se sigue que

U(x,s) =z, +5) = p(p(x,1), 5).
De lo anterior, se sigue que ¢ satisface la propiedad (1.2). La continuidad de dicho mapeo es
consecuencia del Teorema de Dependencia Continua de las Condiciones Iniciales.

La forma mas comtun de definir un sistema dindmico continuo se basa en el hecho de utilizar
las ecuaciones diferenciales como se ha discutido previamente (Kuznetsov, 2013). Tomando como
espacio de estados X = R", se tienen que todos los posibles estados se pueden escribir como
r = (x1,...,2,)7. Aqui, cada coordenada r; serd denominada variable de estado (Witelski y
Bowen, 2015). En particular, por las caracteristicas de los procesos deterministicos desarrolladas
previamente, se pueden modelar las variables de estado bajo el supuesto de que su cambio temporal
depende de las variables de estado, es decir

.jfi:fi(l'l,...,$n>, izl,...,n,

o bien, usando la forma vectorial descrita previamente

i = f() (1.5)
donde f : R” — R" es una funcién suficientemente suave. El sistema en (1.5) es conocido como
un sistema auténomo de n ecuaciones diferenciales ordinarias. Ahora bien, existen sistemas de
ecuaciones diferenciales en los cuales las tasas de cambio también dependen del tiempo. Pero, Layek
(2015) muestra que en realidad se puede asociar a cualquier sistema de ecuaciones diferenciales un
sistema auténomo introduciendo al tiempo como una nueva variable de estado. Es por eso que el
estudio de los sistemas dindmicos continuos asociados a ecuaciones diferenciales suele empezar con
el estudio de sistemas autonomos como el definido previamente.

De acuerdo con Witelski y Bowen (2015), se tienen dos problemas de interés particular rela-
cionados con los sistemas dinamicos. Para empezar, se busca entender el comportamiento de una
solucién con condicion inicial zg, lo que corresponde a la dindamica del sistema. Por otro lado, se
quiere saber si es posible predecir el comportamiento de las soluciones al tomar diferentes condi-
ciones iniciales, lo que corresponde a la estabilidad. El problema al que nos dedicaremos sera el de
estabilidad, por lo que tenemos que introducir varias definiciones y algunos teoremas clasicos de
sistemas dinamicos.

Definicién 1.3 (Orbita). Sea ¢ un sistema dindmico definido sobre el espacio métrico (X, d). Sea
xo € X. El conjunto

O(xg) :=={z € X : & = ¢(x0,t), paratodot € T}
es llamado la érbita o trayectoria a través de x.

Las érbitas en un sistema dindmico continuo corresponden a curvas en el espacio de estados X
que estan parametrizadas por el tiempo ¢ y orientadas en su direccién de crecimiento (Kuznetsov,
2013). Teniendo en cuenta la definicién de 6rbita, cabe la posibilidad de que sean conjuntos con
un dnico punto. Esto motiva definir el concepto de punto de equilibrio.



Definicién 1.4 (Punto de equilibrio). Bajo las condiciones de la Definicién 1.3, un punto xy € X
es llamado punto de equilibrio si ¢(zg,t) = xo, para todo t € T

Nota. Si z es un punto de equilibrio, entonces O(zg) = {xo}. En particular, si tenemos el sistema
dindmico asociado al sistema (1.5) con condicién inicial z( resulta tener una solucién constante.
Es decir, z(t) = zy, para todo t. Reemplazando en (1.5),

#(t) = f(2(t)) = 0 = f(zo).

Se puede deducir entonces que los puntos de equilibrio del sistema dindmico asociado a (1.5)
corresponden a las soluciones de la ecuacién f(x) = 0.

Definicién 1.5 (Ciclo). Bajo las condiciones de la Definicién 1.3, se define ciclo como una drbita
Lo = O(xg), donde xy no es un punto de equilibrio que satisface la siguiente condicién: existe un
Ty € T tal que

¢(x,t +Tp) = ¢(x,1),

para todo x € X y ¢t € T. El minimo 7Tj con esta propiedad se conoce como el periodo del ciclo L.

En un sistema dindmico continuo, los ciclos corresponden a curvas cerradas. La existencia
de ciclos es una pregunta recurrente en sistemas dinamicos aplicados, en particular para poder
establecer un comportamiento periédico de las variables de estado. Dependiendo de los modelos
que se trabajen, el nimero de ciclos pueden variar, sobre todo al trabajar en diferentes regiones
de R™. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 1.6 (Ciclo limite). Un ciclo de un sistema dindmico continuo en una vecindad en la
cual no hay otros ciclos es llamado ciclo limite.

A parte de los puntos de equilibrio y ciclos, existen otro tipo de érbitas conocidas como ho-
moclinicas y heteroclinicas, definidas por Miiller y Kuttler (2015) como sigue:

Definicién 1.7 (Orbitas homoclinicas y heteroclinicas). Una érbita que comience en un punto de
equilibrio x5 del sistema (1.5) y termine en un punto de equilibrio 2, i.e.

tgr_noo z(t) = 22, tilfrnoox(t) = o

se llama
(a) homoclinica, si 1 = x5
(b) heteroclinica, si 1 # x2.

Un ciclo heteroclinico es un nimero finito de érbitas heteroclinicas conectando n puntos estacio-
narios.

Un analisis apropiado de las érbitas de un sistema dinamico nos puede dar mucha informacion
sobre el comportamiento cualitativo del sistema. Una herramienta comiin en el trabajo con sistemas
dinamicos es la construccién del plano o retrato de fase, que se define como sigue:

Definicién 1.8 (Plano o retrato de fase). El retrato de fase de un sistema dindmico es un parti-
cionamiento del espacio fase en orbitas.



D, x=y, D, y=-sin(x)

Figura 1.1: Retrato de fase para el sistema del Ejemplo 1.9 con k = 1.

Con base en las definiciones previas, vamos a hacer la construccion de los planos de fase de dos
sistemas dindmicos clasicos. En primera instancia, vamos a considerar un modelo para el péndulo
no lineal y, posteriormente, vamos a trabajar con el modelo predador - presa de Lotka y Volterra.

Ejemplo 1.9. A partir de la Segunda Ley de Newton, puede deducirse que la dindmica de un
péndulo ideal puede ser descrita por la ecuacion diferencial

0 = —k?sin(0).
Si introducimos las variables de estado x(t) = 6(t), z5(t) = O(t) con
= 24(t) es la posicién del dngulo en radianes, en el instante t,
= 25(t) es la velocidad dngular, en radianes por unidad de tiempo, en el instante ¢

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

() = 22(t)
(t) = —k*sin(f) = —k*sin(z1(t))

i 0
io(t) =6

el cual se puede escribir como el sistema (1.5) tomando

/ @;) = (—k2 sﬁi@l)) '

En la Figura 1.1 se observa el retrato de fase del sistema anterior tomando k = 1. Aqui se ve
la presencia de ciclos, asi como de otro tipos de érbitas. En particular, en cualquier bola abierta
centrada en (2n7,0)7, n € N y con radio positivo, se encuentra un ntimero infinito de ciclos del
sistema dinamico.

Ejemplo 1.10. Uno de los primeros modelos de interaccion entre especies corresponde al modelo
depredador - presa de Lotka - Volterra. En particular, consideremos las siguientes variables de
estado:
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Figura 1.2: Retrato de fase para el sistema del Ejemplo 1.10, con a = 0.1, b = 0.002, ¢ =
0.0025y d=10.2

= 74(t) es la poblacién escalada de presas, en el instante ¢,
» 125(t) es la poblacién escalada de depredadores, en el instante ¢

Un modelo para describir las tasas de cambio temporales de las variables de estado corresponde al
siguiente par de ecuaciones diferenciales

i‘l = ary — bxle

ig = CT1X9 — d.’]?g

De acuerdo con Lynch (2004),cada uno de los términos que aparecen al lado derecho del sistema
de ecuaciones diferenciales se pueden interpretar como sigue:

= ax; representa el crecimiento de la presa en ausencia de depredores,
= —brixy y cr1xo representan las interacciones entre las especies,

= —dx,y representa el decrecimiento de los depredadores en ausencia de las presas.

Un ejemplo de este sistema se obtiene tomando los valores a = 0.1, b = 0.002, ¢ = 0.0025 y d =
0.2. El plano de fase asociado se observa en la Figura 1.2. Se observa que todas las érbitas corres-
ponden a ciclos. Con base en esto, se puede hablar del comportamiento de las especies cuando los
parametros tienen los valores mencionados. La poblacién minima de predadores se obtiene cuando
la poblacién de las presas es 80, de ahi la poblacién de predadores aumenta mientras que la de
presas disminuye hasta que llega a su minimo valor cuando la poblacién de predadores es de 50.
Superado este punto, tanto la poblaciéon de ambas especies comienza a crecer hasta que se obtiene
el punto de maxima poblaciéon de predadores nuevamente cuando la poblacion de presas es 80.
Posterior a este instante, la poblacién de predadores empieza a disminuir mientras que la pobla-
cién de presas sigue creciendo maximizandose cuando la poblacién de predadores es 50. Pasado
este punto, ambas especies empiezan a decrecer hasta que la poblacion de predadores llega a su
punto minimo.



Como se habia mencionado previamente, uno de los problemas mas estudiados en sistemas
dindmicos corresponde a la estabilidad de las soluciones. En palabras de Wiggins (2003), una
solucién z(t) del sistema (1.5) es estable si soluciones que estén “cerca” en un instante to sigan
estando “cerca” para los tiempos posteriores. Aqui debemos precisar a qué nos referimos con
“cerca”. La siguiente definicion aclara el sentido de cercania mencionado.

Definicién 1.11 (Estabilidad en el sentido de Lyapunov). Se dice que una solucién z(t) del sistema
(1.5) se dice estable (en el sentido de Lyapunov) si dado un € > 0, existe un 6 = d(e) > 0 tal que,
para cualquier otra solucién y(t) del sistema se satisface que

1Z(to) — y(to)ll <0 = [[z(t) —y(®)[| <e,

parat >ty y ty € R.
En particular, Z(t) es llamada asintéticamente estable si es estable y para cualquier otra solucién
y(t) existe una constante b > 0 tal que

l2(ts) = y(to)|| < b= T [l5(t) — y(0)]| = 0.

En muchas ocasiones, el estudio de las érbitas de un sistema dindmico puede ser dispendioso. Por
eso, se busca encontrar sistemas dindmicos que cualitativamente tengan el mismo comportamiento
pero que sean mas féciles de trabajar. La siguiente definicién, presente en el texto de Lynch (2004),
sintetiza esta situacion.

Definicién 1.12 (Sistemas dindmicos topoldgicamente equivalentes). Dos sistemas de primer or-
den son cualitativamente o topolégicamente equivalentes si existe un mapeo invertible que mapea
el plano de fase de uno de los sistemas en el otro plano de fase preservando la orientacién de las
trayectorias.

Los sistemas dinamicos mas simples son los sistemas lineales. Para empezar, consideraremos
los sistemas planos, los cuales se pueden escribir en la forma

da:_ _|a b [T
d—t—Ax, A—L d},x-(@). (1.6)

Para sistemas matriciales, tenemos que la relacién de similaridad permite establecer sistemas
topoldgicamente equivalentes. Entonces, se pueden considerar los sistemas dindmicos a partir de
las formas candnicas Lynch (2004). Para toda matriz A existe una matriz invertible P tal que
J = P71AP, las cuales se construyen con base en los valores y vectores propios de las matrices.
Por ejemplo, si una matriz es singular, entonces tiene al menos un valor propio nulo y el sistema
dindamico correspondiente estara representado por trayectorias equivalentes a lineas rectas o puntos,
de acuerdo a la forma de la matriz (Layek, 2015). Los sistemas dindmicos de mayor interés se
obtienen con matrices no singulares. Para el caso de matrices de orden 2 x 2, dependiendo de los
valores y vectores propios, existen cuatro posibilidades dadas por el Teorema 1.13 (Layek, 2015).

Teorema 1.13. Sea A € R?*2. Entonces, existe una matriz real no singular P € R?*? tal que
P7'AP es una de las siguientes matrices:

A0 a B MO A1
R S CF S ) A )



Nodo inestable Punto de silla Nodo estable
T T 177

1 7 3 < yios
AN v // \\\ — Campo direccional
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y(t)
¥(t)
y(t)

Figura 1.3: Diagramas de fase para sistemas lineales con dos valores propios reales diferentes.

Espiral inestable

Espiral estable

Figura 1.4: Diagramas de fase para sistemas lineales planos con valores propios complejos.

Con base en lo anterior, se puede establecer que el conjunto de posibles planos de fase de un
sistema de la forma (1.6) debe ser equivalente a alguno de las siguientes posibilidades:

1. Si la matriz A es similar a la matriz J;, se tiene que la matriz A tiene dos valores propios
reales diferentes. De acuerdo a los signos, se clasifican los puntos de equilibrio de la siguiente
manera: si los dos valores propios son positivos, el equilibrio es llamado nodo inestable; si los
dos valores tienen signos diferentes, el punto de equilibrio corresponde a un punto de silla
(inestable); si los dos valores son negativos, el equilibrio es un nodo estable. Los posibles
casos se muestran en la Figura 1.3.

2. Si la matriz A es semejante a la matriz Js, los valores propios de A son complejos con parte
real a y parte imaginaria 5. De acuerdo con el signo de «, el punto de equilibrio puede
corresponder a una espiral estable (o < 0), espiral inestable (o > 0) o un centro estable
(v =0) (ver Figura 1.4).

3. Sila matriz A es similar a la matriz J3, los valores propios de A son iguales, caso en el cual se
tiene que el punto de equilibrio es un nodo singular o en estrella. Cuando los valores propios
son negativos, el equilibrio es estable; si son positivos, el equilibrio es inestable (ver Figura
1.5).
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Nodo singular inestable

Nodo singular estable
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Figura 1.5: Diagramas de fase para sistemas lineales con valores reales iguales no nulos y multipli-

cidad geométrica 2.

Nodo degenerado estable
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Figura 1.6: Diagrama de fase para sistemas lineales con valores reales iguales no nulos y multipli-
cidad geométrica 1.

4. Si la matriz A es similar a la matriz Jy, tenemos valores propios repetidos pero un solo
vector propio. En este caso, el equilibrio se considera un nodo degenerado. Al igual que en el
numeral anterior, la clasificacién del equilibrio estd dada por el signo de los valores propios
(ver Figura 1.6).

Como acabamos de ver, la estabilidad de z = 0 en el sistema (1.6) depende en esencia de
los valores propios de la matriz A. Se puede estudiar la estabilidad sin necesidad de obtener los
valores propios de la matriz. Para A € R?*2, se puede demostrar que su polinomio caracteristico
corresponde a

p(A) = A% — tr(A)X + det(A),

donde tr(A) y det(A) corresponden a la traza y el determinante de A respectivamente. El discri-
minante de este polinomio es A = tr(A)? — 4 det(A). Como los valores propios A;, Ay de A son las
raices de p(A), se tiene que tr(A) = Ay + Ay y det(A) = A Ay, Ademds, se obtiene que los valores
propios de la matriz A son
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tr(A) £ VA
Mg = —

Combinando esto con el analisis de los planos de fase realizados previamente, se obtiene un
criterio de estabilidad. Layek (2015) menciona las condiciones para establecer la estabilidad del
sistema (1.6), resumidas en el siguiente resultado:

Teorema 1.14. El origen del sistema (1.6) es

(a) asintéticamente estable si tr(A) < 0y det(A) > 0,

(b) estable si tr(A) < 0y det(A) > 0. Si tr(A) = 0, el sistema corresponde a un centro estable,
(c) inestable si tr(A) > 0 o det(A) < 0.

Con base en lo discutido previamente, se puede decir que todos los sistemas lineales planos
estdn clasificados con base en sus planos de fase. Ahora bien, es posible que un sistema lineal nos
dé informacién sobre la dindmica local de un sistema dindmico como el sistema (1.5), en particular
la estabilidad de una solucién asociada a un punto de equilibrio. Una herramienta utilizada con
este fin corresponde a la linealizacién. Para ello, primero definimos la matriz derivada de la funcién
f del sistema.

Definicién 1.15 (Matriz jacobiana de una funcién f). Sea x = (x1,...,z,)T € R", f: R" —» R"
con f(x) = (fi(x),..., fo(x))T. Entonces, la matriz
Ofi
Jy(x) = [ 5 ]
Tjlijelt,...n}

es llamada la matriz jacobiana (o derivada) de la funcién f.

Para hablar de linealizacién, seguiremos el esquema sugerido por Wiggins (2003). Consideremos
una solucién z(t) del sistema (1.5), debemos entender la naturaleza de las soluciones z(t) = Z(t) +
y(t). Reemplazando en el sistema y haciendo expansién en series de Taylor alrededor de Z(t)
tenemos

i(t) = 2(t) +9(t) = f(@(t) + Jp(x(t)y(t) + O([ly @),

donde f debe ser al menos dos veces diferenciable. Usando el hecho de que z(t) = f(z(t)), tenemos
que

y(t) = Jr(@®)y(t) + Oly@®)]7). (1.8)
La ecuacién (1.8) describe la evolucién de las orbitas cerca de Z(t). Nos interesa saber qué

informacién de la estabilidad de la solucién Z(t) se puede obtener del sistema linealizado (t) =
J¢(Z(t))y(t). En aras de obtener esto, Wiggins (2003) dice que se requieren dos cosas:

(i) determinar si la solucién y = 0 es estable,

(ii) mostrar que la estabilidad de y = 0 implica la estabilidad de Z(t).
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En general, las soluciones asociadas a puntos de equilibrios son las més analizadas por medio de
la linealizacién. Sin embargo, como se ve en (ii) de la parte anterior, es posible que la estabilidad
del origen en el sistema linealizado no garantice la estabilidad de la solucién de equilibrio analizada.
Para ello, vamos a ver bajo qué condiciones el sistema linealizado logra replicar las condiciones de
estabilidad del sistema original. También se exhiben ejemplos en los cuales el sistema linealizado
no aporta informacion acerca del sistema original. Para empezar, definamos punto de equilibrio
hiperbdlico.

Definicién 1.16 (Punto de equilibrio hiperbélico). Sea Z un punto de equilibrio del sistema (1.5).
Entonces 7 es llamado un punto de equilibrio hiperbélico si ninguno de los valores propios de J;(Z)
tiene parte real nula.

Cuando se tiene un punto de equilibrio hiperbdlico, el sistema linealizado brinda la informacién
sobre la estabilidad de la solucién asociada. Localmente, los planos de fase del sistema original y su
linealizacion van a tener el mismo comportamiento cualitativo, es decir, van a ser topolégicamente
equivalentes. Este resultado se conoce como el Teorema de Hartman - Grobman. Aqui estd el
enunciado expuesto por Miiller y Kuttler (2015):

Teorema 1.17 (Hartman - Grobman). Sea Z un punto de equilibrio hiperbédlico del sistema (1.5).
Entonces, existe una vecindad U de Z y un homeomorfismo h : U — R" con h(Z) = 0 el cual mapea
las trayectorias del sistema (1.5) de manera uno a uno en las trayectorias del sistema Z = Az, donde
A es la matriz jacobiana de f evaluada en Z.

Vamos a desarrollar unos ejemplos respecto al tema de linealizacion.

Ejemplo 1.18. Volvamos al Ejemplo 1.9. Si igualamos la funcién f al vector cero, encontramos
que los puntos de equilibrio del sistema corresponden a (mm,0)?, m € Z. La matriz jacobiana de

fes
J T\ 0 1
"\ay) — | =k?cos(zy) 0|

Si evaluamos los puntos de equilibrio en la matriz jacobiana, tendremos que

mm 0 1| . mi 0 1| . .
Jy 0 )= |-k o sim es pary Js 0 ) = |g2 @ St esimpar.

Entonces, cuando m es par, los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en el punto de
equilibrio son A; o = £k, lo que corresponde a un punto de equilibrio no hiperbdlico, por lo cual
el Teorema de Hartman - Grobman no permite concluir. Sin embargo, del plano de fase presente
en la Figura 1.1 se ve que estos puntos son estables. En el caso m impar, los valores propios son
A2 = %k, lo que corresponde a puntos hiperbdlicos equivalentes a puntos de silla y por lo tanto
son puntos de equilibrio inestable.

Ejemplo 1.19. En el Ejemplo 1.10 tenemos un sistema de la forma (1.5) con

f T1\ _ (aw — brixo
To)  \cxime —dxs )’
De alli, se obtienen dos puntos de equilibrio: (0,0)7 y (g, %)T En el modelo de Lotka - Volterra,
el segundo punto critico es conocido como equilibrio de coexistencia de las especies. Para usar la
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linealizacion en esos puntos, primero debemos calcular la matriz jacobiana de f. En este caso, se

obtiene que
7 T\ _ |a—bry —bx;
F\ao) — | cxe  cxy—d|”

Si evaluamos los puntos de equilibrio en la matriz jacobiana, tenemos que

b4 42

En el origen, los valores propios de la matriz jacobiana son \; = a y Ay = —d, lo que corresponde
a un punto de equilibrio hiperbdlico. Por tanto, el Teorema de Hartman - Grobman nos permite
decir que localmente el sistema se comporta como un punto de silla, por lo que el origen es un
punto de equilibrio inestable. Ahora bien, para el punto de coexistencia, la matriz jacobiana toma
valores propios Aj o = +iv/ad, por lo que es un punto de equilibrio no hiperbélico, con lo cual el
Teorema de Hartman - Grobman no nos permite hacer conclusiones sobre la estabilidad. En el
plano de fase presente en la Figura 1.2 se ve que este punto es estable.

Hasta el momento hemos visto dos situaciones en las que el Teorema de Hartman-Grobman no
puede concluir la estabilidad de un punto de equilibrio pero atin asi se tiene estabilidad. Vamos
a tomar un ejemplo tomado del texto de Layek (2015) en el cual se muestra la limitacién de la
linealizacion.

Ejemplo 1.20. Consideremos el sistema de la forma (1.5) con

s (xl) _ (—xg + pxy (22 + x%))  LeR

To Ty + pwo(2? + 22)

Se obtiene un tnico punto de equilibrio que corresponde al origen. En este caso, se obtiene que la
matriz jacobiana de f es

7. (*) p(3x3 +x3) —1+ 2pxi29
I\, 1+ 2uziwy  p(x?+322) |-

Si evaluamos en el origen, se obtiene que

0 0 -1
J = .

En el origen, la matriz jacobiana toma valores propios \; o = %4, por lo que es un punto de
equilibrio no hiperbdlico, con lo cual el Teorema de Hartman - Grobman no nos permite hacer
conclusiones sobre la estabilidad. Ahora bien, la estabilidad se puede obtener mediante el uso de
coordenadas polares. Aplicaremos las siguientes ecuaciones:

. R A E A Y
zy =rcos(d), ay=rsin(d), 7= "1 272 (1.9)
r

Con base en estas ecuaciones, obtenemos que 7 = ur3. Como r denota la distancia del origen,
esta cantidad va a ser mayor o igual a cero, en cuyo caso tenemos que el comportamiento de esta
variable depende de p. Si p < 0, r serd decreciente; si = 0, r es constante y, si p > 0, r serd
creciente. En la Figura 1.7 se observa el comportamiento del sistema para diferentes valores de .
Es decir, la estabilidad del origen depende del valor del pardmetro p. Ahora bien, la linealizacion
siempre corresponde a centros, lo cual nos muestra que en este caso no es concluyente.
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Figura 1.7: Plano del fase del sistema definido en el Ejemplo 1.20 para diferentes valores de .

En el ejemplo anterior, se vio que el comportamiento cualitivativo de un sistema puede cambiar
dependiendo de los valores que tome alguno de los parametros del modelo. Esta condicién se conoce

como bifurcacion. Para tener méas precision, usemos la definicion dada en el texto de De Vries et al.
(2006).

Definicién 1.21. Consideremos un sistema dindmico continuo dependiente de un pardmetro es-
calar, es decir, de la forma
= f(x,pn), xR pekR. (1.10)

Aqui, p es un parametro y f : R**1 — R"™ es continuamente diferenciable. Decimos que T es un

punto de bifurcacién y i es un pardmetro de bifurcacién si f(z, 1) = 0 y los valores propios de la
matriz f,(Z, 1) tienen parte real nula.

Ofi(x, . . .
En la definicién anterior, f.(x,pn) = [#] , es decir, la matriz derivada correspon-
Lj i5€1,n

-----

diente a la variable x. Ahora bien, existen definiciones alternativas a la Definicién 1.21, como la

enunciada por Miiller y Kuttler (2015). Se puede considerar para cada pardmetro p una funcién
fu i R™ = R con el correspondiente sistema

&= fu(z), xzeR" pek. (1.11)

Bajo estas nuevas condiciones, los puntos y pardmetros de bifurcacién satisfacen f;(z) =0y
los valores propios de la matriz Jy,(7) tienen parte real nula.

Una de las bifurcaciones mas estudiadas corresponde a la bifurcacién de Hopf, en la cual la

parte real de los valores propios de la matriz f, cambia de signo al cambiar el parametro p pasando
por el valor de bifurcacién. Vamos a ilustrar esta situacion con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.22. Consideremos el sistema de la forma (1.5) con
1 —Tp + 21 (p — 2] — 23)
= ) e R.
& <x2) ( 1+ Ta(p — 7§ — 23) :
Se obtiene un unico punto de equilibrio que corresponde al origen. En este caso, se obtiene que la
matriz jacobiana de f es
g () Z p—3xt — 22 —1— 27119
\wy) ~ | 1=2mm0  p—a?—322|"
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Figura 1.8: Plano de fase para el sistema del Ejemplo 1.22 para diferentes valores de p.

Si evaluamos en el origen, se obtiene que

0y |p -1
o) =[]
En el origen, la matriz jacobiana toma valores propios A; o = p £ . El Teorema de Hartman -

Grobman permite establecer que el origen es asintéticamente estable si < 0 e inestable si p > 0.

El valor i = 0 corresponde a un parametro de bifurcacion. Aqui se produce una bifurcacion de
Hopf, ya que

82 Re(A(w)) =1>0.

H p=p

En la Figura 1.8 se observa el comportamiento del sistema al incrementar el valor . Para p < 0,
se observa que el origen es asintéticamente estable. Cuando 1 = 0 observamos que las trayectorias
se acercan al origen pero en una vecindad del origen se observa la existencia de ciclos, con lo que el
sistema es estable. Cuando el valor i es positivo, el origen se vuelve inestable, pero las trayectorias
se acumulan alrededor de un ciclo limite. Una de las caracteristicas de la bifurcacién de Hopf es la
aparicién de ciclos al variar p y pasar por el parametro de bifurcacion.

Si se aplican las ecuaciones (1.9), se obtiene 7 = r(p—r?). Si p > 0, se tiene la solucién r = /I,
que corresponde a un ciclo del sistema. Analizando la estabilidad, se puede ver que 7 > 0 para
r < /py, 7 <0 parar > pu. Lo anterior hace que la solucién periédica asociada al ciclo sea una
solucién estable. Es decir, este sistema tiene un ciclo limite estable.

En general, hemos estudiado la estabilidad de puntos de equilibrio, incluyendo la dependencia
de un parametro en el caso de la bifurcacion de Hopf. Sin embargo, la definicién de estabilidad deja
abierta la posibilidad de tener diferentes soluciones que sean estables. Para hacer esto mas amplio

se suele introducir el concepto de conjunto w - limite. Aqui vamos a trabajar con la definicion
trabajada por Miiller y Kuttler (2015).

Definicién 1.23 (Conjunto w - limite de un punto). Consideremos una solucién del sistema (1.5)
con z(0) = zy. El conjunto

w(zo) = {y € R" | I(tx)ren : tk < tgs1,Vk € N; ), — +o0; y = kh'm x(ty)}

—+00
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es llamado el conjunto w - limite de xy.

En particular, para los sistemas planos, existe un resultado que permite establecer la estabilidad
de ciertas soluciones usando el concepto de conjunto w - limite y la nocién de conjunto positiva-
mente invariante: D C R? es llamado positivamente invariante si una trayectoria puede entrar a
D pero no salir (Miiller y Kuttler, 2015). Este resultado de conoce como Teorema de Poincaré -
Bendixson. Aqui se incluye el enunciado propuesto por Miiller y Kuttler (2015).

Teorema 1.24 (Poincaré - Bendixson). Considere una solucién z(t) € R? (o z(t) € D, D C R?
compacto, conexo y positivamente invariante) del sistema (1.5), con f suave con un niimero finito
de raices. Si z(t) es acotada, entonces los posibles conjuntos w - limites corresponden a una de las
siguientes posibilidades:

= un punto de equilibrio,
= una Orbita periddica,
= una orbita homoclinica o un ciclo heteroclinico.

El resultado anterior nos permite, hasta cierto punto, conocer la existencia de orbitas cerra-
das, en particular ciclos limites, analizando su estabilidad. Como hemos visto, el problema de
determinar la estabilidad de una solucion de un sistema dindmico tiene muchas herramientas a su
disposicién, cada una con sus ventajas y limitaciones, las cuales permitiran conocer el comporta-
miento cualitativo de las variables de estado.

1.2. Calculo fraccionario

En esta seccion se va a desarrollar la teoria bésica sobre operadores fraccionarios y ecuaciones
diferenciales fraccionarias. En particular, se seguira el desarrollo establecido por Gorenflo y Mai-
nardi (2008). Se va a complementar la informacién con resultados desarrollados en las referencias
Diethelm (2010), Kaczorek (2011) y Milici et al. (2019).

Para empezar, se puede establecer la notacién para operadores diferenciales e integrales en
sentido ordinario.

Definicién 1.25. (a) Por D, denotamos el operador que mapea una funcién diferenciable en su
derivada, esto es,

Df(x) == f'(x).

(b) Suponiendo que f es una funcién Riemann - integrable sobre el intervalo [a, b], denotamos por
J, a su primitiva centrada en a, esto es

Juf(2) = / " ft)ar

para a < x < b.

(c) Para n € N, usamos los simbolos D™ y J” para denotar la enésima iteracion de D y J,
respectivamente. En particular, tomamos D* = D, J! = J,, D" = DD" !y J* = J,Jr 1,
para n > 2.
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Los operadores fraccionarios se basaran en generalizaciones de los operadores anteriores. En
particular, para la integracién fraccionaria se basara en el siguiente lema:

Lema 1.26. Sea f una funcién Riemann - integrable en el intervalo [a, b]. Entonces, paraa < x < b

yn €N,
1

T / “(o = ()t

Para extender la definicién del operador J!' para cualquier orden o > 0, usaremos la funcién
Gamma. A partir de la propiedad (n — 1)! = I'(n), se puede definir la integral fraccionaria de
Riemann - Liouville de orden o de tal manera que la nueva definicion coincida con el resultado
del lema anterior cuando a € N. Antes de introducir la integral fraccionaria, es necesario definir
el conjunto de funciones sobre los que se va a aplicar dicho operador, para lo cual se utiliza la
siguiente definicion:

Jaf(x) =

Definicién 1.27. Sea p > 1, entonces definimos el espacio LP([a, b]) como sigue:

LP([a,b]) := {f : la,b] — R|f es medible sobre [a, b] y /b|f(x)\pd:v < oo}.

Definicién 1.28 (Integral fraccionaria de Riemann - Liouville). Sea f € L'([a,b]). La integral
fraccionaria de Riemann - Liouville de orden o > 0 se define como

@ _ 1 ‘ a—1
Te1@) = g [ =0 o
paraa < x < b.

Para a = 0, definimos J& := I, el operador identidad.

Ahora, con base en la definiciéon anterior, se pueden probar ciertas propiedades de dicho ope-
rador.

Teorema 1.29. Sea f € L'([a,b]) y a > 0. Entonces Jf(z) existe para casi todo = € [a,b].
Ademds, Jf es un elemento de L!([a,b]).

Teorema 1.30. Sean o, 8 >0y f € L'([a,b]). Entonces,
Jodif = Jet0 f
casi en todas partes sobre el intervalo [a, b].

Del resultado anterior, se desprende que

JoJP = Jgbje. Va,p > 0.

a“a’

En los dos resultados previos se muestra que al realizar una integral fraccionaria seguida de la
otra se obtiene el mismo resultado que si se hiciera una sola vez la integral fraccionaria teniendo
como orden la suma de los érdenes anteriores, lo que implica que se pueden intercambiar integrales
fraccionarias sucesivas sin afectar el resultado. Esta conmutatividad es deseada para los operadores
diferenciales en general. Mas adelante vamos a definir dos operadores diferenciales fraccionarios y
vamos a verificar si esta propiedad se satisface.

Teniendo en cuenta la importancia de la expansion de series de Taylor de una funcién en el
contexto del andlisis numérico, es necesario analizar como actian los operadores fraccionarios sobre
las funciones potencia. Por ello, mostramos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.31. Sea f(z) = (x —a)?, 2 >a. Sia >0y v > —1, entonces

C(y+1)

e

Ja f(x) =

Notacién. f(a™):= lim f(x)
z—at
Ya se ha definido la integracién de orden fraccionario. Ahora, queremos establecer una definicion
para la derivada de orden fracccionario. En particular, recordemos que D"J = I, para todon € N.
Ahora bien, al intercambiar el sentido de los operadores, se obtiene que

— (x — a)k.

TP () = f(8) = 3 f P

k=0

(1.12)

Los diferentes operadores diferenciales introducidos buscan replicar estas propiedades. En par-
ticular, se veran dos enfoques diferentes. Para empezar, definimos la derivada fraccionaria en el
sentido de Riemann - Liouville.

Definicién 1.32 (Derivada fraccionaria de Riemann - Liouville). Sean o« > 0y m = [a]. El
operador LD definido por

"D f(w) = D™ I f ()

- dam

o |t [0

I'(m—«
es llamado el operador diferencial fraccionario de Riemann-Liouville de orden a.
Ahora veamos el efecto de la derivada de Riemann - Liouville sobre funciones potencia.

Ejemplo 1.33. Sea f(x) = (z — a)?, x > a. Tomemos o > 0 y v > —1. Con base en el Ejemplo
1.31 y aplicando la Definiciéon 1.32, se obtiene lo siguiente:

RLDg f(x) = DI I f(2)

____ T+ fal (. _ g)fel=a+1] (5
Mfal—at sl (-] @)

Ahora bien, notemos que si @« — v es un numero natural, con 1 < o — v < [«], entonces el lado
derecho en la expresién anterior corresponde a la derivada de orden [«] de un polinomio de grado
a lo sumo [a]| — 1, la cual corresponde a la funcién constante cero. Con base en este andlisis, se
puede decir que

RLpa[(-—a) ™ (x) =0, me{l,2,... [a]}

Por otro lado, cuando o — v ¢ N, teniendo en cuenta que I'(z + 1) = zI'(z), se puede llegar a
la siguiente expresién:

T(y+1) _
RL Mo «
DY(-—a)](x) = =———(x—a)"™ "
HC - @) = o @)
A partir del resultado obtenido en el Ejemplo 1.33 se puede observar una caracteristica muy
particular del operador diferencial de Riemann-Liouville. Si se toma la funcién f(z) = 1, se puede

comprobar que para o ¢ N
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(z —a)™®
I'l—oao)

Respecto a la integral fraccionaria de Riemann-Liouville, se comprobé que aplicacién de dos
operadores integrales conmuta y es igual a la integral cuyo orden es la suma de los érdenes de los

operadores iniciales. Ahora bien, con el operador diferencial de Riemann-Liouville esta situacion
no se presenta. Veamos esto con el siguiente par de ejemplos.

RLpof(r) = , >0, z>a.

Ejemplo 1.34. Sean f(z) =272, 2 >0, a1 = ay = % Tenemos entonces que [aq] = 1, con lo
cual

_ 1 @ 1,1 1 [ 11
T f () = —1)/0 (x—t)' 27t 2dt = —>/0 (x —t)"2t"2dt.

Se puede comprobar que
@ 11
/ (x—t) 2t 2dt =m, = > 0.
0
Asf, J}*17* f(z) corresponde a una funcién constante. Por tanto

RLpo1f(z) = D(aﬂJgaﬂ_alf(x) =0.

De igual manera, se tiene que *2D§? f(x) = 0. Con base en esto, se tiene que

RLDgtl (RLDg2f($)> — RLDSZQ (RLDglf(JI)) .

En este caso, los operadores conmutan trivialmente. Sin embargo, no se satisface la propiedad
establecida en el Teorema 1.30. En particular,

—3/2

2
De lo anterior, se desprende que si oy, as > 0, no necesariamente se tiene que

T

REDR f (@) = D' f(w) = -

RLD(O]q (RLD(O)éQf(x)> — RLDglJran(l’).

Ejemplo 1.35. Scan g(z) = 2'/?, © > 0, a; = §, ap = 3. Tenemos entonces que [oy] = 1,
[an] =2, con lo cual
1 @ 11 1 [ 11
Bt = s [ s = s [T iar
0 ra-1J L'(3) Jo

Haciendo la sustitucion t = xz, se obtiene que

1 11
Jie g (z) = —x/ (1—2)2z2dz.
’ L'(3) Jo
Por propiedades de las funciones Beta y Gamma, se tiene que

1

T () =
: ey

ST =T
Por lo tanto,
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Sea h(z) = I'(3). Entonces

Jgaﬂ_a%(x):ﬁ/ox@_t)zg1F(%>dt:%/ow(x—t)%P(g)dt.

Haciendo uso de propiedades de la funcion Gamma, se tiene que
t=0

1
=x2,

[az]— a2 1 [ _1 1
Jo h(x):§ i (x—t) 2dt = (z —1t)2

t=x

Aplicando la definicion de la derivada de Riemann - Liouville, se llega a

o dl—aﬂ az|—a I 3
M%%@pwﬂmﬁﬂQM@:—fz.
De lo anterior, se obtiene
RL myas (RL myaa 1 —§
DgH ("D g() = g 2.

Ahora, hagamos las dos derivadas intercambiando érdenes.

[as]—« * 11
Jo 2 Pg(x) = m/o (x —t) 2t2dt.

N | =

Nuevamente, por la sustituciéon t = zz,

N

Il

8
o
e

o] —a2 1 ! 11
Jy g(x) = mx/o (1—2)"2z2d

2

Tenemos que JO““?]*“? g(x) es un polinomio de grado uno, con lo cual
oY% dI—QQ-‘ g | —Q
D g() = oA (@) =0,

Lo que nos permite afirmar que

"D (" Dg7g(x)) = 0.

Con este ejemplo se comprueba que al aplicar dos derivadas fraccionarias de Riemann - Lioville
el érden es importante.

Ahora veremos unas propiedades de la derivada fraccionaria de Riemann - Liouville. Las de-
mostraciones aparecen en el texto de Diethelm (2010).

Teorema 1.36. Sean f; y f» dos funciones definidas sobre [a, b] tal que BLD2 f; y L Do f, existen
casi en toda parte. Ademas, sean ¢, co € R. Entonces, RLDg(c1f1 + co f2) existe en casi toda parte

y
RLD;“(clfl +cafo) = Cl(RLDgfl) + Cz(RLDgfz)-
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Teorema 1.37. Sea f € C"™([a,b]) para algin m € N. Entonces

lim (®*'D2f) = D™f.
a—m=—

Ahora nos dedicaremos a estudiar algunas propiedades de la derivada de Riemann - Liouville y
su relacion con el operador integral fraccionario. Las propiedades aparecen demostradas en muchos
textos de cdlculo fraccionario. Usaremos los resultados proporcionados por Diethelm (2010), en
particular las condiciones que establece sobre las funciones.

Teorema 1.38. Sea a > 0. Entonces, para f € L'([a,b]),
DS =

Para los resultados relacionados con la relacién entre la expansion en series de Taylor y la
derivada fraccionaria de Riemann - Liouville, tendremos que introducir el concepto de funcién
absolutamente continua.

Definicién 1.39. Se dice que f € A"([a,b]) si la derivada de orden n — 1 de f es absolutamente
continua en [a, b], es decir, existe una funcién g € L'([a,b]) tal que

f(nfl)(x) - f(nfl)(a) + /w g(t)dt.

El siguiente resultado permite establecer diferencias entre la derivada en sentido ordinario y la
derivada en sentido fraccionario. Esta comparacion luego dara lugar a la expansion en series de
Taylor. Analizando los operadores integral y derivada como ocurre en la Ecuacién (1.12)

Teorema 1.40. Sea o > 0y m = |«a| + 1. Supongamos que f es tal que J"~*f € A™([a,b]).

Entonces,

ml _akl

J&(RLDaf) hm DM k— ljm af( )

F z—a™t
k=0

Especificamente, para a € (0,1),

a(RL ma _ o 11—«
B D) = ) - T i g,
Teorema 1.41 (Expansién en series de Taylor con derivada de Riemann - Liouville). Bajo las
hipétesis del Teorema 1.40,

o) = o i ()

m—1
(x —a)t+e™ RL k+a—

1 D +a—m a RLDa .

*¢ﬁrw+a_m+nggﬁ B f(2)) + Jo(REDg f(x))

La expansion en series de Taylor con derivada de Riemann - Liouville va a ser un punto de
partida para comparar diferencias en la implementacion de esquemas numéricos asi como en la
resolucion de ecuaciones diferenciales. Vamos a introducir un nuevo operador diferencial, llamado
operador diferencial fraccionario de Caputo. Analizaremos las propiedades demostradas para el
operador de Riemann - Liouville para ver cual se comporta mejor, en particular en el planteamiento
de ecuaciones diferenciales.
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Definicién 1.42 (Derivada fraccionaria de Caputo). Sean o > 0, m = [a]. Si D™ f € L'([a,b]),
se define la derivada fraccionaria de Caputo de orden o como sigue:

CDEf(a) = T f () = | /m<x—t>m—a—1f<m><t>dt.

I'(m—«

Al igual que como se hizo con la derivada de Riemann - Liouville, veremos como es el efecto
de la derivada de Caputo sobre las funciones potencia.

Ejemplo 1.43. Sea f(z) = (z — a)?, £ > a. Tomemos a > 0, v > 0 y m = [a]|. Comencemos
considerando el caso en el que v € {1,...,m — 1}. Bajo esta suposicion, f(z) seria un polinomio
de grado a lo sumo m — 1, entonces D™ f(z) = 0. Luego, por definicidén, se tiene que

“Def(x) = 0.
Ahora, tomemos v > m — 1. Aplicando la Definicién 1.42, se obtiene lo siguiente:
“Df(x) = J" D" f(x)

_7(7_1)(7_m+1) Ix_ m—a—1 —a)m
_ o /a( pm=a=1( — qyr-md.

Si se hace la sustitucién ¢ = a + (z — a)z, se obtiene que

DS f(x) = =) y=mt D) (x —a)™® /01(1 — z)mmetl gy

I'(m —a)
_a =D omtl) Mol mmbd) (o
T —a) T(y+1-a) |

La simplificacién de la integral en el paso anterior se realizo teniendo en cuenta la relacion entre
las funciones Beta y Gamma. Finalmente, se obtiene lo siguiente:

L(y+1)
C na —a
DY(-—a)(x) = =—————(r —a)"™ "
FC =) @) = fr o

A diferencia de la derivada de Riemann - Liouville, tenemos que la derivada de Caputo aplicada
a funciones constantes da como resultado la funcién constante cero. Sin embargo, los Ejemplos
1.33 y 1.43 nos permiten ver que en algunas circunstancias las derivadas coinciden. Los siguientes

resultados nos permitiran ver la relacion entre los dos operadores diferenciales calculados.

Teorema 1.44. Sea a > 0y m = [«]. Supongamos que f € A™([a,b]), entonces

m—1 (k) a
Dz () =" g | 1) - 3 T | (1.13)

k=0

La definicién de la derivada fraccionaria de Caputo puede tomarse de diferentes maneras. La
Definicién 1.42 es implementada en diferentes textos como el articulo de Gorenflo y Mainardi
(2008), mientras que la definicién dada por la Ecuacién 1.13 es trabajada por Diethelm (2010). El
Teorema 1.44 relaciona las dos derivadas fraccionarias mencionadas. Vamos a seguir explorando
las relaciones entre los dos operadores.
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Lema 1.45. Sea a > 0 y m = [a]. Supongamos que f es tal que existen las dos derivadas
fraccionarias. Entonces,

m—1 Dk
CDgf(LL’) _ RLDaf ; F _fa ~ 1) (l’ - a)kfa‘

Teorema 1.46. Bajo las hipétesis del Lema 1.45, se tiene que lDef = ©Dof i y sélo s
(D*f)(a) =0, para k =0,1,...,m — 1.

Al igual que como se hizo con la derivada de Riemann - Liouville, vamos a explorar la relacion
entre la derivada de Caputo y la integral fraccionaria. Los siguientes resultados aparecen probados
en el texto de Diethelm (2010).

Teorema 1.47. Si f es continua y a > 0, entonces
°DaJsf = f.
Teorema 1.48. Supongamos que a > 0, m = [«a] v f € A™([a,b]). Entonces
m—1
J2(CD2f(2) Z O (o
=0
A partir del Teorema 1.48, se puede obtener la expansién en serie de Taylor con base en la

derivada de Caputo. El siguiente resultado condensa este hecho.

Teorema 1.49 (Expansion en series de Taylor para la derivada de Caputo). Bajo las hipotesis
del Teorema 1.48, se tiene que

mle.f

k=0

(z —a)" + I3 (“Dg f(x)).

Ahora, vamos a explorar algunas propiedades operacionales de la derivada de Caputo. Para
empezar, se puede verificar de la definicién que la derivada de Caputo es un operador lineal. Es
decir, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.50. Sean fi, fo : [a,b] — R tales que “D2f; y “D2f, existen casi en toda parte, y
sean c¢1, ¢ € R. Entonces CDg(cl f1 + cafs) existe casi en toda parte y

CDS(lel +cafo) = Cfofl + ¢ CDg‘fg.

El resultado anterior y el hecho de que la derivada de Caputo de funciones constantes sea
cero hace que este operador sea compatible con las técnicas de desplazamiento y re escalamiento
usualmente aplicadas en la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales. Estas caracteristicas
hacen que la aplicaciéon de la derivada de Caputo en la implementacion de sistemas de ecuaciones
diferenciales esté mas difundida en la literatura.

Por otro lado, como se comprobé con la derivada de Riemann - Liouville, se puede ver que la
aplicacion sucesiva de dos derivadas de Caputo no corresponde a la derivada cuyo érden es la suma
de los érdenes de las dos derivadas. Vamos a ilustrar este hecho con el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.51. Sean f(z) = z, a1 = az = ;5. Tenemos entonces que [oy] = [ax] = 1y
[ay + ag] = 2. Para empezar, se tiene que

CD(O]quan(x) — ;7)/0 (g; — t)z_%_lf//(t)dt = 0,

ya que f”(x) = 0. Ahora bien,

DY) = s [ =0 T = o [ e T
r) = ——=— x — = xr — )
’ I'(1—15) Jo '(35) Jo
Efectuando la integral anterior, se obtiene que
1 5 [t=0 1 3
C na Y Y
D' f(z) = 5=~ (x —t)10 = ——-210.
" 10l (55) = L(5)

Si se aplica a este resultado la derivada de Caputo de orden a5 se obtiene

1 v 1 e 1 v T T
Cpe2(C Do fia)) = r—1)"1 “10dt = ——— r —t) 10t 10dt.

Haciendo la sustitucion t = xz, tenemos que

1 2 1 7T
CDS“%CDSIf(x)):mx—? / (1— 20 Todz.

Aplicando la relacién entre las funciones Beta y Gamma, se obtiene que

Cpo2(C Do £( 1)) = 1 (F(%))Qaf%: x_%
DO ( Do f( )) (F(%))Q F(%) F(%)

De lo anterior, se desprende que si ay, as > 0, no necesariamente se tiene que

“Dg*(“Dg* f(x)) = “Dg f(x).

Ya hemos estudiado propiedades de los dos operadores diferenciales fraccionarios. Ahora, nos
centraremos en su comportamiento en la solucién de ecuaciones diferenciales. Un operador esencial
utilizado en la solucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias es la Transformada de Laplace. Si
observamos la definicion de la integral fraccionaria, se puede decir que

xl—a

T @) = gy * /@),

donde * corresponde a la convolucién en el sentido de la Transformada de Laplace. Si la transfor-
mada de la funcién f corresponde a Z[f(x)](s), entonces se tiene que

N 1
L @)l(s) = S Z1f(@)](s).
Con base en lo anterior, se puede estudiar la transformada de Laplace de los operadores dife-
renciales fraccionarios. La deduccién de estos resultados aparece en los textos de Kaczorek (2011)

y Milici et al. (2019).
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Teorema 1.52. Sean a > 0, m = [a], y Z[f(t)](s) = F(s). La transformada de Laplace de la
derivada de Riemann-Liouville de orden « de f(t) tiene la forma
LMD f(1))(s) = s“F(s) = Y 8" *DF LI f(07). (1.14)

k=1

Teorema 1.53. Sean a > 0, m = [a], y Z[f(t)](s) = F(s). La transformada de Laplace de la
derivada de Caputo de orden « de f(t) tiene la forma

m
ZLIODGF(B))(s) = s"F(s) = Y _s*FfED(0%). (1.15)
k=1
En particular, se ve que hay una dificultad mayor en evaluar la transformada en la derivada
de Riemann - Liouville ya que lo que corresponde a las condiciones iniciales de un problema de
valor inicial, en este caso corresponde a las condiciones sobre una integral fraccionaria, lo cual
puede ser dispendioso. Sin embargo, en el caso de la derivada de Caputo, las condiciones iniciales
corresponden al mismo aspecto en la derivada ordinaria, lo que hace que sea mas sencillo el transito
de la formulacién de un modelo entre las dos derivadas.
En el andlisis de ecuaciones diferenciales, al aplicar transformada de Laplace, surge una funcion
que va a desempenar un rol importante en la solucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias. A
continuacion vamos a definir las Funciones de Mittag - Leffler.

Definicién 1.54 (Funcién de Mittag - Leffler de un pardmetro). Sea o > 0. La funcién E,, definida

por
00 k

z
E.(z)= _ 1.16

() % F(ak +1) (1.16)
siempre que la serie sea convergente, es llamada funcién de Mittag-Leffler de orden «.

Definicién 1.55 (Funcién de Mittag - Leffler de dos pardmetros). Sean «, 5 > 0. La funcién E, g
definida por

Eop(z) = kzzom> (1.17)

siempre que la serie sea convergente, es llamada funcion de Mittag-LefHler de dos parametros, con
parametros a y 3.

De las definiciones anteriores, es claro que E,(z) = E,1(z). Estas series funcionan como gene-
ralizaciones de la funcion exponencial. En particular, en el siguiente ejemplo vemos como es posible
rescatar algunas funciones conocidas con base en funciones de Mittag - Leffler.

Ejemplo 1.56. Para z € C, se tienen las siguientes igualdades:

k=0 k=0
o 0 (—l)kz% B 0 ( 1)k22k B
(b) Ea(—2%) = g T2k +1) ] cos(z)
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> k 2k > (_1)k22k B sin(z)

(¢) Eha(— 2% 2k:+2 :0(2k+1)!_ z

Como las funciones de Mittag - Leffler se definen en términos de series, es importante estudiar
la region de convergencia de estas funciones, es decir, para qué valores estd definida. Diethelm
(2010) demuestra el siguiente resultado (Teorema 4.1.):

Teorema 1.57. Consideremos la funcién de dos pardmetros E, s para a, 8 > 0. La serie que
define E, (z) es convergente para todo z € C. En otras palabras, E, s es una funcién entera.

Las funciones de Mittag - Leffler van a desempenar un rol importante en la teoria de ecuaciones
diferenciales. En el sentido ordinario, las funciones exponenciales corresponden a eigenfunciones
de la transformacion derivada. Al analizar esta situaciéon con el operador diferencial de Caputo, se
obtiene el siguiente resultado:

Teorema 1.58. Sea a > 0 y A € R. Definamos
y(x) = Eo(Ax®), x>0,

Entonces
“Diy(x) = Ay(z).

Con base en lo anterior, se puede decir que las funciones de Mittag - Leffler van a permitir
solucionar ecuaciones con coeficientes constantes. Posteriormente se vera que también se aplicara
en la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes. Debido a esto, el
comportamiento asintotico de las funciones de Mittag - Leffler va a estar relacionado con el concepto
de estabilidad de la solucién de una ecuacion diferencial fraccionaria. El siguiente resultado es
probado por Diethelm (2010) (Teorema 4.4):

Teorema 1.59. Sea a > 0. La funcién de Mittag - Leffler tiene el siguiente comportamiento:
(a) |Eq(re'®)| — 0 para r — +oo si |¢| > am/2,

(b) E.(re*®) permanece acotada si |¢| = ar /2,

(c) |Eq(re")| — 400 para r — +oo0 si |¢] < an/2.

Para finalizar, teniendo en cuenta que se ha hablado de la transformada de Laplace como un
operador ampliamente utilizado en la solucion de ecuaciones diferenciales fraccionarias, vamos a
mencionar dos resultados relacionados con este operador y las funciones de Mittag Leffler. Dichos
resultados aparecen en Diethelm (2010).

Teorema 1.60. Sea o > 0y A € C. Definamos y(z) := E,(—Az®). Entonces la Transformada de
Laplace de y esta dada por

Safl

Zll(s) = .

Teorema 1.61. Sean a > 0, r > 0, ¢ € [—7, 7] y A = re®. Si y(z) := E,(—Az%), entonces

(a) lim y(z) =0si|p| < an/2,

T—r+00

(b) y(z) es no acotada si |p| > amr/2.
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Capitulo

Sistemas Dinamicos Fraccionarios en el
sentido de Caputo

En este capitulo introduciremos los resultados béasicos de la teoria de ecuaciones diferenciales
fraccionarias. Para empezar, vamos a estudiar los resultados basicos de problemas de valor inicial
con derivada fraccionaria de Caputo, en particular los Teoremas de Existencia y Unicidad, asi como
algunos ejemplos tipicos. Posteriormente, desarrollaremos la teoria para sistemas de ecuaciones.
Con base en estos conceptos, definiremos sistemas dinamicos en el sentido de Caputo, estudiaremos
el concepto de estabilidad de puntos de equilibro y la existencia de ciclos.

2.1. Ecuaciones diferenciales fraccionarias

Sean a > 0y m = [«]. Empezaremos estudiando ecuaciones diferenciales en el sentido de
Caputo junto con condiciones iniciales apropiadas. Tenemos asi, el siguiente problema con valores
iniciales:

“Diy(x) = f(z,y(x))

2.1
DFy(0) =y k=0,1,...,m—1. 21)

Para empezar, debemos considerar los Teoremas de Existencia y Unicidad para el problema
dado por (2.1). Estos resultados suelen ser probados replicando las pruebas de los resultados en
el sentido ordinario y haciendo uso de herramientas de anélisis funcional. Uno de los hechos mas
utilizados para este propdsito es la posibilidad de formular el problema (2.1) como una ecuacién
integral de Volterra de segunda clase, resultado correspondiente al Lema 2.1.

Lema 2.1. Consideremos el problema con valores iniciales (2.1). Supongamos que la funcién
f:[0,h] x R — R, para algiun h > 0, es continua. Entonces, la funcién y € C0, h] es una solucién
del problema con valor inicial (2.1) si y sélo si es una solucién de la ecuacién integral no lineal de
Volterra de segunda clase

m—

Z L+ o [0 e 22)

La demostracién del Lema anterior estd basada en la aplicacién de la Transformada de Laplace
y la posterior comprobacién de que la solucién presentada en (2.2) es solucién del problema con
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valores iniciales (2.1). Esto se puede consultar en los textos de Milici et al. (2019) y Diethelm
(2010). Este resultado no solo es utilizado en la demostracién de los resultados sobre existencia y
unicidad, sino también en la implementacién de métodos numéricos para la solucién de ecuaciones
diferenciales fraccionarias.

Con base en lo anterior es posible demostrar la versién fraccionaria del Teorema de Existencia

de Peano para el problema (2.1), lo que corresponde al siguiente resultado presentado por Diethelm
(2010) (Teorema 6.1):

Teorema 2.2 (Existencia). Sea o > 0y m = [a]. Ademas, sean yéo), . ,y(()m_l) eER, K>0y
h* > 0. Definamos

G::{(x,y)ERQ: € [0, h™], ZZZ— < }
k=0
y sea f: G — R continua. Definamos M := sup |f(x,2)|y
(z,2)€G
h* si M =0,

h= KD(n+1)\""
min {h*, (%) } otro caso.

Entonces existe una funcién y € C|0, h] que soluciona el problema con valores iniciales (2.1).

Al igual que en el caso ordinario, la condicién Lipschitz de la funcién f también va a garantizar
la existencia de las soluciones de un problema con valores iniciales.

Teorema 2.3 (Unicidad). Sean o > 0y m = [«]. Ademads, sea G el conjunto definido en el
Teorema 2.2 y sea f : G — R una funcién continua con condiciéon Lipschitz en la segunda variable,
es decir,

(2, 91) = [, 92)] < Ly — v2

para algin L > 0 que es independiente de x, y; y y2. Entonces, denotando i como en el Teorema
2.2, existe una tnica solucién y € C10, k] del problema con valores iniciales (2.1).

Hasta el momento, los resultados de existencia y unicidad aseguran la soluciéon del problema
con valores iniciales (2.1) en un intervalo posiblemente més pequeno que el dominio en la primera
variable de la funcién f. El siguiente resultado permite asegurar la existencia y unicidad en todo
este intervalo.

Teorema 2.4. Sean o > 0y m = [«]. Ademds, sean y(()o), . ,y(()m_l) € Ry h* > 0. Definamos

G = [0,h*] x Rysea f: G — R continua y Lipschitz con respecto a la segunda variable con
constante L > 0 que es independiente de x, y; y y». Entonces existe una tnica solucién y € C[0, h*]
que soluciona el problema con valores iniciales (2.1).

Corolario 2.5. Sean a > 0y m = [a]. Ademads, sean y(()o), . ,y[()m_l) € R. Definamos G :=

[0,4+00) xR ysea f: G — R continua y Lipschitz con respecto a la segunda variable con constante
L > 0 que es independiente de x, y; y 3. Entonces existe una unica solucién y € C|0, +00) que
soluciona el problema con valores iniciales (2.1).
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Ya con los Teoremas de Existencia y Unicidad mencionados, podemos empezar a indagar sobre
las soluciones del problema de valor inicial como tal. El caso més sencillo corresponde a considerar
la funcién f(z,y(z)) = Ay(x), A € R. En este caso, la aplicacién de la Transformada de Laplace
nos va a permitir el determinar la naturaleza de la solucion.

Teorema 2.6. Sean o > 0, m = [a] y A € R. La solucién de problema con valores iniciales
“Diy(x) = My(x), y(0) = yo, yM(0) =0 (k=1,...,m — 1)

esta dada por
y(x) = yoEa(Az®).

Este Teorema va a ser el punto de partida para el estudio de sistemas lineales con coeficientes
constantes. En este caso, se va a requerir extender la definicién de las funciones de Mittag - Leffler
al caso de matrices.

2.2. Sistemas Lineales

Queremos estudiar el comportamiento de las soluciones de la ecuacion diferencial fraccionaria

“Dgy(z) = Ay(x) + q(x), (2.3)

con 0 < o<1, Ae R ¢q:[0,h] - C"y una solucién y : [0,h] — C". Para empezar,
consideremos el caso homogéneo, es decir, ¢(z) = 0. Entonces, se tiene la ecuacién

“Dgy(x) = Ay(x). (2.4)
Supongamos que la solucién corresponde a combinaciones lineales de expresiones de la forma

2(x) = Eo(Az®)u.

con u € C" y A € C. Insertando esto en la Ecuacién (2.4) y teniendo en cuenta el Teorema 1.58,
se obtiene que

E,(Az%) \u = E,(Ax®)Au.
Como E,(Ax®) # 0, se tiene que

A = Au,

es decir, A debe ser un valor propio de la matriz A y u un vector propio correspondiente. De
acuerdo a la naturaleza de los vectores propios, existen diferentes posibilidades de soluciones. Si la
multiplicidad algebraica coincide con la multiplicidad geométrica, para todos los valores propios
de A, aplicamos el siguiente resultado:

Teorema 2.7. Sean \q,...,\, los valores propios de A y uy,...,u, vectores propios correspon-
dientes. Entonces la solucién general del problema (2.4) tiene la forma

y(x) = Z aEo(Nx®)y
=1
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con ciertas constantes ¢; € C. Ademas, si se impone la condicién y(0) = y en el problema dado,
la tnica solucién de esta ecuacion diferencial estara caracterizada por el sistema lineal

Yo = (U, ..., un)(ct,. .. cn)t.
Cuando es posible formar una base para C™ con vectores propios de la matriz A, se dice que
A tiene un conjunto completo de valores propios. Bajo esta condicion, se dice que la matriz A
es diagonalizable. Ahora bien, no todas las matrices cumplen estas condiciones, pero siempre es
posible definir la forma candnica de Jordan de una matriz A. En este aspecto, serda recomendable
analizar la solucién del problema (2.4) por medio de otras herramientas. Para empezar, definamos
la funcion de Mittag - Leffler con argumento matricial.

Definicién 2.8 (Funciones Mittag - Leffler matriciales). Sean «, 8 > 0. Dada A € R™*" la funcién
de Mittag - Leffler evaluada en A esta definida por medio de la siguiente serie convergente:

o0

Ak
Eop(A) = Z T(ak+0) (2.5)

k=0

Al igual que como se comenté en la Definicién de las funciones de Mittag - Leffler, vamos a
tomar E,(A) = E,1(A). Ahora, notemos que

B =2 moog =2 =
k=0 k=0

La funcién de Mittag-Lefler evaluada sobre una matriz puede ser analizada para las formas
canénicas de Jordan. Sadeghi y Cardoso (2018) muestran el siguiente resultado:

Teorema 2.9. Sean A, B € R™ ", Si existe una matriz S no singular tal que A = SBS™!, entonces
Eaﬁ(A) = SEaﬁ(B)S_l.

Con base en lo anterior, al estudiar la forma de las funciones de Mittag-Leffler evaluada sobre
las formas candnicas de Jordan, se puede observar la forma general sobre una matriz cualquiera.
Garrappa y Popolizio (2018) estudian la definicién con base en el concepto de funciones definidas
sobre el espectro de una matriz. También, Popolizio (2019) muestra la evaluacién de las funciones
Mittag-Leffler sobre matrices de la siguiente manera:

Definicién 2.10. Sea A € R™*". Sean Ay, ..., A, los valores propios de A. Entonces A puede ser
expresada en la forma canénica de Jordan con

A=2JZ7" = Zdiag(Jy,...,Jp) 27",

con

e 1 0
0 Ak

y my + - -- 4+ m, = n. Entonces

Eo5(A) = ZE,5()) 27" = Zdiag(Eap( 1), ..., Eap(J) 27",
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con

i (mr—1) 7
Ey s (M)
o) ) - P
Eo5(Jk) = Eos(Ak) :
: w.5(Ak)
i 0 Ea,ﬁ()\k) ]

El estudio de las funciones de Mittag-Leffler evaluadas sobre matrices estd justificada por el
siguiente resultado.

Teorema 2.11. Consideremos el sistema (2.4) con la condicién inicial y(0) = yo € C". Entonces,
para x > 0, se tiene que y(x) = E,(z*A)yo.

Se puede verificar que el Teorema anterior coincide con el Teorema 2.7 en el caso en que la
matriz A es diagonalizable. En general, para las matrices canénicas de Jordan, se puede obtener
varias formas de expresar la solucién utilizando la Definicién 2.10. La deducciéon de la solucion
evaluada en un bloque de Jordan es desarrollada por Deshpande y Daftardar-Gejji (2016).

10 1 ey ]

Ea(x )\k) ﬂa—)\kEa(iE )\k) s (mk _ 1)' a)\](gmk_l) Ea(.l? )\k)
Ea(ﬂjajk) = Ea(fba)\k) . a

| 0 Ea({L‘a)\k)

Ya conocida la relacion entre las funciones de Mittag-LefHler con la solucién de sistemas de
la forma (2.4), se puede pasar a estudiar la estabilidad de estos sistemas como se realizé en el
Capitulo 1. De acuerdo a Diethelm (2010), la estabilidad asociada a la solucién y = 0 del sistema
(2.4) se puede estudiar con base en el Teorema 1.59. Este resultado fue probado por primera vez
por Matignon (1996), por lo cual recibe su nombre.

Teorema 2.12 (Matignon). Considere el sistema diferencial fraccionario © Dgy(t) = Ay(t), con A
una matriz real arbitraria de tamano n x n.

1. La solucién y = 0 del sistema es asintoticamente estable si y sélo si todos los valores propios
Aj (7 =1,...,n) de A satisfacen |arg();)| > a7.

2. La solucién y = 0 del sistema es estable si y sélo si los valores propios A; de A satisfacen
|arg \;| > an/2 y todos los valores propios con |arg();)| = am/2 tienen multiplicidad
geométrica que coincide con la multiplicidad algebraica .

El Teorema de Matignon permite establecer la estabilidad con base en los valores propios de la
matriz A del sistema lineal asociado. Con base en esto, se pueden clasificar los sistemas planos. En
el Capitulo 1, mencionamos que si A € R?*? es una matriz invertible, se tienen cuatro diferentes
posibilidades. En los tres casos para los cuales los valores propios son reales, el comportamiento
del sistema en términos de estabilidad sigue siendo el mismo que en el caso ordinario, ya que el
argumento de los valores propios solo tiene dos posibilidades: 0 o m. En cambio, en el caso de tener
valores propios complejos con parte imaginaria no nula, la estabilidad va a estar asociada al orden
del sistema fraccionario. Vamos a ilustrar esta situacion con los siguientes ejemplos.
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Figura 2.1: Trayectorias descritas en el Ejemplo 2.13.

Ejemplo 2.13. Sea y(t) € R?. Consideremos el problema

CDgy(t) = Ay(t). Az{i@”ﬂ,mm:ﬁ]

Los valores propios de A son Ay = 1+ iv/3. Por lo tanto, se tiene que |arg(A12)] = 5. Del
Teorema de Matignon, se concluye que el sistema es asintticamente estable si § > a7, es decir,
para o6rdenes a < %, el sistema es asintoticamente estable. En la Figura 2.1, se observan las
trayectorias correspondientes a érdenes o = 0.7 y @ = 0.6. Para el primer orden, el origen es

inestable, mientras que para el segundo orden, el origen corresponde a una solucién estable.

El Ejemplo 2.13 muestra una de las diferencias entre los sistemas dindmicos en sentido ordinario
y en sentido fraccionario. Si bien la matriz definida tiene valores propios con parte real positiva,
es posible que el sistema sea estable, lo cual no ocurre para sistemas ordinarios.

Ejemplo 2.14. Sea y(t) € R?. Consideremos el problema

Do =, 4= o) w0 = 7]

Los valores propios de A son A = +i. Por lo tanto, se tiene que |arg(A;2)| = 5. Del Teorema
de Matignon, se concluye que el sistema es asintoticamente estable si @ < 1. En la Figura 2.2,
se observan las trayectorias correspondientes a 6rdenes a@ = 0.9, a = 0.95 y el sistema ordinario
(v = 1). Se observa que el origen que originalmente es estable en el sistema ordinario pasa a ser
asintoticamente estable en los sistemas de orden a € (0, 1).

El Ejemplo 2.14 hace pensar que los centros que habitualmente aparecen en los sistemas dinami-
cos planos con la derivada ordinaria no necesariamente se mantienene en modelos con derivadas
fraccionarias. Con base en esta situacién surge el interés por estudiar los ciclos en un sistema con
derivada fraccionaria. Més adelante se estudiard este tema.

Para finalizar esta seccion, vamos a caracterizar la estabilidad asintética de los sistemas lineales
homogéneos planos basados en la traza y el determinante de la matriz A, dado que con base en
estos se puede determinar la naturaleza de los valores propios de la matriz. Para empezar, podemos
ver un teorema trabajado por Ahmed et al. (2006).
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y(t)
T
1

Figura 2.2: Trayectorias descritas en el Ejemplo 2.14.

Teorema 2.15. Considere el sistema D¢y = Ay, a € (0,1), y € R? y A € R¥2. Sea p()\) = N2 +
b\ + c el polinomio caracteristico de la matriz A. Entonces, el origen del sistema es asintoticamente
estable si se tiene alguno de los dos siguientes casos:

1.b>0yc>0;

2. 0<0,4c> by

. Ve — b2 2T
arctan [ ———— a—.

b 2
Demostracion. Recordemos que los valores propios son las raices del polinomio caracteristico,
tomemos estos valores como \; y As. Por propiedades de los polinomios, se tiene que

b:—()\l—i—/\g), C:)\1'>\2.

En el caso 1 del teorema se tiene que ¢ > 0, lo que reduce esto a la posibilidad de tener dos
valores propios reales o dos valores propios complejos conjugados. Si los valores propios son reales,
entonces deben tener el mismo signo y, como b > 0, se tiene que A\; + Ay < 0, con lo cual se concluye
que ambos valores propios reales son negativos. Asi, tenemos que

arg(A1) = arg(A\) =7 > ag, Va € (0,1). (2.6)

Del Teorema de Matignon, se sigue que el origen del sistema es asintéticamente estable para todo
a e (0,1).

Cuando los valores propios son complejos conjugados, —b es dos veces la parte real de dichos
valores. Como b > 0 entonces los valores propios tienen parte real negativa, lo que conduce a que

larg(Mro)| > g > ag, Va € (0,1).

Nuevamente, por el Teorema de Matignon, se tiene que el origen es asintéticamente estable.
En el caso 2, como 4c > b?, los valores propios son complejos conjugados y se pueden escribir

como
—b  Vdc — b2
A1’2 = 7 :I: T.

34



Bajo esta consideracion, se obtiene que

Vie —b? T

|arg(A12)| = |arctan — |~y
asi que el sistema es asintéticamente estable. [ |
Con las condiciones del Teorema 2.15 y recordando que b = —tr(A) y ¢ = det(A), se puede

reescribir este resultado con base en la traza y el determinante de A.

Corolario 2.16. Bajo las hipdtesis del Teorema 2.15, se puede decir que el origen del sistema es
asintoticamente estable si se tiene alguno de los dos siguientes casos:

1. tr(A) <0y det(A) > 0;

- T
a—.
2

2. tr(A) >0, 4det(A) > (tr(A))? y

N ( JAdet(A) — (tr(A))2>
tr(A)

Por 1ltimo, se puede obtener la solucién del sistema lineal no homogéneo (2.3) por medio de
la Transformada de Laplace. Para ello, se puede consultar el siguiente resultado y enunciados
equivalentes en los textos de Kaczorek (2011) y Diethelm (2010).

Teorema 2.17. Considere el sistema (2.3) con condicién inicial y(0) = yo. La solucién tiene la
forma

Vi) = ol A+ [ (@ = 00 Bu((a — 0 Aafe)t

2.3. Linealizacion de sistemas fraccionarios

Al igual que en los sistemas auténomos ordinarios, queremos analizar que ocurre con un sistema
de ecuaciones diferenciales fraccionarias en las cercanias de una solucion. Para ello, buscaremos
precisar el concepto de sistema dinamico asociado a sistemas diferenciales no lineales en el sentido
de Caputo, es decir, definidos de la forma

{%maw:ﬂam,aewﬂ>

0 1 (2.7)

donde z(t) € Q CR", f(x) = (fi(x),..., fulx)T vyt >0.

Inicialmente empezaremos por ver si los sistemas de la forma (2.7) definen sistemas dindmicos
como se defini6 en el Capitulo 1. Sobre esto, Gallegos y Duarte-Mermoud (2016) demuestran el
siguiente resultado:

Teorema 2.18. El sistema “Dgz = f(x) con z(0) € R y para t > 0 no corresponde a un sistema
dindmico en los casos en que o € (0,1), f no es idénticamente cero o x(0) no es un punto de
equilibrio.

Con base en esto, se ha buscado definir sistema dindmico en el sentido de un operador frac-
cionario. En vista de que estamos centrados en el operador de Caputo, vamos a definir sistemas
dindmicos en el sentido de este operador. Este trabajo es realizado por Li y Ma (2013), lo que se
sintetiza en el siguiente teorema.
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Teorema 2.19. Sean f(x) una funcién continua y x(¢) una solucién continua de (2.7). Entonces,
existe ¢, tal que

(a) ¢o = I, el mapeo identidad,

(b) ¢s1t = ¢y 00 0 ¢, para s,t € RT. Aqui, #; es un mapeo lineal que satisface

0 0 ps(x0) = 20 + ﬁ /Os(t +5—71) " f(p(20))dr, t>0

y si s =0, 0:(x0) = o,
(¢) (t,z0) = ¢¢(xo) corresponde a un mapeo continuo de RT x Q sobre €.
Con el Teorema 2.19, se puede establecer la nocién de sistema dindmico en el sentido de Caputo.

Definicién 2.20. El mapeo ¢; mencionado en el Teorema 2.19 es conocido como flujo fraccionario
en el sentido de Caputo. A la tripleta (RT, €, ¢;) se le denomina sistema dindmico fraccionario en
el sentido de Caputo.

En el Teorema 2.19 se puede ver que para a = 1, el operador #; corresponde al operador
identidad, con lo cual ¢ corresponderia al flujo del sistema dindmico ordinario.

Ahora, buscaremos sentar la nocién del Teorema de Hartman - Grobman aplicado a sistemas
autoénomos fraccionarios de la forma

“Dea(t) = f(z(t), a€(0,1), z(t) € R (2.8)
Antes de introducir el Teorema de Hartman - Grobman, daremos algunas definiciones.

Definicién 2.21 (Punto de equilibrio). El punto z( es un punto de equilibrio del sistema (2.8) si
y sélo si f(xg) = 0.

Definicién 2.22 (Punto de equilibrio hiperbélico). Supongamos que z es un punto de equilibrio
del sistema (2.8). Supongamos que todos los valores propios A; de la matriz J;(z¢) (es decir, de la
matriz de linealizacion de f en x() satisfacen que

T ,
Nl 0,  Jarg(\)| #7, i=1,...,n.

Entonces xy es un punto de equilibrio hiperbédlico del sistema (2.8).

Teniendo en cuenta las nociones de estabilidad y sistemas topoldgicamente equivalentes, se
procede a establecer la version fraccionaria del Teorema de Hartman - Grobman. La demostracién
de este hecho se presenta en Li y Ma (2013).

Teorema 2.23 (Versién Fraccionaria del Teorema de Hartman - Grobman). Si el origen O € R™
es un equilibrio hiperbdlico del sistema (2.8), entonces el campo vectorial f(z) es topoldgicamente
equivalente con su campo linealizado J;(O)z en una vecindad del origen.

Ahora, vamos a ilustrar el funcionamiento del Teorema 2.23 con los siguientes ejemplos.
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D;‘ x=y, D;‘ y=-sin(x)

Figura 2.3: Plano fase del Ejemplo 2.24
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Figura 2.4: Trayectorias para el modelo de Lotka -Volterra fraccionario descritas en el Ejemplo
2.25.

Ejemplo 2.24. Retomemos el Ejemplo 1.9. Vamos a cambiar la derivada ordinaria por derivada
fraccionaria de orden o = 0.9, de lo cual se obtiene el plano de fase mostrado en la Figura 2.3.
Sobre el eje x, en los multiplos impares de 7, persisten puntos inestables. Sin embargo, los puntos
de equilibrios asociados a multiplos pares de 7 pasan de ser centros a puntos asintéticamente
estables. Al evaluar la matriz jacobiana en los tltimos puntos mencionados, se obtiene que los
valores propios son A2 = %1, con lo cual el sistema serd asintéticamente estable en una vecindad
de estos puntos para o < 1.

Ejemplo 2.25. Analicemos el Ejemplo 1.10 al igual que como se hizo en el Ejemplo anterior. Se
tiene que (80, 50) es el punto de equilibrio del sistema, correspondiendo a un centro. Sin embargo,
al cambiar la derivada ordinaria por fraccionaria se obtiene que este punto de equilibrio se vuelve
asintoticamente estable ya que o < 1, de acuerdo con lo senalado por los Teoremas de Hartman
- Grobman y Matignon. En la Figura 2.4 se grafican las trayectorias con valores iniciales (20, 50),
(30,50) y (40,50), tomando los valores a = 0.1, b = 0.002, ¢ = 0.0025 y d = 0.2 para el modelo
de Lotka - Volterraa y reemplazando la derivada fraccionaria por derivada de Caputo de orden
a=0.9.
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Figura 2.5: Planos de fase del Ejemplo 2.26.

Ejemplo 2.26. Consideremos la funcion f del Ejemplo 1.22 con o = 0.25. Consideremos el sistema
“Dgx = f(x). Los valores propios de la matriz jacobiana de f evaluada en el origen tiene valores
propios A; o = 0.25 4. Para el sistema, tenemos que el origen es un punto de equilibrio hiperbélico
para a # %arctan(él) ~ (.84, casos en los que se aplica la Versién Fraccionaria del Teorema
de Hartman - Grobman. Si o > 0.84, tendremos que |arg(A;2)| < aF, asi que del Teorema de
Matignon se desprende que el sistema es inestable. En la Figura 2.5, se observa el diagrama de
fase del sistema para a = 0.85 en el cual se puede ver que el origen es inestable. En particular, el
sistema muestra que existe una curva cerrada que funciona como un atractor. Para o < 0.84, el
Teorema de Matignon garantiza que el equilibrio es asintéticamente estable. En la Figura 2.5, se
observa que para a = 0.80 el origen es asintoticamente estable.

2.4. Soluciones periddicas en sistemas auténomos fraccio-
narios

En la Figura 2.5 asociada al sistema del Ejemplo 2.26 se observa la presencia de una curva
cerrada a la cual se acercan las trayectorias del sistema. Sin embargo, no se puede afirmar que
dicha curva corresponda a un ciclo del sistema, es decir, no se puede establecer la existencia de
una solucién peridédica para dicho sistema. Vamos a estudiar la existencia de ciclos para sistemas
lineales.

Los operadores diferenciales fraccionarios son operadores no locales, ya que cuando aparecen
en una ecuacién la solucién evaluada en el tiempo t depende de todos los valores precedentes a t.
En este caso se habla de que el sistema tiene una memoria. Yazdani y Salarieh (2011) prueban el
siguiente Teorema para mostrar la influencia de la memoria en un sistema fraccionario.

Teorema 2.27. Sea f : R" — R" una funcién que satisface la condicion de Lipschitz, entonces las
soluciones del sistema

“Dox = f(x), x(a) =z, (2.9)

son dependientes de la memoria. Es decir, la solucién del sistema (2.9), denotada por ¢(t, z,) v, la
solucién de

“Diy=fy), yb)=um=90br), b>a, (2.10)
denotada por ¥(t, ), no coinciden para t > b.
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Demostracion. Razonemos por contradiccién. Supongamos que ¢(t,x,) = 1(t,yp) para t > b. Por
el Teorema 2.4, se tiene que la solucién del sistema (2.9) es tinica. Aplicando el Lema 2.1, la solucién
se puede escribir como

olt.2) =+ s [ (6= ot )i (211)
Con base en esto, se puede escribir
1 b
= 0(b.3,) = 70 + s / (b— )" f(6(7, z,))dr. (2.12)
Similarmente, t
Vitn) =+ gy | (= @) (2.13)

Sustituyendo y; de la ecuacién (2.12) en (2.13), se obtiene

b t
w,yb):m%a) / <b—¢>“-1f<¢<r,xa>>d7+ﬁ / (t— ) Frp))dr.  (2.14)

Con base en la suposicion ¢(t, x,) = 1 (t,y,) para t > b, de las ecuaciones (2.11) y (2.14) se puede
deducir que

[ t=mrpotmanar = [[o=rr i+ [ =0 oa)ar (219

Reorganizando la expresién anterior, se obtiene que

/ (t = 1) (b, 7)) = / (b— )" f(d(r, 2))dr, (2.16)

para todo t < b, lo cual es una contradiccién. Se sigue entonces que ¢(t,x,) y ¥(t, y») no coinciden
para t > b, es decir, hay dependencia de la memoria. [ |

El Teorema 2.27 esté ligado al Teorema 2.19. Como mencionan Li y Ma (2013), la funcién 6, en
el Teorema 2.19 busca que las dos soluciones mencionadas en el Teorema 2.27 coincidan en cierto
instante de tiempo. La dependencia de la memoria es una caracteristica que hace que el sistema
fraccionario no corresponda a un sistema dinamico en el sentido ordinario.

Basado en esto, Yazdani y Salarich (2011) demuestran el siguiente resultado:

Teorema 2.28. El sistema de orden fraccionario invariante en el tiempo presentado en (2.9) no
tiene soluciones periédicas a menos que el limite inferior sea +oo.

Demostracion. Supongamos que la ecuacion (2.9) tiene una solucién periddica con periodo T' de-
notada ¢(t, z,). Del Lema 2.1 se tiene que

1 ! a—1
olt.20) = a0+ / (t — 7 F((r, 20))dr. (2.17)
1 il a—1
Ot +T,x,) =24 + @ /a t+T—1)"f(op(T +7,2,))dr. (2.18)
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Haciendo el cambio de variable z = 7—T en (2.18) y teniendo en cuenta la periodicidad de ¢ (¢, ,),
se obtiene que

1 t
Ot Ta) = To + = / (t — 2)* 1 f(d(2,2,))d2. (2.19)
F(Oé) a—T
Sustrayendo término a término la ecuacién (2.17) de la ecuacién (2.19) se obtiene que
1 a
0=t | (=27 F(0(z ) (2.20)
F(CY) a—T

para todo t. Ahora, como f(¢(z,x,)) # 0, entonces debe cumplirse que a = a — T', lo que es una
contradiccién. Luego, el sistema (2.9) no tiene soluciones periddicas. |

El Teorema 2.28 indica que en el plano de fase de un sistema auténomo de orden fraccionario
no es posible la existencia de ciclos, es decir, no hay curvas cerradas correspondientes a soluciones
del sistema. Si volvemos al Ejemplo 2.26, la curva cerrada estable que se muestra en la Figura 2.5
no puede ser considerada un ciclo.
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Capitulo 3

Aplicaciones

3.1. Solucion numérica de Ecuaciones Diferenciales Frac-
cionarias: método de Adams-Bashforth-Moulton

Para la solucion del sistema (2.1) existen diferentes esquemas numéricos los cuales suelen estar
basados en reglas de cuadratura y métodos numéricos para la estimacion de integrales debido a
la forma en que esté definido el operador de Caputo. Baleanu et al. (2012) establecen dos clasifi-
caciones para dichos métodos: los métodos directos donde la discretizaciéon numeérica es aplicada
directamente sobre el operador diferencial que aparece en la ecuaciéon y los métodos indirectos que
se aplican sobre algiin problema equivalente como la formulacion correspondiente al Lema 2.1.
En Diethelm et al. (2004) se hace la deduccién de un método numérico indirecto para el sistema
(2.1). Para empezar, se considera el método clasico de Adams-Bashforth-Moulton utilizado en la
aproximaciéon del problema

(@) = flz,y(x),  y0) =y, =€][0,7].

Para ello se puede recurrir a una malla temporal uniforme tomando h = %, para algin entero N,
tomando como puntos de malla {z; = jh:j =0,1,..., N}. Suponiendo que ya se han calculado
las aproximaciones y; ~ y(z;), j = 0,1,...,k asi que intentamos obtener la aproximacién 1
mediante la ecuacion

Yort = v + / " f e ().

Tg
Aqui se puede aplicar una regla de cuadratura para estimar la integral como la regla trapezoidal,
la cual lleva al siguiente esquema

h
Yk+1 = Yk + 5 U (xr, yr) + f (ki1 Ynsa)] - (3.1)

Al aparecer ;1 en ambos términos de la ecuacion anterior se tiene un método implicito. Aqui
la dificultad radica en despejar yi.1, razéon por la cual se considera utilizar una aproximacion
inicial a yj41. La aproximacién preliminar y; ; llamada predictor es obtenida de manera similar
al esquema anterior cambiando la regla de cuadratura de trapezoidal a rectangular, de lo cual se
obtiene lo siguiente:

Yorr = Yk + Bf (Tk, Uk). (3.2)
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Ahora, reemplazando esto en el lado derecho de la ecuacién (3.1) se llega a

h
Yk+1 = Yk + 9 [f(l‘ka Yi) + f(Tpy1, y£+1)} . (3.3)
Este esquema es llamado el método de Adams-Bashforth-Moulton, el cual es convergente de grado

2, es decir,

mix_|y(a,) - y;| = O(?).

5=0,...N

Ahora bien, al escribir el sistema (2.1) en forma de integral de Volterra de segunda clase, es
necesario aplicar reglas de cuadratura a la integral

/0 "= 2 (2 () e

En este caso, se estima la integral de 0 a x;y; debido a la estructura no local del operador de
Caputo. Para construir la aproximacion usamos la regla producto de cuadratura trapezoidal con
respecto a la funcién de peso (xy 1 — ) ! para reemplazar la integral, por tanto se considera que

Tp+41 1 Tr+1 1
[ =g [ - 2 (2
0 0

donde gi41 es el interpolante lineal a trozos con nodos escogidos en los z;, 7 = 0,1,...,k + 1.
Usando técnicas de cuadratura, la integral puede ser reescrita de la siguiente manera:

k+1

Th+1 1~
/ (@ha1 — 2)° Grsr(2)dz Y ajppg(ay).
0

Jj=0

Aqui, los coeficientes a; ;41 para una malla uniforme se pueden expresar como sigue:

(ha[ka+l __(k __Og(k_+>1)a] Sij _0
+1 ) ]
D T S STy e N e R -
g k+1 O[<Oé+1> y S > ] SR, :
ha
— ij=Fk+1.
2@+ 1) s1J +

Asi, se puede llegar a una formulacién similar a la ecuacién (3.1) para el sistema fraccionario

f[a]-1 k
x ; 1
Yk+1 = Z ;le(()j) + T(a) [ak+1,k+1f($k+1ay£+1) + Zaj,kﬂf(xmyj) : (3.5)

J=0 J=0

Al igual que en el caso ordinario, el predictor y,EH se estima usando en la integral una regla
producto de cuadratura rectangular que termina en la siguiente expresion

T+1 k
/ (Tryr — 2)* Hg(2)dz = ij,k+19($j)7
0

j=0

donde
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«

[(F+1=5)" = (k=35 (3.6)

Con base en estos coeficientes se hace una primera estimacion de yx1 lo que corresponde al
predictor

bj,k+1 =
Q

[a]-1 k
Thy1, (G 1
Yo = D ) s D b f (). (3.7)
pr il (@) =
Este predictor se calcula para reemplazar en el esquema que inicialmente era implicito, el cual
se conoce como corrector. De alli, se obtiene el esquema de Adams-Bashforth-Moulton de orden

fraccionario. Respecto a la convergencia, se tiene el siguiente resultado del texto de Diethelm et al.
(2004) (Teorema 3.2.):

Teorema 3.1. Sean o > 0y “Dyy € C*([0,T]) para algtin T apropiado. Entonces,

{O(h2), sia>1,

maXN|y(a7j) —y;l = O(h'*+e), sia < 1.

j:07""
En este trabajo todas las graficas relacionadas con sistemas de ecuaciones diferenciales frac-

cionarias fueron elaboradas haciendo uso de una rutina propia para aproximar las soluciones por
medio de la versién fraccionaria de Adams-Bashforth-Moulton.

3.2. Memoria

Para introducir el concepto de memoria nos basaremos en el trabajo de Saeedian et al. (2017),
lo cual se basa en un modelo SIR. En este modelo se suele suponer que los contactos transmiten la
enfermedad con la misma probabilidad, ademés de que las tasas de transmisién y recuperacién son
constantes, con lo cual el estado del sistema en cada instante no depende de la historia previa, es
decir que el sistema no tiene memoria, lo que se conoce como un sistema Markoviano. Sin embargo,
hay evidencias de que los modelos de transmision de enfermedades exhiben un comportamiento
diferente. Por ejemplo, el conocimiento de la enfermedad puede afectar su dinamica, lo cual sugiere
que estos sistemas exhiben la caracteristica de memoria con menos influencia para los valores ini-
ciales. En Stanislavsky (2000), se estudian los efectos de memoria, en un caso particular se obtiene
que el operador fraccionario de Caputo exhibe un comportamiento apropiado para representar la
memoria. Al reemplazar la derivada ordinaria por la derivada fraccionaria, aparece una funcion
kernel de memoria correspondiente a una ley potencial que hace que la contribucion de los primeros
valores sea menor que la de los valores en instantes de tiempo posteriores (Saecedian et al., 2017).

Para implementar un sistema con memoria, comenzaremos considerando un sistema de ecua-
ciones diferenciales

z5(t) = fi(x(t)), w=(v1,...,2,)  €R" i=1,...,n, t>to, (3.8)

para algtin tiempo ty. Si en vez de considerar directamente las funciones f; introducimos un efecto
de memoria usando una integral de convolucién obtendremos que

#(t) = / k(t — 1) fi(a(r))dr, (3.9)

to

43



donde el kernel k& depende del tiempo. En el caso del sistema ordinario, sin memoria, se tiene que
k(t — 1) = 0(t — 7), donde 6 es la distribucién Delta de Dirac (Saeedian et al., 2017). Ahora, si
tomamos el kernel

h(t— 1) = ﬁ(t _1*2 e (0,1),
tendremos en la ecuacion (3.8)
Zi(t) = F(a;—l) /to (t —7)* 7 fi(z(r))dr = J2 7" fi(x(t)). (3.10)

Aplicando a ambos lados de la ecuacién (3.10) el operador Jtlo_a, se obtiene

D xi(t) = fi(x(t)). (3.11)

En este caso, la introduccion de memoria por medio de una ley potencial nos lleva a obtener
un sistema de ecuaciones diferenciales fraccionarias. A medida que «a decrece, tendremos que la
funcién de potencia decrece mas lentamente, lo que hara que el efecto de memoria se prolongue
en el tiempo (Saeedian et al., 2017), mientras que para « cercanos a 1 el efecto de la memoria
decrece. También, es posible utilizar diferentes valores de « en cada una de las variables de estado
cambiando el efecto de memoria en cada una de estas (Saeedian et al., 2017), sin embargo en este
trabajo siempre se considerara el mismo efecto de memoria.

3.3. Modelos de interaccién entre especies

3.3.1. Modelos predador-presa

Para empezar, comenzaremos por el anélisis del modelo predador-presa realizado por Elsadany
y Matouk (2015).

dN
27 (T) = N(T)(a — bN(T) — cP(T)),

(3.12)
P
37 (T) = P(T)(=f + ceN(T)),

donde

= N, P representan las densidades poblacionales de las presas y los predadores respectivamente,

= @ es la tasa maxima de nacimiento per capita de la presa,

f es la tasa de mortalidad per cdpita del predador,

b es la magnitud de la competencia intraespecifica de las presas,

c es la magnitud de la competencia intraespecifica entre predadores y presas,

e es la eficiencia de conversién de las presas ingeridas en nuevos predadores.
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Para el estudio de este sistema se hara el cambio de variables

x(t):%N(T), y(t):%P(T), t=fT.

obteniendo el sistema

dx
) = 2(B)(r = ka(t) — y(1))
(3.13)
dy
Le) =yt (=1 + Balt),
donde
a c
— _ k —_ — —
r f’ ae’ /8 a
Entonces, analizaremos el sistema fraccionario
CDa — —kr —
i Sy:c x(r — kx —y), (3.14)
Dgy = y(—1+ Bx).

Este sistema tiene dos puntos de equilibrio fijos: Ey = (0,0)" y Ey = (§,0)". Ademds, si

Br > k, se tiene un punto de equilibrio de coexistencia de las dos especies Fy = (%, 67"5 k)T. Para
analizar su estabilidad local, recurrimos a los Teoremas de Hartman - Grobman y Matignon. Para

empezar, debemos encontrar la matriz jacobiana asociada al sistema. En este caso, tenemos que

J(x)_['r—2kx—y —x }
y) By —1+4 Bz

Iniciaremos por analizar la estabilidad de Ey y F;. Al evaluar los puntos de equilibrio en la
matriz jacobiana tenemos que

_{r 0 | =z
Para el origen, tenemos que la matriz jacobiana tiene valores propios A\ =7y A = —1. Como
|arg(A1)| < aF, para cualquier o € (0,1), se tiene que esta solucién es inestable. Para I se tiene

que \y = —ry Ay = % — 1. La estabilidad de este punto depende del valor Ay. Si % < 1 este

. . ey e . . Br
valor propio es negativo, lo que hace el punto de equilibrio sea asintéticamente estable. Si 2= > 1,

el valor propio es positivo, por tanto se trata de punto de equilibrio inestable.

En el caso % > 1, Ey v E; son puntos criticos inestables; analicemos bajo estas circunstancias

la estabilidad de E,. Para ello, evaluemos en la matriz jacobiana.

J(Ez) = [5;—% k _oﬂ '

Usaremos el Corolario 2.16 para determinar la estabilidad del punto. Tenemos que

tr(J(Ep)) = =% <0,  det(J(Ey)) = 252 >0,

lo que nos permite concluir que este equilibrio es asintéticamente estable. Vamos a ilustrar este
comportamiento mediante el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.2. Consideraremos el sistema (3.14) con valor inicial (0.25,0.2)7 y pardmetros r =
5, k =1, 3 = 2. Con estos pardametros, se tiene que Ey = (0.5,4.5)7 es asintéticamente estable,
mientras que el origen y E; = (5,0)7 son inestables independiente del valor de a.. En la Figura 3.1 se
confirma este comportamiento al tomar tres valores distintos del orden de la derivada fraccionaria.
También, se puede decir que a medida que el orden de la derivada se reduce, la variacion de las
poblaciones también se reduce.

Ahora analicemos un modelo en el cual el crecimiento de las presas, en ausencia de predadores,
corresponde a un esquema logistico. Tomemos para ello el sistema presentado por Li et al. (2016):
la versién ordinaria del sistema

(3.15)

“Dpy(t) = ec(l —m)xy — dy, y(to) = Yro-

En este modelo se presenta una variable de interés llamada refugio. Segin Li et al. (2016),

la version ordinaria de este modelo corresponde a la forma tradicional de estudiar sistemas con
refugio. En este problema se incluyen las siguientes variables:

{CD%x(t) =rz(1—2) —c(l—m)zy, z(ty) =z,

» 2(t), y(t) denotan las densidades de presas y predadores en el instante ¢,

= 7 es la tasa de crecimiento intrinseca de la presa,

k es la capacidad de carga ambiental de las presas,

c es la tasa de ataque de los predadores a las presas,

e es la tasa de conversion que denota el nimero de predadores nacidos por cada presa cap-
turada,

= d es la tasa de mortalidad de los predadores.

El sistema (3.15) tiene equilibrios en Ey = (0,0)7, E; = (k,0)” para todos los pardmetros.
d

Ademds, si m < 1— -, existe un equilibrio de coexistencia de las dos especies, Fy = (27, y*)T con

* d * r e
v el —m)’ Y _kc(l—m)(k )
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Nuevamente analizaremos la estabilidad local de los puntos de equilibrio por medio de la linea-
lizacion. En este caso, se obtiene que

7 <x) _ F(k; —2z) —c(l—m)y —c(l—m)x }

Yy ec(l1—m)y ec(l—m)x—d|’

Empecemos por analizar los puntos Ej y E; obteniendo la matriz jacobiana evaluada en estos
puntos.

J(Eo) = [6 _Od] (B = [—07“ 6Czlc<—1 7:1)?? d} '

En este caso, tenemos que el origen del sistema es inestable debido a que los valores propios
de J(Ep) son Ay = 7y Ay = —d. Para J(E,), se tiene que los valores propios son A\; = —r y
Ay = ec(1 — m)k — d. Para garantizar la estabilidad asintética, debemos verificar que Ay < 0. Si
tomamos m* =1 — %, tendremos que Ay < 0 si m > m*; si m < m*, F; es inestable.

Ahora analicemos el punto de coexistencia Es, el cual existe cuando m < m*. Para este punto,
al hallar la matriz jacobiana se tiene que

_ —ra* —c(1 —m)ax*
I(B2) ec(1 —m)y* 0
Se tiene que tr(J(Ep)) = —fa* < 0y det(J(E)) = ec*(1 — m)*z*y* > 0 lo que permite

establecer que Fs es localmente asintéticamente estable debido al Corolario 2.16.
Vamos a ilustrar el comportamiento del sistema (3.15) con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.3. Para el sistema (3.15), asignemos a los pardmetros del modelo los valores
r=12,k=40,c=1,d=04, e=0.2.

Vamos a analizar la influencia del parametro m en la estabilidad del sistema. Con estos valores se
tiene que m* = 0.95.

Comenzaremos haciendo el analisis del sistema con o = 1. Al considerar m = 0.96, se tiene
que solo aparecen los puntos criticos Fy y E1, siendo este tltimo asintéticamente estable, lo que
conlleva a que la poblaciéon predadora se extingue, comportamiento reflejado en la Figura 3.2. Al
variar m tomando valores por debajo de m* se observa que aparece el punto de coexistencia de las
especies. En las Figuras 3.3 y 3.4 se observa el comportamiento cualitativo del sistema con valores
m = 0.1 y m = 0, respectivamente. El cambio del valor m por debajo de m* hace que el punto de
equilibrio se desplace haciendo que el valor limite de las especies se reduzca.

Para analizar la influencia del sistema fraccionario, se toma a = 0.98 con las mismas constantes
descritas. Con esto, se obtienen las Figuras 3.5 a 3.7. El comportamiento cualitativo del sistema
con o = (.98 es el mismo del sistema ordinario.

Ejemplo 3.4. Consideremos el sistema (3.15) con los siguientes pardmetros r = 1.2, k =40, ¢ =
1, d=0.4, e=0.2, m = 0.1y condicién inicial (2.2,1)T, condiciones con las cuales se construye la
Figura 3.8 . Al variar el orden de la derivada se observa que a medida que el orden de la derivada
se hace menor, la variacion de la poblacion es menor, se requiere mas tiempo para llegar al estado
de coexistencia.

Hasta el momento hemos analizado modelos predador-presa en los cuales no aparecen soluciones
con comportamiento periédico. Del Teorema 2.28, sabemos que no existen soluciones periédicas
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Figura 3.2: Anélisis del sistema (3.15) con a = 1 y m = 0.96 (a) Evolucién temporal, (b) plano de
fase.
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Figura 3.3: Analisis del sistema (3.15) con @« =1 y m = 0.1 (a) Evolucién temporal, (b) plano de
fase.
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Figura 3.4: Andlisis del sistema (3.15) con & = 1 y m = 0 (a) Evolucién temporal, (b) plano de
fase.
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Figura 3.5: Anélisis del sistema (3.15) con v = 0.98 y m = 0.96 (a) Evolucién temporal, (b) plano
de fase.
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Figura 3.6: Analisis del sistema (3.15) con a = 0.98 y m = 0.1 (a) Evolucién temporal, (b) plano
de fase.
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Figura 3.7: Andlisis del sistema (3.15) con o = 0.98 y m = 0 (a) Evolucién temporal, (b) plano de
fase.
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Figura 3.8: Evolucién temporal del sistema del Ejemplo 3.4 para (a) presas (b) predadores.

para los sistemas auténomos de operadores diferenciales con el operador de Caputo que hemos
definido, pero es posible que el conjunto w-limite de las soluciones corresponda a una érbita cerrada,
como apreciamos en el Ejemplo 2.26, lo corresponde a un comportamiento cuasi periodico.

De acuerdo a Miiller y Kuttler (2015), se espera un comportamiento periédico en las soluciones,
lo que lleva a cambiar la respuesta funcional, es decir, la tasa a la cual los depredadores capturan
a la presa. En los modelos (3.12) y (3.15), la respuesta funcional se considera lineal, lo que Miiller
y Kuttler (2015) llaman respuesta funcional tipo I. En este caso, se espera que haya un tipo de
saturacion ya que el depredador no puede consumir una cantidad ilimitada de presas de inmediato,
atraparla y capturarla le requiere un tiempo (Miiller y Kuttler, 2015). Con este concepto de
saturacion es posible considerar que la tasa de ingesta desacelera y se acerca a un maximo porque
los predadores necesitan tiempo para capturar la presa y consumirla, para lo cual se propone una
respuesta funcional de la forma

cr
o) = =
Esta respuesta funcional también es conocida como respuesta funcional de Holling. Vamos a
analizar un sistema de ecuaciones basado en el modelo de Rosenzweig y MacArthur (1963) que
incluye una respuesta funcional del tipo II.
Ghosh et al. (2020) introducen el modelo predador-presa de Bazykin, representado por medio
del sistema de ecuaciones

dN(T) _ 2
g = "NV = «(N(D))

dP(T)  ekiN(T)P(T)
dT" ko +aN(T)

kyN (T)P(T)
"~ ky+aN(T)’
— ksR(T) — ky(R(T))>.

(3.16)

donde N, P, r y e tienen el mismo significado que en el sistema (3.12). Ademas, tenemos que c es
la competicion intra-especifica de la presa, ki es la tasa de ataque del predador a la presa, ko es
la saturacién media, k3 es la tasa de mortalidad de la especie predadora, k4 es la magnitud de la
competencia intra-especifica entre los predadores y a es un coeficiente de distorsién. Para propositos
del modelo, tomaremos el coeficiente de distorsién como a = 1. En ausencia de predadores, la tasa
de crecimiento de las presas estd representada por una funcién cuadratica, consistente con un
crecimiento logistico.

20



Para el andlisis del modelo (3.16) Ghosh et al. (2020) realizan el siguiente cambio de variables:

t=kT, N=hyw, R=ehy,

con el cual se obtiene el sistema de ecuaciones fraccionarias asociado

k
CD(‘}:L' = rox (1 — i) _ Y ,

Xo 1+2x
cpay— KT _ o (3.17)
0 1+x 7
donde
r r i ekaoky
Ty = — T = — =
0 k?gj 0 Cl{?27 f k3

Analizando la ausencia de predadores, se tiene que las presas siguen el modelo logistico sugerido
en el modelo (3.15) siendo zy la capacidad de carga ambiental de las presas para el sistema re
escalado.

Ahora, analicemos los puntos de equilibrio. Al igual que en los primeros dos modelos, tenemos
al origen Ey = (0,0)T y un punto libre de predadores E;(x¢,0)?. Al analizar la posibilidad de un
punto de coexistencia de las especies, se llega a las siguientes ecuaciones

E(mo—m)— ky _0, kx
To 1+z 1+

Eliminando la variable y, se obtiene la ecuacién agx® + a12% + asx + as = 0, con

—1—kpy=0. (3.18)

k
ap = ;;_TO a1 = (2 —xo)ap, az=k(k—1)—2ksro+ap, az=—(k+ksro).
0

mo a a inomio tien menos una raiz itiva x rtir u
Como a3z < 0 o > 0, el polinomio tiene al menos una raiz positiva z*, a partir de la cual se

puede definir y* como
. Tolzo— ") (1+ %)
To

Por tltimo, tenemos en cuenta el criterio de Ghosh et al. (2020) segtin el cual se debe seleccionar
el punto de coexistencia de tal manera que z* < xg.

Ya determinados los puntos criticos, pasamos a estudiar la estabilidad. En este caso la matriz
jacobiana corresponde a

y L, 22— 12y

Para el estudio de la estabilidad usaremos un criterio equivalente a las condiciones del Teorema
de Matignon y usada en los trabajos de Ghosh et al. (2020), Abdelouahab et al. (2012) y Li y Wu
(2014).

Lema 3.5. Consideremos el sistema fraccionario © D¢y = Ay, a € (0,1), A € R y € R". Sean
A1, ..., Ay los valores propios de A. Definimos

mia) =% — min {JargOy)]} (3.19)

Entonces, la solucién trivial del sistema es estable si m(«) < 0 e inestable si m(a) > 0.
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Para empezar, analicemos la estabilidad de Ey y E;. Al evaluar la matriz jacobiana en estos
puntos se obtienen, respectivamente,

r 0 —ry —
J(EO) = |:0 _1:| 3 J(El) - |: 00 kx01+iol:| .

14z

Con estas matrices entrariamos a aplicar el Lema 3.5 en los correspondientes sistemas lineali-
zados en Ey y Ey. J(Fy) tiene por valores propios A\ =7 > 0y Ay = —1. Entonces,

m(a) = & —min{0,7} = 5§ >0, Vaec(0,1).

Del Lema 3.5 se concluye que el origen es inestable. Ahora, J(E;) tiene como valores propios

M = —19 <0y A\ = 2 _ 1 En este caso, hay una dependencia de los valores del pardmetro.
14+x9 )
Tenemos entonces que si 1’”0 <1,
+x0

m(a) = 2 —min{r,7} =22 <0, Vae(0,1),

lo que garantiza que FE; es un punto de equilibrio localmente asintéticamente estable. Por otro

lado, si llfgo > 1 se tiene la misma situacién que en el origen, asi que el punto seria inestable. En

este 1ltimo caso se observa la dependencia de la estabilidad de los pardametros del sistema.
Consideremos ahora la presencia de un punto de coexistencia E* = (2*,y*). Recordemos el

sistema de ecuaciones (3.18) de las cuales es solucién E*, de donde se puede deducir que

To . ky* kx* .
xo(xo z") 14+a2* 14+ 2* 1Y

Teniendo en cuenta lo anterior a la hora de reemplazar en la matriz jacobiana, se obtiene que

__roz* + ka*y* _ _ka*

* *)2 *
JE) =

(T+a)2 Y

La ecuacién caracteristica para J(E*) se puede escribir como A\* — 7A + A, con

oL kx*y* rokrx*y* kkrxt(y*)? k2 y*
L V' gy, A= TRV KR (v*) y

ro (14 a¥) T (1+a2%)2  (14a*)3

(3.20)

A diferencia de los primeros dos puntos de equilibrio en los que se podia caracterizar directa-
mente la estabilidad, aqui se tiene un rango de posibilidades dependiendo de los valores que tomen
los parametros del modelo. La aplicacion del Lema 3.5 o del Corolario 2.16 debe realizarse una vez
se determinen los valores de 7 y A.

Ejemplo 3.6. Consideremos el sistema ordinario asociado al sistema (3.17) tomando como pardme-
tro de bifurcacién el parametro k y estableciendo los valores 7y = 0.27, xg = 8 y ky = 0.1. Al variar
k se observa un cambio en la dindmica del sistema como se puede ver en la Figura 3.9. Para
k < 1.125 el punto libre de predadores es asintoticamente estable mientras que si k& > 1.125 este
punto pasa a ser inestable y aparece el punto de coexistencia E* que es asintoticamente estable. En
Ghosh et al. (2020) se muestra que existe un valor k. tal que para k < k. la matriz de linealizacién
en E* posee valores propios reales mientras que para k£ > k. los valores pasan a ser complejos, lo
que se observa en la Figura 3.9 al notar el punto de espiral estable que surge. Por ltimo, va a
existir un punto kg en el cual E* se desestabiliza y aparece un ciclo limite estable.
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y(t)

Figura 3.9: Plano de fase para el sistema (3.16) con ry = 0.27, zy = 8, ky = 0.1 variando el valor
de k: (a) k=1.1(b) k=13 (c) k=135 (d) k= 1.6.

Del Ejemplo 3.6 se tiene que el sistema ordinario de Bazykin sufre una bifurcacion de Hopf
al variar el parametro k. Ahora, vamos a ver como se produce dicha bifurcacién en el sistema
fraccionario. Para ello, debemos establecer las condiciones de la existencia de una bifurcacion de
Hopf para sistemas fraccionarios, para lo cual nos basaremos en el trabajo de Deshpande et al.
(2017).

Teniendo en cuenta la Definicion 1.21, podemos considerar un sistema de ecuaciones fracciona-
rias dependiente de un parametro

“D§x = fu(z), x(0)€R", (3.21)

con « € (0, 1]. Sean Z(u) un punto de equilibrio y Ay (p), ..., Ay () los valores propios de la matriz
J,(T) con al menos un par de ellos valores complejos conjugados, supongamos que son A () y
Aa(). El sistema (3.21) sufre una bifurcaciéon de Hopf si existe un pardmetro p = uy tal que

Lo Ai(pn) y A2(pn) satisfacen |arg();)| = &, con j = 1,2,

2. larg(\;)| # %G, con j =3,...,n,

5,
3. ——larg(A;(n))| #0,j=1,2.
Op ! =t

Las condiciones 1. y 2. son llamadas condiciones de singularidad mientras que la condicién 3.
recibe el nombre de condicion de transversalidad. En este caso, nos centraremos en el analisis del
orden « como parametro de bifurcacion, para lo cual se utiliza la funcién m(«) definida en (3.19).

En Ghosh et al. (2020) se analiza la bifurcacién del sistema (3.17) en el punto de coexistencia.
Supongamos que el punto de coexistencia es inestable de tal manera que la matriz del sistema
linealizado tenga valores propios complejos. Bajo esta consideracién, se tiene que el médulo del
argumento de los valores propios cae en el intervalo (O, %), por lo que aplicando el Lema 3.5, se
tiene que

am VAA — 72
m(a) = 5 = arctan — )= 0,
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con T >0y 72 < 4A, para algin « € (0, 1]. En esta caso, es posible hallar un «;, de tal manera que
se cumplan las condiciones de singularidad, lo que corresponde a m(ay,) = 0. Ghosh et al. (2020)
muestran que al pasar « por «ay, el punto de coexistencia sufre una bifurcacion de Hopf, lo que se
sintetiza en el siguiente teorema:

Teorema 3.7. Supongamos que un equilibrio de coexistencia E* = (z*,y*)7 del sistema (3.17) es
inestable con 7 > 0 y 72 < 4A. E* sufre una bifurcacién de Hopf en o = v, donde
(m)

oy, = — arctan

™ T

Demostracién. Si T > 0y 72 < 4A, la matriz J(E*) tiene valores propios complejos conjugados
con parte real positiva, con lo cual la estabilidad del sistema depende del parametro . Como E*
es inestable, se tiene que el orden « satisface

VAA — 72
0 < |arg()\;)| = arctan (—T> < O;W, j=1,2,

T

para algin « € (0, 1]. De lo anterior, se sigue que

T }
m(e) = =~ — miy [arg(};)| > 0.

Ahora bien, podemos escoger « tal que m(«) = 0, valor que denotaremos como «ay,, lo que garantiza
las condiciones de singularidad de la bifurcacién de Hopf. Con base en lo anterior, se obtiene
( VAN — 72 )

ap, = — arctan

™ T

Por 1ltimo, notemos que

0
%m(a)

s
=—%#0

T # 0,

lo que asegura el cumplimiento de la condicion de transversalidad. Al satisfacerse las condiciones de

singularidad y transversalidad se puede establecer que el punto de coexistencia del sistema (3.17)

sufre una bifurcacién de Hopf en a = «,.

En este caso, la demostracion de la existencia de una bifurcacién de Hopf se simplifica debido
a que los valores propios de la linealizaciéon no dependen del parametro «, pero el cambio del
orden si cambia la estabilidad asegurando las condiciones necesarias para que se produzca dicha
bifurcacién. Vamos a ilustrar esto mediante un ejemplo.

Ejemplo 3.8. Consideremos el sistema (3.17) con pardametros rg = 0.27, 9 = 8, ky = 0.1 y
k = 1.6. Con estos valores, se obtiene que 7 = 0.0356 y A = 0.0732, por lo que los valores propios
asociados al punto de coexistencia son Ao = 0.0178 £ 0.2699:. Con base en lo anterior, se tiene
que para a = 1 el punto de coexistencia es inestable, lo cual se observa en la parte (d) de la Figura
3.9. De acuerdo al Teorema 3.7, en el valor umbral «;, = 0.9580 el sistema sufre una bifurcacién de
Hopf, lo que se comprueba en la Figura 3.10 tomando o = 0.9 y a = 0.96. Para valores o < ay,, el
punto de coexistencia es asintéticamente estable mientras que para o > «, este punto de equilibrio
se desestabiliza y aparece una curva cerrada alrededor de la cual se acumulan las trayectorias del
sistema.
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Figura 3.10: Plano de fase del sistema (3.17) con g = 0.27, 20 =8, k; = 0.1, k =16y (a) « = 0.9,
(b) a = 0.96.

Para terminar esta seccién, consideraremos un sistema fraccionario que considera una poblacion
de presas y dos predadores el cual es estudiado por Tian et al. (2014). Este sistema esta dado por
las siguientes ecuaciones:

CDglfl(t) = ZEl(t> (bl — auxl(t) — algxg(t> — algxg(t))

CDgl'Q(t) = l’g(t)(—bg + (121$1(t) - a22$2(t)) (322)

CDgl'g(t) = .CEg(t)(—bg + as1x1 (t) — a33$3<t))
con a € (0,1), a;; < 0y el resto de constantes son positivas. En el instante ¢, x1(t) representa
la densidad poblacional de las presas mientras que xo(t) y x3(t) corresponden a las densidades de
dos especies predadoras, sistema (3.22) que corresponde a un modelo predador-presa de Lotka-
Volterra. Este sistema exhibe diferentes soluciones de equilibrio, pero solo nos preocuparemos por

la solucion asociada a la coexistencia entre especies. Para ello, debemos resolver el siguiente sistema
de ecuaciones:

a1 + a12T2 + a13rz = by
(2171 — Q222 = by (3-23>
az1r1 — aszr3 = b3

Para resolver este sistema, utilizaremos la regla de Cramer. Si

a1 Q2 a13
d: 91 —0a92 0 7&0,

az;r 0 —ass
el T
entonces tenemos un punto de equilibrio de la forma E* = (z}, x5, 23)T = (%, dTQf, C%) con
by a a13 an by as a1 aip b
dy; = |by —ag 0 ) dys = a1 Do 0 ) dsz = |ag1 —az baf.
bs 0 —ass as; by —ass az; 0 b3

Para el sistema (3.22), la matriz jacobiana asociada es
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T by — 2a1171 — a1272 — ai3x3 —@1271 —a1371
J To = 21T —bg + a91x1 — 2@2233'2 0
T3 3173 0 —b3 + azi1x1 — 2a3373

Teniendo en cuenta que E* es solucién del sistema (3.23), la evaluacién de la matriz jacobiana
sobre este punto critico nos conduce a

* * *
1177 —Qi12Tp —aA130
J(E*) = (1211’; —CLQQ[E; 0

*
az1g 0 —0,331';

En aras de obtener un sistema mds simple para la manipulacién algebraica, Tian et al. (2014)
imponen las siguientes condiciones sobre los parametros del sistema:

by = b3, Q22 = (433, Q21 = 31 = —aq1- (3-24)

Resultado de estas condiciones, el polinomio caracteristico de la matriz J(E*) se puede escribir
como

(A =Db)(\* — (a+b)A + ab — ¢), (3.25)

donde @ = —ay177, b = —agrh = —ass37;, ¢ = —aj2a01 7775 — ayzas xixs. Del primer factor de dicho
polinomio se puede decir que A\; = b, valor que es negativo debido a las condiciones impuestas sobre
las constantes del modelo. La estabilidad de esta solucién estara dada por las soluciones del factor
cuadrético presente en la ecuacién (3.25), correspondientes a los valores propios Ay y A3. Siguiendo
un analisis similar al expuesto en el Teorema 2.15, se puede concluir que para obtener estabilidad
asintotica local de E* se deben satisfacer las siguientes condiciones:

1. b<O0,

2. ab—c >0,

a+b
3. larg(\;)| = arccos | ————
Jorg() (5=

Un anélisis mds detallado de la estabilidad lleva a Tian et al. (2014) a la siguiente proposicién:

) > Oég, para j = 2, 3.

Proposicién 3.9. Con respecto al sistema (3.22), si b < 0y ab — ¢ > 0, se tienen las siguientes
afirmaciones:

(a) Sia+b < 0, el punto de equilibrio E* es localmente asintéticamente estable para todo a € (0, 1).

(b) Si0 < a+b < 2vab— ¢, E* es localmente asintéticamente estable si y sélo si a € (0, a*),

donde
., 2 ( a+b)
o= —arccos | ——— ] .
a 2v/ab — ¢

(c) Sia-+b>2vab— ¢, E* es inestable para todo a € (0, 1).

26



Demostracién. (a) Como ab—c > 0, las raices de A> — (a + b) X + ab — ¢ son reales del mismo signo
o numeros complejos. Si son reales, como a+ b < 0 se tiene que ambas son negativas, entonces

arg(Aog) =m > ag,

para todo v € (0,1). Si las raices son complejas, entonces la parte real tiene el mismo signo

de a + b, con lo cual
T T
A > — > a—

para todo « € (0,1). Asi, E* es localmente asintéticamente estable para « € (0, 1).

(b) Si0 < a+b< 2vab— ¢, los valores propios A3 son complejos conjugados con parte real no
nula, asi que se desprende del Teorema de Matignon que el punto de equilibrio es localmente
asintéticamente estable si

b
|arg(A23)| = arccos (L) > ozz,
2vab — ¢ 2

es decir, si

I<a< 2 < ath )
(8} — alrccos | —— .
™ 2v/ab — ¢

(c) Sia+b>2vab— c, los valores propios Ag 3 son reales positivos, con lo cual

arg(Aa3) =0 < ag,
para todo a € (0,1), por lo que se desprende del Teorema de Matignon que el punto de

equilibrio es inestable.
[ |

El caso (b) en el Teorema anterior es de especial importancia dado que se espera que se produzca
una bifurcacién de Hopf cuando « toma el valor a*. Si se toma o* como orden del sistema (3.22), se
obtienen las condiciones de singularidad de la bifurcacién de Hopf. Ademas, al variar el parametro
a se produce un cambio de estabilidad, lo que seria consistente con la condicién de transversalidad.

Un tltimo teorema es probado por Tian et al. (2014) especificando méas condiciones sobre los
parametros del sistema antes de hacer implementaciones numéricas.

Teorema 3.10. Con respecto al sistema (3.22), si
(i) b2 = bs, az = ass, az = az1 = —au;
(11) a19 + Q13 — Q99 > 0

entonces E* es localmente asintéticamente estable si y sélo si o € (0,a*), con o* definido de la
misma manera que se enuncia en la Proposicién 3.9.

En la demostraciéon de este Teorema la condiciones (i) y (ii) garantizan la condicién (b) de
la Proposicion 3.9, asi como que E* se encuentre en el primer octante. Vamos a representar esto
mediante el siguiente ejemplo.
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Figura 3.11: Trayectoria del sistema (3.22) con valor inicial y pardmetros dados en el Ejemplo 3.11
tomando o = 0.78.
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Figura 3.12: Trayectoria del sistema (3.22) con valor inicial y pardmetros dados en el Ejemplo 3.11
tomando o = 0.84.

Ejemplo 3.11. Para el sistema (3.22) se bosquejan las soluciones con valor inicial (3,4,4)" y
tomando los valores de parametro

by =ap=a3=ax=a3=1, by=bz=a =a3 =2, aq=—2.

Con esta seleccién de valores, se tiene que el punto de coexistencia es E* = (2.5,3,3)7 y el orden
critico es a* = 0.8337. Para comparar el comportamiento se analiza la trayectoria calculada con
valor inicial previamente mencionado tomaando dos valores diferentes de «. En la Figura 3.11, se
observa el sistema con a = 0.78 < «*, valor con el cual la Proposicién 3.9 asegura que el equilibrio
es localmente asintoticamente estable. En la Figura 3.12 se observa el sistema descrito con av = 0.84,
alli se ve que el punto de coexistencia pasa a ser inestable y aparece una curva cerrada alrededor de
la cual se acumula la trayectoria calculada, resultado que coincide con la suposicién realizada sobre
la bifurcacién de Hopf. Para confirmar la acumulacién en la curva cerrada, se construye la Figura
3.13 que muestra el comportamiento temporal de las poblaciones consideradas, correspondiente a
un proceso cuasi periddico en todas las poblaciones.
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Figura 3.13: Comportamiento temporal de las poblaciones consideradas en el sistema (3.22) con
valor inicial y parametros dados en el Ejemplo 3.11 tomando o = 0.84.

3.3.2. Modelos de competencia entre especies

A diferencia de los modelos predador-presa, en los modelos de competencias no hay una jerar-
quia como la que corresponde a las redes troficas, lo que hace que el sistema sea menos complejo
Miiller y Kuttler (2015). El andlisis de estos sistemas se centra en la determinacién de estados
estacionarios, acompanado del estudio de la persistencia de las especies (Miiller y Kuttler, 2015).
Para este caso, trabajaremos en el modelo de competencia establecido por Volterra.

De acuerdo con Miiller y Kuttler (2015), Volterra propuso un modelo genérico de competencia
entre dos especies suponiendo dos propiedades basicas:

= Dos especies compiten por la misma fuente de alimento que es limitada, por ejemplo puede
haber una lucha por el dominio de un territorio para acceder a los recursos.

= Cada especie crece siguiendo el modelo de Verlhust, es decir, un modelo logistico. Ademas,
cada especie participa en la capacidad de carga de la otra especie.

Con base en lo anterior, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

dxl(T) — ( ) 1_371(7')4-[)1.732(7’)
dr LT K

daa(r) _ oy (1 = 20) + baa(7) (3.26)
dr K2

donde se tienen las siguientes variables

x;(7) corresponde a la densidad de la especie i en el instante T,
= K denota la capacidad de carga de la especie 1,

= b; indica como participa la otra especie en la disponibilidad de los recursos para la especie
i, también llamado el efecto competitivo. Si las dos especies tienen efectos similares sobre la
otra, se suele tomar by = by =1,

= 7; es la tasa de crecimiento de la especie .
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Para simplificar el modelo se hara el siguiente re escalamiento:

=L uy =2 t=ryr =0 g =p2 azb&
1 K’ 2 K, 17, P e’ 1 1Kl> 2 2K2-
Haciendo las sustituciones apropiadas, se llega al siguiente sistema:
duy (¢
) _ ()1 - w(t) - arualt)
o) (3.27)
g = Pt —ua(t) — au(t)).
Con base en este sistema, se formula el correspondiente sistema fraccionario.
CD[O)‘ul :ul(l—ul—alug) (3 28)
CDguy = pug(l — ug — aguy).

El sistema (3.28) al menos tiene tres puntos de equilibrio: Ey = (0,0)7, E; = (1,0)T y B, =
(0,1)T. Para analizar la estabilidad local debemos determinar la matriz jacobiana asociada al
sistema, la cual corresponde a

J U\ 1— 2U1 — A1U2 —Qa1Uq
Uy — pagiy p(1 = 2uy — aguq) |
Evaluando la matriz jacobiana en cada uno de los equilibrios que tenemos hasta el momento,
obtenemos

J(Ey) = E} 2} J(B)) = [_01 p(_“l )], J(By) = [1_‘“ O}.

1—ay —pay  —p

Los valores propios de J(Ep) son A\; = 1y Ay = p. En este caso, tenemos
arg();) = 0 < ozg, Va € (0,1), i € {1,2}.

El Teorema de Matignon implica que el origen del sistema es inestable para todo orden « € (0, 1).
Para los equilibrios axiales, la estabilidad dependera de los valores de ay y as. En el caso de Ey, la
matriz de linealizacién asociada tiene por valores propios Ay = —1 y Ay = p(1 — ay), para que haya
estabilidad debe satisfacerse que ay > 1. Ahora, al considerar Es, la matriz J(F,) tiene valores
propios \; = —p y Ay = 1 — ay, para que haya estabilidad debe satisfacerse que a; > 1. Con base
en esto, se tienen los siguientes casos:

Sia; <1< ag, E; es localmente asintoticamente estable y Es es inestable.

Sias <1< ap, Fp esinestable y Fy es localmente asintéticamente estable.

Sia; <1yay <1, los puntos de equilibrio axial son inestables.

Sia; >1yas>1,los puntos de equilibrio axial son localmente asintoticamente estables.

Ejemplo 3.12. Construyamos los diagramas de fase del sistema (3.28) con « = 09y p = 1.
Para empezar, se asignan los valores a; = 0.8 y ay = 1.2, asi que a; < 1 < ag, por lo que F; es
localmente asintoticamente estable mientras que Es es inestable, comportamiento que se observa
en la Figura 3.14.
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Figura 3.15: Plano de fase del sistema (3.28) con « = 0.9, p=1, a; = 1.2 y ap = 0.8.

Ahora, al asignar los valores a; = 1.2 y as = 0.8, se observa que ay < 1 < aq, por lo que Fj es
inestable mientras que E5 es localmente asintéticamente estable, informacién que corresponde con

el plano de fase presente en la Figura 3.15.

En el ejemplo anterior vimos configuraciones del sistema (3.28) en las que solo estaban presente
los tres puntos de equilibrio que se han analizado. Sin embargo, cuando se tiene que aq,as € (0, 1)
0 ai,as > 1 aparece un punto de equilibrio de coexistencia

1—a 1—a
By = L 2.
1-— a1Qa9 1-— a1a9
Para determinar el comportamiento local del punto de coexistencia, reemplazamos en la matriz
jacobiana, de donde se obtiene

J(Ey) = 1 [—(1—@1) —al(l—al)]

1 —ayay [—paz(l —az) —p(l —az)
Para estudiar la estabilidad del sistema, analizaremos la traza y el determinante de la matriz
J(E3)7
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Figura 3.16: Plano de fase del sistema (3.28) con « = 0.9, p =1y a; = ay = 0.8.

(1 —ay)+p(1 — ay)
1-— a1Qa9

p(1 —ar)(1 — ap)
1-— a1a9 .

tr(J(Es)) = — ;o det(J(E3)) =

Consideremos las posibilidades que tenemos para los valores a1 y as. Si ay,as < 1, se tiene que
1 —ajay > 0, por lo que det(J(E3)) > 0y tr(J(Es)) < 0, lo que significa que los valores propios
de J(E3) son reales negativos, asi que

arg(\;) =m > ag, Va € (0,1), j € {1,2}.

Del Teorema de Matignon se sigue que para la restriccion de los parametros especificada el punto
de coexistencia es localmente asintéticamente estable. Por otro lado, si aj,as > 1, det(J(E3)) < 0,
asi que J(FEj3) tiene dos valores propios reales con signo diferente, por lo que el punto de equilibrio
es inestable.

[lustremos la situaciéon del punto de equilibrio con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.13. Construyamos el plano de fase del sistema (3.28) con @« = 0.9 y p = 1 en los
casos correspondientes a la presencia del punto de coexistencia. Si se toma a; = ay = 0.8, el punto
de equilibrio de coexistencia corresponde a F3 = (g, g) y, por el anélisis previo, seria localmente
asintoticamente estable. En la Figura 3.16 se observa que bajo estas condiciones los equilibrios
axiales son inestables y el punto de coexistencia es un atractor.

Ademas, si tomamos a; = as = 1.2, el punto de coexistencia corresponde a F3 = (%, %)
el cual es inestable, mientras que los equilibrios axiales con localmente asintoticamente estables.
A diferencia del caso previo, se alcanza el punto de coexistencia dependiendo de las condiciones
iniciales del sistema, una pequena perturbacion en las condiciones iniciales hard que una de las
poblaciones se extinga. La dinamica del sistema bajo esta seleccién de parametros se observa en

la Figura 3.17.

Para finalizar, analicemos el 1inico caso para el cual se tiene coexistencia de las especies, es
decir, cuando

K K
a1:b1?2<1, a2:b2#<1.
1 2

De acuerdo a Miiller y Kuttler (2015), la anterior relacién implica que los valores b; y by no
deben tener una magnitud apreciable lo que conlleva a pensar en dos poblaciones que subsisten de

62



W 4

W 4/ v, e
¥ A7 A W
B (/s g

Figura 3.17: Plano de fase del sistema (3.28) con « = 0.9, p=1y a; = ay = 1.2.

diferentes recursos y tienen una competencia débil. En los otros casos la competencia tiene mayor
magnitud, lo que conlleva a que solo sobreviva una de las especies, condiciéon conocida como el
principio de exclusién de Volterra (Miiller y Kuttler, 2015).

En este modelo no se observaron diferencias apreciables con el modelo ordinario lo que se debe
a la naturaleza de los puntos de equilibrio. Sintetizando los resultados de la linealizacién alrededor
de cada uno de los puntos, se observa que en ninguno se presentaron valores propios complejos,
valores que llevan a que se presenten fenémenos asociados con comportamientos periddicos como
la bifurcacién de Hopf. Como se mencioné al principio de la seccién, los puntos de equilibrio para
el modelo de competencia de Volterra brindan la mayor informaciéon sobre el comportamiento
cualitativo del sistema independiente del orden del sistema de ecuaciones diferenciales de Caputo.

3.4. Modelos de epidemias
3.4.1. Modelo SIS

Vamos a trabajar el modelo SIS presentado por Hassouna et al. (2018). En este modelo, se
considera una poblacion N constante en el tiempo que ha sido dividido en dos compartimientos: en
el instante ¢, S(t) corresponde al nimero de individuos susceptibles mientras que I(t) corresponde
al nimero de infectados. Por lo anterior, se tiene que S(t)+1(t) = N. Este modelo se puede aplicar
para enfermedades en las cuales los individuos no adquieren inmunidad.

Propiamente, el sistema de ecuaciones asociado al modelo SIS corresponde a

ds(t) ST
- Ay tletnh S0 =N-h
(3.29)
drt)  .SI _
T_ﬁw—(e—i—’y)l, 1(0) = Ip.

Aqui, e es la tasa de mortalidad de los infectados, v es la tasa de curaciéon de los infectados y
[ es la tasa de contacto. Teniendo en cuenta que S(t) + I(t) = N, la segunda ecuacion del sistema
(3.29) se puede reducir a
dI(t)

_ B o
o =l =T (3.30)
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con ¢ = §—(e+y). A partir de la ecuacién (3.30) se puede establecer el comportamiento asintético
de la poblacién infectada.

= Sic <0, entonces I < 0, es decir que para cualquier condicién inicial 1(0) > 0, el nimero de
infectados se aproximara a cero a medida que el tiempo pase.

» Sic > 0, laecuacién diferencial tiene una solucién de equilibrio estable: I(t) = 51V, entonces
para cualquier valor inicial, la poblacién infectada se acercara a este valor umbral a medida
que el tiempo aumenta, es decir, la infeccion permanece en la poblacion.

De acuerdo al analisis anterior, para erradicar la enfermedad de una comunidad, es necesario
que la cantidad ¢ tome valores negativos. Como una primera medida, se pueden tomar acciones
para que el valor g disminuya, es decir, que la tasa de contacto se reduzca. En una comunidad
donde este modelo represente bien la enfermedad, las cuarentenas y restricciones de movilidad de
las personas serian buenas medidas para buscar la reducciéon de la enfermedad.

Ahora, planteemos el sistema de orden fraccionario.

{CDgS(t) =B +(e+)I, S(0)=N-1Iy (3.31)

“DgI(t) =B —(e+)I,  1(0) = I.
Por la linealidad del operador de Caputo y el hecho de que anule las funciones constantes, se
puede llegar a que

D§It) =cl — L17,

razon por la cual se espera que el comportamiento cualitativo de las soluciones calculadas no difiera
mucho de las correspondientes para el sistema ordinario. Para ilustrar esta situacion veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.14. Para el sistema (3.31), consideremos una poblacién con N = 1000 individuos.
Tomemos una poblacién infectada inicial de 7(0) = 30 individuos. Analicemos el comportamiento
de la poblacién infectada para érdenes o 0.9, 0.95 y 0.99.

Inicialmente, tomemos valores ¢ = —0.01 y 8 = 0.29. Como se mencioné previamente, al tomar
¢ valores negativos, la poblacién infectada I(t) tiende a cero cuando t tiende a infinito, ademas
de que dicha poblacién siempre se esta reduciendo en el tiempo. Para el sistema fraccionario, los
resultados numéricos se muestran en la Figura 3.18. Al implementar el sistema fraccionario se
observa que al tomar un orden de derivada menor, se requiere de un tiempo mayor para que la
poblacion infectada se reduzca hasta un valor esperado, o sea que el tiempo de erradicacion de la
infecciéon aumenta. Segiin Hassouna et al. (2018), este hecho se debe a la influencia de la memoria
dentro del modelo fraccionario.

Si en el sistema (3.31) tomamos ¢ = 0.01 y § = 0.31, con poblacién y condicién inicial como
las mencionadas previamente, se obtiene el comportamiento para diferentes 6rdenes « en la Figura
3.19. Debido a que ¢ > 0 se espera la presencia de una solucién de equilibrio, en este caso seria
I(t) = % ~ 32.26. Como la condicion inicial esta por debajo del valor de equilibrio, la solucién
asociada va a ser creciente. En la Figura 3.19 se observa que a medida que el orden de la derivada
disminuye, la velocidad de crecimiento se reduce.

Para finalizar con este ejemplo, notemos que los datos suministrados pueden ser interpretados
como un aumento de la tasa de contacto manteniendo las tasas de mortalidad y recuperacién
constantes. En el primer caso, ¢ < 0 para la tasa de contacto dada, lo que permite que el impacto
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Figura 3.18: Poblacién infectada para el sistema (3.31) con N = 1000, /(0) = 30, ¢ = —0.01 y
8 = 0.29.
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Figura 3.19: Poblacién infectada para el sistema (3.31) con N = 1000, 7(0) = 30, ¢ = 0.01 y
B =03l

de la infeccién sobre la comunidad se reduzca. Sin embargo, en el segundo caso  aumenta, con lo
cual ¢ adquiere un valor positivo, haciendo que la infeccion persista.

3.4.2. Modelos SIR

Empezaremos por el modelo presentado por Kumar y Kumar (2014), el cual corresponde a un
modelo SIR con tasa de vacunacién constante. Para empezar, la poblacién en el instante ¢, N(¢),
se divide en tres compartimientos: individuos susceptibles (S(t)), infectados (I(t)) y recuperados

(R(1)).
“DyS(t) = (1 — q)N — B3 — S,
“DgI(t) =5 — (v + w1, (3.32)
“DgR(t) = uNqg+~I — uR.

Kumar y Kumar (2014) establece que la construccién del modelo se hace con base en las
siguientes suposiciones:
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= La tasa de crecimiento del nimero de individuos susceptibles es proporcional al nimero total
de individuos.

» La tasas de natalidad y mortalidad se suponen constantes e iguales a p.
= Un individuo susceptible pasa a ser infectado después de la infeccién.

» Los individuos susceptibles pasan a ser infectados por contacto. La tasa de contacto se toma
como la constante . Los individuos infectados se recuperan a una tasa constante -.

= ¢ es la tasa de vacunacion de la poblacion susceptible.

= Se considera una tasa de incidencia estandar, %

Introduzcamos el siguiente cambio de variables:

s  i_1 _=R
S_N’ Z—N, T—N.

Con base en las propiedades de la derivada de Caputo, se transforma el sistema (3.32) en

“Dgs(t) = u(1 - q) — Bsi — ps,
°Dgi(t) = Bsi — (v + )i, (3.33)
CDgr(t) = pg + i — pr.

El sistema (3.33) siempre exhibe dos puntos de equilibrio: el origen Ey = (0,0,0)7 y el punto

libre de infeccién E; = (1 — ¢,0,¢)T. Ahora, cuando 8(1 — q) — (v + i) > 0, el sistema tiene un
tercer punto de equilibrio, £* = (s*,4*,7*)T, donde

s*:%’% i*z%(%—l), r*=1-s"—7q".
En E* aparece la cantidad
RO — B(1-q)

YHu
Esta es llamada nimero bésico de reproduccion, el cual es definido como el nimero promedio
de infecciones que son producidas cuando un individuo infectado es introducido a un grupo de
individuos susceptibles (Kumar y Kumar, 2014). Ry va a desempenar un papel importante en
la determinacion de la estabilidad de los puntos de equilibrio en consideracién. Analicemos la
estabilidad local de los puntos de equilibrio E; y E*, para ello, escribimos la matriz jacobiana
asociada al sistema (3.33)

S —Bi — i —fs 0
Jli)=1] Bi Bs—(y+p) O
T 0 0 — .
Al evaluar en el punto de equilibrio libre de enfermedad (E}), se tiene que
—p —B(1 —q) 0
J(E) =10 pl—g)=(y+p O
0 gl —p

66



El polinomio caracteristico de J(E;) corresponde a

A+ 1A= B(L—q) + (v + ),

de donde se desprende que los valores propios de J(E;) son Ay = Ag = —py A3 = B(1—q)— (y+p).
Para A\ y Ao, se tiene que

arg(\;) =m > ag, Va € (0,1), j € {1,2}.

Para A3 se tienen dos posibilidades: si (1 —¢q) > (v+p), arg(A3) = 0 < aF, asi que £ es inestable;
si B(1 —¢q) < (y+ p), entonces arg(A3) = 7 > a7, haciendo que E) sea estable.

Ahora bien, las condiciones expresadas anteriormente se pueden escribir en términos del niimero
bésico de reproduccién: 5(1—q) > (y+ u) es equivalente a Ry > 1 mientras que S(1—q) < (v+u)
es equivalente a Ry < 1. Asi, se puede afirmar que el punto libre de enfermedad es localmente
asintéticamente estable si Ry < 1 e inestable si Ry > 1.

Para el punto E*, se debe tener en cuenta que este existe si Ry > 1. Bajo esta condicion,
analizamos la estabilidad local por medio de la linealizacién usando la matriz

—uRy  —(y+p) O
J(E*) = | (Ry — 1) 0 0
0 gl —p

El polinomio caracteristico de J(E*) se puede escribir como
(A + ) (A + pRoX + p(Ry — 1)),

de donde se desprende que los valores propios de J(E*) son A\; = —p y los otros dos valores son
las soluciones de A? + puRo\ + pu(Rg — 1). Como pu(Ry — 1) > 0y uRy > 0, se sigue que los dos
valores propios restantes son reales negativos, por lo que se cumple la siguiente relacién:

arg(\,) =7 > ozg, Va € (0,1), j € {1,2,3}.

Del Teorema de Matignon se sigue que E* es localmente asintoticamente estable si Ry > 1. Vamos
a ilustrar esto mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.15. Consideremos el sistema (3.33) con condicién inicial (0.8,0.2,0)7 y valores de
los pardametros f = 0.8, v = 0.03 y u = 0.4. Analicemos la influencia de la vacunacién en el
sistema. Si tomamos ¢ = 0.9, el nimero basico de reproduccion es igual a 0.1860, asi que el
punto libre de enfermedad es asintéticamente estable. En la Figura 3.20 se observa la evolucion
temporal del sistema viendo claramente como la proporcion de la poblacién infectada tiende a
cero, la poblacion susceptible se reduce como efecto de la vacunacién acercandose al 10 % de la
poblacién y la poblacién recuperada se acerca al 90 %. También se observan diferentes érdenes o,
las graficas muestran que al aumentar el orden la poblacién infectada y susceptible se reducen mas
rapido mientras que la poblacién recuperada aumenta una mayor cantidad en menor cantidad de
tiempo. Este comportamiento es consistente con el efecto de la memoria en el sistema.

Al variar la vacunacién por ¢ = 0.3, se obtiene que el nimero béasico de reproduccién es
1.3023, asi que el punto libre de enfermedad es inestable mientras que E* es asintoticamente
estable. Con esta configuracién de valores se tiene que E* = (0.5375,0.1512,0.3113)7. En la Figura
3.21 se observa la tendencia de las poblaciones acercandose a los valores correspondientes del
punto de equilibrio. Para finalizar, al considerar ¢ = 0, el ntimero bésico de reproduccion es
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Figura 3.20: Evolucién temporal del sistema (3.33) con los valores del Ejemplo 3.15 tomando
g=09para (a) a=0.8, (b) a =09y (c) = 0.99.
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Figura 3.21: Evolucién temporal del sistema (3.33) con los valores del Ejemplo 3.15 tomando
qg=0.3para (a) a =0.8, (b) a =09y (c) a = 0.99.

1.8605 y E* = (0.5375,0.4301,0.0323). En la Figura 3.22 se muestra el escenario en el que no hay
vacunacién, resaltando el crecimiento de la poblacién infectada durante todo el tiempo reduciendo
su crecimiento a medida que se acerca al valor limite.

De la expresion del nimero béasico de reproduccion y los ejemplos presentados se puede concluir
que la inmunizacién apropiada de la poblacion brinda la posibilidad de reducir la cantidad de
infectados en el tiempo. También, al reducir el nimero de contactos, el numero de reproduccién
disminuye, lo que contribuye a la reduccion de la proporcion de infectados.

Ahora, consideraremos un modelo en el que la poblacién susceptible crece de manera logisti-
ca. Para ello, recurriremos al trabajo de Akrami y Atabaigi (2020). Para empezar, se estudia la
dindmica del sistema ordinario

S:'r’S(l—%)— pSI

: or 14+aS"’
[ =55 —+y+wl, (3.34)
R=~I —uR.

donde S, I y R denotan el nimero de individuos susceptibles, infectados y recuperados. Ademas,
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Figura 3.22: Evolucién temporal del sistema (3.33) con los valores del Ejemplo 3.15 tomando ¢ = 0
para (a) « = 0.8, (b) a =09y (c) a = 0.99.

se tienen los siguientes parametros:

= 1 es la tasa de crecimiento intrinseca de la poblacion susceptible,

k es la capacidad de carga,

n es la tasa de mortalidad inducida por la enfermedad,

~ es la tasa de recuperacién de los infectados,

1 es la tasa de muestre de la poblacion,

BSI
" 1+aS

(8 >0, a>0) denota la tasa de contacto saturada.

De aqui en adelante, se tomard ¢ := n + v + p. Para el sistema (3.34) se tiene la presencia de al
menos dos puntos de equilibrio: Ey = (0,0,0)" y E; = (k,0,0)T. En este caso, E; corresponde al
punto libre de enfermedad. Para este modelo también es posible determinar el niimero bésico de
reproduccién, que en este caso corresponde a

ko
)
Cuando Ry > 1, se tiene un punto de equilibrio adicional, Ey = (S*, I*, R*)T, con
B—ad k(B — ad)? ft

Este punto recibe el nombre de punto de equilibrio endémico (Akrami y Atabaigi, 2020).
En vista de que las primeras dos ecuaciones son independientes de la tercera, Akrami y Atabaigi
(2020) deciden analizar la estabilidad del sistema

S =rS (1 - %) - léi{S" (3 35)
Ny | |
~ 14aS

por lo cual se calcula la matriz jacobiana asociada a este ultimo sistema, la cual es
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I (1+aS)? 1+aS — 0

r I S
J (S> _ [EU{; B 25) T (l-i-IBaS)2 _1—?-(15' ]
= BI 58S :
Al evaluar los puntos ey = (0,0)” y e; = (k,0)7, se obtiene

T 0 T —6R[)
J(eo) = {0 —5} - Jle) = {0 3(Ro — 1)} '

La linealizacién en el origen tiene valores propios Ay = r > 0y Ay = = < 0, por lo que
corresponde a un punto de silla (inestable) mientras que para el punto libre de enfermedad los
valores propios son \; = —1r < 0y Ay = §(Ro — 1), lo que implica que la estabilidad local del
segundo punto de equilibrio depende del nimero basico de reproduccién. Si Ry < 1, el segundo
valor propio es negativo, asi que el sistema tendria dos valores propios negativos, siendo localmente
asintéticamente estable; para Ry > 1, se tendrian dos valores propios reales con signo diferente,
correspondiente a un punto de silla (inestable).

Procedamos de manera similar con el punto e; = (S*, I*)7, empezando por evaluar este punto
en la matriz jacobiana para determinar la estabilidad local.

s (a(kB—3(1+ak)—BY
Jen) = |75 (=) =
(kB —3(1+ak)) 0

Analizaremos la estabilidad a través de la traza y el determinante de esta matriz. En este caso,

ré(a(kp — o(1 + ak)) — 5)7 det(J(es)) = ré(kp —o(1 + ak)).
kB(B — ad) kp

Para considerar la existencia de la solucién de equilibrio e; es necesario que Ry > 1, lo cual

garantiza que det(.J(ez)) > 0, por lo que los valores propios de dicha matriz deben ser reales del

mismo signo o complejos conjugados. El signo de la parte real corresponde al signo de la traza, por

lo cual la estabilidad estard dada con base en este valor. En particular, tr(J(ez2)) = 0 si § toma el

valor
~ Blak —1)
a(ak +1)

tr(J(eg)) =

h -—

Para 6 > 4y, se tiene que tr(J(e2)) < 0, entonces ey es localmente asintéticamente estable; si
0 = 0y, el sistema linealizado corresponde a un centro y para o > dj, €2 es un punto de equilibrio
inestable.

De lo anterior se tiene que 6y, corresponde a un valor de bifurcacién del sistema (3.35). En efecto,
al variar el valor ¢ se produce una bifurcaciéon de Hopf. Akrami y Atabaigi (2020) demuestran el
siguiente teorema:

Teorema 3.16. Sean Ry, > 1y ak > 1. Entonces existe una familia de ciclos limites estables del
sistema (3.35) si 0 es menor o cercano a dy, es decir, ocurre una bifurcacién de Hopf cuando ¢ para
a través de 9y,.

Ahora, analicemos la estabilidad del sistema fraccionario

{CDgS(t) — 5 (1—8) — 28

1+aS 3.36
CDyI(t) = £ — 61 (3:36)
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Debido a que ey es un punto de silla en el sistema ordinario, el comportamiento para el sistema
fraccionario sera el mismo. De igual manera, debido a que los valores propios de la linealizacion de
ey son reales, el comportamiento seguira siendo el mismo, es decir, el punto libre de enfermedad
sera localmente asintéticamente estable si Ry < 1 e inestable si Ry > 1. Lo anteriormente discutido
serd valido para todo a € (0.1].

Para el punto e,, teniendo en cuenta lo discutido previamente y usando el Teorema 2.15 se
puede llegar a la siguiente proposicion:

Proposicion 3.17. Sean Ry > 1y A = (tr(J(e2)))? — 4det(J(es)), entonces
(i) e es un punto de equilibrio estable si se satisface alguna de las siguientes condiciones:
(a) A>0,0<dnyqe(0,1)

(b) A <0y se cumple que tr(ex) <00 ¢ < 2 arctan (%)

(ii) ey es un punto de equilibrio inestable si se satisface alguna de las siguientes condiciones:

(a) A>0,0>0d,yae(0,1);

(b) A <0y a> 2arctan (%)

La prueba de esta proposicién aparece en Akrami y Atabaigi (2020). Como se ha discutido
previamente, la diferencia sustancial en la estabilidad de los puntos de equilibrio radica en la
presencia de valores propios complejos, razén por la cual aparecen los casos (b) en la Proposicién.
En este caso, observemos que si A < 0, existe un valor umbral

ap = %arctan <—tr@))>

en el cual hay un cambio de estabilidad. Replicando la prueba del Teorema 3.7, se puede demostrar
que si A < 0 el punto de equilibrio ey del sistema (3.36) sufre una bifurcacién de Hopf cuando
O = (.

Para terminar esta seccién, mostraremos algunos ejemplos numéricos. Para empezar, anali-
zaremos el sistema ordinario sobre todo el comportamiento del punto en el interior del primer
cuadrante. Posteriormente, veremos el comportamiento del sistema fraccionario observando los
cambios en el sistema ante la variacion del orden.

Ejemplo 3.18. Consideremos el modelo ordinario (3.35) con k = 1,7 =0.01,a =2y 5 =0.3. En
este caso, el parametro ¢ sirve como parametro de bifurcacion, siendo 9, = 0.075. En la Figura 3.23
se muestra la existencia de la bifurcacién de Hopf en el punto endémico cuando § = d,. Ademas,
cuando § > dy, el punto endémico se vuelve localmente asintéticamente estable.

En la Figura 3.24 se observa la evolucién temporal del sistema (3.35) cuando se impone como
condicién inicial (2,0.5)7. Se muestra que para § = 0.075 las poblaciones eventualmente se com-
portan como si fueran funciones peridédicas, lo cual es consistente con la existencia de ciclos limite,
mientras que para 6 = 0.08 el comportamiento asintético corresponde a la existencia de un limite
lo que concuerda con la estabilidad asintotica del punto endémico.

Ejemplo 3.19. Consideremos el modelo fraccionario (3.36) con k =1, a = 2, f = 0.01, § = 0.04
y r = 0.1. Bajo estas condiciones, el nimero basico de reproduccion es Ry = 0.0833, asi que no
hay un punto de equilibrio endémico y el punto libre de enfermedad es localmente asintéticamente
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(b) & AF0AQ ¢

Figura 3.23: Plano de fase para bifurcacién de Hopf en § = 0.075 del sistema (3.34) con parametros
k=15 r=01,a=2y =3con (a) § =0.075y (b) 6 = 0.08.
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Figura 3.24: Evolucién temporal de las variables de estado para bifurcacion de Hopf en 6 = 0.075
del sistema (3.34) con pardmetros k = 1.5, r = 0.1, a =2y f = 3 con (a) 6 = 0.075 y (b)
0 = 0.08.
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Figura 3.25: Plano de fase para el sistema (3.36) con k = 1, a = 2, = 0.01, 6 = 0.04, r = 0.1

para (a) o = 0.98, (b) o = 0.75.
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Figura 3.26: Plano de fase para el sistema (3.36) con k =1, a=1, §=0.7, 6 = 0.3, r = 0.2 para
(a) « =0.98, (b) a = 0.75.

estable para todo o € (0,1). En la Figura 3.25 se observa el plano de fase del sistema descrito con
dos ordenes de la derivada: o = 0.98 y @ = 0.75. Se nota que las trayectorias no logran acercarse
tanto al equilibrio cuando a = 0.75 como lo hacen con o = 0.98, evidencia del efecto de la memoria
en el sistema.

Ahora impongamos los valores k = 1, a = 1, 8 = 0.7, § = 0.3 y r = 2 en el sistema (3.36).
Con estos valores supuestos, el niimero basico de reproduccion es Ry = 1.1667, razoén por la cual
existe el punto endémico con coordenadas (0.75, 1.25) correspondiente a un atractor local; también,
el punto libre de enfermedad pasa a comportarse como un punto de silla, como se observa en la
Figura 3.26.

Ejemplo 3.20. Nuevamente tomemos el sistema (3.36) y establezcamos los valores k = 1.5, a = 2,
B =0.3,0 =0.05yr=0.1. Consideremos a a como parametro de bifurcacién, en cuyo caso se
tiene que en a = «ap = 0.9328 el punto endémico sufre una bifurcacién de Hopf. Para o < oy,
se tiene que el punto endémico es estable. En la Figura 3.27 se considera un valor a@ = 0.93, se
observa como las trayectorias del sistema se acomulan alrededor de curvas cerradas cercanas al
punto endémico, lo cual se debe a la cercania del valor a con el valor critico. En la Figura 3.28
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Figura 3.27: Diferentes trayectorias para el sistema (3.36) con k = 1.5, a = 2, 5 = 0.3, § = 0.05,
r=01ya=0.93.
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Figura 3.28: Diferentes trayectorias para el sistema (3.36) con k = 1.5, a = 2, § = 0.3, § = 0.05,
r=01ya=0.9.

el orden de la derivada es a = 0.9, aqui la convergencia de las soluciones al punto endémico se
acelera debido al cambio de orden.

Por 1ltimo, conservando la misma configuracién de parametros, se tiene que para a > ay, el
punto endémico es inestable. Si tomamos o = 0.95 se tiene que aparece una curva cerrada que atrae
a las soluciones. En el interior de dicha curva cerrada estd el punto endémico y las trayectorias con
valores iniciales en el interior se alejan del punto endémico enrollandose en la curva cerrada.
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Figura 3.29: Diferentes trayectorias para el sistema (3.36) con k = 1.5, a =2, § = 0.3, § = 0.05,
r=0.1y a=0.95.
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Conclusiones

1. Los sistemas dindmicos siguen siendo una herramienta muy importante en la modelacion de
dinamicas poblacionales, sobre todo el estudio de la estabilidad de soluciones permite hacer
inferencias sobre el comportamiento futuro de diferentes poblaciones. Sin embargo, al analizar
el componente de memoria, se ve que los sistemas dindmicos en sentido ordinario no reflejan
apropiadamente este aspecto sobre todo en situaciones como la dispersién de enfermedades,
para la cual se conoce que el estado actual de las poblacién infectada esta influenciado por el
estado de la poblacién en tiempos previos. De alli surge la necesidad de implementar modelos
que integren la memoria siendo una alternativa el cambio del operador diferencial ordinario
por el operador de Caputo.

2. Al escoger un operador fraccionario para la implementacién de un modelo con memoria,
el operador de Caputo ofrece mas ventajas con respecto a lo operativo. Para empezar, la
derivada de Caputo de una funcién constante va a ser idénticamente cero, para cualquier
orden de la derivada; esto permite que las técnicas de re escalamiento y traslacién de ejes
procedan sin mayor dificultad. También, la Transformada de Laplace del operador de Caputo
requiere de las condiciones iniciales de un problema de valor inicial ordinario, a diferencia
de la transformada aplicada sobre el operador de Riemann-Liouville para el cual se requiere
evaluar una integral fraccionaria junto con algunas de sus derivadas.

3. Un modelo con derivada de Caputo necesita de la incorporacién de un nuevo parametro: el
orden de la derivada, . Este valor a va a ser fundamental para determinar la estabilidad
de las soluciones de equilibrio atendiendo al Teorema de Matignon y la versiéon fraccionaria
del Teorema de Hartman-Grobman. Se ha comprobado que pequenas variaciones del érden
de la derivada en el sistema pueden generar cambios notables en la estabilidad de un punto
de equilibrio, por ello el orden puede ser considerado en algunos casos como un parametro
de bifurcaciéon. Al comparar los puntos de equilibrio del sistema ordinario con el sistema
fraccionario se observa que si @ € (0,1) hay més posibilidades de que las soluciones sean
asintoticamente estables, ademés de que no aparecen orbitas periddicas.

4. Se implementaron varios modelos de poblaciones haciendo uso del operador diferencial de
Caputo y un método predictor-corrector, obteniendo en casos como el modelo de Lotka-
Volterra condiciones dinamicas diferentes al analogo modelo ordinario mientras que en otros
casos la estabilidad de los puntos de equilibrio de los sistemas dados no se vio alterada
por la aparicién del término fraccionario, logrando inclusive rescatar caracteristicas como la
bifurcacién de Hopf. Algo comun en todos los casos es que al reducir el orden de la derivada
fraccionaria, aumenta el tiempo requerido para que el sistema llegue a un estado indicado.

5. Existen soluciones exactas de las ecuaciones diferenciales fraccionarias haciendo uso de las
funciones de Mittag-Leffler. Sin embargo, el célculo de estas funciones es dispendioso, por lo
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cual se opta por implementaciones numéricas. En particular, se tiene que la manipulacién de
funciones matriciales de Mittag-LefHler requiere una mayor capacidad de cémputo que en el
caso de la matriz exponencial.

En la realizacion de este trabajo se pudo comprobar que el método numérico de Adams-
Bashford-Moulton logra replicar apropiadamente la dinamica de los modelos considerados
por las diferentes fuentes consultadas. Sin embargo, se debe mencionar que al comparar
el tiempo de ejecucion de este método es mayor que el tiempo demandado por métodos
para solucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias. Esto se debe al componente
de memoria, puesto que dentro de las rutinas deben guardarse todos los valores previos al
instante que se va a calcular, lo que demanda espacio de almacenamiento y un nimero mayor
de operaciones por realizar.
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Trabajo futuro

1. En el presente trabajo siempre se consideraron sistemas de ecuaciones fraccionarias para
los cuales las derivadas de las variables de estado tienen el mismo orden de la derivada,
sistemas conocidos como sistemas conmensurados. Rivero et al. (2011) considera sistemas
no conmensurados, es decir, con ordenes de derivacion diferentes en las variables de estado.
Los sistemas no conmensurados aparecen al considerar que el efecto de memoria en cada
una de las variables de estado es diferente, como comentan Saeedian et al. (2017). Para este
tipo de sistemas, se debe estudiar la estabilidad de las soluciones de equilibrio haciendo uso
de una versién diferente del Teorema de Matignon presentado en este trabajo. En vista del
cambio de condiciones de estabilidad, también se requiere el estudio de los planos de fase y
la influencia de los 6rdenes en posibles bifurcaciones.

2. En el trabajo se realizaron los calculos numéricos con base en el método predictor - corrector
de Adams-Bashford-Moulton, el cual es un método multipaso basado en reglas de cuadratura.
Sin embargo, este no es el iinico método desarrollado bajo esta metodologia. Existen muchos
métodos basados en la solucion numérica de ecuaciones diferenciales no lineales. En particu-
lar, Milici et al. (2019) presenta los métodos de polinomios de Adomian, decomposicién en
ecuaciones no lineales, método de perturbacién, aproximaciones sucesivas.

3. En este trabajo se consideraron modelos SIS y SIR para la transmision de enfermedades,
considerando a lo sumo tres variables de estado. Existen modelos con mayor complejidad,
ya sea por considerar un nimero mayor de variables de estado o por considerar funciones de
respuesta més complejas para representar el crecimiento y la incidencia de cada una de las
poblaciones involucradas.

4. A parte del Teorema de Matignon y la versién fraccionaria del Teorema de Hartman-Grobman,
existen diferentes resultados de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales que tienen un
equivalente fraccionario como el criterio de Routh-Hurwitz para estabilidad (Ahmed et al.,
2006), la teoria de estabilidad en el sentido de Lyapunov (Gallegos y Duarte-Mermoud, 2016),
la estabilidad global de un punto de equilibrio dada por funciones de Lyapunov (Aguila-
Camacho et al. (2014); Boukhouima et al. (2020); Vargas-De-Leén (2015)), teoremas de la
variedad estable (Deshpande y Daftardar-Gejji, 2016) y centro (Ma y Li (2016); Sayevand
(2016)), los cuales pueden ser tenidos en cuenta para investigaciones futuras.

5. El trabajo se centr6 en el andlisis de sistemas dindmicos asociados a problemas bioldgicos,
pero esta no es la unica herramienta de modelacién que se implementa en problemas relacio-
nados con evolucién de poblaciones. En algunas situaciones particulares aparecen términos
difusivos, los cuales suelen ser representados mediante el uso de ecuaciones diferenciales par-
ciales. Se puede extender el uso de sistemas fraccionarios a la incorporacién de ecuaciones
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diferenciales parciales fraccionarias como se hace en el articulo de Belmahi y Shawagfeh
(2020).

En el trabajo se analizaron diferentes modelos con pardametros determinados previamente.
Ahora bien, una fuente de futuras investigaciones seria el poder estimar los parametros con
base en unos datos de poblacion ya conocidos. Dentro de los parametros, la determinacién
de los ordenes de las derivadas fraccionarias seria crucial para determinar las caracteristicas
de estabilidad propias del sistema, asi como la influencia de la memoria.
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Apéndice

Resultados sobre ecuaciones diferenciales

En el trabajo se requirieron resultados de la teoria de ecuaciones diferenciales que no fueron
enunciados en la realizacién del trabajo, sobre todo en la seccion introductoria de sistemas dinami-
cos y en ecuaciones diferenciales fraccionarias. En particular, se destacan por su importancia en el
desarrollo de estos temas el Teorema de existencia y unicidad que permite establecer con propie-
dad el concepto de sistema dindmico y cuya prueba se replica hasta cierto punto para ecuaciones
diferenciales fraccionarias.

Teorema (Existencia y unicidad o Picard-Lindeldf). Sean y € R”, f(¢,y) una funcién continua
sobre un paralelepipedo

R:{<tay)t0§t§t0+a7 Hy_yUH Sb}

y uniformemente Lipschitz con respecto a y. Sea M una cota para | f(¢,y)| sobre R, &« = min{a, %}
Entonces

v =f(ty), ylto) =y
tiene una solucién tnica y = y(t) sobre [to, to + af.
Demostracion. Ver Hartman (1982). |

También, fue necesario el Teorema de dependencia continua de las condiciones iniciales en el
desarrollo de los conceptos de sistemas dinamicos, razén por la cual se incluye a continuacion:

Teorema (Dependencia continua de las condiciones iniciales). Sea E un subconjunto abierto de
R" que contiene a x y supongamos que f € C'(E), entonces existe un a > 0y 6 > 0 tal que para
todo y € Bs(xg), el problema de valor inicial

&= flz) =)=y
tiene una tnica solucién u(t,y) con u € C*(G) donde G = [—a,a] X Bs(zg) C R™*

Demostracion. Ver Perko (2013). [

Propiedades de la funcion Gamma

En la definicién de los operadores diferenciales fraccionarios trabajados aparece siempre la
funcién Gamma, la cual corresponde a la siguiente definicion:
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Definicién (Funcién Gamma). La funcion Gamma se define como sigue:

“+oo
L(p) := / e “zP1dt.
0

En la realizacion de los diferentes ejemplos suministrados sobre operadores diferenciales se
requiri6 el dominio de propiedades de la funcién Gamma, aqui mencionamos algunas de ellas.

Teorema (Propiedades de la funcién Gamma). La funcién Gamma, I'(p), tiene las siguientes
propiedades:

1. converge para todo p > 0,
2. es continua para todo p > 0,
3. I(p+1) =pl'(p),
4. I'(n+ 1) = n!, para todo n € N.
Demostracion. Ver Milici et al. (2019). [

En varios ejemplos realizados sobre los operadores fraccionarios aparecieron integrales que se
acomodaban mediante sustituciones a una funcién Beta, lo que justifica la siguiente definicion:

Definicién (Funcién Beta). La funcién Beta se define como

1
B(p,q) ::/ P71 — 2)? N da,
0

cuando las partes reales de p y ¢ son positivas.

En operadores diferenciales fraccionarios, al aparecer constantemente la funciéon Gamma, tam-
bién se hace necesario el manejo de la funcién Beta debido a la siguiente relacion:

Teorema (Relacién entre las funciones Gamma y Beta). Para todo p > 0, ¢ > 0,

L(p)T'(q)
L(p+q)

Demostracion. Ver Milici et al. (2019). |

B(p,q) =

Transformada de Laplace

De acuerdo a Diethelm (2010), la Transformada de Laplace es un operador fundamental en el
trabajo con ecuaciones diferenciales ordinarias y fraccionarias. Es por ello que mencionamos aca
su definicién.

Definicién (Transformada de Laplace). Sea f : [0,00) :— R dada. La funcién F' definida por

F(s) = Z1f](s) := / " f@)eda

es llamada la Transformada de Laplace de f cuando esta integral existe.
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Como se discutié en varias partes del trabajo, los operadores diferenciales fraccionarios pueden
ser descritos en términos de convolucion, por ello una de las propiedades mas importantes de la
transformada de Laplace corresponde a como actia sobre la convolucién de dos funciones, lo que
se ve reflejado en el siguiente Teorema.

Teorema. Supongamos que fi, fo v f3 estan definidas en [0, 00) y son tales que sus transformadas
existen para todo s > sg, con sg € R. Entonces si f3 es la convolucion de f; y fo en el sentido de
Laplace, es decir,

A = | " i — O fult)atr

se sigue que

ZLfs](s) = Z[fi](s) - L[ f](s).
Demostracion. Ver Doetsch (2012). |
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