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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Con el alto grado de desarrollo de los computadores y de las técnicas numéricas de solucion de
ecuaciones diferenciales en los Ultimos afios, se encuentran en la actualidad una gran cantidad de
modelos numéricos que se pueden utilizar en diversos proyectos de Ingenieria. Muchos de esos modelos
apenas estan entrando en las etapas de validacion, etapas que buscan verificar (de forma cuantitativa)
las cualidades fisicas y numéricas de dichos modelos.

Debido a la dificultad, especialmente en nuestro medio, de conseguir datos de campo para validar los
modelos, la utilizacion de las soluciones analiticas de las ecuaciones (aun las ecuaciones simplificadas)
que gobiernan un fenédmeno dado son una herramienta util y eficaz para validar los modelos numéricos
desarrollados para las ecuaciones completas. Utilizando las soluciones analiticas de las ecuaciones
simplificadas permite al usuario de modelos numéricos, hacer un analisis detallado de las aproximaciones
numeéricas que se implementan en la solucién aproximada de las ecuaciones completas. De esta manera,
se utiliza el modelo “analitico” para estudiar el modelo numérico.

Adicionalmente al papel de herramienta de validacién, se pretende desarrollar en esta tesis un software
que permita la simulacién de fendmenos hidrodinamicos en zonas costeras gobernados por fuerzas
externas como la generadora de marea, la accién del viento y la friccién en el fondo del dominio de una
forma simplificada. A pesar de ser un modelo linealizado (las ecuaciones usadas corresponden a las
ecuaciones 2D de Navier-Stokes integradas a lo largo de la profundidad, sin términos convectivos), la
solucién analitica de dichas ecuaciones representa adecuadamente el fendmeno fisico de corrientes
costeras producidas por las fuerzas externas mencionadas.

El software desarrollado se puede utilizar, ademas, como una herramienta pedagdégica en cursos de
hidrodinamica, oceanografia fisica y matematicas aplicadas, pensando el software como un elemento de
un laboratorio virtual. Los estudiantes usaran este software para el desarrollo de proyectos de aplicacién
dentro de tales cursos, previa capacitacién (a ser ofrecida como parte de un curso) en su manejo.

Esta tesis se concentrara en la solucion analitica de las ecuaciones linealizadas para aguas pandas y en
la implementacion y desarrollo del software. Como apoyo al software, se presentara en el manual del
usuario el desarrollo analitico de la solucion de las ecuaciones con algun grado de detalle. Para el
desarrollo del software se ha pensado en la programacién de 3 médulos de calculo: un moédulo de pre-
procesamiento, un modulo de procesamiento y un médulo de pos-procesamiento; cada uno de ellos
independiente de los otros pero que se acoplaran entre si mediante una interface. De esta manera, los 3
modulos pueden ser utilizados por otros programas diferentes. También, con el propésito de darle
robustez al software, se ha pensado en utilizar un lenguaje de programacion profesional y de facil acceso
por la comunidad universitaria: Lenguaje Java, en nuestro caso.

En el capitulo dos, se presenta el objetivo principal de la tesis y se hace una diferencia entre algunos
objetivos que se alcanzaron frente al analisis de las ecuaciones y otros frente al desarrollo del software.
El capitulo tres presenta algun detalle de desarrollo matematico de las ecuaciones presentadas por Lynch
y Gray, 1978 y Lynch y Officer, 1985. Las ecuaciones presentan algun detalle operativo para facilitar su
entendimiento y seguimiento en el transcurso de la solucién total. Se plantean la solucién en dos
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dimensiones para los efectos de la marea, viento y friccion en el fondo del canal. Una vez se obtiene esta
solucion se le acopla un modelo en la vertical para obtener la solucién completa 3D.

El capitulo cuatro presenta el desarrollo de la implementacion del software. Se presentan una diagrama
de flujo a seguir mostrando como se interconectan los diferentes modulos que facilitan la solucion del
esquema analitico analizado. Al final del capitulo se presentan algunas soluciones particulares que
ayudan a entender la forma operativa del software y la soluciéon de unos casos sencillos para batimetrias
también de forma sencilla.

Finalmente, se presentan una serie de conclusiones y recomendaciones de lo obtenido en este trabajo.

1.1 ANTECEDENTES

Las soluciones analiticas que se utilizaran para el desarrollo del software corresponden a las ecuaciones
de aguas pandas linealizadas (ecuacién de conservacion de masa y de conservacion de momentum
lineal excluyendo los términos convectivos). En la ecuacion de momentum lineal se retienen, ademas, las
fuerzas masica, de friccion (utilizando una ley lineal con la velocidad) y la fuerza (constante en el tiempo y
en el espacio) inducida por la accién del viento en la superficie libre del dominio. A manera de ilustracion
se presentan las ecuaciones mencionadas.

Ecuacion de conservacion de masa:

oC
—4+Velhv|=0 1.1
ot [ ] (1.1)
Ecuacioén de conservacion de momentum lineal:
ov w
—+gVl+tw—-—=0 1.2
ot gvg h (1.2)

donde {(x, y, t) es la elevacion de la superficie libre del agua respecto a un nivel de referencia dado; v(x,
y, t) es la velocidad promediada a lo largo de la profundidad; h(x,y) es la distancia desde el fondo del
dominio hasta el nivel de referencia (nivel medio del mar, por ejemplo); g es la aceleracion de la
gravedad, t es el parametro de friccion en el fondo y asumido constante; w es el esfuerzo de corte en la
superficie libre asumido constante en el espacio; x e y las coordenadas espaciales en el plano horizontal
y t es el tiempo.

Realizando algunas manipulaciones matematicas, que se mostraran en detalle en el capitulo 3, las
ecuaciones (1.1) y (1.2) se reducen a la siguiente ecuacién de segundo orden:

0% oG
IS 1% _gvelhve]=0 13
T gvVelhve] (1.3)

La solucién analitica de la ecuacién (1.3), se presentara en coordenadas polares. Las correspondientes
condiciones de borde son (para un dominio en forma de sector circular de angulo interno @, (ver Figura
1.1):

o6 W _

or gh =0 para I =T, (1.4)
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£(r,,0,t)= Re[ O(O)Gi‘”r] para r =TI, (1.5)
(1jaC—M:O para 0=0y 0= (1.6)
r)or gh

donde r; es el extremo interior de la bahia; r, es la frontera abierta de la bahia donde actua la fuerza de
marea representada por la ecuacioén (1.5); W, y W, son las componentes radial y tangencial del esfuerzo
de corte actuando en la superficie libre; w es la frecuencia de la fuerza generadora de marea actuando
sobre la frontera abierta del dominio.

Frontera 4 ' \ Q(eﬂt)

\
Frontera 1 W

s \
\
|

Frontera 2

r1 Frontera 3

I

Figura 1.1. Forma en planta de la batimetria en coordenadas polares.

La solucion analitica de la ecuacion (1.3), ecuacion para la superficie libre, sometida a las condiciones de
frontera (1.4) a (1.6) la presentan en detalle Lynch y Gray en su articulo clasico de 1978 para diversas
formas del lecho (ver Lynch y Gray, 1978). Una vez obtenida la elevacion de la superficie libre, la
ecuacion (1.2) permite obtener el campo de velocidades 2D (integrado a lo largo de la profundidad). Las
soluciones analiticas presentadas por Lynch y Gray incluyen 4 formas diferentes del lecho: h = H, r" con n
=0,1,2,y-2.

Posteriormente, Lynch y Officer en 1985 (ver Lynch y Officer, 1985) acoplan un perfil vertical de
velocidades al campo horizontal de velocidades obtenido anteriormente. Los detalles del resultado se
pueden consultar en Lynch y Officer, 1985 y en Gémez, 1998.

El software por desarrollar implementara las soluciones 2D y 3D propuestas por Lynch y Gray y por Lynch
y Officer. El lenguaje de programacion a utilizar sera en ambiente Java.

La estructura del software comprende los 3 médulos de procesamiento mencionados anteriormente. El
primer médulo, médulo de pre-procesamiento, generara una malla de calculo especificada por el usuario.
Ademas, leera la informacion de parametros fisicos e identificara el caso a simular (tipo de batimetria,
simulacion con viento o sin viento, parametro de friccion, parametro difusion turbulenta, etc.). El segundo
modulo consiste en el conjunto de instrucciones de programacion que permiten obtener la solucién
analitica buscada para el caso en cuestion. Finalmente, el tercer médulo (médulo de pos-procesamiento)
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incluye la programacién de una serie de procedimientos que permiten la visualizacién de los resultados
de la simulacion escogida: disefio de graficas del tipo X vs. Y, isolineas de igual elevacion e igual
velocidad, graficas de vectores de velocidad, perfiles longitudinales, etc.

Como se mencioné anteriormente, los 3 médulos trabajan independientemente pero se acoplan entre si
mediante interfaces. EI moddulo de pos-procesamiento podra ser utilizado por otros programas
completamente ajenos a este proyecto.
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CAPITULO 2

OBJETIVOS, ALCANCES Y METODOLOGIA

OBJETIVO GENERAL

Desarrollo de un software para el calculo de la “Solucién Analitica de las Ecuaciones Linealizadas de
Aguas Pandas”, solucion analitica que puede ser utilizada para validacion de modelos numéricos en
zonas costeras” y como herramienta pedagdgica en cursos de pregrado y posgrado.

2.2

OBJETIVOS ESPECIFICOS

221 CON RESPECTO A LA SOLUCION ANALITICA DE LAS ECUACIONES

Revisar y entender la solucion analitica de las ecuaciones diferenciales parciales linealizadas para
aguas pandas. Ecuaciones de Navier-Stokes promediadas a lo largo de la profundidad y sin
considerar los términos de aceleraciones convectivas.

Acoplar un perfil vertical de velocidades a las soluciones 2D — horizontal para obtener un campo
tridimensional de velocidades.

Analizar la sensibilidad de las soluciones para diversas condiciones de borde (mareas de amplitud
constante y amplitud variable), considerando la accion del viento (incluyendo los esfuerzos de
Reynolds) y la friccion en el fondo (mediante una aproximacion lineal con la velocidad).

2.2.2 CoON RESPECTO AL DESARROLLO DEL SOFTWARE

Desarrollar un software académico para aplicaciones en hidrodinamica.

Disenar la arquitectura del Software: Implementacion de los médulos para el pre-procesamiento de
informacién, para el calculo de la solucion analitica y para el médulo de pos-procesamiento de
informacion.

Programar la solucién analitica de las ecuaciones linealizadas de aguas pandas para diferentes
condiciones de frontera y geometrias; casos de las ecuaciones diferenciales parciales linealizadas
para aguas pandas.

llustrar con ejemplos la aplicacion del software desarrollado como herramienta pedagdgica.

Iniciaciébn de un banco de soluciones analiticas de ecuaciones diferenciales que representan
fenédmenos fisicos (en forma de software) y que puede ser utilizado como herramienta pedagdgica en
cursos de hidrodinamica y simulacién numérica.
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2.3 ALCANCES, APORTES E IMPACTOS ESPERADOS

e Presentacién del desarrollo de la Solucion analitica de las ecuaciones diferenciales parciales
linealizadas para aguas pandas en forma expandida de tal manera que se pueda identificar
claramente cada uno de los términos que componen cada una de las soluciones desarrolladas.

e Iniciacion en el desarrollo de software en el area de la hidrodinamica en la Universidad.

e Concretar la cooperacion interdisciplinaria en la Universidad a través de trabajo de docentes de la
Facultad de Minas y docentes de la Facultad de Ciencias de la sede.

e Publicacion de los resultados del proyecto en términos de disefio de una serie de experimentos
numéricos (manual del laboratorio virtual en flujos en zonas costeras).

e Mediante este proyecto se buscan fortalecer tres ideas académicas: La primera de ellas se refiere a
la generacion de informacion por ser utilizada en la validaciéon de modelos numéricos. La segunda se
refiere a la utilizacion de un software como la herramienta principal de un Laboratorio virtual de
Hidrodindmica y Oceanografia. La tercera idea busca el fortalecimiento de las actividades
académicas multidisciplinarias en la Universidad mediante la participacion, en este proyecto y de los
resultados del proyecto, del Instituto Interfacultades de Matematicas Aplicadas y la de Escuela de
Geociencias y Medio Ambiente.

Con la primera idea se puede iniciar un banco de datos a ser utilizados en otros proyectos de la
Universidad. Estos datos son de facil consecucion y estaran a disposicion inmediata de los centros
y/o grupos de investigacion que lo soliciten.

La utilizacion del software como herramienta pedagogica y como parte de un laboratorio virtual de
hidrodinamica es una idea moderna utilizada por gran numero de universidades extranjeras.
Mediante este proyecto, esperamos entrar en las nuevas corrientes de técnicas pedagdgicas en
ingenieria y matematicas aplicadas.

24 METODOLOGIA PROPUESTA

Para el desarrollo del proyecto se siguieron tres etapas. En la primera se presenta el desarrollo de las
soluciones analiticas realizado por Lynch y Gray (Lynch y Gray, 1978) y por Lynch y Officer (Lynch y
Officer, 1985). EIl desarrollo matematico de las soluciones se presenta con algun detalle en forma
expandida de tal manera que se pueda identificar claramente cada uno de los términos que componen
cada una de las soluciones desarrolladas. Cada uno de los casos (con y sin viento, con y sin friccién,
varias formas del lecho y varias formas de la onda de marea) se presenta con el acople a un perfil vertical
de velocidades. Esta etapa es parte importante en la escritura del manual del usuario del software.

En la segunda etapa se hizo la programacion, en Lenguaje Java, de los médulos de pre y procesamiento
de informacion. La programacion se hizo mediante subrutinas independientes las cuales se interconectan
en el programa mediante instrucciones de decision. Se busca de esta manera seguir una programacion
estructurada que permite una facil verificacion de todos los procedimientos programados. En lo posible se
utilizaron rutinas ya desarrolladas por otras personas y que estaban disponibles en la red. Cada una de
las opciones de calculo podra ser identificada en una pagina general en la cual el usuario podra escogerla
de un menu general. Cada uno de los procedimientos programados sera sometido a un riguroso analisis
de calidad para garantizar que no se encuentran errores de programacion.

En la tercera etapa se disefid y programé el médulo de pos-procesamiento de informacion e incluye el
diseno de varios tipos de graficas que ayudan en la visualizaciéon de la informaciéon generada por el
modulo de procesamiento. Las graficas son del tipo X vs. Y (para perfiles verticales de velocidad; series
de tiempo de alguna variable; perfiles longitudinales de algunas variables, entre otros); del tipo isolineas
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(para mapas de la superficie libre, lineas de igual magnitud de velocidad, etc.); y del tipo de vectores para
el campo de velocidades. El médulo de pos-procesamiento es capaz de identificar, mediante cddigos
suministrados por el usuario, el tipo de grafica a realizar y realiza ademas la lectura de informacion
necesaria de los resultados del modulo de procesamiento. EI médulo de pos-procesamiento podra ser
utilizado por otro software siempre y cuando se le cree una interface adecuada para leer la informacién
necesaria.

A manera de ejemplo se incluira un “demo” en el cual se ilustran varios de los casos implementados en el
software.
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CAPITULO 3

MARCO TEORICO

3.1 INTRODUCCION

En muchos casos, la ingenieria maritima se ve enfrentada a condiciones topograficas que impiden el
ingreso de embarcaciones a una determinada bahia o ensenada. Conocer, entonces la topografia local,
es uno de los grandes retos a lo que se enfrentan los disefiadores de diferentes obras hidraulicas. En
caso de las costas, contar con una suficiente profundidad de calado que permita el ingreso de
embarcaciones para distintos fines (comerciales, turisticos, transporte, etc.) se hace requisito
indispensable para desarrollar esta actividad a cabalidad.

La topografia esta condicionada por efectos modificadores de la fluctuacién de la marea y esta a su vez
condicionada temporalmente, no obstante, vencida cierta resistencia de los granos o formas presentes en
fondo de la bahia, el flujo ingresa y sale cambiando la profundidad media del agua dado un nivel de
referencia. Adicionalmente, las variaciones locales de profundidad del agua, puede generarse a partir de
un flujo de viento actuando superficialmente y seguin sea su magnitud y direccion sera esa variacion local
de profundidad.

Predecir o modelar la variaciéon de una superficie libre en una bahia, no ha sido tarea facil y han sido
muchos autores que han dedicado tiempo a explorar la forma adecuada de realizar esta tarea. Se han
desarrollado modelos matematicos que requieren ciertos datos conocidos y las ecuaciones que describen
cierto comportamiento en el movimiento, muchas veces contienen expresiones dificiles de manipular
algebraicamente buscado una ecuacion sencilla y simplificada. Se han realizado aproximaciones
mediante modelos numéricos, pero estos a veces fallan por el modelo de aproximacién usado y el
numero de iteraciones requeridos hacen insoluble el problema que se quiere solucionar.

Otro de los grandes problemas es contar con buena informacién inicial, conocer las condiciones de borde
no siempre es una tarea sencilla ya que datos inapropiados pueden generar resultados que nada se
acomodan o responden a una problema fisico especifico.

La variacion de la superficie libre del agua, puede hacerse a través de la Ley de Newton sobre la
viscosidad, que relaciona los esfuerzos cortantes en un fluido con la viscosidad y el gradiente de
velocidades y es asi que generalizando esta ley en las tres dimensiones, se obtiene la ecuacion
generalizada de Navier—Stokes, un conjunto de ecuaciones no lineales que describen el movimiento de
un fluido.

La solucion se linealiza para flujos tridimensionales periédicos incorporando efectos de inercia, esfuerzos

tangenciales y los efectos de la gravedad pero sin rotacién, se pueden expresar como una funcion
periddica de la forma, (Gomez, 1998)

f(x,t)=Re(F(x)e"")
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La funcion definida por F(x) puede tomar multiples formas partiendo de las ecuaciones de conservacion
de masa y de momentum.

Partiendo de estas ecuaciones, Lynch & Gray en 1978 y Lynch & Gray & Officer en 1985, desarrollaron
unas ecuaciones para predecir la profundidad del agua y la magnitud de la velocidad en un punto
cualquiera de un dominio definido en una bahia. Las ecuaciones proporcionan la solucién analitica de las
ecuaciones linealizadas de Navier-Stokes para aguas pandas teniendo en cuenta agentes externos vy
generadores de movimiento como lo son la marea y el viento, y la rugosidad en el fondo de la bahia. Se
pretende, entonces mostrar la aplicabilidad de este conjunto de ecuaciones para cuatro casos sencillos
de batimetria.

3.2 REVISION DE LAS ECUACIONES DE NAVIER - STOKES

La Figura 3.1 muestra un estuario de batimetria arbitraria h(x,y) con respecto a un nivel de referencia z=0
que corresponde al nivel medio del mar. Ademas, debido al movimiento de la marea, la elevacién de la
superficie desde el nivel medio del mar es de la forma {(x,y,t). La distancia total desde el fondo del
estuario a la superficie libre se denota por H(x,y,t) y es igual a {+h. La ecuacion que representan la
variacioén de la superficie libre del estuario se denota por F4(x,y,z,t)=0.

Fs=(x,y, z, 1)

C=(x, ¥, 1)

H=(x, y, 1)

/

Fe=(x, y, 2)

Figura 3.1. Seccion transversal en un estuario tipico

Las ecuaciones en dos dimensiones para modelar estuarios fueron ampliamente detalladas por Pritchard,
1971 (Pinder and Gray, 1977). Se asume que la densidad del fluido es constante.
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3.21 CONDICIONES DE BORDE

Cuando las ecuaciones de flujo en 3D se integran a lo largo de la profundidad, es necesario tener las
condiciones del flujo en la superficie y en el fondo del estuario. Si la condicién de una frontera es
F(x,y,z,t)=0, sobre cada punto de la frontera se debe tener:

DF oF oF oF oF
=—+U—+V—+W—=

—=—+U— — —=0 (3.1)
Dt ot oX oy 0z
En la superficie del estuario se tiene: Fg (X, Y, Z,t) =Z- C(X, Y, t) (3.2)
Reemplazando (3.2) en (3.1) y derivando cada componente se tiene:
oz-¢), oz-¢)  olz-¢), oz-¢)_, (3.3)(a)
ot OX oy 0z
_OC_UGC_V(X+[W_(3CJ=O (3.3)(b)
ot ox oy 0z
ws—%—u%—v%zo (3.3)(c)
ot ox oy
En fondo del estuario se tiene
Fs (x, Y, z,t) =z+ h(x, y) (3.4)

Esta ecuacion es independiente del tiempo (Asumiendo fondo rigido e impermeable). Ahora
reemplazando en (3.1) y derivando se tiene:

WB+UBZ:+vBah—O (3.5)

8y_

3.2.2 ECUACION DE CONSERVACION DE MASA

La ecuacién general para la conservaciéon de masa es:

o opu) apv)  alw) _, I

ot oX oy 0z ot
@+@+8—W=0 (3.6)
oXx oy oz

La densidad se asume constante en toda la profundidad y sin variacion en la temperatura. En un estuario
la ecuacion es valida solo si existe un buen mezclado en las todas de las direcciones.

Integrando a lo largo de la profundidad:
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g ¢ g
J%z+ j%z+ %z =0 (3.7)
<, 0X oy %, 0z

Aplicando la regla de Leibnitz (intercambiando el orden de la diferenciacién y la integracién) en las dos
primeras integrales y evaluando en forma directa la tercera integral se tiene:

g
9 udz+—J.vdz+ W, —Ug %—v % WB+uE,a—h+v58—h =0 (3.8)
oX =, *ox oy oX oy

Aplicando las condiciones de frontera (ecuaciones (3.3)(c) y (3.5)), la ecuacién (3.8) se reduce a la forma:

8C
udz+ — (vdz=0 3.9
ot axj +a j (2.9)

Ahora, definiendo los valores promedio de u y v como:

G G
U=(¢+h)" Judz=0 V=(+h)" [vdz=0 (3.10)
-h

-h
ysi H= (Q + h), y con h independiente del tiempo t, la ecuacién se expresa finalmente:

¢, a(HU)  o(HV)
ot oX oy

=0 (3.11)

3.2.3 ECUACION DE CONSERVACION DE MOMENTUM

Para un fluido de densidad constante, las ecuaciones de movimiento en las direcciones X, y, z son:

ou d(uu) .\ a(uv)+ a(uw) 16p 1(ot, 0ty ot

—fv+ Xy +—*1=0 (3.12)
ot ox oy 0z pox pl oXx oy oz
0 0 0
ov olw), alw) olvw) o 1op 1(0t, Oty Or.) o (3.13)
ot  ox oy 0z poy pl ox oy oz

=0 (3.14)

poz oX oy 0z

ow o(uw) .\ a(vw)+ o(ww) bge 1 0P 1[612)( LTy arzzJ
ot oX oy 0z poz p

Donde p es la presion, f es el pardmetro de Coriolis, g es la aceleracion de la gravedad, y T,,, Tyy etc,,

son esfuerzos cortantes. Estas ecuaciones son innecesarias en el modelamiento en la mezcla vertical en
un estuario. La ecuacion (3.14) puede ser simplificada asumiendo que la aceleracion vertical es
despreciable y que los esfuerzos cortantes son despreciables comparados con la gravedad y el gradiente
de presion. Esta suposicion es equivalente a la condicion de que la presién en la direcciéon z es
hidrostatica y tiene la forma:
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~4+g=0 (3.15)

Si la presion en la superficie se asume atmosférica P 5 , la solucion de esta ecuacion es:
P—pa =pg(t-2) (3.16)
p=pg((-2)+Pa (3.17)

Sustituyendo para p en las ecuaciones (3.12) y (3.13) con P, supuesta constante se tiene:

ou_ oluu) owv)  oluw) . 10lpglc-2)+p,] 1 [arxx L0 arxzjzo 5.18)

ot ox oy 0z p oX oX oy 0z

15[PQ(C_Z)+pA]:18(PQC)_15(PQZ)+15(F’A): o¢
p oX p OX p OX p OX oX

ou , oluu) oluv)  oluw) g T, Ty, Oe | _ (3.19)
o ox oy oz Yo plox Ty

¢ 1[0t ot

v olw) olw) abw) g G0 1[0 Ty ) (3.20)

ot  ox oy 0z oy pl ox oy 0z

Integrando a lo largo de la profundidad la ecuacion (3.19) toma la forma:

G G G G

ja—udz+ ja(uu)dz+ ja(uv)dz+ ja(uw)dz—

_hﬁt “h OX _h —h 0z

18Txy 1 Jﬁt

C XX XZ
— |fvdz+g dz dz dz - dz=0
j I _Jh OX _hp oy p_h 0z

(3.21)

Con p asumida constante, aplicando la regla de Leibnitz a la primera, a la tercera, y a la séptima y
octava integrales, e integrando las derivadas con respecto a z directamente se tiene:

e e 4
aIudz—a(C)—a(h)+aqudz—uu(’}(Z;)—uua(h)+aJ.uvdz—uva(C)—uva(h)jL
ot =, ot ot ox- OX oX 0y oy oy
4
+uWS+uWB—J'fvdz+gH%——— dz+1 % 1’EXX oh_ (3.22)
OX pox?’ p Cc’ﬁx p |, 0X
- dz+1 %+1 Xy a—h—l < +11:XZ =0
p oy 3, p UlLoy e POy p TP Tl
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Agrupando los términos

0 oC 1 1
— udz+—juudz+—juvdz vadz+gH——— Ty +—T, -—
ot ? Pl Pl
; 10 o |, 1 oh 1 oc 1 oh
- dz- - — dz+— B R e BT
paxjh’t z ooy I‘E Z+p’C CaX " XX ax-l-p'fxycay'f‘p xy ay (3.23)
0 alh 0 0 alh
_Usa(f)_uaa(t)_ususa(xg) UgUg a(x) SVS(C)_UBVBa(y)+
+ugWg —ugW,; =0
g
° udz+—.|.uudz +—J.uvdz J.fvdz+gH—C—1r +1sz -
ot* oxX p . P "
4
———J'r dz———J' dz+ e | &1, | Oh —r %1 T, oh_ (3.24)
p OX =, LOX P 8X p 8y p 8y
0 0 0 olh alh
—us( (gf)—us a(f)—vs §§)+WS]—UB(UBO(X)+VBa(y)+WB]=O

El término en la ecuacion premultiplicado por Ug es cero dado la condicion de borde (3.3)(c) y el término

premultiplicado por Ug es cero dado que la velocidad en el fondo es cero.
Se puede relacionar u y v con sus promedios definidos como:
u=U[1+f,(zt)] v=V[+f,(z1) (3.25)

donde f, y f, son funciones de distribucion de velocidad que tienen la propiedad que:

¢ ¢

f (z,t)dz= |f, (zt)dz=0 (3.26)
[fu(zt)dz = [f,(z1)
“h “h

, , 2 g2 :
Sin embargo, las integrales de f;, f; y f,f, no son necesariamente cero, y se pueden, entonces hacer
las siguientes definiciones:

o, (t)=(|]|ﬁ[1+fu (O£, (z,t)]dz 3.27)

—h

oy (t)

[Tl e 29
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o= T @O, ez 329)

-h

Sustituyendo estas relaciones en la expresion en (3.24) queda:

ot ox oy X
3.30
1 1 10 ¢ 106 20
——Tyy| +— Ty ———Irxxdz———jrxde:O
p ¢ n P OX p oY h

Los ultimos cuatro términos estan relacionados con pérdidas de friccion y son modelados mediante
correlaciones empiricas. Asi, el esfuerzo en la superficie debida a la friccion del viento se asume de la
forma:

—1,, =KW?2cosy (3.31)

p

XZ

4

donde K es un coeficiente adimensional que es funcién de la velocidad del viento, W es la velocidad del
viento, y ¢ es el angulo formado entre el vector de la velocidad del viento y el eje x. El esfuerzo en el

fondo generalmente se expresa como:

2 2
R 332

CZ

—Txz

-h

donde C es el coeficiente de Chezy. Los dos ultimos términos de la ecuacion (3.30) tienen que ver con el
transporte de momentum y estan correlacionadas por:

16 ou

ﬁJhrxxdz =e (3.33)
¢

1 [tydz = a@ (3.34)

H 2, oy

donde ¢ es el coeficiente de viscosidad de remolino. Sustituyendo (3.31) a (3.34) en (3.25) da:

0HY) , &0y HUU) o(or, HUV) o, HE _KW=cosy
OX

ot OX

U2+V2 16(  aU) 18 /( ,,0U (5:35)
UV () 12 ()

C? p OX ox) poy OX

Las funciones de correlacion o, o, , @, en la mayoria de los estuarios y durante el ciclo de marea

uu
estan en el rango de 0.5 a 1.5. En este analisis, éstas correlaciones se haran igual a la unidad. Los dos

Maestria en Ingenieria - Recursos Hidraulicos Escuela de Geociencias y Medio Ambiente



Marco Teobrico 3-8

ultimos términos en la ecuacion (3.35) son generalmente pequefos y en este analisis son despreciados.
La forma 2D de la ecuaciéon de momentum es:

Uz + V2
oHU) , AHUY)  dHWY) gy g% kwzcosy +gu Y Zo 3aea
ot OX oy OX Cz?

En algunas formulaciones, los productos HU y HV se consideran como variables independientes de Qx y
Qy respectivamente, y las ecuaciones de conservacion de masa y momentum se resuelven para H, Qx, y
Qy. Sin embargo, manipulando la forma de ecuacion (3.36)(a), expandiendo la derivada con respecto al
tiempo y los términos convectivos se expanden por la regla de la cadena, sustituyendo la ecuacion de
conservacion de masa (ec. (3.11)) en la ecuacién anterior y el resultado se divide por H, se obtiene
finalmente una expresién simplificada, asi:

2 U2 V2
@+U@+V@—N+g%—KW COSW+gU i =0
oX oy oX H HC?

(3.36)(b)

De forma similar se puede resolver para la componente y.

3.3 CASOS DE MODELACION- 2D

Las soluciones analiticas que se utilizaran para el desarrollo del software corresponden a las ecuaciones
de aguas pandas (ecuacion de conservacion de masa y de conservacion de momentum lineal excluyendo
los términos convectivos). En la ecuacion de momentum lineal se retienen, ademas, las fuerzas masicas,
de friccion (utilizando una ley lineal con la velocidad) y la fuerza inducida por la accion del viento en la
superficie libre del dominio (constante en el tiempo y en el espacio). A manera de ilustracion se
presentan las ecuaciones mencionadas.

Ecuacioén de conservacion de masa:

%+Vo[h v]=0 (337)

Ecuacion de conservacion de momentum lineal:

g—l:+gVQ+w—%:0 (3.38)(a)

donde {(x, y, t) es la elevacion de la superficie libre del agua respecto a un nivel de referencia dado; v(x,
y, t) es la velocidad promediada a lo largo de la profundidad; h(x,y) es la distancia desde el fondo del
dominio hasta el nivel medio del mar, tomado como nivel de referencia; g es la aceleraciéon de la
gravedad, 1 es el parametro de friccion en el fondo y asumido constante; W es el esfuerzo de corte en la
superficie libre producido por el viento y asumido constante en el espacio; x y y las coordenadas
espaciales en el plano horizontal y t es el tiempo.

Diferenciando la ecuacion (3.37) respecto al tiempo se tiene:

2
‘2% Ve [h %ﬂ 0 (3.38)(b)
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Sustituyendo la ecuacion (3.38)(b) dentro de la ecuacidon (3.38)(a) y reagrupando términos, las
ecuaciones (3.37) y (3.38) se reducen a la siguiente ecuacion de segundo orden:

azg aig — Y —

pYe +1 ot gV [hVC] =0 o (3.39)(a)
0*¢  _dc . ar]
o + r—at g[Vh V{+hV (;] =0 (3.39)(b)

La solucién analitica de la ecuacion (3.39), se presentara en coordenadas polares. Las correspondientes
condiciones de borde son (para un dominio en forma de sector circular de angulo interno ®):

gg - V\:; =0 para ' =M (3.40)
rg
g(r,.0,t) = Re[co(e)eiwr} para ' ~ 2 (3.41)
(qZC_VV;::O para 0=0y 6= (3.42)
r r g

donde ry es el extremo interior de la bahia; r, es la frontera abierta de la bahia donde actua la fuerza de
marea representada por la ecuacion (3.41); W, y Wy son las componentes radial y tangencial del esfuerzo
de corte actuando en la superficie libre; w es la frecuencia de la fuerza generadora de marea actuando
sobre la frontera abierta del dominio.

La solucién analitica de la ecuacion (3.39), ecuacion para la superficie libre, sometida a las condiciones
de frontera (3.40) a (3.42), la presentan con algun detalle Lynch y Gray en su articulo clasico de 1978
para diversas formas del lecho (ver Lynch y Gray, 1978). Una vez obtenida la elevacion de la superficie
libre, la ecuacion (3.38) permite obtener el campo de velocidades 2D (integrado a lo largo de la
profundidad). Las soluciones analiticas presentadas por Lynch y Gray incluyen 4 formas diferentes del
lecho:h=Hyr'conn=0,1,2,y-2.

Posteriormente, Lynch y Officer en 1985 (ver Lynch y Officer, 1985) acoplan un perfil vertical de
velocidades al campo horizontal de velocidades obtenido anteriormente. Los detalles del resultado se
pueden consultar en Lynch y Officer, 1985 y en Gomez, 1998. El software a desarrollar propuesto
implementara las soluciones 2D y 3D propuestas por Lynch y Gray y por Lynch y Officer. El lenguaje de
programacion a utilizar sera en ambiente Java (lenguaje de dominio publico).

3.31 FORMAS DE LA BATIMETRIA

La formulacion matematica tiene en cuenta la forma del lecho, para lo cual se aplican cuatro casos
especificos de la forma de la batimetria del estuario tal como se aprecia en la Figura 3.2.
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(@)

(c) (d)
Figura 3.2. Variacion de la batimetria para los casos de modelacion.

La modelacion tendra en cuenta la variacion del lecho a profundidad constante (Figura 3.2(a)); lecho
variando linealmente con la profundidad (Figura 3.2(b)); ademds de otras dos formas no lineales y que
aumentan o disminuyen con la profundidad tal como se aprecia en las Figuras 3.2(c) y 3.2(d).

La forma en planta de la variacién de esta geometria es polar, tal como se aprecia en la Figura 3.3.

Frontera 4 ' \ C(eﬂt)

\
Frontera 1 W
s \
|

\
@ \

Frontera 2

r1 Frontera 3

A

Figura 3.3. Forma en planta de la batimetria en coordenadas polares.
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3.3.2 SOLUCION ANALITICA DE LAS ECUACION BASICAS PARA AGUAS PANDAS

Se requiere que el flujo sea tangente en las fronteras cerradas r=r;, 6 =0 y 0 =® . El efecto de

marea se especifica en I =TI,, el esfuerzo de viento constante se impone a través de una direccion

arbitraria. La batimetria se describe como: h = Hy r'" donde Ho es una constante y no es necesariamente
un entero y puede asumir cualquier valor real. Las condiciones de frontera son:

Frontera 1: Para r=r, % _ W, =0 (3.43a)
or gh
Frontera 2: Para r=r, Q(rz, G,t) = Re[go(e)em} (3.43b)
¢(r,.0,t)=Re[C,(0)coswt +isenwt)]  (3.43b)
Frontera3y4: Para 0=0y 0=¢ (1]86; - % =0 (3.43c¢)
r)or gh

donde W, (direccion radial) y Wy (direccion tangencial) son los esfuerzos de viento en las direcciones ry 6
respectivamente; w es la funcién de marea actuando sobre la frontera abierta del dominio; Co (9) es una

funcion compleja que representa la amplitud y la fase de la marea en I =T, coniigual a-| -1.

A continuacion se describen los valores que representan la ecuacion de la forma de la batimetria h = Hor";

Ho r n Comentario
0 Varia a tasa|Entero e igual | El valor de H siempre sera igual a cero.
constante para todo r
Entero positivo | Varia a tasa 0 Ho
constante
Entero positivo |0 -0 <Hg<ow No hay batimetria

Entero negativo | Varia a tasa | Entero negativo | No hay batimetria desde -o hasta —10 y solo se aprecia
constante y constante | pequefios cambios desde —10 hasta —2. Desde —2 en adelante
comienza a formarse una batimetria mas definida hasta valores
cercanos a cero. Ya en cero esta en el caso 2.

Entero negativo |Varia a tasa| Entero positivo | Se presenta una concavidad hacia arriba y comienza en el
constante y constante | valor dado por Ho (En este caso el valor es negativo).

Para valores que se acercan a uno, la concavidad disminuye y
aumenta la pendiente.

En el valor de uno, H toma los valores de r pero negativos. Es
una linea recta con pendiente negativa e igual a HO.

Para valores mayores a uno, H cambia de concavidad hacia
abajo y alta pendiente.

Hasta valores de n igual a 10, H toma valores casi de cero.

Entero positivo | Varia a tasa | Entero negativo | Batimetria simétrica para valores reales de signo contrario.
constante

En general existe una batimetria definida para —2 < n < 2. En valores mayores a estos dos limites, la
forma de la batimetria es casi vertical, lo que no tendria sentido fisico para este objetivo.
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La solucion de la ecuacién (3.3) sujeta a (3.43) se obtiene por superposicion asi:
C=Ci+Cw

donde ; es la solucion de (3.3) y (3.43) en ausencia de esfuerzos de viento y C,y es la solucién en

ausencia de marea. Se busca entonces, partir la solucién en dos partes. En una se busca la variacion de
la superficie s6lo con el efecto del viento, es decir en ausencia de marea y en la otra, la variacion por
efecto de marea, es decir en ausencia de viento. La respuesta a cada unos de estos efectos se suman,
aplicando el principio de superposicion, para obtener la respuesta total de la fluctuacion de la superficie
libre del agua. Al resolver estas ecuaciones queda:

AUSENCIA DE MAREA

Z%HO +n)a€W OCw

" Sw -0 (3.44a)
or? or 002
Para =, Aw W, _—0 (3.44b)
OF  gH,r
Para r=r, Cw (r2,9) =0 (3.44c)
para 0=0 ¢  %w_ Wo _j (3.44d)
r oo gHyr"
AUSENCIA DE VIENTO
2 2 2
0"+ Jrr%—gHor”‘2 2 05 +r(1+n)%+a T (3.45a)
ot? ot ot? or 00?2
Para r=r, %+ =0 (3.45b)
or
Para r=r, Cs (r2,9,t) = Re[go(e)em} (3.45c¢)
aC
P 0=0 %t _p 3.45d
ara (0 50 ( )

3.3.2.1  Flujo permanente de Viento

Para resolver la ecuacion (3.44) considere primero el caso de un esfuerzo unitario de viento en la
direccion 6 =0. Asumiendo una solucién de la forma Cw(r,e):R(r)T(G) en la ecuacion (3.44a)
resulta:
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|l[rzR"+r (1+n)R]=«2 (3.46a)
K2 = —; (3.46b)

donde k? es una constante de separacion. La solucidn de la ecuacion (3.46) es:

S 4
L (r,0)= Z(aj ro+b,r j (cosk0+c, senk ) (3.47a)
J
2
n n 2

donde S = —§+ (2} +K; (3.47b)

n |(nY
t=—5- [2j +5,° (3.47¢)

La expresion sen KJ-G se reemplaza por O cuando K = 0. Asi, las condiciones de frontera para este

problema son:

En r=r, 96w _ cosd (3.48a)
or  gHyrf’
En r=r, Ly =0 (3.48Db)
En 0=0 96w _ 0 (3.48¢)
or
En 0=10¢ 106w __ Sen? (3.48d)
r 00 gHOr

La expresion 3.48c se satisface haciendo C,= O paratodoj. La ecuacion (3.48d) se cumplira para una

simple componente de K; =K * tal como:

sen
s*=1-n K*=.1-n; a* = . ¢ ” (3.49)
gH,x *sen (i * ¢)
jT .
Este método falla para combinaciones de ny ¢ cuando «* = J—, ] = 0,1,2,... En estos casos, deben

usarse coordenadas cartesianas. Las condiciones de frontera (3.48c) y (3.48d) son inalteradas por
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- . T . .
componentes adicionales en series cuando K; = J¢ j=0,1,2,... De esta forma, la solucién general

que satisface éstas dos condiciones de frontera son:

ir0

Ly (r0)=a*r™ [cos(1—n)% 6]+ i(ajrs" +b,r! )cos b (3.50a)
j=0

donde

n (nY (jn)’ n (n) (jr)
i i
Si=—_+| 4| + n ; t=—_—-|,5| + n (3.50b)
2 |2 b 2 |2 b
Notese en la ecuacion (3.50a) que si el valor de n es igual a 1, el primer término del lado derecho de la
ecuacion, no aporta valores al resultado, solo es la sumatoria la que define la variacion de la superficie.

1
Para satisfacer (3.48a) y (3.48b), primero se expresa COSO vy cos(1—n)4 GJ como una serie de
Fourier en el intervalo 0 <0 < ¢:

[cos(1—n)%6]:D0 +ichosjze (3.51a)
=1
cosO=E, +ichosj$e (3.51b)
=1
donde
)b _Y(1-n)2 _mh
D, - sen|(1 r11) 2¢ | D, - 2(-1Y(1-n) Ztse:[(l n) 2¢J 5510
(1-n)"2¢ (1-n)¢2 - j*n
A
E,= ¢, g - 21 osend (3.51d)
¢ o* - *n

La ecuacion (3.51d) sdélo es funcién del angulo ¢ y varia con el valor de j. La Figura 3.4 muestra el
numero de términos necesarios para su convergencia, a una tolerancia dada contra el angulo ¢.

Es claro que para una mayor tolerancia se requieren mas términos para encontrar la solucion. En este
caso se tomaron toleranciad del orden de 1e-6 hasta 1e-3. Noétese que alrededor de 120° existe un
umbral y el nimero de términos decrece hasta un angulo de 180°.

Este mismo analisis se realizé para la ecuacion Dj (ec. 3.51c), funciéon de n y del angulo ¢. Se hizo la
variacion para el valor de n igual a =2, 0 ya que para el valor de cero la funciéon se vuelve cero
inmediatamente y para el valor de 2 existen la componente imaginaria. Con el valor de n igual -2 se
evaluo la funcion variando ademas el angulo ¢ entre 0 y 360° tal como se aprecia en la Figura 3.5.
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1000

900 -
2 800 +
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o 500 +
°
o 400 -
o
g 300 -
3
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100 +

0 » S LU I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Angulo (Grados)
Tol=1e-6 —x—Tol=1e-5 Tol=1e-4
- ---Tol=1e-3 Max valor
Figura 3.4. Variacion del numero de términos en funcién del angulo de E;j.
2500

2 2000 -
E
© 1500 -
S
© 1000 -
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S
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360
Angulo (Grados)
——Tol=1e-6 —x—Tol=1e-5 —=—Tol=1e-4 - - - -Tol=1e-3

Figura 3.5. Variacién del nimero de términos en funcion del angulo. Ecuacion de Dj, y n=-2.

Se tomaron angulos de 10 en 10° para las tolerancias de 1e-6, 1e-5, 1e-4 y 1e-3. La ecuacién muestra
una tendencia creciente en el numero de términos a medida que aumentas los angulos. Aunque la
tolerancias es importante no es decisiva. La ecuacion tiene la misma tendencia aun para pequefas
tolerancias.
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De forma similar se estimé el maximo numero de términos que se requerian al usar n=0 y para las
mismas tolerancias antes indicadas. La Figura 3.6 ilustra este caso donde se aprecia que angulos que
sean 0, 2rn y 4n convergen pero aumenta el nUmero necesario para converger a medida que el dngulo
sea mas grande.

1600
1400 +
1200 +
1000 +
800 -
600 -
400 -
200 -

T T T T T T T T N T T T T T T T T

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360
Angulo (Grados)

Numero de Términos

—=—Tol=1e-6 —x— Tol=1e-5 Tol=1e-4 - - - - Tol=1e-3

Figura 3.6. Variacion del niumero de términos en funcién del angulo. Ecuacion de Dj, y n=0.

Aplicando las condiciones de frontera restantes da una determinacion para a;y bj :

Sj tj _ 1-n * EJ
sian’ +tbyr’ =r, | -a*D; + (3.52a)
gH,
ar,” +bjr2t" :r21‘”(—a*Dj) (3.52b)
Se puede resolver y resulta que:
1-n_ t;
_ o\ nonE
a*Dj(tjntj AT ”)+ Sz |_2| ’
gh,

a = " P (3.52c)
s —trir,”

1— )
r, nrZS'Ej
gH,

b, = . . (3.52d)
sih'r =t

* S; 1-n si _1-n
—Ja DJ.(sj.r1Jr2 —-r,r, )+

Ahora consideremos el caso de un esfuerzo unitario de viento en la direcciéon 0 =¢. Si se toma
o =0—¢, se demuestra que la solucion dada en la ecuacion (3.50a) se preserva, sustituyendo o por
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0. Un esfuerzo de viento de direccién y magnitud arbitraria siempre pueden ser descritas en sus
componentes en la direccion 6 =0,y 0= ¢:

W =Wl +W,I, (3.53)
donde r, y r, son vectores unitarios en las direcciones 6=0,y 6=¢, y wyy W, son las

componentes de esfuerzo de viento en esas direcciones. Asi, con la accién del viento en estado
permanente, se obtiene por superposicion:

¢,(rne)=a* . {wo cos[(1 - n)% 9]+ w, cos[(1 - n)% (6- q>)] }+

0 s J , s (3.54)
+Z(ajr +bjrt j(WOCOS“erW"’COSWJ
i-0

Para cada una de las direcciones del viento, se puede descomponer un vector de viento de magnitud W,
en cada una de las direcciones 0y @ . En la Figura 3.7 se muestra cada una de los componentes del

viento en una bahia arbitraria, en donde para cada direccion se tiene:

W W

EJE X

Figura 3.7. Descomposicion del vector de viento W en la direccion 0y ¢ .
W Cos(a+0)=W, Cos(a)+W, Cos(a+o) (A1)
W Sen (0+0)=W, Sen(a)+W, Sen(o+¢) (A.2)

realizando el algebra respectiva, finalmente se obtiene:

W Cos(a+0) Sen (o)-W Sen (a+0)Cos (o)
? Cos(a+e)Sen(a)-Sen(atp)Cos(a)
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_ W Cos(a+0) Cos(a+(p)(W Cos(a+0) Sen (a)-W sen(oﬁ—e)Cos(a)] (A4)

° Cos(a) ) Cos(a) Cos(a+) Sen (a)-Sen (ot+¢)Cos(a)

W Cos(a+0) ] Cos(a+o)
’ Cos(a) Cos(a) °

(A.5)

3.3.2.2 Respuesta Dinamica del Estado de Marea

Para resolver la ecuaciéon (3.45), se asume una solucién de la forma Cf(r 0, t) Re[R (9)6'““]
Sustituyendo esta ecuacion en la ecuacién (3.45a) produce

1 n 1 Bz
r’R"+rR'(1+n)+ = K2 (3.55a)
R r
Tll
=K (3.55b)
T

donde k2 es una constante de separaciony 3% = (032 - ioo’[)/gHo . La solucién general es:

iot

¢, (r,6,t)= Re{Z(ajR” + bijj)(cos K0+ cjsimcje)e } (3.56)
j

donde R1j(r) y sz(r) son las soluciones complejas de la ecuacién (3.55a). La condicion de frontera

_m

(3.45a) se satisface haciendo C,= =0 para todo j, y manteniendo sélo estos términos para que K; ="~

0’
j=0,1,2,.... Sila condicidn de frontera (3.45c) se expresa como una serie de Fourier:
(0)=3°F cos ™ 3.57
Co(0)= 2 Fjcos= = (3.57)
j=0 ¢
0
J'Qo cos—de
donde Fj =20 las condiciones de frontera restantes pueden ser aplicadas para
jn0
Icos do
0 ¢
determinar las constantes complejas ay bj:
aR;(r)+bR,,(r)=0 (3.58a)
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aR, (r,)+bRy,(r,)=F (3.58D)
que produce
FR,.(r,)
a = AL , (3.58¢)
J R2j(r1)R1j(r2)_R2j(r2)R1j(r1)
~FR; (r,)
b = A , (3.58d)
J R2j(r1)R1j(r2)_R2j(r2)R1j(r1)
En la ecuacion (3.57), la funciéon Fj es conocida, y en este trabajo se asume de la forma:
F, = A, Cos(2n~) (3.58d)

con la cual se pueden obtener varias soluciones para la funcidon de marea, entre las fronteras rigidas en

0=0y0=0¢.

La solucion completa entonces es:
ot jn®
¢,(r,6,t)=Re| e® Z(ajR1j +bR,, cos? (3.59)
=0

La funcién R1j y sz estan dadas por algun valor de n = 0 por Hildebrand:

R, (r)=r2J, —Bn r2 (3.60a)
1-2
2
n B 1n
R, (r)=r2Y, — 2 (3.60b)
1-—
2

donde Jp y Yp son las soluciones de las ecuaciones de Bessel de orden p definida por la ecuacion
3.60c y siempre es un numero real;

(3.60c)

Maestria en Ingenieria - Recursos Hidraulicos Escuela de Geociencias y Medio Ambiente



Marco Teobrico 3-20

La funcion Bessel esta ampliamente documenta en Press et al., (2002) y se hace el desarrollo
matematico de las funciones de primer Jp, y segundo grado Yp. La forma de la funcion evaluada en
algun valor x se muestra en la Figura 3.8.

w [}
E - =
) I _
1 B I P _

; T {

b1 — 1 » ’f ]
i} = 1 ¥ J # 2 —
- J ; -
1 P -
) F) 1
! ! n
4 4

|
I
= FFRRETJII]
-
=)
f =
o

Figure 3.8. Funciones Bessel JO(x) a través de J3(x) y YO(x) a través de Y2(x) (Press et al., 2002).

Para obtener las ecuaciones 3.58c y 3.58d, es necesario encontrar las derivadas de las ecuaciones 3.60a
y 3.60b que se hacen mediante la derivada de un producto. La derivada de la funciones Bessel Jp es

(Press et al., 2002):

Jy (X)==J, (x) = Jy.1(x) (3.60d)

La funcién que define Y, es

Jy (x) cos(vm)-J_, (x)

Jy (X)= - (3.60d)
v(¥) sin(vr)
y aplicando una de las propiedades de la funcién Bessel de orden m, se tiene que
J(x)=(-1)"J, (x) (3.60d)

Cuando n=2 0 =0, en el limite, las ecuaciones (3.60a) y (3.60b) toman la forma:
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2 . \2
R, ()=r"; SJ=_E+ (Ej -Bz”{ﬂj (3.60d)

2 . 2
Ry0)=rs = (2] e 21 (3500

Dado que las ecuaciones (3.45) son lineales, la respuesta a forzamiento por varias frecuencias se puede
obtener separadamente o combinarlas aplicando el principio de superposicion para obtener el efecto
global. De esta manera, una forma generalizada de las condiciones de frontera dadas en (3.45c) es:

£ (r,,0,t)= Re{ig J.(e)e‘”i‘} (3.61)

Esto sélo es necesario para obtener soluciones individuales de N tal como se mostrd antes. Situaciones
donde la profundidad es independiente del tiempo QJ-(O) se impone en I =TI, y puede ser manipulada

suponiendo que ® = 0 en la ecuacion (3.45).

Cuando §, en la ecuacion (3.45c) es independiente de O, la solucion dada en (3.59) es facilmente

simplificada porque ay bj seran cero para > 1. La respuesta es por lo tanto independiente de 6. La

Tabla 2.1 proporciona algunas formas de la solucion completa para la ecuacion (3.45) para diferentes
valores de n. La solucidn para n=0 sin friccion fue discutida por Lamb en 1945.

Tabla 2.1. Soluciones para algunas formas de batimetria sencilla.

n Batimetria Solucidn - Constantes
0 iot
cf:)=Re{ a3, )+ B, (|
- v 08)-Re{ [ As o) Bl o)
‘ 0
\ A oY, (Bﬁ)
: Jo (Brz )Y1(Br1)_ J1(Br1 )Yo(Brz)
X X2// B— — Godi(Br)

J0 (Brz )Y1 (Br1)_ J1(Br1 )Yo (Brz)
B2 = (w2 —iot)/gH,
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1 c(r,t)= { [A,(2p-/r )+ BY,(2p-/r |6 }
ﬁ | v,(rt)= Re{ [ A, (287 )-BY, (2 ';0 “’t}
\ B 0
| A NAAN
X4 X2 (285, )Y, 287, )~ 9,28 7 (28 . )
=Gy /5, (28.1,)
(081, Y281 ) 3,281 v 2., )
2 £(r.t)=RefAr* +Br* g}
% ‘ vr(r,t):Re{[s1Ars1‘1+sZBrS - B:j' e“"}
: : A= CoSoly
; | S,h, 7 —s 1,
X4 X3 .
S,r, ' =8I, T,
B cosh{B (rz—r, 2)}
% o)=Relc, 2 o
| cosh{ﬁ(z2 rf)}
7 2
; -
X4 X2 v,(r,t)=Re{rs, 2 0 ¢
cosh[B( 2—rﬁ)} BH,
2
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3.4 MODELO 3D. ACOPLE DE PERFIL VERTICAL DE VELOCIDAD

Obtenido el modelo en 2D descritos antes, se acopla un perfil vertical de velocidades segun lo describen
Lynch y Officer (Lynch y Officer, 1985). Mediante este acople se puede obtener un campo de
velocidades 3D en cualquier punto de un dominio dado y en cualquier direccién.

3.41 SOLUCION ANALITICA PARA MOVIMIENTO PERIODICO EN 1D Y 3D (LYNCH, 1990).

Una solucion exacta de la ecuacion hidrodinamica linealizada, para movimiento periédico e invariante en
el tiempo cercano a la viscosidad de remolino es de la forma:

u=p,e*’ (3.62)

Primero se presenta una estructura vertical con forzamiento gravitacional periédico (Witten y Thomas,
1976). Esta solucidn se usa para obtener la solucién completa 3D con condiciones de frontera laterales.

Ecuaciones de la Estructura Vertical 1D. La ecuacién que gobierna la estructura vertical 1D es:

ou o ou
———|u—|=Fcoslot 3.63
&t oz (“ azj 1) (5:69)

La coordenada z es positiva hacia arriba, y las condiciones de frontera son:

ou -
ME =0 en la superficie z=0 (3.64)
u
HZ— =Kk u en el fondo z= -H (3.65)
Z

El término de forzamiento gravitacional F, es independiente de z y se asume conocido. Se busca una
solucién periddica de la forma:

u(zt)=V(Z)e"" (3.66)
donde V es la amplitud compleja del movimiento, i =~/—1, ® es la frecuencia en radianes, Z=z/H,y
H es la profundidad de la batimetria.

La forma exponencial de la viscosidad (ec. 3.67) se puede expresar en términos de sus valores en
superficie (top) y fondo (bottom) como sigue:

n=p,e*’ (3.67)
con
o = oH = | Heoton. (3.68)
Hiop
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Ho = Miop (3.69)

Cantidades adimensionales adicionales son el coeficiente de rugosidad adimensional en el fondo:

kH
K= (3.70)
Hbotton
Y la coordenada de la profundidad normal para la solucién analitica es:
(3.71)
La correspondencia entre z, Zy (, se describe en la Figura 3.9.
YA
Figura 3.9. Definicion de las coordenadas vertical z, Z y C .
Finalmente, la solucion del limite no viscoso esta definida como Vo:
F
V0 =— (3.72)
l®

Solucién: La ecuacion lineal con viscosidad exponencial, admite dos soluciones homogéneas, V1y V2:

V, =¢J,(¢) (3.73)
V, =¢ Y,() (3.74)

donde J1 y Y1 son la Funcion Bessel de primera y segunda clase y de orden 1,y  es la coordenada de
la profundidad transformada (compleja) descrita arriba. Sus derivadas son:

v,

OVi _ %2
= 5 £ Jy(€) (3.75)
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aVZ —

OV _ G2
= 2(; Y, (€) (3.76)

Desde esta solucion exacta, puede ser agrupada la siguiente notacion dadas por Lynch y Officer (1985):
A(Z
V(z)= Vo(l—%} (3.77)

donde A y B son los determinantes de las matrices de 2 x 2:

RGeS0

A(z)= e
£J(¢) ¢Y($)
20 0,)] 540
B _ Top Top (379)
|:é, Jl (é,) +%§2 JO (g):|Battom |:é, Yl (é,) +%§2 YO (é/):|Bottom
Se reitera:
M= pee = pge” Z=z/H
‘- E —imsze_az/z K= KH
a MO “botton
a=-In —“b"“"”J Ho = Hiop VO B i
Mtop '

3.4.2 SOLUCION ANALITICA DE LAS ECUACIONES 3D.

Para el caso 3D con fronteras curvadas, se toma la geometria dada en la Figura 3.10, con la batimetria
variando cuadraticamente.

h=Hor (3.80)
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— = w=cos(m&cos(a) :
I

—
|
| hvd
| -
|
|
|
|
|
I
¥
7
x
a) Planta b) Batimetria
Figura 3.10. Forma en planta y batimetria.
Resolviendo las ecuaciones hidrodinamicas 3D sin rotacion:
0
A 4v.(Hv)=0 (3.81)
ot
ov 0 ov
———|u—|=-9Vn (3.82)
ot oz\ oz

sujeto a las condiciones de frontera verticales, horizontales, y barotrépico sobre n, tal como se ilustra en
la Figura 3.11.

ov -
“E =0 en la superficie (3.83)
ov
pa—z =Kv en el fondo (3.84)

Una solucion exacta se obtiene proporcionando disipacién vertical y manteniendo la autosimilaridad. Por
2

ejemplo, los parametros , a Yy se mantienen constantes en (r,0). Esta solucion es valida para la
Ho

geometria de la isla, para algun valor entero no negativo del nimero del modo circunferencial m. Los

modos se pueden combinar linealmente para hacer una serie arbitraria de Fourier a lo largo de r=r,.

Algunos de los modos contienen condicidon de frontera adicionales en la direccién circunferencial; por

ejemplo, la geometria de un cuarto de circulo de la Figura 3.11, soporta m= 0,2,4,.... Para lo que la

configuracion de la solucién numérica ha sido obtenida para m=0 y m=2 (Lynch y Werner, 1987, 1990).
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s oosl mdt eos{w sl

N SN, EFPR

Figura 3. Cuarto de circulo. Primer cuadrante y dngulo igual a 90°.

Solucién de la profundidad: La elevacion periddica de la superficie libre 1 se expresa en términos de su
amplitud compleja h:

n(r,6,t)=h(r,0)e" (3.85)

Para el problema del ejemplo, la solucion es:

h(r,6) = (ar® +br* )cos(me) (3.86)
S,.S, :—1i\/1+m2—% (3.87)
g S (3.88)

32r2S1r'1Sz _S1r1s1r282

-,

b_

= s s (3.89)
Soly'My” — S4fy'ry”

Note que, aqui a es diferente que en la ecuacién (3.62). El parametro complejo 1 incluye la estructura
vertical:
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r_ ’;[ f = Aot (3.90)
0
B- B-A4,
la)H ( fondo )

donde las cantidades A y B estan definidas antes (ecs 3.78 y 3.79) para la estructura vertical de
viscosidad (dado los requerimientos de autoescalamiento mencionados arriba, T puede ser independiente

de (r,0)).
Soluciéon de Velocidad: La diferenciacion de h(r,6) da el caso limite de pérdidas de amplitud de la

1
velocidad Vo =——gVn.
iw

Vo(r,0)= l_a)—‘g;[? (SICZI’S' +5,br™ )cos (m6)—- 0 (arsl +br* )m sin (m@)] (3.91)

y asi en la solucién 1D tenemos:

V(r,6,2)= Vo(r,@)(l—%j (3.92)

con Ay B definidas antes.
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CAPITULO 4

DESARROLLO DEL SOFTWARE

41 INTRODUCCION

El software desarrollado implementa las soluciones 2D y 3D propuestas por Lynch y Gray y por Lynch y
Officer. El lenguaje de programacion utilizado es en ambiente Java (lenguaje de dominio publico).

La estructura del software comprende 3 médulos de calculo:

El primer médulo, médulo de pre-procesamiento, generara una malla de calculo especificada por el
usuario. Ademas, leera la informacion de parametros fisicos e identificara el caso a simular (tipo de
batimetria, simulacién con viento o sin viento, parametro de friccion, parametro difusion turbulenta,

etc.). Todas las variables estan en sistema de unidades internacionales, MKS6.

El sequndo mddulo consiste en un conjunto de instrucciones de programacion que permiten
obtener la solucion analitica buscada para el caso en cuestion.

Finalmente, el tercer médulo (mdédulo de pos-procesamiento) incluye la programacién de una serie
de procedimientos que permiten la visualizaciéon de los resultados de la simulacién escogida:
disefo de graficas del tipo X vs. Y, isolineas de igual elevacion e igual velocidad, graficas de
vectores de velocidad, perfiles longitudinales, etc.

Como se menciond anteriormente, los 3 moédulos trabajan independientemente pero se acoplan entre si
mediante interfaces. El modulo de pos-procesamiento podra ser utilizado por otros programas
completamente ajenos a este proyecto.

Adicionalmente a la programaciéon de los tres médulos se implementaron otro mdédulo de funciones
generales como la solucién de la Funcién Bessel de primer orden y segundo orden para nimeros reales y
complejos. La base tedrica de éstas, puede ser consultada en detalle en Numerical Recipies in C++
(1990).

4.2 ARQUITECTURA TECNICA

La base de la programacion es el lenguaje Java, de Sun Microsystem.

421 SOFTWARE

El software de modelacion podra ejecutarse en el sistema operativo Windows (ME, NT, 2000, W98) que
contenga previamente instalada la Maquina Virtual de Java (MVJ), o la cual puede bajarse libremente de
la pagina http://www.java.com.

4.2.2 HARDWARE

Se recomienda usar un PC Pentium Il 300, 128 Mb de RAM o superior.
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4.3 METODOLOGIA

Para el calculo de un perfil de velocidad, en una direccidon cualquiera, para una batimetria dada y para
ecuaciones planteadas por Lynch & Gray (1978), se pueden seguir los siguientes pasos:

1. Definir el caso de modelacion. Se escoge uno de los cuatro casos de modelacion propuestos para la
forma del lecho y segun la ecuacion: h=Hgr"conn=0,1, 2, y -2.

2. Se proporcionan las condiciones de frontera. La forma en planta de las bahias es de forma circular,
por lo cual la solucion de las ecuaciones se plantea en coordenadas polares. Se ingresa por lo tanto
en angulo interno de la bahia ®, que tiene valores mayores que cero y menores e iguales a 360°. La
bahia puede ser un sector circular completo o un sector circular truncado, situacion definida por los
radios ry y ro. Sera un sector completo si el radio menor (rq) es igual a cero y un sector truncado si ry
es mayor que cero y menor que el radio mayor (r,). Se ingresan los valores para ry y r en metros.

La profundidad media de la bahia para la forma del lecho sera el valor promedio en un tiempo dado
de los cambios en cada punto de las variaciones impuestas por la marea, por el viento y por la
fricciébn en el fondo. Estas pueden actuar independientemente en forma conjunta. Se ingresan
entonces los valores de la amplitud y frecuencia de la marea, la magnitud y direccion del viento y de
la magnitud de la friccion en el fondo de la bahia.

3. Se obtienen los valores de Q(r, t) y V., (r, t) en cada uno de los puntos del dominio de la bahia.

4.4 PASOS PARA LA OBTENCION DE UN PERFIL EN CUALQUIER DIRECCION DE LA BAHIA

La solucion de la profundidad del agua definida por &(r,t) o ,(r,0,t) se obtiene facimente por

superposicion, obteniendo la solucion en las fronteras y luego en todo el dominio. Finalmente, la solucién
dada, suponiendo el efecto del viento y el efecto de la marea separadamente, se suman en cada punto
del dominio para obtener la profundidad de la superficie libre en cada punto.

1. Definir las condiciones iniciales. En este punto se ingresas las condiciones de frontera y los datos
iniciales para generar el dominio de trabajo. Las variables a ingresar son:

R4: valor del radio hasta la frontera 1 en metros.
R,: valor del radio hasta la frontera 2 en metros.
¢: angulo total entre las fronteras 3 y 4 en grados.

0: incrementos del angulo ¢. Este incremento se define por el numero de divisiones que tenga el
dominio.

H: Profundidad inicial de la superficie libre.

HO: Esta profundidad se calcula con base en el radio, la profundidad inicial y la forma de la batimetria
escogida.

W,: Valor de la magnitud del viento en m/s.
Wj. Valor de la direccion del viento entrado como un valor en grados, similar a ¢.
2. Hallar la solucién teniendo en cuenta sélo el viento para todo el dominio definido.

2.1 Descomponer el vector de viento en sus vectores unitarios y las magnitudes en esas direcciones
(ro, re, Wo 'y Wo).
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2.2 Por superposicion, obtener el valor de W en cada punto usando W = Wolp + W, I, .

2.3 Calcular los valores de DO, Dj, EO y Ej (ecuacién 3.51c, 3.51d).
2.4 Obtener el valor de k* (ecuacion 3.49b).

2.5 Obtener el valor de a* (ecuacion 3.49c).

2.6 Obtener valores de s;j y tj (ecuacion 3.50b).

2.7 Obtener valores de aj y bj (ecuacién 3.52c, 3.52d).
2.8 Evaluar G,y (r,e) para cada punto del dominio (ecuacion 3.54).

3. Hallar la solucion teniendo en cuenta sélo la marea para todo el dominio definido.

3.1 Definir el orden de la funcién Bessel obteniendo p (ecuacion 3.60c¢).

3.2 Obtener el valor de p como % = (0)2 - i(x)’[)/gHO

3.3 Obtener el valor de R1j(r) y R2j(r) que depende del orden de la funcion Bessel (ecuacién 3.60a,
36.60b).

3.4 Evaluar (; (r, O,t) para cada punto del dominio (ecuacion 3.59).

4.5 MODULO DE PRE-PROCESAMIENTO

Para analizar las ecuaciones adecuadamente se hizo de forma ordenada de tal forma que primero se
ingresaron las variables para aplicar todas las ecuaciones que se describieron en capitulo 3. Es asi que,
el programa de dividid en una serie de ventanas que se denominaron Modelo, Malla, Modelamiento y
Visualizar. En la primera ventana se ingresan todos los datos tal como se aprecia en la Figura 4.1.

Como se aprecia en la parte superior se define la forma de la batimetria a usar definida por la ecuacion
H= H, r", la cual se dibuja en la parte derecha de la ventana. Aqui se ingresan las variables iniciales y se
encoge el caso que se muestra en la Figura 4.1, con n=2, r1= 100 km, r2= 250 km, ¢$=90° (n/2),
frecuencia de la marea w=1.45e-4 s, se ingresan la magnitud y direcciéon de viento; es decir, un viento
de 6.94 m/s equivalente a una brisa suave de direccion N45E. Se ingresa en valor de la friccién en fondo
1, con el valor de 0.0025 s, ademas del valor en tiempo en la unidad que se desee, en este casoenten
segundos y con el valor de 5 s.

Una vez definida todas las condiciones de borde y variables iniciales, de definen unos nodos igualmente
espaciados y un angulo constante de tal forma que se tenga una forma en planta simétrica.

46 MODULO DE PROCESAMIENTO

Este modulo es el encargado de realizar todos los calculos necesarios y se inicia con la ventana de Malla
en la cual se calculan todos los elementos que de dan la configuracién de la malla. La malla se concibe
aqui, de forma polar, tal como se aprecia en la Figura 4.2.
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Figura 4.2. Forma en planta del dominio en coordenadas polares.
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Como se habia indicado en el calculo 3 y definido por Gomez (1998), “La solucién analitica se linealiza
para flujos tridimensionales periddicos que incorpora los efectos de inercia, los esfuerzos tangenciales
verticales y de la gravedad”. Asi, la ecuaciones de conservacion de masa y de momentum linealizadas se
pueden expresar como:

f(x,t) = R(F(x)e"") (4.1)

Es la ecuacion 4.1, la funcién F(X) puede tomar multiples formas y, como se indicd antes, aqui se
implementé un modelo promediado en la vertical (Lynch y Officer, 1985). Para aplicar este procedimiento
se requiere conocer la velocidad promedio en cada punto del dominio. Aqui se obtuvo mediante la

_gVvg
i

formulacion propuesta por Lynch y Gray ( 1978), donde V, = es el limite de alta frecuencia para

V, e invariante en la profundidad.

El moédulo de procesamiento entonces, calcula la variacion de la superficie libre dadas varias condiciones:
una tendiendo en cuenta sélo el viento y otra, sélo teniendo en cuenta la marea.

4.7 MODULO DE POS-PROCESAMIENTO

Es el encargado de desplegar los resultados obtenidos, los cuales fueron previamente almacenados en
archivos de resultados. Estos datos se pueden analizar como archivos de texto o desplegar con ellos la
respectiva grafica ilustrativa. Una de las formas se aprecia en la Figura 4.3

12 MODELO HIDRODINAMICO PARA AGUAS PANDAS =]
Archivo Edicion Modelacion Visualizar Acerca...

NETEIEE =)

(Modelos rMaIIa rModeIacién r\r‘isualizar |

Figura 4.3. Salida de resultados.
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Para el caso mostrado estos son algunos de los resultados.
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Figura 4.4. Contornos de profundidad por efecto de viento.
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Figura 4.5. Contornos de profundidad efecto de la marea.
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Figura 4.6. Contornos de profundidad efecto de superposicién viento y marea.

Como se aprecia la variacion de la superficie libre debida al efecto del viento tiene valores que oscilan
entre 0.6 a 1.5 m, los cuales se consideran ajustados dado que no se tienen datos de campo reales. Para
el caso de la variacion de la superficie libre del agua sometida al efecto de la marea, se tiene valores
desde 0.16 a 0.48 m que son reales para la condiciones del ejemplo.

Es importante precisar los datos a evaluar ya que el modelo tiene variar sustancialmente con cambios
ligeros en alguna de las variables que existe una fuerte conexién y dependencia entre ellas.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

En esta tesis se realiz6 el desarrollo analitico de las ecuaciones de Navier-Stokes linealizadas para aguas
pandas para la validacién de modelos numéricos en zonas costeras. En el capitulo uno se mostraron
algunas de las razones que motivaron el estudio de este tipo de ecuaciones asi como su utilizacion,
ademas de la utilidad al desarrollar un software para dar una solucidon a estas ecuaciones usando
diferentes condiciones de borde y geometria.

Se logra implementar una solucién analitica desarrollada para soluciones 2D y 3D propuestas por Lynch y
Gray y por Lynch y Officer. Con estas soluciones se pueden obtener la variacion promedio de la linea de
la superficie libre del agua y un punto cualquiera del dominio asi como la velocidad asociada a ese punto.

En este trabajo se muestra en el capitulo uno una descripcion del planteamiento general del problema
para obtener una solucion analitica de las ecuaciones de Navier —Stokes.

Debido a la dificultad, especialmente en nuestro medio, de conseguir datos de campo para validar los
modelos, la utilizacion de las soluciones analiticas de las ecuaciones (aun las ecuaciones simplificadas)
que gobiernan un fendmeno dado son una herramienta Util y eficaz para validar los modelos numéricos
desarrollados para las ecuaciones completas. Utiliza las soluciones analiticas de las ecuaciones
simplificadas permite al usuario de modelos numéricos, hacer un analisis detallado de las aproximaciones
numeéricas que se implementan en la solucion aproximada de las ecuaciones completas. De esta manera,
se utiliza el modelo “analitico” para estudiar el modelo numeérico.

Se obtuvieron soluciones particulares suponiendo sélo la influencia del viento, sélo la influencia de la
marea, o la superposicion de estos dos efectos. Para el calculo de la influencia de marea sélo de
implemento una funcidon de un solo arménico ya que la complejidad de las ecuaciones desarrolladas
generaba un mayor numero de calculos.

El capitulo dos, presenta el objetivo principal del proyecto y se hace una diferencia entre algunos
objetivos que se alcanzaron frente al analisis de las ecuaciones y otros frente al desarrollo del software.
El capitulo tres presenta algun detalle de desarrollo matematico de las ecuaciones presentadas por Lynch
y Gray, 1978 y Lynch y Officer, 1985. Las ecuaciones presentan algun detalle operativo para facilitar su
entendimiento y seguimiento en el transcurso de la solucién total. Se plantea la soluciéon en dos
dimensiones para los efectos de la marea, viento y friccion en el fondo del canal. Una vez se obtiene esta
solucién se le acopla un modelo en la vertical para obtener la solucién completa 3D.

Las ecuaciones presentan alta sensibilidad a los datos de entrada por lo cual se deben seleccionar
correctamente, ya que un mal uso puede reportar analisis incorrecto de los fenédmenos que aqui se tratan
de mostrar.

La aplicacion de esta solucidon particular reportada por Lynch y Gray y por Lynch y Officer fue
implementada mediante un software, desarrollado en lenguaje Java y tres mdodulos basicos: uno de pre-
procesador que busca almacenar correctamente las condiciones de borde y las variables iniciales; un
modulo dos, el procesador, que recibe los datos de entrada y evalua las ecuaciones de las expresiones
matematicas desarrolladas. Finalmente, los resultados son mostrados por un pos-procesador, que
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proporciona los datos de salida mediante archivos de datos y mediante graficas que ayudan a visualizar
las variables obtenidas y su posterior analisis.

El trabajo también muestra una ampliacién del desarrollo de las expresiones de los modelos para ayudar
a su entendimiento y razén de algunas de las suposiciones y resultados obtenidos.

El acertado entendimiento de las ecuaciones analizadas debe ser confrontado con datos reales de campo
que permitir concluir adecuadamente de aplicabilidad de los modelos mostrados.

El software desarrollado sirve para ampliar el conocimiento de las ecuaciones linealizadas de Navier-
Stokes y su implementacién para la validacion de modelos numéricos. Los usuarios podran combinar
multiples opciones entre las variables y deducir asi la solucion mas acertada para un problema
especifico.

Maestria en Ingenieria - Recursos Hidraulicos Escuela de Geociencias y Medio Ambiente



Referencias 6-1

CAPITULO 6

REFERENCIAS

Davies, AM. Proyecto GENOME Report, 1989.
http://www-nml.dartmouth.edu/Publications/internal reports/NML-90-3/

George F. Pinder , William G. Gray., 1977. Estuaries and Coastal Regions. En: Finite Element
Simulation in surface and Subsurface Hydrology. Academic Press, inc. Princenton, New
Yersey. chapter 8. p.p 262-288, 1977.

Goémez, A., 1998. “Implementacion de Dos Esquemas Semi-Implicitos en un Modelo
Tridimensional para Flujos a Superficie Libre”, Tesis de Maestria, Posgrado en
Aprovechamiento de Recursos Hidraulicos, Facultad de Minas.

Hernandez N. O.0., 2003. Herramienta para la clasificacion supervisada de imagenes digitales
de sensores remotos. Trabajo Dirigido de grado. Facultad de Minas, Universidad
Nacional de Colombia - Sede Medellin. Enero, 70 p.

Lynch, D.R., and Gray, W., 1978. “Analytic Solutions for Computer Flow Model Testing”, Journal
of the Hydraulic Division, ASCE, Vol 104, No. HY10, October 1978, pp. 1409-1428.

Lynch, D.R., and Officer, C.B., 1985. “Analytic Test Cases for Three Dimensional
Hydrodynamics Models”, International Journal for Numerical Methods in Fluids”, Vol 5,
1985, pp 529-543.

Lynch, Daniel R. and FE Werner, 1987. Three-dimensional hydrodynamics on finite elements.
Part I: Linearized harmonic model. International Journal Numerical. Methods. in Fluids 7:
871-909.

Lynch, D.R and F.E Werner, 1990. Three-dimensional hydrodynamics on finite elements. Part
II: Nonlinear time-stepping model. International Journal Numerical. Methods. in Fluids (in
press).

Witten, AJ and JH Thomas, 1976. Steady wind-driven currents in a large lake with depth-
dependent eddy viscosity. J. Phys. Oceanogr. 6: 85-92.

Maestria en Ingenieria - Recursos Hidraulicos Escuela de Geociencias y Medio Ambiente


http://www-nml.dartmouth.edu/Publications/internal_reports/NML-90-3/



