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Resumen

Analisis de influencia y sensibilidad de los parametros involucrados en el mo-
delamiento de la dinamica del transporte axonal

El transporte axonal (TA) es el medio por el cual todo el material sintetizado en el soma
se distribuye a lo largo del axén para procesos funcionales de crecimiento, mantenimiento y
supervivencia neuronal. Modelos matematicos sugeridos logran determinar las principales ca-
racteristicas sobre su comportamiento, donde cada parametro representa un estado dinamico
especifico observado en estudios experimentales. En este trabajo se estudia la influencia de
los pardametros sobre la distribucion espacial de las proteinas y su relacién con la naturaleza
del fenémeno, lo anterior permitird construir metodologias que concentren los esfuerzos en
sus mediciones con las técnicas experimentales y facilitar su modelamiento matemaético. El
modelo es planteado por un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de Difusion - Ad-
veccion - Reaccion acopladas, su solucion es abordada por el método de elementos finitos con
una técnica de mallado adaptativo y se ajusta con datos experimentales a través de algorit-
mos de optimizacién disponibles en el software Matlab. Finalmente se establece un analisis de
sensibilidad local y se acopla con el sistema del TA, logrando asi evaluar los parametros que
mas impactan la solucién del modelo. Como resultado, se llega a una convergencia numérica
y experimental adecuada y un cédigo capaz de representar la dinamica del TA garantizando
demandas computacionales 6ptimas. En tanto a la naturaleza del fenémeno, los hallazgos
obtenidos permiten sugerir, a partir del analisis de sensibilidad, que el TA esta determinado
por la sinergia entre: Motores moleculares - Microtibulos (MT) - proteinas logrando una
coordinacion controlada que conlleva a un balance adecuado de motores unidos a un cargo y
conduciendo a movimientos bidireccionales esenciales en los multiples procesos neuronales.

Palabras clave: Analisis de sensibilidad, Bidireccionalidad, Enfermedades Neurode-

generativas, Método de elementos Finitos, Transporte axonal. .
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Abstract

Influence and sensitivity analysis of the parameters involved in modeling the
dynamics of axonal transport

The axonal transport (AT) is the means by which all the material synthesized in the soma
is distributed throughout of axon for functional processes of neuronal growth, maintenance
and survival. Suggested mathematicals models achieve determine the characteristics mains
about their behavior, where each parameter go represent a specific dynamic state observed in
experimental studies. In this work the influence of the parameters on the spatial distribution
of the proteins and their relationship with the nature of the phenomenon is studied. This
will allow the construction of methodologies that concentrate the efforts in the measurement
in the experimental techniques and facilitate their mathematical modeling. The model is po-
sed by a set of coupled partial differential equations of Diffusion - Advection - Reaction, its
solution is approached by the finite element method with an adaptive meshing technique
and is fitted with experimental data through algorithms of optimization available in Matlab
software. Finally, a local sensitivity analysis is established and it is coupled with the TA
system, thus managing to evaluate the parameters that most impact the model solution. As
results, an adequate numerical and experimental convergence is reached and a code capable
of representing the dynamics of the AT guaranteeing optimal computational demands. Re-
garding the nature of the phenomenon, the findings obtained allow us to suggest, from the
sensitivity analysis, that the TA is determined by the synergy between: Molecular motors -
Microtubules (MT) - proteins achieving a controlled coordination that entails to an adequate
balance of motors attached to a cargoes and leading to essential bidirectional movements in
the multiple neural processes.

Keywords: Sentivity Analysis, Bidirectional, Neurodegenerative diseases, Finite ele-

ment Method, Axonal Transport
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Capitulo

Introduccién

Las neuronas son células altamente polarizadas que estan compuestas por el soma, el
axon y las dendritas. En el soma se realiza la sintesis quimica de multiples organulos como
las proteinas, lipidos, mRNA, mitocondrias, entre otros y cada uno participa en procesos
de crecimiento, funcionalidad y mantenimiento [7]. Por ejemplo los neurofilamentos (NF) se
sintetizan y se distribuyen para formar una importante red para la optimizacién de las velo-
cidades de transporte y contribuir a modular el didmetro del axén [8]. El axén se extiende
a lo largo para realizar las conexiones sindpticas con otras neuronas. En los humanos lle-
gan a medir hasta un metro de longitud. Las mitocondrias proporcionan los requerimientos
energéticos en el crecimiento neuronal y posteriormente se distribuyen a lo largo del axén
para mantener una condicién interna estable [9, 10].

El transporte axonal (TA) es un proceso que ocurre durante todo el ciclo de vida en las
neuronas, éste se encarga de suministrar los materiales necesarios para el funcionamiento
adecuado de su propia estructura. El movimiento de materiales en los axones fue por pri-
mera vez expuesto en 1948 por Weiss y Hiscoe en [11] donde observaron que existia una
aglomeracion de axoplasma en la periferia proximal donde previamente se habia ocasionado
una restriccién, demostrando una circulacion de materiales desde el soma hasta la parte
distal de la neurona. Dependiendo de la direccién de movimiento del cargo (material trans-
portado) el TA se categoriza como anterégrado si el desplazamiento es distal a proximal y
retrogrado, para los materiales reciclados, si es en la direcciéon opuesta. Posteriormente en
[12] se propuso la hipétesis en la que las proteinas son transportadas activamente en el axén
como una parte integral de estructuras citologicas o en asociacién con éstas.

Toda la distribucién de los cargos a lo largo de axén se hace por medio del TA, su dinami-
ca estd basada en la interaccién motores moleculares - microtibulos - cargos [13, 14]. Los
microtibulos (MT) son formados por la tubulina y estabilizados por las proteinas Tau;
estructuras que contienen tubulina con didmetros entre 0,2 — 2 um y con movimientos bi-



2 1 Introduccién

direccionales fueron observadas en [15]. En tanto que los Tau tienen el potencial de inhibir
los motores moleculares resultando en un desplazamiento principalmente retrogrado [16]; su
conduccién esta dada inicialmente por una rapida difusiéon en un dominio espacio-temporal
de mm/dia, posteriormente un desplazamiento bidireccional en altas concentraciones con
velocidades de 0,2 — 0,4 mm/dia y en bajas concentraciones en cooperacién con el tubulin
[17]. En la distribucién, orientacién y movimiento de MT la mayoria permanece en estado
inmovil en tanto que un reducido grupo exhibe traslaciones rapidas bidireccionales presen-
tando velocidades promedio bajas [18]. El desplazamiento retrogrado de los MT es basado en
traslaciones longitudinales sobre otros, mientras que en la direccion anterégrada se potencia
por filamentos de actina o MT residentes alrededor. El método por la cual el TA libera un
cargo depende de los motores moleculares. En [19] observaron en el sistema axoplasmatico de
un calamar que la Kinesina es el motor molecular que interactia el transporte anterégrado.
La kinesina se une al MT, hidroliza una molécula polimérica ATP encargada de suminis-
trar la energia requerida y realizar la fuerza generadora de movimiento avanzando paso a
paso distancias de 8 nm [20, 21]. En tanto que el transporte retrogrado es basado en el mo-
tor molecular llamado dineina citoplasmética [22] cuyo proceso de funcionamiento es similar.

Experimentos para identificar las caracteristicas del TA han sido propuestos. En pruebas
in-vitro se inyecta aminodacidos en el soma y por medio de la técnica Pulse-Labelling y su
distribucién es cuantificada en diferentes segmentos cortados previamente. Las ratas de des-
plazamiento del TA se dividen en: la componente lenta a (SCa), componente lenta b (SCb)
y componente rdpida (FC) [12]. Con respecto a la FC, en [23] mostraron que las proteinas
avanzaron alrededor de 50 — 400 mm/dia con movimientos bidireccionales, persistentes e in-
frecuentes, permaneciendo inmévil o con poca traslacion en su recorrido. La SCa tiene ratas
de movimiento entre 2 — 3 mm/dia en tanto que la SCb conduce una variedad de proteinas
(> 200) funcionalmente diversas que cumplen funciones de mantenimiento con ratas de 2 —8
mm/dfa [24]. La traslacién de ambas componentes estd basada en desplazamientos rapidos
con una proporcion de tiempo en estado mévil diferente lo cual explica las diferencias de
velocidades [25]. Estas componentes aportan la mayoria de los materiales requeridos por la
neurona [26], sugiriendo asi que la actividad motora en el axén esta regulada para garantizar
un correcto transporte [27]. Pruebas in-vivo facilitan observaciones del transporte axonal en
escalas temporales de segundos y horas confirmando lo que en algunas situaciones no era
claro en los ensayos in-vitro [28].

El movimiento de vesiculas sobre MT fue observado por medio de microscopia electréni-
ca [29] evidenciando que estructuras en forma de puentes cruzados de 18 nm se unen a éstas
y a MT, considerandose una parte principal para su desplazamiento bidireccional. Pruebas
con live-cell imaging revelaron que la mitocondrias pausan frecuentemente durante su trans-
porte por tiempos extensos en el axén y con recorridos en las dos direcciones [30]. Los NF se
encuentran en el citoplasma neuronal y participan en el mantenimiento estructural. El trans-



porte de NF por microscopia diferencial de contraste de interferencia (DIC) [31] mostré que
un mismo NF presenta recorridos bidireccionales sin colisiones con organulos de didmetros
de 22 — 27 nm, aparentemente tubulin, sugiriendo que la base del TA lento se basa en una
iteracion entre organulos, MT y motores moleculares [32]. Los NF se organizan de una forma
rapida, intermitente, con movimientos principalmente anterégrados, altamente asincrono y
con pausas prolongadas con porcentajes de tiempo entre el 85 — 99 % durante su trayectoria
a lo largo del axén [33, 34, 35], presentando una distribucién con velocidades que oscilan
entre 0,01 a varias decenas de mm/dia con traslaciones rapidas y estados inméviles més pro-
longados en comparacién a las mitocondrias [36], estas tasas dependen de las sub-unidades
de NF expresadas [37] y se mueven en la componente axonal lenta [38].

Existe una dependencia entre un TA 6ptimo y un funcionamiento neuronal apropiado, de-
fectos generalmente resultan en acumulaciones de cargos en zonas localizadas obstruyendo
el transporte y ocasionando efectos devastadores en la neurona. Defectos en el TA es una
particularidad en los desordenes neurodegenerativos. Sus imperfecciones pueden ser debido
a danos en los motores moleculares, trastorno en los microtibulos, incapacidad de los car-
gos para su proceso de acople a los motores moleculares o danos en la funciéon mitocondrial
resultando en fallas en el suministro energético, considerandose una posible explicacién al
hecho de que la mayoria de las enfermedades neurodegenerativas se presenten en edades
adultas [39]. En la enfermedad del Alzhaimer (AD) acumulaciones de [-amiloide en el ce-
rebro es la causa manejada sin resultados exitosos, una caracteristica distintiva de la AD
se presenta al encontrarse que la agregacién y desagregacion de Tau perjudican el TA y
la funcién mitocondrial, donde los agregados es el comienzo y la progresién de la mayoria
de desordenes neurodegenerativos relacionados con la edad [40, 41]. La proteina TDP-43 es
expresada principalmente en el soma de la neurona donde una sobreexpresion anormal en la
neuronas motoras provocan acumulacién y posteriormente perdida de movilidad asocidandola
con las patogénesis de la esclerosis lateral atréfica [42]. En la enfermedad de Parkinson la
proteina a-sinocleina se acumula en los cuerpos de Lewy por medio de un mecanismo que no
es bien entendido hasta hoy, pero estudios sugieren que deficiencias en el TA de a-sinocleina
puede contribuir al interrumpir procesos de neurotransmision, trafico de vesiculas y funcién
mitocondrial [43].

Modelos matematicos con el objetivo de identificar las caracteristicas del TA sometido a
diferentes condiciones han sido desarrollados. Un modelo fenomenolégico de dos etapas fue
planteado en [44], donde la primera etapa es la produccién y almacenamiento de materiales
para que posteriormente sean expulsados hacia la parte distal del axén en una segunda etapa
y aunque se lograba relacionar la actividad dentro del axdén, éste no conseguia representar
grandes cantidades de material. Blum y Reed [45] desarrollan un sistema de ecuaciones
hiperbdlicas basadas en leyes de reaccién y conservacién de masa donde la fuerza de movi-
miento la proporcionan motores con velocidad constante uniéndose a los cargos de manera
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reversible; una vez enlazados presentan estados de translacion o de pausa, proporcionando
las caracteristicas de SCa y SCb y una explicacién de las ratas de transporte de los NF.
El transporte intracelular de organulos y vesiculas ha sido modelo usando formulaciones
como la de transporte por difusién-reaccién [46], en ésta propuesta un cargo ensamblado
a un motor es descrito como una particula que se difunde y se acopla intermitentemente
a los MT desplazandose a la velocidad del motor, una fraccién del espacio es ocupada por
MT en tanto que la restante permite la difusién. De manera similar, por medio de la ley
de la conservaciéon de masa [47], donde la concentracién de los cargos es representada por
una funcién de densidad, las particulas se acopladan a los MT y se desplazan potenciadas
por motores moleculares en una direccion mediada por la kinesina y si estan desacopladas
presentan difusion en las tres direcciones. Un andlisis sobre la dindmica del transporte del
las mitocondrias fue realizado por la ecuacién de Fokker-Planck [48] estableciendo que el
movimiento anterégrado varia a lo largo del axén y es mas rapido que el retrogrado.

Las proteinas no se mueven en masa, pese a esto, su comportamiento puede ser estudia-
do por medio de una funcién de densidad, su movimiento intermitente puede ser pensado
como un mecanismo de transicion que abarca un amplio espectro de ratas entre estados de
pausa y movimiento. En [33] se propone la hipé6tesis denominada stop-and-go (para y avanza)
la cual hace referencia al movimiento asincrénico, infrecuente y bidireccional originalmente
de los NF y que estudios posteriores han demostrado un comportamiento similar para otras
proteinas. La demostracion de si la hipdtesis puede explicar la cinética del TA lento es plan-
teada en [5], proponiendo un modelo estocastico representado por la ecuacién master en el
que se establecen estados 'on-track’ para NF que alternan su desplazamiento entre lapsos de
movimientos rapidos y pausas cortas y 'off-track’ para los NF que temporalmente se desaco-
plen del MT y presenten un estado de pausa mas prologando. El TA rapido fue simulado
por medio de un sistema dindmico en [4] para el transporte de NF tomando como base
los resultado de [5], los parametros del modelo fueron reducidos y determinados mediante
datos experimentales excepto uno que fue estimado para ajustar el sistema. Estudios han
demostrado que los NF exhiben una desaceleracién y un incremento en la propagacion por
razones temporales y espaciales, Jung y Brown [49] sugieren que estos cambios pueden ser
explicados por un cambio en la rata a la cual los NF cambian la direccién de movimiento y
que alteraciones en la direccionalidad podria proporcionar un mecanismo para la regulacion
de NF, por lo tanto plantean expresiones que relacionan su movimiento con dos, tres y seis
estados cinéticos. El destino de las proteinas es analizado extiendo el modelo para y avanza

al agregar dos estados extras en los cuales se pueden difundir o permanecer estacionarias
sobre los MT en [50].

Los modelos anteriormente descritos han sido complementados al considerar otros térmi-
nos que en un principio no fueron incluidos. La representacion de la vida media de los
materiales fue incluida en el modelo de dos estados de [5], donde valores pequenos llevaban
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a una disminucion mayor de la amplitud de la onda de transporte y la velocidad del onda
era independiente [51], resultados similares obtiene el modelo de Craciun [52]. Si se incor-
pora un termino difusivo en los estados ’off-track’ en el modelo de seis estados de Jung y
Brown la onda presenta la misma velocidad, la amplitud disminuye y la rata de propagacion
incrementa [53], en tanto que para el de Craciun ésta predice completamente la concentra-
cién de organulos formando una onda en forma de campana que se desplaza hacia afuera en
la medida que se propaga hacia la punta del axén. Soluciones analiticas y numéricas tam-
bién han sido planteadas para los modelos descritos [54]. Capaz limites de difusién fueron
reveladas en la solucién del modelo de Smith y Simmons en estado estable donde la concen-
tracion de particulas libres cambia y el transporte de particulas es mediado principalmente
por este fendmeno [55]. En [56] la solucién del estado transitorio es obtenida por las series
de Fourier. El método de Galerkin para elementos finitos fue empleado para la solucién del
sistema de PDE (ecuaciones diferenciales parciales) de difusién-adveccién-reaccion acopla-
das de Smith y Simmons. Los resultados fueron exitosamente comparados a un conjunto de
datos de transporte de MAP1A en las células ganglionares de la retina y de subunidades de
neurofilamentos dentro del nervio 6ptico [57]. Teniendo en cuenta los esfuerzos que se han
realizado a la fecha con el fin de entender experimental y computacionalmente la dindmica
del TA y que las mejoras potenciales en las técnicas de observacion in-vivo han permitido
determinar caracteristicas que hasta hace un tiempo no eran entendidas, se considera im-
portante desarrollar una investigacion que clarifique que parametros dominan la naturaleza
de este fenomeno y como pueden influir en la simplificaciéon de un modelo numérico capaz
de representar cualquier tipo situacion.

1.1. Planteamiento del problema

La muerte neuronal se relaciona con defectos en el transporte axonal (TA) y muestran
una conexion con diversas patologias en enfermedades neurodegenerativas. Entender y repre-
sentar el comportamiento del TA y de las obstrucciones dentro del axén a partir de modelos
matematicos permitira proponer y desarrollar alternativas que logren prevenir o detener el
dano axonal.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Evaluar la influencia de los parametros de modelado de la dindmica del transporte axonal
e identificar la relacion de estos parametros con la naturaleza del fenémeno.
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1.2.2. Objetivos especificos

= Plantear un modelo matematico que represente la dindmica del transporte axonal y
desarrollar simulaciones que permitan entender el fenémeno.

= Estimar la magnitud de los parametros del modelo matematico que ajustan el com-
portamiento del mismo a las observaciones experimentales reportadas en la literatura.

= Realizar un analisis de sensibilidad que permita establecer que parametros del modelo
son lo mas relevantes para representar la dinamica del transporte axonal.



Capitulo

Modelos de transporte

Modelos matemaéaticos han sido propuestos y extendidos con el objetivo de caracterizar la
dindmica del transporte axonal [49, 46, 4, 47, 58] , éstos han permitido representar los datos
en puntos espaciales y temporales especificos obtenidos en algunos estudios experimentales
[28, 59, 6]. El objetivo de este capitulo es introducir las bases matemédticas necesarias pa-
ra el planteamiento del modelo del TA, iniciando con una breve introduccién al teorema
de transporte de Reynolds, haciendo un mencion especial en la conservaciéon de la masa.
Posteriormente se detallara la ecuacién Difusion - Adveccion - Reaccion, siendo esta una
ecuacion muy utilizada en diversos campos de las ciencias. Los modelos compartimentales
permiten simplificar el modelado matematico en areas como la farmacéutica, bioldgica, epi-
demiologia, ingenierfa entre otros [1, 2]. Una vez revisados los modelos compartimentales se
planteara, basados en estudios existentes, el modelo del TA con el cual se trabajara en esta
investigacion.

2.1. Teorema de transporte de Reynolds

Las leyes de conservacién de masa, momentum y energia en la mecanica demuestran la
relacion de los procesos fundamentales en la naturaleza. En la mecanica clasica estas leyes se
aplican con una descripcién Lagrangiana (un enfoque de sistema), sin embargo en la mecéni-
ca de fluidos, debido a la dificultad que lleva rastrear en el tiempo y espacio las particulas del
medio, es mas conveniente trabajar desde una descripcion Euleriana. El teorema de trans-
porte de Reynolds proporciona una relacion de la rata de cambio de una propiedad extensiva
del sistema y las respectivas cantidades intensivas que se asocian a un volumen de control [60].

La formulacion del teorema del transporte de Reynolds en su forma integral se fija en un
volumen de control 2 por el cual fluye una cantidad extensiva N (masa, momentum, energia)
en un tiempo t, como se muestra en la figura 2.1 y que, luego de un tiempo o+ At, el sistema
se ha desplazado en el espacio.
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Figura 2.1: Volumen de control {2 para el teorema de transporte de Reynolds. En la imagen
de la izquierda el sistema y €2 coinciden en ty, la imagen de la derecha se muestra como el
sistema se ha desplazado a través de €2

La rata de cambio de % indica como varia la cantidad N a través de €2 en el tiempo y se

puede expresar como:

ﬂ _ h/m NtofAt - Nto

dt t—0 At

el término Ny, a; hace referencia al balance de la cantidad extensiva que ingresé (NV;),

(2.1)

salié (N,) y permanece (Npa;) dentro del volumen del control, de modo tal que se puede
expresar como Ny, 1ar = Nag+ N’ con N' = Ny — N, siendo a los aportes respectivos de las
fronteras, al sustituirlos en la ecuacién 2.1 se tiene

AN _ o N+ N — N,
dt t—0 At
(2.2)
AN g Nae = N, 4+ l{m == Tl
dt t—0 At t—0 At t—0 At

Para el primer termino del lado derecho de la expresion 2.2, la propiedad N puede ser
relacionada con su respectiva propiedad intensiva al evaluarla en todo el dominio €2 por
medio de N = fQ npdS). Dado lo anterior se puede plantear como

. Nqo_ar — Ng ON 0
lim 20ar—Ne 0N 0 [0 2.
150 At ot ot /Q PR (2:3)

Donde n esta en funcién de la ley de conservacién, es decir, para la conservacién de la
masa 1) = 1, conservacion de momentum n = V' y conservacién de energia n = e. Con respecto
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a Ny v N; del segundo y tercer termino de la ecuacion 2.2 su evaluacion se plantea al tomar
un elemento infinitesimal de cada frontera y considerar su respectiva propiedad extensiva de
la siguiente manera dN = npdV, de modo que

dNg = npdV; dN; = npdV; (2.4)

el diferencial de volumen se expresa de la forma dV = vdA At. Siendo v dA el flujo
a través de las fronteras, el cual es planteado como el producto punto entre los vectores
normales de la superficie y la velocidad. Estas ecuaciones son validas para un diferencial de
cada region, por lo que el flujo neto es

/ dNs; = | npvdA At (2.5)
I's I's

/ dN; = —/ npvdA At (2.6)
I T

remplazando cada termino se obtiene

’ NS o —

%g%ﬂ—/rspvdA (2.7)
N ~
11—{%E—_/mpvd14 (2.8)

El signo negativo es el resultado del producto punto entre los vectores normal a la superficie
y la velocidad, que para este caso tienen direcciones opuestas. Reemplazando cada resultado
de las expresiones 2.3, 2.7 y 2.8 en 2.2 se obtiene la ecuacion

dN
——Q/nde—ir/ npﬁdA—l—/ npvdA (2.9)
dt at Q I'c T'a

Las integrales sobre las fronteras I's y I'7 corresponden a la evaluacion sobre las superficies
del volumen de control, por lo que sus aportes se pueden escribir como una sola integral

sobre toda la superficie T'.
dN 0
—_ == ds2 vdl’ 2.10
7 at/gnp +/F77pv (2.10)

El resultado anterior es el teorema de transporte de Reynolds donde se relaciona la tasa de
cambio de una propiedad extensiva N con la correspondiente propiedad intensiva dentro de
un volumen de control 2. El primer miembro del lado derecho indica la tasa de incremento
de N dentro de un volumen de control y el segundo determina el flujo neto a través de las
fronteras de 2. En la fisica del transporte de la propiedad intensiva 7, los flujos aparecen a
partir de contribuciones debidas al transporte advectivo y difusivo presentes en los fluidos en
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Figura 2.2: Volumen Diferencial de tamano dx dy dz en coordenadas rectangulares.

movimiento y por agitaciones moleculares (incluso atin en fluidos en reposo), respectivamente.

Como ejemplo del teorema resultante de la expresion 2.10 se puede establecer la formu-
lacién de la conservacién de la masa en su forma integral conservativa, para esto se sabe
que la propiedad extensiva es N = m en tanto que la intensiva corresponde a n = 1y si se
considera que la masa de un sistema permanece constante % = 0, se obtiene:

2/de%—/,OUdI‘:O (2.11)
ot Jq r

2.1.1. Conservacion de la Masa de la forma diferencial

Al finalizar la seccién anterior se encontré por medio del teorema de transporte de Rey-
nolds la ley de la conservacién de la masa en su forma integral conservativa. Aqui se discutira
brevemente dos modelos para llegar a su forma diferencial conservativa. El primero es basa-
do en un modelo de elemento infinitesimal de tamano dx dy dz de fluido fijo en coordenadas
rectangulares por el cual existe un flujo a través de todas sus caras como se muestra en la
figura 2.2.

Las propiedades del flujo en la salida de cada cara se obtienen a partir de las series de Taylor
alrededor del origen. Realizando un balance de los flujos méasicos i de entrada y salida en
todas las direcciones, donde se obtiene que

IpVy)
ox

Mese = (IOVZI:) dZdy ms—m:—l—Am = (PVJ: + dCL’) dZdy (212>
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a(pV,
Me—yy = (pV)dzdx Mssytay = <P% + (gyy)dy) dzdx (2.13)
. . d(pVz)
Me—y, = (p‘/;)dydl' My srtAz = p‘/z + sz dydl' (214)

El balance neto de los flujos sobre el elemento infinitesimal en todas las direcciones debe
garantizar my,; = M;,, Si se simplifica y agrupa se llega a
(3(pVx) L 90V V)

o 3y + 5, )dxdydz:O (2.15)

Esta ultima una expresion corresponde al termino de aportes en las fronteras, expresada en
su forma integral mediante fr pvdl'. La tasa total de cambio dentro del volumen esta dada
por

d
/Q pdQ = d—f dedydz (2.16)

con los cual se llega al planteamiento de la ley de la conservacion de la masa en su
forma diferencial 2.16 donde la operacion divergencia (V - ()), permite escribirla en su forma
compacta por medio de la expresiéon 2.17.
dp

TV (V) =0 (2.17)

Una alternativa para llegar a la ecuacién anterior es utilizando el teorema de la divergencia
[61] el cual establece que si F' un campo vectorial que pasa por una superficie S que encierra
regién (), entonces existe una relacion entre la integral sobre la region @) y la integral de
superficie de .S como:

/V~FdV:/F‘NdS (2.18)
Q s

Con base en lo anterior, la integral que determina los aportes en las fronteras en el volumen
de control se puede relacionar de la siguiente forma

/Fpﬁdf = /QV - (pV)dS2 (2.19)

Considerando lo anterior, la expresiéon 2.11 se puede plantear como una suma de integrales
sobre la region €2 y dado que el integrando es cero cuando la integral sobre la regién es cero,
se llega a una ecuacién similar a la de 2.16.
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d
L+V-(pV) =0 (2.20)

El primer término relaciona el cambio de la densidad en el tiempo y el segundo determina
el fenémeno de transporte de la sustancia.

2.2. Ecuacion Difusion - Adveccion - Reaccion

En la seccion anterior se establecié que el transporte de la propiedad intensiva 7 se
puede dar por contribuciones advectivas, debidas al fluyjo maésico local (pV), y difusivas
que se presentan por diferencias en las concentraciones resultando en un flujo opuesto y
proporcional al gradiente de concentracién. La Ley de Fick representa esta situaciéon por
medio de —xkVp, donde k es un coeficiente de difusién. Si la ecuacion 2.20 es expresada en
funcion de estas contribuciones se obtiene la ecuacién diferencial de difusion-adveccion para
la densidad o, de modo general, para alguna especie ¢ tal y como se representa en 2.21.
Diversos fenémenos en la naturaleza han sido estudiados con base en 2.21, por ejemplo,
una solucién analitica 1D con coeficientes variables por la transformada de Laplace fue
obtenida para el transporte de solutos en medios porosos por [62] donde planteaban dominios
homogéneos e inhomogeneos, en este ultimo la velocidad variaba espacialmente. Mientras
que una deposicién temporal de particulas de un flujo Rayleigh-Bénard en espacio cilindrico
se plantea para estudios de dinamica de flujos y aerosoles producidos en los sistemas de
enfriamiento pasivo de los reactores nucleares [63]. En [64] presentan una formulacion ttil
para la evaluacion distribuciones de concentracion de gases contaminantes.

d
d—f+V-(¢V)—V~(/§V¢):O (2.21)
La forma de la expresién 2.21 garantiza que el transporte de la cantidad de interés se conserve,
sin embargo existen situaciones donde el sistema esta expuesto a una fuente de generacién o
sumidero F'(Z) de modo que ahora debe plantearse por medio de la ecuacién 2.22. En [65] un
modelo 2D solucionado por el método de diferencias finitas es propuesto para el estudio de la
distribucién temporal de la concentracion del aire contaminado bajo condiciones atmosféricas
estables, inestables y neutras a diferentes niveles de altura, para ese estudio F(¥) hace
referencia a una fuente de aire contaminante.
d¢

-tV (0V) =V (s V9) = F(@) (2:22)

Existen fenémenos de transporte que dada su naturaleza presentan una interacciéon por medio
de la cual durante su proceso se producen o disipan las especies, las reacciones quimicas son
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Figura 2.3: Esquema de un modelo compartimental

un ejemplo de esa situacién. Para representar ésta condicion se adiciona un termino reactivo
a la expresion 2.22 de manera que se obtiene como resultado la ecuacién de Difusion -
Adveccion - Reaccion, 2.23. Si f(z) es positivo se produce la cantidad ¢ y si es negativo se
disipa.

do

7tV (@V) =V (xV9) + [(7) = F(Z) (2.23)

Algunas areas donde esta expresién ha sido utilizada comprende estudios de contaminacion,
biomecanica y propagacion de enfermedades. El comportamiento dinamico de la distribucién
en un ecosistema de dos especies compitiendo por los mismos recursos es estudiado por un
sistema Lotka-Volterra (Depredador - presa) y extendido con las ecuaciones de difusién -
adveccién - reaccién [66]. Las caracteristicas de propagaciones de enfermedades depende de
las condiciones especificas, el modelo epidemiolégico SIS (susceptible-infectious-susceptible)
describe la dispersién de una enfermedad en una poblaciéon susceptible de tamano N. En
[67] trabajan el modelo SIS el cual es planteado por medio de 2.23, encontrando que la
adveccion puede acelerar la eliminacién de las enfermedades. En el campo de la biomédica
esta formulacion ha sido aplicada en cirugias de baypass cardiopulmonar, en donde los niveles
de oxigeno en la sangre son esenciales. Un modelo simple es planteado en [68] para mejorar
la difusion de oxigeno en la sangre mientras éste es contenido en el oxigenador de sangre
artificial.

2.3. Modelos compartimentales

La construccién de modelos matemaéticos de fendémenos caracterizados por procesos que
ocurren en etapas se pueden representar por esquemas compartimentales, los cuales se re-
presentan graficamente por medio de compartimientos conectados por flechas que indican
la direccién de flujo de una cantidad ¢; con una frecuencia dominada por un parametro k;,
figura 2.3. Si la tasa k; con la que ¢; sale de una caja son proporcionales entre si se dice
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Figura 2.4: Modelo compartimental SIR. Tomado de [1]

que el MC (modelo compartimental) es lineal. Este tipo de concepto representa la forma de
como distintas especies o una misma con dindmicas diferentes interactian en el tiempo entre
si. Los pardmetros generalmente se encuentran a partir de observaciones experimentales del
fenémeno de interés determinando la frecuencia con la que ¢; cambia de un estado a otro.
En el planteamiento matematico se realiza un balance de entradas y salidas ajustandolo al
correspondiente modelo de transporte, obteniendo una ecuacién por cada compartimiento
dando como resultado en un sistema de ecuaciones. Estos modelos son usados generalmente
en campos como:

= En el estudio de enfermedades infecciosas y la dindmica de su transmisiéon. Un modelo
particular es el 'susceptible - infectado - recuperado’ (SIR por sus siglas en ingles)
el cual describe el comportamiento en un ambiente humanos - enfermedades, pro-
porcionando caracteristicas de su comportamiento actual y sobre el cual se pueden
realizar inferencias que resulten en una planificacién para su respectivo control. El
esquema del modelo SIR, figura 2.4, es presentado en [1], en ésta representacién se
tienen tres compartimientos cada uno indicando la cantidad correspondiente a cada
poblacién (susceptible, infectado, recuperado), A es la fuerza de infeccién y 7 es la rata
de recuperacién. En [69] modifican el modelo al adicionar un estado que considera los
sintomaticos para el estudio del COVID-19.

» En algunas areas de la farmacologia los MC son ampliamente usados. El estudio de
la dindamica de un farmaco especifico durante el paso por el cuerpo es abordado por
la farmacocinética. En [2] presentan un modelo lineal con dos, tres y cuatro compar-
timientos junto con su sistema de ecuaciones. Especificamente, para el modelo de tres
compartimientos, los autores obtienen un esquema y un conjunto de ecuaciones como
se muestra a continuacién. Los pardmetros k;; corresponden a las tasas de transporte y
son proporcionales a la concentracién @); del respectivo compartimiento, los subindice
1y j indican la salida y llegada, respectivamente, 0 es una salida del organismo.
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Figura 2.5: Esquema de 3 compartimientos para estudios en la farmacocinética. Tomado de
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Figura 2.6: Modelo compartimental de cinco estados representando un proceso de carci-

nogénesis propuesto en (3]

d
& = —Qu - K1+ Q2 ko1 + Q3 - k31

dt
d
%:Qtl'KH_QtQ'KQ"‘QtB'k?:Q
d
%:Qtl'Kl3+Qt2'k23_Qt3'K3

= Después de un tratamiento por quimioterapia, se realiza un procedimiento denominado
irradiacion corporal total con el fin de eliminar cualquier rastro de células cancerigenas.
A la fecha no hay un protocolo que determine la manera mas adecuada de proceder y
que conlleve a un proceso eficiente. En [3] plantean un MC no lineal de carcinogénesis de
cinco estados, figura 2.6, correspondientes a poblaciones normales, enfermas, mutantes

¥ cancerosas.
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Figura 2.7: Estados cinéticos que representan el flujo de proteinas en el transporte axonal
para el modelo propuesto en [4].

2.4. Modelo matematico para el transporte axonal

Representaciones matematicas del transporte axonal han sido planteadas desde hace ya
tres décadas. La existencia de una relacion entre las observaciones experimentales y resulta-
dos matemadticos, la limitaciones tecnolégicas que han fracasado en los objetivos de capturar
la naturaleza del TA y las propias dindmicas del fenémeno, no han permitido proponer un
modelo universal que limite los esfuerzos experimentales y reproduzca las caracteristicas
propias del TA. A continuacién se discutiran brevemente algunos modelos planteados y pos-
teriormente de desarrollara el modelo matematico que se trabajara durante todo este trabajo.

Un modelo basado en la teoria macroscépica de transporte en términos de las leyes de difu-
sién y cinética se propuso en [46]. La relacién proteinas- motores moleculares se representa
por medio de una particula que se encuentra en difusién libremente o se mueve sobre los MT
con términos cinéticos que determinan cada estado. El sistema de ecuaciones propuesto es
mostrado en 2.24.

2
on,(x,t) B Da no(x,t) = —(ky + k), + k;;rnJr +k n_
ot Ox? (2.24)
Ong(z,1) o+ ani—(x’ 2 =kyon, —ki.n |
—at ax — h4Tlp +/0+

En [4] plantean un modelo para el transporte de NF considerandolos una estructura que se
desplaza bidireccionalmente sobre MT y potenciados por motores moleculares. El modelo no
considera los mecanismos de acople y desacople de los motores a los MT. El planteamiento
matematico es basado en el transporte adveccion - reaccion y sus ecuaciones se plantean con
base en un MC lineal como se muestra en la figura 2.7. Los pardmetros k; ; son las tasas de
cambio de un estado a otro y fueron determinados experimentalmente y por tanteo.

En [47] se introduce el modelo refinado de Smith y Simmons, conservando caracteristicas
como la del estudio de la evolucién temporal de una funcién de densidad f(x) cuyo des-
plazamiento, para Friedman esta mediado por la Kinesina. La proteinas pueden unirse de
manera irreversible hasta por dos motores, su acople a los MT se hace una vez exista un
sistema "Motor - Cargo’ y debido a que se asume que éstos estan relativamente esparcidos
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solo toman en cuenta un MT. La cantidad de motores y los sitios de uniéon a MT no tienen
restriccién. Esto ultimo son hipdtesis que se consideran en los estudios de obstrucciones del
TA [70]. A diferencia de los modelos planteados anteriormente, en el estado de particulas
libres éstas puede experimentar un fenémeno de difusién en las tres direcciones. El conjunto
de ecuaciones diferenciales propuesto, y que se muestra en la ecuacién 2.25, se basa en la
conservaciéon de la masa donde el primer y segundo subindice indica cuantos motores estan
acoplados a las proteinas y de estos cuantos se acoplan al MT, el termino que relaciona la
integral corresponde a la difusion en la seccién transversal de un cilindro y D es el coeficiente
de difusién longitudinal.

0

Qoo _ DAugy — 2X1 Augg
ot
3U10
at = DAU/IO + 2)\1Au00 - )\1u10 - )\2u10 + kull
0
gzo = DAugg + Auig — 2Aaug + kugr
. . N b (2.25)
61511 = —v 8;’1 + EQ 1 uyordr — Aun — kun
ou ou 2% [* !
87521 = 9 ax21 + Muqg + fzfl ugordr — Aquo1 + 2kugy — kug
au ’ aU/ /

La representacion matematica de la dinamica del TA para este proyecto se desarrolla con
base en la hipdtesis para y avanza propuesta por Anthony Brown [33]. Esta hipétesis, ori-
ginalmente planteada para el TA lento y posteriormente aplicada al TA rapido, sugiere que
las proteinas experimentan movimientos bidireccionales, intermitentes y asincrénicos, donde
éstas permanecen en estado de pausa durante gran parte de su recorrido en el axén. Las prin-
cipales suposiciones que se toman para el planteamiento matematico del TA son tomadas a
partir de la literatura anteriormente abordada que se simplifican a continuacién:

= La interaccién 'Cargo - Motor molecular’ se considera como una particula que mime-
tiza la relacion entre la 'kinesina - Dineina - Cargos’ obteniendo como caracteristicas
movimientos bidireccionales [46].

= Los MT son ’carreteras’ continuas que van desde el soma hasta la terminal axonal,
su distribucion espacial es espaciada de modo que no existe una influencia de MT
vecindarios [47].

» Para las particulas que se encuentran desacopladas de los MT su transporte esta dado
por difusién y pueden estar en un estado anterégrado (unidas a la kinesina) o en un
estado retrégrado (unidad a la dinefna).
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= En el soma, las particulas se encuentran en un estado de difusién hasta que logran
acoplarse al MT.

= Debido a la dificultad de rastrear las particulas de manera individual, se estudia un
conjunto de éstas por medio de una funcién de densidad [46, 47]. Para esta suposicién en
[71] sugirieron que la forma de la condicién inicial del problema no tenia relevancia en
el TA ya que el fenémeno tiende alcanzar su equilibrio, en los resultados se analizara
brevemente esta situacion. Para el proyecto se analizan dos condiciones dadas por
funciones de distribucion Normal 2.26 y Gamma 2.27:

- V2o g

La distribucion Normal es la de mayor uso en diferentes campos. Es considerada parte

¢(t(0),2(0)) = f(z; 1, 0) ! exp (—% (x — M) ) (2.26)

fundamental para la estadistica inferencial al plantear, por el teorema de limite central,
que cualquier muestra conforme aumenta su tamano (> 30) su comportamiento se
aproxima a una simetria. Lo anterior indica que las medidas de tendencia central son
iguales y su forma esta dada por la media p y la desviacion estandar o.

1
[(a)f>

T

v texp <—5> (2.27)

¢(t(0), (0)) = f(x; 0, 0) =

Con respecto a la distribucién Gamma, su forma esta caracterizada por los términos 6
y a que determinan la escala y la forma, respectivamente. Sus campos de aplicacion son
amplios debido la variedad de perfiles se pueden obtener al controlar sus parametros
(72, 73, 74].

» Las particulas no pueden cambiar la direcciéon si estdn en movimiento o presentan
difusion, lo anterior considerando que para revertir su desplazamiento es necesario
establecer una pausa en su recorrido para lograr modificar el sentido de traslacion.

La naturaleza de la hipotesis 'para y avanza’ es representada por medio de un modelo
compartimental lineal como se muestra en la figura 2.8.

Con base en la figura 2.8 todo el material puede experimentar movimientos anterégrados
o retrégrados potenciados por motores moleculares, cada una con tres posibles estados de
movimiento, pausa o difusién. ¢o, ¢1 vy ¢g representan Iss cargos que se desplazan sobre los
MT, que estan desacopladas de los MT y en difusién en la direcciéon anterégrada, respec-
tivamente. En tanto que ¢9,, ¢1, v ¢o- representan los mismos estados para las proteinas
que se desplazan retrégradamente. Con respecto a los términos reactivos se tienen en total
12 e indican la frecuencia con la que las proteinas cambian de estado. De manera estandar
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Figura 2.8: Estados cinéticos del transporte axonal representados como un modelo compar-
timental propuestos por [5].

se pueden expresar como 7 ;, donde el primer subindice seniala el compartimiento de salida
cargo, el subindice j al estado que llega y la comilla significa que se encuentran en acoplados
a un motor retrogrado.

El sistema de ecuaciones del modelo compartimental se obtiene al plantear de forma ge-
neral el modelo de transporte de Difusion - Adveccion - Reaccion donde se debe simplificar
los términos segun las siguientes dinamicas:

= En el compartimiento ¢,, los materiales son potencializados principalmente por la
Kinesina, de modo tal que presenta una velocidad v,. Dado que esta acoplado al MT,
no presenta Difusién y debe detenerse para lograr desacoplarse, por lo que en este caso
solo se puede mudar a un estado de pausa.

= Los compartimientos ¢; y ¢y presentan caracteristicas similares al estar en estados de
no movimiento, pero se distinguen por el motor molecular que interactiia en su mo-
mento. Se debe tener presente que a un cargo se le puede acoplar tanto la Kinesina y la
Dineina, su direccion estara dada por un balance respectivo: mayor niimero de motores
de Kinesina provoca una traslacion retrograda y viceversa. Dado que estan sobre los
MT y no presentan movimiento, el termino advectivo se desprecia al igual que el di-
fusivo. Extensiones de algunos modelos han incorporado la difusién atin cuando estan
sobre el MT [75]. En estos estados, el cargo puede presentar un cambio de direccién
sobre su desplazamiento o desacoplarse del MT y entrar en un proceso de difusion.
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= los estados ¢g v ¢ son caracterizados por su fendémeno de transporte difusivo, lo cual
es una diferencia con el modelo de Jung y Brown. Ya que no existe la interaccién

‘motores moleculares - MT’ no presenta desplazamiento por contribuciones advectivas,

por lo tanto es despreciado. En estos estados el cargo puede difundirse en la direccion

contraria o acoplarse nuevamente al MT si presentar traslacion.

» El compartimiento ¢, se comporta de manera similar que las proteinas en ¢, sin em-

bargo su desplazamiento es debido a la Dineina con velocidad v, y solo puede cambiar

a un estado de pausa.

s ¢l coeficiente de difusion para los estados anterégrado y retrogrado se consideran igua-

les.

Teniendo en cuenta las simplificaciones anteriores, el sistema de ecuaciones diferenciales

parciales que se obtienen son las siguientes:

0 0
% + Ua% + Y1201 — V2,102 =0
I _
¥ + Y2102 + Y0100 + V17101 — (M2 F Y0+ T11)P1 =0
0 0?
% - D({)TQZO + Y0000 + 71,001 — (Y01 + Y0,01)P0 = 0
by 0y
—_— D / 10/ ;) — ’ RV ) = 0
En + 92 +Y,000 + 11,001 — (Vo0 + Vo1 ) 0
v

e + ¢+ Yo b + Yo e — (Ve + 2+ )¢y =0

0o 0o
—;;2 + ur—;: + Y201 — Yo dr =0

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)



Capitulo

Solucion numeérica del modelo de transporte
axonal

En el capitulo 2 se abordaron algunos modelos construidos para el estudio de la dindmica
del TA junto con las suposiciones y el respectivo planteamiento del modelo matematico que
se discutird en esta investigacion, el cual estd basado en: la hipdtesis 'pare y avanza’ [33], la
ecuacion de Difusion - Adveccion- Reaccion y en modelos compartimentales, obteniendo co-
mo resultado un sistema de seis ecuaciones diferenciales parciales (EDP) acopladas. Para las
propuestas que se han sugerido para el modelamiento del TA se han obtenido las soluciones
analiticas en su estado estable [76, 75, 56] y en su respectivo estado transitorio [49, 4, 54], en
tanto que en [57] abordan el problema desde una perspectiva numérica para el modelo de tres
estados presentado en [46]. Este capitulo inicia con la discretizacién espacial del sistema de
ecuaciones 2.28 - 2.29 por medio del método de residuos ponderados de Galerkin (Método de
Elementos Finitos FEM), posteriormente los esquemas de avance temporal para la solucién
transitoria son introducidos y evaluados para propuesta del transporte axonal.

Debido a la naturaleza del fenémeno (movimientos intermitentes rapidos y bidirecciona-
les), se presupone que el tamano del elemento de la malla del dominio y de paso temporal
deben ser lo suficientemente pequenos para lograr capturar las caracteristicas mas relevantes
del TA y evitar oscilaciones numéricas. Dado lo anterior y considerando que en estudios
experimentales encontrados en la literatura se observan actividades de rastreo que llegan a
durar hasta de seis semanas [6], se plantea una solucién numérica con mallado adaptativo
que reduzca la densidad de la discretizaciéon sin afectar las variables de solucién y minimice
los tiempos de simulacién, esto se presentara en la seccion 3.3. Finalmente los resultados
donde se evidencia el comportamiento por estados y por concentraciéon total son mostrados
y comparados con respecto a las soluciones en estudios similares.
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Figura 3.1: Configuraciéon espacial de la neurona para la simulacién por elementos finitos.
El soma y las dendritas funcionardan como un reservorio, en tanto que el axén es la zona de
transporte de proteinas.

3.1. Discretizacién espacial por el Método de los Resi-
duos Ponderados - Elementos Finitos

El sistema de ecuaciones presentado en 2.28 - 2.33 reproduce el comportamiento del TA
construido a partir de un modelo compartimental que se basa en un fenémeno de transporte
mediado por la ecuacién de Difusion - Adveccion - Reaccion y que representa la hipdtesis
‘pare y avanza’. La solucién por el método de elementos finitos es realizada de manera
individual para cada EDP, posteriormente se propone el acople correspondiente que se va a
programar en el software Matlab.

El dominio espacial del problema dispuesto en esta investigacion se muestra en la figura
3.1. Aqui, el Soma y la dendritas son representados por reservorios los cuales se establecen
como las fronteras para las condiciones iniciales del planteamiento matematico. La parte
del axdén es la regién espacial por donde la funcién de distribuciéon se propagard y junto
con los fronteras se discretizara para la solucion numérica del modelo del TA al dividir el
dominio en elementos de tamano h. Para evitar inestabilidades numéricas se establece el
tamano de los reservorio los suficientemente grandes (50mm) de modo que no se presente
una reincorporaciéon al axén de alguna proteina. La longitud de este ultimo se establece de
(50mm) teniendo en cuenta que el resultado de los desplazamiento de materiales en algunos
estudios [57, 71, 4] no superan esta magnitud y al considerar las magnitudes de las velocidades
promedio y los tiempos de simulacion.

La construccion de la solucién aproximada de cada una de las EDP es planteada mediante
el método de Residuos Ponderados [77, 78, 79]. Tomando a ¢, (e =2,1,0,0’,1',2") como la
variable solucion de las concentraciones de cada uno de los estados para uno de los tramos
divididos del domino ¢, figura 3.2, y a gge como su respectiva aproximacion, el residuo para
cada uno de los elementos R, es definido como la diferencia entre ¢, y ¢Ae:
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1 2 3 n-1 0
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Qe

Figura 3.2: Division del dominio €2 con n nodos y n — 1 elementos

= llbe — Gl (3.1)

Debido a que la minimizacién de R, conlleva a la mejor aproximacion, una forma de lograrlo
es garantizando que ¢, ~ qge y que R = 0. A partir de lo anterior y considerando que la
sumatoria de cada residuo elemental multiplicado por una funcién de ponderacion W, que
evita que residuos con signo contrario se cancelen, proporciona el grado de aproximacion
obtenido sobre todo el segmento 2¢, se puede plantear la siguiente expresion:

WRLAON = [ WedQ® =0 (3.2)
Qe Qe

Si la expresién 3.2 es sustituida en cada ecuacién del modelo del TA y se simplifica al realizar
las respectivas operaciones con el objetivo de plantear los términos acumulativos, advectivos
y reactivos de forma separada se obtiene el sistema mostrado en las ecuaciones 3.3 - 3.8 el
cual representa el planteamiento para un elemento interno del domino del axén 2¢. Cada
uno de los parametros reactivos «; ; son constantes y %1 = v12+71.0 + 71,17, %2 = Yo1+ 70,05
Hz =00+ V1Y Xs=10+ 72+

992 1pe + ug 992 10 + e | WodQf — a1 | WadQf =0 (3.3)
Qe at Qe al' ’ Qe ’ Qe
8@231 e in e n e
——df + V2,1 W(ﬁgdﬂ +’70,1 W(bon +
Qe at Qe Qe
(3.4)
7171 WQBdee - %1 ngldQe =0
Qe Qe

% A
%o AW+ [ WedQ+

W%dﬁe—p/ W
Oe 637 Qe

Qe at (3.5>
Yo’,0 deoldQe - %2 Wéone =0

Qe Qe
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o 8%¢ A
w2 40— p W %o A4 | WhedQe+
Qe at 85132 ’ Qe
(3.6)
Y10 W(ZglldQe — %3 W(%O/dQe =0
Qe Qe
agbl e in e in e
W dQ° + Yo 1! W ¢ dS2 +yor 1/ W o d2°+
at Qe Qe (37)
iy | WeidQ — %y | WdQ® =0
Qe Qe
Wa¢2 dOe ¢2 e 7 e 1 e __
—_— — Uy dQ + ’Yl/ 9/ ngl/dQ — Yor 1/ quzldQ = 0 (38)
at Qe a Qe ’ Qe

Para garantizar que las aproximaciones empleadas correspondan al espacio Sobolev TW?2?
y asi obtener una matriz simétrica, los términos difusivos de las ecuaciones 3.5 y 3.6 son
debilitados siguiendo el procedimiento detallado en el anexo A. Como consecuencia de este
desarrollo los aportes difusivos se puede expresar como 3.9:

P . Wb .
WG9 _—/e 0 /W—dF (3.9)

Cada qge del anterior sistema de ecuaciones es una funcién polinémica que aproxima el valor
de la variable concentracién y se caracterizan por ser ortogonales, algunas utilizadas son:
los Polinomios Legendre, de Laguerre, de Hermite y de Lagrange. Especificamente, los poli-
nomios de Lagrange permiten construir una funciéon de aproximacién para cada elemento a
través de una combinacion lineal de polinomios que pasan por un conjunto de puntos como
se muestra a continuacion

G =Y NI = ¢iNi + §; N, (3.10)
1=0

donde m indica el grado del polinomio, ¢; son los respectivos coeficientes de la concen-
tracion del elemento que deberan ser determinados y NN; son las bases polinémicas que se
evaltia como

Ni(z) = [ =X (3.11)

T — T
J=0,j#i J

A partir de lo expuesto, cuando se reemplacen las funciones de aproximacion ¢, (ecuacién
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Figura 3.3: Transformacién lineal de coordenadas globales a coordenadas locales para un
elemento Unidimensional

3.10) junto con las respectivas bases, dadas por la expresién 3.11, para los tramos del dominio
Q) se tendra como resultado un sistema donde cada una de las integrales a resolver esta en
funcion de las coordenadas del elemento. Esta situacion implica que se deberan evaluar
elemento a elemento. Una alternativa para generalizar este planteamiento y simplificar el
procedimiento es a partir de una transformacién de coordenadas globales a locales (x — &)
a través de un mapeo geométrico, figura 3.3.

En el Anexo B se detalla el proceso para la transformacién de coordenadas que permite
garantizar un sistema inico que se evaluara una vez para todo el dominio, cuyos resultados
mostrados en las ecuaciones B.5 y B.6 y ajustados a la variable concentracion ¢, son

0¢;  20¢:
oxr  h O¢

en tanto que ahora las funciones base en términos de £ estdan dadas por

T = %df (3.12)

=&
i

1
5 2(1 +&); (3.13)

weo = I g‘i 1o wio= I

Al reemplazar los resultados anteriores para el mapeo geométrico en cada una de las ecuacio-
nes de concentracion 3.3 - 3.8 y simplificando, se llega ahora un sistema que estd en funcién
de las coordenadas &.

1 1
/ W8¢2d§+ / W3¢2d§+ 71’22h /_1 Wd¢ — #/_11/1/&2615 =0  (3.14)

/ Wa¢1dg+7“h/ W¢2d§+%lh/ W dodé+

, o (3.15)
71—1/ Wonde — 200 / Wyde =0
2 -1 2 -1
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9o 2D [ OW ¢y Yioh ' s
de + == de + 1 d
s [ wha s 22 [ 200 5+2/1W¢1§+

) (3.16)
’Yo’,oh
Woydé — —— W¢0df =0
-1
—/ w0, 5—— awa%'d W’h/ W odé+
2 )" o |06 o€
1 (3.17)
Y,0h . 0 . .
— W¢1'df 5 Wood =0
-1 -1
1 n 1 1
h / W je 4 Jurh / Wrde + 200 / Wy dé+
2 /)4 ot 2 1 2 1 (3.18)

’72/71/]1

LN R -
/ Woyde — 210 / Wode = 0
-1 1

1 1
/ W@¢2zd§_ / W&bz W;h nglldg_w,;h/ Whyde = 0. (3.19)
-1

-1

Este sistema describe el modelo del TA para un elemento interno del dominio 2. Por esta
razén no se ha involucrado el término correspondiente a los aportes de la frontera I' que
resultaron naturalmente del proceso de debilitacién, 3.9, o por alguna imposicién producto
de la naturaleza del fenémeno. Sin embargo debido a que se considero que las fronteras
del dominio del problema son reservorios de gran tamano, no es necesario incluir alguna
condicién de contorno. Lo anterior sugiere que la conservacién de proteinas existira mientras
el flujo se desplace dentro de €2 y cuando alcance los reservorios se plantea un mecanismo
de reciclaje o de transferencia a otra neurona. De este modo y teniendo en cuenta que
una opcion de escribir de manera compacta este sistema es haciendo uso de la notacién de
producto interno’, se puede sintetizar de la siguiente manera

h Db O V1,20 T\ P2ah 7\
§<W,W>+ua<w,a—x>—l— : <W,¢1> : <W,¢>2>_o (3.20)

g <W, ail> + 20w ) 1 (g

2

() - B o ) =0

'El producto interno de dos funciones contenidos dentro del espacio de Hilbert L? puede plantearse como

) = [2 f(x)g(x)dx

(3.21)
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h 8&0 2D ow 8&0 ’)/170h A
§<W’W>+T<ag’ag>+ 3 (W) +

(3.22)
) = S () =

L
() - S o) <o

S T (a4 () .
(w6 - ) o

h 3@2’ 3¢22/ Yir,20h 1 Yar,1rh 2\
(w2 (. B} 2 (w0 o

Las funciones ngﬁe de cada una de estas ecuaciones son sustituidas por una combinacién
lineal polinémica representada en la ecuacién 3.10. Para la discretizacion planteada aqui se
utilizaran aproximaciones de primer orden por lo que m = 1, obteniendo asi dos incégnitas
¢. y ¢’. En tanto que para las ponderaciones W se aplica el método el Galerkin el cual
las sustituye por las mismas funciones de aproximaciéon, de este modo se garantiza que se
tendran tantas ecuaciones como variables de concentracion a determinar se tengan para cada
elemento del dominio. A partir de lo anterior y despejando el factor que contiene la derivada
temporal, la ecuacién 3.20 puede ser planteada como un sistema matricial de productos
internos de la forma

o . ON; . ONj i
ﬁ(<Nz‘7Nz‘> <NiaNj>)<d_t)__u <N“ 8£> <N“ 73 (Cbz)
2 <NJ ) NZ) <NJ ) NJ> at <NJ y 88—]\£> <]Vj7 8_5 ¢2 (326)

Ao o ) (@)% (e om ) (4

donde la particularidad resulta al observar que las matrices de las términos acumulativos

y reactivos son iguales y solo se diferencian de las constantes que las multiplican, en tanto que
la matriz advectiva su producto interno se multiplica por la derivada del polinomio NN;; con
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respecto a &. Para la ecuacién de concentracién 3.21 debido a que es un estado de transicién
no presenta aportes por fenémenos de transporte, por lo tanto solo se tendran productos de
matrices de la forma acumulativa y las constantes reactivas, es decir:

N N\ (8 _veah (NG N (NG N (6
Nj,Nj>)<_]1) 2 (<Ni Ni) (N Nj))(¢%)
M) (0 ) () o

T () o) ()

La ecuacién 3.22 representa el estado desacoplado de las proteinas unidas a la Kinesina
teniendo como consecuencia un trasporte difusivo, el resultado de este termino fue producto
del debilitamiento. Con relaciéon a las expresiones anteriores esta es la tnica matriz que
resulta en un producto interno entre las derivadas de las funciones base IN; y N;, en tanto
que los demas factores toman la misma estructura ya que se utilizan términos reactivos y

acumulativos multiplicados por diferentes constantes. Al plantear su sistema matricial se
obtiene:

o€ OE 9E 0 0

¢ ON; ON; ON; ON;
ﬁ <Ni: Nz> <Ni> Nj> fl_g _ _@ 06 ° o€ € B_EJ
( )
(

B e ) ()t () e ) ()
Zoh ((N;, N;) (N;, N;) 0
SN )

Con respecto a las ecuaciones 3.20, 3.21 y 3.22, éstas representan el comportamiento advecti-
vo, difusivo e intermitente anterégrado del transporte axonal para un elemento del dominio.
La representacién retrograda esta dada por las expresiones 3.23, 3.24 y 3.25 y en conjunto
modelan la dinamica asincrénica, intermitente y bidireccional. Ambas componentes presen-
tan similitud en su estructura por lo que el planteamiento de las matrices resulta ser andlogo
y su diferencia esta centrada nuevamente en las constantes, en este sentido se llega a:
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(3.29)
SO B2 ) (N e ()
2 G oo ) ()5 (s e ) ()
S ) ()
(3.30)
(e e (B) (s s ()
(g o) o)== Ot ) ()
(3.31)

Con el fin escribir cada uno de estos resultados de una forma compacta se propone la siguiente
notacién: las matrices acumulativa y reactiva por medio de [C], a la advectiva por [A] y
a la difusiva como [D], en tanto que a los vectores columna que contienen las variables de
concentracién ¢/ y a sus derivadas temporales dd’%’] mediante [¢.] y [dqﬂ, respectivamente.

d dt
De acuerdo a lo anterior el planteamiento de las ecuaciones en su notacién compacta es:

50| 52] = (wla1+ 257 0e1) oal + 2200 o (3.32)
sia || =it - et + MOl + 250 (639)
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d%] M,0h

sia || = 2eterion - (201 o)+ O] 330

s || = 2ot - (2P0 )+ MOl (339

a1 | ] = 2t iero + ey o] - DO o) + 23Ol 339

22l o] + (wlA] - 25207 ) (337

Al reescribir el sistema con la notacion propuesta se observa que en general el modelo esta
descrito por las matrices elementales capacitiva [C], advectiva [A] y difusiva [D]. La solucion
de los productos internos para cada matriz, con IN; y N; representados por la ecuacion
3.13, son ampliamente abordados en la literatura. Las expresiones 3.38 - 3.40 muestran los
resultados de su respectiva evaluacién junto con una modificacién al considerar que en la
implementacion se incluye un método donde el tamano de los elementos no es constante, por
el contrario, varian en funcién de los gradientes de las variables concentracién ¢. en cada
avance temporal lo cual implica tener matrices diferentes.

(5 ) -( )
Q _n R i ) J — 3 6 (338)
aN; . ON;
[AD]— Ni,6_§> <Nza 35> _1 -1 1 (339)
VRIS TS
[g} = ON;  ON; ON;  ON; - ( —’i f ) (3.40)
D€ 0 e a3 bk

Las expresiones (3.32 - 3.37) forman un conjunto de 12212 ecuaciones para un elemento k-
ésimo del dominio discretizado 2 que estd formado por los nodos 7, 7, los cuales contienen la
informacion sobre la soluciéon de los seis estados dinamicos del TA, figura 3.4. Una alternativa
para representar de forma agrupada el modelo consiste en construir un sistema matricial
acoplado donde cada uno de sus elementos corresponden a los términos de las ecuaciones

3.32 - 3.37 y sus vectores contienen las respectivas variables de estado ¢, y dte. a partir
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Figura 3.4: Discretizacion espacial del dominio §2.

de lo expresado el miembro izquierdo se representa por medio de 3.41, mientras que el lado
derecho es planteado como 3.42.

€] [0] [0] [0] [0] [0] &
o o] 1 (o 1) 101 | | &
0] [0] [C] [0] [0] [0 e
0] (0] [0] ] [0] [0] K (3:41)
(0] [0] [0] [0] [c] [o0] o
(0] [0] [0] [0] [0] (O] /0y \ [ex]
4] malC] (0] [0]  [0] (0] /[ [¢]
11[C] =2 [C] 701[C] (0] malC] o] | [ 16
(0] %i[C] (9] ywolC] (0] 0] [ o | (5
[0] [0] ’Yo,o/[c] [4273] ’Yl/,o[C] [0] [¢0'] .
[0] 7 [C] [0] 7o [C] (%] o1 [C] (1]
(0] (0] [0]  [0] ma[C] (4] )\ [6o]

Para esta representacién, [0] indica que es una matriz 222 de ceros, a 3.41 se le conoce
como la matriz capacitiva elemental y se representa por [C.]. Con respecto a 3.42 se le
denomina matriz de rigidez elemental [K.] y con el 4nimo de simplificar su construccién se
han establecido los las constantes expresadas en 3.43.
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(3.43)

Todo lo detallado hasta aqui puede ahora ser resumido por medio de la expresién 3.44, repre-
sentado asi un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias temporales para un elemento
del dominio.

1% = ) (3.44)

Cuando se enmalla el dominio se asegura una conexién adecuada entre los tramos formados.
Para un problema unidimensional dos elementos comparten un nodo especifico el cual contie-
ne parte de la solucién de cada segmento, figura 3.4. Resulta claro entonces que al momento
de plantear la expresion 3.44 para cada elemento del dominio existirdin nodos donde una
ecuacion se acoplara con otra. Para garantizar en esta situacién un ensamble adecuado de la
matriz capacitiva y de rigidez elemental, se organizan de manera que en las primeras filas se
ubiquen los aportes de cada estado en el primer nodo ¢ y las siguientes a su respectivo nodo
j. A continuacién se muestra de manera esquematica la forma en el que quedan organizados
cada uno de los elementos de las matrices, [C.] v [K.], donde los subindices indica fila y
columna de los sistemas originalmente planteados.
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cip 0 0 0 0 0 cipg 0 0 0 0 0

0 5 0 0 0 0 0 eq 0 0 0 0

0 0 &5 0 0 0 0 0 e 0 0 0

0 0 0 e¢7 0O 0 0 0 0 ceg 0 0

0 0 0 0 & O 0 0 0 0 cuo O

0 0 0 0 0 eun 0 0 0 0 0 cumo
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(3.45)
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1
7
0
7
0/

J
1/
J
by

(3.46)

El procedimiento para acoplar las matrices elementales para cada uno de los segmentos
que constituyen el dominio €2 y que implicaran obtener un sistema que representa la solucién

total del modelo es planteado a continuacion. A partir de la figura 3.4 se observa que para

un elemento k-ésimo el nodo j es comin con el que es el nodo ¢ del elemento contiguo, por

lo tanto los términos que corresponden a las variables ¢/ de [C.] y [K.] de las expresiones

3.45 y 3.46 coinciden con ¢! de las matrices del siguiente segmento. De forma representativa

se muestra un ejemplo del ensamble de las matrices de rigidez elemental para dos elementos

adyacentes y que comparten un nodo especifico, las cantidades en negrilla corresponden a

los aportes del tramo vecino.
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/{7272 + kl,l /{7274 + k1,3 0 0 0 s ¢2

kio+ ksa kaa+kss kig+kss 0 kyio + k3o -+ b1

0 kea+kss keo+kss kes+ Ksz 0 e %o

0 0 ks +krs kss+krr ksiot+kre - (o%%

0 k104 + ko,3 0 kiog + koyr k1010 + koo - o

0 0 0 0 ki210 + k11,9 - (05%
(3.47)

De manera similar se acopla las matrices capacitivas elementales. A los resultados anteriores
se les conocen como matriz de rigidez [K] y capacitiva [C] global, respectivamente. Nueva-
mente en notacion matricial este sistema se expresa como 3.48, el cual representa un conjunto
de ecuacion diferenciales ordinarias temporales [@} para todo el dominio €2 y su respectiva
solucién es construida a partir de esquemas de avance temporal.

€] |o] = K11 (3.48)

3.2. Discretizacién temporal

El sistema planteado en la secciéon anterior por medio de la ecuacion 3.48 corresponde

a la solucién transitoria del modelo del TA o a su forma estable si se hace [(ﬁe} = (. Para

evaluar las derivadas temporales se usara el método de las diferencias finitas, en el que se

considera que el valor de una funcién, continua y diferenciable dentro de un intervalo, en el
punto x, + Ax se puede estimar por medio de las series de Taylor alrededor de x, como:

df > f

flzo +Ax) = f(z,) + . Az + T2

Ax? d"f

2 ces %

Az
n!

(3.49)

o o xo

Al conocer los valores de la funcién en los puntos x, y x,+ Ax se puede encontrar la primera
derivada al despejarla de la expresion 3.49, lo cual resulta en:

df flxe+ Azx) — f(x,) d*f

Ax? d"f

2 ..._@

Az
n!

de|,, Az a2 (3.50)

To o

Si el error de truncamiento es planteado a partir del incremento Az se puede expresar 3.50
de forma aproximada por medio de la ecuacion 3.51.

o
dx

¢Az+azo o (ba:o
- Az

(3.51)

To
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la cual se conoce como la aproximacion de la derivada por una diferencia finita hacia
adelante. Si se realiza el mismo procedimiento pero ahora las series se evalian alrededor de
T, + Az se obtiene una diferencia finita hacia atrés.

@ B ¢A:c+xo o d)xo

D2
dz Azx (3.52)

xo+Ax

Algunas variantes pueden ser realizadas con el fin de mejorar el error de truncamiento. Por
ejemplo, errores de la magnitud de Az? son obtenidos por medio de las diferencias finitas
centradas o con métodos de dos niveles como el de Crank-Nicolson que se consigue al realizar
un promedio entre las ecuaciones 3.51 y 3.52. Especificamente, para este estudio se propone
un planteamiento general a partir de un pardametro x el cual determina la construccién de
un esquema particular para la solucion transitoria del problema.

Si para el conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias representadas por el sistema 3.48,
el vector que contiene las derivadas temporales se evalia a partir de una aproximacién por
medio de diferencias finitas hacia adelante se obtiene:

¢t0+At _ ¢t0

[Cl—7;

(K] [¢]" (3.53)

Debido a que el interés esta dirigido en encontrar la magnitud de las variables concentracion

¢ en un tiempo t, + At posterior, de la ecuacién 3.53 se despeja ¢loTAt

[C] ¢ +A = (At[K] + [C]) [¢] (3.54)

a éste método se le conoce como Euler hacia adelante (Forward-Euler) el cual es un
esquema explicito, condicionalmente estable, donde se necesita de un valor de tamano de
paso temporal maximo At para garantizar una condicion de estabilidad. Planteando ahora
el sistema 3.48 a partir de las diferencias finitas hacia atras se llega a:

¢t0+At o ¢t0
AL

al agrupar los términos correspondientes a ¢’

C] (K] [g]" (3.55)

otAL g6 obtiene el método de Euler hacia

atras (Backward-FEuler) siendo éste un esquema implicito incondicionalmente estable, libre
de oscilaciones.

([0] = At [K]) [ = [C][¢]" (3.56)

Al realizar un promedio de los métodos presentados en las ecuaciones 3.54 y 3.56 se obtiene
el esquema de Crank-Nicolson:
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(161 gt ) o = (Gl + 1) o (357

Finalmente, la construccién de una formulacién general que permita determinar cualquiera
de los esquemas anteriores a través de un parametro k es planteada a partir de la ecuacion
1

3.58. El ajuste de s con valores de K = 0, kK = 1 y kK = 5 resulta en esquemas explicito,

implicito y semi-implicito (Crank-Nicolson), respectivamente.

(10] = sA[K]) [ = (1 — &) At [K] + [C]) [¢]" (3.58)

3.3. Mallado adaptativo

En el método de elementos finitos, el dominio espacial del problema es discretizado en
sub-dominios que se obtienen al dividirlo en elementos compuestos por nodos formando una
malla (figura 3.4). Los costos computacionales del problema estdn vinculados, entre otras
cosas, al enmallado espacial que ademaés de influir en la demanda computacional se relaciona
directamente con las propiedades y caracteristicas de la solucién obtenida. Una malla muy
gruesa puede producir soluciones inexactas o generar oscilaciones artificiales, en tanto que
una muy fina lleva a demandas computacionales muy grandes que en algunos casos pueden
llegar a ser innecesarias. El tamano adecuado del elemento puede determinar la convergencia,
consistencia y estabilidad del modelo. Una situacién clara es que el tamano del elemento esta
en funcién de los gradientes de las variables solucién, por ejemplo, en CFD (Computational
Fluid Dynamic) sectores dentro del dominio que presenten turbulencias se requiere de una
malla muy fina con el fin lograr de capturar el fenémeno, en tanto que en zonas laminares
se puede establecer una malla menos densa. En deformaciones de solidos, geometrias in-
homogéneas requieren un discretizacién muy fina que sea capaz de modelar correctamente
la geometria [80]. Una alternativa para mejorar los costos computacionales sin afectar los
resultados numéricos es por medio una densificacion dindmica de elementos en el dominio
dependiendo de los gradientes presentes. La adaptacion de la malla planteada en este trabajo
se basa en el procedimiento realizado en [80].

El producto del gradiente del campo de la variable de estudio por el tamano del elemento y
su error local son parametros que permiten establecer una correcta discretizacién espacial,
para ambos casos deben permanecer constantes para todo el dominio €2. El criterio para
elegir el tamano de elementos es

(@) = hepl|0]| = C (3.59)

donde h,, es el tamano adecuado del elemento a evaluar, ||¢|| es la norma euclidiana de
la variable concentracién y C' se toma como una constante determinada por
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A
c= 2 S halel (3.50)

siendo h. y N, el tamano y la cantidad total de elementos de la malla actual, respectiva-
mente. A partir de la ecuacion 3.59 se establece el tamano ideal por medio de la expresién
3.61, donde se han incluido la longitud maxima h,,,, y minima h,,;, que puede tomar un ele-
mento con el fin de asegurar valores dentro de un intervalo adecuado y asi evitar magnitudes
por fuera de lo normal.

C
maz {min{|l6l, ;<= } 75 }

La cantidad maxima de elementos V,,., que puede admitir el modelo debe ser especificada

hep =

(3.61)

con el fin de garantizar que el proceso de refinamiento esté siempre controlado. El factor A
de la ecuacién 3.60 garantiza que si N, < Npaq €l proceso puede admitir més elementos, su
evaluacién es a través de

N,
A= L1 .62
max{N , } (3.62)

max

El nimero de elementos actuales N, se obtiene al establecer la relacién entre la longitud
actual [, y la calculada [., por medio de

la
Nep=Y_ I (3.63)

La expresién anterior muestra que el valor de A estara siempre entre un valor de [0, 1], si
el valor es més cercano a cero indica que mas elementos va admitir la malla. El valor de
cero se obtiene al considerar que la cantidad N,,,, es tan grande que el denominador de
la fraccién de la expresion 3.62 se acerca a oo. Para este trabajo se plantea un numero
muy grande de elementos permitidos por lo que lambda tomard valores entre A = [0, 1] y se
mantendra constante para cada avance de tiempo. La estrategia programada aqui se enumera
a continuacion:

1. Se evalia el tamafo correcto del elemento a partir de las expresiones 3.61 y 3.60.

2. Con el tamano correcto de los elementos h,, se establecen los criterios que determinan
si un elemento debe ser refinado o no. Es decir, si he, < h. se debe refinar o si existen
nodos que deben ser removidos cuando he, > he.

3. La solucién de las variables concentracién ¢; debe ser interpolada a la nueva malla.
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Este proceso se debe repetir en cada solucién temporal de manera que la discretizacion
se acopla al comportamiento de la solucion especifica agrupando los nodos en zonas donde
se encuentra la funciéon de distribucion.

3.4. Implementacién

Hasta aqui se abordaron las bases necesarias para el desarrollo y solucién del mode-
lo dindmico del transporte axonal. A continuacién se planteard los aspectos y condiciones
establecidas para la programacion en el software Matlab.

» La dindmica del TA representada por las ecuaciones diferenciales parciales (2.28 -
2.33) son aproximadas y simuladas espacialmente por el sistema matricial dado por
la expresion 3.48 y su estado transitorio es construido a partir de un esquema general
determinado por el pardmetro k, ecuacion 3.58.

= Las condiciones iniciales del problema son planteadas considerando dos casos. En el
primero, las proteinas liberadas al axén se modelan por medio de una funcién de dis-
tribucion Normal dada por la expresiéon 2.26, y el segundo, su disposicion se representa
a través de la funcion de distribucion Gamma 2.27. Estas funciones son aplicadas en
¢o(z,0) con z = 50, teniendo en cuenta la configuracién del dominio €2, figura 3.1. Para
los demds estados se tiene que ¢.(z,0) = 0 considerando que luego de sintetizadas su
unico mecanismo de transporte es difusivo hasta que se logran acoplar a un motor
molecular y un MT, respectivamente.

= Debido a que los parametros del modelo han sido determinados en ordenes de 21077,
el tamano de la malla debe ser lo suficientemente pequeno para lograr capturar el
fenémeno y evitar inestabilidades numéricas. Establecer un tamano del elemento h
muy pequeno convierte al sistema computacionalmente pesado, provocando aumentos
en los tiempos de simulacion. Por lo tanto se construye un mallado adaptativo que es
aplicado en cada paso de tiempo de manera que la discretizacion adecuada se determina
en funcion del gradiente de la variable concentracion. Para este procedimiento se toma
como Ny = 6,31524mm y hypin = 0,002464 mm los valores de la ecuacion 3.61.

= Las magnitudes de los pardmetros son tomados a partir de datos experimentales. De
[32] 1a velocidad anterégrada u, = 0,51ums™! y velocidad retrograda u, = 0,51ums™!.
Para la difusion, la cual no fue originalmente incluida en algunos estudios propuestos, su
papel es observado en [53] tomando valores de 0,1um?/s, 1um?/s, 10um?/s, 100pum?/s
en tanto que en [57] las magnitudes variaban entre 0,04 — 0,4um?/s. Para este trabajo
se establece inicialmente un valor de 1um?/s, si se tiene en cuenta que es un punto
intermedio y que los datos de [57] fueron planteados para observaciones experimentales

especificas. Con respecto a los términos reactivos ; ; estos son basados en los utilizados
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1 1 -1

y V1,10 = Yo,00 = 42 —6s 7,
-1

por [49]: 712 = Y12 = 0,064 5~
Y1 =Yoo = 1,75e — 5s1

; Yeq = Yo = 0,140 87
;01 =Y = 2,75e =457y 10 = Y10 = 4,45 — 3
En esta investigacién se sugiere trabajar con las unidades mm/dfa lo cual permite la
manipulacién de niimeros con mayor precision.

= Los resultados obtenidos son comparados con los datos experimentales del transporte
axonal en el nervio cidtico de un ratén desarrollado por [6] donde observan perfiles
de concentracién de neurofilamentos y tubulin por seis semanas. Estos hallazgos son
usados por [49] para realizar una prueba del modelo para y avanza solucionado es-
tocasticamente.

= Basados en el punto anterior, la solucién numérica es planteada para un total de seis
semanas. El tamano de avance temporal debe garantizar que los resultados estén libres
de oscilaciones y que los tiempos de simulacion sean minimizados. Se inicié con un valor
At = 0,06s, sin embargo algunas perturbaciones se evidenciaron y fueron superadas
con un At = 0,02s

= Como post-procesamiento se obtienen gréaficas de concentraciones totales y por estados
para las dos funciones de distribuciones Normal y Gamma. Debido a que algunos
estudios han sido enfocados en observar el porcentaje de proteinas en los diferentes
estados, los datos que proporcionan informacion de permanencia de las proteinas son
obtenidos para su respectiva comparacion. Finalmente, para analizar la eficiencia del
mallado adaptativo, la cantidad de nodos utilizados para cada paso de tiempo durante
toda la simulacién son almacenados.

3.5. Resultados

A partir de los avances satisfactorios en la busqueda de identificar patrones caracteristi-
cos del TA [28] y como sus defectos contribuyen en las enfermedades neurodegenerativas
[7, 81, 82], se han surgido diferentes propuestas que intentan modelar matemdaticamente su
dindmica, por ejemplo la hipétesis para y avanza [33] y el modelo tire y afloje [58, 83]. Estos
modelos coinciden en un comportamiento asincrénico, intermitente y bidireccional mediados
por la iteracion: motores moleculares, cargos y microtiibulos. Para esta investigacion se tomé
como base la hipotesis 'para y avanza’ junto con el modelo sugerido que ha sido refinado en
diferentes investigaciones, el cual estd fundamentado en una representacién compartimental
mediadas por la ecuacion de transporte Difusion - Adveccion - Reaccion.

En esta seccién se presentan los resultados correspondientes a las concentraciones de las
proteinas en cada uno de los estados y la respectiva concentraciéon total al finalizar cada una
de las seis semanas al usar como condicién inicial la funciones de distribucién Gamma 2.27
y de distribuciéon Normal 2.26. Estas comparaciones permiten validar lo sugerido por otros
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autores al plantear que en el tiempo la distribucién alcanza el equilibrio sin importar la con-
dicién inicial establecida [71]. Las funciones de densidad que representan las concentraciones
totales se muestran junto con los resultados experimentales de [6] y estandarizados en [49]
logrando asi observar el comportamiento del modelo numérico del sistema 3.58. Las fraccio-
nes de proteinas de cada estado al finalizar cada una de las seis semanas de observacion son
obtenidas, estos resultados permiten cuantificar la cantidad de cargos que se encuentran en
las componentes anterégrada y retrograda y hacer la respectiva comparacion con estudios
publicados. Finalmente, la cantidad de nodos empleados para cada caso se analizara con el
fin de establecer un parametro de medicion con respecto a las duraciones de las simulaciones.
Lo anterior considerando que un aporte importante en relacion a estudios ya planteados es
proponer un modelo que represente el comportamiento de la dinamica del transporte axonal
con tiempos de simulacién minimos.

3.5.1. Concentracion de cada estado

Los resultados de las concentraciones por cada estado se muestran desde la figura 3.5
hasta la 3.10, cada imagen representa los estados del modelo compartimental presentado
en 2.8 para el final de cada una de las seis semanas. La abscisa representa la neurona, los
extremos corresponden a los reservorios (Soma y Dendritas) y en la parte central el Axén.
Toda funcion de densidad de probabilidad por definicién garantiza que su area bajo la curva
es igual a uno (= 1), por lo que la densidad de material liberada desde el soma, equivalente
al 100 %, es tomada como una fraccién maxima de 1.

La funcién de distribucion Normal tiene gran aceptacién en diversas areas de aplicacion,
para este estudio es considerada con el objetivo de obtener comparaciones con respecto a la
funcion gamma ya que mientras la primera es simétrica la segunda presenta caracteristicas
asimétricas al manipular sus parametros.

El esquema de avance temporal establecido para la solucién del modelo fue el método de
Euler hacia atrés, que al ser incondicionalmente estable, garantiza que no se presenten osci-
laciones artificiales debido al tamano del elemento o de paso temporal At. La configuracién
anterior fue planteada al considerar que durante las simulaciones se presentaron algunas per-
turbaciones en zonas de altos gradientes al utilizar un tamano de avance temporal At = 0,06
con k = 0,5 y se eliminaban al reducir el At, sin embargo esto incrementaba los tiempos
de simulacion. El cambio de esquema numéricamente implica una reduccion en el error de
truncamiento, no obstante esta modificaciéon no comprometié la solucion obtenida. Para ve-
rificar lo expuesto, en el anexo C se relacionan las mismas secuencias de imagenes usando el
método de Crank-Nicolson.
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a) concentracion de proteinas en cada estado - F. D. Normal b) concentracion de proteinas en cada estado - F. D. Gamma

0.12 0.12
Movil anterogrado Movil anterogrado
] + Inmovil anterogrado Inmovil anterogrado
| | Difusivo anterogrado Difusivo anterogrado
01 i Difusivo retrogrado 01- Difusivo retrogrado
i Inmovil retrogrado Inmovil retrogrado
] Movil retrogrado | Movil retrogrado
|
C 008 { C 008 i
Re} i p=] ; H
o H S I
s o i
=] H =)
£ 006 : c 0.06 i
o} i
o 5} |
c S i
Q 004 0.04 §
o ¥ o y
0.02 0.02 A «\
o A\ o J AN\
I
0 50 100 150 0 50 100 150

Axo6n (mm) Axo6n (mm)

Figura 3.5: Concentracion de proteinas por cada estado para la semana 1 usando como
condicién inicial la funcién a) Normal y b) Gamma.
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Figura 3.6: Concentracion de proteinas por cada estado para la semana 2 usando como
condicién inicial la funcién a) Normal y b) Gamma.
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Figura 3.7: Concentracion de proteinas por cada estado para la semana 3 usando como

condicién inicial la funcién a) Normal y b) Gamma.
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Figura 3.8: Concentracion de proteinas por cada estado para la semana 4 usando como

condicién inicial la funcién a) Normal y b) Gamma.
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Figura 3.9: Concentracion de proteinas por cada estado para la semana 5 usando como

condicién inicial la funcién a) Normal y b) Gamma.
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a) Fracciones de proteinas por estado b) Fracciones de proteinas por Componentes
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Figura 3.11: Fracciones de concentracion de proteinas para a) cada uno de los estados y b)
para las componentes anterégrada (azul) y retrégrada (roja).

Las fracciones de proteinas que se desplazan en las componentes anterdgrada y retrégra-
da ha sido analizadas y cuantificadas en diferentes estudios [6, 34], logrando determinar el
porcentaje de material que se encuentra en cada una. En la figura 3.11 se expone el com-
portamiento de las fracciones de material transportado por cada uno de los estados y las
componentes para la funcion de distribucion Gamma. Ademés, es posible demostrar que la
formulacién de la conservaciéon de masa se cumple al observar que para todo instante de
tiempo la sumatoria de las proteinas de cada estado es = 1, verificando asi una consisten-
cia en el modelo numérico. Las resultados correspondientes para la funcion de distribucion
Normal no son incluidos ya que presentan un comportamiento similar.

3.5.2. Concentracion Total de Proteinas

En investigaciones experimentales los datos que se registran corresponden a una fraccion
de proteinas que fueron inyectadas en un lugar especifico de la neurona [34, 38, 59] y con
base en la informacién recolectada se realizan andlisis estadisticos [75]. En los modelos ma-
tematicos se propone como alternativa, en lugar de representar a cada cargo, una funcién
de densidad que interprete a todo el material transportado por la neurona logrando asi una
mejor comprension sobre los patrones generales del desplazamiento en el TA [46]. La concen-
tracion total de los cargos etiquetados al finalizar cada semana son mostrados en las figuras
3.12 - 3.17, donde se evidencian las diferentes disposiciones caracteristicas de la funciones de
distribucion utilizadas en la medida que se propagan junto con los datos experimentales de
[6] con el objetivo de comparar el ajuste del modelo.

En el planteamiento inicial la discretizacién del dominio fue considerada con 3500 no-
dos, sin embargo el mallado adaptativo los minimizé en una primera etapa, en la cual se
generaba la condicién inicial eliminando elementos en zonas donde la funcién era cero (re-
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a) Cantidad de nodos - Funcién de distribucion Gamma b) Cantidad de nodos - Funcién de distrubucién Normal
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Figura 3.18: Cantidad de nodos en cada paso de tiempo At. Cada paso de tiempo corres-
ponde a At = 0,06. Todas las condiciones iniciales se configuraron de forma similar para los
dos casos.

servorios), logrando asi un enmallado hasta con 500 nodos. Al iniciar el avance temporal se
presentan refinamientos debido a la propagacion de la funcién hasta que finalmente se llega
aproximadamente a 1500, en la figura 3.18 se muestra esta tendencia.

3.6. Analisis de resultados

Los resultados anteriores fueron obtenidos implementado como condicién inicial dos fun-
ciones de distribucién muy utilizadas en diferentes areas, en especial la distribucion Gaus-
siana, las cuales representan la cantidad total de material liberado por el cuerpo neuronal
luego que se estos han sido sintetizados. De esta manera se presuponia que los cargos en
el soma experimentaban desplazamientos mediados por un fenémeno de difusién (el estado
correspondiente a ¢g en el modelo compartimental del la figura 2.3) hasta que logrard aco-
plarse al conjunto motor molecular - MT. Cada una de las figuras 3.5 - 3.10 comparan los
resultados al utilizar las funciones de distribucion Normal y Gamma, respectivamente, para
cada una de las seis semanas donde se puede identificar: 1. la forma de la funciéon en cada
intervalo de tiempo estudiado parecer tener el mismo comportamiento para los seis estados
planteados y 2. los picos de concentracion para 7, varian en las primeras dos semanas siendo
mas alto en la funcion gamma, sin embargo después de la tercera semana esta diferencia ya
no es notable. Para los demas los maximos eran aproximadamente iguales.

Las condiciones iniciales parecen no tener relevancia con respecto al perfil de concentra-
cién de las proteinas, sugiriendo, hasta aqui, que es una etapa que no debe centrar esfuerzos
al momento de establecer el modelo del TA, ya que finalmente termina llegando a un estado
de equilibro cuyo comportamiento se aproxima a una distribucién normal, coincidiendo con
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los resultados obtenidos en estudios como los que desarrollaron en [38, 84, 51]. El estado
de equilibrio indicado fue mencionado en [71] donde basados en un anédlisis similar para un
modelo de dos etapas sugieren que el modelo olvida las condiciones iniciales de forma pa-
recida a los sistemas termodinamicos. No obstante es importante resaltar que, aunque en
el tiempo alcanza un equilibrio aparentemente simétrico para cada uno de los estados y la
concentracién total (3.12 - 3.17), las observaciones de diferentes autores han demostrado
que la predisposicién de los datos presentan una asimetria por su naturaleza bidireccional,
asincrénica e intermitente, por ejemplo: en [4] la grafica azul de la figura 3 no logra ajus-
tarse correctamente precisamente por la uniformidad de la funcién, en [37] el transporte de
NF tienen una organizacién espacial irregular, en la solucién de modelos matematicos con
parametros experimentales los perfiles para cada concentracion muestran tendencias simila-
res [85]. La figura 3.12 representa la concentracion total de los materiales para la semana 1y
muestra una coincidencia con las publicaciones anteriores el evidenciar que la zona indicada
con color verde carece de un buen ajuste a pesar de que en la funcién Gamma sutilmente
es mejor. Si se considera que esta ultima funcién posibilita tener mayores alternativas para
ajustarse al controlar los pardmetros de forma y escala (6, ), entonces se deberfa tener en
cuenta una etapa en donde se estudie el efecto de éstos sobre la convergencia del modelo con
los resultados experimentales.

A partir de las figuras 3.5 - 3.10 se puede establecer que las concentraciones con mayores
fracciones corresponden a los estados que caracterizan las proteinas que estan desacopladas
en difusién g y 7o/, en tanto que la menor densidad la presentan los cargos con traslaciones
anterégradas y retrogradas durante cada una de las seis semanas. El estado difusivo ha si-
do considerado un aporte importante en el transporte de cargos tal y como lo plantean en
[17] donde indican que en alcances cortos e intermedios este es el mecanismo que permite
explicar algunos aspectos de la distribucion para el Tau, en tanto que en grandes distancias
la contribucion esta dada por el transporte activo de motores moleculares. Sobre la base del
planteamiento de Konzack en [17] y de la imagen 3.11a se puede evidenciar que efectivamen-
te los estados con mayores gradientes lo presentaron vy y 7o en los primeros tres dias, sin
embargo se esperaba una disminucién de estos aportes de forma tal que fueran los estados
moéviles y de pausa los que dominaran el transporte, una posible explicacién estd funda-
mentada al considerar que los términos reactivos 7; ; se mantienen constantes imponiendo
al sistema un estado de equilibrio, por lo tanto se supone un escenario donde lo parametros
7i; son dindmicos con el fin de garantizar los diferentes requerimientos en la neurona.

Investigaciones experimentales han permitido cuantificar los porcentajes de concentracién
de distintas proteinas para diferentes estados y direcciones de movimiento. En este estudio
la evaluaciéon cuantificada de las fracciones en movimiento y pausa se evalian a partir de la
figura 3.11a y se considera, para este ultimo, que los estados ¢1, ¢g, @1/ v ¢ son tomados
como cargos que no presentan desplazamiento. Los porcentajes de material con traslacion
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presentaron variaciones de 0 — 2% y en pausa oscilaron entre 100 — 98 %. Estos valores
pueden ser validados si se tiene en cuenta que los NF experimentan movimientos rapidos
e interrumpidos por periodos extensos de pausa que estan entre el 83 — 99% del tiempo
total del recorrido [34, 33]. Con respecto a las fracciones anterégradas y retrégradas sus
porcentajes variaron entre 100 — 82 % y 0 — 18 %, respectivamente, coincidiendo nuevamente
con lo expuesto en [32] donde exponen valores de 47 % y 53 %. Otras conclusiones de las
dindmicas en los diferentes estados indican que durante los movimientos bidireccionales de
los filamentos el 83 % se daba en la direccién anterégrada con tiempos de pausa de 73 % [34]
en tanto que en [35] evidencian que el 69 % presentan una direccién anterégrada, algunos de
ellos mostrando cambios momentaneos de direccién y en un 67 % del tiempo no presentaban
movimientos, sin embargo estos resultados estan subestimados debido a que el rastreo de
los elementos etiquetados por fuera de las zonas de observacion no son tenidos en cuenta.
Para las caracteristicas cinéticas de las mitocondrias se tiene que la fraccion que permanece
en pausa es de 40 — 75 % [86, 87], el 30 % presentan translacién direccional mientras que el
restante permanecian sin exhibir desplazamientos [88] con una predominancia de la compo-
nente anterégrada del 20 %. Aunque los resultados aqui se encuentran dentro de lo observado
en [32], es evidente a partir de 3.11a que la variacién de las densidades se presentaron en los
tres primeros dfas producto de las magnitudes de los términos reactivos 7; j, posteriormente
el sistema alcanzé el equilibro y los porcentajes se mantuvieron constantes, de esta forma el
comportamiento bidireccional caracteristico no logra ser modelado adecuadamente. Se debe
prestar atencién a la proporcién de material en difusién (92 %) después de los tres dias, ya
que a pesar de que este tiene aportes importantes en el TA, su papel tienen una mayor
relevancia en periodos cortos e intermedios [17, 57]. Las situaciones anteriores nuevamente
son la consecuencia de tener pardmetros ; ; constantes.

Las estrategias propuestas en los estudios experimentales estan en funcién de las variables y
proteinas que se desean examinar. Los parametros de mayor interés en el transporte axonal
estan categorizados en: velocidades, movilidad, estados de pausa y direcciones de desplaza-
miento. Cada uno de éstos han sido observados por medio de técnicas in-vitro durante varios
anos y sus datos han sido corroborados y cuestionados en si estos sistemas reproducen co-
rrectamente situaciones obtenidas recientemente mediante métodos in-vivo, ya que segin se
expresa en [28] se considera que los resultados de los primeros presentaban ruidos posiblemen-
te por las configuraciones establecidas, por los puntos temporales y espaciales de observacién
y/o la misma morfologia neuronal; cada uno de estos siendo superados con procedimientos
in-vivo. Un interesante desafié en el rastreo el TA involucra estudios en escalas temporo -
espaciales grandes. Los modelos mateméaticos propuestos han permitido extraer informacién
acerca de la dindmica del TA en escalas de tiempo grandes a partir de parametros cinéticos
encontrados experimentalmente, relacionando el desplazamiento de una poblacién con base
en el comportamiento que presentan en cada uno de los diferentes estados propuestos (ver
figura 2.8).
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Las figuras (3.12 - 3.17) representan el comportamiento de NF inyectados formando un
pulso caracteristico en su distribucion en la medida que se desplaza en el axén debido a
fenomenos advectivos y difusivos, permitiendo asi analizar atributos propios de la movilidad
a partir de los estados establecidos. Los instantes capturados corresponden al finalizar cada
una de las seis semanas simuladas y se comparan junto con las datos experimentales de [6]
y normalizados para la evaluacién de la solucion estocastica del modelo pare y avanza en
[49]. Con respecto a las semanas 1, 2 y 3 (Figuras 3.12, 3.13 y 3.14) se puede evidenciar
que el modelo tentativamente mostro indicios de reproducir los datos fielmente, las mejores
aproximaciones se presentaron en las semanas 1 y 3. Esta particularidad lleva a creer que
existi6é alguna condicion fisica en la semana 2 originando que la tendencia en la disposicién
temporal de los cargos se modificard [6], ya que si se considera que la funcién después de
4 dias experimenta un desplazamiento contintio dado que se ha alcanzado el equilibrio (ver
3.11) y los pardmetros se mantienen constantes, entonces los ajustes deberian tener un as-
pecto similar en esta semana si el TA se comportara de la misma forma. Esta situacion puede
ser explicado al tener en cuenta que los requerimientos energéticos en la neurona cambian y
para cumplir estas demandas es necesario tener la virtud de variar su cinematica. En tanto
que para las semanas 4, 5 y 6 (Figuras 3.15, 3.16 y 3.17)) la convergencia del modelo falla
totalmente mostrando que la funcién de distribucién continué avanzando, donde su valor
maximo se reducia con velocidad constante pero se ensancha debido a los efectos de difusion,
mientras que la tendencia de los datos indicaba una desaceleracién del TA. En contraste a
los resultados de [49] (Figura 6) se logra observar que las tinicas semanas que se intentan
ajustar son la 1 y 3, sin embargo es importante mencionar que los autores modifican las
velocidades al interactuar con los términos reactivos de tal manera que obtienen un ajuste
para las primeras tres semanas y realizan otra modificacién para las demés llegando asi a
concluir que los NF presentan una desaceleracion durante su recorrido logrando avanzar cer-
ca de 14 mm. Dado que para las simulaciones de esta investigacion todos los términos 7; ; se
mantuvieron constantes desde luego el comportamiento desacelerado no puede ser captura-
do, consiguiendo un desplazamiento de 31 mm, y no es posible realizar una comparacién de
la convergencia del modelo con lo expuesto en [6, 49].

La situacion anterior plantea un escenario donde el comportamiento del TA se ve afecta-
do por una variacién en las velocidades de transporte durante todo su recorrido. En un
principio el factor del envejecimiento fue atribuido a esta situacion, sin embargo un estudio
realizado en [89] se encontré que no existen diferencias significativas en los estados de pau-
sa y velocidad en endosomas durante el envejecimiento, no obstante es importante obtener
imégenes con otros cargos para determinar si esta condicion se presenta para materiales
especificos. Diferentes lineas han sido propuestas para entender el mecanismo por el cual se
presentan los cambios de velocidad, el mas aceptado hasta la fecha indica que a un mismo
cargo se acoplan simultaneamente los motores moleculares kinesina y dineina y estan coor-
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dinados por un complejo sistema que garantiza la activacién de un motor mientras desactiva
el otro [14, 90]. Se cree que esta dindmica estd fundamentada en las demandas energéticas
de la neurona. Por lo tanto, el cambio de velocidades sugerido en [49] y que se pueden ob-
servar en los resultados de las figuras 3.12 - 3.17 se explica al considerar que la cantidad de
NF se regula a partir de movimientos bidireccionales que controla los estados anterdgrado,
retrogrado y de pausa donde en momentos especificos la dineina predominé sobre éstos. Con
respecto al complejo mecanismo de iteracion de Motores moleculares - Microtubulo - Cargo
existe una relacion con acumulaciones encontradas en el axén en patologias de enfermeda-
des neurodegenerativas, lo cual podria ser una consecuencia de una alteracién en el sistema
que coordina los motores, resultando en una aglomeracién de proteinas en zonas espaciales
especificas produciendo embotellamientos. Esta situacién es la causa de inflamaciones obser-
vadas en los axones [91, 42| y ha sido un tema de interés por ejemplo en las enfermedades
de Alzheimer [70, 92] y del glaucoma [93, 94, 82].

Las diferencias con respecto al uso de las funciones de distribuciéon Normal y Gamma en
la condicién inicial ya fueron establecidas en relacién a los comportamientos por estado. Un
analisis de su influencia sobre la concentracion total se obtienen a partir de las figuras 3.12-
3.17. Cada imagen permite realizar una comparacion de las dos funciones para cada semana
y de sus principales diferencias, encontrando que: 1. el recorrido del pico para las dos fun-
ciones fue aproximadamente igual a 31mm, 2. el mayor desplazamiento lo expuso la funcién
Gamma en las primeras tres semanas, posteriormente la funcién Normal se acerco, presun-
tamente por alcanzar un equilibro como fue mencionado anteriormente y 3. al terminar la
primera semana la funcién Normal presentd mejores ajustes a los datos experimentales, sin
embargo la funcion Gamma tiene una aproximacién sutilmente mejor en la parte concava
(indicada por un circulo verde), dando a entender que el control de los pardmetros de la
funcién posiblemente permita corregir la convergencia.

Hasta aqui un andlisis biolégico con respecto a los datos fue realizado, sin embargo se cree
pertinente realizar una valoracién desde un punto de vista numérico al tener en cuenta que un
aporte importante es una propuesta computacional que solucione la formulaciéon matematica
que modela el TA bajo diferentes dinamicas, en escalas temporales grandes y cuyos reque-
rimientos se minimicen. En [57] plantean un esquema por elementos finitos para un modelo
de tres estados y simulan hasta 26 dias. Los tiempos de solucién de las seis semanas fueron
de 19 y 15 minutos para la funciones Gamma y Normal, respectivamente. Con respecto a la
discretizacion espacial, la cantidad de nodos presenté una caracteristica donde inicialmen-
te tomaba el valor configurado (3500) y luego tuvo una fuerte reduccién producto de una
primera etapa donde se construia la funcién de distribucion y se ajustaba la malla logrando
menos de 500 elementos en ambos casos. Posteriormente ocurrié un refinamiento en zonas
donde naturalmente la funcién que se iba propagando a lo largo del dominio €2 dejaba de ser
cero hasta llegar a un maximo de aproximadamente 1500 nodos. El comportamiento descrito
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es el resultado de la programacion del método FEM con un mallado adaptativo, donde las
variables que se manipulaban correspondian al tamano minimo y maximo del elemento y
al criterio de control de nodos A, los cuales fueron establecidos de manera tentativa, estos
hallazgos podrian ser mejorados al plantear una evaluacion donde se identifique la mag-
nitud correspondiente que permita reducir ain mas los tiempo de solucién. En tanto a la
discretizacion temporal, el sistema inicialmente fue configurado con el esquema de avance
Crank-Nikolson. Para esta situacion algunas perturbaciones numéricas debido al tamano de
avance temporal At = 0,06 se presentaron, en especial en las transiciones entre semanas. La
solucién se encontré al reducir At = 0,005, sin embargo los tiempos aumentaban en un 50 %.
Para superar esta dificultad sin afectar la duracién de las simulaciones, se plantea el esquema
implicito (Euler hacia atrds) con el cual se garantizé resultados libres de oscilaciones y los
ajustes no presentaron variaciones significantes.



Capitulo

Optimizacion y Analisis de sensibilidad

En el capitulo anterior, se solucioné numéricamente el modelo dindmico del TA por
el método de elementos finitos. Se propusieron dos casos de estudié y para cada uno se
analizaron: el comportamiento de las distribuciones para los estados establecidos y para la
concentracion total, las fracciones de las variables tanto para los estados como para las com-
ponentes y la cantidad de nodos al sugerirlos como un pardametro importante al momento
de evaluar los tiempos de simulacién al usar una técnica de mallado adaptativo. Aspectos
importantes que se encontraron hacifan referencia a la convergencia del modelo en algunos
instantes temporales con los datos de [6] y su directa relacién con los términos reactivos v; ;
del sistema que fueron asumidos como constantes. Lo anterior plantea un posible escenario
donde cada termino es modificado a partir de los requerimientos especificos de la neurona.
Con respecto a las condiciones iniciales establecidas, la funcién Gamma presenta la carac-
teristica de adaptar su forma por medio de una manipulacion de sus parametros, ecuacién
2.27, y posiblemente presente un mejor ajuste con los datos que se encuentran en las zonas
coéncavas hacia arriba.

Este capitulo esta dividido en dos partes principales. La primera parte se concentra en
plantear un proceso de optimizacion de los términos del sistema representado por la expre-
sién 3.48, debido a que en los estudios realizados en [4, 49] se evidencia que la convergencia
con los datos experimentales arrojan buenos resultados en la medida que los parametros del
modelo son ajustados. Zadeh en [57] analiza numéricamente el transporte axonal a partir de
un modelo de tres estados y sugiere un analisis de sensibilidad que permite identificar la im-
portancia de las variables sobre la fisica del TA, motivando asi una serie de recomendaciones
para investigaciones experimentales. Considerando lo anterior la segunda parte del capitulo
se enfoca en el planteamiento de un analisis de sensibilidad.
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4.1. Optimizacion

En esta seccién se realizard un proceso de optimizacién con el fin de encontrar: 1. el
tamano maximo y minimo de los elementos en los procesos de refinamiento de la malla que
resulten en la reducciéon de los tiempos de simulacién, 2. la magnitud de los pardametros del
modelo que permitan un ajuste adecuado con los datos experimentales y 3. la proporcién
de los términos 6 y o de la funciéon de distribucién Gamma que logren maximizar dicha
convergencia.

4.1.1. Algoritmo Nerlder-Mead

Es un método de busqueda directa sin restricciones basado en el algoritmo de Nerlder-
Mead el cual intenta minimizar una funcién con n variables reales. Los valores de referencia
se toman como puntos muéstrales y se utilizan para continuar el proceso. Este procedimiento
es muy usado ya que requiere de menos iteraciones que otras alternativas, haciéndolo atrac-
tivo en situaciones donde la funcion objetivo es computacionalmente costosa.

Nerlder-Mead es basado en un simplex de n dimensiones, en 2D es un triangulo y en 3D es
una piramide, diferenciandose por los vectores que se ubican en sus vértices y el cual se plan-
tea como su dominio de busqueda. En cada iteracion, dentro o cerca del simplex se genera
un punto donde la funcién objetivo es evaluada y comparada con los valores de referencia de
manera que uno de éstos es reemplazado, obteniendo asi un nuevo dominio. El procedimiento
anterior se repite hasta que su didmetro sea menor que la tolerancia especificada. Este algo-
ritmo se resume en cuatro etapas que ocurren durante las iteraciones: reflexion, expansion,
contraccién y reduccién [95]. En matlab es usado por medio fminsearch.

4.1.2. Algoritmo de patrén biisqueda generalizado

Es un algoritmo de patrén busqueda generalizado para la minimizacién, libre de gradien-
tes y sin restricciones. En este método se genera iterativamente una bisqueda basada en dos
etapas principales. En la primera se determina un conjunto de puntos finitos sobre un malla
con los cuales la funcién objetivo serd evaluada y se establece si se obtiene una solucién
optima. Si durante este proceso no se detecta un valor que minimice la funcion, la malla es
refinada al generar ntimeros vecinos alrededor de los actuales y se evalda si alguno conduce
a obtener un valor de funciéon més bajo, esto ultimo es considerado la segunda etapa y debe
ocurrir para declarar una iteracién fallida. Cuando se encuentra el valor, se plantea como
referencia y se continua con otra iteracién manteniendo o modificando los pardmetros de la
malla.

Un algoritmo basado en un patrén de bisqueda generalizado [96] debe contener: 1 una
iniciacién en la cual se establece un vector que contiene los valores de referencia x, de la
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funcion objetivo, adicionalmente se define la malla sobre la cual se plantea el conjunto de
puntos finitos de prueba, 2. se realiza la bisqueda del valor x; que minimiza la funcién y si
es el caso el refinamiento de malla por medio de las dos etapas descritas anteriormente y 3.
si con un valor se obtiene que f(xg) > f(xx), entonces se toma como referencia y se continua
con la siguiente iteracion. En Matlab es usado por medio patternsearch.

4.1.3. Optimizacion: Modelo del transporte axonal

Los resultados obtenidos en la solucion numérica del transporte axonal indicaron que la
funcién de distribucién tiene la capacidad de converger con los resultados experimentales,
sin embargo ocurren en instantes temporales diferentes y variaban en la medida que los
pardametros de los términos reactivos se modifican. Una estimacién importante se encontrd
al establecer que los términos reactivos no tenian que ser constantes para que la funcién
representara los resultados semana a semana. A partir de lo anterior y teniendo en cuenta
el comportamiento asincrénico, intermitente y bidireccional, se sugiere que los parametros
del modelo son dinamicos y no constantes como se asumieron en la solucién original. Este
sugerencia explica la parte bioldgica si se tiene presente que el TA axonal esta en funcion de
la demanda energética y condiciones de entorno de la neurona.

Por todo lo expuesto, la optimizacion de los términos reactivos, advectivos y difusivos que
permiten obtener una convergencia entre los resultados experimentales y computacionales
durante las seis semanas son estudiados en este capitulo; incluyendo, ademas, en el plantea-
miento para la primera semana los pardametros que permiten construir la funcién de distri-
bucién Gamma. Asimismo, con el objetivo reducir los tiempos de simulacién, se considera
previamente un analisis del tamafio de elementos adecuados durante el mallado adaptativo.

La convergencia de los resultados es medida por medio de una funcién objetivo que cuanti-
fica el error del ajuste de la curva entre los datos experimentales y el modelo computacional
como:

n

0= Z (657 = la)™)’ (4.1)

=1

com

¢ corresponden a los resultados

donde ¢;™ son los datos experimentales de (42) y ¢(x)
numéricos interpolados en las coordenadas especificas con x siendo los parametros del modelo
(74,5, va,vr, D). Con base a la Fig. 4.1 y a la Ec. 4.1 es evidente que el mejor ajuste de la

curva se presenta cuando § — 0.
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Figura 4.1: Representacion grafica de la funciéon objetivo planteada. La optimizacion tiene
como objetivo minimizar el error entre el modelo numérico y observaciones experimentales

4.1.4. Implementacién

La implementacién considerada para la optimizacién estd basada en un conjuntos de
etapas que tienen como objetivo simplificar computacionalmente el modelo y minimizar el
error planteado en 4.1 con respecto a los datos experimentales de [6]. Dos funciones disponi-
bles en el software Matlab, fminsearch y pattersearch, fueron inicialmente utilizadas y al
evidenciar que la busqueda realizada por cada una resultaba en una variaciéon caracteristica
de los parametros, entonces fueron incluidas en cada fase del proceso, logrando asi relacio-
narlas desde el aspecto fisico del TA. A continuacion se enumeran los puntos principales
implementados para la respectiva solucion.

= La primera etapa que se plantea tiene como proposito optimizar la cantidad de nodos
requeridos, los cuales estan directamente relacionados en el mallado adaptativo con
el tamano de los elementos h. En la programacién del modelo se contempla inicial-
mente la generacion de la funciéon de distribucion, la cual por conservacién de masa
deberd ser igual a uno (= 1) y constante dadas las caracteristicas de las distribucio-
nes de probabilidad, por lo tanto se tiene que determinar el tamano adecuado de h
que permita construir correctamente la condicién f(x(50),¢(0)) y a su vez minimice el
nimero inicial de nodos. La funcion objetivo sugerida es similar a la expresada en 4.1
donde el termino experimental es reemplazado por la funcion Gamma evaluada analiti-
camente. Los parametros objetivo son: cantidad inicial de nodos y tamano minimo y
maximo de elementos, con valores de referencia de 3500, 0,02464 mm y 6,3152mm,
respectivamente.

= Después de construir la condicién inicial garantizando el niimero minimo de nodos, es
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importante determinar el tamano 6ptimo de h con el cual se desarrollara el mallado
adaptativo durante la simulacién. Una segunda etapa es realizada para precisar que
limites Muae ¥V himin de la ecuacién 3.61 son los indicados para asegurar que la solucion
obtenida en el capitulo 3 no se vea afectada. Los valores de referencia son los del item 1.
Estas dos primeras etapas permiten establecer un modelo con tiempos computacionales
reducidos.

= Una secuencia de optimizaciones se plantean para determinar los valores de los parame-
tros del modelo del TA con los cuales la minimizacién del error de la ecuacién 4.1 re-
sulte aceptable. Los andlisis son basados en la modificacién del vector que contiene los
puntos iniciales de la bisqueda para cada algoritmo, estableciendo: 1. inicamente los
términos reactivos 7; ; v 2. todos los pardmetros difusivos , advectivos y reactivos del
modelo. Esta disposicion es realizada para cada semana, actualizando las condiciones
iniciales con los resultados que se van obteniendo. Para la primera semana, ademas de
las variables consideradas, se adicionan los términos a y 6 de la funcién de distribucion
Gamma 2.27.

= En el algoritmo pattersearch se deben indicar los limites con los cuales se restringe
la busqueda. Para el limite inferior se toma como cero teniendo en cuenta que no
pueden existir valores negativos, en tanto que para el superior se elige una magnitud
relativamente grande en comparacion a los valores tipicos, esto con el fin de ampliar
su campo de bisqueda (aunque esto aumente los tiempos de solucién).

= El post-procesamiento esta basado principalmente en la comparacion de los resultados
de los dos algoritmos usados con respecto a los del capitulo 3 para la concentracion total
de proteinas y porcentajes en las componentes anterégrada y retrograda. Con respecto
al mallado adaptativo y al impacto de las primeras optimizaciones descritas en los item
1y 2, se elaboran graficas comparativas que facilitan el analisis con relacién a los efectos
en la modificacién del tamano de los elementos. Finalmente se realiza un evaluacién
de las variaciones de las magnitudes de los parametros obtenidos con fminsearch y
pattersearch.

4.1.5. Resultados

Una construccién correcta de la funcién de distribucion es verificada por medio de la
integracion de la misma y asegurandose un resultado = 1. Para lo anterior una etapa del
cddigo implementado consta de evaluar y asignar al estado correspondiente la condicion ini-
cial. Durante éste proceso se obtiene la cantidad de nodos con los que se inicia la simulacién.
La primera optimizacién propuesta tiene como objetivo desarrollar la funciéon adecuada con
una discretizacion lo menos densa posible por medio de una evaluacién del tamano maximo
y minimo de los elementos de la ecuacién 3.61. Los resultados mostrados en la figura 4.2
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Figura 4.2: Resultado de la optimizacion de la cantidad de nodos y tamano minimo y
maximo de elementos que permiten formar la funciéon de distribucion. La imagen de la
izquierda corresponde a un caso propuesto donde se garantiza suavidad en su forma. La
imagen de la derecha corresponde a las condiciones originalmente planteadas en el problema.

Solucién hmaz | Pomin | Nodos Error Tiempo (min)
Sin optimizar | 5,082 | 0,051 1477 - 12
Optimizado | 3,832 | 0,0277 | 1094 | 8,292x107° 8

Tabla 4.1: Resultado de optimizar el tamafio maximo y minimo de los elementos.

reflejan como se logré formar la funcién atn cuando se presentan zonas de altos gradientes o
discontinuidades. Para validar los valores obtenidos, la forma de f(x(50),¢(0)) es modificada
y no se evidencia algun tipo de perturbacién (figura del lado izquierdo). En las configuracio-
nes establecidas en el capitulo 3 los parametros de la ecuacion 2.27 fueron a = 1,15y § =1
con lo cual se obtenia 621 nodos, luego de evaluar el tamano de los elementos se llega a 221
nodos.

Ahora se examina que restricciones en el tamano de los elementos en el mallado adaptativo
es requerido llegar a la misma solucion pero reduciendo la demanda de la cantidad de nodos,
como consecuencia los tiempo de simulacion inherentemente serdan mejorados. La tabla 4.1
contiene las comparaciones entre las configuraciones inicialmente planteadas y los resultados
de la respectiva optimizacién. La columna de los errores hace referencia a la convergencia
resultante cuando se modifica la malla. Los tiempos de soluciéon incluyen etapas de post-
procesamiento.

Hasta aqui el cédigo ha sido mejorado computacionalmente en términos de los tiempos de
solucion, permitiendo iniciar los procesos de optimizacién para la minimizacion de los errores
entre la solucion numérica y los datos experimentales. Las diferentes iteraciones planteadas
para los algoritmos fminsearch y pattersearch fueron discutidas en la seccién anterior.
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Pardmetros Sem.1 Sem. 2 Sem. 3 Sem. 4 Sem. 5 Sem.6
Reactivos | 6,732107° | 2,08210~* | 2,03210~* | 3,48210~* | 5,61210~* | 7,63210*
Todos 5,4621075 | 2,042107% | 2,282107% | 3,242107* | 5,78210~* | 6,91210~4

Tabla 4.2: Errores de ajuste para cada una de las semanas usando el algoritmo fminsearch.

Parametros Sem.1 Sem. 2 Sem. 3 Sem. 4 Sem. 5 Sem.6
Reactivos | 8,082107° | 2,512107* | 2,40210~* | 3,252107% | 5,70210~% | 7,22210~*
Todos — — — — — —

Tabla 4.3: Error de ajuste para cada una de las semanas el algoritmo patternsearch.

La funcién objetivo a minimizar es sugerida por la ecuacién 4.1 la cual proporciona el error
del ajuste de la curva. En las tablas 4.2 y 4.3 se presentan los resultados obtenidos semana
a semana. Los valores registrados por — indican que se demando tiempos de simulaciones
muy extensos (mayores a tres dias) y no se observaba un progreso en la magnitud en el error
del ajuste, por lo tanto se daba por terminada la simulacién.

A partir de la tabla 4.2 resulta evidente que incluir lo términos advectivos y difusivos en
los procesos de optimizacién no mejoran los ajustes de forma considerable. Los resultados
obtenidos, luego de las optimizaciones establecidas para los términos reactivos o;; y que
conllevaron a obtener los errores representados en las tablas 4.2 y 4.3, junto con las solucio-
nes del Capitulo 3 se muestran en las figuras 4.3-4.5. Esta comparacién permite apreciar la
manera de como se logr6 ajustar de forma adecuada el modelo a los datos experimentales.

a) concentracion de proteinas en cada estado - Semana 1 b) concentracion de proteinas en cada estado - Semana 2
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Figura 4.3: Comparacién de los resultados de los ajustes numéricos sin optimizar y optimi-
zadas para las funciones utilizadas con respecto a los datos experimenta a) para la semana
1 y b) para la semana 2.
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Figura 4.4: Comparacién de los resultados de los ajuste de las curvas numéricas sin optimizar

y optimizadas para las funciones utilizadas con respecto a los datos experimenta c) para la

semana 3 y d) para la semana 4.
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Figura 4.5: Comparacién de los resultados de los ajuste de las curvas numéricas sin optimizar

y optimizadas para las funciones utilizadas con respecto a los datos experimenta e) para la

semana 5 y f) para la semana 6.
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Parametros | Sem.1 Sem. 2 Sem. 3 Sem. 4 | Sem.5 | Sem.6
V2,1 13835,55 | 14002,26 | 5208,41 | 6335,89 | 3103,76 | 2914,66
71,2 2971,81 | 327828 | 3559,15 | 2142,10 | 7525,35 | 9330,69
Yo' 1 12713,51 | 11354,35 | 14355,70 | 15511,90 | 2856,69 | 2934,34
Y12 6060,61 | 6711,11 | 7264,35 | 8206,26 | 820,14 | 1214,72
Yo 21,05 22,92 923,24 18,43 2,40 3,02
Yo' 1 20,89 21,78 14,63 12,95 7,71 10,91
M1 0,39 0,37 0,66 0,54 0,12 0,08
Y171 1,61 1,37 0,90 1,09 2,96 2,23
71,0 366,72 377,86 348,51 395,27 798,01 | 918,41
Y10/ 509,25 466,83 547,24 611,65 0,04 0,03

Tabla 4.4: Variacién de los parametros ajustados semana a semana usando el algoritmo
fminsearch. * Las unidades de los valores estdn en dia™"

Las variabilidad de la magnitud de los parametros que permitieron minimizar el error de
la ecuacion 4.1 son mostrados en las tablas 4.4 y 4.5. Debido a que no fue posible obtener
resultados por patternsearch al incluir en el vector x los términos advectivos y difusivos,
no es posible realizar una comparacién y por lo tanto no se incluyen en los resultados.
Con respecto a las variables de la funcion de distribucion Gamma, en la primera semana
se obtienen magnitudes de v = 1,90, § = 2,11 y v = 1,79, 6 = 2,00 para fminsearch y
patternsearch, respectivamente.

a) Fracciones de proteinas por componentes (fminsearch) b) Fracciones de proteinas por Componentes (patternsearch)
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Figura 4.6: Fraccién de material en las componentes anterégrada y retrograda obtenidas
con a) la funcién fminsearch b) la funcién patternsearch.

Los porcentajes de las fracciones de proteinas en las componentes anterégrada y retrogra-
da son variables de interés en estudios experimentales [32] y son mostrados en la figura 4.6.
Después de evaluar las magnitudes de los términos reactivos que permiten ajustar el modelo
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Parametros | Sem.1 Sem. 2 Sem. 3 Sem. 4 Sem. 5 Sem.6
V2,1 24000,00 | 23872,00 | 15937,00 | 33888,00 | 14784,00 | 26784
V1,2 5498,60 | 5498,60 | 9592,60 | 7800,60 | 3704,60 | 4530,60
Yor 1/ 15084,00 | 14060,00 | 10220,00 | 18348,00 | 8108,00 | 3736,00
Y12 5723,60 | 7641,60 | 7673,72 | 7881,47 | 9609,47 | 1494547
V0.1 23,76 23,76 23,76 23,76 23,76 23,76
Yo 1/ 23,76 23,76 23,76 23,76 23,76 23,76
M1 0,36 0,36 0,36 0,36 0,36 0,11
Y11 1,51 1,51 1,51 1,51 1,51 1,57
71,0 388,48 388,48 388,48 388,48 388,48 408,48
Y10 400,48 400,48 400,48 400,48 402,47 398,47

Tabla 4.5: Variacién de los parametros ajustados semana a semana usando el algoritmo
patternsearch. Las unidades de los valores estdn en dia™".

numérico a los datos experimentales, es posible extraer la informacién necesaria que permita
comparar las diferentes caracteristicas que resultan de tener pardmetros que cambian en el
tiempo y de esta manera validar si se encuentran dentro de los porcentajes ya sugeridos.

Con respecto a las cuantificaciones de los porcentajes de los cargos que permanecen en algin

estado especifico durante el desplazamiento a lo largo de axoén los resultados obtenidos son
mostrados en la figura 4.7.

a) Fracciones de proteinas por estados (fminsearch) b) Fracciones de proteinas por estados (patternsearch)
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Figura 4.7: Fraccién de material en los diferentes estados obtenidas con a) la funcién fmin-
search b) la funcién patternsearch.

Finalmente, una aspecto importante durante esta investigacion se enfoca en el desarrollo
de un cédigo que permita modelar la dindmica del transporte axonal para diferentes ob-
servaciones experimentales con etapas de procesamiento simples y que estén directamente
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relacionadas con un consumo computacional bajo. La tendencia en el incremento de la den-
sidad de la malla debido a la propagacién de las proteinas fue controlado al determinar el
tamano méaximo y minimo del elemento en el mallado adaptativo. El comportamiento de
la cantidad de nodos utilizados para la discretizacién del dominio €2 durante la simulacién,
luego de realizar las respectivas optimizaciones, es mostrado en la figura 4.8.

a) Fracciones de proteinas por componentes (fminsearch) b) Fracciones de proteinas por Componentes (patternsearch)
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Figura 4.8: Comportamiento de la cantidad de nodos en la solucién del modelo del trans-
porte axonal usando al optimizar los parametros a) la funcién fminsearch b) la funcién
patternsearch.

4.1.6. Analisis de resultados

La cantidad de nodos y el tamano maximo y minimo de los elementos de referencia para
la primera optimizacion fueron planteados inicialmente de manera tentativa como 3000 para
la cantidad inicial, 0,0246 mm el tamano minimo y 6,315mm el maximo. Los resultados
indican que al sustituirlos por 3459, 0,0511mm y 5,082 mm se logra ajustar con respecto
a la funcién analitica en zonas de altos gradientes independientemente de los pardametros 6
y « usados para la funcién de densidad 2.27 (ver marcacién verde en la figura derecha de
4.2). La diferencia en los resultados radica en aumentar 459 la cantidad inicial de nodos y en
reducir la distancia del rango de buisqueda del tamano de elemento adecuado de 6,2904 mm a
5,0309 mm, con esto se logré conseguir que al comenzar la simulacién se pasara de 250 a 150,
figuras 3.18(izquierda) y 4.8. Esta situaciéon ademds de encontrar los valores que reduzcan la
densidad de malla, también permite reconocer que los resultados del capitulo 3, al no lograr
una construccion homogénea en zonas discontinuas, la fraccion total de proteinas fue > 1.

Las configuraciones planteadas en el Capitulo 3 demandaban tiempos de simulacion de
12man. La segunda optimizacién propuesta conduce a los resultados mostrados en la ta-
blas 4.1 lo cuales representaron una reduccién de 4 minutos con un error de 8,29210™° con
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respecto a la solucién mostrada en la figuras 3.12 - 3.17. El rango de restriccion del tamano
de elemento h., pas6 de 5,081 a 3,795 permitiendo asi una diferencia de 400 nodos al finali-
zar las seis semanas los cuales reflejan el tiempo mencionado. Mas adelante se discutiran los
efectos de estos escenarios sobre el modelo del TA.

Los resultados obtenidos y analizados en el capitulo 3 proporcionaron informacién a cer-
ca de la dinamica del TA y de como los términos reactivos pontencializan las caracteristicas
especificas del desplazamiento en el axén. Por lo tanto, se sugirié que las constantes de
reaccién no presentaban un caracter constante, y por el contrario, la iteracion entre sus fluc-
tuaciones permiten al modelo converger con los aspectos fisicos del fenémeno representados
por las observaciones experimentales. Con base en esta suposicion y en el estudio de [57] se
propone la optimizacién de los parametros, [v; ;, D, v], del sistema 2.28 - 2.33 que permiten
ajustar el modelo a los datos del estudio de [6]. La tabla 4.4 resume las magnitudes obtenidas
durante este proceso al usar el algoritmo fminsearch y respectivos errores de ajuste semana a
semana se muestran en 4.2. Para este caso particular es posible identificar que la magnitud es
mejor (Semanas 3 y 5), incluso si solo se consideran los términos reactivos, o son aproxima-
damente iguales (semanas 2, 4). Un escenario diferente se presenté con patternsearch, ya que
la respectiva solucién al incluir todos los pardmetros [7; j, D, v] demandaba mucho tiempo,
especificamente luego de 3 dias la simulacién se daba por terminada, por lo tanto no fue
posible obtener los errores correspondientes, tabla 4.3. Una comparacién con los resultados
de fminsearch (tabla 4.2) evidencian que las magnitudes § fueron todas aproximadamente
iguales, excepto para la semana 1. Es entonces posible pensar que el TA estd definido por las
transiciones entre estados y que los coeficientes de velocidades y difusién son dependientes
de este mecanismo.

Las comparaciones de la concentracion total de proteinas entre las soluciones del Capitulo
3, las optimizadas y los datos experimentales de [6] semana a semana son mostradas en las
figuras 4.3 - 4.5. Inicialmente se propusieron como condiciones iniciales f = (x,t) = f(50,0)
las funciones de distribuciéon Normal y Gamma, sus resultados, ver 3.17, indicaron que su
comportamiento se orientaba a un patréon simétrico y coincidian con los estudios [38, 84, 51].
En contraste a esta situacién en [4, 37, 85] la distribucién de los datos presentaba una asi-
metria por lo que la funcién Normal por sus caracteristicas no puede modelar en especial en
las zonas concavas hacia arriba. En consecuencia la distribucion Gamma tenia el potencial
de ajustarse al modificar los parametros que determinan la escala 6 y la forma «. La figura
4.3 (Izquierda) representa los efectos de modificar los valores obtenidos por fminsearch y
pattersearch de § = 1,90, a=2,11y 0§ =1,79, a = 2,00, respectivamente, donde se logra
evidenciar la forma en como el ajuste en dicha zona se corrige. Con respecto a las semanas
2, 3,4 y 5 la tendencia de los ajustes fueron similares entre los dos algoritmos, y mejores con
respecto a la referencia, presentando un buen comportamiento en la representacién de las
observaciones experimentales. Para la semana 6 (ver figura derecha de 4.5), la relacién entre
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sus errores 0 es de Ad = 0,41 y su disposicion cualitativamente es distinta incluso aunque el
error sea menor con respecto a los de las semanas 1 y 2. Esto implicaria que el modelamiento
matematico del transporte axonal esta en funcion de las variaciones entre las iteraciones de
los diferentes estados dinamicos planteados.

A partir de expuesto anteriormente, se podria decir que los algoritmos usados aparente-
mente proporcionan buenas alternativas para este tipo de estudio, sin embargo un aspecto
importante de analizar son las magnitudes de los parametros resumidas en las tablas 4.4
y 4.5 ya que muestran que las busquedas generadas por cada uno fueron diferentes. Para
fminsearch se tienen que los coeficientes de variacién (C.V) para cada término reactivo
son C.V,,, =67,21%, C.V,,, =60,25%, C.V,, , =56,73%, C.V,,,, =63,44%, C.V,,, =

1,2 2/ 1/ 1/,2/ 0,1
64,63%, C.Vy, , = 37,54%, C.\V,, , = 63,26%, C.V,,, = 45,72%, C.V,,, = 47,62%

1/

y C’.V%,yo, = 78,59 %. En tanto que para patternsearch se obtiene C.V,,, = 30,57 %,
CV, ., = 3590%, C.Vy, = 45,59 %, C.Vy,, = 35,92 %, C.Vy, = 0%, CVyy, = 0%,
C.V,, ,, = 32,06 %, C.V,,, =101 Y0, C.Vy 0 =2,08% y C.V,,, = 0,31 %. Estos C.V per-

miten identificar que parametro presenté la mayor variacion durante las seis semanas. Para
fminsearch las transiciones entre estados de pausa y difusivos anterégrados ;¢ exhibieron la
mayor dispersion, mientras que la menor variabilidad fue experimentaba por el término que
representa las proteinas que pasan retrogradamente desde un estado difusivo a uno acoplado
a un MT vy /. De manera general las magnitudes de los C.V en promedio es de aproxi-
madamente 62 % para la mayoria de los términos. Con patternsearch la situaciéon mostré un
patrén diferente ya que su busqueda se enfoco en algunos parametros particulares y lo demas
permanecieron sin grandes variaciones presentando valores de C.V que estan por debajo del
5%, donde la semana seis fue el instante en el cual se encontré el inico cambio. Para este
caso las modificaciones resultantes fueron en los términos que determinan los cambios entre
los estados de pausa a movimiento, lo cual posiblemente explica las caracteristicas intermi-
tentes del TA.

La variabilidad en los patrones de busquedas obtenidos reflejan el comportamiento del por-
centaje de las fracciones anterdgradas y retrogadas durante las seis semanas. A partir de los
coeficientes de variacién se planteo la suposicion que las caracteristicas resultantes generadas
en el proceso de minimizacién por patternsearch posiblemente proporcionan la informacion
sobre la dindmica intermitente del transporte axonal [33, 883, 97]. Ahora, a partir de la ima-
gen derecha de la figura 4.6, la cual representa el comportamiento de las fracciones en las dos
componentes, es evidente que el atributo bidireccional del TA no se logra modelar debido a
que se observa inicialmente una tendencia similar con respecto a los resultados del Capitulo
3 (figura 3.11b) en el cual en los primeros dias alcanzaba un equilibrio y posteriormente
permanecia constante. En esta situacién esa persistencia continio aproximadamente hasta
el dia 31 donde vario el porcentaje de fracciones. Este cambio coincide con los efectos de
modificar en esa semana los pardmetros que determinan los acoples a los MT y cambios de
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direccion. Con el algoritmo fminsearch al generar una variabilidad con mas términos reacti-
vos, y no solamente enfocado en algunos, logré representar el comportamiento bidireccional
[13, 14]. Esto se puede ver en la imagen izquierda de la figura 4.6 donde es posible evidenciar
las propiedades asincrénicas y bidireccionales, donde las proporciones no eran constantes,
especialmente entre las semana 3 y 4 la cual se considera un instante temporal de interés
al encontrarse la existencia de una desaceleracién [49] por factores que ain no son bien
entendidos. Es importante también mencionar que con respecto a las proporciones de con-
centraciones en los diferentes estados 4.7, se encuentra una similitud donde las proteinas en
estados difusivos conservan la mayor parte, seguido de las inméviles y méviles, respectiva-
mente, manteniendo la naturaleza discutida en el capitulo 3 (figura 3.11a). La consistencia
del modelo es adecuada al observar que durante todo el tiempo la fraccién méaxima de con-
centraciones fue = 1, verificando asi la ley de la conservacion de masa

En referencia a la estrategia implementada de la malla adaptativa después de encontrar
las restricciones éptimas para la evaluacion del tamano adecuado de los elementos 3.61, se
encuentra que la tendencia natural del incremento de nodos, debido a la propagacién de
la funcién de densidad, se controld el reducir la cantidad maxima de nodos requeridos pa-
ra la solucién libre de oscilaciones, ver figura 4.8. El punto inicial (aproximadamente 200
nodos) corresponde a los resultados de construir correctamente la funcién de onda inicial
en f(x(50),(0)), posteriormente se presenta un aumento casi lineal al usar los parametros
obtenidos en la tabla 4.1. Debido variabilidad caracteristica de los términos reactivos la
predisposicion en la cantidad de nodos es diferente llegando a un total de 750 nodos para
fminsearch y 800 para patternsearch con respecto a los 1500 que fueron requeridos en la solu-
ci6n del capitulo 3 (ver figura 3.18). Estos resultados indican una reduccién de alrededor del
50 % en la discretizacién espacial del dominio €. En consecuencia los tiempos de simulacién
se vieron afectados pasando de 12min a 6min incluyendo las etapas de post-procesamiento.

En general, las optimizaciones establecidas muestran que determinar un tamano éptimo
de los elementos permite la construccién de un cédigo computacionalmente manejable en
funcién de los tiempo de simulacion y hace posible que los procesos de optimizacion descri-
tos demanden tiempos de solucién 89h y 105,1h para fminsearch y patternsearch. De igual
manera el modelo numérico puede converger adecuadamente a los datos experimentales con
errores de ajuste § de ordenes de magnitud de 10~* por medio de la manipulacién tini-
camente de los pardmetros reactivos +; ; del sistema del TA. Sin embargo estos resultados
abren interrogantes sobre cual de éstos domina el TA ya que como se mostrd en la imagen
derecha de la figura 4.5, la distribucién espacial de la funciéon de densidad de proteinas puede
adquirir aspectos cualitativos diferentes o, del mismo modo, representar las caracteristicas
bidireccionales, intermitentes y asincrénicas al modificar especificamente algunos términos
7i.;- Este escenario fue expuesto en [4] al establecer la relacién de transicién entre cargos des-
acoplados a un estado mévil anterégrado, ug/u, y su evaluacién se hacia hasta alcanzar una
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convergencia con los datos experimentales de [6]; en tanto que en [49] plantean dos opciones
para el respectivo ajuste al considerar las variables que controlan el cambio de direcciéon y la
proporcion de proteinas que permanecen acoplados al MT, por tal razén surge la pregunta
., Qué parametros de transicion son los que denominan el transporte axonal?

4.2. Analisis de sensibilidad

Para caracterizar correctamente un modelo matematico que posibilite el estudio de ma-
nera aproximada de algin fenémeno en particular, es importante incorporar una etapa que
permita determinar experimentalmente las magnitudes de sus parametros. Una considera-
cion significativa en estos procesos es la evaluacion del impacto de cada uno de estos sobre
la correspondiente solucién. En los andlisis de sensibilidad se obtiene informacion acerca de
estos efectos y proporcionan una orientacién sobre su comportamiento, lo cual es ttil para
establecer las metodologias en trabajos posteriores. Este tipo de analisis es utilizado es di-
versas areas tales como en investigaciones relacionadas a las dinamicas de transmisiones de
enfermedades infeccionas [98, 99, 100, 101, 102], donde sus objetivos incluyen identificar la
influencia de las variables para asi lograr optimizar la estructura propuesta. en sistemas que
modelan ecosistemas especificos conocer sus respectivos procesos facilitan establecer estrate-
gias sobre el manejo de los recursos [103], en sistemas computacionales bioldgicos [104], en los
experimentos cinéticos bioquimicos donde reconocer la importancia de sus parametros lleva
a estructurar las practicas para adquirir respectivos datos [105] o en modelos de combustién
de metano [106].

Los resultados obtenidos en la secciéon anterior por los algoritmos usados para la optimiza-
cién del modelo numérico que representa la dindmica del TA abrieron una serie de preguntas
acerca de las variaciones de los términos reactivos ; j, su impacto sobre la forma de la fun-
cién de distribucion y su respectivo ajuste con los datos experimentales. Se mostré que los
parametros que determinan la permanencia en los estados entre pausa y movimiento posible-
mente representen el comportamiento intermitente, sin embargo no reproduce la naturaleza
bidireccional, mientras que al modificarlos todos la tendencia asincrénica aparece. Estas si-
tuaciones han sido expuestas implicitamente en [4, 49] donde asumen los valores conocidos
y los demas son estimados. Soluciones a partir de intervalos de confianza han sido plantea-
das en [75], incluso su manipulacién ha sido una estrategia para provocar simulaciones de
embotellamientos [70]. A partir de lo anterior se considera importante determinar si existen
variables especificas que dominen la dindmica del TA y si estas pueden ser medidas direc-
tamente en observaciones. Por tal razon se plantea un analisis de sensibilidad que permita
obtener informacién con respecto a la importancia de cada pardmetro v; ; y la influencia de
cada uno sobre la fisica del TA. Este capitulo comienza con el desarrollo matematico para
el analisis se sensibilidad local, también conocido como forward sensitivity, posteriormente
se aplicaran éstos conceptos para la formulacion y planteamiento en el caso de estudio del
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TA, donde inicialmente se parte de lo obtenido en el capitulo 3. En las subsecciones siguien-
tes la implementacion, los resultados y los correspondientes analisis seran discutidos. Como
consecuencia de estos estudios, se propone una optimizacién donde se incluya los nuevos
hallazgos con el fin de validar el modelo y proponer alternativas que permitan analizar la
dindmica del transporte axonal al manipular, desde un punto de vista tanto experimental
como computacional, la menor cantidad de variables y de esta manera logrando simplificarlo
con respecto a los que han sido planteados hasta la fecha.

4.2.1. Analisis de sensibilidad - Técnica de sensibilidad Local

Un andlisis de sensibilidad investiga la dependencia de la solucién de un modelo con
variables de estado ¢ sobre un parametro especifico p. Para este estudio se utiliza el método
de analisis de sensibilidad local, también conocido como: Forward Sensitivity, el cual se puede
plantear al considerar de manera general una ecuacion diferencial de la forma

dop
dt

donde p es el vector de parametros del modelo. Si se establece una nueva variable que

F(t,¢,p) (4.2)

represente el efecto de cambiar p sobre la soluciéon de la variable de estado ¢, entonces se
tiene que la sensibilidad del modelo con respecto a un parametro dado es:

_d¢

S =
dp

(4.3)

Ahora, la tasa de cambio de S da informacion sobre su evolucién en el tiempo y se puede
evaluar al derivar en ambos lados de la ecuacién 4.3, de manera tal que se obtiene:

05 00

— = ——. 4.4
at Ot odp (44)
A partir del Teorema de Clairaut [61] la expresién anterior se puede plantear como
os 00
— = ——d) (4.5)
ot Op ot
y al reemplazar la expresién 4.2 en 4.5 se encuentra que la tasa de cambio de S es
oS  OF
- 4.6
ot dp (4.6)

Para el término del lado derecho de la ecuacién 4.6, F' es una funcién que depende de ¢, t y
P, por lo tanto al aplicar la regla de la cadena se puede expresar por medio de
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OF 9F0¢ OF Ot OF dp

— =+ = — 4.7
ot 0p0p  otop  opop (4.7)
Al considerar que ¢t no es una funcién de p, que g—‘ﬁ =S5y que %—f = %—f se llega a
oS  OF oF
— =—5+—=— (4.8)

ot 0¢ dp
la cual resulta en una expresion que evalia la evolucién temporal de la sensibilidad de
un parametro p con respecto a la solucién de ¢. A la primera derivada del lado derecho se
le conoce como el Jacobiano de la funcién J. La expresién 4.8 escrita en notacién vectorial
resulta en

S=JS+F (4.9)

Tomando como condicién inicial S = 0 en ¢t = 0. El primer y segundo término miden los
efectos indirectos y directos, respectivamente, del sistema sobre la solucion de la sensibilidad.
Al final, cuando se exprese 4.9 se obtendra un sistema de ecuaciones de derivadas temporales
que se pueden acoplar al modelo matematico y con algiin método numérico obtener su
solucién. Algunos algoritmos propuestos pueden ser revisados en [107].

4.2.2. Caso de estudio: Transporte axonal

En relacion a los resultados mostrados en las figuras 4.3 - 4.5, el ajuste de la funcion
sobre los datos experimentales exhibieron una particularidad importante al encontrar que
tnicamente con los términos 7; ; la minimizacién de funcién objetivo era mejor o similar que
al incluir las componentes difusivas y advectivas. Lo que finalmente llevo a sugerir que la
dinamica del TA puede ser caracterizada a partir de los pardmetros que modelan las transi-
ciones entre los diferentes estados. Por esta razén el andlisis de sensibilidad para el modelo
del TA representado por las ecuaciones 2.28 - 2.33 es propuesto para los 10 pardmetros v; ;
con el objetivo de identificar cuales son lo que tienen una mayor influencia sobre la distri-
bucién espacial de la concentracion de las proteinas ¢.. Los anterior ayudara a entender los
mecanismos que dominan el TA y por lo tanto facilitar procesos: 1. desde un punto de vista
experimental, ya que las metodologias para los estudios pueden ser enfocadas en transiciones
especificas y 2. computacionalmente, en razén de que hasta aqui se ha demostrado que el
modelo propuesto puede ajustarse de manera correcta a los datos después de una etapa de
optimizacién y asi mismo lograr simular periodos de tiempo de estudio mas extensos, por
ejemplo 6 semanas en un total de 6 minutos aproximadamente. No obstante, las etapas de
optimizacién demandan un porcentaje considerable en la investigacion debido a la cantidad
de variables tenidas en cuenta en el espectro de bisqueda para la minimizacion de la funcién
objetivo d. Por lo que los tiempos para ajustar el modelo a un conjunto de datos especificos
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se reducira naturalmente al disminuir sus parametros.

La construccién de un sistema de ecuaciones de derivadas temporales de la forma expre-
sada en 4.9 que evaltien la sensibilidad de un pardmetro v; ; con respecto a los perfiles de
concentracion de las proteinas se plantea de la siguiente manera

oSm OF,
— —gem .y " 4.10
,] + 87273 ( )

ot

donde el subindice y superindice de la variable S indican el termino reactivo v; ; de interés
y la ecuacion de estado ¢, respectivamente. El Jacobiano J se evalia como

OFy  0Fy OF, OF, 0F  OF
O 01 O¢o 0y Opqr Opqr
O 01 O¢o 0y O Opqr
OF OFy OFy OFy OFy OFy Okp
J _ m.o 02 Op1 O¢o 8(250/ 8¢>1/ o1 4 11

= Oo, | Yu oy Oy Oky Oky ort | - (4.11)

m Opa  Op1  O¢o  Opy Oy Opys

oF, OF, 9F, OF, 0F, 0F,
O 0p1 Opo  Opy  Opyr  Opor
OF, OFy, OFy 0Fy OFy 0Fy
a¢2 8¢1 8¢0 8¢0/ 8¢1/ 8¢2/

El desarrollo para el andlisis de sensibilidad inicialmente fue considerado a partir de una
ecuacion diferencial ordinaria como la de 4.2. Para esta situacién, el sistema utilizado es
el que representa el TA por las ecuaciones 2.28 - 2.33 y que fue resuelto numéricamente a
partir del método de los elementos finitos para un elemento del dominio €2 en el capitulo 3,
obteniendo a un sistema de ecuaciones escritas de manera compacta por

Co] |6°] = (K] 9 (4.12)

donde la matriz capacitiva [C] y de rigidez [K] elemental estan dadas por medio de las
expresiones 3.45 y 3.46, respectivamente. Esta solucion fue acoplada con el fin de representar
la solucién para todo el dominio del axén. Para la formulacién del problema de anélisis de
sensibilidad se considera el mismo dominio presentado en la figura 3.4, lo cual implica que la
ecuacion 4.10 debe ser planteada para cada elemento, llegando asi a un sistema de ecuaciones
elementales que deberan ser acopladas de manera similar.

A continuacién se construye el conjunto de ecuaciones que determina la sensibilidad de
un parametro especifico para un elemento y debido a que la formulacién para los demas es
realizada siguiendo la misma idea, inicamente se mostraran sus respectivos resultados. La
sensibilidad del parametro v, sobre el modelo del TA se expresa de forma general como:
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OF» OFs OFs OF5 OFs OF» OFy
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El vector de efectos directos % se calcula con el lado derecho de la ecuacién 4.12.

4,7

Es claro que por cada parametro se obtiene tantas ecuaciones como variables de estado,
por lo que al final el planteamiento de las sensibilidades de ; ; resultard en 60 expresiones
adicionales, mas las correspondientes a las del modelo numérico del TA, para un total de
66 ecuaciones por cada elemento. Para evaluar el Jacobiano se tiene en cuenta todo el lado
derecho del sistema de las ecuaciones (3.32 - 3.37), es decir:

~ (ualA] + 1[0 [0a] + 254 [C) 04

230 (o] — BB [C] [¢n] + 222[C] (o] + 2522 [C) [1]

1O ] — (22[D] + ZL[CY) o] + %2 [C] [0
(4.14)

©IR1C] [go] — (22[D] + Z1[CY) [po] + 22 [C] [61]

O] (6] + 252 (O] (0] — ZE[C] [fn] + 222 (C) (6]

(O] ov] + (u[A] - 257(C)) (0]

Al derivar cada una de las expresiones anteriores con respecto a las variables de estado se
obtiene la siguiente matriz Jacobiana

(] ma[C] [0] [0] [0] [0]

’72,1[0] ~%, [ C] 70,1[0] [0] 71/,1[0] [0]

_ (0] 721[C] (] Yoo C] [0] [0]
TI=1 101 0] wele]l 0e) wele]l fo] | @)

[0] Y [C] [0] Yo' 1 [C] (%4] Yor 1/ [C]

[0] [0] [0] [0] qu2[C] EA

Las variables o, o, ofs, oy, %1, %o, X3y X3 estan expresadas en el capitulo 3. Es evidente
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que el Jacobiano es la misma matriz de rigidez y serd igual para cada ; ;. Para obtener el
vector de efectos directos se deriva cada una de las ecuaciones 4.14 con respecto ;. Al
reemplazar resultados anteriores en 4.13 se llega a

n

= [C] [¢2]
[C][¢2]

¢
% (4.16)
]
]

N

—
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El procedimiento anterior se debe realizar para cada uno de los pardmetros v; ; y finalmente
obtener un sistema de ecuaciones que representan las sensibilidades de los términos reactivos
sobre la dindmica del transporte axonal. Cada conjunto de ecuaciones se ensambla en una
matriz que tendra un tamano de 1222122 junto con un vector que contiene las soluciones de
¢ y de las sensibilidades S}, en el Anexo D se registran las respectivas soluciones. Una
alternativa para escribir de forma representativa estos resultado es de la siguiente manera:

[Si5] = ] [S5] + [Fi], (4.17)

Donde 4, 7 indican los subindices de cada término reactivo y F;; corresponde al vector de
efectos directos de la ecuaciones (4.16, D.1-D.5). El sistema de ecuaciones, escrita en forma
representativa por la ecuacién 4.17, representa la influencia de cada parametro sobre cada
uno de los estados del modelo para un elemento del dominio €2 del axén. Estas expresiones
junto con las del modelo se agrupan logrando asi construir una matriz elemental.

4.2.3. Implementaciéon

El cédigo desarrollado para solucionar el analisis de sensibilidad fue construido en el
software Matlab y se tienen en cuenta las siguientes configuraciones

= Se mantienen los resultados obtenidos con relacién al ajuste del mallado adaptativo
con el objetivo de optimizar el codigo desarrollado.

» La condicién inicial f(x(50),%(0)) es la funcién de distribucién Gamma con los valores
de los pardametros 6 y v obtenidos en la respectiva optimizacion.

» Para cada paso de tiempo que solucione el cédigo se obtendra la solucion de las con-
centraciones y la respectiva sensibilidad de los parametros para cada uno de los nodos.
Por lo tanto, en cada avance temporal, se establece como magnitud de referencia para
todo el dominio el valor maximo absoluto para cada una de las sensibilidades.
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Pe-

4.2.4. Resultados

La grafica 4.9, 4.9 y 4.11 muestran la influencia de cada uno de los términos reactivos

con respecto a la componente anterégrada del transportes axonal.

En el post-procesamiento se toman como puntos de referencia los tiempos 0, 7, 21, 35
dias para las respectivas comparaciones. Se obtienen graficas donde se muestra la in-
fluencia de cada uno de los 10 pardmetros o; ; con respecto a un cada estado especifico
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Figura 4.9: Resultados del analisis de sensibilidad del estado movil anterégrado ¢, con
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Figura 4.11: Resultados del andlisis de sensibilidad del estado mévil anterégrado ¢y con
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Figura 4.12: Resultados del andlisis de sensibilidad del estado mévil anterégrado ¢ con
respecto a cada uno de los términos reactivos ; ;.
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Figura 4.13: Resultados del andlisis de sensibilidad del estado mévil anterégrado ¢y con
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Figura 4.14: Resultados del andlisis de sensibilidad del estado mévil anterégrado ¢o con
respecto a cada uno de los términos reactivos ; ;.

En tanto que el impacto de cada termino 7; ; con respecto a ¢y, @1/, y ¢ esta representado
en las figuras 4.12, 4.13 y 4.14.

4.2.5. Analisis de resultados

En general, sensibilidades negativas indican que el parametro aporta a una disminucion
de la concentracion de proteinas y de manera inversa, si es positiva resulta en una contri-
bucién a su respectivo incremento. Para el estado mévil anterdgrado ¢, (figura 4.9) en el
tiempo ¢ = 0 se observa que 7y, tienen la mayor influencia, seguramente porque es donde
inicia el transporte del material que se sintetiza en el soma, en tanto que 7;1- con su presen-
cia garantiza la posibilidad de un comportamiento bidireccional. Esta situacién lleva a un
balance que logra mantener la proporcién de la cantidad de cargos que presentan movilidad.
Una tendencia similar se presenté para el estado inmévil ¢y (figura 4.10), esta disposicién es
debido a que ¢; es una transicién entre cargos que se desplazan o se difunden, por lo tanto
es razonable que vy ¥y 71,1 incidan con la misma tendencia aunque la magnitud es mayor
para ¢;. La condicion inicial se planteada al considerar que el material se transportaba ini-
cialmente por difusién ¢g (4.11), para este caso tanto o1 vy 71,1- fueron negativos, lo cual
resulta evidente ya que la naturaleza del fenémeno implica una traslacion a través de los
MT y motores moleculares. Las condiciones mencionadas provocan un flujo de cargos hacia
la componente anterégrada. Con respecto a ¢o (ver 4.12), ¢y (ver 4.13) y ¢o (ver 4.14) se
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encontré que 7 ;7 impacto de manera positiva a las tres, lo cual demuestra el acople de mo-
tores Dineina y por lo tanto produce un trafico de una fraccién de proteinas a la componente
anterégrada.

El comportamiento presentado en el tiempo ¢ = 0 conduce a una distribucién de los cargos
entre los diferentes estados planteados hasta alcanzar un punto de equilibrio. Para la solu-
cion del analisis de sensibilidad los términos reactivos cambiaban cada semana de acuerdo
a los resultados obtenidos en la optimizacién, por lo tanto se esperaba en el inicio de cada
semana que diferentes pardmetros «; ; exhibieran impactos sobre la distribucién. No obstan-
te se encontré que ;1 siempre mantuvo valores altos de sensibilidad sobre el modelo, 7,
dejo de ser importante y v1/; tomé mayor relevancia. Este iltimo determina la frecuencia
con la que las proteinas cambian de direccién retrograda a anterograda, posiblemente con el
objetivo de estabilizar la circulacion de material, ya que un un principio siempre mantuvo
una direccién de flujo con v, 3. Otra caracteristica obtenida muestra que los gradiente més
grandes de 711 y 71,1 se encuentran en los extremos y el pico de la funcién de densidad
siempre fueron opuestos, permitiendo sugerir que éstos dos parametros son los que controlan
la forma de la distribucion de material proteinico a lo largo del axén por medio un meca-
nismo que domina la circulacion entre componentes induciendo a una dinamica bidireccional.

Los resultados muestran claramente que existe una influencia dominante de los parametros
reactivos que determinan la direcciéon de desplazamiento de un cargo, permitiendo sugerir que
la naturaleza bidireccional de la dindmica del transporte axonal, observada en [34, 108, 109],
puede ser modelada matematicamente tnicamente por la manipulaciéon estos términos. Es-
tudios como los de [7] han expuesto la importancia de este movimiento particular en los
aspectos biolégicos, por ejemplo: la supervivencia de la neurona. El mecanismo por el cual el
comportamiento bidireccional se presenta ha sido planteado y modelado por diferentes auto-
res [83, 32, 22|. El cargo se une en cualquier momento a uno o varios motores moleculares, los
cuales a su vez se pueden acoplar a un Microtibulo y por medio de hidrolisis de ATP ocurre
la traslacién cuya direccion estara definida por la predominancia en la cantidad de un motor
especifico. Un estado de pausa implicara que se tiene unido a la proteina la misma cantidad
de Kinesina y Dineina y el cambio de su inercia sera producto de un desbalance donde podra
revertir o seguir su movimiento segun la relacién de motores resultantes [13]. Esta compleja
iteracién es controlada por medio de un mecanismo establecido por la Dinactina [90, 110]
presuntamente mediada de acuerdo a las demandas energéticas de la neurona.

La sinergia entre motores moleculares, Microtubulos, Proteinas y adaptadores de tipo scaffold
resulta en un transporte axonal caracteristico donde los parametros de velocidad, frecuencias
de pausa - movilidad y direcciones de desplazamiento son de especial interés en observaciones
experimentales y con los cuales se puede llegar a modelar correctamente su dinamica. A la
fecha existen indicios en los que se puede evidenciar que algunos ambientes establecidos en
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experimentos n-vitro presentan dificultades al momento de reflejar fielmente las caracteristi-
cas que se obtienen con técnicas in-vivo [28]. Lo anterior indica que las diferencias en las
magnitudes de las tasas de velocidad y frecuencias de pausa son directamente contribuidas a
limitaciones tecnoldgicas en las técnicas empleadas. Los resultados obtenidos aqui permiten
sugerir que se deben establecer estrategias que centren en la evaluacién de las frecuencias de
cambios de direccion de los organulos etiquetados.

La importancia de lo obtenido a partir del analisis de sensibilidad se contrasta con los
escenarios experimentales donde se realizan esfuerzos con el objetivo se identificar los patro-
nes de movilidad de los diferentes materiales transportados [28, 59]. Inicialmente se pensaba
que la direccion de movimiento dependia de algin cargo especifico y no ha sido sino en las
ultimas décadas que se han observado, lo que en un principio se considero unidireccional, un
desplazamiento con una naturaleza bidireccional donde existe una direccion de preferencia.
Este escenario contradictorio es debido a que en las observaciones experimentales se captura
una imagen por cada segundo lo cual podria implicar que cambios en las orientaciones de
traslacion puedan no ser registrados y conduzcan a conclusiones en las cuales se indique la
unidireccionalidad del desplazamiento, una posible solucién es aumentar la resolucion tem-
poral, lo cual limita la capacidad de observacién espacial. Esta situacion ha sido clarificada
con los avances tecnoldgicos que han permitido mejorar las estrategias de observacion lle-
vando a elucidar los aspectos direccionales del TA.

Los avances en las técnicas experimentales han permitido generalizar el movimiento bidirec-
cional de materiales transportados como un mecanismo esencial para suplir sus respectivas
funciones. Por ejemplo la proteina TDP-43 que regula la transcripcién, el acoplamiento y
la estabilidad de la molécula de acido ribonucleico RNA y que se ha evidenciado un papel
importante en la patologia de Parkinson [39]; en [97] revelaron un movimiento intermiten-
te, dependiente de MT y sometido a traslaciones bidireccionales. Las demandas energéticas
requeridas en la neurona son suministradas por las mitocondrias para lo cual se requiere de
una coordinacién en su traslacion que les permitan llegar a diferentes ubicaciones, para esto
la capacidad de modificar su sentido de desplazamiento en fundamental [108, 48, 111]. El
transporte de vesiculas de nucleo denso por la componente rapida del TA es crucial para
labores pre-sindpticas y mantenimiento de la neurona, en [112] demuestran que la proteina
Rab2, las cuales regulan el trafico de vesiculas, también controlan su bidireccionalidad de
diferentes maneras.

En general, se tiene la evidencia que permite validar los resultados obtenidos en el analisis
de sensibilidad al demostrar que la dindmica del TA es dominada por un caracter bidirec-
cional y el cual matematicamente puede ser modelado mediante los términos reactivos de
determinan la frecuencia con la que el material transportado cambia de la componente an-
terograda a retrégrada y viceversa. Desde una perspectiva bioldgica [59] estos hallazgos se
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pueden explicar al considerar que todo el material sintetizado en el soma tiene funciones
entre la cuales se encuentran el crecimiento, demandas energéticas y mantenimiento de la
misma estructura neuronal, por lo que un cargo especifico debe estar en la capacidad de des-
plazarse en cualquier direccién de modo asincrénico segin los requerimientos, conllevando a
un trafico éptimo, diferente de un posible escenario donde solamente se puede desplazar de
manera unidireccional. Las tasas promedio de velocidad registradas en los estudios mencio-
nados pueden ser el resultado de la coordinacion del mecanismo que controla el balance de
motores moleculares donde el movimiento intermitente expuesto en [33] viene de la accién
de revertir la traslacion a través de la secuencia predominancia de la Kinesina - Pausa -
Predominancia de la Dineina o, en sentido contrario predominancia de la Dineina - Pausa -
Predominancia de la Kinesina. Debido al amplio conglomerado de proteinas que se distribuye
en el axén cada una con funciones especificas, se tienen la situacion en la cual la densidad en
algin punto sobre un MT sea muy grande, por lo que invertir su direcciéon termina siendo lo
mas apropiado para descongestionar estas zonas al acoplarse a un MT cercano. En este sen-
tido un defecto en lo coordinacion bidireccional puede explicar las inflamaciones observadas
en enfermedades neurodegenerativas. Por ultimo las distribuciones especificas de diferentes
cargos se pueden plantear por medio de una configuracién polarizada que no podria lograrse
sin un desplazamiento de estas caracteristicas.

4.3. Caso de estudio II: Ajuste computacional del trans-
porte axonal

Uno de los principales problemas que se enfrentaron durante la solucién numérica y su
respectiva optimizacién para el ajuste de los datos experimentales se centraba en los tiempos
que demandan cada una de estas etapas, aunque el objetivo de representar las observaciones
experimentales se cumplié de manera correcta. En el planteamiento inicial las seis semanas
de simulacién eran resueltas en un tiempo de 15 min y el ajuste numérico - experimental
después de la semana 3 fallaba totalmente (Capitulo 3). Posteriormente, luego de un proceso
de optimizacion con el cual se buscaba minimizar el error 4.1 (Capitulo 4.1) y consolidar un
cédigo 6ptimo de elementos finitos para el TA, se logré ajustar correctamente la distribucién
espacial de las proteinas con respecto a los resultados experimentales [6] tomando un tiempo
de simulacién ahora de 5 min. Todas las etapas demandaron esfuerzos de 3 a 4 semanas de
simulaciones de manera consecutiva. El andlisis de sensibilidad desarrollado en la seccion
anterior demostré que los parametros que mayor influencia presentan sobre el modelo del
TA corresponden a los términos que determinan la frecuencia con la que los cargos cambian
su direccién de desplazamiento, considerandolo un aporte relevante en razon de que multi-
ples articulos han expuesto al movimiento bidireccional como un mecanismo de transporte
determinante para suplir los requerimientos energéticos de la neurona.
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Con base en los hallazgos obtenidos en el analisis de sensibilidad se propone nuevamente
un estudio que permita validar estos resultados por medio de una optimizaciéon que con-
sidere las variables del modelo dado por las ecuaciones 2.28-2.33: v1.1/, V171, Yo'0, Vo0 Y

Yo,1-

4.3.1. Implementaciéon

La validacion de los resultados del analisis de sensibilidad se realiza por medio de una
optimizacién del modelo numérico del transporte axonal manteniendo algunos aspectos ge-
nerales considerados en los capitulos anteriores tales como:

= fminsearch es algoritmo de bisqueda para la minimizacién de la funcion 4.1 elegido al
considerar que los coeficientes de variacion obtenidos demuestran que la mayoria de los
términos reactivos fueron manipulados, contrario a lo que present con patternsearch.
Adicionalmente fue el que requirié menos tiempo de solucion.

= La magnitud de los pardametros de 6 y « de la ecuacién 2.27 para la condicién inicial
f(50,0) y del tamano maximo y minimo de los elementos para los criterios de la
expresion 3.61 son establecidos con base en los resultados obtenidos por fminsearch y
que son mostrados en la tabla 4.1.

» Para los estudios planteados en las secciones anteriores se sigue la idea de [33] y los
términos reactivos que representan los cambios entre las componentes anterograda y
retrograda se tomaron iguales sin tener en cuenta si estaba en un estado difusivo o
en pausa, es decir 117 = Yo, Y Y111 = Yo 0- En tanto que para los pardmetros o y
Yor,1v que modelan la frecuencia con la que se acoplan a un MT independientemente
del balance de motores moleculares que presente el cargo, a diferencia del mismo estu-
dio, se ajustaron de manera individual debido a que la inclusion de la difusién podia
representar un comportamiento diferente. Con base en lo anterior y en los resultados
del analisis de sensibilidad se plantean tres optimizaciones:

1. Caso 1: La optimizacién para este caso incluye los tres términos reactivos 7 1,
Y1,17 = Yo,00 Y Y1/,1 = Yo' 0-

2. Caso 2: En la situacién anterior solo se considero el parametro que determinaba
el flujo de proteinas en la componente anterégrada vy 1, para este escenario se
plantea la parte retrégrada como 7p1 = 7o ,1 junto con y111 = Y0 ¥ Y1'1 = Y0,0-

3. Caso 3: Con base en el andlisis de sensibilidad, los parametros que mas impactan
la solucién durante todo el intervalo de tiempo de simulacién son 1 y vo,1. Para
esta situacion los términos a optimizar son v 1 = Y00 ¥ 71,1 = Y0/ 0-
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La incorporacion de o1 y or,iv obedece a lo expuesto en la primera semana de las
figuras 4.9 y 4.10, donde presentaron una influencia significativa aparentemente debido
a la existencia del trafico de proteinas desde al soma hasta el inicio del axoén.

= Para el post-procesamiento se registran las graficas semana a semana de los resulta-
dos de la optimizaciéon junto con los obtenidos por fminsearch, esta tltima siendo el
punto de referencia para la correspondiente comparacién. La evolucién de los errores
0 de la ecuacion 4.1 al manipular las variables planteadas se muestran con el objetivo
de relacionar las tendencias de los errores en cada semana junto con los respectivos
tiempos de solucién empleados. Finalmente el comportamiento de las fracciones de car-
gos en cada estado y componentes se indican con el fin de verificar las caracteristicas
bidireccionales, asincronicas e intermitentes.

4.3.2. Resultados

Las optimizaciones propuestas y explicadas en la secciéon anterior conducen a tres resul-
tados que son comparados con la referencia experimental de [6] y una computacional, que
para esta situacién y teniendo en cuenta el algoritmo usado para las respectivas soluciones, se
toman las distribuciones indicadas por azul en las figuras 4.3 - 4.5. La grafica 4.15 contienen
los errores ¢ de la expresiéon 4.1 para cada uno de los casos planteados y donde la ’Referencia’
corresponde a los valores indicados en la tabla 4.2.

Los resultados semana a semana que demuestran graficamente los errores indicados se re-
gistran en las figuras 4.16 - 4.18. Los tiempos de simulaciéon empleados para la solucién del
problema incluyendo las etapas de optimizacién estan en funcién en gran parte de la canti-
dad de parametros involucrados en el vector de condiciones iniciales. La tabla 4.6 muestra
la demanda computacional requerida para cada uno de los modelos planteados.

Modelo | Sem.1 | Sem. 2 | Sem. 3 | Sem. 4 | Sem. 5 | Sem.6 | Total
Referencia | 16,00 6,00 4,40 6,70 9,60 | 62,50 | 101,50
Caso 1 0,53 0,72 1,06 1,39 1,50 1,13 6, 30
Caso 2 0,52 0,73 1,15 0,72 0,96 1,14 5,10
Caso 3 0,50 1,00 0,50 0,72 0,64 0,75 4,10

Tabla 4.6: Tiempos requeridos en el proceso de optimizacién para la solucién obtenida en la
seccion 4.1 con fminsearch y los tres modelo propuestos. Las unidades de los valores estdan
en horas.
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Figura 4.15: Errores 0 resultantes de la expresiéon 4.1 para cada uno de los casos propuestos
en la implementacion.
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Figura 4.16: Ajuste del modelo para cada uno de los casos propuestos con respecto a los
datos experimentales de [6] y una solucién referencia para a) la semana 1y b) la semana 2.
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a) concentracion de proteinas en cada estado - Semana 5 b) concentracion de proteinas en cada estado - Semana 6
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Figura 4.18: Ajuste del modelo para cada uno de los casos propuestos con respecto a los
datos experimentales de [6] y una solucién referencia para a) la semana 5y b) la semana 6.
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Figura 4.17: Ajuste del modelo para cada uno de los casos propuestos con respecto a los
datos experimentales de [6] y una solucién referencia para a) la semana 3 y b) la semana 4.

Una revision sobre las fracciones de proteinas que se desplazan en las componentes an-
terégrada y retrégrada se realizo en el Capitulo 3, donde se encontré que en los primeros dias
se alcanza el equilibrio y posteriormente el sistema permanece constante y en consecuencia
las caracteristicas asincrénicas no se lograron modelar. En tanto que en la seccién 4.1 este
escenario cambio al establecer que los pardmetros «; ; varfan en el tiempo. Nuevamente un
analisis de las fracciones variando los términos planteados en el caso 3 se muestran en la
figura 4.19.

4.3.3. Analisis de resultados

Los resultados mostrados en la seccién anterior corresponden a tres casos planteados a
partir de lo observado en el analisis de sensibilidad. Para la respectiva comparacién se toman
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a) Fracciones de proteinas por estados. b) Fracciones de proteinas por Componentes.
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Figura 4.19: Fracciones de proteinas al optimizar los términos 7, 1/ y 1/ 1 para a) Los estados
y b) Las componentes Anterégrada (Verde) y Retrégrada (Azul).

los valores obtenidos en la optimizacién del modelo matematico con el algoritmo fminsearch
(ver tabla 4.2). El principal objetivo que anim¢ el desarrollo de estas simulaciones esta cen-
trado concretamente en demostrar que los parametros que mas impactan el modelo tienen la
capacidad de modelar el comportamiento del TA descrito por los datos experimentales que
se reportan en la literatura [6] y paralelamente conllevan a una reduccién en la demanda
computacional. Los tiempos requeridos para evaluar las magnitudes que ajustan el modelo a
los datos experimentales se muestran en tabla 4.6. Es claro que el requerimiento computacio-
nal fue el més alto en la referencia al necesitar 101,5h (4,2 dias continuos). Naturalmente al
reducir la cantidad de parametros de busqueda en el algoritmo se debe presentar una dis-
minucién de los tiempos necesarios para encontrar las soluciones. En este orden de ideas, el
caso 3 requiri6 la menor demanda con 4,1 h significando una reduccién del 95 %. Todo indica
que la metodologia implementada y los resultados del analisis de sensibilidad proporcionan
potencialmente una alternativa que permite simular duraciones de observaciones considera-
bles del TA e incluso poder inferir comportamientos caracteristicos.

Los errores de ajuste 0 proporcionan informacién sobre la convergencia del modelo para
la solucion referencia y los casos propuestos. La figura 4.15 representa esta situacion y favo-
rece a la interpretacion de las magnitudes de los errores. Para los tres escenarios planteados
los ¢ son aproximadamente iguales en la semana 1. En la 2 la referencia estda por debajo
alrededor de un 0,02. Para la 3, el caso nimero 3 fue el inico que estuvo por encima del
promedio; en tanto que para la 4 este mismo caso exhibié un mejor resultado y en la 5 fue
el que mas se acerco al valor referencia. La semana 6 aparentemente es la tinica que muestra
una diferencia considerable. Una comparacién general de los escenarios planteados en la im-
plementacion, muestran que si se incluye en el vector de parametros a optimizar solamente
a y,1r y Y1 y los demds términos reactivos se mantienen constantes se obtiene, para la
mayoria de las semanas, valores de ajuste aproximados a la referencia o incluso mejores.
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Con lo anterior es posible confirmar lo sugerido en los analisis anteriores al establecer que
los términos que determinan la frecuencia de cambio de direccién de desplazamiento de las
proteinas permiten modelar matematicamente la dinamica del transporte axonal.

Estos ajustes de manera cualitativa se muestran para cada una de las semanas en las fi-
guras 4.16 - 4.18. Se observa que la convergencia para las dos primeras es adecuada y no
presenta alguna diferencia con la referencia (ver 4.16). La semana 3 es un punto temporal
importante si se considera que en [49] se plante6 una situacién en la que existe una des-
aceleracion con causas bioldgicas desconocidas y se modelé al modificar los términos que
conllevan a un incremento en la fraccion de NF en la componente retrograda. No obstante
esta condicion se puede explicar al evidenciar en la figura 4.17 que los casos donde se incluye
a 70,1 son los que resultan en el mejor ajuste, sugiriendo asi que ésta condicién es producto
de una reduccion en la fraccion del material acoplado a los microtibulos y que pasan a un
estado de difusion. Ahora, dado que el andlisis de sensibilidad para esta semana indica que
7,17 Y Y171 son los que mas influyen en la solucién, posiblemente el comportamiento de las
observaciones experimentales de [6] y evaluado matemé&ticamente en [33] estén relacionadas
directamente a la naturaleza de los NF o a una situacion particular de la neurona. Esto
podria verificarse al simular el cédigo con otros resultados que estén disponibles en la li-
teratura. Para la semana 4 el caso 3 presenta el mejor ajuste incluso mejorando al que se
asume como referencia. Es posible observar que los tres casos muestran cualitativamente una
mejor tendencia a modelar los datos experimentales atin cuando los valores de J resulten ser
menores para la referencia.

Con respecto a la variacién de la magnitud de ;1 se tiene un valor promedio de p,, , =
1,388 dia™", una desviacién esténdar de o, , = 1,273 dia™! 7
3,865dia"! (semana 1) e inferior de 0, 0804 dia~! (semana 3). Para ~,; una media de
[y, = 2,313dia™", una desviacién estindar de o,, = 2,219dia™" y de 3,865 dia=! y

, con un limite superior =

0,0804 dia™! para el limite superior (semana 1) e inferior (semana 3), respectivamente. La
mayor variaciéon se presenta en <y ; entendiendo que la dindmica demuestra que un gran
porcentaje de material sintetizado en el soma se transporta de manera anterégrada [19],
la componente retrograda aparece en los cambios de direccién repentinos y en el material
reciclado [22]. Una situacién interesante se evidencia en el patrén del comportamiento de los
valores de estos términos reactivos, indicando la existencia de una relacién directa. En el ane-
x0 E se muestra esta condicion donde es posible observar que ambos parametros tienen una
predisposicion a una funcién lineal con pendiente negativa hasta la semana 3, posteriormente
exhibe nuevamente esta tendencia ahora con una menor pendiente. Con base en lo expuesto
se puede plantear la condicion en la cual la coordinacion entre los balances de los motores
moleculares varia linealmente cambiando periddicamente, sin embargo este argumento es tan
solo una sugerencia y solo es posible determinarlo al contar con mas datos de observaciones
obtenidos en diferentes puntos espaciales, lo que a su vez implicarfa algunos desafios [28, 59].
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El porcentaje de concentracién de proteinas en cada estado se muestra en la figura 4.19a.
Los estados difusivos fueron predominantes durante toda la simulacién coincidiendo con el
andlisis del Capitulo 3 y en lo planteado en [17] para cargos Tau. Aunque se ha sugerido que
la difusién juega un papel importante en las primera etapas, los resultados indican que la
mayoria de los cargos experimentan éste estado. Sin embargo no se puede concluir que estos
porcentajes correspondan directamente a una situacién permanente y probablemente estas
magnitudes son el resultado de la dinamica que se presenta cuando se requiere cambiar de
MT debido a que la organizacion real de los MT es discreta y no contintia con se planteo
inicialmente [18]. Lo anterior implica nuevamente que el porcentaje de material en estado
de pausa sea de aproximadamente el 98 % y en movimiento de 2% los cuales se encuentran
dentro de lo observado en [34]. La proporcién de materiales en las componentes anterégrada
y retrégrada permiten inferir el comportamiento bidireccional del modelo. En el capitulo 3
este escenario no fue posible evidenciarlo por la condicién de equilibrio que se alcanzé en
los primeros dias (ver 3.11b). En la figura 4.19b se observa que no es posible, por lo menos
en el intervalo de tiempo simulado, llegar a una condiciéon de equilibrio, resultando ahora
en una tendencia asincrénica donde claramente las fracciones de las dos componentes pre-
sentan variaciones potenciadas por un desplazamiento en las dos direcciones aparentemente
sin algin patron especifico, garantizando asi las caracteristicas asincrénicas y bidireccionales
del TA reportadas en la literatura [34, 35]. Con respecto a los porcentajes de fracciones, la
componente anterégrada presento variaciones entre 0,4919 % — 0,8899 % vy la retrégrada de
0,1101 % — 0,5081 % encontrdandose dentro de los valores reportados en [32, 34, 51].

En la seccién 4.2.5. se explicé la importancia de los resultados del andlisis de sensibilidad
desde un punto de vista computacional y biolégico. Este nuevo estudio pretendia demostrar
como estos hallazgos conducen efectivamente a un modelamiento matematico de la dindmi-
ca del transporte axonal y paralelamente mejoran los tiempos de simulaciéon. Los analisis
expuestos en los parrafos anteriores muestran que en términos computacionales se logro re-
ducir los tiempos empleados para ajustar el modelo en un 95 %. Ademaés, es posible explicar
como tnicamente los parametros v; 1/ y 71,1 pueden modelar el comportamiento del TA con
respecto al movimiento, velocidad, pausa y direcciones de desplazamiento, las cuales algunos
autores las han resumido en las caracteristicas intermitentes - asincrénicas y bidireccionales
del TA. Finalmente, todos los resultados obtenidos durante el desarrollado propuesto en es-
ta investigacion permiten sugerir, como constantemente se ha planteado, que el transporte
axonal es dominado por un mecanismo biolégico que resulta en una regulaciéon especifica
mediadas por los motores moleculares y que conduce a un cambio de direccién del trafico del
material proteinico en funcién de la demanda energética y de las condiciones de densidad
que se presenten a lo largo del axén; y que alguna alteracion en ese mecanismo encauza en
la progresion de las enfermedades neurodegenerativas.



Capitulo

Conclusiones y Trabajo futuro

5.1. Conclusiones

En este proyecto se evalud la influencia y la sensibilidad de los parametros involucrados
en el modelamiento de la dindmica del transporte axonal. Inicialmente se planteé un modelo
compartimental de seis estados representados por un conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales de difusién - adveccién - reaccidon, su solucion es abordada por el método
de residuos ponderados de Galerkin (Elementos finitos), el ajuste correspondiente a datos
experimentales disponibles en la literatura se realizé a través de técnicas de optimizacién
fminsearch y patternsearch disponibles en el software de Matlab y a partir de un analisis
de sensibilidad local se determiné la influencia de los parametros del modelo, su impacto
con respecto a la solucion ajustada y su relacion con la fisica del fenémeno. Los principales
aportes de esta investigacion son:

= El modelo matematico utilizado en este estudio ya ha sido abordado por diferentes
autores, sin embargo la solucion numérica planteada por medio de un mallado adapta-
tivo proporciona una herramienta capaz de simular escalas grandes de tiempo con un
consumo computacional bajo. Como condicion inicial se establecié que la funcién de
distribucién de probabilidad Gamma tiene la capacidad de ajustarse de mejor manera
a los datos que estan cercanos a los puntos de inflexion por medio de un control de
los parametros 6 y «. Oscilaciones numéricas inicialmente se presentaron mientras el
sistema alcanzaba un equilibrio por medio del esquema de avance temporal (Crank-
Nicolson) y fueron corregidas, garantizando una solucién con una exactitud similar,
al cambiarlo por el esquema implicito de Euler hacia atras. Aspectos relacionados a
los porcentajes de fracciones en los estados y componentes establecidos se lograron
capturar, en tanto que la caracteristicas bidireccionales, asincrénicas e intermitentes
no fueron posible representarlas dado que la funcién de onda se desplazaba con una
velocidad constantes, consecuencia se sugirié que las transiciones entre estados son
variables en el tiempo.
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= Para el ajuste del modelo se incluy6 una etapa de optimizacién de los parametros. El
algoritmo que resulté més conveniente para estos escenarios tanto para los errores de
ajuste y los tiempos de solucién fue el de fminsearch con respecto a pattersearch y
demés opciones disponibles en Matlab que fueron probadas pero no se incluyeron en
el documento. Los resultados de esta etapa arrojaron las magnitudes de los términos
reactivos 7; ; que logran validar el modelo numérico con respecto a los datos experi-
mentales reportados en la literatura para los neurofilamentos, sin embargo, con base
en la metodologia abordada para esta investigacion se piensa que es posible usarlo
para cualquier tipo de proteina. Adicionalmente se logré mejorar el cédigo al potenciar
el mallado adaptativo por medio de la evaluacién de los valores adecuados para las
restricciones de tamanos maximos y minimos de elementos logrando asi una reduccién
en los tiempos de simulacién de aproximadamente el 65 %.

= Los pardametros que determinan la frecuencia de cambio de direccién de desplazamiento
son los que tienen un mayor impacto sobre la solucién y ajuste del modelo matematico
pasando de 10 a 2 términos reactivos, los cuales fueron empleados nuevamente en una
etapa de optimizacién con lo cual se logré describir las caracteristicas bidireccionales,
asincronicas e intermitentes del transporte axonal. Este escenario contribuyo a que
los tiempos empleados en la etapa de evaluacion de las magnitudes para el ajuste se
minimizaran cerca de un 95 %. Los resultados obtenidos indican que el TA es domi-
nado por una regulacion especifica de motores moleculares controlados mediante un
mecanismo que ain no es bien entendido, pero que posiblemente estan en funcion de
la demanda energética que se presenta a lo largo del axén. Esta situacion sugiere que
se deben plantear alternativas metodolégicas en los estudios experimentales que con-
centren los esfuerzos en comprender la naturaleza de la coordinacién entre el balance
de los motores y sus posibles alteraciones que conducen a la obstruccion del transporte
de proteinas y la respectiva progresion de enfermedades neurodegenerativas.

5.2. Trabajo futuro: Estudio del glaucoma

Este trabajo se desarrollé como parte de una linea de estudio que actualmente se adelan-
ta sobre la patologia del glaucoma (GC) en el grupo de investigacién en biomecanica de la
Universidad Nacional (gibm/uncb). El glaucoma es una enfermedad caracterizada por una
reduccién de los axones que conforman las células ganglionares retinales (CGR) resultando
en una ceguera parcial o permanente. En el GC una obturacién del humor acuoso provoca
un incremento en la presion intraocular (PI) [113] sobre la cdmara posterior del ojo conlle-
vando a un estado de esfuerzos y deformaciones en los tejidos conectivos (TC) que rodean
el nervio 6ptico (NOp) [114] y como consecuencia una obstruccién del transporte axonal
en los axones adyacentes a estas estructuras [115]. En [116] sugieren que existe una posible
relaciéon neurovascular y una autorregulacién en la cabeza del NOp, mientras que en [117]
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encuentran que una alta PI provoca una deformacion de la lamina cribosa (LC) afectando
su porosidad y la perfusion de sangre. Los esfuerzos para parametrizar las posibles causas
que resultan en el inicio y la evolucion del GC se han concentrado en diferentes aspectos
entre los cuales se encuentra la geometria de los tejidos que estan involucrados en el ojo. Por
ejemplo se ha establecido que no se puede relacionar una conexiéon biomecanica a partir de
una segmentacién de NOp normales e irregulares con el GC [118] debido a la dificultad de
establecer un modelo morfolégico como consecuencia de las variaciones anatémicas [119] que
se presentan entre individuos [120]. El NOp estd en contacto con la esclera y su vinculo con
el GC muestra que existe una correlacién entre su espesor y las PI [121]. Se ha determinado
que el drea que mas presenta cambios en el GC es la zona laminar del ojo [122] detectando
procesos de remodelacion que al parecer inicia con estado normal hasta llegar a un poroso.
La LC brinda es un soporte para las CGR que inician en la retina y se dirigen al cerebro.
Un aumento en las PI generan deformaciones sobre la LC estimulando una acumulacién en
regiones porosas de astrocitos [82, 123], su comportamiento en el GC indica la existencia
cambios estructurales que conducen a procesos de crecimiento y remodelamiento en escalas
micro que abren alternativas para comprender las causas del GC [124]. En el GC existe la
muerte de axones aparentemente por una obstruccion del material proteinico que se despla-
za a través del transporte axonal, en algunas situaciones se han identificado inflamaciones
en axones que se encuentran especialmente en la zona superior e inferior de la LC [125].
Otro rasgo que indica un posible embotellamiento del TA se encuentra en los hallazgos de
acumulaciones de mitocondrias en la zona laminar del ojo como consecuencia de los altos
requerimientos energéticos [9, 10].

Hasta la fecha se entiende una elevada PI resulta en un estado critico de tensiones espe-
cialmente en la regién del disco éptico donde concurren las CGR en la zona laminar del
ojo. Las deformaciones que experimenta esta regién son estudiadas con base en las carac-
teristicas morfologicas que pueden ser interpretadas como una excavaciéon alrededor del disco
y copa Optica y que afectan de manera directa la LC [122] y a las CGR por medio de un
adelgazamiento [126], esto conduce a una obstrucciéon de proteinas causando aglomeracio-
nes que impiden cumplir con requerimientos funcionales de la célula provocando la muerte
neuronal. Diferentes alternativas para relacionar la presion intraocular, la deformacién en la
lamina cribosa y el adelgazamiento de las CGR han sido propuestas. En [127] encuentran
que el desplazamiento de la LC con respecto a la cabeza del NOp es mayor en pacientes
con GC indicando la existencia de un vinculo entre la con la PI y la edad, esto ultimo sur-
ge posiblemente porque las propiedades mecanicas de los tejidos varian en el tiempo o por
enfermedades como la diabetes. El andlisis de los tejidos prelaminares y LC por medio de
imédgenes de profundidad mejorada muestran un panorama similar al obtener mayores pro-
fundidades en las morfologias de ojos con GC [128]. Cirugias de drenaje del humor acuoso
como la trabeculectomia y esclerectomia profunda no perforante logran reducir la PI, se ha
demostrado que estos procedimientos paralelamente disminuyen la profundidad de la LC en
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pacientes con GC [127], confirmando la conexién entre PI-LC con el GC. La mediciones de
las excavaciones en la LC para los estudios que buscan una relacion entre las PI, la LC y el
adelgazamiento de las CGR presentan dificultades debido a las numerosas estructuras que
se encuentran entre la cabeza del NOp y la LC. Una estrategia desarrollada en [129] consiste
en medir la curvatura que se forma sobre la LC por medio de un indice de curvatura (IC) y
relacionarlo con la tasa de adelgazamiento de las CGR, de esta manera es posible obtener una
mejor aproximacion por medio de una correlacién lineal negativa entre estos dos pardmetros.
Los estudios anteriores se enfocan en establecer un vinculo entre los estados de deformaciones
de la zona laminar del ojo influidas por un incremento de la presion intraocular y su relacion
con un adelgazamiento de las CGR, sin embargo no se encuentra literatura que demuestre
su conexion con las dindmicas del transporte axonal. En un reciente trabajo se cuantifica
el bloqueo del TA inducido por un incremento de la PI en la regién laminar y a partir de
la identificacion de la intensidad de pixeles para proteinas etiquetadas se evidencian axones
con dreas mas brillantes que experimentaban una obstruccién [94]. La acumulacién del TA
es significante después de los 3 dias de aumentar la PI, mediciones posteriores de la 1 semana
podrian estar afectadas debido a que la degeneracién axonal implica una reduccion del flujo
de proteinas.

Con base en lo expuesto anteriormente y en los resultados de este proyecto, se considera
que es posible sugerir una alternativa con la cual se puede enlazar las deformaciones de la
LC, debido a un incremento de las PI, la tasa de degeneracién de las CGR y el respectivo
bloqueo del transporte axonal. Para el escenario que aqui se plantea se puede emplear los
estudios del trafico de transporte que utilizan la ecuacién de conservacion para modelar dife-
rentes situaciones, donde la velocidad esta en funcién de la densidad v(p). Algunos modelos
conocidos son los de Greenshields, Greenberg, Underwood [130]. Las velocidades para los
dos primeros, ademas de la densidad, contiene un parametro que determina el inicio de un
embotellamiento p,, y coinciden con que v(p) = 0 cuando p = p,,,, en tanto que para el de
Underwood la velocidad se expresa como una funcién exponencial que depende inicamente
de p y de una velocidad referencia v,,, ecuacién 5.1.

v(p) = vpe (5.1)

La densidad se plantea como la relacion lineal del espacio que hay entre vehiculos como

1

=3 (5.2)

p

donde L es la longitud de vehiculo y d es el espaciamiento que existe entre dos vehiculos
consecutivos. Cuando d tiendo a cero se tiene la condicién de embotellamiento y p = % De
esta forma la ecuacion 5.1 resulta en
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Figura 5.1: Representacién esquemaética sobre la relacion entre el indice de curvatura de la
zona laminar del ojo (ZL), la tasa de adelgazamiento de las células ganglionares y el bloqueo
del transporte (Izquierda) y la hipétesis entre la relacion d y el indice de curvatura (Derecha).

v(p) = Ve T (5.3)

Con base a lo anterior y relacionando el modelo del transporte axonal (ecuaciones 2.28 -
2.33) la velocidad anterdgrada u, de 2.28 deja de ser constante y ahora tendra la forma:

Ua(p) = Ueap e~ T (5.4)

siendo L el tamano promedio de las proteinas y u.,, la velocidad experimental que se
reporta en las diferentes literaturas. El valor de d es el que finalmente determina la des-
caleracion en el caso de un bloqueo y una hipdtesis sugerida es: la tasa de decrecimiento
de d varia linealmente con el incremento del indice de curvatura y con la misma tasa que
ocurre el adelgazamiento de las CGR. Una representacién esquemaética de como la PI afecta
el parametro d y la relacién entre d vs IC' se muestra en la figura 5.1.

La relacion lineal sugerida coincide con [49] donde la desaceleracién se da de manera li-
neal y con [129] en la cual se encuentra una correlacién con un coeficiente de determinacién
de R? = 0,346 entre la tasa de adelgazamiento de las CGR y el IC. Por lo tanto b tendra la
forma d = b — mIC y al reemplazarlo en 5.4 con k = (L + b)/m se tiene que la velocidad
anterégrada ahora es:

Ua(p) = Uegp e k(kl[C) (55)

la cual contiene parte de la informacion sobre los efectos de la variacién de la presion
intraocular y potencialmente represente el bloqueo del transporte axonal.



Apéndice A

Forma débil de un operador diferencial de

segundo Orden

En el método de residuos ponderados cuando se presentan operadores diferenciales de
segundo orden la solucion obtenida generara inconvenientes ya que se tendra una matriz de
coeficientes no simétrica que asegure la estabilidad del modelo. Una alternativa para gene-
ralizar la solucién es reducir su orden por medio de una transformacion por integracién por
partes (Teorema de Green) logrando la denominada forma débil. Estableciendo el termino a
debilitar como el producto de la funciéon de ponderacion por el diferencial de la variable ¢:

/ w20 (A.1)

dz?

Su planteamiento a través de una integral por partes es

/udv:uv—/vdu (A.2)

Donde los pardmetros u y v al relacionarlos con la expresién A.1 y al evaluarlos resultan
en:

du dW d*¢ d¢
= _— = — Q— )
u=w-— dx dx dv dx2d " dx

Finalmente, al reemplazar estas expresiones en la ecuacion A.2 se obtiene

426 do AW d¢
/deQdQ_/FW%dF—/ o (A.3)

Donde se logra observar que el diferencial ha sido reducido. Es importante establecer que este
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proceso de debilitacién naturalmente da como resultado el primer término del lado derecho
que corresponde a los aportes de las fronteras del dominio 2.



Apéndice

Mapeo Geométrico

En el capitulo 3 se mencioné una alternativa que permite generalizar el problema donde
en vez de evaluar integrales elemento a elemento de manera independiente se plantea una
integral general que se adapta a cualquier elemento del dominio €2, lo anterior es planteado
por medio de una transformacion del sistema de coordenadas globales a locales a través de
un mapeo geométrico, Figura B.1.

Y
~_ 7

I Nj N; f(x(8) T Nij N;
| \
1

e % €™

Figura B.1: Transformacion de coordenadas globales a coordenadas locales para un elemento
unidimensional

La razén de tener en un principio integrales diferentes radica en que los limites y los
polinomios de Lagrange varian de acuerdo a la ubicacién del elemento. Cuando se garantiza
por medio del mapeo geométrico que el proceso es estandarizado para todo el dominio, se
tendra que cualquier elemento es homogeneizado con limites de integracién que estaran entre
[—1,1] junto con la misma estructura de la funcién interpolacién.

El cambio de coordenadas se hace por medio de la funcién de transferencia representada
por una interpolacién lineal de la forma B.1 que permite pasar de las coordenadas (z;, z;) al
sistema local (&;,&;). Al usar la expresiéon B.1 se tendran elementos isoparamétricos debido
a que se mantiene la misma relacion con la funciones base de interpolacién para los estados
de concentraciéon ¢,.
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z(§) = 2iNi(§) + x;N;(€) (B.1)

La evaluacion de las bases polinémicas IV; y INV; se hace a partir de la ecuaciéon B.2 la
cual estara en funcion de las nuevas coordenadas locales &.

T £-6&
N = I ¢ (B.2)
i=0,i#£j > v
Al plantear las funciones base considerando que ahora cada elemento se encuentra en el
intervalo [—1,1] y asegurando que en la coordenada donde se evalia su valor sea = 1 y en
los deméas = 0 B.1 se obtiene:

2 e—a 1 e
M= 11 - = (1-¢); M= 11 =148 (B3
GG 2 Al g 7
1= 7Z J 1= ’Z¢]
Si se reemplaza en la funcién de interpolacion de la ecuacion B.1 y se simplifica se llega
a
(.Tj —.%'1)5 $i+l’j
7€) = " (B.4)
2 2
Derivando la expresién anterior con respecto a &
de h
= B.5
2 (B.5)

con h = z; — x; siendo el tamano del elemento. Finalmente con base en la regla de la
cadena y en el resultado de B.5 se tiene la siguiente funcién de transferencia

d() _d()de _d()?2

dv — dé du dE R

(B.6)
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Soluciones obtenidas por el método de
Crank-Nicolson

A continuacion se muestran las soluciones obtenidas al usar el esquema semi-implicito de
Crank-Nicolson.

a) concentracion de proteinas en cada estado - F. D. Normal b) concentracién de proteinas en cada estado - F. D. Gamma
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Figura C.1: Concentracién de proteinas por cada estado para la semana 1 usando como
condicién inicial la funcién a) Normal y b) Gamma.
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a) concentracién de proteinas en cada estado - F. D. Normal b) concentracién de proteinas en cada estado - F. D. Gamma
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Figura C.2: Concentracién de proteinas por cada estado para la semana 2 usando como

condicién inicial la funcién a) Normal y b) Gamma.

a) concentracion de proteinas en cada estado - F. D. Normal b) concentracién de proteinas en cada estado - F. D. Gamma
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Figura C.3: Concentracién de proteinas por cada estado para la semana 3 usando como
condicién inicial la funcién a) Normal y b) Gamma.
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a) concentracién de proteinas en cada estado - F. D. Normal
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b) concentracién de proteinas en cada estado - F. D. Gamma
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Figura C.4: Concentracién de proteinas por cada estado para la semana 4 usando como

condicién inicial la funcién a) Normal y b) Gamma.
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Figura C.5: Concentracién de proteinas por cada estado para la semana 5 usando como

condicién inicial la funcién a) Normal y b) Gamma.
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a) concentracion de proteinas en cada estado - F. D. Normal b) concentracién de proteinas en cada estado - F. D. Gamma
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Figura C.6: Concentracion de proteinas por cada estado para la semana 6 usando como
condicién inicial la funcién a) Normal y b) Gamma.



Apéndice D

Construccion de las ecuaciones de analisis de
sensibilidad

En el capitulo 4 se planteo una alternativa para construir el sistema de ecuaciones di-
ferenciales temporales para evaluar la importancia del pardmetro 2, en el modelo del TA.
Aqui se resume los resultados obtenidos al desarrollar un procedimiento similar para los
demds términos 7, ;. La matriz [J] es el Jacobiano de la funcién F' y cuyo resultado es la
matriz de rigidez elemental [K]

%S%% [C] 1] FJ{% (0]
Sia —[C][¢n] Sto = [CT 1]
[S7] o] |’ 7] 0]
[S1] [0] E 0]
[57.] [0] [57,] 0] s
[55.4] [0] 52, 0]
F&,l% [C] [] %Sf/% €] 0]
. 1 S0, —[Cllgo] |. &, 1 SY, [C] [¢o]
o] =11 sl | o | [Sea) =11 CANRMEEI
[567/1] [0] [Sll’/,l] —[C][ov]
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Apéndice E

Evolucion de los parametros mas influyente en

el modelo del transporte axonal

La predisposiciéon de las magnitudes de los pardametros reactivos v 1/ y 17,1 resultan en
un comportamiento caracteristico que aparentemente tiene a una linealidad con pendiente
negativa. A continuacién se muestra esta situacion:

7 \

T

® Parametro 71-,1

® Parametro 71,1-

Pardmetros reactivos (1/dia)

0 | ® 1
0 1 2 3 4 5 6 7
Semana

Figura E.1: Evolucién de las magnitudes de los parametros 7,17 y 7y1/,1 que resultan en el
ajuste del modelo.
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