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Resumen

Actualmente se conoce que la diabetes es una de las enfermedades con mayor nimero de
pacientes en el mundo y su prevalencia va en aumento. Entre las complicaciones que puede
provocar encontramos que es una causa importante de ceguera, amputacion e insuficiencia
renal; por consiguiente, se considera una enfermedad de alto costo y un problema de salud
publica. Con el propésito de entender la dindmica insulina-glucosa, se propone un modelo
de Ecuaciones Diferenciales Estocésticas a partir del método de compartimentos y sus pro-
babilidades de transicién, en el cual se consideran perturbaciones aleatorias que representan
la variacién en los niveles de produccion de insulina secretada desde el pancreas o una fuen-
te externa, la ingesta de alimentos y otros factores fisiolégicos. La solucion del sistema es
obtenida mediante el método numérico de Euler Maruyama y los resultados indican que el
promedio de las trayectorias estocasticas se aproxima a la solucién deterministica, donde
los parametros de interaccion, produccién de insulina y la funcién alimento muestran una
sensibilidad importante en la variacién de las trayectorias, con lo cual se plantearon diversos
escenarios para la simulacion de la diabetes controlada y no controlada. Las probabilidades
estimadas para un tiempo fijo, sugiere que un diabético que sigue de manera rigurosa un tra-
tamiento puede mantener sus niveles de glucosa en sangre aproximada a los de una persona
sana con una probabilidad cercana al 80 %, esto es, la probabilidad de que un diabético se
encuentre en el estado de normoglicemia durante un dia.

Palabras clave: diabetes, insulina, glucosa, procesos estocasticos, ecuaciones diferen-

ciales estocasticas, trayectorias brownianas.

Abstract

A mathematical model of diabetes based on stochastic
differential equations

It is currently known that diabetes is one of the diseases with the largest number of patients
in the world and its prevalence is increasing. Among the complications that it can cause, we
find that it is an important cause of blindness, amputation and kidney failure; therefore, it is
considered a high cost disease and a public health problem. for the purpose of understanding
the glucose-insulin dynamics model it is proposed Stochastic Differential Equations from the
method of compartments and its transition probabilities, in which random disturbances are
considered that represent the variation in the levels of secreted insulin production from the
pancreas or an external source, food intake and other physiological factors. The solution of
the system is obtained using the Euler Maruyama numerical method and the results indicate
that the average of the stochastic trajectories approximates the deterministic solution, whe-
re the interaction parameters, insulin production and the function food show an important



sensitivity in the variation of the trajectories, with which various scenarios were proposed
for the simulation of controlled and uncontrolled diabetes. The estimated probabilities for
a fixed time, suggest that a diabetic who rigorously follows a treatment can keep his blood
glucose levels close to those of a healthy person with a probability close to 80 %, that is, the
probability that a diabetic is in the state of normoglycemia for one day.

Keywords: diabetes, insulin, glucose, stochastic processes, Stochastic Differential Equa-

tions, Brownian trajectories.
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1. Introduccion

De acuerdo con la Organizacién Mundial de la Salud (OMS), desde 1980 el nimero de perso-
nas con diabetes casi se ha cuadruplicado, en el ano 2015 se tenia un registro de 415 millones
de personas entre los 20 y 79 anos con la enfermedad y se espera que para el 2040 sean 642
millones de personas, lo que representa que uno de cada 10 adultos padecera de diabetes
[24], esto se debe en gran medida a los malos habitos alimenticios, el incremento de personas
con sobrepeso y la inactividad fisica.

Con el tiempo, la diabetes puede danar el corazon, los vasos sanguineos, los ojos, los rinones
y los nervios. Los adultos con diabetes tienen un riesgo de dos a tres veces superior de infarto
de miocardio y accidentes cerebrovasculares [23], la neuropatia de los pies combinada con la
reduccién del flujo sanguineo incrementa el riesgo de tlceras en los pies, infeccion y, en tltima
instancia, amputacién; la retinopatia diabética es una causa importante de ceguera y es la
consecuencia del dano de los vasos capilares de la retina acumulado a lo largo del tiempo.
El 2,6 % de los casos mundiales de ceguera es consecuencia de la diabetes [27]. Ademds, se
encuentra entre las principales causas de insuficiencia renal [28].

Entre los afios 2000 y 2015, se ha registrado un incremento del 5% en la mortalidad prema-
tura por diabetes, siendo la causa directa de 1,6 millones de muertes en 2016. En los paises
de ingresos medianos bajos, la tasa de mortalidad debido a la diabetes ha ido en aumento.
Sin embargo, se ha demostrado que medidas simples relacionadas con el estilo de vida son
eficaces para prevenir la diabetes tipo 2 o retrasar su aparicién [24].

Segun la OMS uno de cada dos adultos que padecen de diabetes tipo 2 no han sido diag-
nosticados. A pesar de que ha pasado un siglo después del descubrimiento de la insulina, la
mitad de las personas con diabetes que necesitan insulina no la reciben.

Debido al alto niimero de personas que padecen de esta enfermedad, la diabetes es conside-
rada una de las principales causas de morbilidad en la poblaciéon mundial, convirtiéndose en
un problema de salud publica que afecta la calidad de vida de los pacientes y la economia
de los paises, puesto que los tratamientos que debe asumir el sistema de salud para atender
las enfermedades que se derivan de esta son muy costosos. Por todo lo anterior, se considera
importante profundizar en el estudio de la diabetes.



92 1 Introduccién

Durante las ultimas décadas, muchos investigadores se han ocupado en el desarrollo de mode-
los matematicos para describir la dindamica glucosa-insulina, actualmente, existe abundante
literatura en diabetologia sobre modelos basados en sistemas de ecuaciones diferenciales or-
dinarias. Aunque existe una gran variedad de modelos, el pionero en la modelizacion de los
procesos fisioldgicos que tienen lugar en el cuerpo durante la metabolizacién de la glucosa fue
Ackerman y su equipo [17], los cuales en la década de 1960 introdujeron un modelo lineal que
surgio como método para la deteccion de la diabetes, basado en la prueba de tolerancia oral
a la glucosa, (a mediados de la década de 1960, los doctores Rosevear, Molnar, Ackerman
y Gatewood, elaboraron un criterio para la interpretacion de los resultados de la prueba de
tolerancia a la glucosa), el objetivo de Ackerman era construir un modelo que describiera
con precision el sistema regulador de la glucosa en sangre durante la prueba, en el cual me-
diante un nimero reducido de parametros se obtuviera la informacién para distinguir entre
individuos sanos, casos leves o propensos a padecer la enfermedad; para esto Ackerman creé
un sistema de ecuaciones diferenciales donde la atencién se centraba en las concentraciones
de glucosa e insulina en la sangre.

Posteriormente, en los anos ochenta, Richard N. Bergman y su equipo [6], desarrollaron una
gran variedad de modelos, entre los cuales se encuentra el modelo minimo, que estd com-
puesto por un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales y se caracteriza
por ser un método sencillo (con pocos parametros); este modelo es unicompartimental, lo
que significa que el cuerpo es descrito como un solo compartimento con una concentracién
basal de glucosa y de insulina, su aplicacion se ha usado principalmente para interpretar la
prueba intravenosa de tolerancia a la glucosa, y en su forma original solo tiene esa utilidad,
sin embargo, con pequenas modificaciones, se consigue que también se pueda utilizar para
describir el efecto de las comidas, asi como los aportes de insulina exégend] Bergman pro-
pone una aproximacién para la cuantificacién de la sensibilidad de las células 5 (encargadas
de producir insulina desde el pancreas), con lo cual se interpreta la compleja respuesta de la
insulina plasmatica a la inyeccion del bolo de glucosa, que proporciona una medida indirecta
de la sensibilidad y resistencia a la insulina; se introducen entonces el indice de sensibilidad a
la insulina y el indice de metabolizacion de la glucosa independiente de la insulina, conocido
como eficacia de la glucosa.

Existen otros modelos méas completos, entre estos se destaca la tesis doctoral de John So-
rensen [4] en 1985, quién propuso un modelo fisiolégico del metabolismo de la glucosa en
pacientes con diabetes tipo I. En este modelo se hace uso de la técnica de compartimientos
para representar los principales 6rganos del cuerpo humano involucrados en la dindmica de
la glucosa e insulina, donde se realizé un andlisis del balance de masas en cada uno de los

ILa insulina que se inyecta como tratamiento de la Diabetes se conoce como “Insulina Exégena”, mientras
que la producida por el pancreas se conoce como “Insulina Endégena”. Las personas con Diabetes carecen
total o parcialmente de la insulina producida por el pancreas, por lo que deben inyectarla para mantener
un adecuado control de la glicemia.



compartimientos considerados para determinar la variacién de la concentracion de glucosa
e insulina; el resultado fue un modelo matemaético no lineal representado por un sistema
de 19 ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, dividido en tres subsistemas que
representan la dindmica de la glucosa, la insulina y el glucagén respectivamente.

Por otra parte, Cobelli [2] desarrollé un modelo de simulacién del sistema glucosa - insulina
capaz de describir los eventos fisiologicos que ocurren durante una comida, para esto, utilizé
una base de datos correspondiente a un total de 204 pacientes sanos, con edades alrededor
de 56 anos y peso de aproximadamente 78 kg, que habian recibido una comida de 1 g/kg
de glucosa. El sistema fue descompuesto en subsistemas, donde se desarrollaron modelos pa-
ramétricos para cada uno usando una estrategia de funcién forzada. Posteriormente, Morales
[30] logra ampliar el modelo de Cobelli con el fin de predecir el efecto del ejercicio fisico en el
nivel de glucosa en pacientes sanos y con diabetes, midiendo la correlacién entre el nivel de
glucemia en sangre no solo en la ingesta, sino en la quema de calorias, con el fin de establecer
una correlacién entre el nivel de glucosa y la frecuencia cardiaca; para la simulacién se utili-
zaron los pardmetros correspondientes a los de una persona sana (las medidas se obtuvieron
comenzando en 15 mg/dL de glucemia por encima del valor basal, luego llevando a cabo una
ingesta de 30 g de carbohidratos, todo el ensayo se desarrollé con un nivel de actividad fisica
a distintas intensidades).

Hasta el momento, los trabajos que han sido mencionados para la diabetes mellitus se han
ocupado en modelos deterministicos, sin embargo, recientemente se han propuesto diversos
modelos estocdsticos, uno de ellos lo hizo Zhifang [32] en el ano 2019, quién propuso un
modelo de diabetes mellitus representado por dos ecuaciones diferenciales estocasticas, este
sistema mide la poblacion que tiene diabetes mellitus en una provincia China y la cantidad
de estos individuos que tiene complicaciones. Los pardametros para este modelo incluye la
tasa de mortalidad, la probabilidad de que una persona con diabetes mellitus desarrolle una
complicacion, la proporcién de complicaciones que se curan y la tasa a la que los pacientes
diabéticos con complicaciones se vuelven gravemente discapacitados. Ademas, debido a la
aleatoriedad de los datos de muestreo y la propiedad periddica del ruido considerado, las fun-
ciones seno y coseno fueron utilizadas para controlar la intensidad del ruido agregado. Los
resultados numéricos mostraron que a medida que pasa el tiempo, las trayectorias tienden a
ser cada vez mas cercanas y la diferencia de dos soluciones numéricas también se vuelve cero,
esto confirma el hecho de que los resultados numéricos se aproximan a la tendencia epidémica
de la diabetes mellitus. Otro modelo desarrollado con ecuaciones diferenciales estocasticas
(llamado modelo de caja gris) fue estudiado por Dunn [29], en el cual se hizo seguimiento del
parametro de tiempo maximo de absorcién de la comida, donde se evidencié que la tasa de
absorcién variaba segun el tipo de comida, para esto, se utilizaron datos clinicos de cuatro
pacientes con diabetes tipo I y un modelo existente de ecuaciones diferenciales ordinarias de
un paciente con la misma morbilidad, la adicién del término de difusién en el modelo inicial
mostré mejoras significativas en términos de predicciones e incertidumbre de prediccion, des-
tacando que los modelos estocasticos ofrecen la posibilidad de usar herramientas estadisticas
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de validacién.

Motivados en el estudio de la diabetes desde un enfoque estocastico, el propdsito de esta
tesis es construir un modelo matematico que permita describir el problema de la diabetes
Mellitus, donde se consideren funciones que representen las cargas de glucosa después de la
ingesta de alimentos y una fuente externa de insulina que regule los excesos de azicar en
sangre.

1.1. Objetivos

Objetivo general

Estudiar un modelo de ecuaciones diferenciales estocasticas que describa la regulacion entre
insulina-glucosa.

Objetivos especificos

= Construir un modelo estocastico de la dindmica insulina-glucosa con un término alea-
torio.

= Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales estocdstico usando métodos numéricos.

= Analizar los resultados y comparar el modelo estocastico con el deterministico.

1.2. Organizacion del trabajo

El presente trabajo estd organizado en siete capitulos. El primero contiene la introduccién
y los objetivos, el segundo aborda los conceptos fisiolégicos necesarios para contextualizar
la enfermedad de la Diabetes Mellitus, el tercero presenta algunos modelos matematicos re-
lacionados con la dindmica insulina-glucosa que han sido desarrollados por otros autores, el
cuarto comprende algunas definiciones y resultados de la teoria del calculo estocastico, el
quinto trata de la construccién del modelo matematico con ecuaciones diferenciales estocésti-
cas a partir de las probabilidades de transicién de dos compartimentos, el sexto muestra los
resultados numeéricos para el modelo propuesto de diabetes. Finalmente, el séptimo presenta
las conclusiones y recomendaciones.



2. La diabetes

Para comprender el origen de la diabetes es importante conocer como funciona el metabo-
lismo del cuerpo, los 6rganos que intervienen en este proceso y las alteraciones o fallas que
desencadena esta enfermedad. A continuacién, se dan algunos conceptos desde el punto de
vista clinico que mas adelante nos permiten definir los términos que se usan en el modelo
matematico.

2.1. Funcién de la glucosa

Todas las células del cuerpo necesitan energia para estar activas, mantener las funciones
vitales (como el latido cardiaco, movimientos digestivos, respiracién, entre otras) y ademés
mantener la temperatura corporal y los movimientos musculares.

La glucosa es la principal fuente de energia para el cuerpo humano y entra al organismo con
los alimentos, los cuales transitan por el tubo digestivo y, al llegar al intestino delgado, la
glucosa pasa a la sangre y del torrente circulatorio a las células, pero este ultimo paso no es
posible por si solo, para entrar dentro de las células y ser utilizada como energia, la glucosa
necesita la mediaciéon de la insulina. La insulina es como la llave que abre la puerta de las

células , . Para su ilustracion vea la Figura

GG g

Glucosa

Figura 2-1.: Ingreso de glucosa a una célula .

La glucosa es almacenada dentro del higado y otros 6rganos en forma de glucégeno y grasa.
El cerebro y las células del tejido nervioso son las tnicas de todo el cuerpo que reciben
glucosa directamente del torrente sanguineo sin la mediaciéon de la insulina. La glucosa es,
en este caso, la tnica fuente de energia, el cerebro usa aproximadamente el 25 % de la glucosa

total [22].
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Antes de avanzar con el proceso metabdlico de la glucosa se abordara con mas precision el
concepto de la insulina. Para ello es importante comprender el funcionamiento de un érgano
en particular, el pancreas.

2.2. Pancreas y produccidén de insulina

El pdncreas es una glandula exocrina y endocrina, es decir, tiene funciones digestivas (exo-
crina) y hormonales (endocrina). Como exocrina se encarga de secretar jugo pancreético al
duodeno (enzimas digestivas) que van directamente al intestino y ayudan a la digestién de
proteinas, grasas y carbohidratos; como glandula endocrina el pancreas tiene la funcién de
secretar al torrente sanguineo varias hormonas importantes, entre las que se encuentran la
insulina, glucagén, polipéptido pancreatico y somatostatina .

Promueve la [beracion de
Insulina

Esfimuia la degradacion
de ghucdgeng

5 ~t Pancreas, |

Promueve la beracion de

TV ~ Gucagén
o

o ® o Estimula el ransporte de gluc
/ al interior de las células

Esiimuta Ia formacion de
glucdgens

Figura 2-2.: Proceso de secrecién de las hormonas insulina y glucagén ]|

Para el propdsito del presente estudio sélo es de interés considerar la secrecion de las hor-
monas insulina y glucagon, las cuales son producidas por células secretoras de hormonas
ubicadas en el pancreas.
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Célula alfa: Las células alfa sintetizan y liberan glucagén. El glucagén aumenta el nivel de
glucosa sanguinea.

Célula beta: Las células beta producen y liberan insulina, en respuesta al estimulo de una
concentracion creciente de glucosa en sangre, su funcién es regular ese nivel de glucosa (fa-
cilitando el uso de glucosa por parte de las células, y retirando el exceso que se almacena en
el higado en forma de glucdgeno).

Para que la insulina sea efectiva deben cumplirse dos condiciones:
= Que el pancreas segregue insulina en cantidad suficiente.
= Que las células la identifiquen y permitan su accion.

Un pancreas funcionando normalmente puede fabricar y liberar diariamente de 40 a 50
unidades de insulina. Ademads, tiene varios cientos de unidades almacenadas y disponibles
para ser segregadas cuando se necesitan [21].

2.3. Funcién de la insulina sobre la glucosa

La insulina es la principal hormona que regula los niveles de glucosa en sangre. Su funcién
es controlar la velocidad a la que la glucosa se consume en las células del musculo, tejido
graso e higado. La glucosa es el estimulo mas importante para la secrecién de insulina [25].

Aunque la insulina no sea necesaria para el transporte de la glucosa al higado, afecta direc-
tamente a la capacidad del higado para aumentar la captacién de la glucosa al reducir el
valor de glucogendlisis (la conversién de glucégeno en glucosa), aumentando la sintesis de
glucégeno, y disminuyendo el valor de gluconeogénesis.

Es de vital importancia que el nivel de glucosa en sangre se mantenga en un rango de 60
a 120 mg/dl, con el fin de prevenir una falta de suministro al sistema nervioso. El objetivo
principal es mantener al cerebro funcionando adecuadamente, debido a que el cerebro alma-
cena muy poca glucosa, siempre tiene que haber un abastecimiento constante y controlado
de glucosa disponible en la corriente sanguinea [22].

Tener niveles anormales de glucosa en sangre puede originar las siguientes enfermedades:
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HIPERGLUCEMIA NORMAL HIPOGLUCEMIA

Figura 2-3.: Niveles de glucosa en sangre .
Hipoglucemia

Bajo nivel de glucosa en la sangre que puede ocurrir debido a insuficiencia hepatica y tumores
llamados insulinomas que envian demasiada insulina. Sin embargo, la causa mas comun de
hipoglucemia que pone en riesgo la vida es cuando los diabéticos, que son propensos a tener
un nivel alto de glucosa en la sangre, toman demasiado medicamento accidentalmente.

Si la glucosa en la sangre cae por debajo de 50 mg/dl, se producen sintomas de mal funciona-
miento del cerebro, como debilidad, mareos y problemas de concentracién. Si cae por debajo
de 40 mg/dl, se producen problemas de habla y aumento de la confusién y la somnolencia.
Si va por debajo de 30 mg/dl, se producen convulsiones y coma. Y cuando la glucosa en la
sangre cae por debajo de 20 mg/dl, ocurre la muerte cerebral . Ser capaz de controlar la
glucosa en la sangre es fundamental para la supervivencia humana y requiere que el cuerpo
sepa cuando almacenar la glucosa y cuando liberarla para que el cerebro siempre reciba lo
que necesita.

Hiperglucemia

Aumento del azicar en la sangre, donde el metabolismo de la glucosa se inhibe por la
actividad inadecuada de la insulina. Este es el caso que se denomina como diabetes. En la
siguiente seccion se muestra el comportamiento de esta enfermedad y sus implicaciones en

la salud [14].

2.4. Diabetes Mellitus

La diabetes es una enfermedad crénica que aparece cuando el pancreas no produce insulina
suficiente (cuando las células Beta estan afectadas y sélo permanecen en buen estado entre
un 10 % y un 20 %) o cuando el organismo no utiliza eficazmente la insulina que produce [24].

Inicialmente, la ausencia en la producciéon de insulina afecta a la captacion y entrada de
glucosa en el musculo y células grasas. Cuando la ingesta de glucosa disminuye, el cuerpo
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demanda combustible y el glucogeno se libera desde el higado. El nivel de glucosa en sangre
se eleva ain mds. Cuando los niveles de glucosa en sangre se acercan a los 180 mg/dl, la
capacidad de los conductos renales para reabsorber la glucosa (el umbral renal) se excede,
y la glucosa es excretada por la orina (glucosuria). Puesto que la glucosa es un diurético
osmotico, se excretan agua y sales en grandes cantidades y se produce la deshidratacién
celular. Cuando la situacién se prolonga, la excesiva diuresis combinada con la pérdida de
calorias ocasiona polidipsia, polifagia (hambre aumentada) y fatiga .

frecuanfementa
Figura 2-4.: Sintomas de la diabetes mellitus .

En las fases iniciales de la enfermedad puede no haber indicio de diabetes. Los sintomas de
alerta, y mas frecuentes cuando la enfermedad esta plenamente desarrollada, son: poliuria
(orinar mucho), pérdida de peso, polidipsia (tener mucha sed y beber mucho agua), reduc-
cién de la agudeza visual, cansancio y somnolencia, como se ilustra en la figura [2-4]

El primer intento de las células del cuerpo en contrarrestar la falta de glucosa es metabolizar
proteinas, cuyo resultado es la liberacion de grandes cantidades de aminodacidos.

En ausencia de insulina, las células del tejido adiposo intentan proveer combustible movili-
zando las reservas grasas. Los acidos grasos libres se utilizan inicialmente para la produccién
de energia, pero la mayoria alcanzan el higado donde se forman tres fuertes acidos: acido
acetoacético, acido betahidroxibutirico y acetona. Estos cetodcidos (o cuerpos ceténicos) son
excretados finalmente por el rinén junto con bicarbonato de sodio. La combinacién de la
acumulacion de cetoéacidos y la excrecion de bicarbonato ocasiona una caida en el PH del
plasma, cuyo resultado es una acidosis. El cuerpo intenta corregir la acidosis tratando de
convertir el dcido carbénico en diéxido de carbono. Si no se diagnostica la acidosis, la des-
hidrataciéon y el desequilibrio de electrolitos afectara al cerebro y, finalmente, causara coma.
Si no se trata la deficiencia de insulina se puede llegar a la muerte .

El tratamiento con insulina pretende revertir el estado catabdlico creado por la deficiencia
de insulina. Cuando el cuerpo recibe insulina, los niveles de glucosa en sangre comienzan a
caer, de forma que las grasas dejan de proveer combustible, con lo que cesa la produccion de
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cuerpos cetonicos, los niveles de bicarbonato sédico en sangre y el PH suben, y el potasio se
desplaza intracelularmente a medida que el anabolismo (reconstruccién de tejidos) comienza

125, [14).

La diabetes se clasifica en dos tipos:

2.4.1. Diabetes tipo 1

La diabetes de tipo 1 (también llamada insulinodependiente, juvenil o de inicio en la in-
fancia) tiende a ser diagnosticados mds temprano en la vida debido a la miccién frecuente,
debilidad y pérdida de peso debido a que tienen una produccion deficiente de insulina vy,
por lo tanto, cantidades muy bajas de insulina en la sangre. Sus niveles de glucosa en la
sangre generalmente son extremadamente altos, por lo general entre 500 y 1,000 unidades
en el momento del diagnéstico. Debido a que tienen niveles muy bajos de insulina, deben
comenzar con inyecciones de insulina de inmediato .

En la figura [2-5] se ilustra los tipos de diabetes y sus factores de riesgo.

DIABETES TIPO 1 DIABETES TIPO 2
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2.4.2. Diabetes tipo 2

La diabetes de tipo 2 se debe a una utilizacién ineficaz de la insulina. Este tipo representa la
mayoria de los casos mundiales y se debe en gran medida a un peso corporal excesivo y a la
inactividad fisica. La resistencia a la insulina y su glucosa en la sangre pueden mejorar con
la restricciéon dietética y la pérdida de peso, ademaés de la terapia médica oral o en algunos
casos las inyecciones de insulina [24].

2.4.3. Diagnostico de la diabetes

Para diagnosticar la diabetes se llevan a cabo las siguientes técnicas sanitarias basadas en
medir los niveles de glucosa en sangre, [24]:

HbAlc (hemoglobina glucosilada) Esta prueba mide el nivel promedio de glucosa en
sangre durante los dltimos 2 o 3 meses. Esta técnica no requiere ayunar ni beber nada. Se
diagnostica diabetes cuando: A1C > 6.5 %.

Glucosa plasmatica en ayunas Esta prueba mide el nivel de glucosa en sangre cuando
se esta en ayunas, por lo menos 8 horas antes del examen. Se diagnostica diabetes cuando:
Glucosa plasmatica en ayunas > 126 mg/dl.

Prueba de tolerancia a la glucosa oral Esta es una prueba de dos horas que mide su
nivel de glucosa en sangre antes de beber una bebida dulce especial y 2 horas después de
tomarla, esta técnica busca conocer como el cuerpo procesa la glucosa. Se diagnostica dia-
betes cuando: Glucosa en sangre a las 2 horas > 200 mg/dL

Prueba aleatoria (o casual) de glucosa plasmatica Esta prueba es un anélisis de sangre
en cualquier momento del dia cuando tiene sintomas de diabetes severa. Se diagnostica
diabetes cuando: Glucosa en la sangre > 200 mg/dl.

2.5. Diabetes Mellitus en Colombia

Para 2007, en Colombia, la diabetes ocup6 la quinta causa de muerte a nivel nacional con un
total de 7.127 fallecimientos, de los cuales 99,3 % ocurrieron en personas mayores de 20 anos.
De estos ultimos, 56,8 % correspondieron a mujeres. En este mismo ano, poco més de 50 %
de las defunciones por diabetes se concentraron en cuatro departamentos: Valle (15,2 %),
Bogotd (15 %),Antioquia (14,7 %) y Santander (6,2 %). Entre 1998 y 2007, la tasa estanda-
rizada total por diabetes sufrié un leve aumento, pasando de 28,1 a 29,3 por cada 100 mil
personas |13].
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Segin el ministerio de salud y proteccion social, para 2019 en Colombia se reportaron
1.294.940 personas diagnosticadas con diabetes y con mayor prevalencia en Bogota, An-
tioquia y Valle del Cauca. En general, en el pais las mujeres son las mas afectadas por la
enfermedad, representando el 59.54 % de los casos totales. Los reportes de la Cuenta de Alto
Costo indican que 3 de cada 100 colombianos tiene diabetes mellitus. Sin embargo, se estima
que el nimero real es mucho mas elevado y una de cada 10 personas en Colombia sufre de
esta enfermedad y esto se debe a que casi la mitad de los individuos con esta patologia no
saben que estan enfermos. En la actualidad la diabetes es una de las principales causas de

fallecimiento en personas entre los 30 y los 70 anos.

2.6. Tipos de insulina

Las insulinas se clasifican de acuerdo a los siguientes factores: tiempo que tardan en empezar
a actuar (inicio), tiempo para alcanzar su maximo efecto (pico) y cudnto tiempo permanece
en el cuerpo (duracién). Existen tres grupos principales de insulinas: insulina de accién

rapida, de accién intermedia y de accién prolongada.
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Figura 2-6.: Tipos de insulina [7].

Su medicién esta dada en unidades de insulina (UT), la proporcion de insulina a carbohidratos
representa cuantos gramos de carbohidratos estan cubiertos o eliminados por 1 unidad de

insulina.
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Tipos de Insulina Inicio Pico | Duracién
Accién Rapida Lyspro/ Aspart/ Glulisina | < 15 min | 1-2 h 4-6 h
Regular / normal 30-60 min | 2-4 h 6-8 h
Accién Intermedia ~ NPH 1-2 h 6-10 h > 12 h
Accién Prolongada  Detemir 1h 5h 12-24 h
Glargina 1.5h 5h 24 h

Tabla 2-1.: Clasificacién de insulina por accién |[7].

Una unidad de insulina de accion réapida eliminara 12-15 gramos de carbohidratos, este rango
puede variar de 6 a 30 gramos o méas. En general, para corregir un nivel alto de azicar en la
sangre, se necesita una unidad de insulina para reducir la glucosa en sangre en 50 mg / dl.
Esta caida de azicar en la sangre puede variar de 30 a 100 mg / dl o més, dependiendo de
las sensibilidades individuales a la insulina, por la actividad fisica y el estrés [7].



3. Algunos modelos matematicos
relacionados con la dinamica
Insulina-Glucosa

Existen numerosos modelos matematicos que se ocupan de la dindmica insulina-glucosa, en
su mayoria se abordan desde los modelos deterministicos donde no se contempla el principio
de incertidumbre, es decir, no se considera la diferencia entre individuos, ni la variabilidad del
medio ambiente (alimentacion, edad, peso, entre otros). A continuacién se presenta el modelo
determinista propuesto por Ackerman [17], el modelo minimo deterministico y estocdstico
desarrollado por Bergman [6, |11].

3.1. Formulacion de un modelo deterministico
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Figura 3-1.: Modelo simplificado del sistema regulador de glucosa en sangre. Las lineas
discontinuas indican el control de las tasas my, mo, m3 y my

7.
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Ackerman [17] propone un modelo del sistema regulador de la glucosa como resultado de su
interés en la prueba oral de tolerancia a la glucosa en personas normales y diabéticas. Este
modelo se ilustra en la figura [3-1], donde se consideran dos compartimentos centrales G y
H, los cuales representan las concentraciones de glucosa y hormona en sangre que regula los
niveles de glucosa en el cuerpo, respectivamente.

La dinamica del sistema indica que la concentracién de glucosa GG puede alterarse de tres
maneras: por almacenamiento en el higado, por eliminacién de otros tejidos corporales y por
infusién de los intestinos (o por via intravenosa) a una tasa J(t), donde ¢ representa el tiempo
medido en minutos. Ademas, debido a que H aumenta la velocidad de eliminacién de glucosa
en sangre, esta se debe tener en cuenta como una hormona compuesta. Se puede considerar
que las hormonas, como la insulina, que tienden a reducir los niveles de glucosa en sangre,
contribuyen de manera positiva a H. Por otro lado, otras hormonas, como la hormona del
crecimiento y el glucagén, tienden a aumentar el nivel de glucosa en sangre, contribuyendo
de manera negativa a H. Se asume que H es la suma de las diversas concentraciones hormo-
nales, cada una multiplicada por una constante apropiada que refleja su efectividad relativa
en la regulacion de la glucosa en sangre.

En la prueba de tolerancia oral a la glucosa (OGTT), una persona ayuna durante la noche,
después de lo cual sus niveles de glucosa en sangre y de hormonas reguladoras alcanzan
valores mas o menos constantes, Gy y Hy, respectivamente. Para tratar un modelo linealizado,
Ackerman [17] define g y h como los valores de concentracién de glucosa y hormona en sangre
a partir de sus niveles basales Gy y Hy, esto es

9=G—Go
h:H—HO

por lo tanto, la dinamica representada en la figura [3-1| se puede describir por las siguientes
ecuaciones diferenciales

d

d—‘j =—mig —moh+J (3-1)
dh

E = —mgh + myug + K (3—2)

donde my, my, m3 y my son constantes positivas
my [(min)~1] : tasa de eliminacién de glucosa por encima del nivel inicial (en ayunas).

my [(ml)(mg)(min)~!(uU) 1 (dl)~'] : tasa de eliminacién de glucosa por encima del nivel
inicial debido a las concentraciones de hormona en sangre.

ms [(min)~!] : tasa de eliminacién de la hormona por encima del nivel inicial (en ayunas).

my [dlpU(min)~t(mg)~'(ml)~'] : tasa de liberacién de la hormona por encima del nivel
inicial debido a las concentraciones de glucosa en sangre.
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K [uU(min)~'/ml] : tasa de inyeccién de H por unidad de volumen de sangre.
g [mg/dl] : concentracion de glucosa en sangre.

h [uU/ml] : concentracién de insulina en sangre.

Go [mg/dl] : nivel en ayunas de glucosa en la sangre.

Hy [pU/ml] : nivel en ayunas de insulina en la sangre.

Puesto que la prueba OGTT mide tinicamente la concentracién de glucosa en la sangre, es
conveniente eliminar la variable h, para que la ecuacion quede solo en términos de g, para
ello, se deriva la ecuacién diferencial (3-1|) obteniendo una ecuacién de segundo orden para

9

d*g dg dh N dJ
dt? Yar o At T oat
d*g dg
Bl A —mah K) 4+ 22
a2 mq i m2< ms +m4g+ )+ dt
sustituyendo el término mah de la ecuacién (3-1)) se tiene
d*g dg dg dJ
it} = — J— -2 _ K422
pTE +my o + mamag = ms( i mig) —moK + It
d*g g dJ
— — =mgJ + — — muK
e + (mq + mg3) o + (mamg + mamy)g = msJ + L
esta ecuacién diferencial se reescribe como
d*g dg 2
— 4+ 20—+ w;g==S 3-3
donde
o = 3(my +ms) amortiguacién constante
w2 = myms + mamy cuadrado de frecuencia natural (fuerza de restitucién)

S(t) =msJ + % —myK fuerza conductora

se observa que la expresion S del segundo miembro de la ecuacién , es cero excepto
en un corto intervalo de tiempo en el que se ingiere la dosis de glucosa, aumentando con
bastante rapidez y permaneciendo constante hasta que se haya absorbido la mayor parte de la
glucosa, después de lo cual la tasa de absorcién disminuiria lentamente. Este comportamiento

se ilustra en la figura
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Figura 3-2.: Aproximacién para la tasa de absorcion J(t), dependiente del tiempo, desde el
intestino a la sangre y su derivada d.J/dt, [17].

si la tasa de aumento d.J/dt es suficientemente grande en relacién con el resto de la curva
como se muestra en la figura , donde los cambios de J(t) ocurren en un pequeno intervalo,
entonces S(t) puede aproximarse mediante

dJ
S(t) = i Ré(t)
donde §(t) representa la funcién impulso (delta de dirac), debido a la naturaleza impulsiva del
supuesto sobre la absorcion de los intestinos durante la prueba oral de tolerancia a la glucosa.
Suponiendo que t = 0 es el tiempo en el cual la dosis de glucosa se ingirié completamente,
entonces para t > 0, la funcién g satisface la ecuacién lineal homogénea de segundo grado
d’g dg

e + 205% =+ ng =0 (3-4)

donde a = (my + m3) y wi = mymg + mamy

1
2
la ecuacién caracteristica correspondiente es r? + 2ar + wi = 0

—2a £ \/4a? — 4w
2

=—at/a?—w?

. ., . . . . . 2 2
las soluciones g de la ecuacién diferencial (3-4]) son de tres tipos dependiendo si a® — wg es
negativo, cero o positivo, que corresponde respectivamente a un sistema sobreamortiguado,

T2 =

criticamente amortiguado o subamortiguado.
Para el siguiente analisis se supondrd que a? — w? < 0, es decir que las raices de la ecuacién
caracteristica son complejas conjugadas con parte real negativaﬂ

a, ecuacién tienen coeficientes positivos, y por tanto, por definiciéon de estabilidad de un polinomio
caracteristico las raices son complejas con parte real negativa o raices reales negativas. Lo que conduce
a un sistema con equilibrio estable y las soluciones verifican que G — Gy y H — Hy cuando t — oo, con
lo cual, el modelo predice que las concentraciones de glucosa e insulina tienden a regresar a sus niveles
6ptimos (basales).
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e =—ax/o?—w;

donde w? = w2 — a? representa el cuadrado de frecuencia libre, por lo tanto, toda solucién

de (3-4) es del tipo

g(t) = 7ot — e~ (4 cos wit + bsin wt)

teniendo en cuenta que g(t) = G(t) — Gy y aplicando identidades?]

G(t) = Gy + Ae™ cos (wt — ) (3-5)

donde A = Va2 + b2y ¢ = tan! (g) Lo cual indica que el desplazamiento G oscila entre
las curvas G = £ Ae~® y representa una curva coseno con amplitud decreciente, es decir que
los valores de la glucosa tienden a decrecer si existe amortiguamiento en el sistema, donde
se observa un fenémeno oscilatorio con frecuencia w y constante de decaimiento «

-
-
—

Figura 3-3.: Sistema subamortiguado [20]

Ackerman y su grupo de investigacién observaron en un gran nimero de experimentos que
un pequeno error de medicién en G podria producir un error muy grande en «. Razén por
la cual no es confiable cualquier criterio de diagnosis de diabetes que involucre al parametro
a. En cambio el pardmetro wy (frecuencia angular natural del sistema), fue relativamente
insensible a los errores experimentales en la mediciones de G [5]. Por consiguiente, se puede

2Toda funcién y(t) de la forma a cos wt + bsin wt puede expresarse en la forma y(t) = A cos (wt — ¢), donde

A=Va2+b%y p=tan"t (2).
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considerar a wy como el descriptor béasico en la respuesta a una prueba de tolerancia a la

glucosa, dado por

Ty = — periodo natural del sistema
Wo

donde w? = w? + o?. En conclusién se encontré que el periodo natural resultaba ser un
predictor de diabetes a partir de los experimento de Ackerman. En particular, se establecié

que si

Ty < 4 horas Paciente normal.

Ty > 4 horas Paciente propenso a una diabetes leve.

A continuacién, se muestran las curvas para la concentracion de glucosa en sangre y la acti-
vidad de insulina en sangre para un individuo normal y uno diabetico. Los datos provienen

de la literatura (Yalow y Berson, 1960).
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Figura 3-4.: Curvas de concentraciéon de glucosa e insulina en sangre para un individuo

normal |17].
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Figura 3-5.: Curvas de concentracién de glucosa e insulina en sangre para un individuo
diabético [17].

En las figuras y se observa que debido al exceso de glucosa, la tasa de cambio
de concentracion de la hormona aumenta, por lo tanto, el pico de la curva de glucosa se
produce antes del pico de la curva de insulina. Ademas, la concentracion de glucosa tiende
a descender hacia el nivel basal mientras la concentracién de insulina aun esta elevada, este
comportamiento se evidencia tanto en la persona sana como en la diabética, sin embargo, en
la figura los valores de glucosa en sangre son mucho mas elevados y su descenso es mas
lento en comparacion con la figura |3-4}

3.2. Formulacidon del modelo deterministico minimo

El modelo minimo fue propuesto por Bergman [6] como una forma de medir la sensibilidad a
la insulina, dado que es un factor de riesgo importante para el desarrollo de diabetes tipo 2.
Este modelo describe la produccién y eliminacion de glucosa G(t), con un compartimento de
insulina remoto llamado efecto de la insulina activa X (t), relacionado con la concentracién
de insulina plasmadtica I(t), pero no coincide exactamente con ella. X (t) se considera una
variable artificial cuyo valor o nivel afecta a la captacion de glucosa por parte de los tejidos

y la absorcién y produccion por parte del higado.
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Higad P, Glucosa X(t) Musculo
Ao - G(t) esquelético
Produccién de glucosa “\\ Eliminacién de glucosa
InsuI!n_a Compartimiento
pIasIn}atlca P, remoto de P: >
®) insulina X(t)

Figura 3-6.: Modelo deterministico minimo. La glucosa sale y entra en el espacio de glucosa,
G(t), a una tasa proporcional a la diferencia entre la concentracién de glucosa
en plasma, G(t) y la concentracién plasmadtica basal, Gy. La glucosa también
desaparece del espacio de glucosa a una tasa proporcional a la concentracion
de insulina en el compartimento de insulina remoto, X (), [11].

El modelo minimo de la figura se puede describir como un sistema de ecuaciones dife-
renciales, tanto para la glucosa como para el compartimento de insulina remoto con respecto
al tiempo. Las ecuaciones son

T — i+ XWO)GWO + G, G0) =Gy (36)
PO~ poX ) )~ 1), X(0)=0 (3-7)

donde
G(t) : concentracién de glucosa en plasma en el tiempo t.
I(t) : concentracién de insulina en plasma en el tiempo t.

X(t) : concentracién de insulina en un compartimiento remoto de plasma (debido al retraso
existente durante el transporte por los capilares) en el tiempo ¢.

Gy @ concentracion basal de glucosa en plasma, antes de la inyeccién.
Iy, : concentracién basal de insulina en plasma, antes de la inyeccion.

p1 : tasa de absorcién periférica, es decir, la eliminacién de glucosa en la sangre, debido a que
su concentracién se encuentra por encima del nivel basal, estimulando la captacién de
glucosa por los tejidos y almacenamiento de los excesos de esta en forma de glucégeno
en el higado.

P2 tasa de eliminacién de la insulina activa.

ps @ tasa de transporte de la insulina al compartimento remoto.
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los parametros pi, ps, p3, Go v Ip, son parametros desconocidos en el modelo y seran identifi-
cados de forma unica a partir de la prueba de tolerancia a la glucosa intravenosa, donde S;
y S¢ son definidos como

St : Sensibilidad a la insulina, S = p3/ps

Sq : Eficacia de la glucosa, Sa =

La dependencia de la insulina I(¢) en el modelo puede describirse como un modelo de compar-
timento. El modelo supone que la insulina ingresa al compartimento a una tasa proporcional
al producto del tiempo transcurrido desde la inyeccién de glucosa y la concentracion de glu-
cosa por encima del umbral h. Si el nivel de glucosa en plasma desciende por debajo del
umbral A, la insulina ya no es secretada por las células 8. La insulina se elimina del compar-
timento de plasma a una tasa proporcional a su propia cantidad, lo que enfatiza la capacidad
de las células pancreaticas para controlar la produccién de insulina independientemente de
la concentracién de glucosa. El modelo de insulina puede describirse mediante la ecuacién
diferencial

MO — (10~ 1) + 4G -t 10) =1 (39
donde

n [min~!]: tasa de descomposicién de insulina en plasma.

h [mg/dl]: valor umbral de glucosa por encima del cual las células del pancreas secretan
insulina.

v [(pU/ml)/(mg/dl)"*min~"] : tasa de liberacién de insulina por parte de las células pan-
creaticas cuando la concentracion de glucosa supera el umbral h.

I, [pU/ml]: Concentracién de insulina plasmatica basal, antes de la inyeccion.

Considerando el comportamiento biolégico del pancreas, se deduce del significado de los
parametros del modelo de insulina que la capacidad de respuesta de la primera fase del
pancreas (fase géstrica) se puede definir como [11]

Imax - Ib

b= (3-9)
donde I,,4, €s la respuesta de insulina maxima, lo que significa que las células glandulares
pancredaticas incrementan la secrecién de insulina debido al estimulo producido por la libe-
raciéon de gastrina en la mucosa gastrica. Si consideramos Gy > G, en la ecuacién (3-9)), se
concluye que ¢; > 0, lo que indica que el pancreas tendra mayor capacidad de respuesta
siempre que Gy tenga valores por encima del nivel basal. Por otra parte, Bergman encontré
que la expresion ¢, - S permite medir la tolerancia a la insulina en el modelo minimo, esta-
bleciendo que si ¢, - S; < 75-10~% la persona seria poco tolerante a la hormona, donde ¢, es
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la capacidad de respuesta de la segunda fase del pancreas (fase intestinal) y se puede definir
como ¢y = 7 - 104,

Al reescribir las ecuaciones ([3-6) y . en términos de Sg y Sy se obtiene el sistema de
ecuaciones no lineales para medlr la sensibilidad a la insulina, St

dig —(Se + X(£)G(t) + ScGy (3-10)
O pa(xX(0) + $1(1(0) - 1) (3-11)
MO — n(a(0) — 1) + (G0 — e (312)

este modelo permite evaluar de forma eficaz distintos parametros implicados en la tolerancia
a la glucosa tanto en el individuo sano como en el diabético. El indice S; ha demostrado ser
un potente predictor del desarrollo de la diabetes en hijos de padres diabéticos. Sin embar-
go, uno de los problemas que presenta el modelo minimo es la aparicién de oscilaciones no
acotadas en las soluciones [15].

Con el objetivo de considerar las variaciones naturales (como la variabilidad en la alimen-
tacion, la metabolizacién de la insulina en el cuerpo, entre otras) o errores sistematicos del
modelo, Bergman propone una version estocastica del modelo minimo. La diferencia entre
el modelo minimo deterministico y el estocastico, es que en el segundo se agrega un término
adicional de ruido.

3.3. Formulacion del modelo estocastico minimo

El modelo estocdstico minimo fue propuesto por Bergman [11]. Este modelo es redefinido a

partir de las ecuaciones (3-10)) - (3-12]) como

dG(t) = (—(SG + X( ))G(t) + Sng)dt + aldwl
dX(t) = (=pa( X (t) + S;(I(t) — I,)))dt
dI(t) = (—n(I(t) — 1(0)) +v(G(t) — h)t)dt + oardws

donde o1 y 09 son constantes de dispersion y w; y wy son procesos de Wiener independientes.
Las constantes de dispersién solo se agregan a la concentracion de glucosa e insulina ya que
las mediciones se basan en esas variables.

En [11] los valores iniciales para la estimacién de los pardmetros fueron elegidos asumiendo
que los valores informados estaban dentro de un rango normal para sujetos sanos y los
valores iniciales de las constantes de difusién fueron calculados como la media de los residuos
del modelo minimo determinista. Desafortunadamente, para el modelo no lineal ocurrieron



24 3 Algunos modelos mateméticos relacionados con la dinamica Insulina-Glucosa

algunas dificultades computacionales durante el proceso y el procedimiento de optimizacién
propuesto no pudo converger. En cambio, se establecié un modelo lineal simple para mostrar
que el enfoque estocastico deberia dar una mejor estimacion de la sensibilidad a la insulina.

3.4. Ejemplo simple del modelo estocastico minimo

Con el fin de mostrar que el enfoque estocastico da una mejor estimacién de la sensibili-
dad a la insulina, Bergman establece en |11] un modelo lineal simple que solo incluye el
compartimento de la concentracién de glucosa, como se ilustra en la figura [3-7]

p compartimiento k
» G(t) >

Figura 3-7.. Modelo de compartimento simple. Este modelo de compartimento asume que
el cuerpo produce constantemente glucosa que se distribuye en la sangre y, al
mismo tiempo, el cuerpo estda absorbiendo una cantidad de glucosa en sangre
que es proporcional a la concentracién en el compartimento G(t), donde se
incluye una entrada de dosis, p y una salida de tasa de eliminacién k, [11].

Este modelo se describe mediante la ecuacién diferencial ordinaria

% — (“kG(t)+p)  G(0) =G, (3-13)

donde
G(t) : concentracién de glucosa en el tiempo t.
k : tasa constante de eliminacién de glucosa.
p : tasa constante de produccion de glucosa en el cuerpo.

para estimar los parametros k y p de la ecuacién , se usa el modelo de efecto mixto,
el cual contiene tanto efectos fijos como efectos aleatorios, donde los primeros representan
parametros fijos para cada individuo y los efectos aleatorios representan la desviacion indi-
vidual. Los modelos de efectos mixtos no lineales son ttiles para describir una relacién no
lineal entre una variable de respuesta y los parametros, cuando la variacién de los parame-
tros se modela mediante alguna distribuciéon conocida. Un modelo de efecto mixto para el
compartimento de la figura se puede definir como

yi(ti;) = G(ti;) + €
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donde y; es la concentracién de glucosa observada y €;; ~ N(0,0?) es un término de ruido,
en la j-ésima observacién y el i-ésimo individuo, donde ¢;; son independientes e igualmente
distribuidos.

En la estimacion de los parametros de la ecuacién realizada por Bergman [6], se utiliza
un conjunto de datos con la prueba de tolerancia a la glucosa intravenosa para modelar la
sensibilidad a la insulina S7. El estudio incluye a 19 sujetos sanos y 46 pacientes con diabetes
tipo 2. Los pacientes con diabetes tenian entre 15 y 34 anos de edad, una duracién de la
enfermedad de dos a diez afios y HbAlc < 10% | Los sujetos sanos tenfan entre 25 y 50
anos de edad y un indice de masa corpora]ﬁ de 19 — 40 kg/m?. Se toma la medicién a cada
individuo antes de la inyeccion de glucosa y después de 3, 4, 5, 7, 10, 15, 20, 25, 30, 60, 115
y 120 minutos. La cantidad de glucosa inyectada tanto a sujetos sanos como a pacientes con
diabetes fue de 0,3 g/kg.

Las estimaciones iniciales utilizadas para el modelo se pueden ver en la tabla

’ Parametro ‘ k ‘ P ‘ Gy ‘
| Valor inicial | 0.0294 | 0.136 | 17.4 |

Tabla 3-1.: Valores iniciales para el ejemplo simple, [11].

los valores de los parametros para las estimaciones de poblacién, medias y desviaciones
estandar se muestran en la tabla [3-2]

‘ k D Go ‘
Promedio 0.013136 | 0.13598 | 17.3984
Desviacién estandar | 0.00201 0.017559 | 0.85829

Tabla 3-2.: Valores de los parametros para el ejemplo simple, [11].

al ampliar el modelo a la ecuacién diferencial estocastica, se agrega un término de difusion

en (3-13)). El modelo se puede definir como
dG(t) = (—kG(t) + p)dt + odw, G(0) = Gy

3HbAlc: cantidad de glucosa que se adhiere a los glébulos rojos.
4Una medida de la obesidad se determina mediante el indice de masa corporal (IMC), que se calcula
dividiendo los kilogramos del peso por el cuadrado de la estatura en metros

peso [kg]

M = (estatura[m])2’

El sobrepeso se define cuando el IMC es mayor a 25 y se considera obesidad si el IMC es superior a 30.
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donde o es la constante de dispersién y w un proceso estandar de Wiener. Se usaron los
mismos valores iniciales que para el modelo y el valor inicial para la constante de
dispersion se calculd como la media de los residuos del modelo determinista minimo. Los
valores de los pardmetros obtenidos para las estimaciones de poblacién, medias y desviaciones
estdndar se muestran en la tabla [3-3]

E P Go |
Promedio 0.0147267 | 0.13567 | 17.3984
Desviacién estandar | 0.00132 0.011539 | 0.85829

Tabla 3-3.: Valores de los pardmetros para el modelo estocédstico minimo, [11].

las desviaciones estandar para k y p disminuyeron cuando se aplica la version estocastica,
lo que implica que se obtienen estimaciones de pardmetros mejoradas. A partir del ejemplo
simple se puede establecer que la version estocastica permite variacién en el modelo, ofrece
mejores resultados al incluir el término de difusién y admite un error de modelo sisteméfcicoﬂ

®Modelo basado en el contexto social de un individuo y la interaccién con su entorno.



4. Conceptos preliminares

Debido a que el enfoque de este trabajo se centra en el modelo de la regulacién insulina-
glucosa a partir de ecuaciones diferenciales estocasticas, en este capitulo se presentan algunas
definiciones y resultados importantes del calculo estocéstico [3, 9, (19} [26].

4.1. Espacio de probabilidad

Definicién 1. (experimento aleatorio) Un experimento se dice aleatorio si su resultado
no puede ser determinado de antemano.

Definicién 2. (espacio muestral) El conjunto (2 de todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio se llama espacio muestral. Los elementos w € {2 son llamados puntos
muestrales.

Definicion 3. (o-dlgebra) Sea 2 # (). Una coleccion A de subconjuntos de 2 es una
o-dlgebra sobre (2, si:

a) 2 € A.
b) Si A € A entonces A° € A, donde A es el complemento del conjunto A.
c) Si Ay, As, ... € A entonces U A; € A.

Los elementos de A se llaman eventos.

Definicién 4. (espacio medible) Sean 2 #+ ) y A una o-dlgebra sobre (2. La pareja (£2,.A)
se llama espacio medible.

Definicién 5. (eventos mutuamente excluyentes) Dos eventos A y B se dicen mutua-
mente excluyentes si AN B = ().

Definicién 6. (espacio de probabilidad) Sea (§2, A) un espacio medible. Una funcion P
definida sobre A y de valor real que satisface las siguientes condiciones:

a) P(A) >0 para todo A € A.

b) P(2) =1
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c) Si Ay, As, ... son elementos de A mutuamente excluyentes, esto es
ANA; =0 para todo 1 # 7,
entonces

P(UZA) = ) P(A)

se llama medida de probabilidad sobre (2, A). La tripla (12, A, P) se llama espacio de
probabilidad.

4.2. Variable aleatoria

Definicién 7. (variable aleatoria) Sean ({2, A, P) un espacio de probabilidad y (fZ,fl)
un espacio medible. Una variable aleatoria es una aplicacion X : 2 — (2 tal que, para todo
A € A se tiene que X 1(A) € A.

Si (2, A) = (R, B), entonces, se dice que X es una variable aleatoria real.

Definicién 8. (funcion de distribucion) Sea X una variable aleatoria real. La funcion
Fx definida sobre R por medio de

Fx(xz) = Px((—00,z])
= P(X <x)
se llama funcion de distribuciévﬂ (o de distribucion acumulativa) de la variable aleatoria X .

Definicién 9. (distribucion de probabilidad discreta) Sea X una variable aleatoria
real discreta con valores x1, T, .... La funcion fx, definida sobre R, mediante

| P(X =) six=ux1,29,..
Jxlw) = { 0 en otro caso

se llama distribucion de probabilidad discreta de la variable aleatoria X .

Definicién 10. (variable aleatoria absolutamente continua) Sea X una variable alea-
toria real definida sobre el espacio de probabilidad (£2, A, P). Se dice que X es absolutamente
continua, si y solo si, existe una funcion real no negativa e integrable fx tal que, para todo
x € R, se satisface

Fy(z) = /_ et

La funcion fx recibe el nombre de funcion de densidad (fdd) de la variable aleatoria X.

1Las variables aleatorias se clasifican de acuerdo con su funcién de distribucién. Si la funcién de distribucién
Fx, de la variable aleatoria X, es una funcion escalonada, entonces se dice que X es una variable aleatoria
discreta, si F'x es continua, entonces, se dice que X es una variable aleatoria continua.
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Definicién 11. (esperanza o valor esperado) Sea X una variable aleatoria real definida
sobre el espacio de probabilidad (§2, A, P).

1. Si X es una varitable aleatoria discreta, con valores xi,xo, ..., se dice que X posee

D ok P(X =
k=1

En tal caso, se define la esperanza E(X) de X como

X) = f: 2 P(X =

esperanza St

2. Si X es una variable aleatoria continua con funcion de densidad fx, se dice que X
posee esperanza Si

/OO |z| fx (z)dx < oc.

En tal caso se define la esperanza E(X) de X como

E(X) = /OO v fx(2)da.

—00

Definicién 12. (momento central alrededor del cero) Sea X una variable aleatoria
real. El r-ésimo momento central de X alrededor de cero, denotado por ., se define como
sigue

’

py = E(X)"

siempre y cuando el valor esperado exista.

Definicién 13. (momento central alrededor de la media) Sea X una variable aleatoria
real cuyo valor esperado existe. Elr-ésimo momento central de X alrededor de E(X) se define

como

fr = B[(X —E(X))]
siempre y cuando el valor esperado exista.

Definicién 14. (varianza) La varianza de una variable aleatoria X, denotada por Var(X),
se define como el sequndo momento central de X, alrededor de su media

(X —E(X))%]

X? - 2XE(X) + (E(X))?]

(X)? = 2E(X)E(X) + E(E(X))
(X)? = 2(E(X))* + (E(X))
(X)? — (E(X))?

Var(X) =E

[
[

E
E
E
E
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Definicién 15. (funcién generadora de momentos) Sea X una variable aleatoria (v.a)
tal que E(e!™X) es finito para todo t € (—a,a), con « real positivo. Se define la funcidn
generadora de momentos de X, denotada por mx(-) como

mx(t) = E(e'™); cont e (—a,a)

esto es,
Yo e P(X =uxy) si Xes una v.a discreta con valores x1, Lo, T3, - -
mx(t) =
o0 . . ., .
ffoo e fx(x)dx st Xes una v.a continua con funcion de densidad fx.

Teorema 1. Si X es una variable aleatoria cuya funcion generadora de momentos mx(+)
existe, entonces, existe, h € (0,00) tal que:

% k
mx(t) = ZE(X’“)%, para todo t € (—h, h)
k=0 '

y por lo tanto,
dr
E(X) = —mx(t
(X = x|
Definicién 16. (distribucion de Poisson) Una variable aleatoria X sigue una distribu-
cion de Poisson de pardmetro X > 0, cuando su conjunto de valores es el conjunto de los

enteros no negativos, y su funcion de distribucion de probabilidad viene dada por

P(X =k)=—1. kel

por notacion se escribe X ~ Pois(\).

Definicién 17. (distribucion normal) Una variable aleatoria X tiene distribucion
normal de pardmetros p y o (u € R y 0 > 0) si y sélo si su funcién de densidad estd
dada por

1 —(z —p)?
2
= R
fX(xaﬂ’J ) O'\/%exp |: 9252 ) T e

por notacion se escribe X ~ Nor(u,o?).

Teorema 2. Sea X ~ Nor(u,0?). Entonces
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Demostracion Primero se calculard la funcion generadora de momentos

ma(t) = [ e fela)ds

o

I (z — p)?
i Lo e

1 00 - - 2t2 2t2
= / exp{—(x p— o) —i—,ut—i—a_}dx

oV 2m 202 2
1 ot?] [ (x — (u+ o?t))?
= o exp [,ut + T} /Oo exp [— = }dw
ot?
= exp [,ut + T]

A partir de este resultado y el teoremal[l], se hallan el valor esperado y la varianza

1.
d 242
E(X) = —mx(t)] =[p+o*texp |ut+—|| =p
dt t=0 2 |l
2.
2 d2 9 9,19 0.2t2 ) )
E(X) :_2mX(t) :(0‘ —|—[,u—|—at])exp ut + —— =0+ u
dt t=0 2 1l
luego,

Var(X) = E(X)? — (E(X))2 = 02 + 12 — 12 = o

Definicién 18. (espacio de Hilbert de variables aleatorias Hpy) Un conjunto de
variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad ({2, A, P), con sequndo momento
finito B(] X |?) < oo forma un espacio de Hilbert L*(2, A, P) con el producto escalar

< X1, Xy >=E(X1 X))

y la norma
1/2
X e = [BIXP]

Con la norma se determina la distancia entre las variables aleatorias de L?(§2, A, P)
d(X1, X2) = | X1 — Xa|[rv

las variables aleatorias X1, X, de L*(§2, A, P) se denominan variables aleatorias en un espacio
de Hilbert.
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4.3. Procesos estocasticos

Definicién 19. (proceso estocdstico) Un proceso estocdstico es una coleccion o familia de
variables aleatorias { X, con t € T} definidas en un espacio de probabilidad comin (§2, A, P)
e indexadas por un pardmetroﬁ t, donde t varia sobre un conjunto no vacio de indices T.

De acuerdo con la definicién [I9] para cada instante ¢ se tendra una variable aleatoria dis-
tinta representada por X;, con lo cual un proceso estocastico puede interpretarse como una
sucesion de variables aleatorias cuyas caracteristicas pueden variar a lo largo del tiempo.

A los posibles valores que puede tomar la variable aleatoria se le denominan estados, por lo
que se puede tener un espacio de estados discreto y un espacio de estados continuo. Por otro
lado, el parametro tiempo ¢ puede ser de tipo discreto o continuoE].

Por lo tanto, dependiendo de cémo sea el conjunto de subindices 7 y el tipo de variable
aleatoria dado por X; se puede establecer la siguiente clasificacion de los procesos estocésti-

Cos:
X Discreta X Continua
t Discreto | Proceso de estado discreto y tiempo | Proceso de estado continuo y tiempo
discreto (Cadena). discreto.

t Continuo | Proceso de estado discreto y tiempo | Proceso de estado continuo y tiempo

continuo. continuo.

4.3.1. Procesos estocasticos discretos

Un proceso estocéstico discreto estd definido para 7 = {t¢, 1, t2, ...} un conjunto de tiempos
discretos y X (to), X (t1), X (t2), ... una sucesién de variables aleatorias, cada una definida
sobre el espacio muestral 2.

Definicién 20. (proceso de Markov discreto) Se dice que la sucesion {X;, (w)} es un
proceso de Markov, si sélo el valor presente de la variable aleatoria X, (w) es necesario para
determinar el valor futuro de X, (w).

Un proceso de Markov de valor discreto se llama cadena de Markov, y sus probabilidades de
transicién de un paso estén definidas por P(X,, 11 = x,41|X,, = x,). Si las probabilidades
de transicion son independientes del tiempo t,,, entonces se dice que la cadena de Markov tiene
probabilidades de transicion estacionarias y se conoce como cadena de Markov homogénea.

2El pardmetro t generalmente representa el tiempo.
3Si el conjunto T es discreto, el proceso estocistico se llama discreto. Si el conjunto 7 es continuo, el proceso
estocastico se llama continuo.



4.3 Procesos estocdsticos 33

Cadena de Markov homogénea

Sea {X,,n > 0} una cadena de Markov homogénea definida en tiempos discretos 7 =
{to,t1,t2, ...}, donde t,, = nAt de modo que t, = t, + t;. Sea X,, no negativa y de valor
entero para cada t,,, n = 0,1,.... Esto es, X, € {0,1,2,...}. Las probabilidades de transicién
son definidas como

pij = P{Xop1 = jIXn = i}, i>0,7>0

y la matriz de probabilidad de transicién se define como P = [p; ;], donde Z]O'io pij =1
para ¢ = 0,1, 2,.... La distribucién de probabilidad de X,, para n > 1 puede ser calculada
usando la matriz de probabilidad de transicion P. La potencia k-ésmia de P esta definida

por Pk = [pl( ]} Como P = P'P™ entonces por multiplicacién de matrices

p™ ZPZ ) paraln >0

donde PY estd definida como P° = I, esta relacién es conocida como la formula de Chapman-
Kolmogorov para una cadena de Markov homogénea.

Sea p;(ty) = P(X(tx) = i) la distribucién de probabilidad de Xy, para i = 0,1,2,...; y sea
p(te) = [po(te), p1(t), ..., pr(tr),-..]T, donde (p(to)); = P(X(to) = i) es la distribucién de
probabilidad inicial de X (¢y). Se puede ver que,

(p(t1))" = (p(to))" P
(p(t2))" = (p(t1))" P = (p(to))" P*

(P(t.)" = (P(ta-1))TP = (p(to))" P™.

por lo tanto,

me n— lpmz me tO pmz

Cadena de Markov no homogénea

sea T = {to,t1,...} donde t,, = nAt y sea {X,,n > 0} la cadena de Markov no homogénea
que satisface X,, € M = {z_,, 2_m+1, -, 20, 21, ---, Zm} donde m puede ser arbitrariamente
grande y donde z; = iAx para cada i. Se definen las probabilidades de transicion que pueden
depender del tiempo t,

pgz) =P {Xot1=2%|Xn =2}, —m<ij<m
la matriz de probabilidad de transicién esta definida como P, = 1(7; ] donde 7% pl(z) =
1 para cada ¢ y n. La distribucién de probabilidad para X,,,n > 1 puede ser calculada
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usando las matrices de transicién de probabilidad P, para n > 0. Sea p;(t,) = P(X,, = z)
para i = —m,—m + 1,...,m define la distribuciéon de probabilidad en el tiempo t,. Sea

p(tn) = [ —m(tn)ap—m-i-l(tn)a '~-7pm(tn>]T donde p<t0) = [ —m(t0)7p—m+1<t0)u ~’7pm(t0)]T es la
distribucién de probabilidad inicial. por lo tanto,

(p(t2))" = (p(t1))" P = (p(to))" PPy

(P(ta)" = (P(ta=1))" Poci = (p(t0)) PoPr -+ Py

A continuacion, se considera un importante proceso estocastico discreto no homogéneo que
introduce las ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante. Este proceso es de interés para el
desarrollo de modelos utilizando ecuaciones diferenciales estocasticas.

Ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante

Dado X, sea t; = iAt para i = 0,1,..., N y sea z; = jo, para j = ..., —2,—1,0,1,2,.... Se
definen las siguientes probabilidades de transicién de un proceso estocéstico discreto 9]

r(t, z;) At /62, para k =1+ 1
pik(t) =< 1—r(t,x;)At/6* — s(t, ;) At /6%, para k =i
s(t, m;) At )62, para k=i — 1

Figura 4-1.: Probabilidades de transicion

donde r y s son funciones no negativas. Note que con las probabilidades de transicién defini-

das, si AX es el cambio en el proceso estocastico X (t) = x; para un tiempo t fijo, entonces
el valor esperado E(AX) es
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At
| : |
i} { o L+ At
i—1-——" i
0
g . T
=
1T T
X X X X
BE(AX) = (1)(57’@52 ) At + (0)s (1— rit >;;S(t’ )At> +(—1)5S(i§2 )l
r(t, X) s(t, X)
ALY VI GELW)
0 b= 0 t
7a(ia)() g S(taX) At

y la varianza Var(AX) puede ser determinada como

Var(AX) = (B(AX)?) - (B(AX))’

= UUE.IPVTIVE (1—T(t’X);:S(t’X)At) (—1)28° (t;)m

= (r(t, X) + s(t, X)) At

Var(AX) = (1) 2527 rit.

asumiendo que At/6? es pequeno tal que 1 —7(t, ) At /6% — s(t, x) At /52 es positivo. Ahora
consideremos pg(t) = P(X(t) = xy) la distribucién de probabilidad en el tiempo ¢, entonces,
pr(t + At) satisface

pll A0 =p “(t)%m toe(t) (1 - ;; o) At) + pkH(t)—S(t’;f“) At
O [Pr1(t)s(t, Trpr) — pr(t)(r(2, xk)52+ s(t, 21)) + pr_1 (Or(t, 231 At

(4-1)

pult+ A0 = pult) _ pen(®s(t zirs) = pe®lr(tae) + st @] + pa (Or(honss)

At N 52

al reescribir cada término del lado derecho y reemplazando en la ecuacién (4-1)), se tiene que
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Prr1()s(t, tria) _ 2praa (8)s(E Tora)

02 202
~ Pen(®)[s( Tpra) + S Tpgn) + 1 Thgn) — 7 D))
B 262
prra(t) prs1(t) r(t, wp1) — st Tp1)
= [r(t, @ki1) + s(¢, Ths1)] —
262 20 )
t t
= pk;(;Q( )b(t, Thi1) — pk;;( )a(t,ka)
Pre(®)lr(t, o) + s(t, x)] _ 2p(£)b(E, )
)2 202

Pre—1 (D)7 (E, 2p—1) _ 2pp—a (t)r(t, 2p-1)

02 242
@) zr) Fr(t ) + st wpo) — st 2]
N 262
Pr—1(t) Pr—1(t) 7(t, xp—1) — s(t, xK—1)
=05 [r(t, xr—1) + s(t, vp—1)] + 55 5
Pr—1(t) Di—1(%)
= 252 b(taxk‘—l) + Ta(tvxk—l)

donde a(t,x) = w y b(t,x) = r(t,x) + s(t, z), por lo tanto

Pr(t + At) — pr(t) _ presa(t) Prr1(t) 2pi()b(t, x1)
A g e T gy altio) - TG
pr-1(t) Pr-1(t)
+ Wb(t,xk_ﬁ + 25 (l(t,l’k_l)
_Per()alt, zre) — pr-a(t)alt, mp—1)
B 26
Prr1()b(t, 1) — 2pi(8)b(t, Tr) + Pr—1(£)b(E, 1)
- 202

cuando At — 0, el proceso estocdastico discreto se aproxima a un proceso de tiempo continuo,

esto es
dpr(t) _ pera(t)alt, o) — pra(t)alt, 2p—1)
dt 20 (4-3)
Pt ()b, Trg1) — 2pu(8)b(E, 21) + Pr—1(£)b(E, Tp—1)
_l_
202
para k = ..., —2,—1,0,1,2,... donde {px(0)}7~_,, son conocidos. La ecuacién (4-3)) con

condiciones iniciales dadas se conoce como la ecuacion de Kolmogorov hacia adelante para

el proceso estocastico de tiempo continuo.
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Ahora asumiendo que ¢ es muy pequeno de modo que el proceso estocastico se aproxima a
un proceso de valores continuos, y teniendo en cuenta las diferencias centradas partiendo del
desarrollo de Taylor se tiene que

Flx+06)=F(x)+0F'(z) + %F”(x) + %F”/(&)
F(x —0) = F(z) — 6F'(x) + %F”(w) — %F”’(ﬁl)

F(x+6)— F(x —0§) =20F'(z) + Q%SF”’(&)

52
F(x) + =F"(&)

F(zx +06) = F(x)+ 6F'(z) + 52—2!F”(:c) + g—TF’”(a:) + i—TFW(gQ)
F(x —0) =F(x) — 6F'(z) + (;—Q!F”(x) — g—?F”’(a:) + %FW@?)
F(z +6)+ F(xr —§) = 2F(x) + 22—6!2F”(x) + 24—(TFIV(§2)
F(z+6)—2F(z) + F(x — §) = 0°F"(x) + %FW(@)
Flz +6) - zp;g@ FP@=0) iy (15_; ()

para algunos valores &1, & tal que x — 0 < &1,& < x 4 . Por lo tanto, la ecuacién (4-2) es
una aproximacion en diferencia central a la ecuacién diferencial parcial (4-3|), para § muy
pequeno

op(t,x) __ O(a(t, x)p(t, r)) +}52(b(t,x)p(taw))

ot ox 2 0x?
cuando se comparan las soluciones de (4-3) y (4-4)), en [18] se demuestra que

(4-4)

p(t, z) = p(t) + O(At) + O(6%).

A continuacién, se mostrara que la ecuacién (4-4) es la ecuacién de Kolmogorov hacia ade-
lante correspondiente a un proceso de difusiénﬂ Para ello, considere la ecuacién diferencial

4Un proceso estocastico {X;,t > 0} serd un proceso de difusién unidimensional si se puede representar para
un intervalo de tiempo infinitesimal

dXt = /,L(Xt,t) dt + O'(Xt7t) th

pasando a ser ahora el componente tendencial y la volatilidad, funciones del tiempo y del valor actual
del proceso. Cuando el proceso estocédstico se halla en las dos partes de la igualdad, ésta se denomina
ecuacién diferencial estocéstica (EDE).
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estocastica
dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X (t))dW (t) (4-5)

y sea ' € CP(R). Aplicando la formula de Ito para F(X), se tiene que

dF(X) = ( f(t,X)% + %gQ(t,X)%) dt + g(t, X)%dﬂf(t)
E/O g(s,X(s))%)i(s))dW(s) —0
entonces
dE(F) OF . 1 ,0°F
ai —E{aﬁ+§95§] (4-6)

Si p(t,z) es la densidad de probabilidad para las soluciones de la ecuacién diferencial es-
tocéstica, por definicion de valor esperado de (4-6]) se sigue que

d [ e OF | 1 ,0°F
pr _oop(t,yc)F(x)dyc—/_oop(t,.m) {%f—i-é w} dx
~ Op(t, z) e oF 1 [ L OPF
| R = [ ptargode s [ ptagGra @

integrando por partes el lado derecho de la ecuacion (4-7) e igualando a cero

[ 2D g [ 20 g L[ i PO,

o0 (e 9]

ot ox 2 0x?

como la integral se mantiene para cada funcién F' € C3°(R), esto implica que

Op(t,x) _ O(p(t,x)f(t, x)) +132(p(t713)92(t756))

/megpmmw+a@@xvmx»_1W@mwf@wwymzo

[e.e]

ot ox 2 0x?

con p(0,z) = po(x). La ecuacién (4-8) es la ecuacién de Kolmogorov hacia adelante para la

(4-8)

distribucion de probabilidad de las soluciones a la ecuacién diferencial estocastica (4-5]). Por
lo tanto, por (4-4) y (4-8)) se concluye que la ecuacion diferencial estocastica para el proceso
de difusién es

dX (t) = a(t, X)dt + \/b(t, X)dW (t) (4-9)
La densidad de probabilidad de las soluciones a la ecuacién diferencial estocastica (4-9)) sa-
tisface la ecuacion diferencial parcial (4-4)). Por lo tanto, existe una estrecha relacién entre
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el proceso estocastico discreto definido por y el proceso continuo definido por . En
particular, para At y 0 pequenos, la distribuciéon de probabilidad de las soluciones a
sera aproximadamente la misma que la distribucion de probabilidad de las soluciones del
proceso estocastico discreto.

Es importante senialar que los coeficientes en el tiempo ¢ de la ecuacion diferencial estocastica
(4-9) estdn relacionados con el modelo estocéstico discreto (4-3)) a través de la media y la
varianza en el cambio del proceso AX con respecto a un intervalo de tiempo pequeno At,
esto es,

E(AX)=a(t,X)At v Var(AX)=>b(t,X)At.

4.3.2. Procesos estocasticos continuos

Un proceso estocastico continuo {X (¢),t € 7} esté definido sobre el espacio de probabilidad
(2, A, P) donde 7 = [0,7] es un intervalo de tiempo y el proceso esta definido en todos los
instantes de tiempo del intervalo.

Un proceso estocastico de tiempo continuo es una funcién X : 7 x 2 — R de dos variables t y
w, y X puede ser de valor discreto o continuo. En particular, X (¢) = X(¢,-) es una variable
aleatoria para cada valor de t € 7y X(-,w) asigna el intervalo 7 a R y se denomina un
camino muestral, una realizaciéon o una trayectoria del proceso estocastico para cada w € ).

Definicién 21. (proceso de Markov continuo) El proceso estocdstico X es un proceso
de markov si el estado del proceso en cualquier momento t,, € T determina el estado futuro
del proceso. Especificamente, P(X (tpy1) < Xpi1| X (tn) = 2n) = P(X(tns1) < 21| X (6) =
T1, .oy X(ty) = o) en cualquier momento t; < to < -+ < t, < t,i1.

Para un proceso de Markov continuo, la funcién de densidad de probabilidad de
transiciéon para la transicion de z en el tiempo s a y en el tiempo ¢, estd dada por

p(y,t,z,s) = /p(y,t, z,u)p(z,u, x,s)dz  para s <u <t
R
Proceso de Markov homogéneo
Un proceso de Markov X () se dice homogéneo si la probabilidad de transicién satisface

ply,t +u,z,s+u) =p(y,t,z,s) paras<u<t

es decir, la probabilidad de transicion solo depende del tiempo transcurrido. En este caso se
puede escribir como p(y, z,t — s).
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4.3.3. Movimiento browniano y sus propiedades

Definicién 22. (proceso de Poisson) Un proceso estocdstico de tiempo continuo { X, t >
0}, y con espacio de estados el conjunto discreto {0,1,...}, es un proceso de Poisson de
parametro o intensidad A > 0, si cumple las siguientes propiedades:

a) Xo = 0.
b) Sis <t entonces Xy < X;.

c) Tiene incrementos independientes, es decir, Yn > 0 y 0 < t; < ty < ... < t,, las
variables aleatorias, Xy, — Xo, X4, — X4y, ..., Xy, — Xy, , Son independientes.

d) Xirs— X tiene distribucion de Poisson con pardmetro At, para cualesquiera s > 0,t >

0.

Sean N procesos de Poisson independientes X;(t) para i = 1,2,..., N, con intensidad A, y
sea Y (t) otro proceso estocastico definido por

Yiv(t) = Z%

Por el Teorema del Limite Centra]E], a medida que N aumenta, Yx(t) se aproxima a una
variable aleatoria distribuida normalmente con media 0 y varianza t, lo que se conoce como
proceso de Wiener o movimiento browniano W, es decir, que Yy(t) se aproxima a
un proceso de Wiener W; cuando N es muy grande. En particular, un proceso de Wiener
es un proceso de Markov continuo homogéneo y su funcion de densidad de probabilidad de
transicién p(y,t,x,s), de x en el tiempo s a y en el tiempo ¢, es

(y, ¢ ) =p( |t ) = /—1 (o —y)
T,S8) = T, |t —s|) = ex .
by, t,x, ny,x, 27l — 5| p ot — 3|

Definicién 23. proceso de Wiener o Movimiento Browniano (MB) Un proceso
de Wiener estindar es un proceso estocdstico continuo {W; : t > 0} con las siguientes
propiedades:

®Teorema del Limite Central Sea X, X5,... una sucesién de variables aleatorias independientes e
igualmente distribuidas con media y y varianza finita y positiva 2. Sean S,, := Z?:l Xy Y, := SZ;\/%“
Entonces, la sucesién de variables Y7, Ys,... converge en distribucién a una variable aleatoria Y, donde

Y tiene distribuciéon normal estandar. Esto es,

Sn —np
lim P22 2F <o) = &(); todo z € R.
Jim ( o _x) (z); para todo x
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1. Los incrementos sobre intervalos disjuntos son variables aleatorias independientes y
estacionarias, es decir, si 0 < t1 < ty < ... < t,, las variables aleatorias W, —
Wi,y Wy, = Wh,, | son independientes y tiene la misma distribucion.

2. Si s < t, el incremento Wy — Wy del proceso sobre el intervalo (s,t] tiene distribu-
cion normal con media 0 y varianza (t — s) o de manera equivalente Wy — Wy ~

Vit —sNor(0,1).
3. El proceso inicia c.s. en 0, esto es, P{{w : Wy(w) # 0}} = 0.

4. Las trayectorias de los procesos W, son todas continuas c.s.

Proposicién 1 (Propiedades del Movimiento Browniano). El movimiento browniano
{W;} tiene las siguientes propiedades, para reales positivos s,t,to, A :

1. {W;} es un proceso de Markov
2. E{W:} =0
3. Var{W,} = E{W?} =t
4. Cov{W;, Wi} = E{W, W} = min(s,t)
5. E{(W, — Wy)?} = |t — 5|
6. E{W}} = 3¢
Demostracion

1. Por la propiedad 1 de la definicion se tiene que los incrementos del Movimiento
Browniano son independientes, por lo cual

P{Wyys < a|lWy = wo, W1 = w1, ..., Ws = wg}
=P{Wips — Ws < a—wg|Wy = wo, Wy = wy,...,Ws =ws}
P{W, s — Wi < a—ws, Wy = wo, W1 = wy, ..., Wy =ws}
- P{Wy = wo, Wy = wr, ..., Wy = w,}
=P{Wis — W < a—ws}
=P{W,s < a|Wy = w,}

Luego, se concluye que {W;} es un proceso de Markov.
2. Por la propiedad 2 de la definicion [23 de movimiento browniano se tiene el resultado.

3. Por la propiedad 2 de la definicion[23 de movimiento browniano se tiene el resultado.
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4. Suponga s < t, entonces

Cov{Wy, Wi} = E{(W} — E{W:})(W, — E{W,})}
- E{(Wth}
=E{W,(W, — W,) + W2}
= E{W,(W; — W)} + E{Wsz}
=E{W;}
=35
5. Para s <t
E{(W; — W)} = E{W;'} — 2E{W, W, } + E{W}}
=t —2min{t,s} + s
=t—2s+s
= [t — s
6. Usando la funcidn generadora de momentos p(u) de una variable aleatoria normal W
con p=E{W;} =0 y Var{W,} =t, se tiene que

plu) = capf "y}

() = exp{ -} (tu)

(2) tu? o s
o) = ap{ g} (P +1)

(3) tu? 3.3 2
o' (u) = e:ch{—2 Ht u® + 3t7u)

(4) tu 44 3,2 2
e (u) = e:ch{—2 Ht u® + 6t°u” + 3t%)

evaluando en v = 0, E{W}} = 3t%.

Trayectorias del Movimiento Browniano

Sea W; un proceso de Wiener y sean {t;}2, un niimero finito de puntos del intervalo [to, ¢ ],
donde ty = 0, y W(ty) = 0. La relacién de recurrencia que da los valores de una trayectoria
del proceso de Wiener en los puntos tg,t1,...,ty esta dada por

W(t;) = W(tio1) + mioi/ti — tiq1, parai=1,2,... N.

donde 1;_; ~ N(0,1) son nimeros independientes distribuidos normalmente para i =
1,2,...,N.
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Variacion cuadratica del Movimiento Browniano

Definicién 24. (variacion acotada) Dada una funcion f : [a,b] — R y una particion
[[={a=ty <t <--- <t, =0} dea,b], se llama variacion de f en [a,b] respecto la
particion [[ a la cantidad

Vieri(f) = Y [f(tixr) = f(t)]

titip1€]]

se llama variacion de [ en [a,b] a la cantidad

Viap(f) :=sup Z (tiv1) — f(t:)]

tz 7t7,+1 GH

donde [[ varia en el conjunto de todas las particiones de [a,b]. Si Viap(f) < oo se dice que
es de variacion acotada (o finita) en |a, b].

Definicién 25. (variacion cuadrdtica) Sea {I],}n una sucesion refinantdl| de particiones
de [a,b] tal que lim, . ||][,|| = 0. Se llama variacion cuadrdtica (QV) de f : [a,b] = R al
limite, si existe y no depende de la sucesion {[],}. escogida,

QViy(f) = 7}1_?{)10 QVigy(f) = lim Z |f(tia) — f(E:)].

n—oo
titiv1€] ],

Un resultado importante del movimiento Browniano es que las trayectorias son continuas
pero no derivables en ningiin punto, esto se debe a que tienen variacion total infinita en todo
la,b], a < b. Ademds, su variacién cuadratica es no nula y finita.

Teorema 3. Sea {Witiclop un MB y [], = {a = to,t1, ..., tn—1,t, = b} una particion del

intervalo con ||[ ]| = . (1)nax (tiv1 —t;) — 0, entonces
n—1
Vieg(W) = 1i Wi, —Wi|>=0b—
Q [a,b]( ) Himﬁ[);‘ tit1 t; a

se dice que el movimiento browniano acumula variacion cuadrdtica (QV) a razén uno por
unidad de tiempo.

o -1
Demostracion Notese que Y ;o |tiv1 —ti| =b—a, sea

—_
,_.

n—1

2
- z+1 Xzy
=0

Yn - |Wt

i

(b—a) = (IWt

i

2
— W, -

— W,

K3

i+1 i+1

I
=)
I\
=)

SUna sucesién {[],,}» de particiones de [a,b] decimos que es refinante si ], C [] Vn.

n+1°
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donde Xz = |VVtiJrl — Wti 2 _ (tiJrl — tl) Yy
n—1 n—1
X X; = ZXQ +2) XX,
=0 7=0 1<j
por independencia de los incrementos del movimiento browniano E{X;X;} = 0 ya que

E{|Wti+1 - Wti|2} = ti+1 t Yy E{YQ} Z E{X2}

calculando cada sumando y usando la propiedad 6 de la proposicion 1 se tiene que
E{X7?} = E{(|Wi,, — Wi |* = (tis — t:)*}

= E{|Wti+1 - Wti }4 - 2<ti+1 - ti)E{lwtiJrl - W 2

=3(tis1 — :)* = 2(tis1 — 6)* + (i1 — t:)°
= 2(ti —t;)?

141

(ti1 —t;)?

por lo tanto,
n—1
E() = Y E(X?)
i=0
n—1
=2 Z(ti_H —t,)?
=2 Z z+1 z H—l l; )
< 22 i1 — { max (tz‘+1 —t;)

—2IIHIIZ (tiv1 —
2(b — a) HH” -0

cuando |[[T, || = 0, por lo cual se concluye que Y,y — 0 en L?; esto es, QV|, y(W) =b—a
en L2

Proposicién 2. Sea [[, = {0 =1, t1,...,tn—1,t, = T} una particion de un intervalo finito
0,77, es decir, 0 =ty < t; < -+ <tpq1 <t,= T, la covariacton cuadrdtica de W;
con t y la variacion cuadrdtica de t, son:

n—1

lfm Wy = Wi)(tig1 —t;) =0
Hnlmojz_;( bi+ )t — 1)



4.3 Procesos estocdsticos 45

n—1

lim tis1—t;)* =0
I, =0 j:0< s l)

Demostracion Primero se probard la covariacion cuadrdtica de Wy con t, para ello se usard
el Teorema[3 (variacion cuadrdtica del Movimiento Browniano), donde se tiene que

n—1
Ifim W, , —W. )2 =T
||Hn|_>0]Z:;( tit tj)

como |(Wy,,, — Wi, )(tj —t5)| < mdxXo<k<n—1 Wiy, — Wi, |(tjs1 — t;), sumando sobre todos
los j se tiene que

n—1
|Z;(Wtj+1 - Wtj)(tj+1 o tj)' < ogr]?é;iJWtk“ o Wtk|T
j:

como Wy es continua,

lim  méx [Wy,,, — W, |=0
ITT,ll—00<k<n-1

de manera andloga,

n—1 n—1
1{ tig—t)2< i X (tpeg —t tig —t;
o '_0( ) s im (B~ ) '_0(J+1 )
J= J=
= Ilim T
||Hn||ao”1;[‘|
=0

Los resultados obtenidos en el teorema[3]y la proposicién [2] se pueden resumir en la conocida
tabla de multiplicacion de McKean

X d Wt dt
dWy | dt | 0
dt 0 0

Tabla 4-1.: Tabla de multiplicacién de McKean

Espacio de Hilbert de procesos estocasticos Hsp

Definicién 26. (espacio de Hilbert de procesos estocdsticos Hgp) Sean f(t),g(t)
procesos estocdsticos continuos definidos en el intervalo T = [0,T] y el espacio de probabilidad
(2, A, P). El producto interno (-,-)sp estd definido como

< fig>sp= / E(f(t)g(t))dt
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Y Su norma

T 1/2
|rf||sp=<f,f>;/§=(/0 E!f(t)ﬁdt) . (4-10)

Definicién 27. (filtracién) Una filtracion es una coleccion no numerable de o-dlgebras
{A;,t > 0} tal que Ay C A, cuando 0 < s < t. En particular, la filtracion natural de un
proceso a tiempo continuo {f(t),t > 0}, es la coleccion de o-dlgebras definidas por A, =
a{f(s)|0 < s <t}. Se dice que un proceso estocdstico f(t,w) es adaptado a una filtracion
{As,t > 0} si la variable f(t,-) es Ai-medible, para cada t > 0.

Si f es medible en [0,7] x €, entonces se dice que f es no anticipada. Una funcién no
anticipada f(¢) es independiente de un incremento de Wiener W (t + s) — W (t) para s > 0.
Ademas, el espacio de Hilbert Hgp es el conjunto de procesos estocéasticos no anticipados f
tales que f satisface fOT]E|f(t)|2dt < 00.

4.4. Integral estocastica de Ito

Sea f€ Hgp un proceso estocastico, se asume que f satisface las siguientes tres condiciones:
(c1) f(a) € Hpy. Entonces, ||f(a)||%y, = E|f(a)]* < ki para una constante positiva k.

(c2) [|f(t2) — f(t)||%y = E|f(t2) — f(t1)|? < kolta — 1| para cualquier ty, ¢y € [a, b], existe
una constante positiva ks tal que se cumple esta desigualdad.

(¢3) f es no anticipada sobre [a, b].
la condicién (cl) y (¢2) implican que para f€ Hgp con t € |a, b]

1FO)lrv < IFE) = F@)]ry + [1f (@)l rv (4-11)
< ky*(b— @) + | f(a)||nv
< k(b —a)/? 4+ k2

la condicién (¢3) significa que f es no anticipada sobre [a, b] si f(t,w) no depende del tiempo
t' para t’ > t. Por lo tanto, E(f(t)(W(t')—W(t))) = E(f(t))E(W(t')—W(t)) = 0 para todo
a<t<t <hb.

Definicién 28 (Integral Estocastica de Itd). Sea f € Hgp satisface las condiciones
(c1) — (¢3). La integral f;f(t)dW(t) estd definida por

m—1
1) = tim [ faaVE) = lm 3 AV - W)
¢ i=0

donde tgm) =a+1 (b_?“) y converge en Hpgy .
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Definicién 29 (Propiedades de la Integral de Ito).

(a) I(f+g)=1(f) +1(g)
(b) I(cf) =cI(f)
(c) E(I(f))=0

b
(@) ElI(f)P = / Elf(t)Pdt

Formula de Ito

Sea X; un proceso de [to dado por

dXt = udt + 'Uth

sea g(t,z) € C*([0,00) x R). Entonces Y; = g(t, X;) es nuevamente un proceso de Ito, y

dg dg 10%g
adY, = = (t, X;)dt + =(t, X,;)dX, -
1= g Xdt 5 X)dX + o505

2

dg dg 1 0%

= —(t, Xp)dt + —(t, Xp)dX; + -——

T AT

donde (dX;)? = (dX;)(dX;) = dt por la tabla de multiplicacién de McKean

(t, Xo)(dXy)? (4-12)

(t, X, )dt

4.5. Ecuaciones diferenciales estocasticas (EDE)

Definicién 30. Una ecuacidn diferencial estocdstica sobre el intervalo [0, T tiene la
forma

t t
X, = X0+/ u(s,Xs))ds+/ B(s, Xs)dW; (4-13)
0 0
para 0 <t < T donde Xo = X(0,-) € Hry o en forma diferencial

para 0 <t <T con Xo = X(0,-) € Hgy, donde los coeficientes u(t, Xy) y B(t, Xy) son fun-
ciones no anticipadas, y se conocen como coeficiente de tendencia y coeficiente de difusion,
respectivamente.

Definicién 31. Sea
X(ta w) = [Xl(tv w)u XQ(t7 w)7 s 7Xn(t’w)]T

W(t,w) = [Wi(t,w), Wa(t,w), ..., Wn(t,w)]"
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w0, 7] x R" — R"

B:[0,T] x R* — R™™

donde Wi(t,w), 1 < i < m son procesos de Wiener independientes, entonces un sistema
de ecuaciones diferenciales estocdsticas tiene la forma

dX(t,w) = p(t, X(t,w))dt + B(t, X(t,w))d W(t,w). (4-15)

En forma componente el sistema es

Xz(t) = XI(O) + /0 ,U/l'(S, X(S))dS + Z/O BZ’J(S, X(S))dWJ(S)

parat=1,2,...,n.

4.6. Teorema de existencia y unicidad para EDE

A continuacion, se presenta el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales
estocdsticas, el cual se enuncia y demuestra en [3].

Teorema 4. Sea T >0 y pu(-,-) : [0,7] x R" — R", B(-,-) : [0,T] x R* — R™"™ funciones
medibles que satisfacen la condicion de Lipschitz
it 7) — pt,y)| + |B(t2) — Bt,y)l < Cilo—yl;, sy eR™te0,7]  (416)

para alguna constante Cy, y la condicion de crecimiento lineal

ut, )| + | B(t,z)| < Co(1 + |2)); v € Rt € [0,7] (4-17)

para alguna constante Cy, (donde |B|* = X|By;|?). Sea Z una variable aleatoria independiente
de la o-dlgebra Fim generada por Bs(+), s > 0 y tal que

E[|Z)?] < .
Entonces la ecuacion diferencial estocdstica
dXt = /,l/(t, Xt)dt + B(t,Xt)th, 0 S t S T, X(] =7 (4—18)

tiene una solucion unica Xy(w) de tiempo continuo, con la propiedad que X;(w) es adaptada
a la filtracion FZ generada por Z y B(-);s <ty

T
E [/ \Xt|2dt] < .
0
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Dado que algunas ecuaciones diferenciales estocasticas no tienen una solucién analitica, los
métodos numéricos deterministas se extienden al caso estocastico para aproximar su solucién.
En el presente trabajo se implementa el método de aproximacién Euler-Maruyama.

4.7. Método numérico Euler-Maruyama

El método de Euler Maruyama es el analogo al método de Euler en ecuaciones diferenciales
ordinarias para problemas de valor inicial, a continuacién se hara una breve construccion del
método de Euler y luego se extendera al caso de las EDE.

Considere la siguiente ecuacién diferencial ordinaria de primer orden con x(ty) =

dz
i a(t, ) (4-19)

/ "yt = / "t ()t (4-20)

to to

aplicando el teorema fundamental del calculo a la ecuacién (4-20)) y considerando tamanos
de intervalo muy pequenos h = t;;1 — t;, se tiene la forma recursiva del método de Euler

x(ty) — x(ty) =~ / 1 a(ty, xo)dt

to
Tl — g~ (tl — to)a(to, IL‘[))

x1 & o + ha(to, xo)

Tip1 = x; + halt;, ;)

Ahora, para el caso estocastico se incluird una perturbacién aleatoria en la ecuacién (4-19)

d

d_g; = a(t, ) + ruido aleatorio
d

d_:zlfj = a(t,x) + b(t,x)e(t)

dz dW,

==t b(t, x) —t

e o0

para obtener la solucién aproximada de la ecuacién diferencial estocastica dr = a(t, x)dt +
b(t, z)dW; sobre el intervalo [0, T] se debe discretizar el intervalo en L partes (L € N), definir

la condicién inicial y aplicar la férmula recursiva de un paso (ya que solo depende del término
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anterior) como se muestra a continuacion

At=1T

Xo = 29

For j=0:L
T, = JAL;

At = Tj+1 — Tj;

AW]'_H = W<Tj+1) - W(Tj);

Tjq1 = X -+ (L(Tj, l’])At —+ b(Tj, ZEj)AWjJrl;
end

®w N O A W N =

Teorema 5 (Convergencia fuerte del método Euler-Maruyama). Sea X2 la solucidén cons-
tante por partes de la ecuacion diferencial estocdstica, definida por

tnt ~ tnt ~
XA = o+ / p (Xﬁf) ds + / B(XA2Hdw,
0 0

para t; <t <t Yyng= Lﬁj, asoctado al método de Euler-Maruyama con tiempo de paso
At. Bajo el supuesto de que la condicion de Lipschitz y crecimiento lineal del teorema[f] se
satisfacen, existe C' = C(T, Cy, Co, E|X,|?) tal que

sup E|X, — X2 < CVAL

0<t<T

para mds detalles ver la demostracién en [10].



5. Modelacion matematica

El interés general de los modelos es describir una situacion o fenémeno real en términos ma-
tematicos que permita comprender el comportamiento de un sistema en particular, para ello
es fundamental conocer el contexto del problema e identificar las variables que se consideren
mas significativas y la forma en que estas interactuan. En este capitulo se presentara una
propuesta de modelacién matematica para el problema de la diabetes.

Existen diferentes métodos de modelacién, en este caso, sélo se abordara el modelo compar-
timental, que constituye una técnica muy utilizada en problemas biolégicos. A partir de la
revision realizada a la literatura en ciencias de la salud, se consideré que la dindmica entre
glucosa-insulina se ajustan desde el punto de vista interpretativo a un modelo analogo de
presa-depredador, donde se sugiere que la poblacién (en este caso moléculas orgénicas (glu-
cosa) y hormonas (insulina)) se divida en compartimentos, asumiendo que cada individuo
en un mismo compartimento tiene las mismas caracteristicas.

En la seccién 5.1, se mostrara el desarrollo general de un sistema dindmico de dos estados
considerando todas las probabilidades de transicién que se pueden dar entre los comparti-
mentos [9], posteriormente, en la seccién 5.2 se hard el desarrollo para el caso particular de
la diabetes cuyo objeto de estudio motiva este trabajo.

5.1. Sistema dinamico de dos estados

Considere un sistema dindmico con los estados Sy (t) y S2(t), los cuales representan los valores
de cada estado en el tiempo ¢, [9].

s, S,

Mz%%a

Figura 5-1.: Diagrama de un sistema dindmico de dos estados [9].
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Se asume que en un pequeno intervalo de tiempo At, el estado S; puede tomar los valores
—)A1,0,4+A; y el estado Sy los valores —\y, 0, 4+X9, donde A\, Ay > 0. En la tabla se
muestran todos los posibles cambios AS = [S}, S5]7 para los dos estados en el intervalo de
tiempo At, donde p; representa las probabilidades de transicion. Ademas, se asume que las
probabilidades estdn dadas a O((At)?), ya que los intervalos de tiempo At son muy pequefios,
solo se considera el primer orden, los demas son despreciables.

D= —>\1,O]T h
2 = /\1,0]T P2
%) = 07—/\2]T 28!
0, Ao)” ps = bo(t, S1, So) At

ASD [ 1(t, 81, 92) At
e |

A [

AS® [

AS®) = [=\;, )T ps = mua(t, S1, Sa) At
AS©) [

AS™ [

AS®) [

AS©®) [

d )
bi(t, Sy, Sa) At
do(t, S, S) At

(

)\1, _)\Q]T Pe = Ma1 (t, Sl, SZ)At
D =1=A, =" pr = mu(t, 51, Sa) At
8 = /\1, /\Q]T Ps = MQQ(t, Sl, SQ)At
0" po=1->",pi

Tabla 5-1.: Posibles cambios en un sistema de dos estados [9).

5.1.1. Construccion de las EDE para dos poblaciones interactuando

Sean x(t) y xo(t) los tamanos de dos poblaciones en el tiempo ¢, los pardmetros b; y d;
corresponden a las tasas de nacimientos y muertes per capita, respectivamente, y m;; es
la tasa de poblacién i que emigra] a la poblacién j. Cada parametro depende del tamafio
de la poblacién xy(t), zo(t) y el tiempo ¢, es decir, b; = b;(t,x1,22), d; = d;(t,x1,22) ¥
mi; = m;j(t, x1,22). Ademds, se asume que At > 0 es suficientemente pequetio.

X, () X, (1)

Sy o] ol

Figura 5-2.: Diagrama de un sistema dindmico de dos poblaciones interactuando [9].

Las tasas m;; podrian tener una interpretacién diferente segun el contexto del problema, por ejemplo,
para poblaciones aisladas geograficamente m;; puede representar la tasa de migracién de una poblacién
i a la j; para una poblacién en proceso de una epidemia m;; puede representar la tasa de infecciéon de un
individuo susceptible y m;; puede representar la tasa de recuperacién de un infectado.
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Ax; = [—1,0]T p1 = dix At
Axy = [—1,1]7 Po = miax1 At
Axz = [0, —1]" p3 = daxa At
Ax, = [0,1]7 pa = boxo At
Axs = [1,-1]T s = Mo Ta At
Axg = [1,0]" pe = by At
Axz = [0,0]" pr=1-30,p

Tabla 5-2.: Posibles cambios en el sistema de dos poblaciones y sus correspondientes pro-
babilidades [9).

En la seccién 4.9 se realizé la contruccién de una Ecuacién Diferencial Estocastica (EDE)

a partir de las Ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante, donde se determiné que para una
EDE de la forma

dX = p(t, z1, x9)dt + B(t, x1, x2)dW (1)

se debe calcular el cambio esperado p y la matriz de covarianza V para AX fijando X(¢) en
el tiempo ¢, donde

H=" A
By EOXEXT EAXES)

W(t) = [Wi(t), Wa(t)]F proceso de Wiener bidimensional

para construir las ecuaciones diferenciales estocasticas de un modelo bioldgico, se consi-
deraran los siete posibles cambios que pueden ocurrir cuando dos poblaciones interactuan
(como se muestra en la figura , luego se procede a encontrar p y la matriz de covarianza
V' para un intervalo de tiempo At, esto es

7
j=1

o {51331 — diTy — MyaTy + My Ty
bazy — doxy — Mmo1 Ty + Mgy

| a

luego,

E(AX) |:b1{E1 — dll‘l — M12T1 + m21I2:|

H= At bQ.%’g — dgl’g — M291T2 + M12T1
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de manera andloga para V, teniendo en cuenta que E(AX(AX)T) — E(AX)(E(AX))T =
E(AX(AX)T) dado que el producto E(AX)(E(AX))T es de orden (At)?

E(AX(AX)T) = > p;jAx;(Ax;)"

Jj=1

—M12T1 — M21T2

. bll‘l + d1$1 + M2 + M21 T2
bgl’g + dzﬂ?g + M12X1 + M1 T2

—M12T1 — M21T2

At

por lo tanto, la matriz de covarianza V' es

E(AXAXT)
At

by + diwy + Mgy + Moy —Mi2T1 — M21T2

—M12T1 — M1 T2 boxg + doxg + Mmyox1 + Moo

V:

ya que V' es una matriz simetrica definida positiva entonces su raiz cuadrada existe. Sin

perdida de generalidad, se realizard el procedimiento para hallar la raiz cuadrada de una
matriz simétrica de tamano 2x2

V= [a b] _ [111 112] {111 llZ}
b c lor oo |la1 22

a = l%l + l12l21
b= l11l1a + lialso (5-2)
b= l11la1 + la1lao

c = lygloy + 13,

igualando las ecuaciones (5-2) y (5-3) se tiene que l;5 = Iy, por lo tanto, el sistema de
ecuaciones a resolver es

a =1+
b= l11l12 + lialso

c=17+13

despejando lys de (5-5)) y (5-6) e igualando se tiene que
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b — 1111
bombe _ o
l12
b—lul\® (T
( l12 )( -l

b2 — 2blialio + 13,12,
iy

2,12, — 2bliglyy + % — (c = 12,)13, =0 (5-7)

2

_ 2

resolviendo ([5-7)) para 11

2bhs + \/452@2 — A0 — (¢ — By)13,)
2Ly £ \JAVRIE, — 40213, + Al (c — 13)
B 212,

. 2bl12 + 2[%2\/ C — 1%2

28,
b

=Lt e, (5-8)
l12

despejando [;; de (5-4)) e igualando con la solucién positiva de (5-§)), se tiene que

b
b\ 2 2
() ()
b2 2 2
E:a—l12—2\/(a—l%2)(c—l%2)+c—112

b = al%2 - 1‘112 - 2l%2 \/(a - 1%2)(0 - l%z) + Cl%z - léll2

lll =

(b2 + 2lil2 —(a+ C)l%2)2 - (_25%2\/@ —13)(c— l%2>>2

(b + 2035)% = 2(0° + 205) (a + ©)l3y + (a + ¢)*ly = Aljp(a — [Fy)(c = [y)
b 4 46?1, + 415, — 20 (a + )2, — 4(a + )18, + (a + ¢)?l}, = 4dacl}, — 4(a + ¢)I8, + 413,
(40* 4 (a + ¢)? — dac)lt, — 2% (a + )2 +b* =0
(46 + (a — 0)*)liy — 2b*(a + O)lf, + ' =0 (5-9)
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resolviendo (5-9)) para /%,
20%(a + ¢) & \/4b*(a + ¢)2 — 4(4b2 + (a — c)2)b*
2(40% + (a — ¢)?)
2% (a4 c) £20*°Va? 4 2ac + 2 — 4b% — a? + 2ac — 2
22 (4+ 5
b*(a + ¢+ 2v/ac — b?)

2 _
l12_

B 4b? + (a — ¢)? (5-10)
considerando la solucién negativa de ((5-10))
, b (a+c—2vac — b?)
27402 + a2 — 2ac + ¢ + 2ac — 2ac
_ bla+c—2vac—b?)
~ (a+c)?—4(ac — b?)
_ b (a + ¢ —2vac — b?)
~ (a+c+ 2vVac — ) (a+ ¢ — 2vac — bB?)
b2
(5-11)

:a+c+2\/ac—b2

por lo tanto,

b
a \/a+c+2\/ac—b2

reemplazando (5-11)) en (5-4)) y (5-6]) se tiene que

ll2

b2

Y et 2ae—w

a2 + 2av/ac — b2 + ac — b?
a+ c+2vVac —b?

2 (a+vac — b2)?

e a—l—c—l—%/ﬂ

a—l—\/m

Iy = (5-12)
\/a+c+2\/ac—b2

de manera andloga a ([5-12)) se encuentra lsy, esto es

B ¢+ vac — b?
\/a+c+2\/ac—b2

con lo cual, la matriz B esta dada por

l22
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lla+p b
B=VY2=_ -1
d{ b ] (5-13)

donde p = vac—b* y d = v/a+ ¢+ 2p con

a = b1$1 + dll’l + M1221 + Mo X2
b= —miax1 — Ma1 T2

Cc = bgl‘g + d2x2 + M2 + Mo X2

finalmente, con las matrices (5-1)) y (5-13) se procede a escribir el sistema de Ecuaciones
Diferenciales Estocasticas

dX = pdt + BAW (1) (5-14)

5.2. Un modelo estocastico de la diabetes

En el segundo capitulo se presento la descripcion general del problema de la diabetes, ahora
la atencion se centrard en hacer una caracterizaciéon de la metabolizacién del aziucar debido
a la insulina, que nos permita identificar las probabilidades de transicién y posteriormente
la construccion de las ecuaciones diferenciales estocésticas, aplicando el método expuesto en
la seccion 5.1.1. Para el desarrollo del modelo consideramos los siguientes supuestos sobre la
dindmica entre la glucosa y la insulina

= Un aumento en la concentracion de glucosa en la sangre provoca que las células del
higado absorban la mayoria de la glucosa y la almacenen en forma de glucégeno. En
caso que la concentracion de glucosa en la sangre caiga el proceso se revierte.

= Un aumento de insulina en la sangre permite a la glucosa pasar a las células pronta-
mente, ocasionando una gran absorcién de glucosa de la sangre.

= Una disminucion en la concentracion de glucosa en la sangre, reduce la tasa de produc-
cién de insulina del pancreas. Mientras, un incremento en la concentracion de glucosa
en la sangre estimula producir insulina a tasas més rapidas.

» La insulina producida por el pancreas, es constantemente degradada por el higado.

5.2.1. Interaccion entre los compartimentos y sus probabilidades

Sea AS = [X(t),Y (t)]" el sistema de dos compartimentos que representa la dindmica Glucosa
- Insulina, y denotemos con ai, as, as, by, ba, bz, by > 0 los parametros del modelo
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Interaccion
by
—_— 1
Glucosa X(t) Insuling Y(t)
3 Iy J 4 4
by| by L - ; @ | %
b 1 bs ‘ * ﬂ: 1] 1
Hipoglicemia  Alimento Descomposicion Secreciondela  posis inyectada
(reservas de hormona desde
glucagdn en el il .
el pancreas

higado)

Figura 5-3.: Diagrama de compartimentos Glucosa-Insulina

En la figura[5-3]se muestra una representacién simplificada de lo que ocurre con los niveles de
glucosa en sangre, identificando los factores que intervienen en su metabolismo y que hemos
considerado relevantes para el estudio de la diabetes. Como se mencioné previamente, esta
enfermedad aparece cuando hay un funcionamiento inadecuado de la insulina natural, por lo
tanto, los niveles de glucosa van a depender fuertemente del comportamiento de la insulina,
razon por la cual fue necesario considerar en el esquema un compartimento para la insulina,
donde se pueda visualizar como influye la presencia e interacciéon de esta hormona en los
niveles de glucosa. En este sentido, los compartimentos usados en el diagrama muestran la
relacién bioldgica que existe entre dos especies (molécula-hormona) y por lo tanto no se debe
entender como el paso de una especie de un compartimento al otro, puesto que no es sensato
pensar que la glucosa se convierte en insulina y viceversa, sino como afecta la presencia de
uno en los niveles del otro.

A continuacion, se describen las tasas que se establecieron para la dinamica del sistema

ay: tasa de produccion de insulina desde el pancreas.
= ay: tasa de descomposicion fisioldgica de la insulina.
= a3: tasa de incremento de la hormona debido a dosis de medicamento.

= by: tasa de efectividad del paso de glucosa a las células, debido a la presencia y funcién
de la insulina.

= by: tasa de aumento de glucosa desde las reservas en el higado.
= b3: tasa de descomposiciéon o eliminacién natural de la glucosa.

= b, tasa de aumento de glucosa por consumo de alimentos.
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Antes de estudiar las transiciones entre los niveles de insulina y glucosa en sangre, se defi-
niran las funciones que modelan la ingesta de alimentos, la fuente externa de insulina y la
funcion Heaviside que permitird considerar diferentes escenarios con respecto al nivel basal

(ayunas) de la glucosa, como respuesta del cuerpo para equilibrar los valores anormales de
glicemia.

La funcion J describe el comportamiento de la glucosa cuando se consumen alimentos, supo-
niendo que en cada ingesta los niveles de glucosa en la sangre aumentan y decaen de manera
exponencial

Qet=t) gt < ¢,
Jt—ty) = Qe Pl=to) g ¢ >t
Q,a, € RF

donde

Q: nivel maximo de glucosa en sangre alcanzado en el tiempo .
a: tasa de crecimiento de los niveles de glucosa en sangre.
B: tasa de decrecimiento de los niveles de glucosa en sangre por efecto de la insulina.

Asumiendo que una persona ingiere comida tres veces al dia (desayuno, almuerzo y cena)
alcanzando niveles de glucosa en sangre de 100 mg/dL, 155 mg/dL y 120 mg/dL, respecti-
vamente, entonces lo podemos modelar por medio de

n N
o S
T T

o
1<)
T

h | | Z(t) = Z J(t —t;) (5-15)

60 H‘ 1 H 1 Qz = 100, 155,120

40 I I

Funcion alimento Z
@
o

20 \

\ /

\ /

‘ N S/ ‘

0 5 10 15 20 25
Tiempo (horas)

Figura 5-4.: Funcién alimento Z(t)

por otra parte, se representa la activacion de reservas de glucégeno cuando el nivel de azticar
en la sangre estd por debajo del nivel de ayunas zy, por medio de la funcién Heaviside H(z) :
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1" , _
s ! ] 1 st x2>x
[ | ] H — = - 5—16
g | ] (@ = 20) {08i1]<x0 (5-16)
ok ' :

Xo
1} ,
3 ' ] 1 st xg>x
r | 7 H — — - 5—17
g ! ] (w0 = ) {0 St xop <X ( )
0' | |

Xo

Adicionalmente, para el caso de un individuo diabético que recibe un tratamiento, se consi-
dera la funcién I(t) que describe el efecto del medicamento, es importante mencionar que la
formulaciéon médica puede variar significativamente entre un individuo y otro, ya que estan
basadas en las necesidades que tiene cada persona en relacion con su salud, incluso puede
variar en un mismo individuo en ciertos periodos de tiempo. Existen medicinas por via sub-
cutdanea e intravenosa como la insulina o en tabletas orales como la metformina que bloquea
el higado para que no pueda crear azucar, la Glimepirida y la Glipizida que aumenta la
cantidad de insulina en el cuerpo, y en algunas ocasiones se combinan dos tipos diferentes de
medicamentos para favorecer los resultados del tratamiento. Teniendo en cuenta la variedad
de medicinas que funcionan de formas distintas para controlar el azticar en la sangre, en este
trabajo suponemos una fuente externa de insulina que se comporta como una funcién lineal
y sus niveles empiezan a ascender una hora después de haber consumido alimentos.

w0+’}/(t—t1) st t <ty
-yt =t , t >t
Ht—t)=4 W=t s izt
wo,")/GR+

donde

wp: nivel méximo de insulina alcanzado en el tiempo ¢; (una hora después de la ingesta de
alimentos).
~: pendiente de la recta que representa el ascenso y descenso lineal de los niveles de insulina.
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Asumiendo que un individuo debe inyectarse una dosis de insulina antes de cada comida
(desayuno, almuerzo y cena), alcanzando valores de 20 UI, 30 Ul y 25 UI, respectivamente,
entonces se puede modelar por medio de

30 T T T

. - o N
o o o @
T T T T

dosis inyectada de insulina w(t)

3
T

|
0 . [ | | ‘ |
0 5 10 15 20 25
Tiempo (horas)

Figura 5-5.: Funcién w(t) dosis de insulina.

Por lo tanto, las posibles transiciones en el sistema de dos compartimentos AS = [X (¢), Y (¢)]"
entre los niveles de glucosa X () e insulina Y'(¢) son:

u ASl = [1,0]T

El vector [1,0]7 representa en su primera componente un aumento de los niveles de
glucosa en la sangre, mientras que en la segunda componente los niveles de insulina se
mantienen; como se muestra en la figura [5-3] las tasas by y by permiten el incremento
de los niveles de glucosa en el primer compartimento, esencialmente por dos razones,
la alimentacién y la hipoglicemia, para modelar estas dos situaciones las tasas by y by
dependen de otras funciones, es decir, la ingesta de alimentos, es representado por el
término by Z(t), donde Z(t) es la funcién alimento definida en y para el estado
de hipoglicemia (glucosa por debajo del nivel basal xy, debido al exceso de gasto de
energfa, desorden alimenticio, insulinoma (demasiada produccién de insulina por tumor
en el pancreas) o dosis muy altas de insulina inyectada, en cualquiera de estos casos
el cuerpo utiliza las reservas de glucagén almacendas en el higado como respuesta
fisiol6gica a esa descompensacién), se utiliza el término by(xg —x) H (¢ — x), que estara
presente en el modelo solo cuando x < xy. Por lo tanto, la probabilidad correspondiente
es p1 = (ba(wo — x)H (g — ) + by Z(t)) At.

L] ASQ - [—1,O]T

El vector [—1,0]” representa en su primera componente una disminucién de los niveles
de glucosa en sangre mientras que los de insulina se mantienen iguales, de acuerdo con
la figura las tasas que permiten este descenso son by y b3, debido a la interaccion
Glucosa - Insulina dada por bjzy (este término es determinante para el diagndstico
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de la diabetes) y la descomposicién natural del aziicar cuando estd por encima del
nivel basal, esto es, bs(x — zo)H(x — x). Luego, la probabilidad correspondiente es
po = (byzy + bs(x — xo) H(z — x¢) ) At.

AS3 = [07 ]-]T

El vector [0,1]7 representa en su primera componente los niveles de glucosa que para
este caso se mantienen mientras que los de insulina aumentan, en la figura se ob-
serva que las tasas a; y ag representan este incremento en el segundo compartimento,
debido a la insulina natural y sintética. En cuanto a la produccion de insulina natu-
ral secretada por el pancreas, esta es estimulada cuando hay presencia de glucosa en
cantidades superiores al nivel basal xy, por lo tanto, el término a;(z — xo)H(x — x¢)
en condiciones normales (persona sana) representaria la tinica fuente que aumentaria
las cantidades de esta hormona en el cuerpo, sin embargo, se considerara el término
azw(t), que representa la insulina sintética como una fuente externa (dosis inyectada)
cuando no es suficiente la primera, donde la funcién w(t) estd definida en (5-18). Con
lo cual la probabilidad es ps = (a1(x — zo)H (z — xo) + azw(t))At.

AS, =[0,-1]T

El vector [0, —1]7 representa en su segunda componente una disminucién de los ni-
veles de insulina, en la figura la tasa ay representa este descenso en el segundo
compartimento, el cual se presenta de manera natural cuando la hormona permite el
paso de glucosa en sangre a las células, esta descomposicién esta dada por asy, y su
probabilidad es py = asyAt.

5.2.2. Construccion de las EDE

Una vez identificadas las probabilidades de transicion en la seccion 5.2.1, se calculara el valor

esperado g del sistema AS y su matriz de covarianza V' como se mostré en la seccion 5.1.1.

B

4
45) = 3" a5,
j=1

— (ba(o — @) H (o — ) + ba Z()) At [é] + (bywy + bs(x — xo) H(x — ) At {—01]

nte it~ 50 vty 2 [] o [

_ [—blxy + by(zo — x)H(x9 — ) — b3(x — x0) H (T — 9) + b4 Z (1)

ar(x — xo)H(z — 10) — a2y + azw(t) } n

por 5-1]

_ {_blx?/ +ba(xo — ) H(zo — ) = bs(x — wo) H(z — o) + b4Z(t)] (5-19)

N a1(x — xo)H(x — x9) — agy + azw(t)
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Ahora, se procede a calcular V

E(AS(AS)") =Y p,A8;(AS;)”

j=1

= (by(zo — 2)H (19 — ) + by Z(t)) At m 1 0]
(-1 0]

+ (bury + bs(x — o) H(x — 29)) At {_01

(a1 (x — 20) H(x — 20) + agw(t)) At m 0 1]

+ apy At [_OJ [0 —1]

la matriz de covarianza definida por V = E(AS(AS)T)/At es

bixy + ba(xg — x)H(xo — ) + bs(x — x0) 0
H(x — xo) + by Z (1)

0 a1(x — xo)H(x — z9) + agy + azw(t)

como V es simétrica y definida positiva, entonces su raiz cuadrada existe y estd dada por
(5-13])

B=V2_ (5-20)

l[a—l—p b} 1 laJr\/% 0
d b

c+p]  Vate| 0 c+ac
donde
a=bixy+ bo(xg — x)H(xg — ) + bs(x — x0) H(x — x0) + b4 Z (1)
b=0
c=ai(x —xo)H(x — x0) + azy + azw(t)

p=+Vac—b? = ac

d=+/a+c+2p=1/a+c+2Vac =/ (Va+e)? = a++ec

por lo tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas para la diabetes esE|

2Nétese que el segundo y tercer término de a se alternan, esto se debe a la funcién Heaviside, ya que sélo
puede ocurrir una de las dos situaciones dependendiendo si el nivel de glucosa en sangre esta por debajo
o por encima del nivel basal.
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‘sojuatpuadopur JOUdIA\ op sosodoxd uos T4 A Ty

(W)meo + fity + (v — 2) (0 — 2)'0)((1) 279 + (¢ — 2) g(°r — 2)%q + (z — ) (2 — *2)% + fizlq) N = d
(Do + fitn + (00 — B)g(%r — 1) + ()27 + (0 — 2) g (7 — 2)% + ( — ) g (¥ — 00)% + fiwiq N = p

opuop
(zg-9) cMpld + (2)mev + ity + (O — ) f (02 — @ém + p(()mev + fitn — (O — ) (0 — x)™0) = fip
mpld+ () zrq + ("0 = 2) g (00 — )% +
(12-9) (z = 0x) f (¥ — Ox)%q + is_m +ap((Wz7q+ (2 — o) g (00 — 2)8q — (2 = Ow) [ (v — 07)%q + fizlq—) = xp
emp] [d+ (2)mép + fitn + (0 — 2) g (O — x)p 0
d+(1)z%+ £y
LMp 0 (02 — @) (02 — 2)5q + (2 — 0x) f (x — 0x)7q + fiztq] "
(2)mép + fitp — (0x — x) [ (O — x)Ip fip
w =
Bz + (%2 — 2) g (0 — x)8q — (z — %) ff (¥ — 0x)%q + fix'q— zp

() Mp(fi‘z g +ap(fix ) = Xp
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5.2.3. Existencia y unicidad de la solucién

Una vez construido el modelo matematico, representado por las ecuaciones diferenciales es-
tocésticas y , es necesario garantizar la existencia y unicidad de la solucién.
Para esto, se demostrara que el sistema de ecuaciones satisface las condiciones del teorema
(Teorema de existencia y unicidad para EDE).

Condicion de Lipschitz

Teniendo en cuenta el contexto del problema desde el punto de vista fisiolégico y buscando
una representacién matematica sensata para la diabetes, primero es importante restringir el
dominio de la funcién a valores que el cuerpo humano pueda soportar, para ello consideremos
las concentraciones de glucosa e insulina en los intervalos (0, Zymax] ¥ (0, Ymax] respectivamente.

Proposicién 3. Denotemos con z := (x,y) € R? y supongamos que (z,y) € Q, con Q =
(0, Zmax) X (0, Ymax|. Entonces las funciones

p:[0,7] x R* — R? y B:[0,T] x R* — R**?
definidas como

=y + be(ro — @) H (g — ) — bs(x — 20) H (2 — 0) + bs Z(1) _
o ar(x — xo)H(x — x0) — azy + asw(t) (5-23)

bixy + ba(zg — x)H(x¢ — ) 0
+b3(x — x0)H(x — x0) + 04 Z(t) + p
(5-24)

IS

0 ai(x — xo)H(x — x0)
+agy + azw(t) +p |

donde

d =+/bixy + ba(xo — 2)H (0 — ) + bs(x — w0) H (x — 1) + by Z ()
+Var(x — x0)H(x — x0) + agy + asw(t)

p=v/(bixy + ba(zo — 2)H (g — ) + bs(x — x0) H(x — ) + b4 Z(t))
V(a1 (x — x0)H(x — 20) + agy + asw(t))

satisfacen la condicion de Lipschitz (teorema , es decir, AC, > 0 tal que

|lu(t>zl) - M(t>z2)| + |B(t,2’1) - B(tv Z?)l < 01‘21 - ZQ|
Vit €[0,T] y 21,29 € Q con 21 # 2.
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Demostraciéon
Por ahora supongamos que p y B definidas en (5-23) y (5-24)) son diferenciables en € (lo

que probaremos mas adelante), entonces por el teorema del valor medidﬂ tenemos que

|u(t, 21) — p(t, 22)| + [B(t, 21) — B(t, 22)| < SUg!DM(f)HZl — 22|+ Su£|DB(§)||21 — 2]
e e

donde Du(&), DB(§) € Maxa(R) estan definidas como la matriz jacobiana o diferencial de u
y B en &, respectivamente

DU =4O v (DBE) = 5O
entonces
t,22) — plts 22)| 4 |B(t, 22) — Bt 22)| < (rgx o >' + mix %—f(é)') 21— 2] (5-25)

empleando la norma del mdximo al jacobiano 2 =y aB , definida como la maxima suma
absoluta de las filas de una matriz, se tiene que

e 0 o | |0 0
0, = am —m{|%]+[22] 2| S} o)
00 90 oy || ox Jy ox oy
dBl 9By 0B 0B 0B 0B
oy o 1 1 2 2 5.97
5 = a£2 %H max{‘ oc | |y ‘ O ‘ Ay } 20
para analizar (5-26|) y (5-27)), se debe tener en cuenta que el 31stema de ecuaciones diferen-

ciales estocastico contiene la funcién Heaviside (definida en ) v (5-17)), con lo cual no
todos los términos estardn presentes en las funciones p(t, x,y) y B(t,x, y), por lo tanto es
necesario hacer el siguiente estudio de casos:

Caso I: Si x > =, esto es, si el nivel de glucosa en sangre z(t) es igual o mayor al nivel
basal x¢, entonces H(z —x¢) =1y H(zg—x) =0

u(t 2, y) = {ul (t, z, y)] _ {—bla:y — by(z — o) + b4z(t)}

pa(t,z,y) ar(z — x0) — azy + azw(t)
B(t v ) _l blxy—i-bg(x—xo)—i—luZ(t)—i—pl 0
DY) = dl 0 al(x — IQ) + asy + CL3’lU(t) + D1

3 Teorema del valor medio: Suponga que S es un subconjunto abierto y convexo de R™. Sea f: S — R
una funcién diferenciable, tal que existe M > 0 con |V f(x)| < M para todo x € S. Entonces para cada
a,bes,

f(b) = f(a) < M[b — a
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donde

dy = \/bizy + bs(x — x0) + b4 Z(t) + ar(x — x0) + agy + asw(t)

P1 = \/(blxy + bg(]? — $0) + b4Z(t))(CL1 (x — flf()) + a2y + agw(t))

con lo cual, las derivadas parciales de p(t, z,y) con respecto a x y y son:

0 0

it (T /a2 |—byy — bs| + |=b12| < b1Ymax + bs + D1Zmax
ox dy

0 0

% + ai; = |ay| + |—az| < a1 + as

donde z € (0, Zmax] ¥ ¥ € (0, Ymax]-

Antes de hallar el jacobiano de B(t, x,y), las funciones By y Bs se reescribirdn por simplicidad
en la notacién

B :k1+p1:k1+vklk2 32:k2+p1:k2+vk1k2
T T VR h & VitV
donde
kl = blxy + b3<l’ — xo) + b4Z(t) (5—28)
ke = ai(x — x0) + agy + azw(t) (5-29)

Notese que cada componente de B es continua en €2, ya que d; depende solo de ky y ko, cuyos
valores son estrictamente positivos, debido a que los parametros aq,as, as, by, b3, by > 0,
las funciones Z, w definidas en y (-18)) siempre toman valores no negativos y los
niveles de glucosa x(t) e insulina y(t) estan definidos en los intervalos (0, Zmax] ¥ (0, Ymax),
respectivamente, garantizando que d; # 0. En particular, d; tomara su valor minimo cuando
el nivel de glucosa en sangre sea igual al nivel basal y la produccion de insulina sea muy
baja, esto es

dl min — V blxoymin + vV A2Ymin (5‘?)0)
ademds, se definen los maximos para k; y ke como

k1 max = b1TmaxYmax + 03(Tmax — o) + baZmax(t) > k1

k2 mix — A1 (xméx - -TO) + A2Ymax + a3wméx(t) > k?
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con lo cual,
9B, _ di (k1 +p1); — (k1 +m) (dl);
ox d2
< |d1 max (kl max + P1 méx);| + |(k1 méx + P1 méx) (dlméx>;|
B d%ml’n
= é (5-31)
donde

kQ mé,x(blymé,x + bS) + kl maxd1

2V k1ks

(kl max T P1 ma.x),z = blyméx + b3 +

r blyméx + b3 a1

d méx - + .
mis)e = =5 T oV
‘831 i (ks A1), = (ka4 ) (d),
Ay di
< |d1 max (kl max + D1 méx);| + |(k1 max + P1 méx) (dlméx>;|
=~ d2 ]
1 min
. (5-32)
donde
ko maxh1Tmax + k1 maxa2
k méx T méax ' =b méx T
( 1 Y4 )y 1L 9 rlk2
blxméx a2
d max = + .
Wmis)y =500 T 2V
0B, _ dy (k2 + pl); — (kg +p1) (dl);
Ox d?
< |d1 max (kaéx + P1 méx);| + |(k2méx + P1 méx) (dlméx>;|
- .
1 min
= e3 (5-33)
donde

kQ méx(blyméx + bS) + klm'xal
k2 max + Prmax), = a1 + .
( 2 b1 )x 1 SN
r b1Ymax + b3 )

dméx - .
i) = = T 2
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OBy| |du (K2 +p1)/y — (k2 +p1) (d1>;
dy | di
‘dl max (kZma',x + Y41 mé,x);’ + ’(k2méx + b1 méx) (dl méx);’
1 min
= €4 (5—34)

donde

k? méxblxméx + kl méxd2

2V k1ks

(kaé,X + P1 méx)fu =as +

o bl Tmax a2

dméxl_ .
(mindy =5 e T v

retomando las ecuaciones (5-26)) y (5-27)), y reemplazando en (5-25)
|,U(t, Zl) - :u(ta Z?)l + |B(t7 Zl) - B<t7 22)’

< oD, (16O 126E].) b -

< (méx {b1(Tmax + Ymax) + b3, a1 + az} + méx {e; + e, €3 + €4}) |21 — 29

por lo tanto, la constante de Lipschitz para el caso I es

C1 = max {b1 (Tmax + Ymax) + b3, a1 + a2} + méx {e; + ez, e3 + €4}

llegando a la desigualdad que se queria demostrar.

Caso II: Si x < x, esto es, si el nivel de glucosa en sangre x(t) estd por debajo del nivel
basal xg, entonces H(x —x9) =0y H(zg—x) =1

() = {ul(t,x,y)} _ {_blxy‘i‘ by(0 — ) + b4Z(t)]

pa(t, z,y) —agy + asw(t)

2

Y d 0 asy + asw(t) + po

donde

dy = \/bizy + by(zo — 7) + b Z(t) + \/azy + azw(t)

p2 =V (bizy + ba(2o — ) + bsZ(t)) (asy + azw(t))
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las derivadas parciales de pu(t, z,y) con respecto a x y y son:

0 0

T L = by — o] + |=b12] < byt + b + b1 Tni
ox dy

Oz Opio

74 == <

ox + dy 62| < ap

donde x € (0, Zmax] ¥ ¥ € (0, Ymax). De manera andloga al caso I, las funciones B; y By se
reescribiran por simplicidad en la notacion

B:7‘1+p2:7’1+m B:T2+p2:7“2+m
YT NGENG T dy NGENG
donde
r = bll‘y+b2(l’0 —Zlf) +b4Z(t) (5—35)
Ty = agy + azw(t) (5-36)

siendo dy # 0, puesto que depende de las funciones z(t), y(t) y los parametros as, ag, by, be, by
que por definicién son estrictamente positivos, por lo tanto, se garantiza que las funciones
By, By y sus derivadas parciales son continuas en (). Ademas, dy tomard su valor minimo
cuando el nivel de glucosa en sangre se encuentre ligeramente por debajo del nivel basal
(g — x < €) y los niveles de insulina sean muy bajos (lo que corresponde en la literatura
clinica a la insulina de fondo, la cual es liberada continuamente desde el pancreas hacia la
corriente sanguinea, con el fin de mantener el azicar en sangre controlada durante la noche,
en ayunas y entre comidas), en un individuo sano su valor minimo es de 5 Ul

d? min — \/blxymfn + b2(6) + vV @2Ymin (5'37>

por otra parte, los maximos para ry y ry, se definen como

Tl mix = blxméxyméx + bg(l’o - l’) + b4Zméx(t)

T2 max = A2Ymsx + a3wméx(t)

con lo cual,

do (r1 + p2); — (r1 +p2) (d2)lm
d3

0B,
ox

< ‘d2méx (7’1 méx T meéx);’ + ’(7’1 méx T D2 méx) (dZméx)lx‘

2 min

= h (5-38)
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donde
79 méx (01Ymax + b2)

2«/7”17“2

(7“1 max T P2 mzix)x = blyméx + 62 +

/ b méx b
<d2méx)g; = 1y2—_'_2
NG
OBy| |d2 (r1 +p2);/ — (11 +Dp2) (d2);/
oy | d3
< |d2 max (7"1 max + D2 mé,x)y| + ’(7”1 max + b2 méx) (d2 méx)y‘
N d%ml’n
= f (5-39)
donde

T2 méxbl Tméx T 1 max@2

2w/7“1’l“2

(Tl max T D2 ma',x)y - b1$méx +

! blxméx as
d max - .
(d2 )y NG +—2Vﬁ§
OBs| _ |da(rs+ pa), — (rs+ 1) (d2),
ox d3
< |d2méx (TQméx + p2méx);| + |(T2méx + pZméX) (dZméx);l
B d%ml’n
= /3 (5-40)
donde

T r?méx(blyméx + 62)
(T2max _’_meax)ac - 2\/@

r blyméx + b2

d max —

OBy | |d2 (72 +p2);j — (12 + p2) (dQ);

oy | d3
< |d2méx <r2méx + p?méx)y| + |(r2méx + p2méx) (deéx>y|
N d%ml’n

= /4 (5-41)
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donde

(T + D )’ s + ] méxblzmé,x + 71 max@2
2 méax 2max /), — U2
) 2\/7«7
172

4 blxméx az

dméx - .
(2 )y 2\/T_1 2\/T_2

reemplazando en (5-25))

|1t 21) = plt, 22)| + | B(E, 21) = B(t, 22)]|

< conmix  ([3El, +12OI,) 5 - =

S (IIlEiX {b1<xméx + yméx) + bg, CLQ} -+ max {fl + f2, f3 -+ f4}) |21 — 29

por lo tanto, la constante de Lipschitz para el caso II es

C1 = max {b1 (Tmax + Ymax) + b2, ao} + max {f1 + fo, fs + fa}

llegando a la desigualdad que se queria demostrar.

Condicion de Crecimiento

Proposicién 4. Denotemos con z := (z,y) € R? y supongamos que (z,y) € 2, con Q =

(0, Zmax] X (0, Ymax|. Entonces las funciones

p:[0,T] x R* — R? y B:[0,T] x R* — R**?

definidas en (5-23) y (5-24), satisfacen la condicion de crecimiento (teorema[4]), es decir,

34C5 > 0 tal que
|u(t, 2)| + [B(t, 2)| < Co(1+ |2])

Vt € [0,T] y z € Q. Donde |B|* = 3| By;|*.

Demostracién

Debido a la presencia de la funcién Heaviside en el sistema de ecuaciones diferenciales es-
tocastico dado por las ecuaciones (5-21)) y (5-22)), la demostracion se realizara por casos de

manera analoga a la proposicién 3E|

4Los casos que se consideran en esta demostracién son los mismos de la proposicién 3, donde se mostré
que di,ds # 0, por lo tanto, se garantiza la continuidad de la funcién B. Ademads di pim y domm estdn

definidos como en ((5-30) y (5-37)), respectivamente.
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Caso I Si x > =, esto es, si el nivel de glucosa en sangre z(t) es mayor o igual al nivel
basal xg, entonces H(x —x¢) =1y H(zg — ) = 0, por lo tanto para z €

M(t’ Z) _ |:—b1$y — bg(I — .To) + b4Z(t)
ar(x — xo) — agy + asw(t)
bll‘y + bg(ZE — l’o) + b4Z(t) +p1 O
0 ar(x — xo) + agy + azw(t) + py

B =5 |

di = \/bizy + bs(z — 20) + bsZ(t) + Var (z — z0) + azy + azw(t)

P = \/(blxy + b3(x — 20) + b4 Z(t))(ar(x — xo) + agy + azw(t))

Ve € (0,Zmax] ¥ ¥ € (0, Ymsx]- Empleando la norma infinita para p y B, definida como la
maxima suma absoluta de las filas, se tiene que

—bixy — bs(x — xg) + by Z (2
lu(t, 2)| = all(xy— xj)(— agyol- ang(t() >H
= méax {|—bixy — by(z — xo) + b4 Z(t)], |a1(z — z0) — a2y + azw(t)|}
< méx{by Z(t), a1|x| + azw(t)}
< maAx{bs Zmax(t), a1 Tmax + a3Wmax (1)}
=
B( — méx { bixy + bs(x — xo) + baZ(t) + p1 | ai1(r — xg) + asy + asw(t) + p }
d; d;
“m X{bl lzy| + b3 |m| + by Z(t )+p1 ay x| + az |y| ~|—a3w(t)—|-p1}
- dy dy
< maAX{ (017 maxYmax + 03Tmax + b4 Zmax(t) + Prmax) /d1min,
(@1Zmax + Q2Ymax T A3Wmax () + P1max) /A1 min }
= ¢y

por lo tanto,

l(t, 2)|+ |B(t, 2)| <1+ ¢y
=C
< C+ 0z
=C(1+|z]) (5-42)
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donde la constante de crecimiento lineal para el caso I es

C == mé'X{b4Zméx(t)7 A1Tmsx + a3wméx(t)}+
mAx { blxméxyméx + b3l‘méx + b4Zmax(t) + P1imix A1Tmsx + A2Ymsx + a3wméx(t) + P1msx }

)

dl min dl min
Caso II: Si x < =, esto es, si el nivel de glucosa en sangre x(t) estd por debajo del nivel
basal z¢, entonces H(z — x¢) =0y H(zo —x) =1, por lo tanto para z €
—b b — by Z(t
Ut 2) = [ 12y + ba(xg — ) + by Z ( )]

—agy + azw(t)

B(t,2) 1 {blxy + ba(xg — x) + b4 Z(t) + p2 0 }

do 0 asy + azw(t) + po
donde

= /b2y + by(mg — x) + by Z(t) + \/agy + azw(t)

po =/ (biwy + ba(z0 — x) + b4 Z (1)) (azy + asw(t))
Va € (0, Zmax] ¥V ¥ € (0, Ymsx). Empleando la norma infinita para p y B, se tiene que

T e
= max {|—bizy + ba(xo — x) + bs Z(t)|, | —a2y + asw(t)|}
< max{bs|zo| + b4 Z(t), azw(t)}
< max{ba|xo| + b4 Zmax(t), azwmax(t)}
=
B( B { bixy + by(xg — x) + by Z(t) + p2| a2y + azw(t) + po }
do 7 dy

m X{b 1|2yl + be |zo| + 04Z(t) + po a2|y|—|—a3w(t)+p2}

o do ’ dy

< mAX{ (b1 ZmaxYmax + 02|To| + 04Zmsx(t) + P2max) /A2 min,

(a2Yméax + A3Wmax (t) + P2max) /d2min }
= ¢y

con lo cual, la desigualdad (5-42)) se satisface y la constante de crecimiento lineal para el
caso II es

C = Il’lé,X{b2|$()| + b4Zméx(t)7 a3wméX(t)}+
. {bwméxyméx + bo| 0| + b4Zmsx(t) + Pamax  2Ymax + A3Wmax(t) + P2max }
méx

?

d2 min d2 min



6. Soluciéon numérica y resultados

Las ecuaciones diferenciales estocasticas usualmente se resuelven aplicando la férmula de 1to,
sin embargo, en este caso las ecuaciones y no tiene una solucién analitica, por
lo tanto, fue necesario emplear el método numérico de Euler-Maruyama que es el equivalente
al método de Euler en ecuaciones diferenciales ordinarias (seccién 4.7).

Las trayectorias (o caminos) que se muestran a lo largo de este capitulo fueron simuladas
por medio de la herramienta computacional MATLAB (Anexo A), donde se consideraron
diferentes escenarios que buscaban representar el comportamiento de los niveles de glucosa
en sangre durante un dia, tanto para la diabetes controlada como para algunos casos criticos;
cada una de estas situaciones se obtuvo con la variaciéon de ciertos parametros, ademas de
pequenas alteraciones en la funcién alimento Z(t).

Es importante mencionar que los pardmetros de las ecuaciones y fueron tomados
de |17], ya que la estimacién de estos no se consideraron de interés para el objetivo del
presente estudio, dichos valores son a; = 1,5, as = 3, az = 0, by = 0,007, by = 1, b3 = 0,05,
by = 1, donde se evidencié que los pardmetros més sensibles en el modelo son by (interaccién
glucosa-insulina) y a; (produccién de la hormona insulina por el péncreas), puesto que una
pequena variacién en sus valores perturba significativamente la solucién del modelo. En el
caso de una persona sana el valor az es cero ya que no se requiere de una dosis externa
de insulina, mientras que para el caso de una persona diabética el parametro a; tendra un
valor cercano a cero dependiendo de la deficiencia que presente el pancreas en la produccién
de insulina. Por otra parte, el valor del parametro as junto con la funcién w tendran un
papel fundamental, ya que este sera el encargado de compensar la insulina que el cuerpo no
secreta de manera fisiologica y su efecto dependera del tipo de insulina suministrado (como se
mostré en la tabla , en particular, para la simulacién de la funcién w se asumié insulina
de accion rapida.

Para empezar veamos como cambian los niveles de insulina y glucosa en sangre con la
variacién de a; y b; cuando el sistema solo incluye la parte deterministica, obteniendo un
modelo similar al propuesto por Kapur en [16]
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Figura 6-1.: Niveles de insulina y glucosa en sangre. Persona sana vs diabético no contro-
lado.

En la figura se muestran los niveles de insulina y glucosa en sangre después de consumir
las tres comidas principales de un dia (desayuno, almuerzo y cena). El drea de color amarillo
representa los niveles de glucosa e insulina para una persona sana, mientras que las curvas de
color rojo representan el caso diabético no controlado, es decir, no existe una fuente externa
de insulina (az = 0) y la produccién natural de esta hormona desde el pancreas a; es muy
baja, por lo tanto, las curvas de glucosa alcanzan valores altos y descienden a una velocidad
muy lenta, en comparacion con el caso de la persona sana los picos se mantienen por un
tiempo mas prolongado y no logran descender a niveles normales.

Es importante tener en cuenta que el metabolismo de cada individuo es diferente y en condi-
ciones extremas cuando una persona no ha empezado ningin tratamiento con medicamentos,
tiene malos habitos alimenticios y lleva una vida sedentaria, los niveles de glucosa en sangre
podrian alcanzar los 600 mg/dL.

En la figura las curvas de color rojo muestran los niveles de insulina y glucosa en sangre
para una persona diabética controlada, es decir, que recibe una dosis externa de insulina
(a3 = 1) para compensar su baja produccion desde el pancreas (a; =0.5), por lo tanto, se
asume en el modelo que la interaccién glucosa-insulina es efectiva y el valor del parametro by
se mantiene (b; =0.007). Nétese que los valores de glucosa para una persona diabética que
sigue un tratamiento con medicamento se acerca a los niveles normales estando por encima
en rangos moderados.
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Figura 6-2.: Niveles de insulina y glucosa en sangre. Persona sana vs diabético controlado.

A continuacion, se muestran los resultados del modelo estocéstico construido por las ecuacio-
nes y , donde se incluye tanto el componente deterministico como el aleatorio.
En las trayectorias se podra apreciar un conjunto de posibles valores que puede tomar la
glucosa en cada instante ¢, lo cual se ajusta mejor al contexto real de la diabetes, ya que hay
diversos factores que pueden alterar los niveles de glucosa en sangre tales como la alimen-
tacion, la actividad fisica, los medicamentos, el estrés, la resistencia a la insulina (propia de
cada individuo), entre otras. Por lo cual, el ruido que nos ofrece este tipo de modelos nos
permitird obtener informacion mas amplia para determinar probabilisticamente la ocurrencia
de ciertos sucesos.

6.1. Trayectorias estocasticas

En esta seccion se plantean diferentes escenarios para simular el caso de un diabético con-
trolado frente a uno no controlado, con el fin de estudiar principalmente como se comportan
las trayectorias con respecto a los niveles normales de glucosa en sangre.

Trayectorias de la glucosa para la diabetes controlada

En la figura[6-3]se considera el caso diabético controlado que requiere de una fuente externa
de insulina (dosis inyectada), representada por la funcién w(t) con pardmetro a3 = 1, dada
la deficiencia natural en la produccion de insulina secretada desde el pancreas, cuya tasa
es a; = 0,5. El resto de pardmetros se mantienen iguales a los de una persona sana. Las
lineas horizontales senalan el rango ideal de los niveles de glucosa, es decir, el estado de
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normoglicemia.
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(a) 10 trayectorias, diabetes controlada.
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(b) 100 trayectorias, diabetes controlada.

Figura 6-3.: Trayectorias de la glucosa para una persona diabética controlada, con parame-
tros a1 = 0,5 by = 0,007y ag =1

Las figuras [6.3(a)| v [6.3(b)| solo difieren en el nimero de caminos, este ejercicio de aumentar

de 10 a 100 trayectorias se realizé para visualizar cambios importantes en los valores, el mas
relevante de estos es que en la figura [6.3(b)|se evidencia mejor que el descenso en los niveles
de glucosa es mucho mas variable que el ascenso. Pero, en general se concluye que a pesar de
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que los picos de las trayectorias tienden a estar ligeramente por encima de los valores norma-
les, la insulina es eficiente en los tiempos de respuesta para el control de los niveles de azicar.
)

Trayectorias de la glucosa para la diabetes no controlada

Para el caso de la diabetes no controlada se proponen tres situaciones, las cuales son obtenidas
a partir de la variacién en los niveles basales y los pardmetros ay, by y as, que son los que
se relacionan directamente con la produccién y eficiencia de la insulina, recordemos que
justamente estds son las causas por las que se origina la diabetes tipo II (cuando la insulina
secretada por el pancreas es insuficiente o en algunos casos la produccién es normal pero su
funcién no es efectiva y por lo tanto no permite que el azicar transportado por el torrente
sanguineo ingrese a las células), en todos los casos que se plantean a continuacién se asume
a; > 0, es decir, existe produccién de insulina de manera natural pero en niveles demasiado
bajos y la fuente externa que se encarga de compensar esa deficiencia también toma valores
pequenos as, ya que el proposito es simular el escenario donde el paciente no tiene un control
riguroso con los medicamentos y ademas su dieta contiene exceso de carbohidratos.
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Figura 6-4.: 50 trayectorias, diabetes no controlada caso moderado.

En la figura se muestra el caso de un individuo que no mantiene sus niveles de glucosa
en los rangos aceptables, cuyos pardametros son a; = 0,2 by = 0,002 y a3 = 0,5, donde se
evidencia que as no logra proporcionar la cantidad de insulina optima para equilibrar los
valores de a;, alcanzando picos de 300 mg/dL después de las comidas, sin embargo el nivel
basal medido en ayunas, cuando ¢ = 6 muestra un descenso considerable llegando a 130

mg/dL.
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Figura 6-5.: 50 trayectorias, diabetes no controlada caso critico.

En la figura se reducen los parametros a; = 0,05, by = 0,0004 y a3 = 0,05 y se aumenta
el nivel basal de la glucosa xg = 140 con relacién al diabético no controlado caso moderado,
observando un aumento progresivo en los niveles de azicar ya que el cuerpo no logra eliminar
la carga de glucosa en sangre antes de recibir otra racién de comida, alcanzando valores de
400 mg/dL, nétese que las trayectorias se ubican la mayor parte del dia por encima del
rango ideal (lineas horizontales), para este caso se increment6 mesuradamente los picos de la
funcién alimento Z(t) con el propésito de sugerir el exceso de carbohidratos, especialmente
en el almuerzo.
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Figura 6-6.: 50 trayectorias, diabetes no controlada caso critico con alteraciones en la ali-
mentacién.
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de acuerdo con la literatura clinica, se sabe que la obesidad estd estrechamente relacionada
con la presencia de diabetes, por lo tanto, en la figura[6-6]se simulé el mismo caso del diabéti-
co critico no controlado, incluyendo dos comidas adicionales poco saludables (asumiendo una
dieta alta en carbohidratos, grasas y bebidas azucaradas) con el fin de representar las onces
que usualmente se consumen a las 10:30 a.m. y a las 4:30 p.m. del dia.

Trayectorias de la insulina para la diabetes controlada y no controlada
Por otra parte, veamos como el sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas modela las

trayectorias de la insulina, teniendo en cuenta que estas curvas incluyen tanto su produccién
natural como la fuente externa de insulina [l
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(a) 10 trayectorias, caso diabetes controlada. (b) 10 trayectorias, caso diabetes no controlada.

Figura 6-7.: Trayectorias estocéasticas de los niveles de insulina para una persona diabética
controlada y no controlada.

En las trayectorias de la figura se consideraron los mismos pardmetros de la figura
para el caso controlado y los de la figura [6-4] para el no controlado, donde se observa que la
insulina descienden por debajo de los niveles normales que se encuentran entre 8 y 32 UI,
como se esperaba. Sin embargo, en los valores se acercan bastante al intervalo ideal,
teniendo un comportamiento similar a la de una persona sana, claramente esto se debe a la
dosis inyectada que compensa su deficiencia, ademas se puede apreciar que en presencia de
glucosa se estimula su incremento para llevar a cabo su funcién. mientras que el diabético
no controlado (figura mantiene niveles bajos, mostrando un ascenso muy débil a lo
largo del dia.

'En las trayectorias de la insulina se visualiza mejor el ruido que en las de glucosa, esto se debe a las escalas
de las graficas.
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6.2. Solucién deterministica vs trayectorias estocasticas

En esta seccion se presentaran algunos resultados relacionados con el promedio de las tra-
yectorias estocasticas y la solucién deterministica del sistema, para ello solo se estudiara el
caso de la diabetes controlada propuesto en la seccién anterior, donde a; = 0,5 by = 0,007 y
az = 1.

Trayectorias estocasticas
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Figura 6-8.: 10 trayectorias estocasticas de los niveles de glucosa, para el caso de la diabetes
controlada.

En la figura se puede visualizar en color azul 10 trayectorias del proceso estocastico X,
donde se aprecia que la mayoria estan contenidas a mas o menos el doble de su desviacion
estandar con respecto a la media, que se muestra en color negro.
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Figura 6-9.: Solucién deterministica vs promedio de trayectorias estocésticas de los niveles
de glucosa - trayectoria 10
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Figura 6-10.: Solucién deterministica vs promedio de trayectorias estocasticas de los niveles
de glucosa - trayectoria 100.
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Figura 6-11.: Solucién deterministica vs promedio de trayectorias estocdsticas de los niveles
de glucosa - trayectoria 1000.

En las figuras - se muestra en rojo la solucién deterministica y en negro el pro-
medio muestral de las trayectorias, donde se observa una aproximacion en casi todos los
puntos del intervalo [0, 25], los valores que més difieren se ubican en los picos de la figura
indicando que el promedio para 100 y 1000 trayectorias se ajusta mejor a la curva ro-
ja. Adicionalmente, se incluyo en color azul la tdltima trayectoria estocastica para 10 y 100
caminos, respectivamente, donde se observan los efectos de la aleatoriedad independiente al

nimero de trayectorias simuladas.
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Figura 6-12.: Solucién deterministica vs promedio de trayectorias estocéasticas de los niveles
de insulina, para el caso de la diabetes controlada.

de manera anéloga a la figura[6-10], el promedio muestral de 100 trayectorias para la insulina
muestra una similitud bastante aproximada a la solucién deterministica del sistema (figura
. Ademas, se puede ver la perdida de fluctuacién en el promedio de los caminos (curva
negra), frente al resto de las trayectorias estocdsticas, como se aprecia en la centésima tra-
yectoria (curva azul).

Hasta el momento los resultados presentados muestran las trayectorias del proceso estocastico
X, como la evolucion en el tiempo de los niveles de glucosa en sangre cuya dinamica se rige
por factores aleatorios. Sin embargo, si se fija un tiempo t, el proceso estocastico X; se
comporta como una variable aleatoria, en la siguiente seccién se analiza este caso para un
tiempo t en particular.

6.3. Proceso estocastico para un tiempo t fijo

En esta seccién el interés se centra en estudiar el problema de la diabetes como una variable
aleatoria, esto es, para un t fijo. En este sentido, primero se construira el espacio de pro-
babilidad (2,4, P) y luego se calcularan algunas probabilidades para un sujeto diabético
controlado (DC) y uno no controlado (DNC).

Se define el espacio muestral referente (2, el cual esta conformado por elementos cualitativos
que describen los posibles resultados del experimento aleatorio. En este caso, se establecieron
tres elementos muestrales (wy, ws, w3), los cuales representan los niveles de glucosa en sangre,
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esto es
Q — {a}l,WQ,CUg}
donde,

wy: Hipoglicemia (Niveles bajos de glucosa en sangre (Ny))
wy: Normoglicemia (Niveles normales de glucosa en sangre (IV,,))
ws: Hiperglicemia (Niveles altos de glucosa en sangre (N,))
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Figura 6-13.: Elementos del espacio muestral

se formulan los siguientes tres eventos en el espacio muestral referente:

A = {wl}
Ay = {wz}
Az = {ws}

puesto que € es finito y todos los conjuntos unitarios pertenecen a la o-algebra A, entonces

A = {@’ {wl}a {w2}> {w3}7 {w17w2}7 {thg}, {(.UQ, w3}, Q} = 2Q

a la dupla conformada por (€, .A) se le llama espacio medible referente. Posteriormente, se
realizara la construccion del espacio medible en los reales, donde el espacio muestral 2 se
consideré como el intervalo de los posibles valores de glucosa en sangre (mg/dl) que puede
tolerar el cuerpo humano (omitiendo los casos extremos donde se pone en riesgo la vida),
esto es Q) =[50, 400]
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se plantean los siguientes tres eventos en el espacio muestral €

B, = [50, 80
B, = (80, 180]
B; = (180, 400]

los complementos y la uniones de los eventos B, By vy Bs son:

B¢ = (80, 400]
BS = [50, 80] U (180, 400]
BS = [50, 180]

By U By = BS = [50, 180]

By U Bs = BS = [50, 80] U (180, 400]
By U Bs = B¢ = (80, 400]

By U B, U By = [50,400] =

por lo tanto, la o-algebra A esta definida por
A = {0,[50,80], (80, 180], (180, 400], (80, 400], [50, 80] U (180, 400], [50, 180], 2}

con lo cual, el espacio medible es (€2, .4). Ahora, se procede a construir las variables aleatorias,
que estan definidas sobre los eventos del espacio €2 a los eventos del espacio €2, asi:

X, : Q—=Q
w; — [50, 80]
wy — (80, 180]
ws — (180, 400]

para cada 0 < t < 24. Dado que ya esta definida la variable aleatoria, se puede construir el
espacio de probabilidad (2, A, P), donde P es una medida de probabilidad, es decir, a cada
elemento B € A se le asignard un valor P(B) € R el cual debe estar en el intervalo [0, 1], asi
P:A—R.

En el siguiente ajuste grafico se puede comparar el histograma de la serie de datos para
una variable aleatoria de la ecuacion de glucosa con t fijo, en particular se tomaron
los datos para el caso de la diabetes controlada cuando ¢ = 15; asi mismo, se realizara la
comparacion de la funciéon acumulada y un grafico de normalidad.
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Figura 6-14.: Histograma con curva normal para la serie de datos obtenidos de las trayec-
torias estocdsticas que miden los niveles de glucosa en sangre z(t) evaluadas
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Figura 6-15.: Funcién de densidad de la distribucion normal para los niveles de glucosa en

sangre x(t) evaluadas en t=15.

En la figura se puede comparar como los datos estandarizadosEIXt, para t fijo, que sigue

una distribucién normal del tipo N (1, o), esta definida por Z = X%;’i Esta transformacién se
llama tipificacién y es necesaria para el calculo de probabilidades. se ajustan a la distribucién

2La distribucién normal estandar o distribucién normal tipificada est4 denominada por A/(0,1). Su variable

Z se obtiene del cambio de variable de la variable aleatoria continua
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de densidad normal. Para una mejor visualizacién en las figuras [6.15(a)), [6-16| y [6-17| solo
se consideraron 100 datos.

Distribucion Acumulada Normal VS Datos
T T T T T _-+- 1

—-—-— Distr. Acumulada
L J 4
0.9 +  Datos :

#
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Figura 6-16.: Funcién de distribucién acumulada para los niveles de glucosa en sangre x(t)
evaluadas en t=15.
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Figura 6-17.: Gréfica cuantil-cuantil para z(t) evaluadas en t=15.

Finalmente, se puede apreciar en las figuras y que la grafica de la distribucion
acumulada y de cuantil-cuantil para los datos de la glucosa en t = 15 se ajusta a los graficos
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de las distribuciones tedricas. Ademas, para confirmar que la muestra aleatoria proviene de

una poblacién con distribucion normal, se realizaron las pruebas de hipdtesis de normalidad
de Kolmogorov-Smirnov y Shapiro-Wilk , con un nivel de significancia del 5%, donde

Hipdtesis nula : Hy = la muestra proviene de una poblacion normal.

Hipotesis alternativa : H, = la muestra NO proviene de una poblaciéon normal.

glucosa<-c(171.823,177.508,177.845,177.867,179.392,181.401,181.829,182.048,
.964,185.1656,185.9033,186.4637,186.7653,187.452,188.3436,

182.
189.
.8272,192
194.
195.
198.

191

0553,184
1789,190

6439,194
6727,195
1354,198

.0127,191

.3776,193.
.7732,195.
.7105,196.
.1656,198.

.0461,191.
0318,193.
1006,195.
1932,196.
2748,199.

156569,191.3576,191.6518,191.7687,191.79,
1729,193.214,194.4331,194.4997,194 .547,
1555,195.1759,195.228,195.635,195.6542,
2828,196.4923,197.0938,197.2202,197.77,
188,200.273,200.7176,201.548,201.7402,

201.9282,202.0593,202.7704,202.9965,203.1807,203.408,203.9607,204 .2621,
204.6855,204.9009,205.3181,205.4237,205.7369,205.8428,206.3955,206.51,
206.5701,207.0638,207.2526,208.0883,208.687,209.0141,209.4385,209.5766,
210.1111,210.135,210.2144,210.8985,212.264,212.2907,212.3154,212.6149,
212.6741,214.4327,215.6994,216.3676,216.8363,219.832,220.6213,220.7819,

220.7928,221.2774,222.0425,226.2481)

glucosa.test<-shapiro.test(glucosa)
print (glucosa.test)

##

## Shapiro-Wilk normality test
#i#

## data: glucosa

## W = 0.99073, p-value = 0.7238

obteniendo que el P-valor para la prueba de Kolmogorov-Smirnov fue de 0,4374 y para
Shapiro-Wilk fue de 0,7238, en ambos casos el estadistico fue mayor al nivel de significancia
0,05, lo cual indica que no hay evidencias para rechazar la hipétesis nula de normalidad y
por lo tanto podemos concluir que la serie de datos en efecto se ajusta a una distribucién
normal con pardmetros pu = 199,77 y 0 = 11,47.

Una vez teniendo la distribucion de probabilidad de las variables aleatorias X;, se considera
oportuno analizar los momentos del dia en el que ocurren usualmente los picos de glucosa en
sangre, se estudiara principalmente el comportamiento de la variable aleatoria para t = 15,
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ya que la funcién alimento Z(t) que se propuso en el modelo asume que una persona ingiere
alimentos cuando ¢ = 13 (1:00 p.m.), por lo tanto, se espera que uno de los mayores niveles
de glucosa en sangre estén alrededor de las 3:00 p.m.

A continuacién, se calculard el valor esperado de la glucosa E[z] y de la insulina Ely], la
desviacién estandar de la glucosa o(z) y de la insulina o(y) para las variables Xg y X5
usando 50 trayectorias

Modelo diabétes EDE
Estimar | Ayunas t=6 (6 a.m.) | después del almuerzo t=15 (3 p.m.)
1=1:50| DC DNC DC DNC
E(z, () | 9912 | 11201 | 197.9 253.96
E(y,(i)) | 12.98 3.35 23.4 13.12
o(z,(7)) | 0.88 1.98 10.5 11.79
oy (i) | 2.32 1.92 5.13 3.78

Tabla 6-1.: Valor esperado y desviacion estandar para 50 trayectorias con ¢ fijo

DC: Diabétes controlada, DNC: Diabétes no controlada

En la tabla se puede observar que para el caso de la diabetes controlada y no controlada
E], los niveles basales (ayunas) de glucosa en sangre medidos a las 6:00 a.m., estan alrededor
de los 100 mg/dl, mientras que a las 3:00 p.m. dos horas después de haber almorzado la di-
ferencia en los niveles de glucosa entre DC y DNC es mucho maés significativa, siendo mayor
a 50 mg/dl. Ademas los niveles de insulina para el caso de la diabetes no controlada tiende
a estar 10 unidades por debajo del caso controlado.

Por otra parte, la desviacién estandar para DC con respecto al DNC, es menor en los niveles
de glucosa y mayor en los de insulina, esto se debe a que hay més control de la enfermedad
y por lo tanto presencia de insulina, lo que permite que los niveles de azicar no sean tan
elevados y variables como el DNC.

Con el fin de conocer que tanto cambian los parametros p y o cuando se aumenta el niimero
de trayectorias evaluadas en t = 15, se realizaron los siguientes histogramas para 1.000 y
10.000 trayectorias

3Los pardmetros que se usaran cada vez que se mencione el caso diabético controlado (DC) son a; = 0,5,
as =3,a3 =1, by = 0,007, bo =1 bg = 0,05 y by = 1 que corresponden a los mismos de la figura
y para el no controlado (DNC) a1 = 0,2, as = 3, a3 = 0,5, by = 0,002, by = 1 b3 = 0,05 y by = 1
como se sugirio en la figura Esto se debe a que en el modelo, dichos parametros representan mejor
el comportamiento de las curvas de glucosa en sangre tanto para el caso DC como para el DNC.
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(a) Diabético controlado u = 198,6, 0 = 10,5 (b) Diabético NO controlado p = 254,8, 0 = 12,3

Figura 6-18.: Glucosa en sangre z(t) para 1.000 trayectorias evaluadas en t=15

Como se muestra en las figuras y [6-19] la variacién en los niveles de glucosa es mayor
para el diabético no controlado. Ademas, es importante senalar que la diferencia entre el
promedio de los niveles de glucosa en sangre para una muestra de 1.000 y 10.000 trayectorias
medidas a las 3:00 p.m. es menor a 1 mg/dl, tanto para el DC como para DNC. Por lo
tanto, los valores de los parametros p y o tienden a estabilizarse cuando el tamano de la
muestra aumenta. En consecuencia, se calcularan algunas probabilidades usando los valores
wy o de la figura con lo cual X5 ~ N (199,1;10,6) para el diabetico controlado y
X5 ~ N(255,2;12,7) para el no controlado.

1600

1400

[ Glucosa
Media 11
Desv. est &

[ Glucosa
Media 11
Desv. est &

1400 1 1200

1200
1000 [

1000
800
800 -
600
600 -

400 -
400

200 - 200 -

160 170 180 190 200 210 220 230 240 0 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300
(a) Diabético controlado p = 199,1, o = 10,6 (b) Diabético NO controlado p = 255,2, 0 = 12,7

Figura 6-19.: Glucosa en sangre x(t) para 10.000 trayectorias evaluadas en t=15.
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Situacién de Estudio

Para una persona que intenta regular sus niveles de glucosa en sangre, resulta ttil conocer
algunas estimaciones probabilisticas como: ;Cual es la probabilidad de que los niveles de
glucosa estén por fuera de los limites normales después de consumir alimentos?, ;Cual es
la probabilidad de que después de almorzar los niveles de aziicar estén por encima de 200
mg/dl?, jsi olvida durante un dia la dosis de medicamento (insulina), cuél es el valor mas alto
de glucosa en sangre que podria alcanzar?, entre otras preguntas que se podrian resolver bajo
el supuesto de que el modelo propuesto en este trabajo se ajusta a la situacién particular de
un individuo. Veamos las siguientes probabilidades que responden a algunas de las preguntas
planteadas:

Ppe(170 < Xy < 210) = P(Xy5 < 210) — P(Xy5 < 170)
P(Z <1,03) — P(Z < —2,75)
P(Z <1,03) — (1 - P(Z <2,75))
0,8485 — 1 -+ 0,9970

0, 8455

Ppne(170 < X5 < 210) = P(Xy5 < 210) — P(Xy5 < 170)
= P(Z < —3,56) — P(Z < —6,7T1)
=1- P(Z <3,56) — (1— P(Z <6,71))
—1-0,9998
= 0,0002

Recordemos que en una persona sana los picos de glucosa pueden alcanzar hasta 180 mg/dl,
pero para una persona diabética se sabe que después de consumir alimentos los niveles de
glucosa en sangre generalmente exceden ese valor, sin embargo, lo que se espera con los
tratamientos es controlar esos niveles de glucosa procurando estar dentro del rango ideal o
ligeramente mayor, por lo tanto, para un individuo controlado con una fuente externa de
insulina se estima que la probabilidad de que sus niveles de glucosa en sangre después de
almorzar E| estén entre 170 mg/dl y 210 mg/dl es de 84,5 % mientras que para un individuo

4En el modelo de Ecuaciones Diferenciales Estocésticas (5-21))-(5-22) se asume que la ingesta de alimentos
mas grande del dia ocurre en el almuerzo.
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que no controla de manera rigurosa sus niveles de aztcar la probabilidad es de 0,02 %.

Ppc(Xis > 180) = P(Z > —1,80)
= P(Z < 1,80)
= 0,964

Ppye(Xis > 232) = P(Z > —1,83)
= P(Z <1,83)
— 0,966

También se calculé que con una probabilidad del 96 % una persona diabética controlada
supera los 180 mg/dl, entretanto con la misma probabilidad el no controlado supera los 232
mg/dL

De manera analoga se pueden deducir otras probabilidades fijando cualquier ¢, lo cual permite
estimar los posibles eventos que se pueden presentar con los valores de glucosa en sangre para
un momento del dia en particular. Por ejemplo, veamos cual es la probabilidad de que a las
4 p.m. una persona se encuentre en el estado de normoglicemia, donde, X5 ~ N (173,8;9,5)
para DC y X6 ~ N(284,8;12) para DNC.

Ppc(80 < X6 < 180) = 0,743 = 74,3 %
Ppne(80 < X1 < 180) =0

Teniendo en cuenta que los niveles de glucosa para el DNC descienden con una velocidad
mucho mas lenta que DC, los picos se encuentran alrededor de ¢ = 16, como sugiere la figura
[6-41 Ademads, dada la falta de control en la regulacién del azicar por su grave deficiencia de
insulina natural, bajo los supuestos del modelo, se calcula que es improbable que después
del almuerzo donde se incluyen considerables cantidades de carbohidratos un DNC esté
en el estado de normoglicemia, mientras que el DC tiene un 74,3 % de probabiliades de
encontrarse en ese estado. Por lo tanto, se estima que la diabetes no controlada tiene un
99 % de probabilidades de superar los 250 mg/dL después del almuerzo.

Ppne(Xie > 250) = 0,9981 = 99,8 %
Ppne(Xie > 300) = 0,1026 = 10,2 %
Por ultimo, se analizan las probabilidades cuando ¢t = 6 y t = 22, esto es, antes y después

de que una persona vaya a dormir, donde Xg ~ N (86;2,2), Xos ~ N (169,9;9,5) para DC y
X ~ N(129;1,1), Xo5 ~ N (310,2;12,7) para DNC

Ppc(85 < Xg < 100) = 0,6915 = 69, 1%
Ppne(120 < Xg < 130) = 0,8183 = 81,8 %
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Los niveles basales para DC tienen una probabilidad aproximadamente del 70 % de estar
dentro del rango ideal de glicemia, mientras que el DNC tiene una alta probabilidad de que
sus valores en ayunas estén por encima de lo normal, estando entre 120 y 130 mg/dL.

Ppe(110 < Xag < 180) = 0,8561 = 85,6 %
PDNC(X22 < 300) = 0, 210 =21%

En una persona sana el rango normal de glicemia antes de dormir debe estar entre 110 y
150 mg/dL, sin embargo, para DC hay una probabilidad del 86 % de estar moderadamente
por encima de este intervalo. Por otro lado, el DNC presenta un ascenso demasiado alto a
las 10:00 p.m. ya que al estar tan reducida la produccién y eficiencia de la insulina, no logra
bajar a niveles normales durante el dia y por lo tanto hay acumulacién en los niveles de
glucosa para ese momento, con lo cual se calcula que hay apenas un 21 % de probabilidad
de que sus niveles estén por debajo de 300 mg/dL.

Se debe tener en cuenta que los resultados obtenidos en este trabajo no son una generalizacion
de la enfermedad dado que estan sujetos a los pardmetros y funciones propuestas en el
modelo.
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Un modelo matemaético que sea capaz de describir la evolucién de una enfermedad puede
ayudar a disminuir los riesgos de complicaciones en la salud de las personas y optimizar los
recursos en el sistema de salud. Sin embargo, no es sencillo construir ecuaciones que se ajus-
ten completamente a la realidad, teniendo en cuenta que hay muchos factores ambientales
que intervienen en ellos. En esta tesis se propuso un modelo de Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas para modelar el problema de la diabetes a partir del método de compartimen-
tos, usualmente utilizado para el estudio de problemas bioldgicos, ya que constituye una
técnica para simplificar la modelizacion de las enfermedades y hacer una representacion del
cuerpo humano, que en este caso corresponde a los niveles de insulina y glucosa en san-
gre, cuya interpretacion se asocié con un modelo presa-depredador, puesto que los niveles de
glucosa en sangre disminuyen cuando hay presencia y funcionamiento correcto de la insulina.

Para la dinamica del sistema se plantearon una serie de tasas de transferencia entre los com-
partimentos, definidas de acuerdo con las caracteristicas conocidas de la Diabetes Mellitus,
sin embargo, se sabe que la diabetes es una enfermedad cronica que depende directamente
de los cuidados del paciente, lo que implica que si una persona cambia su rutina de actividad
fisica, su dieta alimenticia (factor mds comin de no obedecer), olvida sus medicamentos,
entre otros, las probabilidades de transicién pueden variar significativamente en un periodo
de tiempo corto. Por consiguiente, para comprender el contexto general de esta patologia fue
necesario consultar con algunos pacientes su experiencia y manejo de la enfermedad, ademés
de la teoria clinica, ya que se identific6 que hay otras variables que se podrian considerar
para estudiar con mayor precisién los casos que pueden ocurrir en el tratamiento de la dia-
betes, por ejemplo, conocer la diversidad de medicamentos que existen para el control de
los niveles de glucosa es fundamental ya que su efectividad es diferente, teniendo en cuenta
que un paciente diabético tipo II no necesariamente requiere inyecciones de insulina, lo que
sugiere proponer otras funciones que modelen una fuente externa ajustada al tratamiento, en
particular para este modelo se considerd insulina de accién rapida cuya velocidad de infusién
de glucosa méaxima se presenta después de 2 horas y su duracién total es de aproximada-
mente 4, pero entre la variedad de insulinas hay otras con duracién de 24 horas y velocidad
casi constante. No obstante, para el proposito del presente trabajo los supuestos del modelo
mostraron una representacién coherente con el comportamiento esperado de la insulina y
glucosa, bajo las funciones utilizadas como la Heaviside, funcién exponencial (alimento) y
funcién lineal (fuente externa de insulina), lo cual se evidencié en las trayectorias estocasti-
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cas que mostraron la evolucion temporal de los niveles de glucosa en sangre. Por lo tanto, el
modelo estudiado sirve de base para proponer modelos mas complejos que involucren otras
hormonas que aparecen en la metabolizacién del azicar.

Dentro de los resultados mas importantes se destaca la aproximacion entre el promedio de las
trayectorias y la solucién deterministica, adicionalmente el andlisis de las variables aleatorias
permitio calcular probabilidades interesantes, como la probabilidad de que una persona esté
por fuera del estado de normoglicemia, o que después del almuerzo sus niveles de glucosa
estén por encima de 250 mg/dL siendo un diabético controlado, entre otras situaciones que
fueron planteadas en la seccién 6.3. Aunque se podria profundizar en otros resultados que no
se consideraron en esta tesis, como aplicar el teorema de tiempo de parada para estimar el
momento en el que un individuo supera el umbral de glicemia, con el cual se podria prevenir
o alertar a la persona antes de entrar a un estado critico de hiperglicemia.

Actualmente, la regulacion de los niveles de azticar requiere que el paciente lleve un registro
en un tiempo determinado del dia, generalmente antes y después de las comidas, incluyendo
los niveles basales. En consecuencia, disponer de esta informacién podria posibilitar traba-
jos futuros con escenarios mas realistas que involucren la estimacién de pardametros usando
técnicas de maxima verosimilitud, con datos de personas a las cuales se les pueda hacer
seguimiento durante un largo periodo de tiempo, validando que el modelo en efecto se ajusta
a cada caso en particular; por supuesto esto representa un trabajo ambicioso ya que se debe
construir una herramienta de programacion que realice el ajuste de los parametros con los
datos diarios de cada persona, de tal manera que el modelo matematico permita visualizar
trayectorias continuas del comportamiento de los niveles de glucosa en sangre, que bajo el
enfoque estocastico asigne a los tiempos que un individuo pasa en cada estado una distribu-
cién de probabilidad, lo cual es reflejada en la aleatoriedad de la solucién del sistema en un
tiempo fijo.

Por otra parte, cuando se indago sobre el instrumento utilizado para la medicién de la gluco-
sa, se encontré que, aunque los glucometros convencionales permiten conocer con exactitud
los niveles de azicar y actuar ante una emergencia, estos dispositivos presentan una defi-
ciencia cuando los valores son demasiado altos, ya que no muestran una lectura, al parecer
esto se debe porque los sensores tienen unos limites y no captan niveles superiores de con-
centracién. En este sentido, un modelo eficiente para la diabetes podria mejorar o servir de
apoyo para diagnésticos individuales y contribuir a la calidad de vida de quienes padecen
las consecuencias de esta enfermedad, que de acuerdo con las cifras reportadas por la OMS
va en aumento, ubicandose entre las principales causas de morbilidad a nivel mundial.



A. Anexo: Cadigo MATLAB del Método
numérico Euler-Maruyama
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% Modelo estocastico persona diabetica con dosis de insulina

clear

clf

xx=98945; % rx comienza la secuencia de numeros aleatorios
nt=4000; % nt es el numero de intervalos de tiempo

nrun=10; % nrun es la cantidad de trayectorias (paths) diferentes
time=24; % tiempo (24 horas)

h=time/nt; % tamano de los intervalos

hs=sqrt (h);

x0=90; % nivel basal (ayunas)

tt=linspace (0,time ,nt+1); % genera nt+1 puntos linealmente espaciados

for

end

for

i=1:nt+1
smg(1)=0;

jj=linrun %:100

x=100; % Condicion inicial de la glucosa
y=15; % Condicion inicial de la Insulina
smg (1)
smi(1)=
pathg (1
pathi(1

X’
Y5
)=x;
)=y
=h;
axis ([0,25,0,250]);
xlabel ( 'Tiempo.(horas)"')
ylabel('Nivel_de_Insulina . U/mL.__Nivel_de_Glucosa._mg/dL")
set (gca, 'linewidth' ,1.5)
hold on

for i=1:nt
t=t+h;
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38 rand=random (xx); % retorna con tres numeros, rand(1), rand(2)
son distribuciones normales

39 xx=rand (3) ; % xz se establece igual a rand(3) para el
siguiente llamado a random.m

40

41 b1=0.007; % parametro de interaccion glucosa—
insulina

42 b2=1«Heaviside (x0—x) ; % parametro produccion de glucagon
desde el higado

43 b3=0.05«Heaviside (x—x0); % parametro descomposicion natural
de la glucosa

44 bd=1; % parametro del alimento

45 al=0.5xHeaviside (x—x0) ; % parametro produccion de insulina
desde el pancreas

46 a2=3; % parametro descomposicion natural
de la insulina

47 a3=1; % parametro dosis inyectada de
insulina

48

49 ug=b2x*(x0—x)+bdxalimento2 (t)—b3x(x—x0)—blxxxy; % ecuacion
deterministica de la glucosa

50 ui=al*(x—x0)+a3xinsulina (t)—a2x*y; % ecuacion
deterministica de la insulina

51

52 a=b2x*(x0—x)+bdxalimento2 (t)+b3x(x—x0)+blxxxy; % elemento de
la matriz de covarianza V11

53 b=0; % elemento de
la matriz de covarianza V12 y V21

54 c=al#*(x—x0)4a3*xinsulina (t)+a2xy; % elemento de
la matriz de covarianza V22

55 p=sqrt (axc) ;

56 d=sqrt (a+c+2xp) ;

57 B=1/d;

58

59 x=x+hxug+Bxhs * ((a+p)*rand (1)+b*rand (2) ) ; % Euler—
Maruyama ecuacion estocastica de la glucosa

60 y=y+hxui4Bsxhs* (bxrand (1)+(c+p)*rand (2) ) ; % Euler—
Maruyama ecuacion estocastica de la insulina

61 x=x-+h*ug ; % Euler
deterministico glucosa

62 y=y+hxui ; % Euler
deterministico insulina

63

64 smg(i+1)=smg(i+1)+x/nrun; % promedio de las trayectorias
de glucosa

65 smi(i+1)=smi(i+1)+y/nrun; % promedio de las trayectorias

de insulina
66 pathg (i4+1)=x; % trayectorias de la glucosa
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67 pathi(i+1)=y; % trayectorias de la insulina

68

69 end

70

71 plot (tt ,pathg,'b' 'linewidth',1); % graficas de las trayectorias de la
glucosa

72 plot (tt ,pathi,'b', 'linewidth',1); % graficas de las trayectorias de la
insulina

73  pause

74  hold off

75 end

76

77 % graficas de las trayectorias y promedios de la glucosa e insulina

78 set(gca, 'fontsize',18,'linewidth' 1.5);

79  plot(tt,pathg,'y', 'linewidth',0.3)

80 axis([0,25,0,250]);

81 hold on

82  plot(tt,pathg,'b—"','"linewidth' ,0.8)

83  plot(tt,pathi,'b—','"linewidth',0.8)

84 plot (tt ,smg, 'y—"','linewidth' 1)

85  plot(tt,smi,'y—', " 'linewidth', 1)

86

87 % grafica de los niveles limites para la glucosa e insulina

88  plot ([0, 25], [170, 170],'r:"','linewidth', 1)

89  plot ([0, 25], [90, 90],'r: ', 'linewidth', 1)

9 plot ([0, 25], [32, 32],'r:','linewidth', 1)

91 plot ([0, 25], [6, 6],'r:"','linewidth' 1)

92 xlabel( 'Tiempo.(horas)"')

93  ylabel('Nivel_de_Insulina U/mL_____ Nivel_de_Glucosa.mg/dL")

94 set(gca, 'linewidth' 1.5)

95  hold off

1 % Funciones anidadas del codigo principal

2

3 % funcion random.m

4 % Utiliza generador congruencial zx=16807+xx mod(2°31—1)

5 % metodo Box—Muller convierte numeros aleatorios mnormales

6 % xx=rand (3) es la entrada al generador

7

8 function rand = random (xx)

9 a=1680T7;

10 b=2147483647;

11 for i=1:2

12 d=fix (axxx/b); % redondea cada elemento de axxz/b al entero mas

cercano a cero
13 xx=a*xxx—dx*b;
14 rng (i)=xx/b;

15

end
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16 p=3.141592654;

17 ul=rng(1);

18 u2=rng(2);

19  hlp=sqrt(—2.0xlog(ul));

20 rand(1)=hlp*cos(p*2.0%xu2);
21 rand(2)=hlp*sin(p*2.0xu2);
22 rand (3)=xx;

23

24 b o _____________
25  function H=Heaviside (x) % Funcion Heaviside

26 if x>=0

27 H=1,

28 else

29 H=0;

30 end

31

32 T .
33  function z=alimento2(t) % Funcion del alimento

34

35  Qd=100; % niveles de glucosa despues del desayuno
36 Kd=-0.3xlog(1/150);

37 td=T7;

38

39  Qa=170; % niveles de glucosa despues del almuerzo
40 Ka=—(1/3)xlog(1/370);

41 ta=13;

42

43 Qc=110; % niveles de glucosa despues de la cena
44  Ke=—-0.3xlog(1/220);

45 tc=109;

46

47 if t<6

48 z=0;

49  end

50 if 6<=t & t<7.5

51 z=(Qd/20) xexp (Kdx(t—6)) ;

52  end

53 if 75<=t & t<11

54 z=(Qd) xexp(—Kd=*(t —7.5) ) ;

55  end

56  if ll<= t & t<12

57 z=0;

58 end

59 if 12<=t & t<14

60 z=(Qa/100) xexp (Kax(t—12));

61 end

62 if ld<=t & t<16
63 z=(Qa) *xexp(—Kax(t—14));
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64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
00
01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11

end
if 16<= t & t<18
z=0;
end
if 18<= t & t<20
z=(Qc/40)*exp (Kcx*(t—18)) ;
end
if 20<=t & t<22
z=(Qc) xexp(—Kcx*(t—20)) ;

end
if 22<=t & t<25

z=0;
end
% oo
function w=insulina (t) % Funcion de la insulina
wl=[20, 30, 25]; % picos de insulina despues de cada comida
w0=0;
wf=0;
t0=1[8,14,20]; % hora del dia en que los niveles de insulina
lagl=1;
lag2=2—lagl;
t1=t0+lagl;
tf=tl+lag?2;

if t<=t0(1)

w=0;
end
if t0(1)<t & t<tl(1)

w= w0 + (wl(1)—w0)/lagl * (t — t0(1));
end
if tl(l)<=t & t<tf(1)

w= wl(l) + (wf—wl(1))/lag2 = (t — t1(1));
end
if tf(l)<=t & t< t0(2)

w=0;
end
if t0(2)<=t & t < t1(2)

w= w0 + (wl(2)—w0)/lagl * (t — t0(2));
end
if t1(2)<=t & t<tf(2)

w= wl(2) + (wf—wl(2))/lag2 = (t — t1(2));
end

end
if t0(3)<=1t & t < t1(3)

ascienden
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12 w= w0 + (wl(3)—w0)/lagl * (t — t0(3));

13  end

14 if t1(3)<=t & t<tf(3)

15 w= wl(3) + (wf—wl(3))/lag2 * (t — t1(3));
16 end

17 if tf(3)<= ¢t

18 w=0;

19 end
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