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Resumen

Los modelos de Lotka Volterra son ecuaciones diferenciales no lineales que estudian la
dinamica de poblaciones de individuos sometidos a interacciones de depredacion, mutua-
lismo, cooperacién o mezclas de estas. En el caso determinista existe una amplia literatura
al respecto, pero en la contraparte estocastica ain hay muchos interrogantes y preguntas
abiertas. En este trabajo se hace un estudio de la existencia de la solucion y de la dis-
tribucion invariante de algunas ecuaciones diferenciales estocésticas de tipo Lotka Volterra
siguiendo la linea del trabajo desarrollado por Mao. Finalmente, se establece una conexién
entre las ecuaciones y los grafos y a partir de ahi se hace una extensién para un caso parti-
cular en el que el grafo de ecosistemas involucrados induce una forma de arbol.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales estocasticas, Lotka Volterra, Existencia y uni-

cidad, funciones de Lyapunov, Distribucién invariante, Grafos.
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Abstract

Stochastic Predator-Prey models with multi-
ple species: existence and uniqueness of solu-
tions

Lotka Volterra models are nonlinear differential equations which main objective is to study
the dynamics between populations of individuals subjected to interactions as predation, mu-
tualism, cooperation or some kind of mix between them. In deterministic case there exists
a large literature about, but in the stochastic counterpart some questions and problems re-
mains open. In this work a study is made about the existence of the solution and invariant
distribution of some Lotka Volterra stochastic differential equations following the work of
Mao. Finally, a connection between graphs and these equations is established and from there
an extension to a particular case of tree graphs ecosystems is made.

Keywords: stochastic differential equations, Lotka Volterra, Existence and uniqueness,

Lyapunov Functions, Invariant distribution, Graphs.
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1 Introduccion

A mediados de la década de los 20, un quimico y estadistico estadounidense llamado Alfred
Lotka propuso, inspirado en modelos de cinética quimica, unas ecuaciones para modelar la
dindmica de las especies dentro de un ecosistema en el que habian depredadores y presas. Solo
un ano después, un matematico italiano llamado Vito Volterra, basandose en observaciones
de la dindmica de peces en el mar Adriatico, llegé de forma independiente a ecuaciones
parecidas que modelaban dindmicas similares a las descritas por Lotka. Ninguno de los dos
era un ecologo de profesiéon, pero ain asi habian aportado una de las herramientas més
valiosas de la ecologia para modelar dinamica de especies: las famosas ecuaciones de Lotka-
Volterra [8]. En su version moderna para el caso de n especies, dichas ecuaciones pueden

escribirse como
dX;(t) = X;(t) <ai + Z ainj(t)>dt para todoi=1,2,--- ' n (1-1)
j=1

Donde X; es la biomasa de cada una de las especies en un instante de tiempo t. En esta
ecuacion, los términos a;; X;(t)X;(t) representan el intercambio de biomasa que hay entre las
especies 1 y 7 producto de su interaccién. Asi, si la interaccion es beneficiosa para ¢, entonces
a;; X;(t)X;(t) tiene signo positivo, y si es perjudicial entonces el signo es negativo. Una de
las dificultades principales de este modelo radica en su no linealidad, por lo que el estudio
del sistema ha sido objeto de investigacion de multiples matematicos y ecdlogos a lo largo
de los anos [12], [38], [39)].

Este sistema de ecuaciones ademas hace surgir de manera natural el concepto de red trofica
[31], que es uno de los modelos béasicos de la biologia para entender los ecosistemas y las
interacciones entre los individuos. En efecto, cada uno de los coeficientes (a;;)1<; j<n se puede
acomodar en una matriz A que se llama matriz de comunidad. Dicha matriz de comunidad
codifica la forma de la red trofica y las relaciones que ocurren entre las especies del ecosistema.
Esta matriz es uno de los elementos principales para determinar propiedades sobre la forma

en que se comporta la solucién de la ecuacién (1). Es gracias a esta matriz A que se pueden
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introducir en los modelos interacciones entre los individuos diferentes a las de depredacion

y presa como mutualismo y competicion.

Ahora bien, tal como ocurre en todos los sistemas fisicos, un modelo determinista no logra
captar la incertidumbre inherente de la naturaleza. En el caso de las ecuaciones de Lotka-
Volterra, hay multiples puntos en donde podria incluirse la incertidumbre. Por ejemplo, en
los coeficientes de A o en los «;. Es con estas consideraciones que se proponen modelos
estocdasticos basados en para incluir esta incertidumbre. Concretamente, en esta tesis se

introducen dos ecuaciones, debidas respectivamente, a [26] y [41]:

Donde B, B; son movimiento Brownianos unidimensionales. La ecuacién (1-2) es el resultado
de perturbar los coeficientes (a;;)1<ij<n ¥ (1-3) es el resultado de perturbar los elementos
(0j)i=1,2,.. n. Ambas ecuaciones utilizan el movimiento Browniano estandar como modelo de
perturbacién. No obstante, tienen diferencias fundamentales: la ecuacion (1-2) tiene un ruido
que depende de forma cuadratica de las variables X; (es decir, del tamano o biomasa de las
especies), y ademds tiene un unico movimiento Browniano para todas las especies. Esto hace
que dicho modelo sea débil biolégicamente hablando, pues no es una suposicion realista el
hecho de que las perturbaciones correspondientes a todas las especies se comporten de la
misma manera. No obstante a esto, el tratamiento de esta ecuaciones es de mucho interés en
esta tesis, pues gracias a ella se introduce una técnica estandar en esta clase de ecuaciones
diferenciales estocésticas para demostrar la existencia y unicidad de estas ecuaciones, que es

uno de los objetivos de este trabajo.

La ecuacién (1-3) tiene un sentido bioldgico més interesante y por ello nos dedicamos gran
parte del trabajo a discutir este modelo. En este caso, el ruido depende de forma lineal de
X;, v cada especie tiene asociado un movimiento Browniano independiente, por lo que la
perturbaciéon de hecho se hace mediante un movimiento Browniano n—dimensional. Este
modelo tiene ademas consideraciones muy interesantes para las condiciones de existencia y
unicidad. En efecto, deben considerarse algunas condiciones sobre la matriz A para que la
ecuacion tenga una tnica solucién. Esto no ocurre con (1-2), pues para cualquier matriz A

y cualquier vector a = (@;)i=12,.. » veremos que el modelo admite una tnica solucion.



Sobre el modelo (1-3) se aborda ademéds una cuestién fundamental: jqué ocurre en el largo
plazo con las especies que se estan estudiando? En otras palabras, nos preguntamos por la
distribucién invariante de dicho modelo. Se muestran dos resultados fundamentales: para el
caso en el que los individuos tienen interacciones de mutualismo en un ecosistema (y que
esta condicion se traduce en que los coeficientes de A tienen la particularidad de a;; > 0
para i # j), se prueba siguiendo a [41] la existencia de una distribucién invariante o limite

y se muestra que la media de dicha distribucion estd dada por:
p=(=A4)¢ (1-4)

con ¢ = (G, G+, G;) dado por

La segunda situacién es un aporte propio y demuestra que en el caso en el que la red troéfica
tenga una forma particular y que las interacciones de las especies sean de depredador presa,
entonces también existe una distribucion invariante. Este caso estd inspirado en los articulos
[43], [33], [34]. En el transcurso de la tesis no logramos encontrar una expresion cerrada para
la media invariante, pero dados unos resultados numéricos concluimos que podrian haber

algunas condiciones en las cuales dicha media estacionaria coincida con la expresién (3-23).

Asi pues, la tesis estd organizada como sigue: en el capitulo 2 presentamos el problema a
estudiar desde una vision bioldgica e introducimos la ecuacién 1. Probamos en el teorema
5.1 la condiciones suficiente sobre A para la existencia de un punto de equilibrio estable del
sistema. Mencionamos ademas el teorema 2.4, que dice ademas que en un caso de matri-
ces muy particulares existe una condicién suficiente para la existencia de dichos puntos de

equilibrio.

Posteriormente, en el capitulo 3, vamos a estudiar la teoria de los modelos estocasticos
partiendo de algunos conceptos previos de ecuaciones diferenciales estocédsticas y procesos
de It6, que son la maquinaria fundamental de la teorfa (y que se presentan en el apéndice). Se
hace un tratamiento de (1-2) en la seccion 3.1 en el que se prueba el teorema 3.1, que muestra
la condicién suficiente para la existencia y unicidad de la soluciéon. Se muestra ademas el

lema 3.2 que es relativo al acotamiento de la solucion.

Después, la seccién 3.2 aborda la ecuacion (1-3) y prueba el teorema 3.3, que es el resultado
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de existencia y unicidad para este caso. En la subseccion 3.2.3 se habla de la distribucion
invariante y se muestran dos teoremas fundamentales: el teorema 3.5 que es el original del

paper [41] y el teorema 3.8 que es nuestro aporte y que prueba el otro caso que mencionamos.

El capitulo 4 de la tesis contiene una discusién de los limitantes del trabajo y un compendio
de todos los posibles caminos que se podrian abordar para darle continuidad a todo este

estudio.

Finalmente, en el iltimo capitulo se incluye un apéndice con todos los preliminares que son
necesarios para seguir el hilo de todo lo tratado en la tesis. En dicho apéndice incluimos
la definicién basica de grafos que se necesita para modelar las redes tréficas, la teoria de
estabilidad en sistemas dindmicos deterministas que se utiliza en el capitulo 2 y la teoria de

procesos estocasticos y ecuaciones diferenciales estocasticas que se utilizan en el capitulo 3.



2 Modelos de Lotka Volterra

deterministas

En la inmensidad de la cuenca Amazonica se puede encontrar una de las especies mas pinto-
rescas que hay Colombia: el delfin rosado. Entre muchas de las cosas que hacen imponente
este animal, resulta ser que se alimenta de aproximadamente de 53 especies de peces diferen-
tes, yendo desde corvinas hasta piranas pasando por tortugas de rios y cangrejos. Este, que
es solamente uno de miles de ejemplos posibles en la naturaleza, es un caso particular de una
especie (depredadora) que se alimenta de otra (presa). Y a su vez, esta ultima relacién entre
las especies es solo una de las multiples formas que los individuos se pueden relacionar entre
ellos cuando coexisten en un mismo sitio. En efecto, cuando existen especies coexistiendo, la
forma en que ellas interactiian hace que la cantidad de individuos de cada especie varien con
el tiempo de acuerdo con ciertas caracteristicas de las interacciones. Los bidlogos han tenido
el interés de entender dichas dindmicas entre las especies para lograr resolver cuestiones rela-
tivas a los ecosistemas como las extinciones, la coexistencia entre especies, etc. A lo largo del
tiempo se han desarrollado multiples herramientas matematicas para poder entender dichas

dindmicas. Una de las herramientas més famosas son las ecuaciones de Lotka-Volterra.

En este capitulo vamos a introducir las ecuaciones de Lotka-Volterra deterministas partiendo
del problema bioldgico preciso que queremos estudiar. En particular, partiremos de la cons-
truccién del modelo de Lotka-Volterra para dos especies siguiendo la construccién original de
Lotka y Volterra cuya exposicién se puede encontrar en [12], [27] y [24]. Veremos que de esta
forma de modelar el fenémeno se deriva naturalmente la representacion de las interacciones
entre las multiples especies o redes troficas mediante las matrices de adyacencias de ciertos

grafos (seccién 5.1).

Después, se hard un analisis de la ecuacion de dos dimensiones utilizando funciones de
Lyapunov (ver seccién 5.2.1) para extenderlo en el caso general de n especies, siguiendo aqui

las ideas de Takeuchi [39], [37], [38]. Introduciremos un concepto de estabilidad particular
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sobre matrices llamado Lyapunov-estabilidad que sera fundamental en el decurso del capitulo
y de toda la tesis para terminar estudiando cierto tipos de matrices (que corresponden a una
interaccién bioldgica particular) en el que es posible obtener resultados tedricos interesantes

acerca de la estabilidad de los puntos equilibrios de la ecuacién.

2.1. Ecosistemas, especies e interacciones

Los ecosistemas estan compuestos por individuos o especies de seres vivos que interactian
(de manera directa o indirecta) entre ellas y esta interaccién termina modificando el total
de individuos de cada especie y la configuracion misma del ecosistema. Ahora bien, lo cierto
es que los ecosistemas como concepto no solo incluyen las especies vivas sino también todo
el medio (elementos fisicos como el agua, las corrientes de viento, etc) que las rodea. A
decir verdad, el término mas adecuado técnicamente hablando al que deberiamos referirnos
a lo largo de toda la tesis es el de comunidad ecolégica o biocenosis [2], pues dicho
concepto si incluye inicamente las entidad vivas que coexisten en el biotopo, que son las
condiciones ambientales de un ecosistema. En otras palabras, los ecosistemas estan formados
por la biocenosis y el biotopo. No obstante a esto, utilizaremos el término de ecosistema

como sinénimo unicamente del conjunto de especies de aqui en adelante.

Diremos que una interaccion entre dos especies es simplemente el efecto que tienen sobre sus
poblaciones por la coexistencia en un mismo ecosistema. Las interacciones pueden ser entre
diferentes especies, en cuyo caso diremos que es una interaccion interespecifica; o también
puede ser entre las mismas especies, y serd interaccién intraespecifica. Un problema cléasico
en la ecologia es el de la dinamica poblacional, es decir, el de poder predecir en un periodo
de tiempo cudl va a ser la abundancia de cierta especie en un area determinada y en un

periodo de tiempo establecido basandose en las interacciones que puedan tener entre ellas.

Vamos ahora a referirnos a un concepto central en todo nuestro estudio: las redes trofi-
ca. Ya mencionamos anteriormente que las especies que componen los ecosistemas tienen
relaciones entre ellas y que estas relaciones permiten que crezca o disminuya su biomasa.
Esencialmente, el concepto de red trofica busca modelar dichas relaciones entre los indivi-
duos de un ecosistema. En otras palabras, las redes tréficas son todas las conexiones que
modifican la biomasa entre las especies que se dan dentro de un ecosistema. Estas redes

tréficas se pueden ver como grafos donde los nodos son las especies y cada interaccién entre
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Figura 2-1: Los arrecifes de coral son un ejemplo clésico de ecosistemas. Alrededor del 25 % de las
especies marinas de todo el mundo viven alrededor de un arrecife de coral. Multiples
individuos se relacionan entre ellos generando efectos muy variados. Por ejemplo, los
erizos de mar se alimentan de las algas y eso ayuda a prevenir la sobrepoblacion de
las mismas y asi aportar en la estabilidad del ecosistema [35].

las especies es una arista. Mas adelante en la seccién ahondaremos en este tema. Las redes
tréficas se pueden llamar también como relaciones de consumidor-recurso [20].

La forma en que tienen la ecologia para describir la dindmica de un ecosistema se basa
principalmente en la cantidad de especies que se encuentran dentro del ecosistema y el
aspecto funcional del mismo, es decir, las interacciones entre los individuos [24]. Es por eso
por lo que las redes troficas, que incluyen ambos factores, son tan tutiles para describir la

complejidad que tiene un ecosistema.

En su forma mas estandar, las redes tréficas se basan principalmente en la interaccién de las
especies segin una relacién de depredacion. La depredacion entre especies ocurre cuando un
individuo consume al otro para poder subsistir. En dicha interaccion, claramente, el individuo
depredador se ve beneficiado de la presa, mientras que la especie ve disminuida su biomasa
a causa del depredador. Un ejemplo sencillo de una red tréfica de este tipo es la presentada
en la figura (2-2). Nétese como en ese caso una flecha saliendo de una especie y apuntando
al otro significa que existe una relacién de depredacion y de presa; si la flecha apunta a una
especie significa que €l se ve beneficiado de la interaccién, y la otra especie se ve perjudicada.
Noétese ademds que existen individuos (como la serpiente cascabel y el halcén) que no tienen

una relacion entre ellos.
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Western diamondback rattlesnake

¥

Red-tailed hark

Red harvester ants

Wood rat 4

Saguaro cactus

Mantid

Fluff grass GilaWoodpecker

Figura 2-2: Ejemplo de red tréfica simple. Aqui se ve claramente céomo la serpiente y el raton
estan conectados pues la serpiente se alimenta del ratén. Los niveles que se ven la red
tréfica reciben el nombre de niveles tréficos. Imagen tomada de Freepik.com

Notemos que hemos mencionado hasta ahora solamente las interacciones de depredador-
presa, que son las interacciones tradicionales en los modelos de Lotka-Volterra. No obstante,
existen en los ecosistemas otros tipos de relaciones entre las especies que modifican de una
forma u otro la biomasa de las mismas de formas diferentes que en el caso de depredacion-

presa. Vamos a remarcar dos interacciones importantes y que mencionaremos mas adelante:

e Competencia: La competicién puede ser interespecifica o intraespecifica. Normalmen-
te, la competicion entre especies tiene que ver con el aprovechamiento de los recursos
disponibles en el mismo ecosistema. En esta interaccion, la existencia de una especie
es perjudicial para la otra y viceversa. Es decir, ninguna se beneficia de la existencia

de la otra y por el contrario se ven perjudicadas.

e Mutualismo: El mutualismo ha recibido relativamente poco interés de parte de los
ecolégos en comparacion con las demas interacciones. En esencia, en el mutualismo
ambas especies se ven beneficiadas por la existencia de la otra, por lo que ambas
crecen potencialmente de forma indefinida. Esta interaccion se puede dar, por ejemplo,
en el caso en el que una especie consuma el recurso producido por la otra y viceversa.

Un ejemplo bellisimo en la naturaleza es el de las abejas y la flor.

Otro tipo de interacciones pueden ser el comensalismo, amensalismo o la alelopatia [20]. En
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esas relaciones, no necesariamente hay un intercambio mutuo de biomasa entre ambas espe-
cies como en las tres relaciones anteriores, pero nosotros nos centraremos en las interacciones

en las cuales existe intercambio de biomasa entre ambas especies.

Figura 2-5: Depredacion-
Presa

Figura 2-3: Mutualismo Figura 2-4: Competencia

2.2. Descripcidon del modelo

Nuestro objetivo en esta seccion es modelar las relaciones y conceptos mencionados en el
capitulo anterior desde el punto de vista matematico. Asumiremos que una especie i va a
tener una biomasa (entendida como toda la materia debida a los individuos vivos en un area
de espacio en un determinado periodo de tiempo) en un tiempo ¢ > 0 dada por X;(t). Esta

serd nuestra variable de estudio mas importante a lo largo de toda la tesis.

Los primeros modelos de depredador presa fueron propuestos por Lotka y Volterra de manera
independiente entre los anos 1920 y 1930. En las observaciones de Volterra, se veia que en
ciertos momentos de la temporada la cantidad de individuos de una especie 2 de peces
aumentaba y los peces de la especie 1 disminuian, mientras que en otro momento de la
temporada ocurria lo contrario. Se conjeturd que conforme los peces de la especie 2 se comian
a los peces de tipo 1, la poblacion de estos ultimos disminuia a niveles tales que no quedaba
suficiente comida para los de la especie 2, por lo que dicha poblacién disminuia mientras los
peces de tipo 1 aumentaban. Esta dinamica parecia ocurrir de manera constante durante
todo el ano. Asi pues, para ejemplificar el modelo de estudio, vamos a asumir los siguientes
supuestos acerca de la forma en que evoluciona X;(t) de acuerdo con la interaccién de las
diferentes especies y de la tasa de crecimiento y decrecimiento de la poblacién, partiendo
primero de un ecosistema sencillo que tiene inicamente dos especies, una de las cuales es un

depredador y la otra que es una presa [12]:
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e La especie 2 tiene una fuente inagotable de alimento y por lo tanto en ausencia de
la especie 1 creceria de forma proporcional a su tamano de acuerdo con la ecuacion
diferencial

dXs

0 — X
di Qg A9

e La especie 1 se alimenta tnicamente de la especie 2, por lo que en ausencia de esta
la biomasa de 1 disminuiria proporcionalmente a su tamano cumpliendo la ecuacién

diferencial
dX;

— =X,
dt
e Si interactian la especie 1 y la especie 2, entonces el cambio en la biomasa de cada
depende de qué tan frecuente es el encuentro entre ambas especies. Una forma simple
de modelar esta situacién es hacer que ese cambio en la biomasa sea proporcional a

X1 X5. En el caso de la especie 1, su biomasa cambia de forma a;5,.X; X5, mientras que

la especie 2 tiene un cambio negativo de —ag X2X;.

Juntando estas piezas y asumiendo que esta es la inica dinamica posible de estas especies,

las ecuaciones diferenciales que modelan esta situacion estan dadas por:

dX
d_tl = —aX| +a;2X 1 Xy
(2-1)
dX
d_t2 = Xy — ag X1 Xy

Este es la construccion estandar de las ecuaciones de Lotka y Volterra para dos especies. Una
modificacién adicional que se le puede hacer al sistema 2-1 viene de asumir que el cambio
en la biomasa de cada especie también depende de una competencia por los recursos dentro
de la misma especie. Esta competicién es mas intensa conforme la biomasa de la especie sea

mayor, por lo que las nuevas ecuaciones se pueden escribir de la forma:

dX
d_tl = —aX; + a X1 Xo — an X7
(2-2)
dX
d_t2 = OéQXQ — a21X1X2 - a22X22

Asi pues, el modelo tiene tres tipos de parametros:

e Tasa de crecimiento o decrecimiento intrinseco de la poblacién: es el pardmetro
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a; de cada especie. Puede ser positivo o negativo, dependiendo de la forma en que se

comporte la especie en ausencia de cualquier otra especie en el ecosistema. Las unidades

de este pardmetro son [T]7*.

e Parametro de interaccién entre las especies: es el parametro ays, ag; y representa
qué tan fuerte es la pérdida o ganancia de biomasa de cada especie de acuerdo a los

encuentros entre ambas. Las unidades de este pardmetro son [B]7![T]~! donde [B] es

una unidad de biomasa.

e Parametro de autorregulacion o competencia intraespecifica: es el pardmetro
a11, ase y nos habla de qué tan fuerte es la competencia al interior de la especie por los

recursos disponibles.

Desde luego las especies pueden ver cambios en el total de biomasa por multiples razones
exégenas que no necesariamente se deben a las consideraciones anteriores. Por ejemplo, la
biomasa puede aumentar por migracion de inviduos o por algun tipo de adicién de inviduos
no natural en el ecosistema. A pesar de esto, dichas situaciones no se consideraron en este

modelo.

Con estas ideas en mente, podemos facilmente extender este modelo en el caso en el que
tenemos un ecosistema de n especies interactuando entre ellas. De forma general, la especie

7 ve modificada su biomasa de acuerdo con la ecuacién

dX;
dt

n n
= OéiXi + E ainin = Oy XZ + g (Zl'ij (2—3)
=1 j=1
Si existe una interaccién entre ¢ y j, a;; # 0y el signo de a;; depende de si ¢ es un depredador
o una presa; y si no existe dicha interaccién entonces a;; = 0. Fijémonos que si tomamos
a= (a1, 00, ,a,)" y X = (X1, Xo, -, X)), A= (aij)1<ij<1 entonces podemos escribir

matricialmente este sistema como

dX = diag(X)(a+ AX) (2-4)
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donde _ -
X 0 0
) 0 X, 0
diag(X) =
0 0 X,

De esta definicion surge la matriz A que esta compuesta por todos los coeficientes de inter-
accion entre las especies. Esta matriz es de vital importancia en el estudio de todo nuestro
trabajo y se llamard matriz de comunidad. Esta matriz de comunidad captura de manera

natural la forma en que esta estructurada la red tréfica en cuestion. En efecto, notese que si

Figura 2-6: Grafo no dirigido correspondiente a la red tréfica de la imagen (2-2)

tomamos una red tréfica y formamos el grafo G en el cual un nodo es una especie y una arista
se forma si existe una interaccion entre ambas especies, entonces la matriz de comunidad no
es mas que la matriz de adyacencia con pesos (donde los pesos son los coeficientes a;;) de
G. Esto quiere decir que la estructura propia de la red tréfica estd incluida en la matriz A.
A pesar de que en sentido estricto una red trofica tiene conexiones dirigidas, nétese que si
a;; # 0 entonces aj; # 0 (lo que quiere decir que los efectos de la alimentacién van en ambos

sentidos) y por lo tanto necesariamente si existe una arista de i a j es porque debe existir
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otra arista de j a ¢, por lo que el grafo puede considerarse como un grafo no dirigido y al

que cada arista se le asignan dos pesos diferentes: a;; y aj;.

Las interacciones mencionadas en el capitulo anterior las podemos representar en funcion de

los signos de la matriz de comunidad A como:

Interaccién Signos de la interaccion

Competicion a;; < 0,a;; <0
Depredacién - Presa (siendo i el depredador y j la presa) a;; >0, a; <0

Mutualismo a;; >0, aj; >0

Ahora bien, a lo largo de toda la tesis vamos asumir en la matriz de comunidad A que todo
el ecosistema presenta competencia intraespecifica y ademdas un unico tipo de interaccién
interespecifica. Esto, desde luego, estd alejado de la realidad pues como vimos en el modelo
de cascada las grandes redes troficas tienden a ser union de muchas relaciones. No obstante,
esta simplificacién es necesaria para llegar a resultados tedricos como los que mostraremos

en los capitulos siguientes.

Para facilitar las simulaciones de los capitulos siguientes vamos a introducir una normaliza-
cién en estos coeficientes para llevar (2-3) a una forma en la que |a;;/, |a;| < 1 para todo 1, j.

Definamos para todo i, j los nuevos parametros del sistema como:

T=aoat

/ 5
a

o

’ i

«

donde o = max;<;<y, || y @ = max; ;|a; ;|. Hacemos ademds P;(1) = gXz»(t) para todo i.
= o

Con estas transformaciones tenemos que (2-3) es equivalente al sistema

dP; -
b (a; +> a;ij) (2-5)
j=1

Por lo tanto, podemos asumir de ahora en adelante que el modelo inicial (2-3) es tal que

la;] <1y Ja;j| <1 paratodo i,jy ademds es adimensional. En efecto, (2-5) es adimensional

!/

pues a;;, o, 7 son claramente adimensionales y ademads tenemos que

gXi] = [a][a]'[Xi] = ([B]"'[Z])[T][B] = adim
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En adelante, consideraremos que los sistemas tratados tendran esta normalizacion pero uti-

lizaremos la variable ¢ y las variables X; de manera indistintiva.

2.3. Modelos de redes troficas

Dediquémosnos ahora a hablar de la forma y estructura que podrian llegar a tener las redes
tréficas reales y la manera en que se pueden simular o describir matematicamente. Lo cierto es
que a pesar de ser conceptualmente simples, las redes troficas reales son extraordinariamente
complicadas de modelar y describir dada la gran cantidad de invidiuos que normalmente se
ven involucrados en un ecosistema y del sinfin de relaciones que existen. Idealmente, estas
redes deben tener estructuras no aleatorias que sean consistentes con patrones empiricos
[31]. Uno de los avances més grandes en las propuesta de modelos de redes tréficas fue hecho
por Cohen y otros autores en una serie de articulos de mediados de los anos 80 que tenian
el nombre comin de A Stochastic Theory of Community Food Webs [18], [3], [4], [5], [6]. En
dichos articulos, Cohen y los autores introducen, entre otras cosas, el modelo de cascada.
Esencialmente, este es un modelo similar a la teoria de grafos aleatorios de Erdds—Rényi
[11] en el que a partir de un conjunto de n nodos no conectados, cada par se va conectando

mediante una arista de forma aleatoria.

El modelo de cascada tiene la siguiente descripcién [19]: partamos de n especies segin el
modelo (2-3) y consideremos parametros r, s, que son constantes positivas tales que r + s+
t < n. Vamos a asignar aleatoriamente los coeficientes de A considerando que a; < 0 para
todo ¢ con probabilidad 1 (esta eleccién significa que existe una competencia intraespecifica
para todas las especies) y que las parejas a;j, a;; con i < j se escogen independientemente
(esto es, se tiene que la distribucién de |a;;| dado que a;; # 0 es uniforme en (0, 1)) cumpliendo

que
(1) ]P’(CLU < O,Gji = O) = r/n
(2) P(a;; =0,a;; >0)=s/n

(3) ]P(Clij < O,Gji > O) = t/n

r+s+t

(4) ]P(Clz‘j = 07 Qj; = 0) =1
n

En esencia, lo que esto dice es que dos especies pueden tener una u otra interaccién con cierta

probabilidad dependiendo de los parametros. Nétese que la interacciéon (1) y (2) significa que
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una de las dos especies se ve beneficiada o perjudicada con la interaccién pero para la otra
es irrelevante. En el caso (3) tenemos la probabilidad de que se presente una relacién de
depredacién-presa y en el caso (4) tenemos la probabilidad de que no haya interaccién entre
dos especies. Esa construccion tiene multiples variaciones en las que se incluyen casos en
donde a;;,a;; < 0 0 a;j,a;; > 0. Es decir, las redes tréficas reales se modelan de manera mas
adecuada con combinaciones de interacciones entre especies, no unicamente de depredador

presa.

£ G A

\L ) 2 S S—

Figura 2-7: Tres redes troficas con n = 10 generadas segin el modelo de casacada presentado.
En lado izquierdo, los pardmetros son (0,5,0), (0,0,5) en el centro y (3,3,3) en la
derecha. Notese que la forma y las propiedades que tiene cada red cambian gracias a
la configuracion de los parametros. A la izquierda y en el centro encontramos redes
tréficas con una unica interaccion segin la forma de las flechas. En el lado derecho,
en cambio, tenemos relaciones bidireccionales (que en nuestro caso es la interaccién
de depredador-presa) y relaciones unidireccionales que ya se explicaron.

En efecto, los parametros (r, s,t) son una medida de la proporcién en la que se dan distintas
relaciones y sus consecuencias en el ecosistema. Por ejemplo, se tiene entonces que existe
una relacién de depredador presa entre la especie ¢ y la especie j con una probabilidad de
t/n. Si el parametro t es pequefio, entonces necesariamente se presentaran en la red menos
relaciones de depredacion presa. A pesar de que esta es la presentacion original del modelo de
cascada, a nosotros nos interesara particularmente la condicién (3) en ausencia de los demés
casos. Es decir, nos interesa el caso en el que r = s = 0, que es simplemente la interacciéon

de depredador-presa pura.

Normalmente, los estudios alrededor de estos modelos se enfocan en estudiar la estabilidad
ecoldgica de los ecosistemas (la estabilidad ecoldgica se puede entender como la capacidad
que tiene un ecosistema de no tener grandes cambios en sus caracteristicas a lo largo del

tiempo [20]) en funcién de diferentes combinaciones de los parametros. Para estudiar dicha
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estabilidad, un método tradicional es el de utilizar justamente sucesiones de modelos de
Lotka-Volterra con las redes tréficas generadas segin (7, Sn, tn)n>1 y estudiar la estabilidad
(segtn la seccién 5.2) de dichos modelos con el objetivo de establecer resultados cualitativos

a partir de esos experimentos.

Adicionalmente, vamos a considerar en esta tesis un tipo particular de red tréfica llamados
arboles. Un arbol de tamano n es una red no dirigida conexa con n vértices que no cuenta con
ciclos. Ademas de esta definicién sencilla, todo arbol satisface que las siguientes propiedades

son equivalentes entre si:
e Es una red conexa que no tiene ciclos
e Es una red conexa con n — 1 aristas
e Al remover una sola arista la red se vuelve disconexa.
e Cualquier par de nodos esta conectado por exactamente una tnica arista.
e La adicién de una sola arista genera un ciclo.

Biol6gicamente hablando tiene sentido pensar en una red trofica que pueda tener una es-
tructura de grafo, dado que los ciclos implicarian una relaciéon poco usual entre las especies
de un ecosistema. En la figura (3-6) hay un ejemplo de drbol con 100 vértices generado de

manera aleatoria.
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Figura 2-8: Ejemplo de un drbol con 100 vértices

Detalles de este modelo de red trofica junto a sus principales propiedades y estudios acerca

de la estabilidad de las redes se pueden encontrar en [32], [8], [1].
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2.4. Analisis de los sistemas de Lotka-Volterra

El objetivo de esta seccién es discutir sobre la ecuacion (2-3) a la luz de la teorfa presentada
en el apéndice 5.2.1. En otras palabras, se probara que la estabilidad de un punto de equilibrio
X* depende de la forma de la matriz de comunidad A definida en la seccién 2.2. Vamos a
comenzar analizando el caso particular para dos especies para después hacer la generalizacion

natural en el caso de n especies.

2.4.1. Modelo de 2 especies

El sistema (2-1) se puede resolver por separacién de variables notando que

—Q + )\QX]_ Xm B o] — >\1X2 dX2 .
X, dt X5 dt

Y por lo tanto

d
E(OQ log(Xl) — )\2X1 + o lOg(XQ) — )\1X2) =0

Asi, tenemos que la funcién H definida en el primer cuadrante dada por
H(Xl, XQ) = (9 IOg(Xl) — )\2X1 + (03] IOg(Xg) — )\1X2

es la primera integral del sistema, es decir, permanece constante a lo largo de cualquier
solucion del sistema. En particular, lo que esto implica es que dada una condicién inicial

(X1(0), X2(0)) con X1(0), X5(0) > 0 se tiene que para cada t > 0,
H(X,(t), Xs(t)) = H(X1(0), X2(0)) = constante (2-7)

Ademas, puede verse que esta funcién es estrictamente concava y que alcanza un tunico

maximo cuando

9H Q2

0X, x, 0
OH a1 0
el — =\

0Xo X

Qo (1

Es decir, en el punto (X7, X;) = ( ), que justamente coincide con el punto de equi-

A’ A

librio no nulo de la ecuacién (2-1). Dado que H es una funcién estrictamente coéncava, la

grafica de (2-7) es una curva cerrada que se encuentra completamente contenida en el pri-
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mer cuadrante. Esto muestra que las érbitas (Xi(t), Xo(t)) para t > 0 son curvas cerradas

contenidas en el primer cuadrante si X;(0), X5(0) > 0.

— x1 x2

2.0

100 200 300 400 500 0.

Figura 2-9: Simulacién del sistema (2-1) con (o, a2, A1, A2) = (0,1,0,1,0,1,0,4) y X;(0) =
X2(0) = 0,4. A la izquierda, las soluciones X (t), Xo(t) para t > 0 y la derecha el
diagrama de fase correspondiente. La grafica de la izquierda explica el comportamien-
to oscilatorio que describié Volterra en los peces.

Este modelo tiene un comportamiento que ecolégicamente puede quedarse corto a la hora de
modelar la realidad: tal como se planted, no existe una condicion que permita la extincién de
alguna de las especies involucradas, a pesar de que pueden llegar a valores arbitrariamente
pequenos. Una manera de permitir la extincién de las especies es incluir la competencia
interespecifica. Con esta competencia, no solo se habilita la posibilidad de extincién sino

también la de alcanzar estabilidad en las soluciones.

Es asi que utilizando este nuevo supuesto el modelo se transforma en

dX
d_tl = Xi(a; —nXs — M Xo)
(2-8)
dX
d_t2 = Xo(—ay — 712 Xs + A X7)

donde 71,72 > 0. En este caso no es posible utilizar el método de separacién de variables
utilizado en (2-6) para hallar las dérbitas del sistema, por lo que el anélisis no resulta tan
directo. Puede verse que los puntos de equilibrios de (2-8) son en total 4: (X7, X3) = (0,0),
(X7, X3) = (0,-22), (X7, X3) = (21,0) y el punto

R a1Y2 + o\ g — 04271)
X7 X2) = , 2-9
( ! 2> ( ’}/% + )\1)\2 ’}/% + )\1)\2 ( )
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La estabilidad de los puntos de equilibrio (ver seccién 5.2) (X7, X3) = (%, 0), (X7, X3) =

(0,0) pueden verse por medio del Jacobiano del sistema dado por

a; —2Xqim — M Xy -\ Xy

J (X1, Xo) =
Ao Xy —ay — 27 Xo + Ao Xy

En el caso del equilibrio nulo, puede verse que los valores propios son {1, —as}, por lo que es

un punto de silla inestable. Para el punto (X7, XJ) = (%, 0) (que corresponde a la extincién

} por lo

aide—aoy

del depredador), los valores propios del jacobiano estan dados por { — ay, -

que este es un punto estable si se cumple que ag; s — asy; < 0.

Por otro lado, vemos que una condicién necesaria para que el punto de equilibrio (2-9) sea

factible (es decir, que cumpla X7, X5 > 0) es que ay A — aey; > 0, 0 lo que es equivalente
«
T < —1)\2
(D)

Debe notarse que esta condicion es la contraria obtenida para la estabilidad del punto de
equilibrio discutido anteriormente. Esto es razonable, pues si a;As — asy; < 0 tenemos la

extincién del depredador, pero si a; As —aay; > 0 tenemos la coexistencia de ambas especies.

Para analizar el punto de equilibrio (2-9) utilizamos el teorema 5.1. Més especificamente,

definimos la funcién V' : R%; — R, dada por

X X
V(X1, Xo) = (Xl — X{ — X{log (X_}‘)) + ¢ (Xz — X; — X5 log (Xi))
1 2

donde ¢q, co son unas constantes positivas que se elegiran mas adelante. Puede verse que V'
satisface que V (X7, X3) = 0 y ademds se ve que V (X1, Xs) > 0 para (X, Xo) # (X7, X3).

Por otro lado tenemos que

*

) X* X
V(X1,X5) =0 (1 — Xl )Xl(al —mX: —MXo) + e <1 - X2 >X2(—042 — 72 Xs + A X))
1 2

operando y utilizando que X; (a1 — 11 X7 — M X5) =0, X5(—ag —7X5 + A X7) = 0 se tiene

V(X1,Xs) = (X1 —X7) [ (X1 —X7) =M (Xo—X3) ] +ea(Xo—X3) [—2(Xo— X3 )+ A (X — XT)]
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Y esto es equivalente a

V(X1, Xs) = —ami (X1 — X7)? — (ah1 — ) (X1 — X7)(Xo — X3) — c272( X — X5)?

De manera matricial, si tomamos

(X -X9"=|Xx, - X; XQ—X;}, A=

N 2 o= a0
—>\1 )\2 0 Cy
entonces puede comprobarse que

. 1

V(X1,Xo) = (X — XH)TATC(X — X*) = 5(X — XHT(ATC + CA)(X — X7)

Si hallamos c;,c; > 0 tales que la matriz ATC + CA sea definida negativa, entonces se
cumpliria que V<0 y por lo tanto el punto (2-9) es asintéticamente estable. Notemos que
—2c 1o — CoA
ATC 4 CA = 171 172 2 A1

Cl)\g — CQ>\1 _202’72

por lo que basta tomar ¢, co > 0 tales que

C1 )\1
C2 A2
para que ATC + CA sea definida negativa (pues tendria todas las entradas negativas). Esto

muestra entonces que el punto de equilibrio es asintoticamente estable.

2.4.2. Estabilidad de Lyapunov y M —matrices

En el caso de n = 2 vimos que la matriz ATC + C A surgia de manera natural en el estudio
de la estabilidad del punto de equilibrio que pertenecia al interior de R%O. Esta es una
condicién que nos encontraremos a lo largo de toda esta tesis y que ha sido estudiada de
manera extensiva, particularmente en [39], [37], [38] y por lo tanto introducimos la siguiente

definicién:

Definicién 2.1 Diremos que una matriz A es Lyapunov estable si eriste una matriz

diagonal positiva C' tal que la matriz ATC + CA es definida negativa.

Supongamos que la ecuacién (2-4) tiene un punto de equilibrio X* que es factible (ver
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Figura 2-10: En la primera fila se encuentra la simulacién del sistema (2-8) con los pardmetros
dados por (a1, as, A1, A2,71,72) = (0,5,0,1,0,6,0,5,0,3,0,1) y X;(0) = X2(0) = 0,5.
En la segunda fila, también una simulaciéon del sistema 2-8 con los parametros
(al,QQ,)\l,)\Q,’yl,’}/g) = (0,5,1,0,6, 0,5,0,3,0,1) y Xl(O) = X2(0> = 0,5. La dife-
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rencia en el comportamiento radica en el signo de ay Ao — a1

apéndice 5.2). Vamos a ver que la condicién necesaria para que dicho punto de equilibrio sea

estable es justamente que A sea una matriz Lyapunov estable:

Teorema 2.1 Supongamos que la ecuacion (2-4) tiene un punto de equilibrio X* que es

factible. St A es una matriz Lyapunov estable, entonces X* = (X7, X5,--+ , X)) es un punto

de equilibrio asintoticamente estable.
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Prueba. Esta prueba es esencialmente la generalizacién y formalizacién de lo que hicimos

en la seccién anterior para la ecuacién (2-8). Definamos la funcién V' : R%; — R5( como

V(X1 Xo, o, X)) = Zc,(x X X*log(X*>>

=1

Es claro que V(X*) = 0 y ademas V(X) > 0 para todo X. La derivada de V' a lo largo de

una trayectoria de la solucién X esta dada por

V(X17X27 Tt 7Xn)

St

— Z ciog (X — X)) + Z Zaijcz‘(Xi - X)X
i—1 i=1 j_l

:ZCZ%X X7) +ZZGUCZX XX = X))+ D) age X — X)X
1131 i=1 j=1

:Zczaz X X +ZZCLZJCZ X X X*—l-ZZCLUC@ X X )(X X)
i=1 j=1 i=1 j=1

:Zcz(al—i—ZaU )X X)) 4D ae(Xi — X)X, — X7)

=1 i=1 j=1

Pero «; + Z a;;X; = 0 para todo ¢ = 1,--- ,n por ser X* un punto de equlibrio. Por lo

7=1
tanto,

n n

V(X1 Xo, oo, Xn) = DD aies(Xi — X)(X; — X7)
=1 j=1
= (X - XHTATO(X — X¥)
Ahora bien, para toda matriz A se tiene que 27 Az = 27 ATz, por lo que

o’ Aw = Sa" (AT + A)a
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Asi, tenemos que
1

V(X) = S (X - XHATC + CA)(X — X7)
Como ATC 4 CA es una matriz que es definida negativa, entonces necesariamente la forma
cuadrdtica es también definida negativa y esto implica que V < 0 entonces, segiin el teorema

5.1, X* es un punto asintéticamente estable. O]

A pesar de que el teorema anterior es bastante til porque da condiciones para la estabilidad
del punto de equilibrio factible X*, tiene una dificultad: presupone su existencia. En general,

determinar las soluciones del sistema no lineal
X; (ozi +> aijx;f) =0 (2-10)
j=1

no es una labor sencilla. Vamos entonces a estudiar condiciones suficientes, no solo para la
estabilidad, sino para la existencia misma de dicho punto de equilibrio. Para ello definamos

primero el problema del complemento lineal:

Definicién 2.2 Sea B una matriz n X n y ¢ un vector de R"™. Diremos que el problema
de encontrar dos vectores x,y € R"™ de tal manera que y = Bx + ¢ dadas las restricciones

y,x >0 yxly = 0 se llama el problema de complementariedad lineal y se representa como

(B,c).

Observemos que hallar una solucién del problema de complementariedad lineal (—A, —a/) es
una solucién también de (2-10). En efecto, si z,y son soluciones de (—A, —«a) entonces se

cumple que y = —Az — « y por lo tanto, para todo i =1,2,--- ,n se tiene

n
Yi = + E T
j=1

y esto es equivalente a
n
TiYi = T (0% + Z aij$j>
j=1
como 27y = 0 y z,y > 0 entonces necesariamente z;1; = 0 para todo i = 1,2,--- ,n y por

lo tanto tenemos que

ZT; (O-/i + Z aijxj) =0
j=1
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lo que significa que x es una solucién de (2-10). Acerca de la solucién del problema (B, c)

tenemos el siguiente resultado [28]:

Teorema 2.2 El problema (M,b) tiene una solucidn para todo vector b € R™ si y solo si

cada menor principal de la matriz M es positiva.

Diremos que una matriz M que satisfaga que cada menor principal es positivo es una
P—matriz. El teorema 2.2 en particular nos dice entonces que si la matriz de comunidad
A es una P—matriz entonces el sistema (2-3) tiene un punto de equilibrio X* que es facti-
ble. Finalmente, si pudiéramos relacionar una P—matriz con ser Lyapunov estable, entonces
podriamos concluir algo acerca de la existencia de un punto de equilibrio factible y de su
estabilidad en un mismo enunciado. El siguiente resultado de hecho demuestra que hay una

relacion entre la estabilidad de tipo Lyapunov de —A y el hecho de que A sea P—matriz.

Lema 2.1 Sea A una matriz n X n. Luego, si A es una matriz Lyapunov estable, entonces

—A es una P—matriz.

Prueba. Como A es una matriz Lyapunov estable entonces necesariamente tenemos que
(—A)TC+C(—A) es una matriz definida positiva. Esto en particular demuestra que la matriz
CA es una matriz definida positiva (puesto que z7 Az es una forma cuadrética definida
positiva si y solo si 2T (AT + A)z es definida positiva). Asi, CA tiene todas las menores
positivas por el criterio de Silvester (ver [16]) y por lo tanto es una P—matriz. Notemos
que como C' es diagonal, entonces todos los menores principales de C'A son iguales a los
menores principales de A multiplicado por algunos elementos de C, que son positivos. Esto
implica necesariamente que los menores principales de A son positivos, y por lo tanto es una
P—matriz.

O

Finalmente, una forma de consolidar todos los resultados annteriores y como consecuencia
del lema 2.1 podemos entonces expresar una condicién suficiente para la existencia de un

punto de equilibrio X* de la ecuacién (2-3), que ademés no depende del vector a:

Teorema 2.3 Sea A una matriz de comunidad del sistema (2-3). Si A es Lyapunov esta-
ble, entonces existe un punto de equilibrio factible X* que es asintoticamente estable para

cualquier vector a € R™,
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Prueba. Dado que A es Lyapunov estable, entonces —A es una P—matriz por el lema 2.1.
Pero entonces, por el teorema 2.2 tenemos necesariamente que (A, «) tiene una solucién,
y en consecuencia, existe una solucion X* de (2-3). Ademas, por el teorema 5.1, debe ser
necesariaemnte que X* es asintoticamente estable.

O
Segun el teorema 2.3, entender las interacciones de las n especies del ecosistema codificadas
en la matriz A es suficiente para entender la dindmica de un punto de equilibrio factible. No
obstante, dichas condiciones no otorgan necesidad. Es decir, que exista un punto de equilibrio

factible y estable X™ no significa necesariamente que —A deba ser una P — matriz.

Sin embargo, podemos encontrarnos una clase de matrices muy particulares para las cuales
si es posible establecer unas condiciones de suficiencia y necesidad. Dichas matrices reciben

el nombre de M — matrices:

Definicién 2.3 Sea A una matriz n X n que satisface que a;; <0 para i # j, es decir, que
sus entradas por fuera de la diagonal son no positivas. Si adicionalmente —A es Lyapunov

estable entonces A recibe el nombre de M-matriz.

Desde un punto de vista bioldgico, la dinamica que se modela con una matriz de esas carac-
teristicas es bastante particular. En efecto, si A es una M — matriz, entonces las dinamicas
de los ecosistema que modela son exactamente las del mutualismo. Como ya se ha men-
cionado, en dichos ecosistemas todas las especies se benefician de la existencia de las otras,
pero su subsistencia también depende de ellas. Ejemplos de dichos ecosistemas se pueden
encontrar, por ejemplo, en algunas comunidades de algas coralinas, pues la existencia de
varias algas alrededor de otras atenian la hidrodinamica y permiten atrapar sedimentos [9].
En la matriz A, la diagonal representa la competencia interespecifica de la especie (la tasa
de muerte intrinseca de cada una), por lo que una aproximacién a la interpretacién bioldgica
del resultado, viéndolo desde la 6ptica del inciso (b) de las equivalencias de las M —matrices,
es que en una comunidad de mutualismo facultativo, el equilibrio del sistema se alcanza si la
tasa de autorregulacién de cada especie es més grande (en algin sentido) que la intensidad
del mutualismo entre las especies. Una simulacién del sistema en el caso de que —A sea una

M —matriz se presenta en la figura (2-11).

No obstante a esto, las M —matrices tienen una serie de equivalencias que las convierten
en una clase de matrices con propiedades bastante deseables. En particular, tenemos las

siguientes equivalencias: (el detalle puede verse en [40]):
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x1 — x2 — x3 x4 — x5 — x6

200}

150F

100f

t
5 10 15 20 25 30

Figura 2-11: Simulacién del sistema (2-3) para n = 6. La matriz de comunidad se generé mediante
la equivalencia (b) de las M —matrices. Es decir, se utilizé un grafo aleatorio para
las interacciones entre las especies y las entradas no nulas a;; de A se generaron con
a;j ~ U(0,1). En esta simulacién o = diag(0,5,0,5,0,5,0,5,0,5,0,5)

Lema 2.2 Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) A es M — matriz

(b) A puede escribirse como A = D—B donde B es una matriz positiva y D = diag(dy, ds, - - -

es una matriz diagonal positiva tal que maxi<i<, d; > p(B), siendo p(B) el diametro

espectral de B.
(¢c) Eziste un vector x > 0 tal que ATz > 0.

(d) A tiene todos sus elementos diagonales positivos y ademds existe una matriz positiva

diagonal D tal que AD es de diagonal estrictamente dominante. Es decir,
a;id; > Z lai;|d; parai=1,---,n

i#]

(e) No existe ningin vector x > 0 tal que Az <0

Hasta ahora hemos estudiado una condicién suficiente para que el punto de equilibrio X*
de (2-3) sea asintéticamente estable. Una pregunta natural que surge es si esta condicién
es también necesaria, o si se puede derivar una condiciéon necesaria igualmente sencilla. La

respuesta a esta pregunta en general sigue sin conocerse. No obstante, puede probarse que si
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la matriz de comunidad A de (2-3) tiene todas sus entradas fuera de la diagonal no positivas
y existe un punto de equilibrio X*, entonces este punto de equilibrio es estable si y solo si A
es una M —matriz. En efecto, el siguiente teorema nos muestra que en el caso de las matrices
con las entradas por fuera de la diagonal no negativas, tener punto de equilibrios estables y

ser Lyapunov estables es equivalente [37]:

Teorema 2.4 Sea A una matriz n X n con todas sus entradas por fuera de la diagonal no
negativas. Entonces el sistema (2-3) tiene un punto de equilibrio X* no negativo estable si y

solo si —A es una M — matriz.

La prueba de este teorema es bastante técnica [37] y utiliza un argumento de contrarreciproco.
Los autores suponen primero que existe un vector z tal que Az < 0 (y por lo tanto A no
es una M —matrix) y utilizando el lema 5.2 se llega a que X* es inestable construyendo un

conjunto explicito I' que satisfaga esas condiciones.

Finalmente, debemos insistir en que que biolégicamente el mutualismo no es una interac-
cién suficientemente interesante, pues practicamente presupone una colaboracién continua
y perpetua entre las especies, lo cual, salvo muy contados casos, no se ve en la naturaleza.
Sin embargo, esta teoria desarrollada es el punto de partida para la extensién a escenarios

bioldgicos mas complejos que exploraremos a lo largo del siguiente capitulo.
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estocasticos

Larealidad es extraordinariamente compleja. Por una imposibilidad fisica, técnica o epistémi-
ca es practicamente imposible modelar eventos naturales con total exactitud. Es por esta
razon por lo que la incertidumbre intrinseca que tienen los eventos de la naturaleza deben
incluirse dentro de los modelos que intenten explicar la realidad. A pesar de que los eventos
probabilisticos se han estudiado desde el siglo XVIII, la teoria de probabilidad moderna na-
cié en la década de los 30 con la formalizacion de los axiomas de la probabilidad hechos por
Kolmogorov [45]. En las ecuaciones de Lotka-Volterra, los primeros articulos de contrapartes
estocdsticas surgieron apenas a comienzos de los 2000 con los trabajos de Mao [26], [25] ¥
en los ultimos anos ha avanzado de manera importante este estudio. En cualquier caso, este

sigue siendo un tema de investigacién con multiples preguntas y retos por resolver.

En este capitulo vamos a partir de la ecuacién (2-3) y estudiaremos dos formas de incluir
perturbaciones en el modelo. La primera forma nos llevard al modelo estudiado por Mao
en [26] y la segunda forma a un paper también de Mao del ano 2011 [41], que son las
ecuaciones (3-1) y (3-2) respectivamente. El primer modelo, que llamaremos ecuacién con
ruido cuadratico, nos va a servir de apoyo tedrico para ver la forma en que la técnica de
Lyapunov se extiende para el caso estocastico y de qué forma se llegan a los resultados de
existencia y unicidad de la solucion el acotamiento de la misma. Lo cierto es que este modelo

no va a tener un sentido biolégico muy importante, pero es paso técnico importante.

La ecuacion de ruido lineal tendra una importancia biolégica un poco mas amplia. Estudia-
remos los mismos resultados de existencia y unicidad de la ecuaciéon junto al acotamiento de
la solucién pero iremos mas alla y probaremos la existencia de una distribucion invariante
en dos casos particulares: en el caso del mutualismo (que es asumiendo que —A es una M-
matriz), que es el caso original tratado en [41], y en un caso de depredacién presa con una

forma particular de la red tréfica. Este iltimo resultado es un aporte propio de esta tesis
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pero inspirado en [43], [33], [34]. Vamos entonces a mencionar solamente dos formas en que
la incertidumbre puede entrar en el modelo, siguiendo el esquema de [26] y [41]:

(Ruido cuadrético)

A pesar de que es relativamente simple determinar signo(a;;) y signo(a;;) gracias a
la observaciéon y conocimiento que tienen los ecologos de un determinado ecosistema,
encontrar un valor de |a;;| y |a;;| de manera exacta puede ser realmente complejo debido
a que, muy seguramente, la intensidad en la que una especie ¢ actiia sobre una especie
J no se mantiene constante en un periodo de tiempo y depende de variables ex6genas
a las que se consideran en nuestro modelo de Lotka Volterra. Por lo tanto, en vez de

considerar un término determinista a;;, consideraremos entonces la transformacion
Qjj —> Ay + 045 €,

donde 0;; > 0 para i # j y 0;; > 0 parai = j y € es un pequefio término de error'. Si

incluimos este cambio en la ecuacién (2-3) entonces tenemos lo siguiente:

dXZ = Xz (Oéi + Z(ai]— + E)X]>dt

j=1
= Xz (Ozi + Z CLZ']‘X]‘) dt + Z O'injEdt .
j=1 j=1

Es razonable pensar que el término de error edt puede satisfacer que edt ~ N (0, dt)

(gracias al teorema del limite central). Asi, podemos entonces considerar que
O'Z'jEdt = O'l](B(t + dt) - B(t)) = O'Z'de,

donde B es un movimiento Browniano tal como se describié en 5.3.1. Por lo tanto,
si tomamos a = (ag,az, -, a,)", X = (X1, Xe, -+, X,)", 0 = (04j)i; y dB =

B(t + dt) — B(t) entonces podemos escribir matricialmente esa ecuacién como:

dX = diag(X,, Xo, -+ , X)[(a + AX)dt + o XdB]. (3-1)

'M4s especificamente, €;; se podria ver como un proceso estocdstico llamado ruido blanco. Este es un
proceso cuya construccion formal requiere de teoria de distribuciones, por lo que es bastante sofisticada
y por eso omitimos incluirlo en esta tesis. Un tratamiento adecuado puede encontrarse en [17].
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Notese que en este caso el ruido e que utilizamos y el subsecuente movimiento Brow-
niano es el mismo para todos los coeficientes ij y el cambio en esa intensidad viene
dada por los coeficientes de la matriz ¢. Fijémonos que el término ¢ X es un vector

que tiene la forma

. i
E 01X
=1
n
E 09X
=1

n
E 0 X
Lj=1 i

Por lo tanto, podemos pensar que en esta ecuacion el ruido realmente depende de las

biomasas de las especies y las intensidades que se relacionan con cada especie.
(Ruido lineal)

El crecimiento o decrecimiento intrinseco de la especie 7, «;, es un valor bastante
dificil de medir. En efecto, dada la cantidad de interacciones de una especie con el
entorno y con las deméds especies que estan en el ecosistema, aislar la forma en que
los individuos podrian aumentar o disminuir en ausencia de las demas interacciones es
un reto bastante complejo. Ahora bien, consideremos entonces la perturbacién sobre el
elemento de crecimiento intrinseco de cada especie «;. Para ello, vamos a generar un
nuevo término como sigue

i = a; + e,

donde (; > 0 y nuevamente ¢; es una perturbaciéon independiente para cada i, y que
trataremos igual que en el caso anterior, pero esta vez cada ¢; es independiente para

cada i . Este nuevo término en la ecuacién (2-3) nos da como resultado lo siguiente:
j=1
j=1

En este caso, tenemos que (;¢;dt = (;dB;. Fijémonos que en este caso si tendremos un

movimiento Browniano para cada una de las especies, a diferencia del caso anterior.
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Vamos a considerar que cada (; se puede escribir ademas como una combinacién de las

intensidades, es decir,

j=1

Por tanto, tenemos que ¢ = ({1, (s, -, () se puede escribir como odB donde o =
(045)i; y dB = (dBy,dBs, -+ ,dB,)T tenemos lo siguiente:

dX = diag(X1, Xo, -, X)) (o + AX)dt + odB). (3-2)

En este caso en concreto, el ruido es un término lineal pues no depende de una com-

binacién de la biomasa de las diferentes especies.

Es importante resaltar que dos consideraciones bioldgicas diferentes nos llevaron a ecuaciones
diferenciales estocésticas similares pero con una diferencia fundamental. Nétese que la ecua-
ci6én (3-1) tenemos un solo movimiento Browniano y ademaés los términos que acompanan lo

acompanan para cada especie son de la forma,

J=1

es decir, cuadraticos. En contraposicién, en (3-2) cada ruido de la especie estd acompanado
de forma lineal por el término poblacional X;. Este sutil cambio va a dar lugar a diferencias
muy relevante a la hora de analizar ambas ecuaciones, como veremos méas adelante. A partir
de ahora, la ecuacién obtenida en (3-2) la llamaremos informalmente ecuacién con ruido

cuadratico, y la ecuacién (3-1) le diremos ruido lineal.

En las siguientes secciones vamos a estudiar ambos casos, pero haciendo énfasis especial, par-
ticularmente sobre la cuestién de la existencia de una distribucién invariante, en la ecuacién

con ruido lineal.

3.1. Ecuacidon con ruido cuadratico

Vamos a comenzar estudiando en esta seccién la ecuacién (3-1). Como dijimos anteriormente,
el fendmeno que modela esta ecuacién esta ligeramente limitada por el hecho de que cada
coeficiente de la matriz de comunidad A se perturba con un tinico movimiento Browniano. No

obstante a eso, estudiar esta ecuacién nos va a permitir introducir el método estandar para
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probar la existencia y unicidad de la ecuaciéon. Una de las consecuencias interesantes de la
inclusién del ruido en este caso es que la explosién de la poblacién en tiempo finito que podria
darse en el modelo determinista se evita inmediatamente para cualquier matriz de interaccion
A y cualquier vector a. Esto no es un resultado trivial, pues como vimos en el teorema
5.4, para que una solucion global no explote en tiempo finito, es necesaria la propiedad de
crecimiento lineal y que sea localmente Lipschitz, y en (3-1) no se cumple la propiedad de
crecimiento lineal. La teoria desarrollada a continuacién sigue el esquema desarrollado por
Mao en [26], pero lo cierto es que es un método estandar para probar la existencia y unicidad
de soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas que no necesarariamente satisfacen el
teorema 5.4 [15], [33], [42].

3.1.1. Existencia y unicidad de la solucién

A pesar de que la existencia de una solucién que no explote en tiempo finito (ver apéndice
5.3.4) no es un hecho directo pues la ecuacién (3-1) no cumple las condiciones del teorema 5.4,
veremos a continuacién en el teorema 3.1 que las condiciones necesarias sobre los pardmetros
de (3-1) para que exista una tnica solucién X (t) que permanezca en R” (es decir, que no
explote en tiempo finito) para todo ¢ > 0 son bastante débiles. De hecho, lo tinico que se va
a necesitar es que la matriz o tenga una diagonal estrictamente positiva, y sin importar la

forma de A y a, siempre se tendra una solucién valida para el problema ecolégico.

Si el tiempo de explosién de un proceso estocastico (ver apéndice seccién 5.3.4) es infinto con
probabilidad 1 entonces diremos que la solucién no explota en tiempo finito. Para probar que
(3-1) no explota en tiempo finito, se definen unos tiempos de parada 7 (ver apéndice 5.3.1)
que esencialmente son el primer momento ¢ en el cual alguna componente de la solucién X ()
sale del intervalo (k™! k). Por construccién, estos tiempos de parada son crecientes y deben
converger al tiempo de explosion. La prueba entonces sigue por contradiccion: si fuese que
el tiempo de explosion no es infinito, entonces debe existir una constante que lo acote con
probabilidad positiva, y que, en consecuencia, acote a todos los tiempos de parada a partir
de cierto k también con probabilidad positiva. Con esto de premisa, se utilizara una funcién
de Lyapunov (ver apéndice 5.2.1) V' y la férmula de 1t6 (ver apéndice 5.3.3) aplicada sobre
ella, ademas de una cadena de varias desigualdades, para llegar a una contradiccion sobre la

funcién V' evaluada en X (7).
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Teorema 3.1 Supongamos que o;; > 0 para 1 <i <n yo;; >0 para i # j. Entonces para
toda matriz de comunidad A de orden n, todo vector a € R" y todo Xy € R’} se tiene que
el sistema (3-1) tiene una tnica solucion que permanece en RY. con probabilidad 1 para todo

t>0.

Prueba. Los coeficientes del sistema son localmente Lipschitz y por lo tanto tenemos que
existe una unica solucion local X (¢) definida en el intervalo [0, 7.), donde 7, es el tiempo de
explosién . Si se puede demostrar que 7, = 0o ¢.p.1, entonces se estarfa viendo que X (t) es
de hecho una solucién global de (3-1). La técnica mostrada a continuacién es relativamente
estandar para mostrar resultado de este tipo. Sea ky > 0 tal que toda componente de X esté
dentro del intervalo [%, ko]. Vamos a definir ahora para todo k > kg la siguiente variable

aleatoria:

1
T, = inf {t €[0,7): Xi(t) & (E,k> para algin i =1,--- ,n}. (3-3)

Cada 75, esencialmente es el valor del tiempo para el cual alguna trayectoria componente X;
se sale del intervalo [%, k‘] Es directo ver que cada 7 es un tiempo de parada (ver apéndice

5.3.1) ¥ que la sucesién {711} es creciente. Tomemos entonces

Too = lim 7y,
k—o0

Es claro que 7o, < 7. con probabilidad 1. Por lo tanto, si 7., = oo c¢.p.1 entonces necesaria-
mente debe darse que 7, = 0o y tendriamos nuestro resultado. Supongamos, por el contrario,
que esto no es cierto. Por lo tanto, deberia ser que existan 7" > 0y 0 < € < 1 tales que
P(7o < T) > e. Esto implica por construccién que existe una constante k; con ky > ko tal
que

P(r, <T) > e paratodo k > k. (3-4)

Definamos la funcién V' : R} — R, dada por

V(X) = i (Xj/z —1- %log(Xi)).

=1



34 3 Modelos de Lotka Volterra estocésticos

Tomemos los eventos Q = {7, < T} para k > k; (siendo k; la constante mencionada al
principio de la prueba) entonces debe ser P(€2;) > € por (3-4). Ahora bien, notemos que si
w € (Q entonces necesariamente debe ser que existe un i = 1,2, -+ n tal que X;(7%, w) esta
en la frontera de (1/k, k). Por lo tanto, tenemos que V(X (7, w)) satisface necesariamente

que

V(X (7, w)) > min {\/E -1- %log(k), \/% -1+ %log(kz)}, w € Q. (3-5)

Este hecho va a ser fundamental mas adelante en la prueba. En efecto, si logramos acotar
la expresién EV (X (7, AT)) por una constante fija c.p.1, entonces notando que V' (z) — oo
cuando X; = k™' o X; = k y k — oo por (3-5), tendriamos una contradiccién. Para llegar a
este objetivo vamos a aplicar la férmula de It6 (ver apéndice, ecuacién 5-5) a V' para obtener

lo siguiente:
dV = LVdt + Z < pel —) Z%X dB,.

Donde L es el operador de Lyapunov (ver apéndice ecuacién (5-6)) que en este caso estd

dado por:

LV = Z( XM )(ai+gaijxj>+%g(— X7 4 )[Zaw } (3-6)

Es necesario observar varias cosas de la ecuacién (3-6). En primer lugar, notemos que:

n

-z( X} - )(aﬁi%xj)zézaz( PEIRED D) IR AL TS ) o) S'e

=1 zljl i=1 j=1

<5 Yl +%ZDmxﬁzm%ZZlaij
i=1 j—l i=1 j—l

S‘Z‘O‘Z X7+ ZZ’%UHXQ ZZ\%\X
i=1 j=1 i=1 j=1
=§Z{1air< X214k z|%|x+x2 +zyaﬂ|x}
i=1 j=1

1 - 1/2
=1 j=1 =1
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1
En esta secuencia utilizamos el hecho de Xl-l/ °X ;< 3 (X;+X ]2) y también se hicieron cambios
en los indices de manera adecuada. Ahora bien, utilizando la desigualdad de Cauchy Schwarz

tenemos que:

(39);
— ( Xn: X 2> traza(o’ o).

Escribiremos |o|? = traza(o” o). Por otro lado, dado que o;; > 0y 04 > 0 entonces

2 n
zxw S| 2 Yax
i=1

7=1

Y por lo tanto

—Z(——X1/2+ )[Zaw ] :—gixjﬂ{i%xj]arin {iaijxjr
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Juntando ahora todas las piezas en (3-6) tenemos:

1 n 1/2 1 n
ﬁV: 5 i_él (Xz — 5) (Oél‘i‘ E_ &inj)
X2 RS 1 5/2
<53 e §j( ol + el ) X+ 5 3 a2 + o2 - S22}

j=1
u 1
2X5/2}

1
{|ozz 1/2—1—1 —I—Z( |azj|+|aﬂ>Xi+§[Z|aﬂ|+ |0‘|2:|X2 S

l\DIr—A

J:

H'M: m
N

1
2
(3-7)

Lo que se encuentra dentro de la suma mds externa de (3-7) tiene siempre un maximo global

como funciéon de cada X;, por lo que podemos encontrar una constante K > 0 tal que

LV < K. Asi pues, tenemos que

AV < Kdt + Z ( X7 - ) > 0y X;dB,.
j=1

Para 7, AT = min{7, T'} tenemos entonces que la desigualdad anterior en su forma integral

se puede escribir como:

V(IX(m AT)) < V(Xo) + K(re AT) /TN Y < X% - ) Z%X dB,.

Si tomamos valor esperado se tiene entonces

Y por lo tanto, por (3-8) y (3-5) esto implica

V(X0 + KT 2 B xo, (0)V (X ()}
> B(yq, (w)) min {\/E 1 log(h), \/% 14 %log(/{)}
> emin {VE— 1— %log(k), \/%— 1+ %log(k)}.

Si k — oo entonces esto implica que V(Xy) + KT = oo, lo que es una contradiccién pues
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V(Xo) y KT son finitas. Esto implica necesariamente que tenga que ser 7,, = 0o c¢.p.1 lo

que finaliza la prueba. O

AR L

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 3-1: Simulacién del sistema (3-1) para n = 2 junto al sistema determinista. Se puede
observar como el sistema determinista crece rapidamente y el sistema estocdstico tiene
un comportamiento diferente. En este caso en concreto, las soluciones deterministas
explotan aproximadamente en ¢ ~ 2,2123 y ¢t ~ 2,1827.

En esencia, tal como se habia comentado antes, lo que quiere decir el teorema (3.1) es
que sin importar la forma de la interaccién de las especies y sin importar el médulo de la
perturbacién, la ecuacién (3-1) siempre tendrd una soluciéon X (¢) que permanezca en R’

para todo t > 0.

La figura 3-1 muestra una conclusién fundamental del teorema 3.1: la inclusion del ruido en
el modelo evita que la solucion explote, incluso si la solucién determinista tiene este com-
portamiento. Este es un hecho a destacar fundamental, pues implica que el ruido, incluso
si tiene la forma elemental con la que se incluyd, puede cambiar radicalmente el comporta-
miento cualitativo de la solucién. Esto se discutirda con un poco mas de detalle en el ejemplo

3.1

3.1.2. Acotamiento de la solucidon

Atn con lo probado anteriormente, sigue siendo posible que las soluciones de (3-1) tiendan

a infinito para t — oo, por lo que una propiedad que vale la pena explorar es el acotamiento
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de las soluciones en el largo plazo. El siguiente resultado probado en [25] muestra que de
hecho en el caso de la ecuacién (3-1) con las mismas condiciones del teorema 3.1 no ocurre

que las soluciones tienden a infinito en el largo plazo:

Teorema 3.2 Supongamos que o;; > 0 para 1 < i <n, o;; >0 para i # j y sea 8 € (0,1)
arbitraria. Luego existe una constante K que depende de 0 tal que para todo valor inicial

X(0) se cumple que la solucion de (3-1) satisface

limsup E| X ()Y < K.
t—300
En particular, se tiene que el proceso X (t) permanece acotado en probabilidad para todo
t > 0. Es decir, para todo € € (0,1) eziste una constante K > 0 tal que la solucién X (t) de
(3-1) satisface que
lmsup P(|X ()| < K) > 1 —e
t—300

Prueba. Ya vimos en la técnica utilizada en la prueba del teorema 3-1 que aplicar la férmula
de Ito sobre ciertas funciones de Lyapunov permite encontrar desigualdades deseables sobre
V(X(t)), lo que a su vez sugiere que por este camino es posible encontrar propiedades
interesantes sobre X (¢). Es por eso que en esta prueba también seguiremos un esquema

parecido al interior. Primero, definamos la funcién V' : R} — R dada por

V(X) = zn:xe

Aplicando la férmula de It6 a V' tenemos lo siguiente:
i=1 i=1

donde

n n n n n 2
LV = ;Qazxf + Z Zel’f&i]’.ﬂjj — M fo(ZUU%> .

i=1 j=1 i=1 j=1

n 2
Ahora bien, considerando que xf( E Oéijl‘j) > afaitly
i=1

VLD 1 n 1
Z(TG(I”I? %l’j S 162(1?]%?9 + ﬁsz
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por lo tanto
- 0 —~ Moo 99 1 o 0(1—0) - 2,240
LV < ;_1 Haia:i + g g <ZH 5T + E%) — T E QT

=1 j=1 =1

Ahora bien, si escribimos

_n 0 nnn2229 29(1_9)n22+9
F(x)—Z(1+9)aia:i+ZZZG a;;v; + || _TZ%% ,

i=1 i=1 j=1 i=1

entonces

LV < F(z) —V(x).

Notemos que la potencia de mayor grado de F' es negativa, por lo que necesariamente debe
ser que F(z) sea acotada, es decir, SUDP,ern F(z) < K < oo para alguna constante positiva
K, por lo tanto

LV < K —V(x).

Ahora bien, si aplicamos la férmula de It6 a Y (t) = V(X (t)) tenemos entonces
dlY ()] = e'[V(X(t) +dV(X(t))] < 'K + (i&xf Zn:al-jxj) dB;.
i=1 i=1
Y escribiéndolo en forma integral y tomando valor esperado a ambos lados tenemos
E(V(X(t)) < V(X(0)) + €'K.
Por lo tanto,
E(V(X(1) < e”"'V(X(0)) + K.

Esto implica necesariamente que

limsup B(V(X (1)) < K.

t—o00

Dado que |z|?> < n max z7 entonces se tiene que
1<i<n

|z|? < n%? max 2 < n2V (X (1)),
1<i<n *
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y esto finalmente implica que

limsup B| X (1)|? < n??’K,

t—o0
por lo que se tiene el resultado.

Para probar la segunda parte del teorema, notemos que si € € (0,1) entonces existe un

1/e
K = K(€) como en el lema 3.2. Si definimos H = (—) entonces por la desigualdad de
€

Chebyshev se tiene

1 eK
P(|X >H) < —E|IX) < — =
(X@®) 2 H) = ZzEIX@) < 5= =€

y por lo tanto
limsupP(|X(t)| < H) > 1 —e.

t—o00

O

Ejemplo 3.1 Vamos a considerar el siguiente ejemplo de la ecuacion (3-1) para el caso de

n = 2. Consideremos la matriz A dada por

0,236449 0,466161
0,188572 0,103889

El vector b = [1,1]T y o dada por

~10,003531 0,001083
0,007389 0,007287

Una realizacién numérica de la solucidn X (t) con un valor inicial X(0) = [1,1]7 se muestra

en la figura 3-2 junto al sistema determinista.

St vemos este ejemplo como si estuviera modelando el comportamiento de un ecosistema
de dos especies, basicamente la matriz de comunidad A estaria indicando que mo existe
competencia intraespecifica y que ademds las dos especies se benefician mutuamente. En
otras palabras, lo que esto diria es que potencialmente ambas poblaciones deberian crecer sin
limites. No obstante a eso, la simulacion muestra que a pesar de ciertos picos esporddicos,
no parece haber una tendencia de las soluciones de explotar o crecer rapidamente, tal como

se probo anteriormente.

Esto es bastante sorprendente desde el punto de vista matemdtico y también biologico. FEn
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efecto, recordemos que (3-1) se obtuvo al perturbar los coeficientes de la matriz de comunidad
A, por lo que el hecho de que el ruido elimine la explosion que deberia darse en este caso,
de alguna manera estd diciendo que las variaciones en las interacciones entre las especies

mitiga el crecimiento sin limite del caso determinista. Ademds, es de resaltarse una vez mas

50

40

30r

20r

ol =

I I I I I I
0 1 2 3 4 5

Figura 3-2: Simulacién del sistema (3-1) para el caso de 2 especies.

que la magnitud del ruido no influye en que este resultado aparezca. En particular, en este
ejemplo los coeficientes de o estan dos ordenes de magnitud por debajo de los coeficientes de

A y aun asi el ejemplo es claramente apreciable.

3.2. Ecuacidéon con ruido lineal

En esta seccién nos centraremos en estudiar las generalidades de (3-2). Esta ecuacion tiene
la particularidad de que el ruido, tal como lo habiamos mencionado, depende de forma lineal
del tamano de la poblacién. Nuevamente, la primera pregunta que debe hacerse es acerca de
la existencia de una que permaneza en R’} y que no explote en tiempo finito. En este caso
las condiciones no serdan tan débiles como las condiciones encontradas para la ecuacién (3-1),
pero tendran una conexién bastante interesante con la teoria desarrollada en el capitulo 2
para el caso de la ecuacion determinista. En este caso, la referencia a seguir sera el trabajo
de Mao en [41].
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Para la ecuacion con ruido cuadratico practicamente no importaba la matriz de comunidad
A, por lo que pensar en las diferencias que se podrian encontrar en cada uno de los casos
de las interacciones en los ecosistemas no daba mayores beneficios. En este caso, en cambio,
veremos que vamos a tener que dar condiciones sobre A para poder probar resultados de las

ecuaciones.

A lo largo de esta seccién, vamos a encontrarnos multiples veces con funciones de la forma
27 Az donde A es una matriz y x € RZ,. Por lo tanto, vamos a tener en mente que el valor

propio mas grande de una matriz simétrica A se puede calcular como

Amix(A) =  sup Az (3-9)

z€R”,|z|=1

3.2.1. Existencia y unicidad de la solucién

El siguiente teorema nos brinda una condicién suficiente para la existencia de una solucién

que permanezca positiva y que no explote en tiempo finito:

Teorema 3.3 Supongamos que la matriz A es Lyapunov estable. Luego para todo valor
inicial Xo € R existe una inica solucion X(t) de (3-2) tal que permanece en R’} con
probabilidad 1.

Prueba. La prueba comienza con una técnica similar a la que se utilizé para la prueba del
teorema 3.1. En efecto, se define una sucesién de tiempos de para {7} y se quiere probar que
el tiempo de explosién 7., que es el limite de dicha sucesién de tiempos de parada, es infinito.
Para ello se define una funcién de Lyapunov V' y se intenta probar que EV (X (7, AT)) donde
T > 0 es una constante positiva esta acotada. Para lograr acotar esa expresiéon utilizaremos

la desigualdad de Gronwall (apéndice 5.2).

Como los coeficientes son localmente Lipschitz, existe una tnica solucién definida en (0, 7.)
donde 7, es el tiempo de explosién. Tomamos un kg tal que X (0) esté en [ky*, ko]. Nueva-

mente, la idea de la prueba esta en garantizar que 7, = oo razonando por contradiccion.

Definimos los tiempos de parada 7, para k > ko de la misma forma que en (3-3) y por
lo tanto se tiene 7., = lim;_,o, 7. Ahora bien, por la definicién 2.1, podemos tomar unos

nimeros positivos ¢y, ¢y, -+ , ¢, con C' = diag(cy, co, - -+, ¢,) tales que Apax (CA+ ATC) < 0.
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Definimos la funcién de Lyapunov V' como
V(z) = ZQ‘(X@' —1—log(X;)). (3-10)
i=1

Esta funcién es positiva pues  — 1 — log(z) > 0 para todo = > 0. Por la férmula de 1to

tenemos que

dV = {(XTC — O)(a+ AX) + %BTCﬁ] dt + (XTC — C)odB(t),

n
donde S es el vector con [; = Z o;; para todo i. Ahora bien, se tiene que
j=1

1
XTOAX < Ausx(CA) | X|? = —§>\|X|2,
y denotamos —\ = A4 (CA + ATC) < 0 y por lo tanto

LV = (57C = C)(a + Az) + %@Tcm
< XTC(a+ AX) + %5%‘6
= XTCa+ XTCAX + % srop
< XTCa + %ﬁTCﬂ — %)\|X|2
< Ki| X| + K> — %A|X|2
< max{ Ky, Ko }(1+|X]|) — %)\|X|2
= K(1+]X]) ~ JAXP, (3-11)

siendo K > 0 una constante. Puede verse que f(z) = 2(z — 1 — log(x)) + 2 — 2 > 0 para
todo x > 0, de donde se puede deducir que

X|<L+—2V(X). (3-12)

miny<;<n G

n

2
Donde L = ——— Z ¢;. En efecto, f(X;) > 0 para todo i, lo que implica ademds que
mlnlgign C; i1
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¢, f(X;) > 0y por lo tanto

Y de aqui se sigue sumando todos los términos

2Zci(XZ- —1—log(X;)) + ZZCi > ZciXi > min ¢; - ZXi > min ¢|X|.
i=1 i=1 =1 i=1

~ 1<i<n 1<i<n

A partir de (3-12) se tiene que:

2
IIlfl’ll <i<n Ci
2K

mMiNy<;<n C;

< Ki(1+ V(X)) (3-13)

K(1+\X|)§K[L+ V(X)}

IN

V(X)

2K

ming<;<n G;

donde K| = méax {KL, } Por (3-11) y (3-13) se llega entonces a

dv < [Kl(l + V(X)) — %A|X|2] dt + (XTC — C)odB(1). (3-14)

Tomemos ahora un 7" > 0 arbitrario. Integrando ambos lados de (3-14) desde 0 hasta T, AT =

min{7, T} para k > ko y después tomando esperanza tenemos que:

EV(X( AT)) < V(Xo) + Ki(me AT) + KiE / e ya — %AE / " xR
< V(Xo) + Ki(re AT) + K\ / ")
< K+ K, /T EV (X (7, At))dt, (3-15)

siendo K tal que V(Xy) + Ki(7: AT) < K,. En la primera desigualdad utilizamos el hecho
de que —\ < 0 y el integrando es positivo. Es justamente en este lugar en donde utilizamos
que A es una matriz Lyapunov estable. Ahora, utilizando la desigualdad de Gronwall (ver

apéndice 5.2) en (3-15) tenemos que

EV(X(r AT)) < Kyexp(K,T). (3-16)
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Si w pertenece a Q) = {7, < T} entonces necesariamente debe ser que existe un i =
1,2,--- ,n tal que X;(m,w) estd en la frontera de (1/k, k). Por lo tanto, tenemos que

V(X (7, w)) satisface necesariamente que

V(X(w) 2 min {ci (k - log(k),% 1—log (%)) }

Y por lo tanto esto implica que

Kyexp(KiT) > E{Xﬂk (W)V (X (7%, w))}

> B(xa, () i, { (k 1 log(k). | — 1 log (%)) }
> P() min {c,- (k —1- log(k),% —1-1log (%)) }

donde xgq, (w)) es la funcién indicador del evento €. Ahora, si k — oo entonces necesaria-
mente debe ser que limy_,., P(2x) = 0 y por lo tanto se da que P(7,, < T) = 0. Como T es

arbitrario esto implica que P(7, < 00) =0y asi P(7,, = 00) = 1. O

3.2.2. Acotamiento de la solucion

Tal como en la teoria que ya se expuso para la ecuacion (3-1), el teorema 3.3 nos dice que
la solucién no explota en tiempo finito, pero aiun queda la posibilidad de que explote en
tiempo infinito. En el teorema 3.4 vamos a establecer también un resultado que nos permita
concluir que la solucién de 3-2 cuando satisface las condiciones del teorema 3.3 tampoco
explota cuando t — oo. El siguiente teorema es también un trabajo de Mao y se puede

encontrar en [30].

Teorema 3.4 Si A es una matriz Lyapunov estable y C' = diag(cy, ca, -+ ,¢,) es la matriz
tal que —\ = A\usx(CA + ATC) < 0 entonces para todo valor inicial Xy € RY, se tiene que
la solucion X (t) de (3-2) satisface

2|C|Cal

limsup E| X (£)] < ——1—1
t—o0 A ming <;<n G;

donde C = (c1,c9,-++ ,Cn).
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Prueba. Consideremos la funcién V' dada por
V(X) = Zn: ciw; = CX.
i=1
Utilizando la férmula de Ito tenemos
dV(X)=X"Cla+ AX)dt + X" CodB.

Se tiene ademds por (3-9) que

XTOAX = %XT((JA +ATX < —%)\|X|2.
Entonces, como X7 Ca < |Cal|X]| se sigue que

dv < (yCaHX\ — %)\|X|2> dt + XTCodB.

Tomemos ahora un v > 0 arbitrario y definamos Y (t) = ¢V (X (¢)). Entonces, por la férmula

de Tto,

d(Y () = [y V (X)dt + dV]

A 1
< e[ GIC1 + 1CaDIX ()] - X at + X7 Coup,

Notemos que

(€| +[Ca]? A (|X|_2<wér + |ca\>)2 - (O] +|Ca)?

~ 1 9

Por lo tanto

dt +e" X CodB. (3-17)

d(Y (1)) = d(e"V(X(t))) < evt(’ﬂa;j\r |Cal)?

Y escribiendo en su forma integral y tomando valor esperado,

('~ D(|C| +[Cal)®

S'EV(X(1)) < V(X(0)) + e
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Entonces se sigue

, (€| + [Cal))?
limsup EV (X (¢)) < )
msup EV(X (1)) < L
C
Si hacemos que vy = ’\604 entonces
2/C|C
lm sup EV (X (1)) < A1Cel (3-18)
t—o0 )\
Finalmente, por la forma de V es facil ver que
- V(X(®))
X()| < Xt < ————
<3 X0 < o
Y finalmente esto en (3-18) implica que
2|C||C
lim sup E|X (1)] < —1llCal
t—00 Aming<i<p ¢;
O

El teorema 3.3 y el teorema 3.4 nos muestran conjuntamente que, bajo las condiciones de
ser A una matriz Lyapunov estable, la solucién de (3-2) permanece en R%, para todo t > 0

y que no existen trayectorias que tiendan a infinito si t — oc.

Ahora bien, como comentario final, debemos resaltar que hasta ahora no hemos hecho nin-
guna consideraciéon particular hasta ahora sobre el significado bioldégico de que una matriz
de comunidad de un ecosistema sea Lyapunov estable. Esta omisién ha sido deliberada: lo
cierto es que, al menos hasta lo que muestra la literatura, ser Lyapunov estable no parece
implicar ningin tipo particular de interaccién en los ecosistemas (al menos no de forma
tan general. Mencionamos ya en el final del capitulo 2, por ejemplo, que ser M —matriz
si tiene una interpretacién biol6gica como mutualismo facultativo). En cuanto al reciproco
(esto es, si cierto tipo de ecosistemas implican que la matriz de comunidad sea Lyapunov
estable), la respuesta es afirmativa y exhibiremos un caso particular que muestra esto en la
secciéon 3.2.3.2. Es muy posible que existan otros casos de ecosistemas cuyas caracteristicas

cualitativas puedan implicar que su matriz sea Lyapunov estable.
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3.2.3. Distribucién invariante limite

Esta es una seccion particularmente importante de todo el trabajo. A pesar de que el de-
sarrollo tedrico hecho previamente es fundamental, lo cierto es que ain no podiamos decir
mayor cosa acerca del comportamiento de las especies en el largo plazo, mas alla de que no
explota. Es por eso que en esta parte de la tesis vamos a dedicarnos a tratar de responder la
pregunta de lo que ocurre en el largo plazo con las especies y su coexistencia. Esta cuestién
nos lleva inevitablemente a tener que estudiar la distribucién invariante (ver apéndice 5.3.5)
de las soluciones, pues una distribucién invariante soportada en el interior de R’} implica que
el sistema alcanza una coexistencia entre los individuos incluso en el caso de la existencia
del ruido. En concreto, nos enfocaremos en determinar si existe una distribucién invariante
para la ecuacién (3-2) en un par de casos particulares acerca de la forma del ecosistema, y
posterior a probar dicha existencia, de hablard un poco de la forma de la distribucion en

términos de su media.

Los dos casos que trataremos en la seccién son los siguientes:

(1) Dentro del ecosistema existe un unico tipo de interaccién y es el mutualismo. Este

trabajo sigue la estructura del trabajo de [41].

(2) El caso de depredacién-presa cuando la estructura del ecosistema tiene forma drbol,

siendo un aporte propio pero inspirado de forma importante en [43], [33] y [9].

La forma de determinar que existe dicha distribucion es validar las condiciones del teorema
5-8 para los casos (1) y (2). Dado que este es un resultado que depende fuertemente de la
existencia de una funcién de Lyapunov V que satisfaga una condicién particular, y por lo
tanto, el método de prueba, a pesar de que sigue un mismo esquema conceptual, va a cambiar
de manera considerable en los detalles. En esencia, la prueba de cada resultado, tal como
se habia podido apreciar en las técnicas usadas en los resultados de las secciones anteriores,

depende de que se escoja un V' adecuado.

3.2.3.1. Mutualismo

Recordemos que en el caso del mutualismo tenemos que la matriz de comunidad A satisface
que a;; > 0 para todo 7, j y ademas a; < 0. Vamos a considerar entonces el caso en que el
ecosistema tenga una interaccién de mutualismo pero con una particularidad sobre la matriz

A. Escribamos A como

A=A — diag(A)
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donde A es igual a A por fuera de la diagonal pero es cero en la diagonal. Vamos a considerar
las siguientes 3 condiciones sobre el caso de la ecuacion de ruido lineal en el caso de un

ecosistema mutualista:

-~

(i) A satisface que p(A) > max{diag(A)}
(ii) o es una matriz no singular

(iii) para todo 1 <i < n se cumple

n
§ 2
k=1

Notemos que la condicién (i) gracias al lema 2.2 significa simplemente que la matriz —A es
una M — matriz. Esto en particular implica que A es ademas Lyapunov estable y por lo
tanto, por el teorema 3.3, existe una solucién tnica que no explota en tiempo finito, pero
ademas por el teorema 3.4, la solucién tampoco crece arbitrariamente cuando ¢t — oo. Es
por eso que tiene sentido preguntarnos por una distribucién invariante en este caso. Las
condiciones (ii) y (iii) tratan directamente sobre el ruido y su intensidad. La condicién (iii),
en particular, lo que nos dice es que el ruido no puede ser tan grande y de alguna manera esta
acotado por el parametro que domina el crecimiento intrinseco de cada especie. Veremos que
con estas tres condiciones entonces puede garantizarse que exista una distribucion invariante

en el caso del mutualismo.

Teorema 3.5 Dadas las condiciones (i), (ii) y (i) se tiene que la ecuacion (3-2) tiene una

unica distribucidon invariante.

Prueba. Vamos a verificar primero de manera directa la condicién (ii) del teorema 5.5. Sea
C = diag(cy, ¢, ,¢,) la matriz para la cual se tiene que Apa(CA + ATC) < 0. De la

condicién (iii) se ve que es posible encontrar un 6 € (0,1) tal que para cada i =1,2,--- ,n
(1+6) Z o5 < 2a;.
k=1
Ahora bien, definamos la funcién V : R, — R, dada por

V() = (c1, 9, )X (E) + Z w0 = (i + ;). (3-19)

i=1
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Si X (t) es la solucién de (3.3) con valor inicial Xy € R’ entonces por la féormula de Ito es

posible escribir
dV(X(1)) = LV(X()dt + ) (e:Xs —0X°) Y 0ydBy(t),
i=1 j=1

donde

‘CV(X) = i O./z‘Cin‘ + i zn: Ci(linZ‘Xj -0 i oziXi_e — zn: i Qaini_oXj
=1 i=1

=1 j=1 i=1 j=1
1 n n
+500 +9)ZX;9<ZO—§J.>. (3-20)
i=1 j=1
Notando que
DD i XiX; = B DY ety + ajc) XX = §XT(CA +ATO)X,
i=1 j=1 i=1 j=1

DY 0y XX =0(X70, X0 XD AX

n
i=1 j=1

03 e %9(1 +) ijxﬂ(zﬂ:afj) - —%ezn: (2041- —(146) zn:afj>xi9,
=1 =1 1 =1

j= = j=1

entonces podemos juntando estas piezas en (3-20) podemos reescribir LV (X (t)) como
1
LV(X(t)=X"Ca+ 5XT(CA +ATOVX —0(X, X0 X AX

— %9 i (2041- —(1+96) i afj) X

j=1

Ahora, por las condiciones que tiene A de ser una M —matriz (particularmente, que a;; > 0

para i # j) se tiene entonces lo siguiente:

— i i Hainl-_er = — Z Qaini_er — i QaiiXZ-l_e S i 9(—a7;7;)XZ-1_9 S i 9\(1“-|Xi1_9
i=1 =1 =1

i=1 j=1 i#j ( )
3-21
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Es claro que |a;| < Z la;;| = |tr(A)| para todo i, por lo que
i=1

0> laul X} < 6tr(A)> X!,
=1

i=1

y ademas
n

X <1+x].

=1

Por otro lado, si —A = s (CA + ATC) entonces se tiene que
Lor T 1 2
§X (CA+A"C)X < —5)\|X| )

Si colocamos todos los pedazos juntos nuevamente en (3-20) tenemos lo siguiente:

1 1 n n
LV(X) < |Cal|X| - §>\\X,2 + 0tr(A)(1 + | X]) — 592 (20@ —(1+06) Za;) X,
=1

Jj=1

Ahora,
1 1 1
|Cal| X| — 5)\|X|2 + 0tr(A)(1 4 | X]|) = 0tr(A) + (|Cal + 0tr(A))| X | — Z)\|X|2 — Z)\|X|2.
Completando cuadrado llegamos a lo siguiente:

~PIXE + (Cal + o)X | = ~gA(IXP - S (1cal + laa)Lx])

(Cal + Ol = 37( 1] = 3 (Cal + o))

<

Sl = >

(|Cal + 0ltr(A)])>.

1
Por lo tanto, si tomamos ¢ = 0tr(A) + X(|C’a| + 0|tr(A)])? entonces

LV(X) <o — %)\|X|2 - %92 <2ai —a+0Y afj)xﬂ. (3-22)
=1

J=1
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Ahora bien, consideremos el conjunto Gy definido como
Gyv={r€R?:N'<gz; <N paratodoi=12--,n}

Tomemos un N que sea suficientemente grande. Entonces si X € R} — Gy existe algtn ¢ tal

que X; > N o X; < N1 Si X; > N es claro que

n

1 2 1 - 2 —0 1 2
= SAXP - 59; (2%» —(1+6) Zaij)xi <v—ZAXP <o.

J=1

Por otro lado, si X; > N~! entonces X;e > N’ y por tanto en (3-22) tenemos que

LV(X) < o — %)\|X|2 - %92 (zaz- _(1+6) Zo@) X
=1

j=1
1 n n ) _9
<ap— 59; (20@ —(1 +9);aij)xi

< 0.

Sea ahora G un conjunto abierto tal que Gy C G C G C R? . Luego si x € R, — G se cumple
que
LV (z) < 0.

Esto prueba la condicién (ii). Ahora, para la condicién (i), tomemos H(x) = o? diag(zy, xa, -+ ,Ty)
para z € G siendo G el mismo abierto anterior. Se tiene entonces que A(x) = H(x)" H(z).
Tenemos necesariamente que Apm(A(z)) > 0 (donde Ay, es el minimo valor propio de A)
pues las entradas de A son positivas. Ahora, si fuera que Ay (A(z)) = 0 entonces existe un

¢ € R" con |¢| =1 tal que
(TA()C = CTH(2)TH(@)¢ = (H(@)Q)TH(z)C =0,

lo cual implica que H(x)¢ = oldiag(xy,z2, - ,2,)¢ = 0. Pero esto implica que ¢ = 0 pues
o es no singular y = € G por lo que x; # 0 para todo i. Esto sin embargo contradice que
|| = 1, y por tanto debe ser que Apm(A(z)) > 0. Con esto se prueba la condicién (i) y

tenemos el resultado. O

El teorema anterior nos dice que si el ruido es suficientemente pequeno, entonces existe una

distribucion invariante, pero vale la pena hacerse entonces la pregunta inversa: ;qué sucede si
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Figura 3-3: Simulacién del sistema (3-2) para n = 8 con la misma M —matriz y el mismo «. En la
primera fila, el ruido o satisface la condicién (ii) y (iii). En la segunda fila la condicién
(iii) no se satisface, lo que implica que el ruido es tan grande que las especies se
extinguen. En este ejemplo, se utilizé el método de cascada para generar la red tréfica
y se hizo que los coeficientes satisfagan la condicién (b) del lema 2.2 para forzar que
la matriz resultante sea una M —matriz.

el ruido es ‘grande’? Intuitivamente, si el ruido es suficientemente grande podriamos pensar
que las trayectorias estarian més cerca de tocar el cero y por lo tanto la solucion se extinguiria.
Una muestra de esta situacién se puede apreciar en la figura 3-3, en donde la variacion de
o genera un cambio en la forma en el comportamiento en el largo plazo, y por lo tanto,

impacta en la existencia de una distribucién invariante.

Esta intuicién se confirma con el siguiente lema cuya prueba se puede encontrar en [25] en

el capitulo 11:
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Lema 3.1 Si A es Lyapunov estable y ademds se satisface que Apnsx(Q) < 0 donde Q es la
matriz definida como
Qij = Q; + Q — Z OikOjk,
k=1

entonces para cualquier valor inicial Xo € R} se satisface que

1
lim sup n log(| X (t)]) < 0.

t—o0
esto es, la poblacion se extingue de manera exponencial.

Noétese que esto implica que si g;; < 0 para todo 7, j entonces las especies se extinguen expo-
nencialmente. En particular, esto nos da una condicién complementaria a (iii) pues si ¢;; < 0

entonces no se cumple (iii) pues hay una extincién de las especies.

Ahora bien, llegados al punto en el que conocemos la existencia de la distribucién invariante
tiene sentido entonces preguntarse si es posible hallar de manera explicita cudl es la forma
de su media. Intuitivamente, la media invariante deberia estar cerca del punto de equilibrio

perturbada de alguna forma por el ruido. Veremos que en efecto esta intuicion es correcta.

Primero, el siguiente lema tomado de [41] nos muestra que en este caso, el segundo momento
ergddico es finito y por lo tanto podemos esperar que exista una media invariante 1, y en

cuyo caso se puede hallar como

t

1
Iim — [ z(s)ds =7 a.s. (3-23)

t—oo T 0

En primer lugar, vamos a necesitar el siguiente lema:

Lema 3.2 Supongamos que A es Lyapunov estable y que C = diag(cy, ca, -+, ¢,) es la matriz
tal que que —\ = Anax(CA + ATC) < 0. Entonces para cualquier valor inicial Xy € R se
tiene que la solucion X (t) de (3-2) satisface que

8|Cal?

1 t
h’msup;/o | X (s)]2ds < 2

t—o0

Prueba. Esta prueba se sostiene nuevamente en el método de funciones de Lyapunov pero

incluye un par de nuevos elementos: se utilizan conceptos como el de variacién cuadratica
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(apéndice 5.3.1), la desigualdad de martingala exponencial (ver [25] teorema 7.4) y el lema
de Borel-Cantelli. Hasta cierto punto esta prueba va a ser una reproduccién de la prueba del

teorema 3.4. En primer lugar, vamos a utilizar la misma la funcién V' : R} — R” dada por
V(X)=> cz =CX,
i=1

donde C = (c1,c2,- -+ ,cn). El objetivo especifico de esta prueba es llegar a una desigualdad
t

de V(X(t)) con la expresion / | X (s)|*ds y de allf utilizar que V' (X) > 0 para lograr acotar

0
la integral y llegar al resultado.

La férmula de It6 aplicada a V' y (3-2) en su forma integral nos muestra que

V(X) = V(X)) + / t XTCla+ AX)ds + / t XTCodB. (3-24)

t
Ahora bien, llamemos M (t) = / XTCodB. Tenemos que esta es una martingala local
0

continua que tiene variacién cuadratica (ver apéndice 5.3.1 y 5.3.3) dada por

t t t
(M(t)) = </ XTCadB> :/ \XTcadesgf |Ca|[?| X |ds.
0 0 0

Por la desigualdad martingala exponencial (ver [25] teorema 7.4) tenemos que

1 2 1
P((}Sﬁggk(M(t) - 5¢(M())) > Zlogk> < g k=12

A

4||Ca >
existe un entero kg > 1 tal que

Donde ¢ = Podemos aplicar el lema de Borel-Cantelli y obtenemos entonces que

sup (M(1) — 5C(M (1) <

0<t<k

Pero esto implica necesariamente que



56 3 Modelos de Lotka Volterra estocésticos

para t € [0,k] y k > ko. Ahora, si reemplazamos esto en (3-24) entonces llegamos a
t t 2 1
V(X) < V(Xo) +/ XTCads +/ XTCAX (s)ds + Zlogh + 5C(M(1).
0 0

Para acotar esta expresion, notemos que

t t
/ XTCads < / |Cal| X |ds.
0 0
Por (3-9), si z € R” se cumple 27 Az < A\pax(A)|z|?. Entonces,
XTOAX < Muax (CA) | X

1
Pero ademés se tiene que éXT(CA—i—ATC’)X = XTCAX y utilizando que supy,—, 2" ACx =

Amax (AC) entonces tenemos que
1 1
XTOAX < Auax (CA)| X < 5AW(CA + ATCO) X2 = —§>\]X|2.

Y por tanto
t 1 t
/ XTOAXds < —5/\/ | X|?ds.
0 0

Juntando todas las piezas obtenemos

t 1 t 2 1 t
V(X) gv<x0)+/ |Coz||X|ds—§)\/ |X|2ds+—logk+§)\/ X [2ds
0 0 0

¢
t 3 t 2
< V(Xp) —i—/ |Cal| X |ds — é)\/ | X|?ds + Zlogk
0 0
2 ! 3 )
< V(Xo) + Zlogk + |Cal|X| — §A|X| ds. (3-25)
0

Ahora, tenemos que
Lo[" o 2 ! 1 )
§)\ | X|%ds < V(Xo) + c log k + |Cal| X]| — ZA\X! ds. (3-26)
0 0

Para acotar la expresién de dentro de la integral del lado derecho de (3-26), podemos ver
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facilmente completando el cuadrado que

1 s |Cal® /\ ICal\? |C'oz|2
|Cal| X| — 4)\]X| = | X|—2— X S (3-27)
Y asi
|Cal”
—)\ |X\ ds < V(Xo) + Zlogk; + (3-28)

para todo t € [0,k] y k > k:o. Si dividimos a ambos lados de (3-26) por ¢ y utilizamos (3-28)

entonces

1/t|X|2d < S (vixy+ 2ogk + 1€, (3-29)
i/, EY 0T 8 )

Ahora si k > ko y k—1 <t <k se puede ver de (3-29) que

I 8 2 |Cal?
- X|?ds < ——— X, -1 : -
t/o | X|%ds < (k;—l)A(V( 0>+C ogk + )\ k (3-30)

Ahora si t — 0o entonces k — oo y por lo tanto (3-30) se convierte en

L1t ) 8|Car|?
}E&z/o'X<s>'d5§ Yo

O
Y entonces, utilizando el lema 3.2 se puede probar el siguiente resultado cuya prueba deta-

llada se encuentra en [41]:

Lema 3.3 Supongamos que (i)-(iii) se cumplen. Entonces si u es la distribucion invariante
/ [y[*p(dy) < oo
+

Establecido entonces el resultado 3.3, ya podemos pretender hallar la media de la distribucién

de (3-2) se cumple que

invariante segin (3-23). Asi pues, el siguiente resultado nos muestra que la media de la
distribucion invariante se puede calcular de manera exacta y que dicha media depende de la

matriz de comunidad, del vector a y de la intensidad del ruido.
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Teorema 3.6 Si se cumplen las condiciones (i), (i), (iii) entonces la media 1t de la distri-

bucion invariante de (3-2) satisface
p= (A (3-31)

donde ¢ = ((1, (o, , () satisfacen

Prueba. Esta es una prueba que utiliza también la férmula de It6 de manera bastante inte-
ligente sobre la funcién log(X (¢)) con el objetivo de obtener una expresién para % log(X;(1))
que involucre a la media estacionaria 2. Con esa expresion, dada las condiciones de los coefi-
cientes de A, va a ser posible concluir que lim;_, n log(X;(t)) = 0y por lo tanto la expresién

de la derecha dara una férmula cerrada para f.

Tomemos un valor inicial X, € R’. Para cada i, consideremos la funcién V' dada por

V(X;(t)) = log(X;(t)). Si utilizamos la férmula de It6 entonces podemos ver que
n t n t
j=1"0 j=1"0
Dividiendo a ambos lados por ¢ entonces tenemos

H08(X,(0) = F108(Xi(0) + G+ Yy [ (s + 301 [ aan)

Si tomamos t — oo entonces considerando el lema (3.3), que / 0;;dB;(s) es una martingala

0
y por la ley de los grandes niimeros para martingalas [25] entonces
1i ! log(X. = T
fm < log(Xi(t)) = G + z;%‘ﬂj-
]:

1 1
Ahora bien, debe ser que th'm glog(Xi(t)) = 0. En efecto, si fuera th'm ;log(Xi(t)) >0
—00 —

entonces necesariamente X;(t) — oo, lo cual no es posible por (3.2). Tampoco puede ser
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1
posible que tlim n log(X;(t)) < 0 pues
—00

G+ Zaij,u_j > ¢ >0,
=1

lo que seria una contradiccion. Por lo tanto, se tiene necesariamente que

1 L

Jim —log(Xi(1)) = G + Z; aifi; = 0.
‘]:

Y por lo tanto {( + Azr = 0 lo que finaliza la prueba. OJ

Notemos que si no tenemos ruido entonces la expresién del teorema se reduce a (—A) la,

que es justamente el punto de equilibrio estable. Asi pues, bajo estas condiciones, tenemos
que la media es una pequena traslacion del punto de equilibrio determinista y en general se

tiene que
n

X =l = D) ayoie] < 02l lnaxd [AT e, (3-32)

j=1 =1
donde X es la i—ésima componente del punto de equilibrio determinista, a,; es la compo-
nente 7, j—ésima de la inversa de Ay || - ||max €s la norma max de las matrices definida como

la entrada maxima de las matrices.

Finalizamos la seccion con un comentario bastante importante: todos los resultados presen-
tados en esta secciéon son unicamente suficientes. Una teoria similar que presente resultados
necesarios ain no ha sido desarrollada completamente. Por ejemplo, no sabemos si es un
requisito necesario que tenga que cumplirse necesariamente que el ruido deba satisfacer de
forma forzosa la condicién (iii). En efecto, en simulaciones puede conjeturarse que incluso si

para algunos indices ¢ se cumple que

n
E 2
=1

entonces también habria una distribucion invariante cuya media no coincide con la probada
en el teorema (3.6). Esto lo podemos ver en la figura (3-5). Dichas consideraciones acerca

de las condiciones necesarias bien pueden ser un trabajo futuro.
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40 60 80 100

{ 20 40 60 80 100

Figura 3-4: Simulacién del sistema (2-3) en la parte superior y del sistema (3-2) en la parte inferior
con n = 10 y la misma matriz de comunidad. Para el sistema estocastico se tomé la
matriz de ruido como o = 0,251 donde Iy es la identidad. En la parte de arriba, las
lineas representan el punto de equilibrio y abajo la media invariante. Puede verse la
diferencia entre las lineas correspondientes.

Es momento de recordar nuevamente que la matriz de comunidad A que satisface la con-
dicién (i) del teorema 5.5 tiene el mismo sentido biol6gico del mutualismo facultativo que
habiamos mencionado en el capitulo de las ecuaciones deterministas. Por eso podemos re-
formular biolégicamente el resultado del teorema 3.5 diciendo de forma cualitativa que en
un ecosistema en donde exista un unico tipo de interaccién y si ese tipo de interaccion es
el del mutualismo, entonces los individuos del ecosistema en el largo plazo coexisten sin
extinguirse y sin crecer indefinidamente. Lo cierto es que como hemos mencionado ya en el
pasado, dicha dindmica de las especies es relativamente sencilla y bioldgicamente irreal (es
muy dificil encontrar un gran ecosistema en el que todas las especies cooperen perfectamente
y se vean beneficiadas siempre por la existencia de la demés), por lo que no es de extranar
que se puedan hallar resultados agradables en términos de la existencia de la distribucion

invariante.
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Figura 3-5: Media de las trayectorias de 1000 simulaciones del sistema (2-3) donde A y o satisfacen
las condiciones (i) y (ii). Solamente un indice 7 no satisface la condicién (iii). Adn
asi, pareciera existir una distribucion invariante. Las lineas difuminadas es la media
calculada segtin 3.6, como puede verse ya no hay una coincidencia.

3.2.3.2. Depredador - presa en arboles

En esta parte de la seccion vamos ahora a considerar el caso de depredador presa pero con el
tipo de red tréfica que consideramos en la tltima parte de la seccién 2.3: los arboles. En efecto,
vamos a suponer que en nuestro ecosistema tiene interacciones unicamente de depredador
presa, y que ademds, la forma de la red tréfica es un arbol tal como lo explicamos en esa
seccién. Vamos a concluir a lo largo de la seccion que en este caso la ecuacién (3-2) tiene
una solucién que no explota en tiempo finito y que tampoco crece arbitrariamente si t — oo.
Para ello, vamos a probar que la matriz de comunidad A en este caso es Lyapunov estable.

Posteriormente, veremos ademds que la solucién de (3-2) tiene una distribucién invariante.

Supongamos que tenemos n especies en un ecosistema de depredador-presa y que las relacio-
nes entre las especies inducen una forma de arbol. Si consideramos la matriz de comunidad
A de dicho ecosistema tenemos entonces el siguiente resultado [34] que nos va a llevar a

conectar la estructura de una red con la estabilidad de los sistemas de Lotka Volterra:

Teorema 3.7 Si A es una matriz de comunidad de un ecosistema con relaciones de depre-
dador presa (esto es, que a;ja; < 0) cuyas diagonales sean negativas y el grafo asociado G

es un drbol, entonces A es Lyapunov estable.
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Prueba. Notemos primero que si a;; # 0 entonces necesariamente a;; # 0y ademas a;ja;; <
0 porque es un sistema de depredador presa. Nuestro objetivo es encontrar una matriz
diagonal C con entradas positivas tales que CA + AT sea definida negativa. Es claro que

siempre se cumple a;; # 0 entonces

Ay . .
0 + |aj-~] = signo(a;;) + signo(a;;) = 0 (3-33)
1) 7

para todo par de indices i,j diferentes. Ahora bien, el objetivo es definir unas constan-

tes c1,¢2,- -+, ¢, tales que ¢; > 0 y que satisfagan que c;a;; + cja; = 0. Si esta ulti-
ma condicién se cumple, entonces CA + ATC = diag(2ciai1, 2¢2a29, -+, 2¢,0n,) donde
C = diag(cy, 2, -+ ,¢,) y como ¢;a; < 0 entonces tendriamos el resultado.

Vamos a definir las constantes como sigue: etiquetamos cada especie de 1 a n, siendo 1 una

especie que quede en un extremo del grafo, esto es, que solo tenga una especie incidente.

Notemos que en el grafo de interaccion de las especies hay un tinico camino Cj de la especie

1 a la especie k por ser un arbol. (ver figura 3-6). Definamos ¢; =1y

a..
Cp = H ﬁ >0 parak=2---,n, (3-34)
aij,ajieck Jv
x5
e
I e e e e e
® ® @

Figura 3-6: Ejemplo de C4 (resaltado en rojo) y Cs = C4 U {5} en un drbol con 30 especies

donde a;;,a;; € Cj son las entradas no nulas de la matriz de comunidad A que hacen parte
del camino Ci. Veamos que con esta definicién tenemos que c;a,; + cjaj; = 0 para todo 7 # j.
En primer lugar, si la especie 7 y la especie j no son incidentes entonces claramente se tiene el

resultado. Ahora bien, si ambas especies son incidentes, entonces C; C C; o C; C C;. Més ain,
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C; =C;U{i} o C; =C;U{j}. Sin pérdida de generalidad vamos a asumir que C; = C; U {j}.

De esta forma tenemos entonces que

Por lo tanto, por (3-33) tenemos que

cz-aij + CjCle' = ciaij + ¢

. aji = cilag] (& + L > =0. (3-35)
a

ij
ji laij]  lajil

Por lo tanto tenemos que CA+ ATC = diag(2cia11, 2¢2a92, - - -, 2¢nany,) ¥ dado que 2¢;a4; < 0
entonces CA 4+ ATC es definida negativa y por tanto A es Lyapunov estable. OJ

El teorema anterior es particularmente importante porque nos muestra que, por el teorema
(2.3), un sistema de depredador presa que tenga un grafo de drbol asociado siempre tiene
un punto de equilibrio factible que es asintéticamente estable. Ademas, es de destacarse que
este hecho no depende de la magnitud de las entradas de la matriz de comunidad, lo que

implica que la estructura misma de los sistemas les otorga la estabilidad.

Ahora bien, el teorema (3.7) implica también resultados muy deseables para el modelo del
caso estocdstico con ruido lineal. En efecto, si consideramos la ecuacién (3-2) con estas
caracteristicas de depredacién presa en arboles, podemos entonces garantizar también la
existencia de una solucién que permanezca en R’} para todo ¢ > 0 por el teorema (3.3).
Aunque dicho resultado es importante, biolégicamente lo tinico que nos esté diciendo es que
dicho modelo tiene sentido para ser estudiado. No obstante, el teorema (3.4) es también
aplicable al caso del sistema de depredador presa en arboles, por lo que se puede concluir

también que la solucién X (¢) de (3-2) debe satisfacer

2|C|C
limsup E| X (¢)| < CliC

t—00 A ming <;<n C;

y esto implica que la solucién no explota tampoco si t — oco.

Quisiéramos entonces preguntarnos ahora por la distribucién invariante para este caso par-
ticular de ecosistema. Es decir, quisiéramos ver si existe una distribucién invariante, y en
caso de ser asi, como es la media de dicha distribucién. La primera aproximacion seria tratar
de emular la prueba de 3.5 para de la matriz de comunidad del teorema 3.7. No obstante

nos encontramos con la dificultad de que la prueba no es completamente extrapolable. En
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efecto, la desigualdad (3-21) se cumple facilmente pues como a;; > 0 para i # 0, se satisface
que
—> fa;X; <0. (3-36)
i#]
Claramente, como a;;a;; < 0 en el caso de depredador presa, entonces no es posible garantizar
(3-36) sin tener que entrar a hacer consideraciones adicionales. Por tanto, la prueba de la

distribucion invariante debe buscarse por otros caminos.

Introduciremos a continuacién el teorema 3.8, que brinda condiciones suficientes para la
existencia de una distribucién invariante en el caso que estudiamos en esta seccién. Esta
prueba es un aporte propio para este caso concreto, pero que esta inspirado fuertemente en

las técnicas que se pueden encontrar en [43], [33] v [9].

Teorema 3.8 Sea A una matriz de comunidad que satisface las condiciones del teorema
3.7. Supongamos ademds que la ecuacion determinista (2-3) tiene un punto de equilibrio
X* = (X}, X5,---,X}) € R}, Sio es una matriz no singular, ¢i,c2,--+ ,¢, > 0 son las
constantes construidas en (3-34) que satisfacen que c;a;; + cjaj; = 0 para todo i,j y ademds

se cumple que
n

21: Z; e X0 < min ci(—aq)(X])%, (3-37)
1= 1=

entonces el sistema estocdstico (3-2) tiene una distribucion invariante.

Un comentario necesario antes de la prueba: debemos notar que gracias a los teoremas 3.7 y
2.3, ya tenemos garantizada la existencia de un punto de equilibrio factible X* (recordemos
que X* es factible si X* > 0, apéndice 5.2). Sin embargo, la condicién que pedimos en este

teorema requiere que todas las entradas de dicho punto de equilibrio sean positivas.

Prueba. Comencemos tratando de verificar la condicién (ii) del teorema (5.5). Definamos

la funcién V' : R} — R7} dada por

V(X) = Zn: ¢ (Xi — X — X! log (§)> . (3-38)

=1
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Utilizando la férmula de 1t6 y (3-35) tenemos que

n

LV(X) =) (X — X;) (oéi + Z aijxj) +Y ) aXio}

i=1 i=1 j=1

_chong X —I—ZZCMU X X +ZZCZXZ*§]
=1 j=1 i=1 j=1

< Z & (ozZ + Z a;; X ) Xi—X)+ Z (Czaw + % Z (ciay; + Cjaji)) (X; — X7)*
j=1.j#i
DD WL

i=1 j=1
n n n

*\2 * 2

:Zciaii(Xi_Xi) —l—ZZchZ 0
i=1 i=1 j=1

Consideremos ahora el elipsoide £ de R™ dado por

E = {X e R": ZGL(—CL“)(XZ — X:)2 < ZZCZX: 22]}
i=1 i=1 j=1
Ahora bien, si se cumple (3-37) entonces £ esta contenido en R’ . Adicionalmente, si se

cumple que X ¢ & entonces necesariamente

n n

LV(X) S ZR:CICL“(XZ - X:)2 + Z Z C,LX:O'% < 0.
i=1

i=1 j=1

Con esto ya tenemos verificada la condicién (ii) del teorema 5.4. Para probar la condicién
(i), tomemos H(z) = oldiag(xy, xa,- - ,xy,). Asi, se tiene que A(z) = H(xz)T H(z). Tenemos
necesariamente que Apm(A(z)) > 0 pues las entradas de A son positivas. Ahora, si fuera que

Amin(A(z)) = 0 entonces existe un ¢ € R" con [¢| =1 tal que

¢ A(w)¢ = ¢"H(2)" H(2)¢ = (H(2)¢)" H(x)¢ = 0.

Lo que implica que H(z)¢ = o7 diag(z1, o, -+ ,1,)¢ = 0. Pero esto implica que ¢ = 0 pues
o es no singular y = € G por lo que x; # 0 para todo i. Esto sin embargo contradice que

|C| =1, y por tanto debe ser que Ay (A(z)) > 0. O

Hay una discusion que queda en el aire con el teorema que se acaba de probar y es respecto

a la utilidad de la condicién (3-37). En el teorema 3.5 la condicién sobre el ruido dependia
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Figura 3-7: Simulacién del sistema estocastico (3-2) y determinista (2-3) con unas condiciones que
satisfacen el teorema 3.8. Puede notarse como la trayectoria del sistema estocéastico
estan un poco por debajo de las del sistema determinista.

unicamente de la matriz o y del vector a. En cambio, en la condicién (3-37) tenemos ahora
una dependencia de las constances ¢;. No obstante, por la forma en que podemos construir
dichas constantes para el caso de los arboles, la condicién en cuestion involucra a todos
los parametros del sistema A, o y « (este dltimo se involucra gracias a la aparicién de las
componentes del punto de equilibrio X*). Esto es esperable, pues la interaccién de depredador
presa es considerablamente mas compleja que el mutualismo facultativo del que hemos venido

hablando a lo largo de la tesis.

Para entender un poco mejor qué tan buena es la condicién (3-37) en términos numéricos,

consideremos el siguiente ejemplo para el caso de n = 3:

Ejemplo 3.2 Sean A y o dados por:

-1 —0,0350358 —0,275913
A =10,523397 -1 0
0,206413 0 -1

T
o= [0,946636, 0,0695815, 0,465201]

Con estos parametros, el punto de equilibrio determinista estd dado por

z* = (0,75872,0,466693, 0,62181)
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Las constantes c1, ca, c3 estan dadas por c; = 1, co = 0,0669, c3 = 1,3367. Con estos pardame-

tros, si simplificamos un poco la ecuacion suponiendo que o = ol3, entonces

min ci(—aii)(x*)Q
~y _ 1<i<n v 0,014571
< = ~ (0,00898824
7 2": ] 162112~
Cix;

=1

Por lo tanto, ¢ < 0,09433. Esto quiere decir que la condicién probada cobija todos los va-
lores para los cuales se cumple dicha condicion. Al simular el modelo para o = 0,0943013
obtenemos el resultado que se ve en la figura (8-8). Si ahora simulamos el mismo modelo
pero ahora con o = 0,313, entonces obtenemos la grdfica que se ve en la figura (3-9). Al
menos graficamente se puede evidenciar la existencia de una distribucion invariante en este
ultimo caso, pero esa magnitud del ruido ya no se encuentra cubierta en las condiciones del

teorema 3.8.

0.8

0.4

0 20 40 60 80 100

Figura 3-8: Simulacién del sistema estocéstico (3-2) con o = 0,0943015.

A pesar de que este ejemplo puede lucir un poco decepcionante, lo cierto es que, en general, es
sumamente dificil conocer cual puede ser la condicién necesaria que garantice la existencia
de una distribucién invariante de un sistema en concreto. Esto no es algo propio de este
caso, sino que, mas bien, es un limitante natural del método de Lyapunov, pues la condiciéon

obtenida tiene una dependencia directa de la funcién que se logre hallar.
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Figura 3-9: Simulacién del sistema estocéstico (3-2) con o = 0,313.

De hecho, en la literatura sigue siendo un problema abierto encontrar un método que permita

hallar una condiciéon necesaria para la existencia de una distribucion invariante.

Finalmente, es necesario discutir también sobre la media invariante de esta distribucién.
Vimos ya en el teorema 3.6 que la media estacionaria en el caso del mutualismo facultativo
tratado en los articulos de Mao se puede calcular de manera exacta mediante el método
de funciones de Lyapunov. No obstante, incluso si suponemos libremente que el lema 3.3
se cumple también en el caso de los arboles, dicha prueba no puede aplicarse directamen-
te. En efecto, dado que a;;a;; < 0, entonces el argumento por el cual conclufamos que
tllglo % log(X;(t)) = 0 en la parte final de la prueba del teorema 3.6 ya no funciona de la

forma en que se describid.

Ademas, debe destacarse que el lema 3.3, que es necesario para poder hallar la media invarian-
te segun la ecuacién (3-23) tenia como hipétesis también que A satisfaciera las condiciones
de ser M —matriz, cosa que en el caso de la seccién 3.2.3.2 no se cumple directamente, por lo
que tendria que obtener primero un resultado de esta naturaleza para poder aspirar a hallar
de manera exacta la media en el caso que tratamos de los arboles. Asi pues, nuevamente,
tendriamos que buscar una nueva manera de probarlo. Lamentablemente, dicha condicién

no se pudo encontrar para el presente trabajo.

Sin embargo, a pesar de que no pudo hallarse la media de forma tedrica, ain es posible

hacer una breve discusion basandonos en simulaciones. Como podria esperarse en este caso,
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a juzgar por la complejidad de la condicién (3-37), la media deberia tener una forma un poco

méas compleja. Lo cierto es que las simulaciones nos arrojan escenarios mixtos.

En efecto, veamos, por ejemplo, en la figura (3-10) una simulacién del sistema con una
realizacion de un arbol de 8 aristas y con parametro ¢t = 0,7 segtin el modelo de cascada
presentado en la seccién 2.3. En ese caso, vemos que la media invariante tedrica parece
coincidir justamente con la expresién (3-31), que fue la que se hall6 en [41] para el caso del

mutualismo facultativo.

0.8 e

0.6 -

0.2 -7

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3-10: Simulacién del sistema (3-2) para n = 8 donde la matriz de comunidad A satisface
las condiciones del teorema 3.8. En la parte inferior vemos una comparacién entre el
valor tedrico de la media hallada en el teorema 3-23 (linea punteada) y la media de
1000 trayectorias de la solucién del sistema en ¢ = 100. Como puede verse, al menos
empiricamente parecen estar muy ajustados los valores.
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Y en la figura (3-11) tenemos una nueva realizacién del sistema con los mismos pardmetros
iniciales de n = 8 y t = 0,7. Desde luego, en este caso tendriamos en principio un sistema
diferente (la forma de la red tréfica cambia y los valores de los coeficientes a;;, pues es una
realizacién diferente del modelo de cascada) pero que satisface plenamente las condiciones
del teorema 3.8 y que ademés se obtiene bajo la misma metodologia. En ambos casos la

matriz o y el parametro a no se cambiaron.
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Figura 3-11: Simulacién del sistema (3-2) para n = 8 donde la matriz de comunidad A satisface
las condiciones del teorema 3.8. En este caso puede verse como hay una diferencia
absoluta entre el valor tedrico del teorema 3-23 y los valores empiricos de la media.

Este par de ejemplos sencillos nos sirven para plantear una hipdtesis: no deberia ser coinci-
dencia la situacién dada en la figura (3-10), y es razonable pensar que hayan situaciones en
donde la media invariante de la distribucién cuya existencia probamos en el teorema 3.8 sea

exactamente igual a
1 n
G =0 — ) Z 01‘2]‘
j=1

No obstante, esta definitivamente no va a ser la expresién general para el caso que estamos
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estudiando. En efecto, la condicion de existencia de la distribucién invariante depende de las
entradas de la matriz de comunidad A de una manera no trivial, por lo que no podriamos
esperar que la forma cerrada para la media invariante no deba depender también, al menos
en algunos casos o en algin sentido, de alguna forma igualmente complicada. Muy pro-
bablemente (3-31) sea solo una simplificacién de una forma cerrada més compleja para la
media. Claramente las simulaciones que presentamos no permiten ahondar mucho més en
esta hipdtesis, pero ciertamente estudiar a fondo esta cuestién requiere un andlisis mucho
mas profundo de las posibles propiedades que surjan a partir de la estructura presentada
en esta seccién de arboles, por lo que consideramos que esta es una investigacién bastante

interesante que puede hacer parte de trabajos futuros.



4 Discusion y trabajo futuro

La investigacion en la contraparte estocastica de las ecuaciones diferenciales de Lotka Volte-
rra aun es una fuenta importante de problemas abiertos por lo que multiples preguntas que
pudiesen haber surgido a lo largo de este trabajo perfectamente podrian requerir de trabajos

futuros.

En efecto, a lo largo de esta monografia consideramos como punto de partida el modelo

determinista de Lotka Volterra dado por

dX;
dt

= X; (ozz» + Zainj) paratodoi=1,2,---.n
j=1

Este modelo ha sido el mas tradicional y estudiado, pero en los ultimos anos han surgido
variantes que intentan capturar dinamicas mas complejas que las involucradas en el modelo

que se utilizé [14]. Estas ecuaciones tiene la forma general dada por

dX;
dt

= Xip(Xy)

Donde ¢ es una funcién no necesariamente lineal como en nuestro caso. Esta modificacion,
desde luego, hace que la teoria desarrollada en el capitulo 3 y 4 cambien de manera importante

y esa es la razén principal por la cual no se incluyé en el presente trabajo.

Posterior a la consideracién de la ecuacién determinista, en el capitulo 3 mencionamos las
razones por las cudles era pertinente la inclusion de la incertidumbre en estos modelos.

Discutimos dos formas de incluirlo en el modelo:

e Perturbar los valores a;; de la matriz de comunidad A. En este caso llegdbamos a la

ecuacion (3-1) y la llamamos ecuacién con ruido cuadratico.

e Perturbar los valores «; de cada una de las especies en el ecosistema. En este caso

llegdbamos a la ecuacién (3-2) y la llamamos ecuacién con ruido lineal.
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En ambos casos probamos teoremas (teorema 3.1 para la ecuacién con ruido cuadrético y
teorema 3.3 para la ecuacién con ruido lineal) que nos permitian establecer la existencia
de la solucién que no explotara en tiempo finito y unos resultados de acotamiento de la
solucién en los teoremas (teorema 3.2 para el caso de ruido cuadratico y teorema 3.4 para
el ruido lineal). En el caso de la ecuacién (3-2) establecimos ademds la existencia de una
distribucion invariante para dos tipos de interacciones mencionadas al principio: mutualismo
y depredacion presa para un caso particular en el que el grafo asociado al ecosistema tiene

estructura de arbol.

De aqui hay varias cuestiones que no se abordaron en este documento: la primera es la de
responder una pregunta similar sobre la distribucion invariante en el caso de la ecuacion con
el ruido cuadratico. La razén principal de esta exclusion es que en la literatura se encontraban
resultados mds robustos sobre la ecuacién (3.3), ademés de que el teorema 3.1 probaba la
existencia de una solucién para cualquier matriz A y cualquier vector «, por lo que no
podiamos hacer la misma diferenciacién en las dinamicas del ecosistema como si se hizo para

la ecuacion (3-2).

Adicionalmente, a pesar de que probamos la existencia de una distribucién invariante para el
caso de depredador presa en arboles en la ecuacién (3-2), no probamos de manera analitica
la forma de la media de dicha distribucién. Este probablemente es uno de los més grandes
trabajos futuros que se desprenden de esta tesis. En efecto, en la parte final del capitulo 3
lanzamos una hipotesis interesante acerca de la forma de la media en este caso. Segun las
simulaciones, hay casos en donde la media tenga la forma de (3-23), pero otros casos en
donde no serd asi. Desde luego, para la separacion de estos casos probablemente se necesiten
estudiar propiedades adicionales de la forma en que estd estructurada la red tréfica, mas alla
de la simple forma de arbol. Probablemente también existan condiciones sobre las entradas
de la matriz de comunidad A. Todas estas conjeturas parecerian requerir encontrar una

técnica diferente a la utilizada en el teorema 3.6.

Mencionamos ademas que las perturbaciones de los sistemas se hicieron mediante movimien-
tos Brownianos por una cuestién de simplicidad. Desde luego, hay trabajos que ya incluyen
ruidos de Lévy que pretenden probar cosas similares a las abordadas en este trabajo [23].
Creemos que este es un paso natural a esta tesis que tiene retos aiun mas grandes, pues
la literatura al respecto es todavia muy marginal y no contiene todos los avances que se

pudieron exponer en la presente monografia.

Los principales resultados de esta tesis se hicieron sobre ecosistemas en donde todos los
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individuos tuvieran entre ellos la misma interaccién. Esta homogeneidad sobre los signos de
A son los que permitieron llegar a resultados como los teoremas 3.5 y 3.8. Esto sin embargo
fue una libertad deliberada que nos tomamos en este trabajo, pues dentro de un ecosistema
real normalmente hay multiples interacciones entre las espcies que se pueden encontrar. No
obstante, acerca de esta mezcla de interacciones realmente complicado encontrar literatura
sélida al respecto, y los trabajos similares no se han extrapolado al caso estocéstico [19], por
lo que hay todo un camino de estudio posible al respecto. En particular, en el modelo de
cascada introducido en la seccién 2.3, asumimos que los parametros r, s serian nulos para

este trabajo. Podria asumirse como trabajo futuro que r £ 0 o s # 0.
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En este capitulo se presentara todo el marco tedrico que se va a utilizar a lo largo de todo el
presente proyecto. Se van a abordar los temas que motivan la investigacién desde el punto de
vista bioldgico, asi como resultados clésicos en la teoria de sistemas dindmicos deterministas,

para terminar con la teoria béasica necesaria de los procesos estocasticos.

5.1. Grafos

En esta seccién vamos a incluir rapidamente el concepto de grafo o red que va a ser de vital

importancia en el transcurso de nuestra tesis.

Definicién 5.1 Una red no dirigida G es una pareja (V, E) donde V' es un conjunto finito
de nodos y E es una relacion simétrica y antireflexiva en V. Si G es dirigido, entonces E

no es simétrica.

Diremos que dos nodos u, v son adyacentes si existe un e € E tal que e = (u,v). Diremos
que los nodos u, v son incidentes por la arista e y que la arista e es indicente a los nodos
u,v. Un camino de longitud ¢ es una secuencia de nodos distintos vy, ve, - -+ , vy, vey1 tal que
v, V;+1 son incidentes. Si ademds se cumple que vy = vy entonces diremos que es un camino
cerrado o ciclo. Una red es conexa si para cualquier par de vértices existe un camino que los
une.

Dado un grafo G = (V, E) con |V| = n, vamos a definir una matriz A de tamafio n x n con

la entrada i, j—ésima dada por:

1si(i,g) e B
4y = (2, 7)
0 otro caso.

Dicha matriz A es la llamada matriz de adyacencia. En el caso de que G sea no dirigido,

entonces A es una matriz simétrica, y en caso contrario no lo va a ser. Podemos ademéds
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definir para un grafo G' una matriz de adyacencia W pero cuyas entradas no sean solo unos

y ceros. En efecto, vamos a definir a W como:

0+# w;si(i,j) e K
W, = 7 wi; si (i, )

0 otro caso.

Dicha matriz de adyacencia se llamard matriz de adyacencia con pesos y en nuestro caso

serd particularmente importante para modelar las relaciones entre las especies.

5.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

Definamos R%, = {z € R" : 2; > 0 para todo i = 1,2,--- ,n}. Ademads, escribiremos z > 0
para hablar de un vector que pertenezca a RY,. Sea f : I' C RY; — R" una funcién continua

localmente Lipschitz en I' y diferenciable. Si consideremos el sistema auténomo dado por

dX
%:f(X% X:(ﬂfl,LEg,"' 73371)6{‘7 (5'1>

entonces por el Teorema de existencia y unicidad este es un sistema con una tnica solucién
para cada punto inicial X (0) = X,. Decimos que un punto de equilibrio del sistema es un
elemento X* = (a7}, 25, -+ ,x}) tal que f(X*) = 0. Diremos también que X* es factible si
X*>0.

Definicién 5.2 Un punto de equilibrio X* se va a llamar estable si cuando partimos de una
condicion inicial suficientemente cercana, la solucion se mantiene cerca de X* para todo t. Es
decir, si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si || Xo— X*|| < € entonces || X (t) — X*|| < ¢
para todo t.

Un método ampliamente utilizado para establecer la estabilidad de un punto de equilibrio es
linealizar el sistema alrededor de él. Asi, alrededor de un punto de equilibrio X™* el sistema

original tiene un comportamiento similar al sistema lineal

dX

— =JX
dtJ’

en donde la matriz J es el Jacobiano de f dado por:

_ 9fi
9X; X:X*.

[J]ij
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Por lo tanto, de las condiciones conocidas para la estabilidad de sistemas lineales se desprende

que si o(J) el espectro de J entonces acerca de nuestro sistema original podemos concluir:
e Sire(A) < 0 para todo A € o(J) entonces X* es estable.
e Si existe un A € o(J) tal que re(\) > 0 entonces X* es inestable.

e Si existe al menos un A € o(J) tal que re(A) = 0 el método de linealizacion no es

efectivo.

El método de linealizacion es util pero tiene la dificultad de solo dar informacién de la
estabilidad local para el punto de equilibrio X*. Una nocién mas robusta de estabilidad

llamada estabilidad asintotica y que vamos a perseguir cuando sea posible es la siguiente:

Definicién 5.3 Un punto de equilibrio X* del sistema (5-1) es asintdticamente estable si y

solo si se cumple que:
e Fs estable

e Cualquier solucion del sistema converge a X* cuando t — 0.

5.2.1. Funciones de Lyapunov

Diremos que una funcién V : D C R™ — R escalar es definida positiva si satisface que
V(0) =0y V(z) > 0 para z € D — {0}. Si satisface la condicién més débil V' (z) > 0 para
x € D — {0} entonces es semidefinida positiva. Una funciéon V' es definida (o semidefinida)
negativa si se cumple que —V es definida (o semidefinida) positiva. Si ademés una funcién
V' no entra en ninguno de estos casos, se dira indefinida.

Se tiene que si V' esta definida en un conjunto abierto D que contiene al cero y es definida
positiva entonces es una funcion de tipo Lyapunov.

Consideremos ahora nuevamente el sistema (5-1). Si V' es una funcién de tipo Lyapunov
continuamente diferenciable entonces la derivada de V' sobre las trayectorias del sistema esta

dada por:

. 0X "9V dX;
X)) = L = .
VX)) =VV ot = 0X; di

Hay que notarse que si V(z) < 0 entonces V decrece a lo largo de las soluciones de (5-1).
Asi, tenemos el siguiente resultado fundamental conocido como el Teorema de estabilidad

de Lyapunov [21]:
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Teorema 5.1 (Teorema de estabilidad de Lyapunov) Supongamos que X* =0 es un
punto de equilibrio para (5-1) y sea D C R™ un conjunto abierto que contiene al cero. Si V.
es una funcion continuamente diferenciable de tipo Lyapunov definida en D y que satisface
que V' es semidefinida negativa en D — {0} entonces X* = 0 es un punto estable. Si ademds
se cumple que V es definida negativa para D — {0} entonces X* = 0 es asintdticamente

estable.

Antes de probar este teorema, veamos un lema que vamos a necesitar en la prueba y que
habla de la existencia de una solucion global de un sistema auténomo a partir de soluciones

conocidas en conjuntos compactos contenidos en un dominio.

Lema 5.1 Sea f : I xD — R"™ una funcion continua a tramos en t y localmente Lipschitz en
x para todo t € I y todo x en un dominio D C R™. St W es un conjunto compacto contenido

en D, xo € W y ademads se sabe que cualquier solucion del sistema

dX

E:f(xi)a x<t0):x07

estd contenida completamente en W entonces existe una unica solucion que estd definida

para todo t € 1.

Con esto podemos comenzar la prueba del teorema de estabilidad de Lyapunov:

Prueba. Sea e > 0y escojamos un r € (0, €] tal que la bola B, de radio r en R" centrada
en 0 esté contenida en D. Consideremos ahora el elemento o = é'%f V(z). Es claro que a > 0

pues V' es una funcién definida positiva. Sea ahora 5 € (0,a) y consideremos el conjunto
Q=B.N{zeR":V(x)<pB}={re B, :V(z) <}

Estos conjuntos son compactos y ademads satisfacen que €23 C int(B,). En efecto, si no fuera
asi, entonces existirfa p € {23 tal que p € 0B,, lo que quiere decir que V(p) < 8y por otro
lado V(p) > «, pero esto ultimo implica que V(p) > 3, lo que es una contradiccién. Ahora
bien, si X () para t > 0 es una trayectoria tal que V(X (0)) < 8 entonces como V(X (t)) < 0
se sigue que

V(X(t)) <V(X(0)) <p parat >0,

por lo que cualquier trayector X (¢) que comienza en €25 queda contenida alli mismo. Por el

lema anterior esto significa que hay una tnica solucién definida para todo t > 0si X (0) € Q.
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Ahora, dado que V' es una funcién continua y V' (0) = 0 entonces existe un ¢ > 0 tal que si
||z|| < & entonces V(z) < f8, lo que implica que Bs C Q3 C B,. Esta serie de contenciones
implica que si || X (0)|| < 0 entonces V(X (0)) < Sy esto implica que V(X (t)) < 8y por lo
tanto ||X(¢)|| < r. Finalmente se tiene que si || X (0)|| < 0 entonces ||X(t)|| < r < € para
todo t > 0, lo que significa que X* = 0 es un punto estable.

Ahora bien, para probar la siguiente parte del teorema, debemos probar que X(t) — 0
si t — oo. Es decir, hay que probar que para todo € > 0 entonces existe 7" > 0 tal que
|| X (t)|]| < € para todo t > T. Sea ¢ > 0. Como V es una funcién continua, se tiene que
V(X) = 0siysolosi X =0, por lo que al probar que V(X (¢)) — 0 tendriamos el resultado.
Por hipétesis sabemos que V(X (t)) es monétona decreciente y acotada por debajo, por lo
que debe existir un limite, digamos A > 0, cuando ¢t — co. Nuestro objetivo es ver que A = 0.
Supongamos, por el contrario, que A > 0. Existe entonces un a € (0, ¢€) tal que B, C 2 por
continuidad de V. Como V(X (t)) — A > 0 entonces se tiene necesariamente que X () se

escapaba de la bola B, para t > 0. Sea ahora —y = hnﬁ V(z) > 0. Se sigue entonces
a<||x||<e

V(X(t) = V(X(0)) +/0 V(X()dr < V(X(0)) =,

y eventualmente se tiene entonces que V(X (t)) < 0, por lo que no puede ser que A > 0y se
concluye la prueba. 0
Dado un ¢ > 0 tenemos que la ecuacién V(X') = ¢ se llama la superficie de Lyapunov de nivel
c. Segin esta terminologia, la esencia de la prueba es que al cumplirse V' < 0, después de
que una trayectoria del sistema cruce una superficie V(X) = ¢, se mantendra en el conjunto
2. Conforme ¢ crece, la trayectoria se mueve de una superficie V(X) = c a otra V(X) = ¢
con ¢ < c. Si (V) < 0 eventualmente dicha trayectoria se acerca al cero por lo que se puede
concluir el resultado de estabilidad asintoética del cero.

Si bien este resultado fue mostrado para el caso del punto de equilibrio X* = 0, haciendo la
transformacién X = X — X* este resultado es aplicable a cualquier punto de equilibrio.

Existe ademds un resultado que nos permite determinar cuando un punto de equilibrio es de

hecho inestable, cuya prueba se puede encontrar en [37].

Lema 5.2 Consideremos el siguiente problema de valor inicial del sistema autonomo n—dimensional

con punto de equilibrio X* dado por:

= 00, X(t) = X



80 5 Apéndice

Si eziste un conjunto 2 C RZ, no vacio y una funcion escalar V- continuamente diferenciable

en € tal que

La solucion X (t) permanece en U 0 para todo t >ty si Xo € Q.

V(IX)>0yV>0enQ

o V(X) =0 dnicamente para X = X*.

X* e 00

Por tanto, X* es un punto de equilibrio inestable.

Este lema esencialmente parte del principio contrario que el teorema de estabilidad de Lya-
punov: si la funcion V tiene una derivada estrictamente positiva, entonces necesariamente la

solucion se alejard del origen para t > .

5.3. Teoria de probabilidad

5.3.1. Procesos estocasticos

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Se dird que una familia {F;};>¢ de c—4algebras que
satisfagan que F; C F, C F para 0 < t < s < oo es una filtraciéon de F. Una filtracién
se dird continua por derecha si se satisface que F; = (1,., Fs para todo ¢ > 0. Ademas, un
espacio de probabilidad se dird completo si para un evento B que satisfaga P(B) = 0 y para
un conjunto A C B entonces se cumple A € F. A lo largo de todo este trabajo se trabajara

en un espacio de probabilidad (2, F,P) completo con una filtracién {F; }:>o.

Diremos que una familia {X;}ier (0 {X(¢) }er) de variables aleatorias en R™ es llamado un
proceso estocastico con indice I y espacio de estados R™ o con valores en R™. Normalmente,
tomaremos el indice I como el conjunto R>¢ = [0, 00). Para todo ¢ € I, tenemos una variable
aleatoria X;(w) (0 X (t,w)) € R™ con w € Q. Por otro lado, si fijamos w € €2 entonces tenemos
la funcién ¢ — X;(w) € R™. Dicha funcién recibird el nombre de trayectoria o realizacién
del proceso. Un proceso estocdstico {X;}i>¢ es continuo si para casi todo w € € se tiene
que t — X;(w) es una funcién continua para ¢t > 0. Por otro lado, el mismo proceso se dira

integrable si para todo t > 0 X; es una variable aleatoria integrable, es decir, si E[X;] < occ.
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Se dird también que el proceso es {F; }-adaptado si para todo ¢ se tiene que X; es Fi-medible.

Consideremos una variable aleatoria 7 : 2 — [0, 00]. Se dird que 7 es un tiempo de parada
respecto a la filtracion {F;} si se cumple que {w : 7(w) < t} € F; para todo t > 0. Si un
proceso { X, }+>o es {Fi}—adaptado e integrable se llama una martingala con respecto a {F;}
si se cumple

E(X; | Fs) = Xs a.sparatodo0<s<t<oo

Adicionalmente, diremos que un proceso estocastico {M;} que es {F;}—adaptado es una
martingala local si existe una sucesiéon {71} de tiempos de parada con 7, — oo tal que

{M; r+ — Mo}i>0 es una martingala.

Diremos también que un proceso estocdstico es cuadrado integrable si se cumple que E[X?] <
oo. Vamos a definir a continuacién un proceso estocastico que sera central en el desarrollo

de este trabajo. Este es el movimiento Browniano o proceso de Wiener:

Definicién 5.4 Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad con filtracion {F;}. Un movimiento
Browniano estdndar unidimensional es un proceso { B;}+>o que es {F;} —adaptado y que tiene

las siguientes propiedades:
(i) Bo=0 a.s
(ii) Para 0 < s <t < oo se tiene que By — Bs ~ N(0,t — s)

(i1i) Para 0 < s <t < oo se tiene que B; — By es independiente de F

I . . . I . . . I . . . I . . . I . . . I
0 2 4 6 8 10

Figura 5-1: Simulacién de 10 trayectorias de un movimiento Browniano estdndar para ¢ € [0, 10].
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Un movimiento Browniano {B;};>¢ tiene propiedades muy importantes. Por ejemplo, para
casi todo w € Q, By(w) es una funcién continua para ¢t > 0. Sin embargo, para casi todo w € §)
se tiene que B;(w) es una trayectoria no diferenciable en ningin lado. Ahora bien, diremos que
un proceso B; = (B}, -+, B/") n—dimensional es un movimiento Browniano n—dimensional
si todo {B}} es un movimiento Browniano unidimensional y {B}},{B?}, - ,{Br} son in-
dependientes. A lo largo de este trabajo también vamos a escribir a B; como B(t) de manera

equivalente.

En algiin momento del trabajo utilizaremos una desigualdad que no habla propiamente de
procesos estocasticos, pero es ampliamente utilizada en teoria de la probabilidad pues permite
establecer desigualdades muy importantes que hablan de las propiedades asintéticas de los

procesos [25]. Esta desigualdad recibe el nombre de Desigualdad de Gronwall:

Teorema 5.2 Sea >0 y0 < T < 00. Si B es una funcion no negativa y medible en [0, 7],

v es una funcién no negativa e integrable en [0,T] y se cumple que

B(t) < a-+ /tﬂ(s)v(s)ds para todo 0 <t < T,
0

entonces

t
B(t) < aexp(/ 'y(s)ds> para todo 0 <t < T.
0

5.3.2. Integrales estocasticas y cdlculo de It6

En este apartado vamos a dar la definicion basica de la integral estocastica

/0 £(s)dB, (5-2)

con respecto a un movimiento Browniano m— dimensional {B;} para una clase de procesos
estocdsticos n x m {f(t)}. de tamano m x n. Dicha integral no se puede definir de la manera
tradicional dado que B; es diferenciable en ningin lado para todo t con probabilidad 1.
La forma en que se definira dicha integral se aprovechara de las propiedades mismas del
movimiento Browniano. Dicha construccién se debe a K. Ito y fue desarrollada en 1949.

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad completo con filtracién {F;};>o y sea B = {B;}i>0
un movimiento Browniano unidimensional definido en ese espacio de probabilidad. Vamos a

introducir la clase de procesos estocésticos para los cuales la integral (5-2) tiene sentido [22].
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Definicién 5.5 Sea 0 < a < b < co. Denotemos por M?([a,b];R) el espacio de todos los
procesos { Fi}—adaptados f = {f(t)}a<t<p tales que

in

b
2 =E [ 170t < oc.
Si f, f € M*([a,b];R) son tales que || f — f||2, = 0 entonces escribiremos f = f.

Tenemos que ||-||2, define una métrica en M?([a, b]; R) bajo la cual dicho espacio es completo.
Veamos ahora cémo definir la integral (5-2) para un proceso f € M?([a,b];R). La idea es
esencialmente la misma por la cual se define la integral de Lebesgue: definir fab g(t)dB; para
una serie de procesos elementales g y después aproximar f € M?([a, b]; R) por medio de una
sucesién de procesos simples que converjan a f. En ese caso, fab f(t)dB, serd el limite de las

integrales para los procesos simples. Introduzcamos primero la definicién de proceso simple:

Definicién 5.6 Un proceso estocdstico g = {g(t)}a<i<p con valores en R se llama proceso
simple (o simple a tramos), si existe una particion a = ty < t; < --- < t, = b y unas
variables aleatorias acotadas ¢; con 0 <1 < k — 1 tales que ¢; es F,—medible y g se puede

escribir como

k—1
g(t) = COI[to,tl](t) + Z gi](ti,twrﬂ(t)‘
i=1
Denotaremos por My([a,b];R) la familia de dichos procesos.

Es claro que se tiene que My([a,b]; R) C M?([a, b]; R).
Ahora bien, definamos la integral f; g(t)dB; para los procesos de la clase My([a, b]; R):

Definicién 5.7 Dado g € My([a,b];R), definimos

b
[ 9B =Y (B, - B). (53

Dicha integral se llamara la integral de Ité de g o la integral estocdstica con respecto a {By}.

Debe verse de esta definicion que la integral de 1t6 de un proceso estocastico es nuevamente
un proceso estocdstico. Tenemos entonces acerca de la integral de It6 de ¢ los siguientes

resultados importantes:

Lema 5.3 Sean g, g1, g2 € Mo([a,b;R) y c1,¢o € R, entonces se cumple lo siguiente:
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(i) IEZ/ g(t)dB, = 0.

L[mmwszlﬁmWﬁ

(iii) c1g1 + cag2 € Mo([a,b];R) y ademds

(i) E

b b b
/(Clgl(t)+0292(7f))d3t 201/ gl(t)dBt+02/ g2(t)dBy.

La propiedad (i) se desprende directamente del hecho de que E(B;, — B;,) = 0 para todo i.
La propiedad (i7), del hecho de que By,,, — B;; es independiente de (;(;(By,,, — By,) para
i < jy E(B

bien, para que esta construccién tenga sentido, entonces necesariamente debe ser que para

141

— By,)? = t;y1 — t;. La propiedad (iii) es directa de la definicién. Ahora

i+1
f € M?([a,b];R) exista una sucesiéon de {gr} C My([a,b];R) tales que gj converja a f en
algin sentido. En efecto, el siguiente lema nos brinda ese resultado [25]:

Lema 5.4 Para todo f € M?*([a,b];R) existe una sucesién {g,} de procesos simples tales

que

n—oo

b
lim B [ 1£(8) - gu(t) =0,
Asi, ya estamos listos para definir la integral de It6 para f € M?([a,b];R):

Definicién 5.8 Sea f € M?([a,b];R). Definimos la integral de Ité de f respecto a { By}

como

b b
/ f(t)dB; = lim / gn(t)dB, en L*(:R).
a n—oo a

donde {gn} es una sucesion de procesos simples tales que

n—oo

1mE/Wﬂw—%@P=o

Lanocion de integral de [to esta bien definida. Es decir, el resultado de la integral no depende
de la eleccién de {g,}. En efecto, si {h,} es otra sucesién en My([a,b]; R) que converge a f,

en el sentido de

n—oo

b
HmE/Wﬂw—mwﬁza

entonces si tomamos la sucesion {y,} dada por vo,—1 = g ¥ Y2 = hy, se tiene que {¢,}
b

también converge a f en el mismo sentido. Esto implica que la sucesion { / gon(t)dBt} es
a



5.3 Teoria de probabilidad 85

convergente en L?(£2;R). Eso implica entonces que

b b
lim [ ¢,(+)dB; = lim | h,(t)dB; en L*.

n—oo a n—o0 a

5.3.3. Férmula de Ito

En esta seccién vamos a introducir la férmula de 1to en el caso multidimensional. Dicha
formula es fundamental en el estudio de procesos estocasticos. Ademéas de que es una herra-
mienta fundamental para calcular las integrales de Ito de forma sencilla, también es funda-

mental en el andlisis estocastico.

Diremos que L£!(R,;R™) es la familia de todos los procesos { f(¢)};>0 adaptados y con valores

en R" tales que

T
/ |f(t)|dt < oo a.s para todo T > 0.
0

De igual forma, £2(R,; R%¥") serd la familia de procesos {f(t)}+>o adaptados y con valores

en R¥™ tales que

T
/ |f(t)|?dt < oo a.s para todo T > 0.
0

Ademds, sea C*1(R™ x R, ;R) la familia de todas las funciones V : R" x R, — R tales que
V(z,-)es C? y V(-,t) es CL.

Estas definiciones nos permiten introducir entonces la definicién de Proceso de It6 n—dimensional:

Definicién 5.9 Un proceso de Ité n—dimensional es un proceso estocdstico adaptado { X (t)}

para t > 0 con valores en R™ que se puede escribir como

X(t)=X(0)+ /Ot f(s)ds + /Otg(s)st, (5-4)

donde f = (f1, fo, -, fn) € LYREGR™) y g = (gij)nxm € L2(Ry;R™™). Diremos que X (t)
tiene diferencial estocdstico dX (t) ent > 0 dado por

dX(t) = f(t)dt + g(t)dB,.

Esto nos lleva al teorema que da pie a la férmula de It6 cuya prueba se puede encontrar en

multiples fuentes, por ejemplo [25].
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Teorema 5.3 Sea X (t) un proceso de Ité n—dimensional ent > 0 con diferencial estocdstico

dado por
dX(t) = f(t)dt + g(t)d B,

con f € LY R;RY) y g € L2 R ;R™™). Sea ademds una funcion V perteneciente a
C*YR™ x Ry;R). Luego V(X (t),t) es nuevamente un proceso de Ité con diferencial es-

tocdstico dado por
dV(X(t),t) = LV (X(t), t)dt + Vo (X(t),t)g(t)d By, (5-5)

donde
LV(X(1),1) = Vi(X (1), 1) + Va(X (1), 1) f(£) + %tT(QT(t)Vm(X(t% tg(t).  (5-6)

Para un proceso de It6 X (t) vamos a definir la variacién cuadrética del proceso X (t)) como

5.3.4. Ecuaciones diferenciales estocasticas

En esta subseccién vamos a considerar que (£2, F,P) es un espacio de probabilidad completo
con filtracién {F,}i>0, By = (B},--+ , B/) un movimiento Browniano m—dimensional, 0 <
to < T < ooy Xp una variable aleatoria F;,—medible con segundo momento finito [25].
Ademas, f: R" X [tg,T] = R™ y g : R™ X [ty,T] — R™™ ambas funciones Borel-medibles.

El proceso de 1to6 n—dimensional dado por
dX(t) = f(X(t),t)dt + g(X(t),t)dB; enty <t <T,
con valor inicial X (ty) = Xy es una ecuacién diferencial estocastica. En forma integral

esto se puede escribir como

to

X@:X@+[fM@@M+/ﬂM$@wy (5-7)

Vamos a decir que un proceso estocastico { X (t) }o<t, <7 n—dimensional es una solucién fuerte

de (5-7) si se cumplen las siguientes condiciones

o {X(t)}o<t,<r €s continua y F;—adaptado.
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o {f(X(1).1)} € LN[to, TIR") y {g(X (1), 1)} € L([to, T];R™™)
e La ecuacién (5-7) se cumple para todo t € [ty,T] con probabilidad 1.

Al igual que con las ecuaciones diferenciales ordinarias, una ecuacion diferencial estocésti-
ca puede tener multiples soluciones. Vamos a enunciar la condicién basica de existencia y

unicidad para ecuaciones diferenciales estocasticas:

Teorema 5.4 Supongamos que existen dos constantes positivas K, K >0 tales que se cum-

ple lo siguiente:

L onawcion ae Lipschitz ara todo x,y € Y o, se cumplen que
Condicion de L1 hitz) P d R"? T [
f(2,t) — f(y, )] + |g(z,t) — g(y,0)]> < K|z — y)?

» (Condicion de crecimiento lineal) para todo (z,t) € R™ X [tg, T| se cumple

(@ O + gl O] < K(1+ |2f),

entonces existe una unica solucion fuerte a la ecuacion (5-7) y dicha solucién pertenece
M?([to, T); R™). En la prueba de los teoremas 3-1 y 3-2 se utilizard un concepto de los procesos

estocésticos llamado tiempo de explosién. A continuacién introducimos la definicion

Definicién 5.10 El tiempo de explosion 1. de la solucidn X (t) es la inico tiempo de parada

que satisface que
o X (t) es una solucion de (5-7) para t < 7.

o lim |X(t)| = +oo.

t—Te

Fquivalentemente, si {1} es la sucesion de tiempos de salida de las bolas de radio k en R"
entonces

T. = lim 7.
k—o0

Y diremos que el proceso X (t) explota en tiempo finito si

P(7. < o0) > 0.
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5.3.5. Distribucion estacionaria de un proceso estocastico

Consideremos el proceso dado por
dX(t) = F(X(t),t)dt + g(X(t),8)dB, enty<t<T.

Donde X (0) con una funcién de distribucién dada por n(z) = P(X(0) < x). Decimos que la
distribucién 7 es estacionaria si para todo t la distribucién de X (¢) es igual que la distribucién
n(x). Uno de los puntos centrales que se probaran en las paginas siguientes serd la existencia

de una distribucién estacionaria de algunos modelos.

Antes de definir el teorema central de esta seccién, vamos a listar una definiciéon importante:
tiempos de visita o hitting times. Supongamos que (£, F,P) es un espacio de probabilidad y
X es un proceso estocastico sobre €2 x [0, 00) con valores reales. Dado un conjunto conjunto

A C R", definimos el primer tiempo de visita 7 de X a A como
T=inf{t >0: X(t) € A}.

Introducimos ahora uno de los resultados mas importantes para probar la existencia de la

distribucion invariante y el teorema que utilizaremos en la tesis:

Teorema 5.5 Sea X(t) el proceso estocdstico en R™ descrito por la ecuacion diferencial

estocdstica

dX(t) = b(X)dt + > o4(X)dBy(t). (5-8)

Supongamos que existe un conjunto abierto G C R"™ con una frontera suave tal que G C R™

y que se cumplen las siguientes dos condiciones:

(i) Se tiene que ing Amin(A(z)) > 0 donde A(z) es la matriz de difusion tal que A(z) =
re

(a;j)i; estd dada por
n

ai(@) = 3 (00) (00,

k=1

siendo (01,)" la componente i—ésima de oy.

(i) Six € R" — G, entonces el primer tiempo de visita a G partiendo de x es finito, y
ademds se cumple que sup ¢y E,7 < 0o para todo conjunto compacto K C R", donde

E,.7 estd dado por
E,7 =E[r | X(0) = z].
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Entonces (5-8) tiene una tnica distribucion invariante.

La condicién (i7)* nos estd diciendo que el conjunto G es recurrente en el proceso X. En

otras palabras, se puede ver que X toca a G infinitas veces.

Supongamos que existe un conjunto G con esas caracteristicas. Podemos entonces definir la
sucesion de variables aleatorias 7,79, -+ , 7, -+ de tal forma que 7,51 es el primer tiempo
de visita después de 7,, cuando G es alcanzado. Eso implica que claramente 71 < 75 < - -+ <

Tn < -+ y que ademads estos tiempos son finitos c.p.1.

La idea interesante detras de la prueba es la siguiente: si asumimos que X(0) =z € G; D
G U 0G, donde GG es un conjunto abierto con frontera suave, podemos considerar entonces
la sucesién X (r;) = X; (ver figura 5-2). Se tiene que el proceso X es una cadena de Markov
discreta, por lo que es un poco mas sencillo establecer la existencia de una distribuciéon
estacionaria fi. Posteriormente a esto, la distribucion se utiliza i para definir la distribucién
estacionaria del proceso X. Desde luego, hay detalles mucho més profundos y técnicos que
se pueden encontrar en [22] (por ejemplo, la razén de ser del conjunto G; es sutil pero

importante: basicamente se utiliza es el espacio de estados de X ).

Figura 5-2: Representacion grafica del proceso X.

Ahora bien, en la practica, la condicién (ii)* es bastante dificil de validar en un caso general.

Por lo tanto, en aras de poder utilizar el teorema 5.5 en nuestro trabajo, es necesaria una
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condicién un poco més manejable. En [44], utilizando funciones de Lyapunov, se prueba
una condicién que es equivalente a probar recurrencia para un conjunto particular. Podemos
entonces intercambiar la condicion (i7)* por la siguiente condicién (i7) en el teorema 5.5, que

serd la que finalmente utilicemos en el trabajo:

(it) Six € R™— G y emiste una funcién V de clase C? tal que LV (z) < 0.

En general, hallar exactamente una distribucién invariante para un proceso estocéstico es
una labor bastante dificil. La ecuacién de Fokker-Planck [36] en el caso en que la densidad
de la distribucién sea suficientemente suave, permitiria, al menos teéricamente, hallarla. La
cuestién es que esa ecuacion rara vez es resoluble en términos analiticos, por lo que dicha
aproximacién suele fallar. En el caso de esta tesis, el teorema 5.5 va a ser suficiente para al

menos establecer la existencia, aiin cuando la forma de la distribucién no se pueda hallar.

Ahora bien, un andlogo de la teoria ergddica de la distribucion invariante muestra que si

p :R™ — R es integrable con respecto a la medida p entonces se cumple que

t—o00

1
i [ OXDds = [ fwutdy) e
0 R
para toda condicién inicial X (0) € R’}. Si ademads es posible verse que
/ [yI*u(dy) < oo
RY
entonces la media i y la matriz de covarianza ¥ estdn bien definidas y cumplen que [22],

[36]:
o= /R yu(dy),

n
+

S [ - uldy)

+

Y en dicho caso se cumple que

1 t
lim — [ X(s)ds=7 c.p.l

t—oo t 0

lim ! (X(s) —m)(X(s) —p)Tds =% cp.l

t—oo t 0



5.3 Teoria de probabilidad 91

Estos resultados nos van a permitir acercanos a la descripcion de la distribucion invariante
cuya existencia se prueba en el teorema 3.2.3, pues permiten hallar una forma exacta para

la media estacionaria de la distribucion.
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