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Resumen
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Algoritmo cudntico para la reconstrucciéon de estados de espin un medio

Por: Cristian Andrey Galvis Flérez

Resumen:

La estimacién de estados cudnticos es una tarea importante que se emplea en mul-
tiples protocolos de informacién cudntica. En este trabajo se considera una familia de
operadores unitarios de evolucién dependientes de un parametro (dos pardmetros) que
permiten la estimacién de una componente del espin (todas las componentes del espin)
de un sistema de dos niveles. La funcién de transferencia de tomografia cuantica (QTTF),
que corresponde a la traza de la inversa de la matriz de informacién de Fisher, se usa
para cuantificar el rendimiento del estimador. En este trabajo, se optimiza la qTTF pa-
ra los dos estimadores. El minimo de la qTTF del modelo de un pardmetro se alcanza
cuando el poder de entrelazamiento del operador unitario asociado es maximo. Los dos
modelos son simulados en una unidad cudntica de procesamiento de IBM. Mientras que
la implementacioén del modelo para estimacion de una componente funciona satisfacto-
riamente, el modelo para la estimacion total del espin muestra grandes errores debido a
la profundidad del circuito asociado.

Palabras clave: Estimacion de estado cudantico, funcién de transferencia de tomograffa cudntica,
Computacién cuantica, IBM Quantum Experience.
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Quantum algorithm for state reconstruction of one-half spin particles

By: Cristian Andrey Galvis Flérez

Abstract:

Quantum state estimation is an important task of many quantum information pro-
tocols. We consider a one-parameter (resp. two-parameter) family of unitary evolution
operators which allow the estimation of a single spin component (resp. all spin compo-
nents) of a two-level system. The quantum tomographic transfer function (qTTF), the
average of the trace of the inverse of the Fisher information matrix, is used a quantifier
of tomographic performance. In this work, we optimize the qTTF of both estimation
models. The minimum of the qTTF of the one-parameter model is attained when the
entangling power of the associated unitary operator is maximum. Both models were
run on an IBM quantum processing unit. While the implementation of the estimation
of a single-spin component is quite satisfactory, the implementation of the whole spin
estimation displays rather large errors due to the relatively large depth of the associated
circuit.

Keywords: Quantum state estimation, Quantum tomographic transfer function, Quantum Com-
puting, IBM Quantum Experience.
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Introduccion

La computaciéon cuantica no tiene un inicio claro; sin embargo, hay un articulo de
1980 publicado por el fisico estadounidense Paul Benioff (Benioff, 1980) en el cual pro-
pone un primer modelo para realizar una maquina de Turing con base en estados cuédn-
ticos. Recordemos que la maquina de Turing consta de una cinta con un cabezal que
puede recorrer dicha cinta y cambiar los valores que hay en los espacios de la misma.
Esta maquina permite realizar diferentes cdlculos numéricos como lo sugirié Alan Tu-
ring (Turing, 1938).

Con la propuesta de una maquina de Turing cudntica, en 1982, Richard Feynmann
(Feynman, 1982; Feynman, 1986) establece el modelo de circuito cudntico; con base en
bits cuanticos, conocidos como qubits y los operadores que pueden actuar sobre ellos, a
los que se llaman compuertas cudnticas. En 1995 Adriano Barenco, en compaiiia de varios
cientificos que han aportado al desarrollo de la computacién cudntica como Charles Ben-
nett, David DiVincenzo y Peter Shor, establecen un conjunto de compuertas elementales
sobre las cuales se puede construir cualquier circuito cudntico (Barenco y col., 1995). Pa-
ra este entonces ya se habian desarrollado diferentes algoritmos con base en este tipo de
computacién como lo son el algoritmo de Grover (Grover, 1996), que se utiliza para bus-
car elementos en una lista, o el de Shor (Shor, 1994), que es una alternativa para realizar
factorizacion numérica. Los dos algoritmos presentan significativas mejoras respecto a
sus contrapartes cldsicas.

Luego de que se establecié un modelo tedrico para la computacién cuantica, empezé
su desarrollo experimental. Un avance importante fue hecho en 1998, donde un grupo
liderado por Issac Chuang en la universidad de California, logran ejecutar experimen-
talmente el algoritmo de Grover para un sistema con 4 qubits (Chuang, Gershenfeld
y Kubinec, 1998). Estos desarrollos experimentales para el manejo de qubits, basados
en diferentes sistemas fisicos, han llevado la computacién cudntica que conocemos hoy
en dia. El punto de despegue de la computacion cudntica actual se puede decir que se
da en 2019 cuando Google proclama haber alcanzado la supremacia cudntica. Aqui se
muestra un procesador programable de 53 qubits que supera a un procesador clédsico
en una prueba especifica. La prueba consiste en crear estados cuanticos aleatorios de 53
qubits y tomar N = 10° mediciones de cada circuito para tener la distribuciéon de proba-
bilidad de los posibles estados y asi compararlo con los resultados teéricos. El problema
con simular estados cudnticos en procesadores cldsicos radica en que, para simular es-
tados superpuestos, la cantidad de bits que se necesitan crece exponencialmente con el
nimero de qubits del circuito. En los resultados que reporta Google, la simulacién de un
circuito con m = 20 ciclos toma alrededor de 200 segundos en el procesador cudntico,
mientras que realizar esta tarea con millones de niicleos de computadores clésicos to-
maria alrededor de 10.000 afios, ademads, verificar la fidelidad de los resultados tomaria
un millén de afios més (Arute y col., 2019).

A partir de este punto ha empezado una revolucién por parte de la industria para in-
vertir por este tipo de computacion. Hay diferentes tipos de procesadores cuanticos. Por
ejemplo, D-wave tiene procesadores que funcionan con lo que se conoce como Quan-
tum Annealing (Johnson y col., 2011; Jones, 2013). Xanadu, por otra parte, desarroll6
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un software para el manejo de procesadores cudnticos 6pticos (Killoran y col., 2019)
y actualmente se encuentra cerca de desarrollar el primer procesador cuantico éptico
programable (Arrazola y col., 2021). Por otra parte, IBM utiliza unidades cuédnticas de
procesamiento (QPU del inglés Quantum Processor Unit) con base en superconducto-
res; uno de sus primeros test experimentales con la actual serie de procesadores se da
en 2017 (Kandala y col., 2017). Luego, IBM presenta Qiskit (Asfaw y col., 2020), una he-
rramienta de software que permite a los usuarios construir, simular y ejecutar circuitos
cudnticos en procesadores cudnticos reales.

Ahora se introduce el problema de la tomografia de estados cuanticos, en el cual se
busca estimar el estado de superposicién de un sistema cudntico de la forma mds pre-
cisa y usando la menor cantidad de recursos posibles. Este problema cobra importancia
ya que, para evaluar el rendimiento de un algoritmo cudntico, es necesario, entre otras
tareas, estimar el estado cudntico de la QPU (Banaszek, Cramer y Gross, 2013; James
y col., 2001). En cualquier caso, la estimacién de unos cuantos qubits es una tarea desa-
fiante dado que, el niimero de pardmetros necesarios para la estimacién de un estado
de N qubits, es del orden 22N,

Hoy en dia, diferentes tipos de algoritmos cuanticos que buscan realizar tomografia de
estados cudnticos son implementados en QPUs (Kiktenko, Kublikova y Fedorov, 2020;
Gaikwad y col., 2022). Ademds de los cldsicos métodos de reconstruccion tomografica
de un estado cudntico, en los cuales se realizan mediciones sobre multiples copias del
estado a estimar para generar un conjunto de datos que permite realizar la estimacion,
se han desarrollado diferentes técnicas de estimacion de qubits. Algoritmos de aprendi-
zaje de mdquina clasico (Lohani y col., 2021), 6ptimizaciones estocésticas (Ferrie, 2014) y
técnicas de méxima entropia (Gupta y col., 2021; Gupta, Levine y Kais, 2021) son algunas
de las técnicas que se han empleado para realizar estimacién del estado de un qubit. En
este trabajo, se usa un estimador de inversién lineal o un estimador de méxima verosi-
militud (Matteo Paris, 2004; Teo, 2015) para realizar la estimacion del estado de un qubit.

El problema de la tomografia se puede trasladar al caso especifico de la estimacién

del estado de espin de una particula de espin un medio. En 1986, Asher Peres (Peres,
1986) propone un modelo para estimar una componente del espin. Eso funciona al ha-
cer interactuar un sistema de espin un medio con otra particula de espin un medio, a la
que llamaremos metro (metro A), que estd en contacto con un reservorio. Peres muestra
que, con la interaccién apropiada, es posible estimar la componente z del espin de nues-
tro sistema a través de la medicién del metro A.
Luego, en 2017, Marti Perarnau-Llobet propone un esquema en el cual, a partir de
dos metros, es posible hacer una estimacién de 2 componentes del espin del sistema
(Perarnau-Llobet y Nieuwenhuizen, 2017). Finalmente, en 2019, Daniel Saavedra y Ka-
ren Fonseca proponen un modelo en el cual es posible hacer una tomografia total del es-
tado de espin de una particula usando 2 metros auxiliares (Saavedra y Fonseca-Romero,
2019). El modelo propuesto en (Saavedra y Fonseca-Romero, 2019) no se ha simulado
en un procesador cudntico hasta la fecha.

En este trabajo se propone realizar una simulacién de los modelos de estimacién
parcial y total del estado de espin de una particula de espin un medio. Para esto se to-
man los modelos de Asher Peres y Daniel Saavedra y se ejecutan en un computador
cudntico real para evaluar su rendimiento siguiendo la siguiente estructura. Primero se
ilustra el marco teérico necesario para entender el modelo de estimacién, y se define
un criterio que permite caracterizar el rendimiento del estimador. Luego, se realiza la
representacion del problema de estimacién en un circuito cuantico, el cual es ejecutado
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multiples veces en un simulador local (simulacién clésica), luego se ejecuta en una QPU
(simulacién cudntica). Los resultados se comparan con lo que predice la teoria y asi se
analiza el rendimiento de los estimadores.

El trabajo se estructura de la siguiente manera. En el capitulo 1 se hace una breve
introduccion a la computacion cudntica en la cual se manifiestan los elementos teéricos
necesarios para la comprensién y elaboraciéon de un circuito cudntico. En la parte final,
se muestra el modelo cuantico de circuito que se utiliza en la posterior simulacién de
los modelos de estimacion.

En el capitulo 2 se desarrollan los modelos tedricos para la estimacioén parcial y total
del estado de espin de una particula de espin un medio. Adicionalmente, se desarrolla
el modelo tedrico para la caracterizacion de los estimadores con base en la funcién de
transferencia de tomografia cudntica (QTTF del inglés Quantum Tomograpic Transfer
Function). A través de la qTTF se encuentran los pardmetros 6ptimos para los estima-
dores parcial y total del espin.

Finalmente, en el capitulo 3 se reporta la simulacién de los modelos previamente
propuestos en un computador cuantico de IBM. Para esto se ilustra brevemente el soft-
ware que se va a utilizar para la simulacién y cémo funciona con un ejemplo sencillo.
Ademads, se muestra la topologia de la QPU escogida para realizar las simulaciones de
los modelos. Luego, se construyen los circuitos cudnticos que representan los modelos
de estimacion para finalmente realizar las respectivas simulaciones. Se implementan 2
tipos de simulacién: una local, que se realiza en un procesador cldsico y cuyos resultados
son lo més cercano a lo ideal; por otra parte, se realiza la simulacién en el computador
cudantico, con el objetivo de compararlas y cuantificar el rendimiento de la simulacién
en un computador cudntico respecto a lo que idealmente se deberia esperar.

En el capitulo final se presentan las conclusiones y perspectivas futuras a tener en cuenta
para el desarrollo de nuevos trabajos.



Capitulo 1

Computacion cuantica

En este capitulo se realiza una descripcién del modelo de computacion cudntica de
compuerta universal. Este modelo es el que se utiliza para realizar la simulacién de los
protocolos de estimacién de espin presentados en este trabajo. Inicialmente se descri-
ben los qubits desde la teoria cudntica de la informacién y como su estado cambia bajo
la accién de operadores cuanticos. Luego, se muestra el marco de las mediciones gene-
ralizadas, fundamental para entender el funcionamiento de los estimadores de espin.
Finalmente, se muestra coémo, a través de qubits, es posible realizar cilculos compu-
tacionales usando el modelo cudntico de circuito. Este modelo se implementara poste-
riormente para la simulacion de los problemas de estimacién parcial y total del espin.

1.1. Bits cuanticos e informaciéon cudntica

La teoria cladsica de la informacién se basa en lo que se conoce como un bit. Un bit es

algtn sistema cualquiera que puede tomar unicamente dos valores bien definidos a los
que se conocen como “0” y “1”.
Con esta idea en mente se desarroll6 un equivalente cuantico del bit, popularmente
llamado qubit (quantum bit). Un qubit es un sistema cuédntico cualquiera de 2 niveles
distinguibles bajo la medicién del valor esperado de un operador. A estos estados los
llamaremos |0) y |1). Estos dos estados son la base de un espacio de Hilbert de dimen-
sién 2 y por lo tanto un estado cudntico en dicho espacio se puede representar como una
combinacién lineal de los elementos de la base (Di6si, 2007; Wilde, 2013). El principio
de superposicién nos permite describir un estado general de un qubit de la forma

§) = col0) +cr[1). (1.1)

Este es un estado normalizado, por lo tanto |cg|?> + |c1|> = 1. Después de realizar una
medicién sobre este estado, se tiene una probabilidad |cy|> de encontrarlo en el estado
|0) y |c1]? de encontrarlo en el estado |1). Estos estados, al formar una base, cumplen

(0joy = 1, (1.2)
1 = 1, (1.3)
(0[1) = (1/0) = 0. (1.4)

Si tenemos un sistema con mas de un qubit, las relaciones de ortonormalidad previa-
mente mencionadas se satisfacen por cada uno de ellos. En general, esta relaciéon de
ortonormalidad se escribe de la forma

<m|m/> = Opm'- (1.5)

Acéd my m' toman los valores 0 o 1.
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Es posible hacer una representacion vectorial de los qubits de la forma

0) = (é) 1) = (‘f) (16)

La evolucién de un sistema cudntico cerrado se puede describir en términos de una
transformacién unitaria. Existen infinitas operaciones que se pueden aplicar sobre un
sistema cuéntico de dos niveles (Didsi, 2007; Wilde, 2013; Watrous, 2018). Aca mostrare-
mos algunas operaciones importantes que luego se verdn con frecuencia en el contexto
de la computacién cudntica y que son importantes para el desarrollo y entendimiento
de protocolos cudnticos béasicos.

Una operacion importante es la identidad I. Esta transformacién deja invariante el
estado del sistema y se representa matricialmente de la forma

. (10
1:(0 1). (1.7)

Otra transformacion importante se representa por el operador oy = X. Esta opera-
cién se puede entender como una negacién del estado; por lo tanto, en este caso lo que
hace es intercambiar los elementos de la base, es decir

1.1.1. Operadores

X|0) = |1), X|1) — 10). (1.8)
La negacién se puede representar matricialmente de la forma
. (0 1
X = (1 0> . (1.9)

La siguiente transformacion de interés se conoce como el cambio de fase relativa o
“phase-flip”. Se representa con el operador o, = Z. Esta cambia la fase relativa entre
el estado |0) y el estado |1) en un factor de 7, por lo tanto,

Z10) — |0), Z1) — —|1). (1.10)
Matricialmente se puede representar de la forma
. ({1 0
Z = <0 _1) . (1.11)

Otra transformacién importante es la transformacién de Hadamard, que se representa
con el operador H. Este operador actua sobre la base del espacio de la forma

1 1
NG (0 +1), H[)—=]|-)= N (10) = 1)) (1.12)

El operador de Hadamard se representa matricialmente de la forma

H= \% G _11> . (1.13)

Los estados |+) y |—) resultan ser os autoestados del operador o, = X. Por lo cual,
es posible realizar mediciones para encontrar el valor esperado del operador y obte-
ner dos estados distinguibles. Es decir, es una base de medicién alternativa a la base
computacional.

HI0) = [+) =
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Entonces, el estado de superposiciéon que describe un qubit se puede modificar apli-
cando operadores unitarios a conveniencia. La propiedad de superposicién y la posibi-
lidad de modificar estos estados, representa una ventaja respecto a un sistema de bits
clasicos. Esta es una de las propiedades que hace que la computacién cudntica tenga
un mayor alcance a la computacién clasica. La otra propiedad importante que permite
tomar ventaja de los bits cudnticos es el entrelazamiento.

1.1.2. Entrelazamiento

El entrelazamiento es fundamental para el desarrollo de algoritmos cudnticos con
varios qubits. Imaginemos una fuente de dos particulas cuanticas (A y B) emitidas en
direcciones opuestas. Ademads, supongamos que por alguna razén (como la conserva-
cién del momento angular) estas particulas tienen que tener estados opuestos de mo-
mento angular. Si identificamos estos dos posibles estados de momento angular con los
estados |0) y |1) y suponemos que los dos estados posibles para este sistema tienen la
misma probabilidad, entonces, el estado de las dos particulas se puede escribir de la
forma (Bouwmeester, Ekert y Zeilinger, 2001)

945 = 75 (100 )5+ )4 1225). (1.14)

Aqui x es una fase determinada por las propiedades internas de la fuente de este par
de particulas. Por simplicidad tomamos x = 0. La ecuacién (1.14) es una representacioén
de un estado cudntico entrelazado de dos particulas. Es importante recalcar que ni la
particula A ni la particula B tienen un estado definido; sin embargo, cuando se mide
el estado de una particula y se encuentra un resultado el cual es totalmente al azar, el
estado de la otra particula queda completamente definido. Entonces, cuando se mide la
particula A y por ejemplo tiene el estado |0), inmediatamente la particula B se encuentra
el estado |1); asi mismo, cuando la particula A es medida en el estado |1), la particula
B se encuentra en el estado |0) . La misma 16gica se aplica cuando la medicion se hace
inicialmente sobre la particula B.

Cualquier fuente que produzca pares de particulas entrelazados se conoce como una
fuente EPR, por el famoso articulo de A. Einstein, B. Podolsky y N. Rosen (Eintein, Po-
dolsky y Rosen, 1935). En este articulo los autores muestran que un estado entrelazado
no satisface el principio de causalidad, por lo cual, indican que la descripcién cudntica
de fenémenos fisicos estd incompleta. Ellos proponen un conjunto de variables ocultas
que expliquen estos resultados anémalos; sin embargo, se ha demostrado que esto no es
necesario.

1.2. Operador densidad

Los estados cudnticos se pueden representar de una forma mds general usando el
operador densidad. Para el caso de un qubit que se encuentra en el estado |) = co|0) +
c1|1) se define el operador densidad de la forma

o =) (¥l
= lco|*|0) (O] + coc [0) (1] + cger [1) (O] + [ea]* [1) (1] -

Matricialmente se puede escribir de la forma

2 *
o <|‘30‘ Cf’cl). (1.16)

cse |c1]?

(1.15)
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Sin embargo, en la realidad un sistema cudntico de dos niveles, no se suele encontrar
en un estado puro, es decir, un estado como en la ecuacién (1.1). En cambio se sabe que
el sistema se encuentra en una mezcla estadistica de estados puros. Es decir, se tiene un
conjunto de estados (Benenti, Casati y Strini, 2004)

{lpn) ) )}

con probabilidades
{p1/p2/~ . '/pl}/

que satisfacen la condicion Y px = 1. Cada uno de los estados ;) es puro, por lo que
no necesariamente son ortogonales. Cuando un estado cudntico se encuentra en esta
mezcla estadistica de estados puros, lo identificamos como un estado mezclado.

Con esto en mente, el operador desidad se define de una forma més general como

o= ;pk i) (] - (1.17)

En este punto definimos una base ortonormal {i}, coni = 1,2,...,d donde d es la di-
mension del espacio de Hilbert . En este espacio es posible expresar los estados |¢),
y de la misma forma, podemos representar matricialmente el operador densidad. Los
elementos de esta representacién matricial son

pij = (ilplj) -

Con base en esto, también es posible definir el valor medio de un observable A por la
medicién del estado p como

(A) = Tr(pA) = ;pk (Wil Al i) - (1.18)

Al igual que un estado puro, la evolucién de un estado representado por el operador
densidad también se puede representar con un operador unitario.

1.3. Evolucién temporal

La evolucién de un sistema cudntico cerrado se describe en términos de un operador
unitario U. Este operador tiene que cumplir con la condicién de unitariedad (UTU =
I) ya que esta asegura que el estado resultante de la operacién sigue cumpliendo la
normalizacién con la unidad ) px = 1.

La evolucién temporal de un estado cudntico se describe por la ecuacién de Schro-
dinger

L d
i 1) = Hly). (1.19)

En el caso més general, se escribe la ecuaciéon de evolucién para el operador densidad

de la forma p .
o(t) = = [H,p(0)], (1.20)

conocida como la ecuacién de von Neumann (Nielsen y Chuang, 2011; Sakurai y Napo-
litano, 2014).
De este modo, el operador de evolucién asociado al hamiltoniano H es

ui)y =T <e‘f’? ffoH“’)d*') , (1.21)
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donde se utiliza el operador de ordenamiento temporal de Dyson 7, el cual ordena
poniendo a la derecha los operadores que acttian en tiempos més tempranos,

H (t1) H (tz) if tl tz,

(1.22)
H (tz) H (fl) if tp > t1.

T (H(h)H(t2)) = {

Si el Hamiltoniano es independiente del tiempo, el operador de evolucién toma la forma
U = e il (1.23)

Luego, la evolucién de un sistema cuédntico bajo la accién de un operador unitario se
escribe de la forma

) 5 Uly), (1.24)

o en el caso del operador densidad
u
o =2 pe i) (el = Lopl o) (e U = UpU™. (1.25)
k k

Asi, los operadores presentados en la seccién 1.1 son operadores unitarios que describen
adecuadamente la evolucién de un sistema cudntico; en este caso, de 2 niveles.

1.4. Mediciéon en mecdnica cuantica

El proceso de medicién de un estado cuédntico se puede describir en términos de
un conjunto de operadores {M;}. El indice i se refiere a los posibles resultados de la
medicién cuando se hace el experimento. Estos operadores no son necesariamente au-
toadjuntos, sin embargo, si deben cumplir la relacién de completez

Y M™M; =1 (1.26)
i
Si el estado del sistema justo antes de la medicion es |i), la probabilidad de obtener el
resultado 7 al realizar el proceso de medicion es
i = (Y[ MTMily) (127)

Podemos ver facilmente que, la relacién de completez de los operadores de medicién se
debe al hecho de que la suma de probabilidades debe sumar uno

Zr)z—Z (| MIM;|y) = wIZM*Mw (|Ily) = 1.

Una vez se realiza el proceso de medicién, y se obtiene el i-ésimo resultado, el estado
del sistema cambia y toma la forma

Milg) (1.28)
(p|MIM;ily)

El proceso de medicién se puede describir también en términos del operador densidad
del sistema. Si el sistema estd en el estado p antes de ser medido, el estado posterior a la
medicion es
MipM}
Tr[MipM{]’
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con probabilidad
pi = Tr[MipM]]. (129)

Un caso especial de las mediciones generalizadas corresponde a los que se conocen co-
mo mediciones proyectivas; estas corresponden a operadores de medicién M; que son
proyectores ortogonales, es decir,

M} =M; M;M; = 5;M;. (1.30)

En este caso la relacién de completez toma la forma ) ; M; = I. Es importante resal-
tar que, una medicién proyectiva descrita por las condiciones en (1.30), acompafiada
por operaciones unitarias se vuelve una medicién generalizada en un espacio donde se
afladen qubits auxiliares. Es decir, una medicién generalizada es equivalente a una me-
dicién proyectiva en un espacio de Hilbert mayor (Benenti, Casati y Strini, 2004). Esto
se conoce como el teorema de Newmark .

1.4.1. Mediciones POVM

El formalismo de mediciones generalizadas en mecénica cudntica implica un par de
cosas importantes. En primer lugar, ofrece un marco tedrico para describir la estadistica
de un proceso de medicién a partir de un operador general. Por otra parte, nos indica
cual es el estado después del proceso de medicion (Nielsen y Chuang, 2011). Los opera-
dores POVM (por sus siglas en ingles Positive Operator-Valued Measurements) se suelen
usar para la descripciéon de experimentos en los que el sistema se mide tinicamente una
vez, por lo cual, no hay interés en el estado luego de la medicién. Un ejemplo de esto, es
la deteccién de un fotén por un fotomultiplicador; cuando se realiza la medicién el fo-
ton es destruido, por lo que no es posible hacer una medicién posterior (Benenti, Casati
y Strini, 2004).

En el caso de la computacion cudntica, se espera tener mucho control sobre el proceso
de medicion que se ejecuta sobre los qubits, por lo cual, el formalismo de las mediciones
POVM cobra gran importancia.

Una mediciéon POVM se describe por un conjunto de operadores positivos E; que
se conocen como los elementos POVM y se definen en términos de los operadores de
medicion {M;} de la forma

E; = M M;. (1.31)

Por la relacién de completez de los operadores de medicién, los elementos POVM cum-
plen ) ; E; = I. Esto quiere decir que, los operadores E; son suficientes para determinar
las probabilidades de los posibles resultados de la medicién a partir de la la relaciéon
pi = (P|Ei|p). de este modo, las mediciones proyectivas son un caso particular de
POVM, en el que E; = M; descritos en la ecuacion (1.30).

1.5. Coémputo con sistemas cuanticos

Una vez introducidos los conceptos bdsicos de mecénica cuantica necesarios; con-
textualizamos estas herramientas para realizar computo con base a lo que llamamos
qubits. Para esto introduciremos primero el modelo fundamental de computacién, co-
nocido como el modelo de circuito cudntico (Feynman, 1986). Por otra parte, se muestra
que existe un pequefio conjunto de compuertas consideradas universales, con base a las
cuales se puede expresar cualquier circuito cudntico con mdltiples qubits.
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El modelo de circuito, como lo veremos, consiste en un conjunto de cables que repre-
sentan cada qubit. Sobre estos actian compuertas I6gicas; que pueden ser representadas
graficamente de diferentes formas como lo veremos adelante. Las compuertas 16gicas
pueden actuar sobre uno o multiples qubits y, con base a estas, se pueden construir cir-
cuitos cuyos propdsitos varian dependiendo del campo de aplicacién. Se han construido
diferentes algoritmos para el procesamiento de informacién, aprendizaje automatizado,
y simulacién de sistemas fisicos como moléculas o sistemas de particulas.

1.5.1. Compuertas de un qubit

Como se introdujo previamente, un qubit puede representarse como en la ecuacién
(1.1). Las compuertas logicas que se aplican sobre un qubit no pueden cambiar su nor-
malizacién; por lo tanto, deben ser operadores unitarios. En el caso de un qubit, las
compuertas logicas se pueden representar como matrices 2 x 2. Las operaciones asocia-
das a los 3 operadores de Pauli son de las mas importantes. Las recordamos en su forma

matricial
. (0 1 . (0 —i . (1 0
O'X—X—<1 0)’ U'y—Y—(Z. 0), UZ—Z—<0 _1>.

Tres compuertas mas que son muy importantes en cuanto a la construccién y entendi-
miento de circuitos cudnticos se refiere son la compuerta de Hadamard (H), La com-
puerta de fase (S) y la compuerta 77/8 (T) (Nielsen y Chuang, 2011),

.1 /11 . (10 . (1 0
H_\@<1 —1)' S‘(o i)’ _<0 eiif>‘

Los qubits pueden ser representados también como puntos en una esfera de radio uno
si tomamos ¢y = cos(6/2) y ¢1 = el sin(6/2). Esta esfera es conocida como la esfera de
Bloch y se muestra en la figura 1.1.

1)

Figura 1.1: Esfera de Bloch

La esfera de Bloch ubica los estados |0) y |1) en sus polos, los cuales corresponden a
la base computacional y adicionalmente corresponden a los autoestados del operador Z.
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A partir de los operadores de Pauli es posible construir un conjunto de rotaciones sobre
los ejes de la esfera de Bloch. Estas rotaciones se construyen al tomar los siguientes
operadores exponenciales

¢ ¢

. ity ¢ .. cost —isin?
R — 12 — I X— 2 2 ’
«(p)=e cos zsm2 ( i Z, . S(g )

¢ in @
T ¢ .. COs75 —sinz
R = ZZY: *I_ iY: 2 2 ,
y(p) =e cos 7 I —isin 3 (sin(g cos ¢ )
. _ZQ
R:(¢) = e=i4Z = COS%I — isin %z = (8 02 e?2>

Las rotaciones anteriores son rotaciones realizadas alrededor de los ejes definidos en la
esfera de Bloch. Con esto ya podemos definir la compuerta U. Esta compuerta se define
de la forma

(64,0 = RORCDRORGIRW = (525, T3, a2

r 2 2 e?sing e+ cos§
La compuerta U es la mas general que se puede expresar para un qubit. De hecho, se
puede demostrar que cualquier compuerta de un qubit corresponde a una escogencia
particular de los dngulos que definen la compuerta U.

Los circuitos cuanticos, en general, tienen una representacion grafica en la cual las
compuertas légicas de un qubit son encontradas en forma de cajas con un simbolo ca-
racteristico de la compuerta que estd actuando sobre el qubit. Las compuertas mas im-
portantes y su representacion graficas son mostradas en la figura (1.2).

Hadamard \2 G _11>
Pauli-X (2 (1)
Pauli-Y

Pauli-Z (1

Figura 1.2: Representacién gréfica de compuertas légicas en un circuito
cuantico.

1.5.2. Compuertas de multiples qubits

La representacién de compuertas anteriormente mostrada se puede extender para
representar compuertas de multiples qubits. Por ejemplo, consideremos un par de qu-
bits A y B. Estos qubits son iniciados en el estado |0) . Luego, supongamos que se aplica
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Figura 1.3: Compuertas H y X aplicadas sobre los qubits A y B respec-
tivamente, representadas en un circuito cudntico. Esta representacion se
generaliza para mds qubits.

una compuerta H sobre el qubit A y una compuerta X (también conocida como com-
puerta NOT) al qubit B. Esto se puede representar graficamente como en la figura (1.3)

De acuerdo a las transformaciones vistas previamente, los estados finales de los qu-
bits Ay Bson |+) = % (10) 4+ 1)) y |1) respectivamente.

El estado global del sistema antes de aplicar las compuertas seria |¢) ,; = |0) ®
|0)5. = |0,0) Luego, el operador de dos qubits que representa la transformacién es
Hj ® Xp, donde las compuertas Hy y Xp corresponden a operadores de un qubit que
pueden ser representados con matrices 2 X 2 como vimos anteriormente; de este modo,
el operador Hy ® Xp es un operador que matricialmente se puede representa con una
matriz 4 x 4. El estado final serfa entonces |+) , ® |1) = |+,1).

Ahora introduciremos las compuertas controladas. Estas compuertas tienen la for-
ma "Si A es verdadero, realizar B"; y no pueden ser representadas como el producto
tensorial de otros operadores. Una compuerta de este tipo es la CNOT (negacién con-
trolada). La compuerta CNOT es una compuerta implementada sobre 2 qubits, donde
uno de ellos es el qubit de control y el qubit objetivo. Si el qubit de control se encuentra
en el estado |1), se aplica una compuerta NOT (X) al qubit objetivo. Por ejemplo, si el
qubit de control es el qubit A y el objetivo es el B, la transformacién seguiria de la forma

00) —|00),

|01) — |01),

|10) — [11),

|11) — [10).

Matricialmente se puede escribir como

1000
.10 1 00
CNOT = 00 0 1
0010

En un circuito cuantico, se representa como se muestra en la figura (1.4).

A: —o—

B: —®—

Figura 1.4: Representacion de una CNOT en un circuito cuéntico.

De una forma més general, es posible definir una operacién controlada. Supongamos
que que queremos implementar la compuerta U sobre el qubit B controlada por el qubit
A. Si la representaciéon matricial de la compuerta U es de la forma

. (u u
U= 00 01 )
uip Un
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entonces la representacion matricial de esta compuerta tiene la forma

1 0 O 0

.10 1 O 0
cu= 0 0 ug up
0 0 wup un

La operacion se puede encontrar en un circuito cudntico representada como se muestra

en la figura (1.5).
A

Figura 1.5: Representacién grafica de la operaciéon U controlada por el
qubit A.

Con lo anterior ya tenemos los elementos necesarios para definir un conjunto uni-
versal de compuertas sobre las que es posible expresar cualquier circuito cudntico de N
qubits. Puede haber muchos conjuntos de compuertas para esto; en general, una com-
puerta controlada y un conjunto de compuertas de un qubit sirven como un conjunto de
puertas universal. Por ejemplo, el que usan los procesadores de IBM para expresar sus
circuitos consiste en la compuerta CNOT, y las compuertas de un qubit {I, R, (0), SX, X}
(IBM, s.f.) La compuerta SX o v/X se representa matricialmente como

Ll 14i 1
SX_Z(l—i 1+i>’

y se representa en un circuito de la forma

4\/§*

Con el conjunto de compuertas {CNOT, I, R,(6),5X, X} es posible representar cual-
quier circuito cuantico.

1.5.3. Medicion

La parte final necesaria para completar un circuito es realizar una medicién. Muchas
veces, el proceso de medicién se usa para condicionar compuertas que se implementan
en otros qubits posteriores a la medicién. Un ejemplo de esto es el protocolo de tele-
portacion. El proceso de medicién hecho sobre un qubit en el estado |¢) en un circuito
cudntico, se representa como se muestra en la figura (1.6).

)

Figura 1.6: Representacién gréfica del proceso de medicién sobre un qubit
en un circuito cudntico.

El proceso de medicién se realiza sobre la base computacional. Es importante tener
en cuenta que, de acuerdo con teorema de Newmark, una medicién generalizada hecha
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sobre un qubit se puede expresar como una medicion proyectiva hecho en un espacio
mayor. En este caso serfa necesario introducir qubits adicionales, los cuales se conoces
como qubits de ancila. Por lo tanto, es posible expresar mediciones generalizadas en un
circuito cuantico realizando la transformaciones necesarias previamente.

Los resultados de mediciones en un computador cudntico real muestran los resulta-
dos obtenidos en un ntimero N finito de ejecuciones del circuito. Estos resultados dan
cuenta de las probabilidades que tienen los qubits de estar en un determinado estado.
Por ejemplo, vamos a considerar un sistema de dos qubits que se encuentra en un estado
entrelazado de la base de Bell. En particular, estamos interesados en el estado

) a5 = —
’PAB_E

Este estado se puede construir con el circuito de la figura (1.7).

(100) +[11)).

Figura 1.7: Uno de los estados de la base de Bell representado como un
circuito cudntico.

Al realizar la medicién, se tienen los posibles resultados {00,01,10,11} que tienen
probabilidades {50 %, 0%, 0%, 50 %} . Los resultados de la medicién se muestran como
un histograma que registra los conteos obtenidos por cada uno de los posibles resulta-
dos. Si realizamos N = 1024 repeticiones del experimento, no necesariamente vamos a
obtener 512 conteos del resultado 00 y 512 del estado 11. Esto se debe a la varianza de
la medicioén; a medida que el nimero de repeticiones aumenta, la distribucién se acerca
mas al resultado exacto.

Todos los elementos anteriores son suficientes para entender la l6gica del modelo
cudntico de circuitos. Los circuitos cudnticos de compuerta universal pueden usarse pa-
ra diferentes aplicaciones. Para el caso concreto de este trabajo, utilizaremos un circuito
cudntico que represente un sistema de tres particulas de espin un medio que interaccio-
nan de una forma particular descrita posteriormente para determinar el estado total de
espin de una de ellas. En el siguiente capitulo abordaremos teéricamente el modelo que
se desea simular en un procesador cuantico real.

1.6. Modelo cuantico de circuito

El concepto de computador cuantico es equivalente al modelo cudntico de circuito
para la computacién. Este modelo se puede resumir en 5 elementos clave que lo compo-
nen

1. Recursos clasicos: Aunque este no es un elemento necesario, componentes clasicas
en un circuito cudntico pueden ayudar a mejorar su eficiencia. Por ejemplo, en
el caso de algoritmos para correcciéon de errores. Ademds, los resultados de las
mediciones deben ser guardados en registros clasicos.

2. Un espacio de Hilbert suficientemente grande: Si un computador cuantico cons-
ta de n qubits, entonces se necesita un espacio de Hilbert de dimensién 2" para
representarlos.
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3. Habilidad para preparar estados en la base computacional: Se asume que es po-
sible preparar cualquier estado de la base computacional de n qubits |x1, x2, ..., Xp)
en cuando mucho 7 pasos.

4. Posibilidad de implementar compuertas cuanticas: Como discutimos, un compu-
tador cudntico funciona aplicando un conjunto de compuertas légicas sobre los
qubits deseados con algtn objetivo. Un computador cudntico debe tener la po-
sibilidad de ejecutar, al menos en una muy buena aproximacién, un conjunto de
compuertas que funcionen como base para representar cualquier circuito.

5. Posibilidad de ejecutar mediciones sobre un qubit: Debe ser posible realizar me-
diciones en la base computacional sobre uno o mds qubits.
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Capitulo 2

Tomografia de espin

En este capitulo se describen tedricamente los modelos de estimacién parcial (Peres,
1986) y total (Saavedra y Fonseca-Romero, 2019) de las componentes del vector de Bloch
que describe el estado cudntico de superposicién de un sistema de dos niveles. Luego
de realizar la descripcion de los modelos, se presenta el concepto de la funcién de trans-
ferencia de tomografia cuantica (qQTTF), la cual es el criterio escogido para caracterizar
los estimadores del espin. Una vez definido un criterio de caracterizacién, se realiza la
optimizacién del estimador para elegir el parametro o pardmetros que, independiente-
mente del estado inicial a estimar, tienen un mejor rendimiento al realizar la tarea de
estimacion bien sea parcial o total del espin.

2.1. Estimacion de una componente del espin

En este trabajo hay un particular interés por los sistemas cudnticos de dos niveles,
como es el caso del espin de un electrén, la polarizaciéon de un fotén y muchos més ejem-
plos. Esto se debe a que un sistema cudntico de este tipo se puede representar facilmente
utilizando qubits.

Un problema particular para este tipo de sistemas es su estimacién. Un sistema cuan-
tico en general se encuentra en una superposicion de sus diferentes estados posibles. Pa-
ra saber cudl es la probabilidad de cada estado en la superposicién es necesario realizar
medidas sobre el sistema de interés bien sea directa o indirectamente.

En esta seccién abordaremos el problema de la estimacién de una componente del
espin de una particula de espin un medio que llamamos Sistema (S). Esta estimacion se
puede hacer a través de mediciones indirectas haciendo uso de un estado auxiliar que
llamamos metro (A) y que interacttian como se muestra en la figura 2.1.

/Reservorio \

(A
S A

Sistema Metro A

" J

Figura 2.1: [lustracién de la interaccién de un sistema de interés S con un
metro A para estimar una componente del espin.
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Ahora se hace la descripcion de la interaccion entre el sistema S y el metro A. Para
esto, con base al trabajo de Asher Peres (Peres, 1986), se puede definir un Hamiltoniano
de interaccion entre el sistema y el metro de la forma

H =gl @I = g[1) (1° @ [1) (1]*. (2.1)

El parametro g es un pardmetro de acople. En general el pardmetro de acople puede
depender del tiempo. Sin embargo, el caso de un pardmetro constante funciona perfec-
tamente para realizar tomografia de una componente del espin.

El operador de evolucién temporal asociado al Hamiltoniano de interaccién es en-
tonces

o O -
— o O

0
iHT/h _ —ifTS@IIA 1
ui)=e = WO = 0

0
0
0 (2.2)

0 0 0 ¢

El operador de evolucién se ha escrito en la base computacional de dos qubits escrita en
orden lexicogréfico, es decir, {|00), |01),|10),|11) }. Ademads, encontramos el pardmetro
8 = gT/h; esto suponiendo que la interaccién se da durante un tiempo T. Este pardme-
tro, en el trabajo de Peres, toma el valor § = 7t Sin embargo, acd tomaremos un dngulo
arbitrario y mostraremos por qué esa escogencia permite realizar una estimacién mas
precisa. Dada la forma de definir la interaccién y la base computacional que elegimos, el
operador de evolucién resultante corresponde a una compuerta controlada, por lo cual,
la simulacién del sistema en términos de un circuito cudntico resulta bastante sencilla.
Esta perspectiva la abordaremos en el capitulo siguiente.

Una vez definida la interaccién entre el sistema y el metro, podemos construir el es-
quema para estimar la componente z del vector de espin del sistema S. Esta estimacién
estd asociada al valor esperado del operador de Pauli ¢,. Para este experimento, el sis-
tema S se encuentra en un estado cudntico puro y arbitrario de la forma |¢) = ¢ |0) +
c1]1); es decir, ¢g y ¢1 son desconocidos. Por otra parte, se tiene control sobre el estado
inicial del metro A. Este metro debe ser iniciado en el estado |+) = % (10) +11)), que
corresponde al autoestado de autovalor +1 del operador de Pauli 0. De este modo el es-
tado inicial del sistema y el metro (S + A) se describe de la forma [(0)) = |¢5) @ |[+74) .
Luego del tiempo T, el sistema evoluciona de la forma

[9(0)) = L(O) [9(0) = = (c010%) [0) 4 co[0%) [14) 21 1) [0%) + exe™ 1) 1))

- (co 105) + %cl (1 + e’i9> \1S>> +4) + %q (1 - e*i") 1%) [=*)
= |do) [+4) + |d1) [=*).

Donde se puede ver de forma clara que |dg) = ¢, [0%) + c1e™/2 cos(6/2) |15) y |d1) =
crie"%/25in(6/2) [1°) .

La decisién de escribir el estado final en términos de los estados |+£4) no es casua-
lidad. La medicién del metro A no se hace en la base computacional si no que se hace
en la base de 0; es decir, lo que se medira son los estados |+4) . De este modo, las
probabilidades de medir el metro A en los estados |[+4) y |—*) son, respectivamente,

0
PO = <d0|d0> = ‘C()|2 + ’C1|2COS2 E’

. o0
Py = (di|d1) = |c1|* sin® 5 (24)

(2.3)
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Para construir el estimador de s,, que corresponde a la componente z del vector de Bloch
asociado al espin de la sistema, tomamos el valor esperado

(02) = sz = (Yploz[¢5) ,

(2.5)
= |eof* — |ea ™.

Con el resultado anterior y teniendo en cuenta las ecuaciones (2.3) y (2.4) el estimador

queda de la forma
0 6
s, = csc? 5 <P0 — P, — cos? <2>) . (2.6)

Una vez definido el estimador para s, solo necesitamos un montaje experimental a par-
tir del cual, con multiples mediciones, de puedan estimar Py y P;. Un escenario perfecto
para ser simulado en un computador cuantico.

2.1.1. Elementos POVM para la estimacion de s,

En esta seccion deduciremos brevemente los elementos POVM correspondientes a
las mediciones del metro A en el estado |+4) o |—%). Para esto, se encuentran los ope-
radores de Kraus asociados a la medicién de cada metro (Benenti, Casati y Strini, 2004).
Teniendo en cuenta que el estado final del sistema tras realizar la mediciéon del metro A
en el estado |+%) es |dp) ; reescribimos el estado final de la forma

do) = ¢, [0°%) + c1e7/2 cos(0/2) |1°)

‘ 0 2.7
= (\OSHOSH—eZg cos§]15> (15]) lps) . @7)
De la escritura anterior, identificamos el operador de Kraus My que es
. 0 1 0
Mo = [0°) (0%| + ¢ "2 cos = 1) (15| = . . 2.8
o= 10°) 01+ e eos 3 1) (11 = (), it g @8)

El operador de medicién permite entonces definir el elemento POVM asociado que es

1 0
- t_
Eo = MoMy = <O cos?§ =1 (1+cos?§) I+ 4sin? gaz.) ' 29)
Una vez definido el elemento POVM ya podemos calcular facilmente las probabilidades
de cada estado final del sistema. En el caso del elemento Ej se tiene que la probabilidad
de tener el estado (2.7) al medir el metro A es

0 1 6 1 0
(o|Eo| o) = Py = |co|® + |c1|* cos® 23 (1 + cos? 2) ts3 sin’ 752 (2.10)

que corresponde al resultado obtenido en (2.3). El estado final del sistema, luego de la

mediciéon de A es £
0

¥s0) = o Ealgo)

1
:\/7170 |d0>~

De acd es fécil notar que los estados |dp) y |d1) en general no son estados normalizados.

|1o)
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Realizando el mismo procedimiento cuando se obtiene el resultado |—) en la medi-
cion del metro A; el estado final se reescribe de la forma

|d1) =ciie"®/%sin(0/2) [1°)
- (ie—ii sing |15) <15\> o) -
Se identifica el operador de Kraus M;

it o8y s (0 0
M; =ie zsm2]1 ) (1 ]—(0 ieigsing>' (2.17)

Este operador permite definir el elemento POVM asociado a esta medicién

. 0 0
E] :M1MI: < 29)
2

0 sin
.1 .,0 1.,6
Ei = > sin? EI — Esm2 E(TZ.

(2.12)

Con esto es posible encontrar, nuevamente, la probabilidad de esta medicién. De forma
similar al caso anterior se tiene

.0 1 . ,06
(ol Exlgpo) = Pr = |es | sin 5 = 7 sin 5 (1 —s.), (2.13)
El cual corresponde al resultado en la ecuacién (2.4). El estado final del sistema luego de
la medicién del metro A en el estado |—) es

1) =
T ol Ex o)

1

Ya completado el esquema para la estimacién de la componente z del espin con la ayuda
de un metro auxiliar solo queda realizar el experimento y hacer la eleccién del mejor pa-
rametro 6 para realizar la estimacion. Esta eleccion se justificard posteriormente con base
en el parametro del error de Fisher; el resultado se obtendra corresponde al del articulo
de Peres (Peres, 1986), 8 = 7. Este estado manifiesta la condicién de maximo entrelaza-
miento entre el qubits S y el metro A; esto de acuerdo con la medida de entrelazamiento
conocida como concurrencia (Wootters, 1998).

|%o)

2.2. Estimacion del estado total de espin

Luego de haber hecho una construcciéon de un estimador para la componente z del
espin de una particula de espin un medio haciendo uso de un metro auxiliar. Se pue-
de pensar en estimar el estado total de espin haciendo uso de mas metros auxiliares
siguiendo un modelo similar. De hecho, haciendo uso de un metro auxiliar (Perarnau-
Llobet y Nieuwenhuizen, 2017) es posible hacer la estimacién de dos componentes. Sin
embargo, si se define la interaccién adecuada entre el sistema de interés y un par de
metros auxiliares, es posible hacer una estimacién total del estado de espin de la parti-
cula S. Este modelo es propuesto por Saavedra (Saavedra y Fonseca-Romero, 2019) en
el cual, tenemos un sistema de interés que llamamos S y un par de metros adyacentes a
este (metros A y B) como se muestra en la figura 2.2.
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Resevorlo

(N

Metro B

S

Sistema

Figura 2.2: Esquema de medicién del estado total de espin de la particula
S.Nuevamente, este esquema puede representarse en términos de qubits.

De igual manera al modelo de estimacion anterior, los metros A y B son sistemas
cudnticos de 2 niveles que pueden representarse como qubits. La interacciéon Hamilto-
niana entre el sistema y los metros se construye inspirada en el modelo de Peres usado
anteriormente. En la base computacional, la interaccién tiene la forma,

H = AT @ TI5 @ I8 + ApITS. @ 14 @ 115, (2.14)

Acd, nuevamente, los operadores ITM = |i) <i\M corresponden al proyector asociado al
estado i = 0,+ de la particula M = S, A, B; el operador ™ corresponde al operador
identidad del espacio de Hilbert de la particula M.

En este caso los pardmetros A4 y Ap son los pardmetros de acople en la interaccién
entre el sistema y el metro correspondiente. En principio estas interacciones dependen
del tiempo, pero para los propésitos de este trabajo se pueden tomar como parametros
constantes. De este modo, el operador de evolucién asociado en el tiempo T toma la
forma

U(04,05) = e HT/M = exp (—ieAng QI @ I8 — g1 ® 14 ® Hg) , (215)

que depende de los pardmetros 04 = AT /hiy 0p = AT /h.

De forma similar a la estimacién de una componente del espin, los metros se inician
en el estado |+), mientras que el sistema es iniciado en un estado arbitrario |¢y) =
co |0) 4 c1]1) . El sistema completo luego de la interaccion tiene la forma

[¥s) = U(84,08) [¥(0)) = [95) @ [+)" @ |+)°. (2.16)

Teniendo en cuenta que Yo |i) (i| = I, el estado final se puede escribir de la forma

¥e) = Y Uylyg) i) 2.17)

i,j=0,1

que corresponde a una escritura diagonal por bloques del operador de evolucién, es
decir

Uy 0 0 0
Lo un o o
U=10o 0o uo o
0 0 0 Uy
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Acd los ceros corresponden a matrices 2 X 2 llenas de ceros. Los operadores U;; son,

tomando 6c = /6% + 63,

Ugo = e—iGA(15+U§)/2—i93(15+af)/2,

, 0 sin %
— p—i(64+05)/2 (COS 7%5 - ZTZ (eAaf + 930§)> ,

Uy = pi0a(I5+0)/2 _ e~ i0aT1E
Uy = e s (IF408)/2 _ -ifs/2 (cos (65/2) IS — isin (85/2) af) ,
Uy = I°.

Aligual que en la estimacion de s;, luego de la interaccién entre los metros y el sistema,
se realiza un cambio en la base de medicién de A y B. Cambiando el estado final para
medir los metros en la base de o, se tiene

1

¥r) =3 Yo Uglyg) Yo IKAIP) (KA1P|[i4P)
i,j=0,1 k=t
= Y |du) [K*1P),
k==

donde los estados |dy;) corresponden a los estados finales del sistema luego de la medi-

cion de los metros .
i) = 5 Y (kAP Uy ) - (2.18)
i,j=0,1

Estos estados finales no estdn normalizados; las probabilidades de obtener cada uno de
estos estados son

P = (di|dia) - (2.19)

De este modo, en cada medicién el estado del sistema queda determinado completa-
mente luego de la medicion.

2.2.1. Elementos POVM para la estimacion total del espin

De forma similar a la seccién anterior, los operadores de Kraus pueden ser definidos
a partir del estado final del sistema. Para esto se escribe primero el estado final del
sistema de la forma

1 A

|dia) = (2 Y. (KAP1i%)P) uij) |95) = M |45) - (2.20)
i,j=0,1

Los productos (k|i) se pueden escribir, teniendo en cuenta que |k) = % (10y +k|1)),

de la forma (k|0) = \% y (k|—) = \% Teniendo en cuenta lo anterior, los operadores de

Kraus Mj; se pueden escribir de la forma

1
My = (Uso + IUoy + kLo + KIU1) - (2.21)

Los elementos POVM son entonces Ey; = M,L My, que se reducen a

1
Eu=1-1 [u; U+ U UG + kU Uy g+ kU jul,i,l,]} ) (2.22)

ij
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Como los operadores U;; son unitarios, los elementos POVM pueden escribirse de la
forma

1
My = 11 + kA +IB+kIC, (2.23)
donde

1 1 1
A=Y Ull_;j, B=—_Y UUp; yC==) U U_;
16 5 i 1= 16 < L] 16 & b

A partir de los operadores de Kraus es posible encontrar también las probabilidades de
obtener cada uno de los posibles resultados, que son

pu = Tr [Mklng;;,} —Tr [Eklpg} , (2.24)

En general, el operador densidad inicial p3 puede ser puro o mezclado. Para el ejemplo
propuesto po = [¢) (5]

2.2.2. Construccidon del estimador

La estimacién de un estado de espin puede hacerse de diferentes maneras. En par-
ticular, el método de inversion lineal (Teo, 2015; Matteo Paris, 2004) y el de médxima
verosimilitud (Rehadek y col., 2007) seran detallados a continuacién.

Para estimar un estado cudntico se necesita disponer de un conjunto suficientemente
grande de copias de un sistema arbitrario, en este caso S. Luego, se define un conjunto
de observables N que se medirdn sobre el conjunto de copias previamente mencionado.
Los resultados de las mediciones de estos observables permiten realizar la construcciéon
de un estimador del estado inicial S. Para eso, recordamos que el operador densidad de
un estado cudntico puede escribirse en términos de las componentes del vector de Bloch
de la forma

1 3
po = 5 Z S0y (2.25)
u=0
Acdsp = 1ysy, u = 1,2,3, corresponden a las componentes del vector de Bloch

§ = (sy, Sy, s;) que describe el estado p en las direcciones x, y, z respectivamente. Adicio-
nalmente, los operadores 0y = I 'y 0, = 1,2,3 corresponden a los operadores de Pauli
0y, 0y, 0 respectivamente. El vector de Bloch cumple que |s| < 1; la igualdad se cumple
en el caso de que el estado descrito por el vector sea puro. La representacion grafica de
este vector corresponde a la descrita en la seccion 1.1 en la figura 1.1.

Para este caso, el conjunto de observables que permiten estimar el vector de Bloch
del sistema corresponde a los que se obtienen a partir de los elementos POVM definidos
en la ecuacién (2.23). Teniendo en cuenta la escritura explicita de las probabilidades py;
en la ecuacién (2.24) y que el estado inicial puede escribirse como en la ecuacién (2.25),
las probabilidades de medicién pueden escribirse en términos de los operadores POVM
y las componentes del vector de Bloch de la forma

1 3
pu =50+ Z%) (auk + byl + ckl) s, (2.26)
V:
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Los coeficientes a,, b, y ¢, estdan dados por

a, = %Tr [Acy], (2.27)
by = 5 Tr [Bey] (2.28)
e = %Tr [Coy); (2.29)

Las expresiones explicitas de estos coeficientes se encuentran en el apéndice A.

Definiendo el vector de probabilidades P = (poo, po1, P10, )7, y el vector del estado
inicial de espin S = (s, s1,52,53)T = (s0,5)7, la ecuacion (2.26) se escribe matricialmente
de la forma P = TS donde T es una matriz que se define implicitamente en la ecuacién
(2.26) y se conoce como la matriz de medicion. Esta matriz depende del montaje experi-
mental que se usa para realizar la estimacion; en este caso depende de la interaccién
entre el sistema S y los metros A y B. Escribiendo explicitamente esta igualdad se tiene

j T+ao+bo+co a+bi+co a+bito  az+bi+os 1
p— | | 1+a0—bo—co a—bi—c1 ax—by—cx a3—bs—c3 81
p—+ | | 1—a0+bo—co —m+bi—c1 —a+by—c; —az+bz—cs 2
p—- I—a0—bo+co —a—bi+c —a—by+c; —az—bs+cs $3

Por lo tanto, para estimar las componentes del vector S es necesario que la matriz T sea
invertible. En caso de cumplirse esto, las componentes del vector de Bloch se pueden
escribir de la forma

S=T"'P. (2.30)

Por lo tanto, con el montaje experimental que represente la interacciéon en la ecuaciéon
(2.15) y realizando suficientes mediciones para estimar el vector de probabilidades P,
podemos realizar la estimacién del vector de espin que describe el sistema S de interés.

Para este caso, el montaje experimental se va a simular a través de un circuito cuan-
tico. Por otra parte las mediciones que se realizardn para estimar P dependen del simu-
lador utilizado; en general un circuito cudntico se suele ejecutar 1024 veces para obtener
una estimacién acertada de los resultados.

2.3. Caracterizacion del estimador

Ya se ha construido un modelo teérico que funciona para realizar la estimacién par-
cial y total de las componentes del vector de Bloch que describe el estado inicial de
espin de una particula con espin un medio. Sin embargo, hay diferentes estimadores
posibles; de hecho, hay infinitos valores para los parametros del operador de evolucién
que se pueden elegir y que permiten realizar tomografia. En esta seccién se va a ilustrar
un criterio que permite juzgar el rendimiento de un estimador; para esto es necesario
introducir el pardmetro de error de Fisher (Lehmann y Cassella, 1998; Kay, 1993).

Como vimos en la seccién anterior, ya hemos construido un estimador para la com-
ponente s, del espin, en la ecuacién (2.6), y para el vector total de espin, ecuacién (2.30).
En los dos casos, los estimadores dependen de las mediciones de los metros y los pa-
rametros que median la interaccién entre el metro y el sistema. Las mediciones de los
metros se realizan para realizar la estimacion de los pardmetros py en cualquiera de los
dos casos. Con base a estas estimaciones se construye el estimador de las componentes
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de espin.

Consideramos que el circuito cudntico que simula el problema se va a ejecutar N
veces. Luego, se tendrdn N eventos independientes de deteccién en los metros asociados
al montaje; cada una de las posibilidades se detectara 1 veces formando asi un conjunto
de detecciones n = {ny, ..., 1, }. Para el caso de estimacién de la componente s, m = 2;
en el caso de la estimacion total del espin, m = 4, donde Y}’ ny = N. El conjunto de
mediciones tiene una distribucién multinomial de la forma

P(n[P) = NIT] % ] (231)
r=1 """

Esta distribucién se debe a que, al construir el circuito, las probabilidades de medicién
de cada uno de los posibles estados de los metros tiene una probabilidad fija. De esta
forma, el estimador de las componentes p, con base a los resultados de la medicion,

toma la forma
_ Nk

N
Acé lanotacién p se usa para diferenciar los valores tedricos de sus estimaciones; en este
caso es claro que si N — 00 = p — py.
Una vez definido el estimador py se construye el estimador para las componentes
del vector de espin

(2.32)

0 0
A 20 f L oV
3, = csc 5 (po p1 — cos <2>>, (2.33)
4
=Y [T_l(GA,GB)Lkﬁk. (2.34)
k=0 !

Para la estimacién de una y tres componentes del espin respectivamente; es importante
notar que los estimadores dependen de un conjunto de pardmetros ®, que en el caso de
la estimacién de s, son ©® = {6} y en el caso de la estimacion total © = {04, 05}.

Como los estimadores py son variables aleatorias, los estimadores $, también lo son.
De este modo, se puede asociar al estimador un sesgo y un error cuadrético medio,
definidos respectivamente de la forma (Kay, 1993)

b(5,) = E[3,] — s, (2.35)

ECM(5,) = E [ (5 —5)°] - (2.36)

El simbolo E[-] se refiere al valor esperado de la variable aleatoria en cuestion. Un buen
estimador de espin deberia entonces tener valores lo mas pequefios posibles del sesgo y
del error cuadratico medio.

Para el calculo del sesgo del estimador debemos calcular primero E[$,]. Para el caso
de los estimadores construidos anteriormente se tiene que el valor esperado es

4 4
L[ ﬁk]=2[1r—1<@>} E [p]

E[5,] = E
[5;4] ik

Cuando se tiene una distribucién de probabilidad multinomial, como es el caso de los
dos estimadores presentados en este trabajo, es E [f)y] = Py (Lehmann y Cassella, 1998),
por lo tanto

E[3,] = sy,
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Lo cual ocurre para los dos estimadores, por lo tanto b(8,) = 0.

Cuando el sesgo de un estimador es nulo se le denomina un estimador insesgado.
Esto implica que el rendimiento de los estimadores recae completamente en sus errores
cuadraticos medios.

Como E[3,] = s, entonces el error cuadratico medio puede escribirse de la forma
ECM(5,) = E [(s}l — IE[S},])Z} . Esta forma del ECM corresponde a la varianza del esti-
mador §,

Var(s,) = E [ (8, — E[5,))°] - (2.37)

Esta definicién de la varianza corresponde también a partir de la matriz de covarianza
de los estimadores. Las componentes de esta matriz son

Cov(8,,8,) = E [(3x — E[8.]) (5 — E[&])] - (2.38)

Por lo tanto, las varianzas correspondes a los elementos de la diagonal de la matriz de
covarianza.

Con esta definiciéon, podemos construir casos de medicién ideales para encontrar el
conjunto de pardmetros que optimizan el rendimiento del estimador. Para realizar esto
debemos introducir el parametro del error de Fisher, el cual estd intimamente relacio-
nado con las varianzas del estimador y con base al cual se puede establecer un criterio
para indicar que estimador es mejor.

2.3.1. Parametro de error de Fisher

Ya definida la matriz de covarianza de los estimadores, dados que estos son insesga-
dos y son estimados a partir de distribuciones multinomiales, la matriz de covarianza
cumple con la cota de Cramér-Rao (Kay, 1993).

Cov(3,8) > 1(s), (2.39)

con J conocida como la matriz de informacién de Fisher. Las componentes de la matriz
de Fisher se calculan a partir de la relacién (Teo, 2015)

Ju(s) = —E len[l’(nIP)J] |

Tord: (2.40)

Donde P(n|P) corresponde a la distribucién multinomial de la ecuacion (2.31). Utilizan-
do la regla de la cadena y teniendo en cuenta que a ” =Yk gf £ a?; se tiene

ap dp; dIn[P n|P)]
(E Bs:apk> (Z asVl )] ’

Ipk 9p1 [azln[ (n|P) ]}
——FE|————]|.
dsy, 9sy, opKop;

];“,(s) =—-E

k1=1

Teniendo en cuenta que

dIn[P(n|P)] _ 1 9[P(n|P)]
opk (“|P) Ipk
O | I’lk
'H n 'Pk K
= i P(n|p)"

P(n[P) Pk
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Entonces %}SS\P)] = %, por lo tanto,
9Pk 9p) Mk
Jw(s) == 2, 5= 5B | == |du,
" k,lZ::1 dsy, dsy ri
_ y~ PP | Npe| o
K1 950 9sv | pi
Finalmente las componentes de la matriz de Fisher son
2 1 dpy o
Ju(s) = Ny —Pk2Pk (2.41)

{21 PrOsu 05y

Se puede ver que las componentes de la matriz de Fisher disminuyen cuando N — oo,
de hecho, dado que el estimador es asint6ticamente eficiente esto implica a su vez que
lim Cov($,8) =J (s),
N—oo
por lo cual con un ndmero suficientemente grande de ejecuciones del circuito es posible
realizar una buena estimacion. Sin embargo, nos interesa caracterizar el estimador inde-
pendientemente del ndmero de ejecuciones que se hagan, por lo tanto se define ahora la
matriz IF con base a la matriz de Fisher por la relacién

J = NIF—l, (2.42)
cuyas componentes son entonces
UL 1 apk apk
F, = — 5 2.43
" k; Pk 95y Osy -

La matriz F depende tinicamente del estado a estimar y el montaje experimental asocia-
do para realizar la estimacion; por esto se toma la traza de la inversa de esta matriz para
caracterizar el error. A este pardmetro se le nombra pardmetro de error de Fisher y tiene la
forma

A©,s) = Tr [IF—l((a,s)} . (2.44)

Ahora, con base al pardmetro de error de Fisher podemos caracterizar el rendimiento
de un estimador independientemente del ntimero de muestras N que se tengan para
realizar la tomografia del estado de espin. Para esto introducimos la funcién de transfe-
rencia de tomografia cudntica qTTF (quantum tomographic transfer function) (Rehéacek,
Teo y Hradil, 2015). En este trabajo, la qTTF se define como la media del pardmetro del
error de Fisher respecto a los posibles estados iniciales del sistema, la cual depende de
los pardmetros del montaje para realizar la estimacion de las componentes de espin. En
este caso, los posibles estados iniciales del sistema se pueden escribir en términos de un
conjunto de parametros &; por lo tanto se tiene s = s(¢). La qTTF se define de la forma

gTTF(©) = % /C A(©,s(2))de. (2.45)

Donde V = fé dé.

Una vez definida la qTTE, debemos minimizar su valor para asi encontrar el mejor
estimador, por lo cual, el procedimiento cambia para cada uno de los estimadores defi-
nidos. Una vez se encuentran los mejores valores para los estimadores, estos se usaran
para realizar las simulaciones de los correspondientes circuitos cuanticos que represen-
tan el problema.
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2.3.2. Error del estimador de s,

Una vez construido un criterio que permite caracterizar el rendimiento de un esti-
mador para las componentes de espin, se pasa a seleccionar el mejor estimador en cada
caso. En primero lugar consideramos el estimador de la componente s, del espin. Pri-
mero tomamos el valor del pardmetro de Fisher asociado a este operador. Para esto,
tomamos la ecuacion (2.43); en este caso m = 2 ya que hay 2 posibles resultados de esta
medicién, como se puede ver en la ecuacién (2.6). Por otra parte, los indices y, v son los
que estan relacionados a las componentes de espin que se van a estimar. En este caso so-
lo se tiene s¢ y s;, sin embargo, tomamos la normalizacién sy = 1. Esto hace que solo se
considere el caso ¢ = v = 3, lo que implica que la matriz de Fisher solamente tiene una
componente que aporta la informacién necesaria para caracterizar el estimador. Las de-
rivadas dpy/ds, se calculan a partir de las probabilidades encontradas con los elementos
POVM, es decir las ecuaciones (2.10) y (2.13). Ademads, el conjunto de pardmetros que
caracteriza el estimador en este caso solo corresponde a ® = {6}. Recordando que lo
que nos interesa es el valor inverso de este pardmetro, se tiene

_ 4

sin 2
Es importante recordar que F~! cumple la desigualdad de Cramér-Rao. Es decir, F~! es
la cota inferior de la varianza del estimador para s,. Por lo tanto, en el limite N — oo, se
debe cumplir que
1
lim Var(s,) = NF*1 (6,8). (2.47)

N—oo

En el apéndice (B) se muestra dicha igualdad. Una vez calculado el parametro de error
de Fisher, nos interesa estudiar su dependencia con el estado inicial del sistema. Pa-
ra esto es necesario parametrizar las constantes cg y c; que definen un estado inicial.
La parametrizaciéon usada en este trabajo para un sistema de dos niveles (Tilma y Su-
darshan, 2002) estd dada por los parametros { = {ay, a2, a3}, donde aq € [0,77/2], y
az, a3 € [0, 7], y parametrizan el estado inicial siguiendo

co = e cospy, ¢ = e ™ gina;.

Para el anélisis del pardmetro del error, podemos sacar el término asociado a la fase
global ¢3. Asi los pardmetros & = {a;,a,} representan el estado inicial del sistema de
la forma

co=e"“cosny, c¢1 =e ™ sina. (2.48)

El diferencial de volumen de esta parametrizacion es dV = sin(2w;)daqday, por lo cual
el volumen asociado al espacio de los parametros ¢ es

z T
/2 sin(2a )day / day = T1.
0 0
Al utilizar la parametrizacién anterior, el parametro del error toma la forma
F1(0,a1,a2) = 4sin®(a;)(csc?(0/2) — sin®(ay)).

Es importante notar que la dependencia con respecto al pardmetro a, desaparece. Esto
se debe a que el parametro a; esta relacionado con la fase relativa entre los estados |0) y
|1) ; una fase relativa diferente no afecta el valor esperado del espin en direccion z.

Una vez definido el pardmetro del error graficamos su comportamiento respecto al
estado, es decir, respecto al pardmetro a. Esto para diferentes valores del pardmetro 6
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Figura 2.3: Pardmetro del error F~! como funcién de a; para los valores

0=7, 27”, %T" y 7t. Como se puede ver, el error decrece cuando 8 — 7.

que caracteriza el estimador. En la figura 2.3 se puede ver el comportamiento del para-
metro de error de Fisher en funcién de a; para diferentes valores de 6.

Del grafico anterior ya es posible concluir que el valor § = 7 es el que tiene un menor
error para la estimacion de s;; es claro que el drea bajo la curva (que es proporcional al
valor medio) es menor para este pardmetro, por lo cual, es el valor mas 6ptimo para
el estimador. Otro aspecto importante que podemos notar en el gréfico es que siempre
tiene un valor méximo y que el error en la estimacién no es uniforme para cualquier
estado inicial. Dependiendo del estado que se quiere estimar puede haber un mayor o
menor error en dicha estimacion.

El valor méximo, dado un valor de 6 fijo satisface

oF !
8(x1

= 4sin(2a;) (csc?(0/2) — 2sin’a;) = 0. (2.49)

Si0 < 6 < /2 el valor mdximo del error se da siempre en a; = 7/2 donde F -1 —
4(csc?(6/2) — 1). Por otra parte, cuando /2 < 6 < 7, el valor maximo del error cam-
bia con el pardmetro 6 y se da cuando a1 = arcsin(% csc(6/2)). En este caso el valor

del pardmetro del error es F~! = csc*(6/2). Ademds, se puede ver que hay valores de
«1 para los cuales el valor del pardmetro del error se anula.

Para interpretar mejor estos resultados se hace uso del concepto de entropia de von
Neumann (Benenti, Casati y Strini, 2004). Es importante tener en cuenta que el estado
asociado al sistema y el metro luego de la interaccién es puro y se puede escribir de la
forma

Ysa) =

a5

Ac4 el primer indice del ket se refiere al sistema mientras que el segundo valor corres-

ponde al metro. El entrelazamiento puede ser cuantificado con base a la entropia bien

sea del operador densidad asociado al sistema ps = Tra(|¢sa) (¥sal), o al operador
densidad del metro pa = Trs(|¢sa) (Psal).

En este caso se toma pg, por lo cual, la entropia de Von Neumann del sistema luego
de la interaccién con el metro estd dada por

E(ps) = — Tr(pslogps) = —AylogAy —A_logA_, (2.50)

(co 10) [0) 4 co [0) 1) +¢1 [1)0) + c1e™ |1) |1>> :
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donde Ay = (1/2)(1+ y/x)y x = 1 — sin®(2a;) sin?(8/2). En la figura 2.4 se muestra el
comportamiento de la entropia respecto al pardmetro a; del sistema.

1.0 4

084 "

0.6 4

E(ps)

0.4

0.2 A

0.0 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6
[e51]

Figura 2.4: Entropia del sistema E(ps) como funcién de a4 para los valores

0=7, ZT”, %Tﬂ y 7t. Como se puede ver, el comportamiento de la entropia

es similar al del pardmetro del error presentado en la figura 2.3.

Aqui se puede ver que la entropia, no solo tiene un comportamiento cualitativa-
mente similar al pardmetro del error F —1- sino que a su vez, se anula para las mismas
combinaciones de los parametros a7 y 0.

Enlos casos & = 0 para cualquier 6, el error y la entropia se hacen cero; esto pasa por-
que, con a; = 0 se tiene que el estado inicial, antes de la interaccién (2.2) es |05) |[+4) .
Este estado queda invariante después de la interaccién, por lo tanto, se tiene total certe-
za de que cuando se realice la medicién del metro A solo se va a encontrar un posible
valor, es decir, no hay incertidumbre en el posible valor que va a tomar el metro después
de la medicién. Por otra parte, cuando el estado inicial es a1 = % y 0 = 7, el estado ini-
cial del sistema es |1°) |+4) , luego de la interaccién (2.2) el estado pasa a ser [1%) |—4).
Acd, nuevamente, se tiene total certeza de que las mediciones sobre el metro A siempre
corresponderdn a un tinico estado, lo cual se puede interpretar por el hecho de que la
entropia es cero.

De la misma forma se pueden interpretar los resultados del pardametro del error F~;
Para las combinaciones de « y 6 previamente discutidas se tiene también que el error
es cero. En esos casos el error se anula por el hecho de que, al haber una sola medicién
posible, se puede estimar con total certeza el valor esperado de c.

Ahora el interés es caracterizar el estimador tinicamente respecto al pardmetro del
que este depende, es decir, §. Para esto tomamos el valor medio de F —1 El valor medio
corresponde también a la qTTF definida anteriormente en la ecuacion (2.45) y queda de

la forma

_ 1 /2 s
qTTF = F~1(0) = —/ doq/ day F~ (a1, a2, 0) sin(2a7)
0 0

T (2.51)

2 0
qTTF = 3 (2 + cos 8) csc? 7
La funcién anterior permite caracterizar el estimador tinicamente respecto al pardmetro

6 teniendo en cuenta su contribucién media para la estimacién de cualquier estado. En
la figura 2.5 se muestra el comportamiento de la qTTF asociada al estimador de s,.
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Figura 2.5: Valor medio del pardmetro del error F=1() (linea solida) y
valor méximo del error F,; ), (linea discontinua) como funciones del para-
metro 0.

El resultado corresponde a una funcién monéticamente decreciente en el intervalo
6 € (0, ] que alcanza su valor minimo en § = 7. Nuevamente, se justifica la escogencia
de 6 = 7r como el valor 6ptimo del estimador.

Ademas de esto, la figura 2.5 muestra la divergencia del valor medio del error cuan-
do 6 — {0,271}, lo cual indica que el estimador pierde su eficiencia con estos valores.
Esto se da porque para esos valores el operador de evolucién en la ecuacién (2.2) tiene
una accién nula sobre el conjunto sistema-metro; en otras palabras, no hay interaccién.
Si no hay interaccién entre el sistema y el metro no es posible estimar propiedades del
sistema a partir de una medicién realizada sobre el metro.

De aca se hace evidente que el entrelazamiento juega un papel importante en cuanto
a la calidad del estimador. El poder de entrelazamiento de un operador de evolucién
U respecto a una medida de entrelazamiento E tiene la forma (Zanardi, Zalka y Faoro,
2000)

ep(U) = E(U [y1) @ [p2)) """, (2.52)

donde el promedio se toma sobre todos los posibles estados puros y separables. Para el
caso del operador de evolucion U(0) de la ecuacion (2.2), el poder de entrelazamiento
se halla como el de una compuerta controlada (Rezakhani, 2004). Para el caso especifico
se tiene que

e, (U(0)) = % (1—cos). (2.53)

Cuando 6 varia entre 0 y 7, el poder de entrelazamiento varia desde su valor minimo 0
hasta su valor maximo 2/9. Es importante ver que la qTTF F-1(6) disminuye a medida
que el poder de entrelazamiento de la compuerta U(#) aumenta. Cuando el poder de
entrelazamiento es méximo, la qTTF alcanza su valor 6ptimo.
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2.3.3. Error del estimador total de espin

En este caso realizamos el mismo procedimiento que se realiz6 para el estimador de
s;. Se toma la ecuacién (2.43) donde m = 4 ya que hay 4 posibles resultados de la medi-
cién de los 2 metros como se muestra en la ecuacién (2.26). Los indices p, v son los que
se relacionan con las derivadas respecto a las componentes de espin. Acd, nuevamente,
se considera la normalizacion sp = 1, por lo cual las componentes que tienen un aporte
al derivar son y,v = 1,2,3. De este modo, la Matriz se Fisher es una matriz 4 x 4 que
otorga la informacién suficiente para caracterizar el estimador total de espin. Para esto,
nuevamente, consideramos las probabilidades de medicién de cada uno de los 4 estados
posibles de la ecuacién (2.26). El conjunto de pardmetros que caracteriza el estimador
construido en la secciéon 2.2 es ©® = {04, 0p}. Para el calculo de la matriz de informaciéon
de Fisher reescribimos las probabilidades py; de la forma

1 3
Pu = (4 + apk + bol + cokl) so + 21 (auk + byl + c,kI) s,
l,[:

Las cuatro ecuaciones asociadas a las diferentes probabilidades son

Poo = <i+a0+bo+co) So + i(“#"’bﬂ"‘cﬂ)sﬂ'

1 5
po1 = <4+ﬂo—bo—co> So + ;(“u_bﬂ_cﬂ)s?”

1 " (2.54)
pio = (4—ﬂo+bo—co) 50"‘];1(_”14"'[7#_%)5”’

1 3
],{:
Estas 4 ecuaciones pueden escribirse matricialmente de la forma
1
P= <41 + VTD0> so 4+ VT Ds.

donde1 = (1,1,1,1)T,Dg = (ag, by, co)”, y s = (s1,52,53)T. Ademés, las matrices V y D
se definen de la forma

a1 bl C1 1 1 -1 -1
D = ar bg c |, V=[1 -1 1 -1
as b3 C3 1 -1 -1 1

Las componentes de la matriz de Fisher son entonces

4 1 apl apl

O

= pi sy dsy
Como se considera la normalizacién sg = 1, el resultado se escribe de la forma
L1 T T
Fu= Lo (VD) (VD).

que se escribre matricialmente como

ky

F—=DT" (WHWT) D, (2.55)
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donde la matriz P tiene la forma

Poo 0 0 0
0

_ |10 po 0
P = 0 0 P1o 0
0 0 0 P11

El pardmetro de error de Fisher se define de acuerdo con la ecuacién (2.44) tomando la
forma
A(04,05,5) = Tr [E*l(eA,eg,s)} . (2.56)

Nuevamente, F~1 representa la cota inferior, en este caso, de la matriz de covarianza
asociada al estimador de 8. En el apéndice C se muestra la equivalencia de este pardme-
tro con la matriz de covarianza asociada en el limite N — oo.

Con el pardmetro del error de Fisher es posible definir la qTTF asociada al estimador
de acuerdo con la ecuacion (2.45), en este caso, se tiene

T
qTTF(QA,QB) = 71_[/2 / A(QA,OB,ocl,az)daqdaz. (257)
0 0

La optimizacién de la qTTF para el estimador total de espin no se puede hacer facilmen-
te de forma analitica, por lo cual se hace uso de la libreria SciPy (Virtanen y col., 2020);
se emplea el algoritmo de optimizacion Neldear-mead, un algoritmo de frecuentemente
usado en problemas de optimizacién no lineal donde la derivacién de la funcién obje-
tivo no es conocida. La optimizacion resulta en los valores 974“” ~ 345y 95“” ~ —8,42;
con un valor de gqTTFp: ~ 17. Para realizar esta optimizacién es necesario iniciar los
pardmetros 64 y 0p en valores aleatorios dentro de su respectivo rango, multiples veces.
De los multiples resultados, se pueden encontrar diferentes valores minimos y méximos
para el pardmetro del error.

Para estudiar la dependencia del error del estimador respecto al estado inicial del sis-
tema se usa nuevamente la parametrizacién de la ecuacion (2.48). Una forma analitica
explicita del parametro del error resulta larga y con pocas posibilidades de interpreta-
cién; en cambio, en la figura 2.6 se muestra un grafico dénde se aprecia la dependencia
del error para un conjunto de pardmetros @ fijos respecto al estado inicial del sistema.

Se puede ver que el estimador total del espin no tiene el mismo error para todos los
estados; al igual que el estimador de una componente. Esto apoya la decisién de elegir
el valor medio del pardmetro de Fisher sobre todos los posibles estados como indicador
del montaje 6ptimo para la estimacion.

El valor méximo del pardmetro de Fisher se da para los valores &1 ~ 0,40y ap ~ 2,01;
dénde el pardmetro de Fisher toma el valor A ~ 22,07. Por otra parte, el valor minimo
del parametro de Fisher se da cuando a1 ~ 1,17 y a; = 0,48, tomando el valor A ~ 11,93.

Una vez definidos los estimadores 6ptimos se hace la simulaciéon en una unidad
cudntica de procesamiento (QPU), popularmente conocidas como computadores cudn-
ticos. Esta implementacién se realizard y discutird en el siguiente capitulo.
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Figura 2.6: Comportamiento del parametro de error de Fisher asociado al

estimador total de espin respecto a los parametros ¢ que caracterizan el

estado inicial. Para este grafico se usan los valores 6ptimos del estimador
0" ~ 3,45y O ~ —8,42.



34

Capitulo 3

Simulacion en un computador
cuantico

En el capitulo anterior se encontraron los montajes 6ptimos que permiten realizar
una estimacion parcial y total del espin de un particula de espin un medio. En este ca-
pitulo se simulardn estos modelos para ver su rendimiento en un computador cudntico
real. En primer lugar se escoge la herramienta para realizar la simulacién. Para el ob-
jetivo de este trabajo se hace uso de Qiskit (Asfaw y col., 2020), una herramienta para
el desarrollo de circuitos cuédnticos con base en el modelo de compuertas universales.
Luego, se construyen los circuitos cudnticos asociados a los modelos de Peres y Saave-
dra para estimacion parcial y total del espin respectivamente. Una vez construidos los
circuitos, se realizan simulaciones locales, que simulan los resultados ideales, y simula-
ciones en una QPU de IBM. Los resultados de las estimaciones se muestran al final de
cada seccion para asi concluir este trabajo.

3.1. Qiskit

En el afio 2019 IBM lanza al ptblico The IBM Quantum Experience (IBM, s.f.). Consiste
en una plataforma para hacer uso de sus QPUs a través de la herramienta de software
Qiskit. Esta permite construir circuitos cuanticos que pueden ser ejecutados en un si-
mulador cldsico local, usualmente el gasm_simulator, o, en uno de los computadores
cudnticos de los que dispone IBM. Para la fecha de escritura de este documento, IBM
ofrece acceso de forma gratuita a 8 de sus 43 unidades cudnticas de procesamiento. Las
unidades gratuitas a las que se tiene acceso disponen entre 1 y 7 qubits. Para el desa-
rrollo de este trabajo, se necesita una unidad de al menos 3 qubits, por lo cual, no es
necesario solicitar servicio en una unidad paga.

La libreria giskit estd disponible en el lenguaje de programacién de Python. En un
principio IBM exploré la posibilidad de realizar una versién para los lenguajes Swift y
Java pero su desarrollo se detuvo.

Como se explicé en el capitulo 1, un circuito cudntico para computacién cuantica ba-
sada en compuertas universales, consiste en un conjunto de qubits sobre los que actdan
diferentes compuertas. La realizacion de circuitos cuanticos con qgiskit se hace, a grandes
rasgos, de la siguiente forma

1. Se inicia un conjunto de registros cudnticos, cuya cantidad corresponde al ntimero
de qubits que haran parte del circuito; a su vez, se inicializan un conjunto de regis-
tros cldsicos en donde se guardard el resultado de las mediciones realizadas sobre
los qubits.
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2. Se definen las compuertas que acttian sobre el circuito.Los detalles para la imple-
mentacion de estas compuertas se puede consultar en la referencia (Asfaw y col.,
2020).

3. Finalmente, se realizan las mediciones correspondientes a los qubits que se desean
medir y se almacenan en los registros cldsicos previamente creados. Los resultados
se consultan en forma de diccionarios de Python y pueden ser utilizados para
realizar graficos u otros procedimientos deseables.

Una guia de instalacion de Qiskit fue realizada durante el desarrollo de este trabajo
para el workshop Qbronze ofrecido por QColombia en marzo del afio 2022 (Galvis Flo-
rez, 2022).

Un ejemplo sencillo para ilustrar el funcionamiento de Qiskit es la creacién de un
estado de Bell y realizar la medicion respectiva. Para esto se inicia un registro cuantico
de dos qubits y un registro cldsico de dos bits para guardar los resultados. Con estos dos,
podemos iniciar un circuito de dos qubits; por defecto, los qubits inician en el estado
|00). Luego, aplicamos una compuerta de Hadamard sobre el primer qubit para que el
siguiente estado sea % (|00) 4 |10)) . Finalmente, se aplica una CNOT controlada por el

primer qubit (sobre el que se aplicé la compuerta Hadamard) y apuntando al segundo.
De esta forma, el estado final del sistema es \% (]00) + |11)), que corresponde a un

estado de Bell. Finalmente medimos los qubits y verificamos su resultado. El cédigo
que realiza la construccién anterior es

## Importar librerias necesarias

from qiskit import QuantumRegister, ClassicalRegister
from qiskit import QuantumCircuit, execute, Aer

from qiskit.visualization import plot_histogram
import matplotlib.pyplot as plt

## Iniciar los registros necesarios y el circuito
qr=QuantumRegister (2)

cr=ClassicalRegister (2)

qc=QuantumCircuit (qr,cr)

## Aplicar compuertas
qc.h(qr[0])
qc.cx(qr[0],qr[1])

## Medir

qc.measure (qr [0], cr [0])
gc.measure (qr[1],cr[1])

El circuito asociado al estado de Bell descrito anteriormente se ve en la figura 3.1.

qo: —H A
q T %

C:

0 1

Figura 3.1: Circuito cuantico para la construccién de un estado de Bell.
Antes de la medicién, el estado de los qubits 0 y 1 es

l9) = 75 (/00) + [11)).
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Ahora se pasa a la ejecucion del circuito, para esto se tienen en cuenta dos posibi-
lidades. La primera es ejecutar el circuito en un simulador local, es decir, un algoritmo
clasico que simula con ntiimeros pseudo-aleatorios los resultados de la medicién en un
computador cuantico real. Para este caso se hace uso del simulador aer_simulator. Este
ejecuta el circuito 1024 veces y entrega un conteo de las veces que se obtiene cada uno
de los posibles resultados; los resultados de estas simulaciones corresponderian al caso
de un computador cudntico ideal.

Por otra parte esté la ejecucion del circuito en una QPU. Para el desarrollo de este
trabajo se hizo uso del simulador ibmq_lima. Esta QPU consta de 5 qubits 16gicos que
tienen una arquitectura como la que se muestra en la figura 3.2.

Figura 3.2: Topologia de la QPU ibmq_lima.

La topologia de una QPU usualmente cambia respecto a otra, y es importante tener-
la en cuenta cuando se desea ejecutar cualquier circuito alli. Ademads, otro factor impor-
tante es la calibracién de las compuertas. IBM muestra la fidelidad de las compuertas
singulares y de mdltiples qubits (CNOT) en cada una de sus QPU. Esta informacién
también complementa la decisién de escoger el dispositivo y con cual conjunto de qu-
bits se va a ejecutar un circuito (IBM, s.f.).

La ejecucion del circuito cudntico mostrado anteriormente se realiza siguiendo un
cédigo similar al siguiente. Se define el simulador que se va a usar, bien sea uno clésico
o uno cudntico, se ejecuta el circuito y luego se guardan los resultados para se graficados
como se muestra a continuacion

## Definir el simulador clasico
simulator = Aer.get_backend(’aer_simulator’)

## Ejecutar del circuito
job=execute (qc, backend=simulator ,disparos=1024)

## Guardar el resultado
result_sim=job.result ()
counts_sim = result_sim.get_counts(qc)

## Cargar el proveedor de acceso a la QPU
IBMQ.load_account ()
provider=IBMQ.get_provider (’ibm-q’)
qcom=provider.get_backend (’ibmq_lima’)

## Ejecutar el circuito
job=execute (qc, backend=qcom,disparos=1024)

## Monitor que indica el tiempo restante
job_monitor (job)

result_qpu=job.result ()
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counts_qgpu = result_qpu.get_counts (qc)
plot_histogram([counts_sim, counts_qpul,legend=[’Simulacion’, ’>IBM QPU’]
,title=’Histograma estado de Bell’)

El grafico que resulta de las simulaciones se muestra en la figura 3.3. Se grafican en
forma de histogramas, donde las barras muestran las frecuencias f; = nx/N asociadas
al resultado k de la medicion.

Histograma estado de Bell
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Figura 3.3: Histograma de los resultados del circuito en la figura 3.1. Las

barras negras muestran el resultado de la simulacién cldsica (resultado

ideal), mientras que las barras azules muestran los resultados de la simu-
lacién en la QPU ibmg_lima.

De la figura 3.3 es importante notar un par de cosas. En primer lugar, respecto a la
simulacién cldsica (barras negras), es importante notar que los resultados no son exac-
tamente 50 % para el estado |00) y |11), sino que varian un poco en torno a este valor,
con probabilidades 49,3 % y 50,7 % respectivamente. Esto sucede porque el ndmero de
ejecuciones del circuito es finito N = 1024. Sin embargo, se cumple el hecho de que, los
unicos estados posibles son |00) y |11) .

Por otra parte, respecto a la simulaciéon en la QPU, se puede ver que hay algunos
resultados en los estados |01) y |10) . Esto se debe a que las QPU de las que disponemos
hoy en dia tienen errores de hardware que alteran los resultados de la medicién (Jattana
y col., 2020; Unruh, 1995). Hay dos tipos de errores que se tienen en cuenta para estas
mediciones. Primero, los conocidos como SPAM (State Preparation and Measurement),
que corresponden a los errores por la inicializacién medicién de un qubit. Ademéds, se
encuentran los errores de las compuertas que se aplican sobre los qubits. De este mo-
do, a mayor nimero de compuertas tenga un circuito, mayores errores se acumularan
y el resultado estard mas lejos de lo deseado. Un estimado de la probabilidad de erro-
res resultantes de la medicién se puede obtener si se tiene en cuenta la fidelidad de la
compuerta (Johnstun y Van Huele, 2021).

Es importante tener en cuenta que cuando un circuito se ejecuta en una QPU, no se
emplean directamente las compuertas que lo componen; en cambio, cada QPU tiene un
conjunto de compuertas universales sobre las cuales se puede expresar cualquier circui-
to. En el caso de los procesadores de IBM, las compuertas base son CNOT, I, R, SX y X.
El circuito se expresa en términos de estas compuertas universales y luego es ejecutado.
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3.2. Estimacion de una componente del espin

3.2.1. Construccion del circuito cuintico

La simulacién del modelo para la estimacion total del espin se hace dividiendo el
circuito en cuatro partes. La primera consiste en la inicializacién de los qubits. Para el
caso de estimacién de s, se inician los qubits S (el sistema que se va a estimar) y A (el
metro a través del que se realiza la estimacion). El qubit S inicia en un estado arbitrario
mediante una rotacién general que depende de los pardmetros ¢ y el qubit A se inicia
en el estado |+) a través de una compuerta Hadamard. Luego, viene la aplicacién del
operador de evolucién de la ecuacion (2.2). Por la forma del operador es facil reconocer
que se trata de una compuerta de fase controlada por el qubit A y con un angulo 6.
Después de esto, es necesario cambiar la base de medicién del metro A a la base de
ox. La transformacién que va de la base computacional a la de ¢, es mediada por una
compuerta de Hadamard. Finalmente, se realiza la medicion del metro y se guarda en
un bit clasico, con el resultado de mltiples simulaciones del circuito (1024 simulaciones
o disparos), se realiza la estimacién de s,. El circuito descrito anteriormente se muestra
en la figura 3.4.

A H A
| | |

$: (U R

c:

Figura 3.4: Circuito cudntico pata la estimacién de una componente del
espin del qubit S usando el qubit auxiliar A.

3.2.2. Simulacién en una QPU

Ahora, para entender el efecto de la simulacién en un computador cudntico se esco-

ge un estado inicial particular para el qubit S, en este caso |¢)g = 3 (0) + @ |1). Los
resultados se muestran en la figura 3.5.

a) Simulacién ideal

b) Simulacién en QPU

) Simulacién en QPU mitigada
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Figura 3.5: a) Simulacién ideal del circuito 3.4 en el simulador local

gasm_simulator. b) Simulacién en la QPU ibmg_lima. Esta simulacién

muestra un sesgo respecto al resultado teérico, indicando la presencia de

errores de hardware que afectan las mediciones. c) Simulacién usando el
mitigador de giskit, no mejora los resultados.

La simulacion ideal muestra resultados que varfan alrededor del valor teérico de la
simulacién. Esto pasa ya que el niimero de ejecuciones es finito, N = 1024. A medida
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que N — oo, la varianza baja y los resultados de la simulacién se acercan més a la curva
tedrica.

La grafica que corresponde a la simulacién en una QPU muestra pequefias separa-
ciones de las cantidades Py y P; respecto a las curvas tedricas dadas por las ecuaciones
(2.3) y (2.4). Esto se debe a las imperfecciones de hardware al ejecutar el circuito; tales
como la fidelidad de las compuertas, decoherencia, efectos disipativos y errores en la
inicializacién y medicién del qubit. El mitigador de errores de giskit se implementa en
el tercer grafico. Este mitigador tiene en cuenta tinicamente errores de tipo SPAM. Sin
embargo, se puede ver que no mejoran la simulacién del modelo de estimacién, por lo
tanto, no se hard uso del mitigador.

Los resultados de la figura 3.5 muestran que, la simulacién del problema de estima-
cién en una QPU es sesgada, ya que el modelo no tiene en cuenta los errores de hard-
ware de la QPU. Un mejor modelo podria tener en cuenta correcciones a estos errores
en la simulacién. Sin embargo, el objetivo de este trabajo va dirigido al rendimiento del
estimador de s, como una funcién del pardmetro 6 en un hardware real. Asi, el andlisis
continua suponiendo que el estimador es insesgado pese a los efectos de hardware.

Ahora se pasa a hacer un calculo experimental de la qTTFE. Esto se hace usando un
conjunto de estados X llamados, en ingles 2-design (Bendersky, Pastawski y Paz, 2009).
Estos estados satisfacen

[ 4 @1011%) (WI0214) = 5 X (WIOily) (9IOaly), (61)

pex

para todos los operadores O, O>. Acé | X| representa el ntimero de elementos de X. Se
puede ver que F -1 se puede escribir en terminos de (¢|O1|y) (|O2]y), donde O; =
% (1+ cos? g) + 3 5 sin’ 2(72 yOp = 2 csc? § 9 (1 —0). Para este experimento se usa X =

0)+[1) 0)—]1) |0)+i[1) [0)—i]1
{‘¢20>r‘¢21>1‘¢xO>/’¢x1 r|1/]yo rWJm } - {‘0 ,’1>,‘ >\+[2‘ >/‘ >\/§‘ >r| >;%I >,| >\/%| >},esde—
cir, el conjunto de los autoestados de los 3 operadores de Pauli. Estos seis estados son

suficientes para caracterizar los resultados experimentales y asi mismo el rendimiento
del estimador.

En la tabla 3.1 se muestran los resultados de la simulacién en la QPU ibmg_lima
para tres valores diferentes de 6. Los resultados corresponden cualitativamente a lo que
se esperaba del experimento, incluyendo el hecho de que el estimador con 8 = 7 tiene
una menor varianza

Tabla 3.1: Estimacién de s, para los seis autoestados de los operadores

de Pauli, en la QPU ibmg_lima para los dngulos 6 = 7,27t/3, /2. Cada

estado fue simulado 5 veces con 1024 disparos en cada una, resultando
asf en estimaciones con 5 x 1024 disparos.

Estado Sz s,e(@=rm) s,e(@=2m/3) se(0=rm/2)
|920) 1,0 0,95+0,06 0,96 + 0,04 0,94 4+ 0,06

lp.1)  —1,0 —092+0,08 ~08+02  —08+02
o) 0,0 —0,04+0,05 0,00+£001  0,03+0,09
Y1) 0,0 0,1+0,1 0,1+0,1 02402
$0) 00 0004002 —003+005 —0,01+0,02
$) 00  0,06+0,07 0,1+0,1 0,1+0,1

Con los resultados de las estimaciones, se pueden construir N muestras para reali-
zar estimaciones de s; como se describe en el apéndice B. Esto con el objetivo de mos-
trar como la qTTF es una cota inferior de la varianza de la estimacién (Desigualdad de
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Cramér-Rao). En la figura 3.6 se compara el valor promedio de las varianzas para los
seis autoestados de los operadores de Pauli y la qTTF sobre N respecto al ntiimero de
muestras. Del grafico se puede ver como la cota de Cramér-Rao se satisface dado que

Var(s;) < gTTF/N.Cuando N — oo se alcanza la condicién de igualdad de la cota.

— 0=7/2
0.08 - — =213
=
—o— (TTF/N
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Figura 3.6: Pardmetro qTTF sobre N y varianza del estimador de s, res-
pecto a las N muestras.

3.3. Simulacion del modelo de Saavedra

3.3.1. Construccidn del circuito cudntico

La simulacién del modelo de Saavedra (Saavedra y Fonseca-Romero, 2019) para la
estimacion total del espin sigue una légica similar a la de la estimacién de una compo-
nente.

Primero se inician los 3 qubits necesarios para la simulacién del modelo. Los metros
Ay B se inician con una compuerta de Hadamard que los lleva al estado |+) mientras
que el qubit S se inicia con una rotaciéon U que depende de los pardmetros ¢. Luego,
se aplica el operador de evolucién temporal de la ecuacién (2.15). Aca hay un detalle
importante, y es que el operador de evolucién no se puede representar facilmente en
términos de compuertas cudnticas, por esto, se hace uso de la clase HamiltonianGate de
Qiskit. esta clase escribe el operador de evolucién temporal asociado a un hamiltoniano
en términos de compuerta cudnticas. Después de aplicar el operador de evolucién, se
aplica sobre los metros una compuerta Hadamard para llevarlos a la base de oy, que
es la base de interes para la medicién. Finalmente, se realiza la medicién de los metros
para realizar la estimacion del estado inicial del qubit S.

El circuito correspondiente a la descripcion anterior se muestra en la figura 3.7.

3.3.2. Simulaciéon en una QPU

Para hacer una prueba preliminar de cémo funciona el circuito simulado en una
QPU real, se inicia el sistema en el estado inicial tal que ¢p = cos% y ¢p = e?sin g,
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Figura 3.7: Estructura general del circuito cudntico usado para la simula-
cién del modelo de estimacién total de espin.

con® = Ty¢ = %.Enla figura 3.8 Se muestran los resultados de la simulacién en el
simulador cldsico qasm_simulator, la simulacién en la QPU ibmg_lima y haciendo el
uso del mitigador de errores SPAM de qiskit.
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Figura 3.8: Simulacion del circuito asociado para la estimacién del espin
de un qubit con qubits auxiliares para el estado inicial |¢) = cos § |0) +

[T, . .2 . sz
e's sin § [1) . Se muestra la simulacién esperada (negro), simulacién en
una QPU (azul oscuro), simulacién en una QPU con mitigador (azul cla-
10).

Los resultados muestran que la simulacién en la QPU no coincide con los resultados
esperados de la simulacién ideal. Se pueden ver errores porcentuales (p"p;kﬁ" % 100 %) de
hasta el 19 %; como para el estado "100".

Ademas, se puede ver que el mitigador, nuevamente, no realiza una mejora signi-
ficativa sobre los resultados; si bien los resultados 000" y “101” muestran una mejora,
los estados "100” y 001" no. Asi, teniendo en cuenta el efecto del mitigador en la secciéon
anterior, y que hay una gran diferencia entre los resultados mitigados respecto a lo que
se espera de la simulacién, no se hara uso de este en los siguientes resultados.

Para estudiar la eficacia del estimador, nuevamente se escogen los 6 autoestados de
los operadores de Pauli { |12,) , [2,) , [¥xo) , [¥x1) , [¥yo) » [$y,) } - Cada estado fue estima-
do promediando los resultados de 5 ejecuciones del circuito con 1024 disparos en cada
una. La fidelidad entre el estado inicial del sistema p3 y el estado estimado p$ se calcula

de la forma
F(p5,07) = \f pe\f : (3.2)



42 Capitulo 3. Simulacién en un computador cudntico

En la tabla 3.2 se muestran las estimaciones de las componentes x,y,z del vector de
Bloch que describe el estado inicial del sistema y su fidelidad respecto al estado real.

Tabla 3.2: Estimacién de estado total de espin para los seis autoestados
de los operadores de Pauli, en la QPU ibmq_lima para los angulos 6p-
timos 04 ~ 3,45y 0p ~ —8,42. Cada estado fue simulado 5 veces con
1024 disparos en cada una, resultando asi en estimaciones con 5 x 1024

disparos.

Estado Sy Sy€ sy sye Sy s,e Fidelidad
|920) 0.0 —-060=£0,08 0.0 02+01 10 0,75+0,07 85 %
1) 0.0 —-0,74+02 00 0344+007 -1.0 0,3+0,3 37 %
|xo) 1.0 -0,3+03 0.0 02+01 0.0 0,7+0,2 32 %
Y1) -1.0 —=0,75+0,07 0.0 01+01 0.0 05+0,2 92 %
[¥y0) 00 -075+£004 10 0174+0,08 0.0 0,63+0,06 55 %
|l[Jy1> 0.0 —-05+02 -1.0 02+01 00 0,74+0,08 41 %

La baja fidelidad de las estimaciones, en el peor de los casos de hasta un 32 %, es
una consecuencia de la cantidad de compuertas cudnticas necesarias para hacer dicha
simulacién. Adn usando el optimizador de qiskit, el circuito transpilado en términos
de las compuertas base de la QPU tiene 44 compuertas CNOT y aproximadamente 82
compuertas singulares, cantidad que varia respecto al estado inicial que se va a estimar.
La cantidad tan grande de compuertas hace que, por cada compuerta implementada,
se vayan acumulando errores en el circuito. Consecuentemente, el circuito tiene una
profundidad' muy grande. El circuito transpilado que representa la simulacién tiene
una profundidad de 83.

Y —e— (TTF/N
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0.025 A
g 0.020 A
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Figura 3.9: Parametro qTTF sobre N y varianza del estimador total de
espin respecto a las N muestras.

1El nimero més largo de compuertas, desde la entrada hasta la salida del circuito, moviéndose a lo largo
del cable de un qubit.
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El hecho de que hayan errores en la simulacién con un circuito que tiene una pro-
fundidad tan grande, hace evidente que el tiempo de coherencia del estado es finito.
Cuando el tiempo de ejecucion es muy largo, el estado que se encuentra en el procesa-
dor se disipa por interaccién con el ambiente, por lo cual, se desconoce el estado final y
las mediciones no corresponden a lo esperado (Jattana y col., 2020; Unruh, 1995).

El mitigador de errores de giskit no tiene efecto alguno respecto a lo errores asociados a
las compuertas implementadas en el circuito, por lo cual, no es una alternativa ttil para
mejorar la simulacion.

En la figura 3.9 se toman N muestras de estimaciones totales de espin sobre los 6
autoestados de los operadores de Pauli y se compara el valor medio de la qTTF sobre N
respecto al valor medio de la traza de la matriz de covarianza.

De la figura se puede ver de forma clara como la desigualdad de Cramér-Rao Cov (s, s’) >
gTTF/N siempre es satisfecha, lo cual indica que la qTTF es un buen estimador de la
varianza.
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Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se hizo una revisiéon de dos modelos para estimacién del estado de
un qubit: el primero, que depende de un tinico pardmetro y permite hacer la estimacién
de una componente del estado inicial de un qubit; el segundo, que depende tinicamente
de dos parametros, permite hacer una estimacién total del vector de Bloch que describe
el estado inicial del qubit asociado. Los dos modelos se basan en mediciones realizadas
sobre uno o dos metros auxiliares que interacttian con el qubit de interés.

Ademas, se hizo una introduccién a la simulacién de sistemas cudnticos a través de
circuitos cudnticos. Para esto se introdujo el modelo de computacién cudntica basado en
compuertas universales y se mostr6 el software llamado giskit, cuyas herramientas son
suficientes para realizar simulaciones cudnticas de los modelos propuestos en circuitos
cuanticos que pueden ser ejecutados en simuladores cldsicos y cuanticos.

Se defini¢ el error del estimador como la traza de la inversa de la matriz de informa-
cién de Fisher; la cual depende tanto del estado inicial del sistema (pardmetros ¢) que se
quieren estimar, como de los pardmetros ® que median la interaccién entre el sistema
y los metros. El valor promedio del error, sobre todos los posibles estados iniciales del
sistema que son puros, se conoce como la funcién de transferencia tomografica cuantica
(qTTE). Esta fue usada como la medida global del error que caracteriza los estimadores y
es independiente del estado inicial. La qTTF muestra grandes variaciones respecto a los
pardmetros que definen las interacciones en los modelos. Ademés, es significativamente
mas grande en el modelo para realizar estimacion total del estado del qubit, en compa-
racion con el modelo para realizar la estimacion de una componente del vector de Bloch.

Para el caso del estimador de una componente, la optimizacién hecha sobre la qTTF

indica que, para cualquier estado inicial, el menor valor del error en la estimacién se da
cuando se escoge ©® = 7. En este caso coincide con el hecho que el poder de entrela-
zamiento asociado al operador de evolucién alcanza su valor maximo. Esto sugiere que
el entrelazamiento entre el sistema y el metro es un factor importante en la calidad del
estimador.
Por otra parte, para el caso de la estimacion total, se encuentran los valores 6ptimos
para el estimador 04 ~ 3,45y 0p ~ —8,42. El error asociado al estimador muestra con-
siderables fluctuaciones respecto al estado inicial del sistema, variando entre 11 y 23
dependiendo del estado inicial. Por otra parte, el valor medio del error es A = 17; este
es 25 veces mayor al valor medio del estimador para una componente del espin. Asi, se
hacen necesarias mas muestras para alcanzar una estimacién adecuada del estado total
respecto a la estimacion de una tinica componente del vector de Bloch.

Los dos modelos se pueden simular en una unidad cuéntica de procesamiento (QPU)
de IBM. En cuanto al modelo para la estimacién de una componente, la dependencia de
las probabilidades Py y P; respecto al pardmetro de acople entre el metro y el qubit co-
rresponde con el modelo de estimacién de s;; por lo que la simulacién en un computador
cudntico real funciona adecuadamente. Se presentan pequefias desviaciones respecto a
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la curva tedrica que describe dichas probabilidades. Esto son consecuencia de errores en
la implementacion de compuertas cudnticas, inicializaciéon y medicién de los qubits del
circuito. El mitigador de IBM, no ofrece una mejora considerable en la simulacién del
modelo ya que solo tiene en cuenta errores de la preparacion del estado y su mediciéon
(SPAM).

En cuanto al modelo para estimar completamente el estado inicial del qubit, la si-
mulacién en una QPU muestra errores por encima del 10 % respecto a los resultados
tedricos. Los grandes errores de esta simulacion se atribuyen a la gran cantidad de com-
puertas necesarias para realizar la simulacion del circuito y, consecuentemente, la pro-
fundidad del mismo; adicionalmente, esto hace que la coherencia del estado se pierda
por la interaccién con el ambiente debido al tiempo necesario para simular un circuito
tan largo, por lo que la simulacién de este modelo en una QPU no muestra unos resul-
tados satisfactorios. La gran cantidad de compuertas CNOT y compuertas de un qubit
necesarias para simular el circuito repercuten en las bajas fidelidades del estado esti-
mado respecto al estado esperado. La fidelidades varian entre 30 % y 90 %, segtn los
resultados obtenidos en la tabla 3.2.

La metodologia que se emplea en este trabajo puede ser aplicada a otros modelos
para realizar estimacién, por ejemplo, modelos que implementen méas qubits o diferen-
tes interacciones entre el sistema y los metros. Sin embargo, en otros modelos el proceso
de optimizacién de la qTTF para encontrar los mejores parametros del estimador se
hace més costoso, computacionalmente hablando, cuando el nimero de pardmetros au-
menta; demandando asi la necesidad de otro tipo de optimizadores. Adicionalmente,
un andlisis mds profundo respecto al rol de recursos cudnticos en el rendimiento del
estimador, tal como el entrelazamiento, puede ser abarcado en un futuro trabajo.
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Apéndice A

Expresiones explicitas de los
coeficientes a,, by, y ¢y

Después de haber definido el angulo auxiliar ¢ = 4 /9124 + GZB ; los coeficientes ay, by,

y ¢, son
ag = écos <02A> |:Cos (92/1> N 0p sin ("22 sin (%) 4o (923> - (ic)] |
=) [ () () - 23]
0.4 sin (%*) sin (973) sin %f)

86c < ,

a3:_ésin <9A> leAco_Q,(ezB) .

o)) o

clé|:Cos< > ( ) <9A—93>_egsm( )sz(/lz)]’
- % ' ) ( A—93>.

Los demads coeficientes se relacionan con los anteriores a través de

Op

> ) + cos (04 — 6p) + cos (64) + cos (0p) + 1} /

bo(04,08) = ap (6p,04), b1 (04,0p) = a3 (05,64),
by (04,08) = —ap (65,604), b3 (04,0p) = a1 (05,64),
c3(04,608) =c1(0p,04).
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Apéndice B

Equivalencia de la varianza de s; y el
parametro de Fisher.

De la simulaci6n, se tiene un conjunto de observaciones S = {s;},, donde s =
sz(Po, Py, 0). Acé si toma los valores sy con probabilidad py = p y s1 con probabilidad
p1 = 1 — p (asumiendo sy > s1); asociado a s;(1,0,6) y s;(0, 1, 6) respectivamente. Cada
variable aleatoria s tiene una distribucién de probabilidad tipo Bernoulli, mientras el
set S tiene una distribucioén de probabilidad binomial.

La media de estas observaciones es

1
N

donde 1 es el niimero de observaciones de sy y 111 es el nimero de observaciones de s;.
Luego 5representa el estimador del valor esperable de la variable aleatoria s, respecto a
la distribucién de probabilidad de Bernoulli. Por otra parte,

N
N1 29

es el estimador de la varianza de la variable aleatoria s, respecto a la distribucién de
probabilidad de Bernoulli. Se puede escribir de la forma

= NI\_[ 1f0f1(50 —51)?,

donde fo = ¥y fi = #.Cuando N — oo, fo — Py = py fi = P1 = 1 — p. Entonces,
§—sop+s1(1—p)yo? — p(1—p)(so—s1)% Que corresponden a los valores tedricos
de la media y la varianza de una distribucién de Bernoulli respectivamente.

Ahora se construye el estimador para el parametro p, el cudl es el pardmetro que
define la distribucién de probabilidad. De la media del conjunto de observaciones S,
teniendo en cuenta el limite N — oo, se tiene

— Zsk sop +s1(1 — p).
Asf, definimos el estimador p del pardmetro p como

i)

De este estimador podemos verificar facilmente que el valor esperado con respecto a
la distribucién de probabilidad de Bernoulli es E|[p] = p, por lo cual es un estimador

1 Y . . .
NZsk:sop+sl(1—p):>p
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insesgado. De la ecuacién (2.10) podemos escribir

1 50 1 .,6 _
p_2<1—|—cos 2>+<2sm 2>sz—zx+ﬁ5z,

donde s, es la componente del espin en direccion z. Luego, definimos el estimador para
s;. De hecho, este estimador tiene la forma

R o
Sy = ——— Sy —81| — =,
que, a su vez, es un estimador insesgado. El valor teérico de la varianza del estimador
S, es
o
Var($;) = Var | —— Sk —5S1| — =
= (g [ e 5)
=Var| ——~ S — S
(oo v B

1
—V
N2B2(sp — s1)? ar Z ),

= Var(s;) =

donde se han usado las propiedades Var(X + a) = Var(X) y Var(aX) = a?Var(X)
con « constante. Como s; son variables aleatorias independientes, se tiene Var(} ;. sx) =
Y Var(sg). Por lo tanto, teniendo en cuenta que Var(s;) = 02 = p(1 — p)(sp — s1)?, se
tiene

1 14
Val'(sz) N‘BZ p( p) = NS]T4P§

Como se puede ver, en esta ecuacién se puede identificar el valor correspondiente al
pardmetro de error de Fisher para la estimacién de s, dado en la ecuacién (2.46).
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Apéndice C

Equivalencia de la varianza del
estimador S y el parametro de Fisher.

De forma similar a como se hizo para el estimador s;, se tiene un conjunto de ob-
servaciones S' = {si} | para la i-ésima componente del espin. Estas observaciones se
obtienen con la medicién de los metros A y B. Luego, se puede definir el valor promedio
en cada direccion del esp6in de la forma

- 1 & ney  nog Mmoo, M
si=—3 s =50+ <501 + S0+ 5
N &~ k NS00 T g %01 T R S0 T g 1
donde i = x,y,z. Acd hay que tener en cuenta que st = si(noo,nm,nlo,nll). De este

modo, 560 = si(N ,0,0,0) y asi con los demés resultados. Por conveniencia cambiaremos
la notacién ngg — n1, nor — N, N9 —> N3y n11 — 4.
La varianza de estas variables aleatorias son, en cada direccién,

i i2 1 & 2
Var(sy) =o' = mk:1(sk —st)”.
Esto se puede escribir de la forma
) N 4 . 4 .
A v (Zﬁ(Si - Sinfwz) :
I=1 m=1

Los indices n,! corresponden a los 4 posibles resultados de la medicién, asi mismo,

n
fi=w
Cuando N — oo, se tiene que

4 4
o — ZPZ(S»‘; — Z pmsﬁﬂ)z.
=1 m=1

En este limite, el valor medio de la estimacién en la direccién i se escribe de la forma
s — p1S] + p2sy + p3ss + pasy.

Esta relacion se puede escribir de la forma matricial § = Sg, donde

1 1 1 1 1 p1
% X X X X
5_ s¥ g — S] S, S3 S %
I T B A b=
> 1 %2 53 5 P3
Z z Z Z
s s] s5 s3 s; Pa

iene en cuenta que Y;_; px = 1. Por otra parte es importante tener en cuenta que
= T~!7, de la ecuacién (2.30). Por lo tanto, el estimador s es

0| <
w
(]
-+
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(I)j_|

1g-13 = Gs.
r(5) = Var (G5) es

cnp

=T~
Su i-ésima componente de la varianza Va
N 4 N .
Var (sl> = Var Z Gij5; Z G2 Var Z s{{
i=0 N3
= Z Ginz Nz 2 ol

En términos de los resultados de la medicién se tiene
Ai 1 4 2 j2
Var(s)zNZ(:)Gija ZG Zpl mesm .
j=

donde i,j = 0,x,y,z, es decir, representan componentes del vector de espin. La com-
ponente 0 satisface la normalizacién s° = 1, luego, es claro que Var (sAO) = 0. Por otra
parte, los indices I, m corresponden a los cuatro posibles resultados de la medicién del
los metros, 00,01,10 y 11. Se puede mostrar numéricamente que la suma de los términos
en paréntesis para los indices i = x, y, z, corresponde al parametro del error de Fisher
en la ecuacién (2.56).
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