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Resumen

En este trabajo se obtiene un novedoso resultado de existencia de respuestas periddicas im-
pares con ciertas propiedades nodales en el contexto de una familia general de osciladores
no lineales con simetrias, que en particular tienen aplicaciones en el area de los osciladores
tipo MEMS o sistemas micro electromecénicos [3]. Mds atn, en el contexto de un modelo
MEMS electrostatico tipo peine con una fuerza restauradora no lineal cibica, se obtiene un
novedoso resultado sobre la existencia de respuestas periddicas impares con ciertas propie-
dades nodales, y la estabilidad en el sentido lineal de algunas soluciones encontradas cuando
la amplitud de la componente AC en el voltaje de entrada es suficientemente pequena. Algu-
nas simulaciones y resultados de continuacién numérica son presentados con el objetivo de
validar numéricamente los resultados analiticos para el MEMS tipo peine considerado. Los
resultados principales de este trabajo se obtienen mediante la aplicacién del principio varia-
cional de R. Ortega [4], la técnica de truncamiento, cotas a priori de soluciones periédicas
para osciladores no lineales y la estrategia perturbativa introducida en [5] para la estabilidad
en el sentido lineal.

Palabras clave: Soluciones periodicas, Osciladores con simetrias, Propiedades noda-
les, Estabilidad lineal de soluciones periddicas con simetrias, Sistemas micro electro-
mecdnicos, MEMS.






Abstract

In this work a novel result about the existence of odd periodic responses with prescribed
nodal properties is introduced for a general family of nonlinear oscillators with symmetries,
which have applications in MEMS oscillators or microelectromechanical systems [3]. Moreo-
ver, in the context of an electrostatic Comb-drive MEMS model with a nonlinear restoring
cubic force, a novel result about the existence of odd periodic responses with certain nodal
properties, and the stability in the linear sense for some of these solutions is obtained whene-
ver the amplitude of the AC load in the input voltage is small enough. Numerical simulations
and numerical continuation results are presented to corroborate the analytical results for this
Comb-drive MEMS. The main results of this work are obtained through the application of
the variational principle of R. Ortega [4], the truncation technique, a priori bounds of pe-
riodic solutions for nonlinear oscillators and the perturbative approach introduced in [5] for
the stability in the linear sense.

Keywords: Periodic solutions, Symmetric oscillators, Nodal properties, Linear stability

of symmetric periodic solutions, Microelectromechanical systems, MEMS.
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Introduccion

Los sistemas micro electromecanicos (MEMS) son dispositivos a micro escala que integran
componentes mecanicas y electrénicas, y que constituyen una tecnologia emergente con
multiples aplicaciones en sectores como el automotor, el de la medicina y el de las comuni-
caciones. Algunos de estos micro dispositivos incluso estan presentes en la tecnologia que se
emplea cotidianamente, por ejemplo, en los giroscopios de los teléfonos inteligentes, en ciertos
sensores de masa y presion para vehiculos y en algunos micréfonos (ver [3] para més detalles).

En virtud de las ventajas operacionales proporcionadas por los sistemas micro electromecani-
cos y sus numerosas aplicaciones en diversas areas, surge la necesidad de estudiar y predecir
su comportamiento, asi como también de estudiar ciertos fenomenos que tienen lugar en
ellos. En particular, puede ser de interés estudiar la dinamica subyacente al correcto funcio-
namiento del micro dispositivo y la aparicion de fenémenos como las oscilaciones peridédicas
de sus componentes mecanicas. En la literatura reciente en el area de los MEMS se puede
apreciar el interés por abordar estas cuestiones, por ejemplo, a través del planteamiento
y el posterior estudio de modelos matematicos que logran describir de forma apropiada la
dinamica en el dispositivo. Algunos de los modelos canénicos para MEMS propuestos en la
literatura son el modelo de Nathanson y el modelo Comb-drive finger (ver [3]), los cuales son
estudiados con el objetivo de brindar herramientas que puedan ser tutiles para disenadores,
investigadores y fabricantes de MEMS.

De esta manera, el presente trabajo tiene por objetivo principal abordar el estudio de la
existencia y las propiedades de estabilidad en el sentido lineal de respuestas periddicas con
simetria impar que ademas tienen una cantidad predeterminada de ceros, en el contexto de
una clase de dispositivos MEMS modelados por una ecuacion diferencial de segundo orden
con una no linealidad de la forma zG(t,z), donde G(t,x) es una funcién par respecto a
ambas variables, T-periédica y continua en ¢, y de clase C! respecto a la variable de estado
x para © € |—a,a[ y a > 0. Concretamente, la discusién presentada en este trabajo se desen-
vuelve entorno al modelo de un MEMS tipo peine modelado con elasticidad cibica que fue
recientemente considerado en trabajos como [6] y [2].

Es valioso mencionar que los resultados obtenidos en este documento (ver capitulo|3|) podrian
proporcionar, desde el punto de vista mecanico del modelo previamente mencionado, condi-
ciones sobre los pardametros de control del dispositivo que garantizan su correcto funciona-
miento mediante respuestas periddicas estables. En este sentido, los resultados brindan in-
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formacion sobre las frecuencias de salida del sistema o propiedades nodales de las soluciones,
que dan origen a una familia de respuestas mT-periddicas impares (subarménicos impares)
clasificadas de acuerdo a su nimero de ceros en cierto intervalo de tiempo cuando el voltaje
de entrada en el dispositivo es variable y T-periddico. Mas ain, bajo ciertas condiciones
algunos subarmonicos son estables en el sentido lineal y por tanto son respuestas periédi-
cas deseables en la aplicacién. De hecho, esta ltima conclusién parece ser, hasta donde se
conoce en la literatura, el primer resultado analitico de estabilidad lineal para este problema.

Los resultados de este trabajo son obtenidos a través del uso de cotas a priori de solucio-
nes periédicas y algunas técnicas de truncamiento, la aplicacién de un novedoso principio
variacional para la existencia de soluciones periddicas simétricas introducido en [4] y la adap-
tacién del criterio de estabilidad lineal /inestabilidad establecido en [5] para ciertas familias
de soluciones peridédicas simétricas.

A continuacion se introduce formalmente y de manera breve cada capitulo que compone
este documento. En el capitulo [1| se presenta el problema de investigacion, el entorno que
motiva el estudio, los objetivos a alcanzar, la novedad de problema y la utilidad en el area
de los osciladores MEMS considerados, asi como también la articulacion del estudio con los
Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS) y algunos de los antecedentes importantes que
motivaron el desarrollo de esta propuesta de investigacién. Posteriormente, en el capitulo
se presentan las principales herramientas que conforman el marco tedrico y que son emplea-
das para alcanzar los objetivos propuestos, prestando especial atencién a topicos clave para
la discusién como el principio variacional de R. Ortega obtenido en [4], la correspondiente
extensién de este principio para el caso de osciladores con singularidades presentada en [1]
y la estrategia perturbativa introducida en [5] que constituye un pilar para el estudio de la
estabilidad en el sentido lineal de respuestas periddicas simétricas.

En el capitulo [3|se presentan los resultados principales de este trabajo, exhibiendo en primer
lugar un novedoso resultado de existencia de respuestas periddicas impares con ciertas propie-
dades nodales en el contexto de una familia general de osciladores no lineales con simetrias,
un segundo resultado que valida la independencia del primero respecto del truncamiento em-
pleado (siempre se consiguen las mismas soluciones periddicas impares independientemente
del truncamiento usado) y finalmente los resultados de existencia/estabilidad lineal obte-
nidos en el contexto del MEMS tipo peine modelado con elasticidad ciibica. De hecho, el
teorema de existencia general obtenido en la seccién [3.1] el criterio de estabilidad lineal pre-
sentado en la seccién y su aplicacién conjunta en la seccién [3.5] son resultados analiticos
novedosos en la literatura de osciladores tipo MEMS. En el capitulo [4] se presentan algunas
simulaciones numéricas con el objetivo de validar numéricamente los resultados analiticos
obtenidos para el MEMS tipo peine considerado. Las conclusiones de este trabajo y algunos
de los problemas abiertos que se podrian abordar en proyectos futuros son presentados al
final del documento.



1. El problema de investigacion

1.1. Descripcion del area problematica

Los diversos campos de aplicaciéon de los sistemas micro electromecanicos (MEMS) hacen
de estos dispositivos elementos de estudio atractivos. Sin embargo, mas alla de los impor-
tantes procesos técnicos de diseno y de fabricaciéon por lotes que caracterizan a los MEMS,
los investigadores y disenadores pueden requerir de herramientas que permitan aproximar el
comportamiento del micro dispositivo bajo ciertas condiciones del entorno o de los materiales
empleados, por ejemplo, un modelo matematico que describa adecuadamente la dinamica.
Como se menciona en [3], en las primeras etapas del campo de los MEMS, los disenadores
e investigadores obtuvieron discrepancias entre los resultados tedricos y experimentales en
virtud de que empleaban modelos relativamente sencillos, y herramientas de simulacién de
alto nivel que no necesariamente se ajustaban a los requerimientos. Esta tendencia causé
elevados costos de fabricacién y limité en cierto sentido el potencial de estos mecanismos.

No obstante, modelar y estudiar de forma acertada el comportamiento de un dispositivo
MEMS no es una tarea trivial, por ejemplo, al considerar sélo el aspecto mecanico en un
MEMS pueden surgir dificultades como las no linealidades, los fenémenos de micro escala y
el acoplamiento de varias fuerzas de distinto origen fisico (ver [3]). En particular, las no linea-
lidades parecen ser un aspecto intrinseco al problema de modelar un MEMS en virtud de que
no considerarlas podria llevar a aproximaciones poco acertadas. Tipicamente pueden apare-
cer no linealidades debido a fuerzas electrostaticas en aplicaciones de actuacion y deteccion
(algunos actuadores forman parte de los sistemas micro electromecéanicos electrostaticos), a
la configuracién de la micro estructura que sufre deformaciones (no linealidades geométricas
de la micro estructura), entre otros (ver por ejemplo [3], [7] v [8]).

En este orden de ideas, el estudio de un modelo que provea a los investigadores de informacién
acertada sobre algin fenomeno en esta clase de dispositivos puede permitir la exploracién de
disenos mas robustos, el desarrollo de mecanismos novedosos, o simplemente la optimizacion
de aquellos existentes a una forma de mayor calidad funcional (ver [3]). En la literatura
de MEMS se pueden encontrar, desde el punto de vista matematico, algunos modelos para
sistemas micro electromecanicos electrostaticos como el modelo de Nathanson y el modelo
Comb-drive finger. El primer modelo describe la dindmica en un MEMS tipo condensador de
placas paralelas simple y el segundo describe la dindmica en un dispositivo tipo peine (ver [3]).



1 El problema de investigacién

En trabajos relativamente recientes como [9], |10], [6] vy [1], se aborda el estudio de los
modelos previamente mencionados con la intencién de proporcionar informacién sobre las
caracteristicas no lineales de los micro dispositivos estudiados. Considerando, en particu-
lar, el efecto que tiene la variacion de los valores de los parametros de control sobre ciertos
fenémenos que aparecen en ellos como las respuestas periédicas (también conocidas como
soluciones u oscilaciones periddicas no constantes).

Es importante resaltar que algunos de los modelos matematicos MEMS; incluidos los mencio-
nados anteriormente, tienen asociadas ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
con no linealidades que admiten singularidades. Por tanto, el estudio de eventos tales como
las respuestas periddicas en estos dispositivos se convierte en una tarea no trivial. No obs-
tante, ciertos modelos poseen caracteristicas que pueden ser aprovechadas para estudiar los
fenémenos de interés, por ejemplo, los resultados obtenidos para el dispositivo tipo peine
en [10] y |1] emplean el hecho de que la no linealidad de la ecuacién tiene simetrias. Asi, el
problema de encontrar soluciones periédicas simétricas en [10] y [1] se reduce a solucionar
en medio periodo de tiempo, respectivamente, un problema de contorno tipo Neumann y un
problema de contorno tipo Dirichlet.

De forma concreta, en [10] se estudia analiticamente la existencia de soluciones periédicas
con simetria par y una cantidad determinada de ceros en medio periodo (oscilacién prescrita)
para el modelo Comb-drive finger, cuando se suministra un voltaje de entrada positivo, par
y periédico en el tiempo. Los resultados presentados en [10] se obtienen via herramientas
topoldgicas como el Teorema de Continuacién Global de Leray-Schauder y cotas a priori de
soluciones periddicas (ver [11]). Posteriormente, en [1] se estudia la existencia de solucio-
nes periddicas impares con oscilacion prescrita en el modelo Comb-drive finger, cuando se
suministra un voltaje de entrada como en [10]. En este caso, los resultados para el modelo
del actuador tipo peine son obtenidos mediante un proceso de truncamiento y la posterior
aplicacién de un principio variacional propuesto en [4]. Este novedoso principio sera conocido
a lo largo de este documento como el principio de Ortega.

El principio de Ortega en [4] surge en el contexto de un problema de mecénica celeste, como
una herramienta elemental para obtener la existencia de soluciones peridédicas impares con
un numero prescrito de ceros en un oscilador no lineal con simetrias, periédicamente forzado
y que no admite singularidades. Seguidamente, este principio variacional se extiende en [12]
para estudiar la existencia de soluciones peridédicas con simetria par en el mismo contexto de
[4]. M&s ain, una generalizacién del principio de Ortega para el caso donde el oscilador ad-
mite singularidades se considera en [1]. No obstante, el procedimiento empleado para obtener
los resultados sobre el modelo del actuador tipo peine en [1] también revela que el principio
de Ortega puede ser aplicado de forma directa, en ciertos casos, a un problema que admite
singularidades a través del truncamiento de la ecuacion asociada. Este ultimo enfoque de
aplicacion del principio de Ortega atin no se ha considerado en la literatura de forma general.



1.1 Descripcion del area problematica

Por otra parte, tal como se menciona en [10] y [1], las propiedades de estabilidad de las
soluciones periédicas simétricas con oscilaciéon prescrita encontradas son, en ambos casos,
desconocidas hasta el momento. Las simulaciones numéricas reportadas en [1] parecen evi-
denciar que en ciertas situaciones y desde el punto de vista numérico, algunas soluciones
periédicas impares (subarmonicos) con oscilacién prescrita obtenidas son linealmente esta-

bles.

Recientemente, en [13] y [5] se presentan los primeros resultados analiticos sobre las propieda-
des de estabilidad de soluciones peridédicas no constantes con oscilacién prescrita de una clase
osciladores no lineales con simetrias y forzados periédicamente en el tiempo. Sin embargo,
el criterio de estabilidad lineal /inestabilidad obtenido en [5] surge, al igual que el principio
de Ortega, en el marco del problema de Sitnikov clédsico (ver [14] para una descripcién del
problema de Sitnikov). Por tanto, su aplicacién directa para determinar la propiedades de
estabilidad de las soluciones encontradas en [10] y [1] no es posible.

De esta manera, el presente trabajo aborda el problema de estudiar la existencia y las
propiedades de estabilidad de respuestas periddicas simétricas con una oscilacién prescrita, en
el contexto de una clase de osciladores no lineales con simetrias y que admiten singularidades.
En particular, se consideran los osciladores no lineales tipo MEMS que comparten ciertas
caracteristicas con el modelo Comb-drive finger, es decir, osciladores de la forma

i+ 2G(t,x) =0, (1-1)

donde para a > 0y T > 0 (el caso a = oo estd incluido) se tiene que la funciéon G €
CY*YR x ]—a,al), es T-periddica en t y satisface las siguientes simetrias

G(—t,x) =G(t,x), G(t,—z)=G(t,x). (1-2)

En este trabajo se apunta entonces, por una parte, a obtener un resultado de existencia
general de respuestas periddicas impares para la ecuacion cuando esta tultima admite
cotas a priori y la aplicacién del principio de Ortega es posible via un truncamiento. No
obstante, el estudio de las propiedades de estabilidad en el sentido lineal de este tipo solucio-
nes en osciladores como (|1-1|) es, desde el punto de vista analitico, un problema delicado en
virtud de la dependencia con respecto a la no linealidad zG(t, ). Por tanto, en este trabajo
consideramos el caso concreto del oscilador no lineal tipo MEMS cuyo modelo masa-resorte
puntual esta dado por la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden
i+x+ar’= W, lz| < 1.
(1 —=x?)2

donde «, 8 son constantes fisicas positivas, y para Vpe > 0, w > 0y § € |0, Vpo| se define
la funcion de voltaje con carga

Vs(t) == Vpe + 0 cos (wt).
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Este modelo fue considerado recientemente en [6] y [2], y corresponde al modelo Comb-drive
finger (o tipo peine) con elasticidad cibica. Es valioso mencionar que en este documento
el nombre del modelo anterior hace referencia al tipo de fuerza restauradora incorporada
al modelar, sin embargo, desde el punto de vista de la mecdanica, el término rigidez ctibica
podria ser empleado en virtud de que este tltimo hace referencia a una propiedad estructural.
Maés ain, este modelo considera las no linealidades mas comunes y dominantes en MEMS
que corresponden, tal como se menciona en [3], a las no linealidades de tipo cuadratico
introducidas por fuerzas electrostaticas y materiales piezoeléctricos, y a las no linealidades
de tipo cubico que se deben a configuraciones geométricas de las micro estructuras. En la
seccién [2.1]del siguiente capitulo se introduce brevemente el modelo tipo peine con elasticidad
cubica.

1.1.1. Formulacién del problema

Considérese la familia de osciladores tipo MEMS de la forma . En este trabajo se encuen-
tran condiciones sobre la no linealidad en que conducen a la existencia de respuestas
periddicas impares que tienen un nimero prescrito de ceros para esta clase de osciladores,
empleando del principio de Ortega y siguiendo las ideas en [1]. Ademés, para el MEMS tipo
peine con elasticidad ciibica se determinan, en ciertos casos, las propiedades de estabilidad
en el sentido lineal de las respuestas periddicas encontradas siguiendo las ideas y las técnicas
del criterio de estabilidad lineal presentado en [5].

1.1.2. Objetivos

Objetivo general

Determinar la existencia de soluciones periddicas simétricas (por ejemplo, con simetria im-
par) que tienen una oscilacién prescrita, mediante la aplicacién del principio de Ortega, y
sus correspondientes propiedades de estabilidad en el sentido lineal, para osciladores MEMS

de la forma (1-1)).
Objetivos especificos

1. Construir una ecuacién truncada equivalente a ([1-1)) que tenga exactamente las mismas
soluciones periddicas y verifique las condiciones del principio de Ortega.

2. Establecer el resultado general de existencia de soluciones periédicas simétricas (por
ejemplo, con simetria impar) con oscilacién prescrita para ecuaciones de la forma ((1-1)).

3. Extender el criterio de estabilidad lineal obtenido en [5] para el caso de un oscilador
MEMS tipo peine con elasticidad no lineal de la forma (|I-1]).

4. Tlustrar numéricamente los resultados analiticos obtenidos sobre las soluciones periédi-
cas simétricas con oscilacion prescrita en los osciladores tipo MEMS considerados.
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Es valioso notar que los objetivos propuestos fueron cumplidos en su totalidad a lo largo
de los resultados obtenidos en las secciones 3:3] B4 y el capitulo ] Concretamente, el
Teorema {4 y el Teorema [7] dan respuesta a los objetivos de caracter tedrico. En el caso del
objetivo especifico 3, se abord¢ el estudio de la estabilidad lineal de las soluciones periédicas
impares obtenidas extendiendo el criterio de estabilidad propuesto en [5], en el contexto del
modelo del MEMS tipo peine con elasticidad cibica que tiene la estructura general de
la ecuacion . Mas aun, en la seccién se obtuvo un novedoso resultado que garantiza
la validez de la conclusién dada por el Teorema {| con respecto a la metodologia empleada,
es decir, su independencia con respecto a la funcién de truncamiento usada. Este resultado
permite complementar la discusién presentada en trabajos previos como [1]. Finalmente, es
importante mencionar que este documento estuvo acompanado de la generacién de articulos
de investigacién.

1.2. Justificacion

Una metodologia usual para el estudio de ciertos fenémenos complejos consiste en reducir
el problema original a un modelo matematico, el cual debe ser simple y debe describir de
forma adecuada el fenémeno. Luego, la dinamica subyacente y las caracteristicas de dicho
modelo son estudiadas con el fin de responder a las interrogantes planteadas. En algunos
casos el estudio de las propiedades de los modelos resulta ser una tarea no trivial en virtud
de la misma naturaleza del problema.

Como se mencioné previamente, el estudio de la dindmica y de algunos fenémenos que sur-
gen en ciertos MEMS electrostaticos ha sido abordado en la literatura empleando modelos
matematicos. Por ejemplo, modelos para MEMS con la estructura de un condensador de
placas paralelas y la estructura tipo peine se han considerado bajo distintas condiciones e
hipétesis en [15], |16], [9], |10], [17], [6] ¥ [1].

Puede ser valioso mencionar, en particular, trabajos como [6] donde se proporcionan, bajo
ciertas condiciones de funcionamiento, resultados sobre la existencia y las propiedades de
estabilidad en el sentido lineal de soluciones periddicas que no cambian de signo en un mo-
delo de un dispositivo Comb-drive, cuando se incorpora una rigidez mecanica ciibica. Asi,
los autores en [6] evidencian un nuevo régimen de funcionamiento donde el electrodo mévil
del dispositivo puede oscilar lateralmente de forma estable. Por otra parte, en [18], |19],
[20] vy [21] se estudia, bajo distintas condiciones, la existencia de soluciones periédicas para
un novedoso modelo de un MEMS tipo condensador de placas paralelas basado en grafeno.
Estos tltimos trabajos podrian ser pioneros de una nueva generacién de dispositivos MEMS
basados en grafeno, en virtud de las sobresalientes propiedades este material (ver [22]).

De esta forma, los estudios mencionados pueden brindar herramientas para predecir lo que
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posiblemente sucederd en el micro dispositivo y para ajustar por anticipado los parametros
de diseno, permitiendo entre otras cosas, ahorrar tiempo y costos (ver [3]). Por tanto, pue-
den ser de interés para disenadores, investigadores y fabricantes en el campo de los sistemas
micro electromecanicos.

En este trabajo se considera el problema relacionado con la existencia y las propiedades de
estabilidad de respuestas periddicas que pueden surgir en una clase de MEMS electrostati-
cos, modelados mediante un cierto oscilador no lineal con simetrias, cuando se considera
un voltaje de entrada periédico y variable. Los resultados esperados podrian ser aplicados
a distintos tipos de dispositivos con el fin de obtener informacién sobre los valores de los
parametros de control que permiten lograr un funcionamiento adecuado en el mecanismo
y evitar zonas de funcionamiento no seguras. Mas atn, se podran conocer las propiedades
de oscilacion de las soluciones, también llamadas propiedades nodales, las cuales no se han
considerado de forma amplia, hasta donde se sabe, en la literatura de MEMS.

Asi, la investigacion que se propone en este documento tiene una motivacién de caracter
practico y puede ser de utilidad para investigadores y disenadores en el area de los MEMS
electrostaticos con caracteristicas similares a las ya mencionadas. Es valioso resaltar que el
enfoque para aplicar el principio de Ortega empleado en [1] y el estudio de las propiedades
de estabilidad de soluciones periddicas en este caso no se han abordado de forma general
en la literatura. Luego, el problema considerado en este trabajo, desde el punto de vista
matematico, representa un problema interesante, viable y no trivial.

Con respecto a la articulacion del presente proyecto con los Objetivos de Desarrollo Sostenible
(ODS) es importante decir que esta propuesta apunta a la investigacién cientifica en un tema
reciente, innovador y con aplicaciones directas en el sector de la industria, sin embargo, en
este caso no se realizard experimentacién a nivel de laboratorio para validacion, por tanto,
los posibles resultados de este trabajo pueden estar relativamente lejos de un desarrollo
tecnoldgico. En conclusion, la propuesta presentada puede ser articulada con la siguiente
meta del noveno ODS:

9.5 Aumentar la investigacién cientifica y mejorar la capacidad tecnoldgica de los sectores
industriales de todos los paises, en particular los paises en desarrollo, entre otras cosas
fomentando la innovacién y aumentando considerablemente, de aqui a 2030, el niimero
de personas que trabajan en investigacién y desarrollo por millon de habitantes y los
gastos de los sectores piblico y privado en investigacién y desarrollo.

1.3. Antecedentes

Es importante resaltar, antes de revisar los antecedentes, la naturaleza del problema abor-
dado en esta propuesta. Concretamente, el hecho de que se buscan soluciones periédicas
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simétricas de una ecuacion de la forma que ademas tienen un numero prescrito de ce-
ros, es decir, que pueden oscilar de una u otra forma de acuerdo a las hipétesis consideradas
sobre la no linealidad G (¢, z). En este sentido, es valioso iniciar la discusién de esta seccién
considerando algunos trabajos que abordan el estudio de la existencia y las propiedades de
oscilacion o propiedades nodales, de soluciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Tal vez, uno de los primeros trabajos en la linea de encontrar soluciones con propiedades
nodales es [23], donde se considera una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden con
una no linealidad general que se asume continua, periddica, con un comportamiento super-
lineal en el infinito con respecto a la variable de estado y que ademés conserva el signo con
respecto a esta tltima. Asi, en [23] se obtienen resultados sobre la existencia de multiples
soluciones periddicas para esta ecuacion de tal forma que existe un entero positivo a partir
del cual tienen un nimero prescrito de ceros. Adicionalmente, algunas ideas intuitivas sobre
las propiedades nodales de soluciones periddicas son evidenciadas empleando la Teoria de
Comparacion de Sturm. El resultado de existencia presentado en [23] es obtenido empleando
el Teorema de Poincaré-Birkhoff (ver [23]) y surge como una extensién de resultados previos
que emplean otro tipo de herramientas como el cédlculo de variaciones.

En trabajos como [24] y [25] los autores estudian la existencia de soluciones radiales con os-
cilacion prescrita para un problema de contorno tipo Dirichlet, asociado a un cierto operador
diferencial no lineal como el p-Laplaciano definido en una bola abierta de R¥ con k > 1. Con-
cretamente, en [24] se emplea una extensién de un teorema de continuacién de la literatura,
para probar la existencia de miultiples soluciones radiales simétricas con un niimero prescrito
de ceros cuando el problema admite un término no homogéneo con un cierto crecimiento
superlineal. En [25] se considera la existencia y la multiplicidad de soluciones radiales con
un nuimero prescrito de ceros cuando el problema tiene una no linealidad con un crecimiento
sublineal cerca al origen, empleando un enfoque de grado topoldgico para probar la existencia
y las propiedades de concavidad/convexidad de la no linealidad para probar la multiplicidad.

En [26] los autores estudian la existencia de soluciones de un problema de contorno tipo
Dirichlet con condiciones nulas para un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden, donde la no linealidad involucra el gradiente de una cierta funcién F(t,z) y
un término continuo de la forma ¢(¢, x,z’). En particular, asumiendo ciertas hipdtesis como
un comportamiento superlineal en el infinito de la no linealidad, los autores en [26] obtie-
nen la existencia de multiples soluciones que tienen propiedades nodales prescritas, es decir,
componentes con un nimero prescrito de ceros. Las estimaciones del ntimero de ceros de
cada componente de la solucion del problema, se logran imponiendo una propiedad conocida
como la “propiedad de elasticidad” sobre la no linealidad y aplicando un lema de oscilaciéon
propuesto en [24]. No obstante, los resultados en [26] sélo garantizan la existencia de solu-
ciones cuyas componentes tienen un nimero de ceros suficientemente grande.
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Ademads, como una consecuencia del resultado principal en [26], se concluye que para el caso
donde F(t,z) = p(t)G(x) con p(—t) = p(t) y G(—z) = G(x), q(—t,—z,2") = q(t,z,2)
verificando ciertas condiciones y p(t), ¢(t) funciones m-periddicas, existen miltiples solucio-
nes del sistema cuyas componentes son impares y 2r-periédicas. Los resultados en [26] se
obtienen empleando una variante del resultado de continuacién propuesto en [24], y una
cierta funcion multi-valuada cuyas componentes representan el nimero de ceros simples de
las componentes de una solucién del problema de contorno.

Luego, en trabajos como [27], [28], [29], [30] v [31] los autores abordan el estudio de la exis-
tencia y en algunos casos de la multiplicidad, de soluciones para distintos tipos de ecuaciones
de segundo orden y problemas de contorno con no linealidades, prestando especial atencién
a las propiedades nodales. Por ejemplo, en algunos de estos trabajos se considera el caso de
una no linealidad de la forma ¢(t)g(x), donde ¢(t) puede tener miltiples ceros en su dominio
y g(z) tiene un crecimiento superlineal. Asi, se obtiene la existencia de soluciones con un
cierto numero de ceros en funcién del signo de ¢(¢). También se aborda el caso donde la
ecuacion estudiada incorpora un amortiguamiento lineal, el caso de problemas con condicio-
nes de contorno singulares o de tipo blow-up y el caso de ecuaciones con términos forzados
periédicamente.

Tal como se menciona en varias de las referencias anteriores, el problema de existencia de
soluciones con propiedades nodales en ciertas clases de ecuaciones diferenciales de segundo
orden, ha sido estudiado mediante el calculo de variaciones, herramientas topolégicas como
teoremas de continuacién y teoria del grado, y herramientas como el método de shooting
o disparo. No obstante, las hipotesis de crecimiento sobre la no linealidad consideradas en
tales referencias, evitan en la mayoria de casos la existencia de cotas a priori. Por tanto, con
el fin de obtener resultados en este tipo de problemas, trabajos como [24], [26] y [25] han
considerado extensiones y variantes de algunas herramientas topoldgicas clasicas.

Con respecto a la existencia y propiedades nodales de soluciones periédicas con simetrias
en un oscilador no lineal periédicamente forzado de la forma , cuando no se admiten
singularidades en la ecuacién, es decir, cuando G € C%!(R x R), se pueden considerar los
resultados en [32], [4] v [12]. En los tres casos, el estudio de las soluciones periddicas simétri-
cas surge en el contexto de un problema de mecanica celeste conocido como el problema de
Sitnikov (ver [14]).

En [32] los autores proporcionan resultados analiticos sobre la existencia de familias de so-
luciones periddicas simétricas en el problema de Sitnikov clasico, estudiando el diagrama
de bifurcaciéon asociado de forma cualitativa y cuantitativa, en funcion de la excentricidad
como parametro del problema. Los resultados en [32] se obtienen empleando un teorema de
continuacién de la literatura (ver [32]). Més ain, las soluciones periédicas obtenidas en este
caso tienen simetria par y una cantidad prescrita de ceros que puede variar desde uno hasta
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algiun entero positivo apropiado.

Posteriormente, R. Ortega en [4] propone un principio variacional (principio de Ortega) que
emplea herramientas elementales como el método de shooting o disparo y la Teoria de Com-
paracién de Sturm, para obtener la existencia de soluciones peridédicas impares que tienen un
ntimero prescrito de ceros (oscilacion prescrita). El principio de Ortega es vélido para una
familia de osciladores no lineales peridédicamente forzados con ciertas simetrias y es aplicado,
en particular, al problema de Sitnikov clésico.

Es importante notar que, los resultados obtenidos en [32] y [4] no restringen el pardametro
del sistema estudiado, en el contexto del Sitnikov, la excentricidad. Ademas, en ambos tra-
bajos se aprovechan las simetrias de la no linealidad considerada, para reducir el problema
de encontrar soluciones periddicas con simetrias al de encontrar soluciones de problemas de
contorno con condiciones nulas en medio periodo de tiempo. En el caso de soluciones con
simetria par en [32] se aborda un problema de Neumann y en el caso de soluciones con
simetria impar en [4] se aborda un problema de Dirichlet.

En general, imponiendo condiciones apropiadas sobre un oscilador no lineal con simetrias, el
principio obtenido en [4] es un principio variacional de minima energia en virtud de que, en
primer lugar, la ecuacién variacional asociada al problema en z = 0 (es decir, en el centro de
masa para el problema de Sitnikov) permite obtener condiciones suficientes y necesarias para
encontrar soluciones periddicas impares con una oscilacion prescrita. En segundo lugar, del
conjunto de soluciones del problema con ciertas condiciones iniciales que tienen a lo mucho
una cantidad de ceros fijada en medio periodo de tiempo, la soluciéon que tiene asociada la
minima energia cinética es periddica e impar. Adicionalmente, R. Ortega demuestra que la
solucién periédica impar encontrada que no tiene ceros en medio periodo de tiempo es tnica.
De esta forma, los resultados en [4] establecen el primer punto de partida para el presente
trabajo.

Seguidamente, en [12] se considera una ecuacién de Hill con dependencia biparamétrica que
se encuentra asociada a un problema tipo Sitnikov, con el fin de estudiar ciertas regiones
biparamétricas de interés y fenémenos como las lenguas de resonancia. El autor en [12] ob-
tiene un resultado que describe las regiones de estabilidad e inestabilidad de la ecuacion de
Hill y determina las regiones donde la solucién trivial del problema de Sitnikov generalizado
de N + 1 cuerpos, es estable en el sentido de Lyapunov. En [12] también se estudian las
regiones para las cuales existen soluciones periédicas simétricas con una oscilacién prescrita
y se aborda la estabilidad en el sentido de Lyapunov del centro de masa en el problema de
Sitnikov curvilineo.

Como ya se menciono, la existencia de soluciones peridédicas con simetria par e impar y oscila-
cién prescrita en el problema de Sitnikov generalizado es considerada en [12]. Es importante
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resaltar que es en este contexto que se establece la primera extensién del resultado de exis-
tencia obtenido por R. Ortega en |4]. Concretamente, con las hipdtesis apropiadas sobre la
no linealidad, se obtiene un principio variacional andlogo al propuesto en [4] para la existen-
cia de soluciones periddicas pares con una oscilacion prescrita. Mas aun, las hipétesis sobre
la no linealidad en [12] también garantizan que el nimero de ceros y el nimero de puntos
criticos de las soluciones periddicas pares coinciden, en cierto intervalo apropiado. Por tan-
to, el autor en [12] se concentra en contar el nimero de puntos criticos de las soluciones pares.

Recientemente en [1], los autores presentan una generalizacion del principio de Ortega esta-
blecido en [4], para una clase de osciladores no lineales con simetrias que admiten singulari-
dades. Ademds, en [1] se considera el problema de encontrar soluciones periddicas impares
con oscilacién prescrita de un conocido modelo para un actuador electrostatico tipo pei-
ne, cuando se suministra un voltaje periddico no constante. De esta forma, un ajuste de
los parametros de control permite obtener la existencia de una familia de soluciones pe-
riédicas impares con una determinada cantidad de ceros en medio periodo de tiempo. La
generalizacién del principio variacional se obtiene siguiendo las ideas de R. Ortega en [4],
y los resultados para el modelo del actuador tipo peine son obtenidos mediante técnicas de
truncamiento y la aplicacién del principio variacional original. Los resultados de existencia
de soluciones periédicas son ilustrados mediante simulaciones numéricas con valores de los
parametros de la literatura.

Es importante resaltar que en [1] la ecuacién asociada al modelo del actuador tipo peine
tiene singularidades, no obstante, los resultados obtenidos en esta linea emplean un proceso
de truncamiento para evitar la singularidad, en virtud de que es posible encontrar cotas a
priori para cualquier solucién periddica del problema. Luego, los autores en |1] proceden
definiendo una ecuacién equivalente a la original que tiene las mismas soluciones periédicas
y que no tiene singularidades.

La anterior forma de proceder, de acuerdo con los autores en [1], produce un tipo de resultado
no intrinseco para el problema, puesto que la conclusiéon podria depender del truncamiento
escogido. Asi mismo, el estudio de las propiedades de estabilidad de las soluciones encon-
tradas se convierte en un problema no trivial. De hecho, algunas simulaciones numéricas
obtenidas en [1] evidencian que para ciertos casos las soluciones pueden ser linealmente es-
tables. Es precisamente en este tipo de enfoque en que el presente proyecto de investigacién
estuvo interesado. De hecho, uno de los aportes realizados por este trabajo revela que, bajo
ciertas condiciones, el enfoque mencionado como aparentemente extrinseco es en realidad
intrinseco al problema, en el sentido de que existe independencia con respecto a la funcién
de truncamiento escogida en el proceso de truncar la ecuacién.

En [13] ¥ [5] se presentan los primeros resultados analiticos sobre las propiedades de estabi-
lidad en el sentido lineal/inestabilidad de soluciones periédicas simétricas del problema de
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Sitnikov clésico que depende de la excentricidad como pardmetro. En [13] los autores estu-
dian la estabilidad en el sentido lineal /inestabilidad de soluciones periédicas con simetria par
que emanan de soluciones no constantes y periédicas del problema auténomo (excentricidad
nula) con la misma simetria. De hecho, en [13] se obtiene un resultado clave para la discusién
posterior en [5] a partir de un resultado de [33] sobre la diferenciabilidad de las soluciones
fundamentales de una ecuacién de Hill en funcién de su potencial. Los autores en [13] hacen
énfasis en que la formula de la derivada de la traza, cuando la excentricidad es cero, presen-
tada alli es mas conveniente en las aplicaciones puesto que depende en menor medida (en
relacién a las férmulas similares obtenidas en [33]) de la informacién de las soluciones no
contantes periddicas del problema auténomo.

Posteriormente, en [5] los autores estudian las propiedades de estabilidad de ciertas familias
de soluciones periddicas simétricas no constantes, para una clase de osciladores no lineales
con simetrias y forzados periédicamente en el tiempo. Concretamente, en [5] se obtiene un
criterio para determinar de forma analitica las propiedades de estabilidad de soluciones pares
e impares que mantienen una cierta relacion entre su frecuencia y su oscilacion en un periodo
de tiempo. La estabilidad de las soluciones periddicas se estudia en el sentido lineal emplean-
do la teoria de ecuaciones de Hill y la manipulacién de algunas expresiones importantes. Asi,
para una familia apropiada de soluciones periédicas del problema de Sitnikov y considerando
valores pequenos de la excentricidad, las soluciones peridédicas impares de la familia resultan
ser inestables en el sentido de Lyapunov mientras que las soluciones periédicas pares son
estables en el sentido lineal.

El criterio presentado en [5] es obtenido empleando las propiedades de las soluciones con
simetrias del problema auténomo, el Teorema de la Funcién Implicita y la teoria de ecuacio-
nes de Hill. En particular, el criterio depende de la estimacion del signo de la derivada de la
traza asociada a la ecuacion variacional en cada caso, en funcién de la excentricidad, cuando
la excentricidad es cero, es decir, en el problema autéonomo desde el cual se continian las
soluciones periddicas a estudiar.

Finalmente, es valioso mencionar que para el problema de Sitnikov, los autores en [5] en-
cuentran para ciertas familias de soluciones impares, una expresion integral que determina
el signo de la derivada de la traza asociada cuando la excentricidad es cero. Sin embargo,
el analisis del signo de tal expresion integral no es trivial y depende de forma delicada de
una relacién entre la frecuencia de entrada en el problema y las propiedades nodales de la
solucién. Asi, para ciertos casos, los autores en [5] establecen una conjetura sobre el signo
de la expresion integral. La prueba de esta conjetura fue abordada recientemente en [34].
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En este capitulo se abordan las principales herramientas tedricas que seran empleadas en
el capitulo de resultados. En primer lugar se considera una breve introducciéon al modelo
del MEMS tipo peine con elasticidad cibica, luego se abordan algunos resultados sobre so-
luciones periddicas y propiedades nodales, una herramienta fundamental que proporciona
condiciones suficientes para obtener cotas a prior: de soluciones peridédicas de una ecuacion
de segundo orden, asi como el principio de Ortega y su extensién para osciladores simétricos
con singularidades. También se discuten algunos tépicos de la teoria clasica y de la litera-
tura reciente para estudiar la propiedades de estabilidad en el sentido lineal de soluciones
periddicas.

2.1. Introduccién al modelo: MEMS tipo peine con
elasticidad cubica

El acronimo MEMS hace referencia a los sistemas micro electromecanicos, una clase de dispo-
sitivos a escala micrométrica que poseen componentes electrénicas y mecénicas (incluyendo
sensores y actuadores), y que son fabricados y funcionan como un sistema integrado (ver
[3] para mas detalles). De hecho, gran parte de estos micro mecanismos son empleados co-
mo sensores y actuadores, y se caracterizan por ser ligeros, de bajo costo operativo y por
proporcionar funcionalidades inteligentes en lugares de dificil acceso para otro tipo de tecno-
logia. Algunos ejemplos concretos de MEMS son los micréfonos incorporados en audifonos
auxiliares, y los sensores de presién de alta temperatura para motores de vehiculos (ver [3]).

Con respecto al estudio de la dindmica y el comportamiento mecanico de esta clase de micro
mecanismos, es valioso mencionar que existen importantes desafios, y entre los mas comunes
se encuentran las no linealidades. Estas ultimas resultan ser fuertes, dominantes e intrinsecas
al problema mismo, y pueden ser producidas, entre otras cosas, por aspectos presentes en
los micro dispositivos como el forzamiento, el amortiguamiento y la rigidez. Por una parte,
el forzamiento puede introducir no linealidades en los modelos a través de los mecanismos
de deteccion y actuacion, por ejemplo, a través de la fuerza electrostatica presente en una
configuracion de placas paralelas. Por otra parte, en los MEMS existe una gran variedad de
mecanismos no lineales de disipacién de energia y amortiguamiento que afectan a las micro
estructuras, por ejemplo, en funcién de su area superficial. Finalmente, aunque las micro
estructuras en los MEMS son usualmente disenadas para permitir ciertas deformaciones,
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cuando estas dltimas son relativamente extensas se puede producir un tipo de no linealidad
que se deriva de la geometria de la misma estructura. Asi, el estudio del comportamiento
mecanico de los sistemas micro electromecanicos es un problema no trivial e interesante.

Adicionalmente, aunque en la literatura de MEMS se pueden encontrar diversos métodos de
transduccion bajo los cuales funcionan los sistemas micro electromecanicos, uno de los mas
comunes, en lo que concierne a la deteccion y a la actuacion, es la transduccién electrostatica,
y los micro dispositivos que emplean este tipo de transduccion son llamados MEMS elec-
trostaticos. Concretamente, la transduccién electrostatica es un mecanismo simple y eficiente
que no requiere materiales especiales y que se basa principalmente en condensadores de pla-
cas paralelas. De esta forma, los MEMS electrostaticos solo requieren una fuente de voltaje y
su funcionamiento recae bien sea en la fuerza electrostética (que es naturalmente no lineal y
atractora) inducida entre las placas del condensador o en el cambio del valor de capacitancia
del mismo. Las formas mas comunes de deteccion y actuacion electrostatica estan basadas en
una configuracion de electrodos tipo placas paralelas simples 6 de multiples electrodos tipo
comb-drive donde esta ultima configuracién da origen a una clase de dispositivos conocidos
como los Comb-drive, lo cuales han sido empleados en acelerémetros, filtros y resonadores

(ver [3]).

Béasicamente los condensadores de placas paralelas simple o de una cara son formados por
dos electrodos (rectangulares) ubicados de forma paralela, donde uno de ellos permanece fijo
y el otro puede moverse solo en la direccién hacia donde se encuentra el electrodo fijo. En
los sistemas micro electromecanicos, los electrodos méviles son usualmente micro estructuras
flexibles que cuando son deformadas inducen una fuerza de carédcter restaurador que actua
en sentido opuesto a la fuerza electrostatica. Por otra parte, los dispositivos Comb-drive o
tipo peine (como se conoceran a lo largo de este documento) se componen de dos estructuras
mas complejas con forma de peine, donde una de ellas esta fija y la otra puede moverse
sujeta a anclajes flexibles que actian como resortes. Cada peine se encuentra formado por
electrodos o dedos (lo que da el nombre al modelo Comb-drive finger), los cuales pueden ser
ubicados de tal forma que se entrelazan 6 no con los electrodos del otro peine. Mas aun, el
movimiento del peine mévil puede tener distintas configuraciones incluyendo aquellas donde
este tiltimo puede salir del plano con respecto al cual se encuentra el peine fijo. En particular,
aquellos dispositivos tipo peine en el plano pueden sufrir desplazamientos longitudinales o
transversales de acuerdo con la direccién hacia la cual se desplaza el peine mévil en relacién
con la orientaciéon del peine fijo.

En este trabajo se tiene interés por aquellos dispositivos MEMS electrostaticos con una con-
figuracion tipo peine. Concretamente, por aquellos dispositivos con electrodos interdigitados,
en el plano y de movimiento transversal. Debe notarse que esta configuraciéon produce enton-
ces una serie de condensadores de placas paralelas simples que se componen de un electrodo
del peine mévil ubicado entre dos electrodos del peine fijo. Asi, para cada electrodo en el
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peine moévil se obtiene un sistema compuesto por un condensador simple a izquierda y otro
a derecha, y en consecuencia cuando el dispositivo es accionado por un voltaje V' se obtienen
dos fuerzas electrostaticas que actian sobre el electrodo mévil. De hecho, cada sistema se
conoce como un condensador doble o de dos caras y constituye la columna vertebral de los
Comb-drive interdigitados (ver [3]).

De esta manera, si para cada condensador doble la variable y denota el desplazamiento del
electrodo movil desde la posicién de equilibrio (y = 0) medido positivo hacia la izquierda,
g denota el agujero o distancia inicial del electrodo moévil a los electrodos fijos, ¢ denota
la longitud de la parte del electrodo mévil que se encuentra en la zona de interacciéon con
respecto a los otros dos electrodos, a denota el ancho de los electrodos, y € es la constante
dieléctrica del medio en el agujero, entonces las fuerzas electrostaticas a izquierda Fj., y a
derecha Fy,, en el sistema estan dadas por

elaV? elaV?
5 Y Fier = 57T 3
2(9—y) 2(9 +v)

Las expresiones anteriores se deducen de la capacitancia de los condensadores a izquierda y

Ezq =

a derecha en cada sistema, y su respectiva relacion con la fuerza electrostéatica obtenida en
[3] donde en un movimiento unidireccional o axial ambas fuerzas son de cardcter atractivo.
Asi, la fuerza electrostatica total F,.. que actia sobre el electrodo movil estd dada por

Felec = Lizg + Fder
4gelaV?y (2-1)
e~ 7

Por otra parte, el efecto de la deformacién de la micro estructura en el sistema puede ser

modelado, bajo ciertas condiciones, como una fuerza restauradora no lineal que actiia sobre
el electrodo mévil y que corresponden a la de un resorte mecanico con términos cuadraticos o
cubicos que se adicionan a la componente lineal. Concretamente, en un modelo masa-resorte
puntual para el condensador doble se considera el electrodo mévil (que es una micro estruc-
tura flexible) como una masa que se encuentra atada puntualmente a ambos electrodos fijos
por medio de resortes. Esta simplificacién parece modelar la rigidez de la micro estructura
en un MEMS con una configuracion tipo peine, donde se sabe de la discusién anterior que
dependiendo de la geometria, el material empleado y las condiciones iniciales, se pueden
presentar no linealidades geométricas que inducen una efecto de rigidez no lineal.

Posiblemente uno de los primeros trabajos en la literatura que considera un coeficiente de
rigidez no lineal cibico en un modelo de MEMS es [35]. En virtud de que ciertas caracteristi-
cas de los MEMS que evitan su correcto funcionamiento dependen de los coeficientes lineales
y no lineales del sistema, los autores en [35] proponen un método de ajuste independiente
para tales coeficientes en un dispositivo micro electromecédnico, empleando una combinacién
de actuadores electrostaticos tipo peine y una fuerza restauradora no lineal de tipo ctbico.
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Adicionalmente, en [36] se presenta un analisis tedrico sobre la dindmica de un oscilador
MEMS con un potencial de doble agujero (ver [3]) o biestable que tiene aplicaciones a esque-
mas de comunicacién segura basadas en caos, y donde la parte movil esta atada al substrato
por medio de anclajes tipo vigas que proporcionan una fuerza restauradora no lineal ctibica.
En [37] se investiga el disefio de un oscilador de masa de alta percepcién empleando un
oscilador resonante como en [35] con una configuracién de no linealidades electrostaticas y
mecanicas que influencian la respuesta dinamica de la estructura, y empleando una ecuacién
de Mathieu no lineal. Algunos otros ejemplos de trabajos donde se consideran modelos o
dispositivos MEMS con una fuerza restauradora no lineal con un término ciibico pueden ser
encontrados en 38|, [39], [40] y en [3].

Es importante notar que algunos de los trabajos mencionados anteriormente tienen como
motivacién el estudio de la excitacion paramétrica del sistema donde las fuerzas aparecen
como coeficientes que cambian en el tiempo, y que gran parte de estos trabajos consideran
actuadores comb-drive no interdigitados. Sin embargo, en el presente documento se considera
el caso donde los electrodos estan interdigitados y donde el coeficiente de rigidez mecénica
no lineal produce un efecto de endurecimiento mecénico. En este caso, la fuerza restauradora
resultante en el sistema es de la forma

Fres = —/ﬁ@/ - k3y37

donde k1 y k3 son, respectivamente, los coeficientes lineal y no lineal de rigidez mecéanica en
el modelo masa-resorte del condensador doble.

Consideremos ahora V; : R — R la funcién asociada a una entrada de voltaje variable
AC — DC (Alternating current-Direct current) en el sistema tal que en cada instante de
tiempo s

Vs(s) = Vpe + 6 cos (2s), (2-2)

donde Vpe >0, Q2 > 0y 6 € ]0, Vpe[. De esta manera, si y = y(s) denota el desplazamiento
transversal de un electrodo mévil de masa m medido desde la posicién de equilibrio (y(0) = 0)
en el instante de tiempo s para un dispositivo Comb-drive, entonces el modelo dimensional
masa-resorte puntual que describe la dindmica en el dispositivo cuando se considera una
elasticidad cuibica y el voltaje de entrada con carga como en , esta dado por la siguiente
ecuacion diferencial de segundo orden
m@ = Fres + Fejee
ds? (2-3)
dgelaVE(s)y

2(9* —y?)?’

donde |y| < g. Debe notarse que como ([2-3) depende de miltiples pardmetros, es conveniente

= —ky — ksy’ +

llevar esta ecuacién a una forma adimensional mediante los cambios de variable t y x = x(t)



18

2 Marco Tedrico

tales que
ti=wys y x:i= g, (2-4)

g
[ k1
Wy = )
m

es la frecuencia natural lineal del sistema. En efecto, de (2-4]) se sigue que

donde

Pz 1 d%y
dt>  gw? ds?’
y entonces ([2-3)) se transforma en

4BV

. 3
i+ +ax _(1—1*2)2_0’ (2-5)

donde |z| < 1, a y (8 son constantes fisicas positivas definidas por

ks o ela
ky 5 - 2]{7193’

Oé:klg’

y Vs(t) = Vg(wio) es una funcién T-periddica con

T=— 'y w=—. (2-6)

2.2. Algunos resultados importantes

En esta seccién se consideran algunos de los resultados de la literatura mas importantes para
el desarrollo de la discusion presentada en las secciones posteriores.

2.2.1. Soluciones periddicas impares, propiedades nodales y cotas a
priori

El primer resultado de esta seccién relaciona la existencia de soluciones periddicas impares
de una ecuacion diferencial de segundo orden cuya no linealidad tiene ciertas simetrias, con
la existencia de soluciones de un problema de Dirichlet asociado a la ecuaciéon en medio
periodo de tiempo.

Sea T' > 0 y consideremos el oscilador general
4 F(t,x) =0, (2-7)

donde F': R x ]—a,a[ — R (el caso a = oo no estd excluido) es una funcién T-periédica en
la primera variable, con F € C%'(R X ]—a, a[) verificando las siguientes simetrias:

F(—t,x) = F(t,z), F(t,—x)=—F(t, x). (2-8)
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Observacion 1. La ecuacidn diferencial (2-7)) es invariante bajo la transformacion (t, x) —
(—t,—x). En efecto, si se supone que x(t) es una solucion de (2-7)) entonces las simetrias en

(2-8) implican que
—i(=t) = =[=F(=t,2(=1))] = =F(=t, —x(=t)) = =F(t,y(1)),
de donde se sigue que y(t) = —x(—t) también es solucion de (2-7]).

Lema 1. Sea L = 5, entonces x(t) es una solucion T-periddica impar de (2-7)) si y sdlo si
x(t) es una Soluczon del siguiente problema de Dirichlet

{fé + F(t,z) =0, (29)

Demostracion. =) Si x(t) es una solucion T-periddica impar de entonces para todo
t € R x(t) € |—a,a], Z(t) + F(t,z(t) = 0, 2(t +T) = z(t) y x(—t) = —x(t). Luego,
z(0) = —z(0) y x(T/z) = x(—T/2) = —x(T)2). Por tanto, x(0) = (L) = 0, y entonces x(t) es
una solucién de (2-9)).

<) Supongamos ahora que z(t) denota una solucién del problema de Dirichlet (2-9)), en-
tonces z(t) € C*([0, L]) y satisface la ecuacién diferencial en (2-9)) para todo t € [0, L]. Es
conveniente dividir la demostracion en dos etapas como sigue.

Etapa 1: Extension impar de la solucion del problema de Dirichlet. La extensién impar de
x(t) se define como

(2-10)

0 = {m(t) site 0L,
—z(—t) site[-L,0].

Debe notarse que de la segunda simetria en (2-8) y de la definicién en (2-10)) se obtiene que
F(t,00=0, 2(0) =2(0) =0y
z(—t) = —z(t). (2-11)

Més atin, z € C*([0, L]) en virtud de que los siguientes limites

2 =20 g, 220 g, 20

lm — #(0),
t—0— t t—0— —t t—0t
' H(—t) — #(0 +(—1) — (0 £) — (0
o 2D =3O 26D =0 O =20) )2,
t—0— t t—0— —t t—0+ t

implican que 2(0) = #(0) y 2(0) = #(0) = 0.

De la Observacién [1| sigue que —x(—t) es una solucién de la ecuacién diferencial en (2-9))
para todo t € [—L,0], por tanto, z(t) es una solucién impar de la ecuacién en (2-9)) para
todo t € [—L, L]. Resta probar entonces que z(t) se puede extender periddicamente a todo
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J C R y que tal extensién es, en efecto, una solucién T-periédica impar de ([2-7)).

FEtapa 2: Extension periddica de z(t). Consideremos el mapa 6 : R — R definido por

0(t) =t — 2 {%w L (2-12)

donde [-] denota la funcién techo. Basicamente, el mapa 6(t) envia cada t € R médulo 2L
al intervalo |—L, L] donde t = (2k — 1)L se identifica con t = (2k + 1)L para todo k € Z.

El siguiente lema proporciona algunas propiedades importantes del mapa 6(t) y su demos-
tracién puede ser encontrada en el Apéndice [A]

Lema 2. La funcion 0(t) definida en (2-12)) verifica las siguientes propiedades:
i) O(t) =t para todo t € |—L, L],
it) si k € Z entonces 0((2k + 1)L) = 6(L).
iii) O(t) € |—L, L] para todo t € R,
i) 0(t+2L) =0(1),

v) si k € Z entonces 0(—t) = 6(t) cuando t = (2k + 1)L y 0(—t) = —0(t) cuando
t# (2k+1)L,

vi) O(t) es dos veces diferenciable en R\ {(2k + 1)L}ez.

De esta forma, la extensién periédica de z(t) sobre todo J C R se define via la funcién 6(t)
como

y(t) = 2(0(1)), (2-13)
de donde se sigue, en virtud de ls propiedades ii) y iv) en el Lema [2[ que y((2k + 1)L) =
2(L) = z(—=L) = 0 y que y(t) es una funcién T-periédica. Luego, de la simetria en (2-11)) y
la propiedad v) se concluye que y(—t) = —y(t).

Por otra parte, como z(t) € C?([—L, L]), de la definicién en (2-13)) y la propiedad vi) se sigue
que dado k € Z existe § > 0 tal que y(t) es dos veces diferenciable para todo ¢ satisfaciendo
0<|t—(2k+1)L| < 4. Luego

lim  0(t) = —L, lim  0(t) = L, (2-14)

t—(2k+1)L+ t—(2k+1)L—

y entonces
Im  y(t)= 1im  2(6(t)) = 2(6(L)) = y((2k + 1)L).

t—(2k+1)L t—(2k+1)L
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Ahora, como (2-11)) implica en particular que 2(L) = 2(—L) entonces de (2-14) se obtiene
que
lim  2(0(t)) =2(—L)=2(L)= lim  2(0(t)).

t—(2k+1)L+ t—(2k+1)L—

y asi la regla de L’Hopital permite concluir que

oy —y(@k+1)L) y(t)
1111’1 = hm s ————
=2k t— (2k+ 1)L t—k+1)L t — (2k+ 1)L

e
i G(t)

— lim 2(6(1)d()

t—(2k+1)L

= 3(L).

Por tanto, y(t) € C*(R) con

(1) — 2(0(t)) sit# (2k+ 1)L para k € Z,
WAL sit=(@k+ 1)L para ke Z.

Como limy_,(2k41)z ¥(t) = y((2k 4 1)L), entonces de las propiedades ii7) y vi) en el Lema ,
la regla de L’Hopital y la discusion anterior se sigue que
i) (@ DL) | EO) - A1)

t—>(21£21)L t—(2k+1)L t—@2k+1)L t — (2k + 1)L
= lim 2(0(1))0(t)

t—(2k+1)L

= I 2(0(t)).
il | E0(F)

Finalmente, como z(t) es solucién de la ecuacién en (2-9|) para t € [—L, L] con z(L) =
z(—L) = 0 entonces

(L) = —F(L,2(L)) = 0= —F(L,2(-L)) = 2(—L),
de donde se sigue en virtud de (2-14)) que para k € Z

lfm  5(0(t) = i(~L)=0=3L)= lim 2(0(t)).

t—(2k+1) L+ t—(2k+1)L~

Luego, y(t) € C*(R) con

i) Z(60(t)) sit# (2k+ 1)L para k € Z,
y =
0 sit=(2k+ 1)L para k € Z.

De la propiedad i) y del hecho de que z(t) es solucién de la ecuacién en ([2-9) para todo
t € [-L, L], se concluye que y(t) satisface la ecuacion (2-7) para todo t € R. O]
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Consideremos ahora L > 0y f :[0,L] — R una funcién no idénticamente nula. Definimos
n(f) como el cardinal del conjunto {t € ]0, L[| f(¢) = 0}, es decir, el nimero de ceros de la
funcién f en el intervalo |0, L]. El siguiente lema proporciona un resultado sobre la preserva-
cién del nimero de ceros en el limite cuando se considera una sucesién de funciones de clase
C1(]0, L]) que convergen uniformemente en la topologia C!. Este resultado fue introducido
por primera vez en [4] sin una demostracién formal, y dado que es una piedra angular para la
discusién abordada en el presente documento, una demostracién detallada es proporcionada
luego de su enunciado.

Lema 3 ([4, Lema 3, pag. 408]). Sea {fi} una sucesién de funciones en C*([0,L]) de tal
forma que fr(0) =0 para todo k € N. Supongamos que

fo=foo vy fe= f
uniformemente en [0, L], donde f € C'([0, L)) satisface la condicion
fO*+ f®)*>0, Vvtelo, L]. (2-15)
Entonces para k suficientemente grande se tiene que

n(f) <n(fe) <n(f)+1.
Mas ain, si f(L) # 0 entonces para k suficientemente grande se obtiene que n(f) = n(f).

Demostracion. Debe notarse que como fp — f uniformemente en [0, L] y fr(0) = 0 para
todo k € N, entonces f(0) = 0. Més atin, de la condicién se tiene que los ceros de f
son simples y por tanto aislados. Concretamente, si f(t,) = () para algun ¢, € [0, L] entonces
f (t.) # 0. Luego, de la continuidad de la funcién f se sigue que existe & = d(t,) > 0 tal que
f(t) # 0 para todo t en la d-vecindad de ¢, (es decir, en los intervalos |t. — d,t. + [ C |0, L]
site €10,L[, [ti,te + [ sit, =0y Jt. —d,t.] si t. = L). De esta forma, f es una funciéon
mondétona creciente o decreciente sobre cada d-vecindad con f(t.) = 0, y entonces f(t) # 0
para todo t en |t, — 0, ¢, + 0]\ {t.} si t. € ]0, L[, Jts,tu +0[sit. =0y |t — O, t.[ si t. = L.

Supongamos en primer lugar que f tiene exactamente m ceros en el intervalo |0, L[ para
algin m € Zso y que f(L) # 0, entonces la demostracién se puede dividir en las siguientes
tres etapas.

FEtapa 1: Por hipdtesis se tiene que n(f) = m y entonces existen tq,ts,...,t, tales que
0<t; <ty<---<tm<Lcon f(t;)=0y f(t;) #0parai=1,2,...,m. Més atn, para ca-
dai=1,2,...,mexiste d; = 6(t;) > 0 tal que f(t) # 0 para todo t € ] — 0t + 9, C 0, L.

Sea § = MiNe(o,1,..m} 10;} donde dp > 0 es tal que f(t) # 0 para todo t € [0,d¢[, y
consideremos 0 € }0, ) [ apropiado de tal forma que los siguiente conjuntos son disjuntos:
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Ui =[t;—6,t;+0] parai = 1,2,...,my Uy = [0,]. Entonces f(t) # 0 para todo t € A
donde

En particular, como para cada i = 1,2,...,m se satisface que f(t;) = 0, se deduce de la
discusién anterior que f(t; —9)f(t; + ) < 0.

Debe notarse que la convergencia uniforme de la sucesién { fk}keN implica que para todo
€ > 0 existe n € N tal que si k > n entonces

f@)] —e <[] < [F()] +e,
para todo t € [0, L]. Asi, para € = mingey ]f(t)\ > 0 existe n; € N tal que & > n; implica que
@] > [f()] —e>0,

para todo t € A. Por tanto, siempre que k > n; se tiene que fk(t) =+ (0 para todo t € A. De
hecho, si para algin i € {0,1,...,m} se tiene que f(t) > 0 sobre U; entonces k > n; implica
que
fi> f(t) —e=0,
para todo t € U;, y si para algin ¢ € {0,1,...,m} se tiene que f(t) < 0 sobre U; entonces
k > nq implica que
frt) < f(t) +e<0,

para todo t € U;. En conclusién, siempre que k > ny se obtiene que para todo t € A

sgn fk(t) = sgnf(t).

Etapa 2: Dado que por definicién todos los ceros de la funciéon f estan contenidos en el con-
junto A, se tiene que f(t) # 0 para todo ¢t € [0, L] \ A. De hecho, de la Etapa 1 se sigue que

f(6) A0y f(t;+0) # 0 paratodo =1,2,...,m, por tanto, f(t) # 0 para todot € [0, L] \ A

De la convergencia uniforme de la sucesion { fy, }ren se tiene que para € = min, g7z | f(¢)| >
0 existe ny € N tal que k£ > ny implica que

[fe(®)] > ()] — e =0,

para todo t € [0,L]\ A. Luego, siempre que k > no se tiene que fi(t) # 0 para todo
te[0,L]\ A.

En particular, si para cada i = 1,2,...,m se considera ¢; € ]0,]|f(t; — 0)|] entonces de la
convergencia uniforme se sigue que existe n; € N tal que k > n! implica que

|fe(ti =6) — f(ti —90)| < &
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Luego, para k > n se tiene que si f(t; —0) > 0 entonces f(t; — ) > ¢ y en consecuencia
felti =9) > f(t; —0) — ¢ > 0,y si f(t; —0) < 0 entonces fi(t; — ) < —¢; y por tanto
Je(ti = 9) < f(ti = 6) + & < 0. De esta manera, si n3 = méx;cq12,..m} {7;} entonces para
k > ng se tiene que fi(t; —0) # 0 con

sgn fr(t; — ) =sgn f(t; — 9),

para todo ¢ = 1,2,...,m. Un razonamiento andlogo permite concluir que existe ny € N
apropiado tal que si k > ny entonces fi(t; + ¢) # 0 con

sgn fx(t; +6) =sgn f(t; + 0),

para todo1=1,2,...,m.

FEtapa 3: Sea n = max {n, ng,n3,ns}, entonces de las etapas anteriores se sigue que k > n
implica que fj preserva la monotonia de f sobre A, fi(t) # 0 para todo t € [0, L] \ A y que

sgn fx(t; £9) =sgn f(t; +9),

paratodoi=1,2,...,m.

Dado que por hipétesis f(t; —0)f(t; +0) < 0 para cada i = 1,2,...,m, se obtiene que de la
relacién anterior que fi(t;—9) fr(t;+9) < 0 para cadai = 1,2, ..., m. Luego, de la monotonia
y del Teorema del Valor Intermedio se sigue la existencia de un unico ; € |t; — d,t; + J] tal
que fr(t) = 0. Finalmente, como f(t) # 0 para todo t € ]0,4] se tiene que para k > n la
funcién fy tiene exactamente m ceros en A\ {0}, y por tanto, n(fx) = n(f).

Supongamos ahora que f tiene exactamente m ceros en el intervalo |0, L[ para algin m € Zs
y que f(L) = 0. Entonces n(f) = m y existen ti,ts,...,t, ordenados y definidos como en
el razonamiento anterior. Dado que t,, es el mayor de los ceros de f en |0, L[ se tiene que
f(t) # 0 para todo t € |t,,, L]. Mas ain, como f(L) = 0 se sigue de la condicién que
f(L) # 0y en consecuencia existe d, > 0 tal que f(t) # 0 para todo t € |L — é,, L[ C |0, L].

Sea ¢ € |0, d.[ apropiado tal que t,, +d < L — 9. Entonces f(t) # 0 para todo t € [L—6,L].
Luego, para € = minye[z_s 1 \f(t)] se tiene que existe n; € N tal que k& > ny implica que
|/(t)] > 0 para todo t € [L—0,L], y para € = mingep,,+5,0-0 | f(t)| existe ny € N tal
si k > ng entonces |fx(t)|] > 0 para todo t € [t,, +J,L — ¢]. De hecho, un razonamiento
analogo al anterior revela que si k > ny

sgn fk(t) = sgnf(t),

para todo t € [L — 4§, L], y que si k > ny

sgn fi(t) = sgn f(t),
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para todo t € [t,, +6,L — 4.

Como f(tm +0) #0, fo = fy fx — f uniformemente en [0, %, + 9], y la condicién (2-15)
se satisface sobre [0,t,, + d] entonces una aplicacién de la primera parte implica que existe
ns € N tal que si k > ng entonces fj tiene exactamente m ceros en el intervalo |0, ¢,, + d].

Finalmente, sea k > n = méax{n, ng,n3}, entonces fj tiene exactamente m ceros en el
intervalo |0, L — §]. Mds aun, de la monotonia de fy en el intervalo [L — §, L] se tiene que fj
tendra a lo mucho un cero en el intervalo |L — 6, L]. Por tanto, n(f) < n(fx) <n(f)+1. O

El siguiente resultado introducido inicialmente en |1] presenta condiciones suficientes para
obtener cotas a priori de soluciones periédicas de una ecuacién de segundo orden general.

Lema 4 ([1, Lema 1, pag. 6]). Sea f : R x |a,b] - R (donde a = —o0 y b = 0o no estdn
excluidos) una funcion continua localmente Lipschitz y T-periddica en la primera variable
para T > 0. Consideremos la ecuacion diferencial de seqgundo orden

¥ = f(t,x), (2-16)
y supongamos que ezisten Ry, Ry € |a,b[ con Ry < Ry de tal forma que se satisfacen
» f(t,x) >0, V(t,x) € [0,T] X [Re, ],
» f(t,x) <0, Y(t,x) € [0,T] x |a, Ry].

Entonces cualquier solucion T-periddica de (2-16|) tiene su rango contenido en el intervalo

[Ry, Ry).

Demostracion. Sean Ry, Ry como en la hipdtesis y supongamos que z(t) es una solucién
T-periédica de (2-16)). Luego, x € C(R), () € ]a, b[ para todo ¢t € R, y existen to, t; € [0, 7]
tales que

z(te) = trer%é%x(t) v x(t)) = tg[lol”r%]x(t).

Por contradiccién, supongamos que x(ts) > Ry. Entonces de la hipétesis se sigue que

0< f(to,[E(tg)) = l’(tQ) S 07

lo que implica que necesariamente z(t3) < Ry. De forma andloga, si suponemos que x(t;) <
R, entonces obtenemos una contradiccion puesto que por hipdtesis

0> f(ta(t) = i(t) >0,

luego x(t1) > R;. En conclusién, z(t) € [Ry, Ry| para todo t € R. O
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2.2.2. Ecuaciones de Hill y estabilidad lineal
Una ecuacion de Hill es una ecuacion diferencial de segundo orden de la forma
Z+q(t)r =0, (2-17)

donde ¢(t) es una funcién de valor real y periédica. Las ecuaciones lineales y homogéneas de
la forma tienen multiples aplicaciones en fisica e ingenieria. La idea principal de esta
seccién es introducir brevemente algunos resultados fundamentales de la Teoria de ecuacio-
nes de Hill necesarios para el desarrollo de la discusién en secciones posteriores (ver [41] y
[42]).

Supongamos que ¢ € C'(R) (la hipétesis original en [41] es que ¢(t) es continua a trozos en
cada intervalo finito) y periddica con periodo minimal 7. Entonces tiene dos soluciones
continuamente diferenciables 11 (t) y 12(t) determinadas de forma tnica por las condiciones
iniciales

1(0) =1, ¢1(0)=0, ¢2(0)=0, ¢(0)=1. (2-18)
Las soluciones 11 (t) y ¥9(t) de con condiciones iniciales se denominan solucio-
nes normalizadas o candnicas de ([2-17]).

De la teoria de sistemas lineales homogéneos con coeficientes T-peridédicos, se tiene que la
matriz de Monodromia o matriz T-periddica de Poincaré de la ecuacién (2-17)) estd dada por

0 (1) %(Tq
Vi(T) ().

Definicién 1. La traza de la matriz T-periddica de Poincaré asociada a (2-17) se define
como

o(T) = {

Tr = tr(®(T)) = ¢u(T) + ¢o(T).

Es valioso notar que la traza de la matriz de Poincaré proporciona informaciéon importante
sobre la estabilidad en el sentido de Lyapunov de la ecuacién de Hill . De hecho, la
estabilidad de es equivalente a que todas sus soluciones sean acotadas, y esto ultimo es
equivalente a que la solucién trivial de (2-17), = = 0, sea estable (ver [42] para més detalles).

Por otra parte, del Teorema de Liouville se sabe que si ®(t) denota la matriz fundamental y

principal en t = 0 asociada a la ecuacién de Hill (2-17)), se tiene que det ®(7") = 1. De esta
forma, la ecuacién caracteristica asociada a (2-17)) esta definida por

p>—Trp+1=0, (2-19)

y las soluciones de (2-19)), denotadas por p; y po, se llaman multiplicadores de Floquet
(multiplicadores caracteristicos) asociados a ([2-17). Ademads, el nimero « (real o complejo)
que satisface

T —iaT
e =m Yy e = P2,
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se llama exponte caracteristico asociado a (2-17]). Debe notarse que el exponente caracteristi-
co se define salvo multiplos enteros de 2% y que en algunos textos se define como el nimero
complejo p = ar. Més aun, de la definicion de «, p; y ps se obtiene que

2cos (aT)=p1+p2 y pip2=1. (2-20)

El siguiente resultado es consecuencia directa del Teorema de Floquet para sistemas lineales
homogéneos con un coeficiente T-periédico. Este ultimo resultado dice basicamente que una
matriz fundamental de un sistema de primer orden lineal homogéneo con coeficiente periddico
tiene una representaciéon normal de Floquet, es decir, se puede escribir como el producto de
una matriz T-periédica y la matriz exponencial de una cierta matriz de coeficientes constantes
(ver por ejemplo [43]).

Teorema 1 (Teorema de Floquet para ecuaciones de Hill [41]). Consideremos la ecuacion

de Hill (2-17). Entonces

1. Si p1 # po la ecuacion de Hill (2-17) tiene dos soluciones linealmente independientes
y1(t) = “'pi(t),  walt) = e pyl(t),
donde p1(z) y pa(x) son periddicas con periodo T .

2. Sipy = py entonces (2-17)) tiene una solucion no trivial §(t) que es: T-periddica cuando
p1 = p2 = 1 62T -periddica cuando p1 = ps = —1. Siy(t) denota cualquier otra solucion
linealmente independiente con y(t) se tiene que

y(t+T) = pry(t) + 0y(t),
donde 0 es una constante. Mds aiun, 6 = 0 es equivalente a que

Tr=+42 (T)=0 y o(T)=0. (2-21)

Luego, tal como se menciona en [41], si p1 # ps y @ € R entonces existe M = M (¢(0),(0)) >
0 tal que |y(t)| < M para todo ¢ € R donde y(t) es una solucién de (2-17), si a ¢ R entonces
tiene una solucién no acotada y si p; = po entonces todas las soluciones de son
acotadas si y solo si se satisface. El siguiente corolario resume esta discusion.

Corolario 1 ([42, Corolario 2, pag. 14]). La solucidn trivial de (2-17)) es estable si y sdlo si
se tiene alguna de las siguientes situaciones:

» La traza satisface que |Tr| < 2 o equivalentemente py # ps son nimeros complejos
conjugados sobre el circulo unitario.

» La condicion (2-21)) se satisface o equivalentemente p1 = ps = £1 con todas las solu-

ciones de (2-17)) periddicas o antiperiddicas.
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2.3. El principio de Ortega y su extension para osciladores
con singularidades

Como se menciond en la seccién el principio de Ortega es una herramienta variacio-
nal propuesta por R. Ortega en [4], que permite obtener la existencia de un espectro de
soluciones periddicas impares con oscilaciones prescritas (es decir, con propiedades nodales
predeterminadas) para una familia de osciladores no lineales con simetrias. Este principio
esta basado en el método del disparo y en la Teoria de Comparacion de Sturm. La presente
secciéon tiene como objetivo introducir el principio de Ortega y una de sus extensiones re-
cientemente obtenida en [1] para una familia de osciladores no lineales con singularidades.
A continuacion se enuncian algunas definiciones y resultados preliminares.

Consideremos la ecuacion diferencial de segundo orden dada por
&+ axD(t,z) =0. (2-22)

donde D : [0,L] x R — R es una funcién en C%'([0, L] x R) que verifica las siguiente
propiedades:

|lzD(t,z)| < C para todo (t,x) € [0, L] x R y alguna constante C' > 0,

)

i) D(=t,x) = D(t, ),
)
)

]

111

D(t,—z) = D(t, ),

iv) D(t,z) < D(t,0) para todo t € [0,L] y z € R\ {0},

y el siguiente problema de Dirichlet asociado a ([2-22))

{i +aD(t,x) =0, (2-23)

Entonces para v € R se define x(t,v) como la tnica solucién de con condiciones
iniciales z(0,v) = 0 y (0,v) = v. Debe notarse que como z(¢,0) = 0 es la solucién trivial
de la ecuacién , se sigue como consecuencia del Teorema de Existencia y Unicidad que
si z(ty,v) = 0 para algin to € |0, L] y v # 0, entonces necesariamente &(tg,v) # 0. Asi, la
funcién z(-,v) tiene ceros simples para cada v € R\ {0} y por tanto los ceros son aislados.
De esta forma, el nimero de ceros de la solucién no trivial z(¢,v) en el intervalo ]0, L[ es un
entero no negativo dado por la siguiente funcién.

Definicién 2. Sea v € R\ {0}. La funcion nimero de ceros asociada a la solucion z(t,v)

de (2-22) se define como v : R\ {0} — Z>q de tal forma que

v(iv) =t €]0,L]|z(t,v) =0}.
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Por otra parte, debe notarse que la ecuacién variacional asociada a (2-22) a lo largo de la
solucién trivial x = 0 esta dada por

i + D(t,0)u = 0. (2-24)

Asi, denotamos como ug(t) a la tnica solucién de (2-24)) con condiciones iniciales ug(0) = 0
y uo(0) = 1, y definimos el niimero de ceros en el intervalo |0, L[ asociado a la solucién wug(t)

v = £t €10, L[| up(t) = 0}].

A continuacién probaremos algunas propiedades de la funcién nimero de ceros v (ver Defi-
nicion .
Lema 5. La funcion niumero de ceros v satisface:

a) v(v) < vy para todo v € R\ {0}.

b) Sea v # 0. Entonces existe 6 > 0 tal que

v(v) <v(w) <rv(v)+1,

siempre que |w —v| < § y w # 0. Mds ain, si x(L,v) # 0 entonces v(w) = v(v)
siempre que |w —v| < § yw # 0.

¢) Existe v, > 0 tal que v(v) = 1y para todo v verificando 0 < |v| < v,.
d) lim‘v|_>oo V(?}) =0.
e) Sea v # 0, entonces v(—v) = v(v).

Demostracion. a) Sea v # 0 arbitrario y fijo, entonces por definicién x(t,v) es una solucién
no trivial de la ecuacién lineal

ij+ D(t, z(t,v))y = 0. (2-25)

Luego, de la propiedad iv) de la funcién D se sabe que D(t,z(t,v)) < D(t,0) para todo
t € [0, L] salvo en un subconjunto al menos numerable de valores t; tales que z(tx,v) = 0.
Asi, al comparar los osciladores y (3-1)) se sigue de la Teoria de Comparacién de Sturm
que entre cada par de ceros consecutivos de x(t,v) en el intervalo [0, L] existe al menos un
cero de ug(t). Como z(0,v) = 0 por definicién, entonces existen v(v) subintervalos en el
intervalo abierto |0, L] donde wuy(t) tiene al menos un cero, es decir, vy > v(v). Luego, para
todo v € R\ {0}, v(v) < .

b) Esta propiedad basicamente dice que la funcién v es localmente constante y cambia de

valor a través de saltos de una unidad que se producen exactamente en las velocidades v pa-
ra las cuales (¢, v) es solucién del problema de Dirichlet (2-23)), es decir, cuando z(L,v) = 0.
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Se sabe que dado v € R\ {0} arbitrario la funcién f(t) := z(¢,v) es continua y diferenciable
con derivada continua en el intervalo [0, L] (x(¢, v) es solucién de (2-22))), luego f € C*([0, L]).
Consideremos {vg }ren una sucesién en R\ {0} que convergen a v y la sucesién de funciones
{fe}ren en CL([0, L]) donde fi(t) = z(t,v;) para todo t € [0,L] y k € N. Como zD(t, )
es continua en [0, L] X R, por el Teorema de Dependencia Continua respecto de Condiciones
Iniciales y Pardmetros se sabe que x(t,v) y 4(¢,v) dependen continuamente de v para todo
t € [0,L], luego fx — f y fr — [ uniformemente en [0,L] (donde fi(t) = @(t,v) y
f(t) = z(t,v)). Finalmente, como los ceros de (¢, v) son simples (ver discusién anterior) se
sigue que si t, € [0, L] es tal que f(t,) = 0 entonces f(t,) # 0. Asi, una aplicacién del Lema
implica que para v € R\ {0} y k suficientemente grande

v(v) <wv(v) <vv) +1,

en virtud de que n(fi) = n(x(-,ve)) = v(vk), n(f) = n(z(-,v)) = v(v). Adicionalmen-
te, si f(L) = x(L,v) # 0 entonces el Lema |3| implica que para k suficientemente grande

v(vg) = v(v).

c¢) Consideremos el cambio de variable X = X (¢) donde x = x(t), & = &(t) y

[}

entonces el sistema de primer orden asociado a ([2-22)) estd dado por
X =W(t,X), (2-26)

con W : [0, L] x R? — R? definida por

W(t, X) = [_g;;(t,x)] '

De hecho, W € C%([0, L] x R?) en virtud de que D(t,x) € C%([0, L] x R) por hipétesis.
Sea X (t,() la unica solucién de (2-26|) sobre [0, L] con condicién inicial

X(0,) = ¢ = E] |

y para v € R sea Z(t,v) = X(t,() con (; =0y (; = v. Luego, de la definicién de z(t,v) se
sigue que
Z(t,v) = [ﬂ”(t’“q |
x(t,v)

Dado que Z(t,0) = Og2 es la solucién trivial de (2-26)), se tiene del Teorema de Dependencia
Continua respecto de Condiciones Iniciales y Pardmetros (ver [44]-]46]) que existe § > 0
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tal que Z(t,v) es continuamente diferenciable con respecto a la condicién inicial ¢ para
0 <||¢|l, < 0. En particular, si
Ox(t,v) Ox(t,v)

S 7(00] I I
W eo ai(t,0)|  i(t0)] |

oG (t,0) ¢! (t,0)

entonces O(t) es la matriz fundamental y principal en ¢ = 0 del sistema lineal homogéneo

Y = JxW(t, Z(t,0))Y,
donde JxW (t, X) denota la matriz Jacobiana de W (¢, X)) con respecto a X en X = Z(t,0)
dada por

T W (t, Z(1,0)) == {_D(()t,()) (ﬂ |

Maés atin, como z(t,0) = #(¢t,0) = 0 y {3 = v en este caso, se tiene que para todo t € [0, L]

x(t,v)  Ox(t,v)

lim = ,
v—0 v a<2 (t70)
' ox(t
i) dito)|
v—0 v 8C2 (t,O)

Luego, de la definicién de la solucién wug(t) de (2-24]) se sigue que

x(t,v)

x(t,v)

— Uo(t) — Uo(t)

uniformemente en [0, L] cuando v — 0.

De esta manera, dada cualquier sucesion {vy}ren tal que vy — 0 cuando k — oo y v, # 0

para todo k € N, se puede definir fi(t) == z(i—:‘“) y f(t) == up(t), y entonces la sucesién de

funciones { f }ren v f satisfacen las condiciones del Lema . En general, se puede considerar
z(t,v)

la familia de funciones { f, }ver\{o} con f,(t) := == para obtener que

fof vy foo f

uniformemente en [0, L] cuando v — 0. Asi, una aplicacién del Lema [3| revela que existe
algin v, > 0 tal que para todo v que satisface 0 < |v| < v, se tiene que

n(uo) = o < n(fs) = v(v) < nlug) + 1.

No obstante, de la propiedad ) se sabe que v(v) < vy para todo v € R\ {0}, por tanto, para
0 < |v| < v, se tiene que v(v) = vy.
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d) Esta propiedad es equivalente a que existe v* > 0 tal que v(v) = 0 para todo v satisfaciendo
|v] > v*. Debe notarse en primer lugar que dado v € R\ {0} se tiene que z(t,v) y @(¢,v)
satisfacen

z(t,v) = vt — /t (t — s)z(s,v)D(s,z(s,v))ds,
’ t
E(t,v) = v —/0 x(s,v)D(s,x(s,v))ds.
En efecto, si p(t) = z(t,v)D(t, z(t,v)) entonces z(t,v) es la tnica solucién de la ecuacién
j+p(t) =0, (2-27)

con condiciones iniciales x(0,v) = 0y #(0,v) = v. Como p(t) es una funcién continua sobre
[0, L] y el sistema de primer orden no homogéneo asociado a (2-27)) estd dado por

Y = AY + B(t), (2-28)

=[] 4=l o] v mo= )

se tiene de la férmula de variacién de parametros que si Y (¢) denota la tinica solucién de
(2-28)) con condicién inicial Y'(0) entonces Y (t) satisface la ecuacién

donde

t
Y (t) = eMY(0) + eAt/ e 4 B(s)ds,
0

de donde se sigue que

Ui = s)a(s,0)D(s, 2(s,v))ds
[ a(s,0)D(s,2(s,0))ds |

Dado que por hipétesis existe C' > 0 tal que maxejo,r)p(t) < C, se tiene que para todo
t € [0, L] se satisface

[ = sptsyas

0
t
SC/(t—s)ds,
0

2
th2§CL

2 2

|x(t,v) — vt| =

Y

|z(t,v) —v| < CL.
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Ahora consideramos la familia de funciones {f,},cr\(oy tal que f,(t) = @ para todo
t € [0, L]. Entonces f, € C'(]0, L]) para cada v € R\ {0} y de las estimaciones anteriores se
sigue que

CL?
2|v|
para todo t € [0, L]. Asi, tomando el limite cuando |v| — oo se obtiene que f, — t unifor-
memente en [0, L] y f, — 1 uniformemente en [0, L]. Un aplicacién del Lema 3| con f(t) = t

: CL
y 0< () -1 <

0< v - S = )
< 17u(t) 1 o

revela que cuando |v| — oo (equivalente a tomar k suficientemente grande en una sucesién
arbitraria en R\ {0} que diverge) n(f,) =n (M> =v(v) =0 =n(f) en virtud de que f(t)

v
sélo se anula en t = 0. Luego, existe algiun v* > 0 tal que para todo v que satisface |v| > v*

se tiene que v(v) = 0.

e) Esta propiedad es una consecuencia directa de la siguiente observacién sobre la depen-
dencia de z(t,v) con respecto a v.

Observacion 2. Si x(t,v) es solucion de (2-22)) entonces —xz(t,v) también es solucion y
ademds —x(t,v) = xz(t,—v) para todo t € [0, L]. En efecto, si y(t,v) = —x(t,v) se obtiene
como consecuencia de la condicion iii) que y(t,v) satisface

y(t7 U) = _"i(tv ?}) = ZE(t, U)D<t’ :L‘(t, U)) = _y(tv U>D(t7 y(t7 U)),

con y(0,v) = 0 y y(0,v) = —v. Por otra parte, si z(t,v) = z(t,—v) entonces z(t,v) es
solucion de (2-22)) con z(0,v) =0 y 2(0,v) = —v. Del Teorema de Ezistencia y Unicidad se
sigue que y(t,v) = z(t,v).

O
A continuacién se enuncia el principio variacional de R. Ortega [4].

Proposicién 1 (|4, Proposicién 4, pdg. 410]). Sea n € Zso. Supongamos que la funcion D
satisface las condiciones i) — iv), entonces el problema de Dirichlet (2-23|) tiene al menos
una solucion con n ceros en el intervalo |0, L] si y sdlo sin < vy.

Demostracion. =) Sea n € Zsq arbitrario y fijo, D(¢,x) como en la hipétesis, y asumamos
que existe v, € R\ {0} tal que el problema de Dirichlet tiene al menos una solucién
con exactamente n ceros en |0, L] denotada por z,(t,v,). Entonces z,(t, v,) es una soluciéon
no trivial de la ecuacién lineal

Zj + D<t7 l’n(t, vn))y = 07

que satisface z,(0,v,) = x,(L,v,) = 0. De la Teorfa de Comparaciéon de Sturm y la pro-
piedad iv) se tiene que entre cada par de ceros consecutivos de z,(t,v,) existe al menos un
cero de uy(t). Por tanto, existen v(v) 4 1 subintervalos donde ug(t) tiene al menos un cero,
es decir, vy > v(v,) + 1 > v(v,).
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<) Sea D(t,x) como en la hipétesis y tomemos n € Zs( arbitrario tal que n < vy (lo que
implica necesariamente que vy > 1). Debe notarse que la demostracién en este sentido se
basa en las propiedades de la funciéon v dadas por el Lema [5 y en un procedimiento de
minimizacién. En sintesis, lo que dice este tltimo es que del conjunto de soluciones z(t,v)
de la ecuacién (2-22)) que tengan a lo mucho n ceros en el intervalo |0, L[, aquella que tenga
menor energia cinética asociada serd solucion del problema de Dirichlet . A continua-
cion abordaremos el procedimiento de minimizacién.

Consideremos en virtud de la propiedad e) de la funcién v, el siguiente conjunto
Sy = {v e ]0,00[ | v(v) < n}.

La propiedad d) de la funcién v implica que S,, # §) puesto que n > 0 (v* € S,,). Luego, S,
es un conjunto no vacio e inferiormente acotado, por tanto, se puede definir w,, = inf S,,. De
hecho, tenemos que w, > 0. En efecto, si consideramos v, > 0 como en la demostracion de
la propiedad c¢) y suponemos que w,, = 0 entonces por propiedades del infimo se obtiene que
dado § > 0 suficientemente pequeno existe v € S,, tal que 0 < v < w, +d = < v,. Luego,
de la propiedad c) se tiene que v(v) = vy y entonces v(v) > n. Esto es una contradiccion
puesto que v € S, y por tanto v(v) < n. En otras palabras, 0 no es un punto de acumulacién

de S,,.

Ahora, por ser w, el infimo de S, se tiene que existe una sucesion {vy}ren en S, tal que
Vv — wy, cuando k — 0o y como w, > 0 entonces se puede tomar el 9 > 0 dado por la propie-
dad b) de la funcién v. De esta forma, existe p € N tal que k£ > p implica que |vy — w,| < 0.
De la propiedad b) dada por el Lema [5 se sigue que para k > p, v(w,) < v(vg) < v(w,) + 1.
Como vy € S,, para todo k' € N, necesariamente v(v) < n y entonces v(w,) < n. Luego,
w, € 5, y como consecuencia de la definicién de infimo se concluye que w,, = min S,,.

Notemos que para v > 0 tal que v ¢ S,,, necesariamente v(v) > n, en particular, si v < w,
entonces v(v) > n + 1. De esta forma, consideremos § > 0 dado por la propiedad b) de
la funciéon v para w, > 0y v > 0 tal que w, — 4§ < v < w,, luego -6 < v—-w, <0y
v(v) > n+ 1. Como |v —w,| < J, de la propiedad b) de la funcién v y la definicién de w,
sigue que v(wy,) < v(v) < v(w,)+1 < n+ 1. De las desigualdades anteriores se concluye que
v(v) = n+ 1. Esto implica que n + 1 = v(v) < v(w,) + 1, entonces v(w,) > n y por tanto
obtenemos que v(w,) = n. De forma similar, tomando v € S,, (lo que implica que v(v) < n)
tal que 0 < v — w, < ¢ se sigue de la propiedad b) de la funcién v y la discusién anterior
que v(v) = n. En resumen, para w, existe § > 0 tal que v(v) = n + 1 para todo v > 0
satisfaciendo —§ < v —w, < 0y v(v) = n para v satisfaciendo 0 < v —w,, < 9, es decir, v es
una funcién localmente constante cerca de w, y cambia su valor en una unidad por medio
de saltos unitarios que ocurren precisamente en w,,.

Finalmente, de la propiedad b) sabemos que si para v > 0 existe 6 > 0 tal que v(w) # v(v)
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para algin w # 0 que verifica |w—v| < 6, entonces x(L,v) = 0. Asi, en virtud de la discusién
anterior, se tiene que la propiedad b) implica que x(L,w,) = 0. Por tanto, la funcién x(t,w,)
es una solucion del problema de Dirichlet que satisface que v(w,) = n, es decir, z(t, w,)
tiene exactamente n ceros en el intervalo |0, L. O]

Observacion 3. Debe notarse que la condicion sobre la no linealidad en la Proposicion
es equivalente a la condicion (7) en [4)] dada por

|D(t,x)| < para todo (t,z) € [0,L] x Ry C >0,

C
1+ |z
en virtud de que D(t,x) es una funcion continua en [0, L] x R. Mds ain, el principio de R.
Ortega requiere como condicion necesaria que vy > 1, es decir, que la solucidn ug(t) debe
tener al menos un cero en el intervalo |0, L] para que la conclusion sea vdlida. Esto iltimo
es consecuencia de la implicacion <) tal como se evidencia en la demostracion anterior.

Con el principio de Ortega ya introducido, es conveniente presentar ahora su extension para
el caso donde la no linealidad xD(t, x) en tiene un dominio acotado con respecto a la
variable de estado z. Esta extension se presenté recientemente en [1] en el contexto de la exis-
tencia de respuestas periddicas impares en un sistema micro electromecéanico electrostatico
(MEMS) donde la ecuacién asociada al dispositivo tiene la estructura de y la funcién
D(t,z) tiene dominio [0, L] X |—a,a[ para un cierto a. Es valioso resaltar que +a pueden
representar singularidades en la ecuacién de tal forma que para todo ¢t € [0, L] se obtiene
que D(t,z) — oo cuando z — a~ 0 x — —a™, no obstante, en esta discusién no se descarta
el caso donde a = oo.

Sea D : [0, L] X |—a, a] — R una funcién en C%'([0, L] X ]—a, a[) para a > 0 satisfaciendo las
simetrias

D(—t,z) = D(t,z), D(t,—z)= D(t,x). (2-29)

y consideremos la ecuacion diferencial de segundo orden
Z+axD(t,z) =0. (2-30)

De forma andloga a la discusion anterior, para v € R denotamos como z(t,v) a la solucién
de con condiciones iniciales xz(0,v) = 0 y 4(0,v) = v. No obstante, en este caso
las soluciones z(t,v) no necesariamente estédn definidas para todo ¢ € [0, L], por tanto, es
conveniente ajustar el conjunto de condiciones iniciales y considerar el siguiente conjunto

V ={v e R | z(t,v) estd definido para todo t € [0, L|}.

Debe notarse que V' # ) en virtud de que x(¢,0) = 0 es la solucién trivial de la ecuacién
, entonces 0 € V. Adicionalmente, como consecuencia de la dependencia respecto de
condiciones iniciales se tiene que V' es un conjunto abierto, luego V' \ {0} # (), y se puede
definir V como la componente conexa de V' tal que 0 € Vg y v+ := sup Vj (donde el supremo
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se toma sobre los reales extendidos). De las simetrias en y de un argumento similar
al de la observacién [2] se sabe que si v € |0, v [ entonces x(t,v) y z(t, —v) son soluciones de
que estan definidas para todo t € [0, L]. Luego, siv € V5\{0} se tiene que —v € Vp\{0}
y en consecuencia v~ := inf V) = —v'. En este orden de ideas se puede definir la funcién
ntimero de ceros asociada a la solucién x(t,v) de como sigue.

Definicién 3. Sea v € Jv=,v"[\ {0}. La funcién nimero de ceros asociada a la solucidn
z(t,v) de (2-30) se define como v : Ju=,vt[\ {0} = Z>o de tal forma que

v(v)=|{t €]0,L[]| z(t,v) = 0}].

De manera similar al caso anterior, la ecuacién variacional a lo largo de la solucion trivial

x(t,0) = 0 de (2-30) estd dada por
u+ D(t,0)u = 0. (2-31)

Luego, denotamos por g(t) a la tinica solucién de (2-31)) tal que @p(0) = 0y ug(0) =1, y
definimos el niimero de ceros asociado a 1uy(t) en el intervalo |0, L[ como

vp = [{t €10, L[| uo(t) = 0}|.
En la discusién subsecuente consideraremos que se satisfacen las siguientes condiciones
I) D(t,x) < D(t,0) para todo t € [0, L] y z € |]—a,a[\ {0},
IT) Existe w € ]0,v™] tal que v(w) < .

con el fin de obtener un resultado andlogo a la Proposicién 1| para el problema de Dirichlet

asociada a ([2-30|) dado por

{jé +aD(t,x) =0, (2:32)

z(0) = z(L) = 0.

El siguiente resultado muestra que la funciéon nimero de ceros v satisface propiedades simi-
lares a las de la funcién v dadas en el Lema Bl

Lema 6. La funcion niumero de ceros v satisface:
A) v(v) < 7y para todo v € Jo~, v\ {0}.
B) Sea v € Juv~,vt[\ {0}. Entonces existe § > 0 tal que
v(v) < v(w) < p(v) +1,

siempre que |w —v| <0 yw € Jv~,vT[\ {0}. Adicionalmente, si x(L,v) # 0 entonces
v(w) =v(v) siempre que |lw—v| < § yw € o, vt[\ {0}.

C) Eziste w, € 10,v"[ tal que v(v) = iy para todo v verificando 0 < |v| < w,.
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D) Sea v € o™, vT[\ {0}, entonces v(—v) = v(v).

Demostracién. A) Sea v € Jo~,v"[ arbitrario y fijo, entonces la solucién x(t,v) de (2-30)
estd bien definida y satisface que |z(t,v)| < a para todo t € [0, L], por tanto, es una solucién
no trivial de la ecuacién lineal

i+ D(t,z(t,v))y = 0.

Como consecuencia de la condicién I) sobre D, se tiene que un razonamiento similar al em-
pleado en la demostracién de la propiedad a) en el Lema [5| implica que v(v) < 7y para todo
v e o, vt

B) Consideremos v € Jo~,v"[\ {0} arbitrario y una sucesién {vg tren en Jo—, 01\ {0} tal
que vy — v. Entonces definiendo f(t) = z(t,v) para todo t € [0, L] y tomando la sucesién
de funciones { fy}ren tal que fi(t) = z(t,v;) para todo t € [0,L] y k € N, se obtiene que
un razonamiento similar al empleado en la demostracién de la propiedad b) en el Lema
(aplicacién del Lema |3)) implica la conclusion.

C) Sea v € Jv—,vT] y z(t,v) la solucién de con condiciones iniciales z(0,v) = 0y
2(0,v) =v. Si X = X(¢), W :[0,L] x |—a,a] x J[v=,v"[ = R? y Z(t,v) se definen como en
la demostracién de la propiedad ¢) dada por el Lema , entonces el sistema de primer orden
asociado a esta dado por

X =W(t,X), (2-33)

donde en particular W € C([0, L] x |—a,a[ x Jv=,vT[). Més atin, si como Z(t,0) = Og:
es la solucién trivial de entonces del Teorema de Dependencia Continua respecto de
Condiciones Iniciales y Parametros (ver [47], [46]) se sigue que existe 6 > 0 tal que Z(t,v) es
continuamente diferenciable con respecto a v para 0 < |v| < § < v puesto que v~ = —v™
por definicién. Luego, un razonamiento analogo a de la discusion en la demostracion de la
propiedad ¢) del Lema |5 implica la conclusién.

D) Esta propiedad es consecuencia directa de la discusién previa a la Definicién O

Observacion 4. Debe notarse que por construccion, el comportamiento en los extremos de la
funcion v no es exactamente equivalente al comportamiento de la funcion v. Concretamente,
la funcion v no necesariamente debe estacionarse en cero tal como le ocurre a la funcion
v como consecuencia de la propiedad d) dada por el Lema @ De hecho, el razonamiento
empleado en la demostracion de la propiedad d) no se puede continuar al caso de la funcion
v salvo en el caso donde el conjunto Vi sea no acotado (v™ = o). Sin embargo, como en
general v(v) € Zso para todo v € Jv—,vT[\ {0}, se puede afirmar que existe Dy, € Z>o tal
que

min 7(v) = Umin-
veE|0,vt]|
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Ahora, si la condicion 11) se satisface entonces 0 < Dy < Ug. Luego, si g > 1 (esto depende
directamente del problema considerado) entonces la condicion I1) puede ser reemplazada por
la condicion:

III) Eziste w* € 0,v"| tal que v(w*) = 0.
En efecto, I11) implica I1) y en este caso Dy = 0.

Teniendo en cuenta lo anterior, presentamos ahora la extension del principio de Ortega para
ecuaciones que admiten singularidades.

Proposicién 2 ([l Proposicién 1, pag. 4]). Sea n € Zs¢ y consideremos el problema de
Dirichlet con D wverificando la simetrias en . Supongamos que vy > 1 y que se
satisfacen las condiciones I) —11). Entonces tiene al menos una solucion con n ceros
en el intervalo |0, L] si y s6lo si Upin < 1 < 1.

Demostracidn. =) Sean € Zsq arbitrario y fijo, y supongamos que existe v, € Jv~,v"[\ {0}
tal que z,(t,v,) es una solucién de que tiene n ceros en el intervalo |0, L]. Luego,
v(v,) = ny como |z(t,v,)| < a se obtiene que z,(t,v,) es una solucién no trivial de la
ecuacion lineal

i+ D(t, z,(t,v,))y =0,

con z(0,v,) = z(L,v,) = 0. De la condicién I) sobre D se sigue que D(t,x,(t,v,)) < D(t,0)
para todo t € [0, L] salvo en los ceros de x,(t,v,). Por tanto, la Teorfa de Comparacion
de Sturm implica que existen (v) 4+ 1 subintervalos donde wg(t) tiene al menos un ce-
ro, es decir, 7y > 7(v) + 1 > n. Finalmente, en virtud de la Observacién 4| se tiene que
Umin < V(V) =n < 1.

<) Consideremos ahora n € Z>( tal que vy, < n < 7. La demostracién en este sentido
se basa en las propiedades de la funcién 7 dadas por el Lema [6] y en un procedimiento de
minimizacién andlogo al de la demostracién de la Proposicién [I}

En virtud de la propiedad D) de la funcién v, definimos el conjunto
S, ={ve]0,v"[|v(v) <n},

y como U < n < 7y por hipdtesis, S, estd bien definido y la condicién IT) implica que
w € S,. Luego, S,, # (. Como S,, estd acotado inferiormente se puede definir @, = inf S,.
Veremos que de hecho @, = min S,,.

Sea w, € ]0,v"[ como en la propiedad C') de la funcién 7 y 6 € |0, w,[. Si suponemos que
&, = 0, entonces por propiedades del infimo existe v € S, tal que v < §, y de la propiedad O
de la funcién v se tiene que (v) = 7. Esto es una contradiccién puesto que v(v) < n < 1
y por tanto w, > 0. M&s atn, de la propiedad B) y las propiedades de infimo se obtiene,
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respectivamente, que existe 0 > 0 tal que v(w,) < v(v) < v(w,)+ 1 siempre que |v —w,| <4,
y que existe una sucesion {v }ren en S, tal que v, — @, cuando k — oo. Lo anterior implica
que existe ps € N tal que k > ps implica que 7(@,) < v(v) < n. Luego, v(©,) < ny por
tanto w,, € gn.

Por otra parte, de la definicién de S,, se sabe que si v es tal que 0 < v < @, entonces necesa-
riamente 7(v) > n+ 1. La propiedad B) de la funcién v revela que para @, > 0 existe 6 > 0
tal que siv > 0y w, —0 < v <, se obtiene de v(v) < v(w,) + 1. Como w, es el minimo
de S, se sigue que 7(v) < n+ 1, por tanto, #(v) = n + 1. En consecuencia v(@,) +1 > n+1
y entonces tenemos que de hecho w,, = n. Tomando ahora v € S, tal que @, < v < @, + 9
se tiene como consecuencia de la propiedad B) que v(w,) < v(v). De la eleccién de v se
tiene que 7(v) < n y de la ultima desigualdad se sigue que v(v) > n. Luego, 7(v) = n. En
sintesis, 7 es una funcién localmente constante cerca de @, y cambia su valor en una unidad
mediante saltos unitarios que ocurren en ,.

Finalmente, como para @, existe § > 0 tal que v(v) # v(@,) para algin v € ]0,v"[ que
satisface |v — w,| < d, se concluye de la propiedad B) que necesariamente x(L,w,) = 0.
Por tanto, x(t,w,) es una solucién del problema de Dirichlet con v(wy,) = n, es decir,
existe una solucién del problema de Dirichlet con exactamente n ceros en el intervalo
0, L. O

2.4. Estabilidad lineal de soluciones peridédicas impares:
bifurcaciéon desde el problema auténomo

El objetivo principal de esta seccion es revisar algunos resultados necesarios para estudiar
la estabilidad en el sentido lineal de ciertas soluciones periédicas impares de un oscilador no
lineal con simetrias. La estrategia para tal estudio es la misma que siguieron los autores en
[5] para obtener un criterio sobre la estabilidad lineal /inestabilidad de soluciones periédicas
con simetrias y ciertas propiedades nodales, en el contexto del problema de Sitnikov eliptico.
Es valioso mencionar que el oscilador no lineal con simetrias considerado en esta seccién se
modela a través de una ecuacién diferencial de segundo orden cuya no linealidad depende de
un parametro 9. Mas atun, cuando 6 = 0 la ecuacién asociada es auténoma, de forma similar
al problema de Sitnikov eliptico con el parametro de excentricidad e (ver [5]).

Concretamente, en [5] se obtiene bajo ciertas condiciones de no degeneracién, que algunas
soluciones peridédicas con simetria par e impar, y con cierta cantidad de ceros, del proble-
ma de Sitnikov eliptico que emanan del problema auténomo correspondiente (excentricidad
nula, e = 0), son respectivamente, estables en el sentido lineal y Lyapunov inestables. La
idea fundamental en [5] consiste en garantizar que bajo ciertas condiciones de existencia y
no degeneracion, la estabilidad lineal /inestabilidad de las soluciones con simetrias puede ser
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determinada en ciertos casos por el signo de la derivada de la traza asociada a la ecuacion
variacional cuando e = 0, en virtud de que las correspondientes soluciones periddicas simétri-
cas del problema auténomo son parabdlicas inestables.

A continuacion se presenta de forma breve una discusion sobre los principales resultados de
[5] adaptados al contexto de un oscilador no lineal general con simetrias.

Sea T' > 0 y consideremos la siguiente ecuaciéon Newtoniana no lineal
¥+ F(t,z,0) =0, (2-34)

donde F(t,z,d) es una funcién suave sobre R x |—a,a[ x R con a > 0 (¢ = oo no estd
excluido) que satisface las siguientes propiedades:

i) F(—t,z,0) = F(t,x,0),
i) F(t,—z,0) = —F(t,z,0),

iii) F(t+T,z,0) = F(t,x,9),
(t,z,0) = f(z),

v) Existe z, € |0,a] tal que f(z.) =0, f(x) > 0 para todo x € ]0,z.[ y f(z) < 0 para
todo z € |z,, al.

F
) F

)
iv)
)

2.4.1. Preliminares del caso auténomo

Debe notarse que de la definicién de F(t,x,0) se sigue que f : |—a,a] — R, y de las
propiedades 7i) — iv) se obtiene que f(—z) = —f(z). Mds atin, la propiedad iv) implica que
cuando ¢ = 0 la ecuacién (2-34)) se transforma en la ecuacién auténoma

P4 f(z) =0 (2-35)

Ahora, en virtud de que f es impar (lo que implica que f(0) = 0) se tiene que la propiedad
v) garantiza la existencia de exactamente tres equilibrios de la ecuacién (2-35): x = 0y
x = +x,. Adicionalmente, la propiedad v) garantiza que la energia potencial asociada a
(2-35|) alcanza un valor minimo en z = 0 y un valor maximo en z = +x,. El siguiente lema
presenta de manera concreta las observaciones anteriores. Sea U : |—a,a[ — R definida de
tal forma que para todo x € |—a, a]

Lema 7. La funcion U tiene las siguientes propiedades:

1) U(=z) = Ulx),
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IT) U'(xz) > 0 para todo x € |—a, —x.[U]0,z.[, U'(x) <0 para todo x € |—x.,0[ U |z, al,
U'(0) =0y U'(xx,) =0.

Demostracion. Dado que F' es una funcién suave en su dominio, se puede asumir que al menos
f € C'(]—a,al), por tanto, U € C*(]—a, al). Luego, como consecuencia de la definicién de U
y el hecho de que f es una funcién impar se obtiene la propiedad I). Adicionalmente, de la
propiedad v) y el hecho de que f es impar se obtiene que f(0) =0, —f(z.) = f(—z.) =0,
f(z) > 0 para todo x € |—a,—x,[ U0,z y f(z) < 0 para todo = € |—x,,0[ U |z,,a[. De
esta forma, U'(0) = U'(+z,) = 0, U'(x) > 0 para todo = € |—a, —z,[U]0,z,[y U'(x) <0
para todo = € |—x,,0[ U |z, al. O

Consideremos ahora el cambio de variable y = 2z, entonces el sistema de primer orden
asociado a ([2-35|) es un sistema Hamiltoniano de un grado de libertad de la forma

{j; =y = Hy(z,y) (2-36)
y=2a=—f(x) = —H,(z,y)
donde 2

He.y) =%+ U@) (#37)

La funcién H es conocida como funcion Hamiltoniana o energia total asociada al sistema
y U es conocida como energia potencial del sistema. De la teoria clasica para este
tipo de sistemas se sigue que cualquier solucién (z(t),y(t)) de vive en una curva de
nivel de H (en otras palabras, dada (z(t), y(t)) una trayectoria de (2-36)), existe h constante
tal que H(z(t),y(t)) = h para todo t). Mas ain, el Hamiltoniano H satisface las siguientes
simetrias en virtud del Lema [T

H(—z,y) = H(x,y) = H(z, —y), (2-38)

por tanto, las 6rbitas en el retrato de fase asociado a (2-36)) son curvas simétricas con res-
pecto a ambos ejes z, y.

El siguiente resultado caracteriza los puntos de equilibrio del sistema Hamiltoniano (2-36)).

Lema 8. FEl sistema Hamiltoniano (2-36)) tiene exactamente tres puntos de equilibrio: (0,0),
(£x4,0). Mds aun, (0,0) es un centro y (£x,,0) son sillas.

Demostracidn. Este resultado es consecuencia directa del Lemal7]y el Teorema 3 de la Seccién
2.14 en [48]. De forma concreta, este tltimo resultado establece que los puntos de equilibrio
del sistema son de la forma (z,0) donde f(Z) = 0 y dado que f € C'(]—a, al), se tiene
que el punto de equilibrio (Z,0) es: un centro si z es un valor de minimo local de U y una
silla si & es un valor de maximo local de U. ]
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Es valioso mencionar que de la definicién de un centro en el origen para un sistema no lineal
(ver [48]), se sigue que existe 6 > 0 tal que si By denota el entorno del origen de radio 9,
entonces cada trayectoria de en Bs\ {(0,0)} es una drbita cerrada que tiene al origen
en su interior. De hecho, se sabe que existe un continuo de orbitas cerradas en la vecindad
Bs que dan originen a un conjunto de especial interés llamado anillo de periodo.

Definicién 4. El anillo de periodo generado por el centro del sistema Hamiltoniano ([2-36))
se define como la mayor vecindad de (0,0) que se encuentra totalmente cubierta por drbitas
cerradas (ver [49]).

Por otra parte, como (0,0) y (£x.,0) son los inicos equilibrios de (2-36))y ademés H(x,,0) =
H(—x,,0) como consecuencia de las simetrias en , se concluye que existen dos orbitas
heteroclinas conectado los equilibrios silla en (£, 0) (ver [48]). Una répida inspeccién grafi-
ca del retrato de fase asociado permite verificar esta afirmacion en virtud de que el sistema
es conservativo.

Observacion 5. Como consecuencia directa de la discusion anterior, se tiene que el anillo
de periodo del centro del sistema esta acotado y se encuentra contenido en el interior
de la region cuya frontera es la union de las orbitas heteroclinas que conectan los equilibrios
(£, 0).

Debe notarse ahora que en esta seccién es de interés estudiar las érbitas en el anillo de
periodo del origen que corresponden a soluciones peridédicas no constantes de la ecuacién
, por tanto, es conveniente introducir a continuaciéon algunas constantes que permiten
delimitar el anillo de periodo. Dado que el nivel de energia del origen es H(0,0) = 0 y que
el nivel de energia de los equilibrios silla (£z,,0) es H(z,,0) = U(z,) > 0 (ver Lema [7]), se
define el nivel critico de energia h, de tal forma que

he =U(z,) = nilzix [U(:U), (2-39)
rE|—a,a
de donde se obtiene que la unién de las orbitas cerradas en el anillo de periodo del centro
(0,0) forma el siguiente conjunto

P o= {(x(t),z(t)) | t € R, (x(t),2(t)) es solucién de con

| (2-40)
H(xz(t),z(t)) = h para 0 < h < h.,}.

Ademas, de las simetrias en se sabe que, si una orbita en P interseca al eje x en el
plano de fase en el punto (¢, 0), también lo interseca en el punto (—(,0). De forma andloga,
si una érbita en P interseca al eje y en el plano de fase en el punto (0, 7), también lo interseca
en (0,—n). Luego, si (z(t),2(t)) € P tiene nivel de energia h € |0, h.[, su proyeccién sobre
el semieje positivo = se define como ¢ = ((h) de tal forma que

H(¢,0) = U(C) = h,
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y su proyeccioén sobre el semieje positivo y se define como n = n(h) de tal forma que

2
H(0,n) = %:h.

Sea

e = /20U (x), (2-41)

entonces de la definicién de ¢ = ((h) y n = n(h) se sigue que el conjunto P se puede expresar
de la siguiente manera

P o= {(x(t),z(t)) | t € R, (x(t),z(t)) es solucién de con 0 < ¢ < x,},

o equivalentemente

P o={(x(t),2(t)) | t € R, (x(t),2(t)) es solucién de con 0 < n < n.t,

Finalmente, en virtud de que las d6rbitas en P son cerradas y a cada érbita le corresponde
un nivel de energia distinto, se puede asociar a cada una de ellas un tiempo minimo de
retorno como funcién del nivel de energia h. Este tiempo minimo de retorno se conoce como
el periodo minimal de la dérbita cerrada.

Definicién 5. Sea (x(t),%(t)) € P con nivel de energia h € |0, h,[. El periodo minimal de
esta drbita cerrada se define como el menor nimero real positivo T (h) tal que

(@(t +T(h)), 2t +T(h)) = (x(t), £(t)),
se satisface para todo t.

Observaciéon 6. Es posible obtener una expresion explicita para la funcion T empleando la
ecuacion en y una drbita cerrada de con condiciones iniciales (((h),0). En la
seccion se proporciona una expresion para la funcion de periodo T en el contexto del
oscilador tipo MEMS .

2.4.2. Soluciones periddicas simétricas en el problema auténomo

Para n € ]0,7.[, donde 7, estd dado por (2-41)), se denota por S(t,n) a la solucién de ([2-35))

que satisface las siguiente condiciones iniciales

Entonces S(t,7) es una solucién periédica de (2-35) con periodo minimal

2
T =T(h) para h= % (2-43)

Més aun, la solucién S(t,n) verifica las siguientes simetrias

S(_t777) = _S(tvn)7 S(t + 7’/2777) = _S(t777)7 (2‘44)
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y para todo t € }O, %[ satisface que
S(t,n) >0 y S(t,n) >0. (2-45)

En efecto, de la eleccién de 7 se sabe que (S(t,n), S(t,n)) € P es la tnica solucién de (2-36)
con condiciones iniciales (2-42)), y de la discusién en la seccién anterior se sigue que esta
solucién tiene periodo minimal 7 dado por (2-43)). Luego

St+T,n) =S(tn). (2-46)

Consideremos ahora y(t,n) = —=S(t,n) y z(t,n) = S(—t,n). Entonces y(0,n) = z(0,n) = 0,
9(0,m) = 2(0,n) = —n y de la simetria de la funcién f se tiene que y(t,n), z(t,n) son so-
luciones de la ecuacién . Por unicidad de soluciones se concluye que necesariamente
y(t,n) = z(t,n), por tanto, la primer simetria en se satisface.

Por otra parte, de ([2-46)) se obtiene

S(t+T/27n)Es(t_T/Qan)E_S(T/2_tan)a (2_47)

y entonces S(7/2,1) = 0. Dado que (S(t,n),S(t,n)) satisface para todo t € R la siguiente
ecuacion ,

H(S(tm). $(t,m) =h =T, (2-48)

se concluye que S?(7/2,n) = n?. Si se supone que S(7/2,n) = 71 entonces se llega a una
contradiccién en virtud de que S(t,n) tendrfa periodo minimal Z. Por tanto, S(7/2,1) = —n
y de la unicidad de soluciones se sigue la segunda simetria en ([2-44]).

Debe notarse que de la discusién anterior es claro que S(0,71) = S(7/2,n) = 0y que S(t,n) >
0 para todo t € }0, % [, puesto que si se asume que existe t, € }0, 75'[ tal que S(t.,n) =0
entonces S(t,n) tendria periodo minimal 2t, < 7. Mdas ain, de las simetrias en se
tiene que

S(=tin) =5tn) vy St+T/mn) =-=5n), (2-49)
luego

S(t + 7/4? 77) = _S(t - T/4> 77) = _S(T/4 - t>77)7
de donde se sigue que S(7/1,1) = 0. Asi, la condicién v), la definicién de S(t,1) y el hecho
de que S(t,n) > 0 para todo ¢ € |0, Z [ implican que S(t,n) = —f(t,S(t,n)) < 0 para todo
t e }0, H Luego, S (t,m) es una funcién uno a uno estrictamente decreciente sobre }0, %[
con S(0,n) > 0y S(7/s,n) = 0, por tanto, no se puede anular en el interior del intervalo

Jo. %[

De forma anéloga, para ¢ € |0, z.[ se denota como C(t, ) a la solucién de (2-35|) que satisface
las siguiente condiciones iniciales

(C(0,¢),C(0,¢)) = (¢,0).
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Entonces C(t,() es una solucién periédica de con periodo minimal
T =T(h) para h=U(C).
Maés atin, la solucién C(t, () satisface que
C(=t,Q) =C(t,Q), Clt+T/() =-C(t0), (2-50)

y que para todote]O,%[ ‘
Ct,()>0 y C(t¢) <0. (2-51)

Un razonamiento similar al anterior permite demostrar las simetrias en y (2-51). De
hecho, las soluciones S(t,7) y C(t, ) son llamadas Z-antiperi6dicas en virtud de las dltimas
simetrias en y . El siguiente lema presenta de forma explicita la estrecha relacién
entre S(t,n) y C(t,().

Lema 9. Sean n, ¢ tales que

y T =T (h) donde h €10, h.[. Entonces las soluciones S(t,n) y C(t,¢) de (2-35|) satisfacen
que
St+T/an)=CEC) vy Clt+T/a)=-5(n).

Demostracion. Debe notarse en primer lugar que —S(t,n), S(t+7/1,m), C(t,{) y C(t+7 /4, ()
son soluciones de la ecuacion auténoma . Luego, empleando las simetrias en y
es posible probar que S(t + T/4,n) y C(t + 7/1,() satisfacen, respectivamente, las
mismas condiciones iniciales que C(t,() vy —S(t,n) en t = 0. La conclusién se sigue de la
unicidad de estas ultimas soluciones. ]

2.4.3. Traza de la ecuacion de Hill

En esta seccion se introduce un resultado fundamental para la discusién presentada en [5] y
que proporciona una expresion de la derivada de la traza asociada a una ecuacién de Hill (ver
secci6n 2.2.2)). De hecho, este resultado fue obtenido primeramente en [13] como consecuencia
de las férmulas en [33] sobre las derivadas de las soluciones canénicas ¥;(t) = 1;(t, q) (y sus
derivadas 1;(t) = 1i(t, q)) de la ecuacién de Hill como funcionales no lineales del potencial
q (parai=1,2).

Consideremos la ecuacién de Hill con ¢ : R — R una funcién T-peridédica lo-
calmente Lebesgue integrable. Entonces como funcional no lineal del potencial ¢, la tra-
za Tr(q) asociada a la ecuacién (2-17)), es continuamente Fréchet diferenciable en ¢ €
(LYR/TZ), ||l 12 (g 7zy) (denotado por simplicidad como L'(R/T'Z)). El siguiente lema pre-
senta la derivada de Fréchet de T'r(q).
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Lema 10 (|5, Lema 2.2, pdg. 1276]). La derivada de Fréchet de la traza Tr : L*(R/TZ) — R
en q esta dada por

dTr(q)
dq

(h) = /OTK(t)h(t)dt, Vh e L'(R/T7Z),

donde
K(t) = oMW + (41(T) = alT)) a(t0ialt) + S (TWE(D.  (252)

2.4.4. Linealizacion de la ecuacion auténoma

La idea principal de esta seccién es relacionar las soluciones periédicas impares de ([2-35))
y su correspondiente funcién de periodo 7 (h) con las soluciones canénicas de la ecuacion
variacional y la matriz de Poincaré asociada.

Sea S(t,n) la solucién periddica impar de (2-35|) (con condiciones iniciales y periodo minimal
T = T(h) como en (2-42) y (2-43|), respectivamente). Entonces la ecuacién variacional
asociada a (2-35)) a lo largo de la solucién S(t,n) es la ecuacion de Hill

i+ q(t)u =0, (2-53)
donde el potencial ¢(¢) es una funcién T-periédica y continua dada por
q(t) = f/(S(t,m)).

Observacién 7. Dado que la solucién S(t,n) es T-antiperiddica (ver (2-44)) y que f es un
funcion par, en virtud de que f es impar, se concluye que el potencial q en (2-53|) tiene, de
hecho, periodo minimal %

El siguiente lema relaciona la solucién S(t,7) con las soluciones canénicas de ([2-53)).

Lema 11. Sean ¢1(t) y ¥2(t) las soluciones candnicas de (2-53)). Entonces

Pi(t) = P . Pi(t) = B
_ 05(t,n) oy 9PS(tn)
77Z)2(t) = an ) 77Z)2(t> = atan (tm)‘

Demostracion. Por definicién, la solucién S(t,n) de (2-35|) satisface

S(t,n) + f(S(En) =0y (5(0,n),5(0,1)) = (0,n). (2-54)

Luego, si para n fijo se define
_ 105(t,n)

() : n Ot

(tm)
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se sigue que al derivar con respecto a t la primera expresién en (2-54))

i () + f1(S(Em)w(t) = 0,

y ademas
(yl(o)a yl(o)) = (na —f(S(OW))) = (17 O)

De esta forma, y;(t) es una solucién de (2-53)) con las mismas condiciones iniciales que ¢ (t).
De la unicidad de soluciones se sigue que necesariamente

_ 10%5(t,n)

_f(5(E,m))
n Ot '

(tm) n

hi)=mt) v ) = (D)

Por otra parte, dado que f € C'(]—a,al), se tiene del Teorema de Dependencia Continua
respecto de Condiciones Iniciales y Pardametros que la solucién S(t,n) es continuamente
diferenciable con respecto a 17 y dos veces continuamente diferenciable con respecto a t. Por
tanto, si se define para cada n fijo

0S(t,
nit) = S|
K
se tiene que
*S(t,n)|  _ 9*S(t,n)
oton |, mot |,

y entonces al derivar con respecto a 7 la primera expresion en (2-54))

Ga(t) + f(S(t,m)ya(t) = 0,

con
(42(0),92(0)) = (0,1).
Asi, y2(t) es una solucién de (2-53)) con las mismas condiciones iniciales que 9 (t). Por tanto

0*S(t,n)
oton

Ua(t) = alt) v Un(t) = 1a(t)

(tm)

O

En virtud de la Observacion , consideremos ahora las matrices de Poincaré P y P, asociadas
a ([2-53)) para los periodos % y %r (n € N), respectivamente. Entonces por definicién

o [T (T s [00TR) T
"= [w1<”f/2> W/Q)] v [wmn%) wzwm]'

Lema 12. Para n € N sean

b=1s(Th) v by =ta("Th). (2-55)
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Entonces

1 B]) Pnle)n b ] (2-56)

by, = (—1)"*'nb. (2-57)

Demostracién. Como la solucién S(t,n) es Z-antiperiédica y continuamente diferenciable

con respecto a 7, se sigue de las segundas simetrias en (2-44)) y (2-49)), y del Lema |11 que

@Dl(t) = lasg’n) E_S(t_—w7 ’lj)l(t) = f(-S(t,T])) = f(S(t_T/2777))’
noot U 7 )
y .
Gy = 5| _ St 05(t—=T/m)
T ooy |, onot |, n ew

Luego, 41 (7/2) = —15(0,n) = =1, 6 (7/2) = LE01 — 0y (7o) = = 2 ($(0,m)) = ~1 (la
ultima igualdad también se sigue del hecho de que detP = 1 como consecuencia del Teorema
de Liouville). De la definicién de b se obtiene la primer igualdad en ([2-56)).

Debe notarse que
P=A+ B,

donde A = —1I5, I, es la matriz identidad de orden 2 y

B = 00 )
00
Mi4s atin, de la definicién de P, se tiene que
o
0 -1

y dado que la matriz A es involutiva, la matriz B es nilpotenete de orden 2 y ademas
AB = BA, se obtiene del Teorema del Binomio para matrices que

(-1 <—1>n+lnz3]
0 (=1 |

A n!
Pr=A"4+ ——A"AB =
* (n—1)!

]

El dltimo lema de esta seccion relaciona la componente Bn de la matriz Pn con la funcién de
periodo T (h) como sigue.
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Lema 13. Supongamos que T (h) es diferenciable en h, para h € 10, h,[. Entonces

~

b, = (—1)”+1nh7'/(h), (2-58)
donde h = %

Demostracion. Consideremos la solucién impar S(t,7n) de (3-24]) con periodo minimal 7 (h),
entonces h = h(n) = % y dado que h € )0, h,[ se tiene por definicién de 7, (ver (2-41))) que
n € ]0,n,[. Luego, de la segunda simetria en (2-44)) se sigue que para todo n € ]0, 7|

S(Tt) 2, 1) = 0. (2-59)

En virtud de que S(t,7n) es continuamente diferenciable con respecto a n y de la hipdtesis
sobre T (h), se tiene que al derivar (2-59) con respecto a n

LSl AT )| 98|
20t lgoopy dh 1y dn on Aopa
Ahora, de la demostracién del Lema [12] se tiene que
0S5(t, .
ey (T f2) = <8t ) = —5(0,n) = —n,
(T /2,m)
y entonces del Lema
oS(t 2dT(h
ua(700s) = 221 =T (2-60)
on Ty 2 dh |,

La igualdad en (2-58) se sigue de la definicién de b en (2-55) al reemplazar la expresién (2-60)
en (2-57). O

Es valioso resaltar que la demostracion del Lema [2-58 implica que
b= nT'(h),
y entonces de la relacion se tiene que para todon € N
by #0 < T'(h) #0. (2-61)

Observacién 8. Si by # 0 entonces la ecuacion de Hill ([2-53)) es parabdlica inestable puesto
que la matriz de Poincaré en T =T (h) es

P2:1b2a
0 1

y por tanto S(t,n) es parabdlica inestable con Tr = 2.
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Observacion 9. La condicion T'(h) # 0 implica que S(t,n) es Lyapunov inestable en virtud
de que cada drbita cerrada contenida en una vecindad de la solucion X (t) == (S(t,n), S(t,n))
de debe tener periodo minimal distinto a T (h). Concretamente, si X (t) tiene energia
ho, entonces para h préximo a hg existe una orbita periodica Y (t) con periodo T (h) que es
no conmensurable con T (hy). Luego, el Teorema |1(] implica que el conjunto {Y (nT (hg)) |
n € N} es denso en el rango de la orbita puesto que {nT (hy) | n € N} mddulo en el intervalo
[0, 7 (h)] es un conjunto denso en [0, T (h)]. En particular, se tendrd una subsucesion prozima
a un punto alejado de X (0), lo que contradice la estabilidad de X (t) como drbita T (ho)-

periodica.

2.4.5. Bifurcacion de soluciones periddicas impares desde el problema
autonomo

El resultado principal de esta seccion afirma que si la ecuacién auténoma admite una
solucién periédica impar ¢(t) (con ciertas propiedades nodales), entonces bajo ciertas con-
diciones de no degeneracién y para 0 < § < 1, existe una solucién periddica impar ¢(t,0)
de que emana de ¢(t) satisfaciendo que ¢(t,0) = ¢(t) y preservando las correspon-
dientes propiedades nodales (Teorema . A continuacién introducimos algunas definiciones
necesarias para la discusion de esta seccion.

Definicién 6. Sean m, p € N. Una solucion periddica x(t) de (2-34) se dice (m,p)-periddica
si x(t) es mT-periddica y tiene 2p ceros en el intervalo [ty, to + mT[ para todo ty € R.

Observacién 10. Si x(t) es una solucion (m,p)-periddica impar de (2-34]) entonces x(t)
tiene exactamente p — 1 ceros en el intervalo }O, mTT [ Mas ain, si p =1 entonces z(t) tiene
periodo minimal m7T .

A lo largo de esta seccién se considera que el siguiente enunciado se satisface: dados m,
p € Ny T apropiados, existe Ay, , € ]0, h.[ tal que la ecuacién auténoma (2-35) admite una
solucién impar ¢,, ,(t) que tiene periodo minimal 7, , con

Trnp =T () = mTT‘ (2-62)

De esta forma, si se define
My = v/ 2P p, (2-63)
entonces
Pmp(t) = St N p), (2-64)
con ¢, ,(t) verificando las siguientes propiedades:

1) (Gmp(0), Grp(0)) = (0, 7mp),

[I) ¢m7p(t + Tm‘p/2) = _¢m,p(t)a
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IIT) ¢pp(t) > 0 para todo t € ]0, Trz,p [7

IV)) ¢mp(t) > 0 para todo t € ]0, Trz,p [’

V) ¢mp(t) es una solucién (m, p)-periédica impar de ([2-35)),

VI) ¢ p(t) tiene exactamente p — 1 ceros en el intervalo |0, ZL[.

En efecto, las propiedades I)-IV') se siguen de y de la definicién de S(¢,7). La pro-
piedad V') es consecuencia directa de las simetrias en puesto que la érbita cerrada
(Gmp(t), dmp(t)) de (que satisface (2-48)) interseca el eje z = 0 exactamente dos veces
en el intervalo [0, 7,, [ (es decir, en un periodo de tiempo de la 6rbita). Por tanto, ¢y, ,(t) es
una soluciéon mT-periédica impar de con exactamente 2p-ceros en el intervalo [0, mT7.

La propiedad VI) se sigue de la propiedad I) y del hecho de que ¢,,,(t) tiene exactamente

Tm,p
P) .

un cero en el intervalo [0,

Consideremos ahora paran > 0y ¢ > 0 la funcién X (t,7,9) definida como la solucién impar

de (2-34)) con condicién inicial
(X(0,7.6), X(0,7,6)) = (0.1).
Luego, para 6=0 se sigue de la definicién de S(t, ) y la identidad en (2-64) que

X(tv Tim.p> 0) = gbm,l)(t)? (2‘65)

y entonces la propiedad V') conduce a
X<mT/27 Nm.p; O) =0, (2—66)

puesto que

Omp(MT)2) = —Pmp(mT)2).
La siguiente observacién ilustra la dependencia de la solucién ¢, ,(t) con respecto a los
parametros (m,p) y su periodo minimal 7y, ,.

Observacion 11. De la definicion de huy,, y Ty en (2-62) se tiene que para n € N

mT
T(hm,p) =T = T<hnm,np)'
p
De esta manera, si se asume que la funcion de periodo T (h) es uno a uno en su dominio,

entonces hp,p = Ppmnp Y

Gmp(t) = nmnp(1).

En virtud de la discusion anterior, a continuacion se presenta el resultado principal de esta
seccion.
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Teorema 2. Sean m, p € N, hy,, € 10, hi] Y Dinp = /2hmyp. Si T(h) es diferenciable en
h = hy,, con

T (hinp) # 0, (2-67)

entonces existe 0y, > 0 y una dnica funcion continuamente diferenciable A, ,(0) para
d € [0,0p,[ de tal forma que A, ,(0) = Ny Y

X (T )2, Ny, 5(0),0) =0, V0 € [0, 0, (2-68)
Mds ain, si para § € [0, 6, Se define
¢m,p(ta 5) = X<t7 Am,p<5)a 5)7 (2_69)
entonces ¢pm p(t,0) es una solucion (m,p)-periodica impar de (2-34)).
Demostracion. Debe notarse que (2-64) y (2-65)) implican
X, Mmp, 0) = S Nmp)
y que de (2-62|) se obtiene
mT Ty
2 P
Por otra parte, dado que por hipétesis la funcién F(t,x,d) en (2-34) es al menos C' en su

dominio, del Teorema de Dependencia Continua respecto de Condiciones y Pardmetros (ver
[47], [46]) se deduce que X (t,7,0) es una funcién continuamente diferenciable con respecto

any o en su dominio.

Luego, del Lema [13]y de (2-60]) se obtiene lo siguiente

0X(t,n,9) _ O95(t,n)
alr/ (MT/277]'”L»P70) 077 (mT/Qvnm,P)
_ 95(tn)
L (-
— (T )
= (_1)p+1phm7pT,<hm,p)
Como ([2-66)) se satisface y la condicién (2-67]) implica que
0X(t,n,d
( 7777 ) # 07
on

(mT/2777m,P’O)

se concluye del Teorema de la Funcién Implicita (ver [46]) que existen 0,,, ¥ Ay p(6) como
en enunciado de tal forma que (2-68]) se satisface.
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Por tanto, si para ¢ € [0, 0,,, [ se define ¢y, ,(t,d) como en (2-69) entonces se tiene que esta
ultima es solucién del problema de Dirichlet asociado a ([2-34))

i+ F(t,z,d) =0,
x(0) = x(mT)2) = 0.
y en consecuencia ¢, ,(t,0), es una solucién m7-periédica impar de (2-34)) tal que ¢,,, ,(t,0) =

Maés ain, la solucién ¢, ,(,0) tiene exactamente 2p ceros en el intervalo [to, to + mT'[ para
todo ty € R. En efecto, sea D = |—a, a[ x R y consideremos Y € D tal que

[

y la funcién W : R x D x R — R? definida por

WY, 0) = [—F(i m)] |

Entonces para una sucesion {4, }nen arbitraria tal que 6, € ]0,d,,,[ para todo n € Ny
0, — 0 cuando n — oo, se define la correspondiente familia de funciones {W, },en ta-
les que W, (t,Y) = W (t,Y,4,) para n € N. Luego, W,, € C* (R x D) para todon € Ny
ademas W,,(t,Y) — W(t,Y,0) uniformemente sobre cada subconjunto compacto £ C Rx D.

Consideremos ahora la familia de funciones {U, },en donde

o =[Gt )

y sea

=[]

Asi, para cada n € N se tiene que U, () es la unica solucién de
Un = Wn(ta Un)a

con condicién inicial

y U(t) es la tinica solucién de

con condicidon inicial
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Luego, la aplicacién directa del Teorema [23] en el Apéndice [A] implica que para t, {1 € R
con to < t1, Gmp(t,0n) = Gmp(t) ¥ Gmp(t,0n) = dmp(t) uniformemente sobre [ty, 1]. Como
los ceros de ¢, ,(t) son simples se tiene que q'bm’p(mT) # 0 y entonces existe una constante
0 < e < 1tal que ¢ p(t) # 0 paratodo t € |mT, mT + €]. De esta manera, el Lemaimplica
que para n suficientemente grande ¢, ,(t,0,) tiene exactamente 2p ceros en el intervalo
[0, mT + €], y en consecuencia ¢y, ,(t, d,) es una funcién m7T-periédica que tiene exactamente
2p ceros en el intervalo [0, mT[. Pasar al argumento para ¢ continuo es sencillo. O

Observacion 12. Es valioso notar que la condicion de no degeneracion sobre el periodo
que permite obtener la existencia de la solucion ¢, ,(t,0) que emana de la solucion
Gmp(t), también implica que esta iltima es parabdlica inestable y Lyapunov inestable con
Tr =2 (ver Observaciones[d y[9).

2.4.6. Criterio de estabilidad para soluciones periédicas impares

Para m, n € N sean 6 € [0, 0pmp[ ¥ ¢mp(t,6) como en el Teorema [2 Entonces ¢y, ,(t,6) es
una solucién (m, p)-peridédica impar de (2-34) y la ecuacién variacional asociada a lo largo
de esta solucién es la ecuacion de Hill con dependencia del parametro o

i+ q(t, 8)u = 0, (2-70)

donde el potencial ¢(t,d) es una funcién m7T-periédica en ¢ y continua dada por

B OF(t,z,0)

q(t,0) : o

: (2-71)
(t7¢map(t76)76)
La traza asociada a la ecuacion ([2-70)) se define entonces en funcién del pardmetro 6 € [0, 6,, |
como

Ty p(8) = 1 (mT, 8) + tho(mT, 6), (2-72)
con 1(t,0) y ¥o(t,d) las soluciones canénicas de (2-70). De hecho, para § = 0 se tiene

que (2-70)) se corresponde con la ecuacién variacional a lo largo de la solucién del problema
auténomo (2-35)) de la cual emana ¢,,,(t,0), es decir, con (2-53)).

El siguiente resultado proporciona una expresion explicita para la derivada de la traza
Trmp(d) en 6 = 0.

Teorema 3 ([5, Teorema 3.4, pag. 1281)). Sean m, p € N y ¢, ,(,9) la solucion (m,p)-
periddica impar de (2-34) dada por el Teoremald (tal que la condicion (2-67))se satisface con
R,y como en (2-63) ). Luego, si

O?F(t,z,0)
Fis(t) = —~->—~= ,
00 | (1 g ($,0)
entonces 5 5 -
Tr, m .
771, 0) = T2 ) [T FOdmp(0) (2-73)
00 5—0 0
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Demostracion. Sea ¢, ,(t) la solucién (m,p)-peridédica impar de (2-35) de la cual emana
la solucién ¢, ,(t,9) (ver la seccién 2.4.5) y T, , definido como en (2-62)). De la discusién
en la seccién se sigue que la ecuacién variacional asociada a ([2-35) a lo largo de la

solucion ¢, ,(t) estd dada por (2-53) donde, en virtud de la Observacién [7] el potencial
Tm,p
2

y entonces ¢(t) es una funcién mT-periddica también.

q(t) = f'(¢mp(t)) tiene periodo minimal
Tm,p
2

. En particular, de la definicién de 7y, se

obtiene que mT = 2p

Luego, del Lema [12|se tiene que la matriz de Poincaré asociada para el periodo mT" satisface
[W1(mT)  he(mT)
_ [(—1)% (_1)2p+12phm,p7-/(hm,p)

0 (1)

_ [V —20hup T (i)
|0 1 ’

P2p:

y entonces la funcién K (t) definida en (2-52)) verifica que
K(t) = 2phunp T (B p) 1 (1).
Maés ain, como consecuencia de , y del Lema |l1|se obtiene que
K () = pT (hinp) G (1)- (2-74)

Consideremos ahora la ecuacién variacional asociada a (2-34) a lo largo de la solucién
Gmp(t,0) que estd dada por (2-70)). Dado que el potencial ¢(¢,6) definido como en ([2-71))

verifica que

dq(t, ) _ 0 [0F(,=,0)
9 ug 00 9T gt ) l0)
_ OPF(t,,9) OPmp(t, ) O*F(t,x,0)
0r2 4,000 90 o 960r (14, ,1000)

se obtiene, en virtud de la propiedad iv) de la funcién F(t,x,d) en la seccién que para
h, ® y Fy3 definidos como sigue

da(t.9) ) O*F(t,,0)
h(t) = , Ot) =1 y Fu(t) = —F5— :
900 90 i) 00T | (1.6, (2).0
se satisface la identidad
h(t) = " (Gmp(t))P(t) + Fas(t). (2-75)
Luego, de , y del Lema |10| se sigue que
OTr, (0 , mt .
Toal Ty [ )00 + PO B0t (270
5=0 0
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Por otra parte, como ¢,, ,(t,0) es solucién de la ecuacion (2-34)), se sigue de la dependencia
continua con respecto de parametros que si

OF (t,x,0)

0 (tpmp(0).0)

F3 (t) =

entonces ®(t) es solucién de la ecuacién
d + q(t)® + F(t) = 0.

Por tanto, ®(t) satisface que

O + ()0 + q(t)d + Fy(t) = 0, (2-77)
donde 4(t) = f"(Gmp(t))Pmp(t) ¥
: O?F(t,x,9) OP?F(t,x,9) ;
Byt) = —2 — D p(t)
000 (1.4, ,().0) 0x00 |6, 0.0)
O2F(t,,6) . (2-78)
= F13<t) + — ¢m, (t)
050z 4y, 00

= Fi3(t) + Foz(t)dump(1).

Debe notarse que como ¢, (t) ¥ ¢mp(t,d) son funciones mT-periddicas (en la variable ¢t y
para todo ¢ € [0, dy,,]), se sigue de la definicién de @ () que la funcién 6(t) definida por

0(t) = D(t)dmp(t) — D(t)dm(t),

es mT-periddica. De hecho, la ecuacién en (2-77)), la identidad en (2-78)) y el hecho de que
®mp(t) es solucion de la ecuacién variacional asociada a (2-35) implican que

0() = (1) & (1) = & (O)dmpl0
= B(O(Omylt) + QOO bmp() + 1O (t) + Fo(O)bm(0)
= G() (1)) + Fa() (1)
= " (GmpD) PO, (1) + (Fis(t) + Fas()msp(t) ) drn(t)
= (£"(mp®)B(E) + Fas(6)) 62, (1) + Fis ()b (1)
y por tanto

(" (Dmp(D)B(E) + Fas()) 3, (1) = 0(t) = Fis(t)dmp(1),
Finalmente, de la periodicidad de la funcién 6, de la identidad anterior y de (2-76]) se concluye
que (2-73) se satisface puesto que

7 p(9)

06 =0T (hunp) /0 " (9(75) - Fls(t)cbmp(t)) dt

6=0
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El siguiente corolario establece un criterio para determinar la estabilidad en el sentido lineal
de la solucién ¢, ,(t,0) de (2-34) dada por el Teorema [2| Este resultado es consecuencia
directa de la Observacion 121

Corolario 2. Sean m, p € N y ¢, ,(t,9) la solucion (m, p)-periddica de (2-34) dada por el
Teorema |3 Luego

i) SiTr, ,(0) < 0 entonces ¢ ,(t,0) es eliptica y por tanto estable en el sentido lineal
cuando 0 < § < 1,

ii) SiTr,,,(0) > 0 entonces ¢ p(t,d) es hiperbolica y por tanto Lyapunov inestable para
0<oikl.

De esta manera, el Corolario [2| revela que el estudio de la estabilidad en el sentido lineal se
reduce al estudio del signo de la expresion integral en (2-73)). En la seccion se presenta
una discusién sobre el signo de (2-73|) en el contexto del MEMS tipo peine con elasticidad
cubica.
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En la seccion se introduce el resultado general de existencia de soluciones periddicas
impares con propiedades nodales prescritas para osciladores no lineales con simetrias de la
forma . En la seccion se obtiene un resultado de independencia con respecto a la
metodologia empleada en la secciéon anterior. Luego, en las secciones y se presentan,
respectivamente, el resultado de existencia de respuestas peridédicas impares con oscilacion
prescrita via el resultado de la seccion y un criterio de estabilidad lineal de respuestas
peridédicas impares con oscilacion prescrita para parametro pequeno, ambos en el contexto

del MEMS tipo peine modelado con elasticidad cibica (2-5)). Finalmente, en la seccién
se proporcionan condiciones practicas que facilitan la aplicaciéon de estos ultimos resultados.

3.1. Existencia de respuestas peridodicas impares con
oscilacion prescrita via una generalizacion del
principio de Ortega

En esta seccién presentamos un nuevo resultado general (Teorema ) de existencia de res-
puestas periddicas impares con oscilacién prescrita, i.e., propiedades nodales prescritas, para
una familia de osciladores de la forma ([1-1)).

Consideremos la funcién G verificando las simetrias en (1-2]) y la ecuacién variacional en
x = 0 asociada a (1-1)) dada por
i+ G(t,0)y =0. (3-1)

Definicién 7. Para cada m € N definimos vo(m) como
vo(m) = [{t €]0,"TL[ | yo(t) = O},
donde yo(t) denota la inica solucion de (3-1) con condiciones iniciales yo(0) = 0 y o(0) = 1.

Teorema 4. Seanm € N yn € Z>q. Supongamos que vo(m) > 0, que G cumple las simetrias
en (1-2)) y que existe Ry € 10, a[ tal que

0<G(t0), VteR, Gt z)<G(t0), Y(tz)eRx]|0, R, (3-2)

G(t,z) <0, V(tz) €R x [Ro,al. (3-3)
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Entonces ([1-1) tiene al menos una solucion mT -periédica impar con n ceros en el intervalo
10, 2L, 2,(t), verificando que i,(0) > 0, si y sdlo sin < vo(m). Mds ain, si

G.(t,x) <0, V(t,x) € R x]0, Ry, (3-4)
entonces xo(t) es la unica solucion mT-periddica impar de (1-1)) con periodo minimal mT .

Demostracion. La demostracion se realizara por etapas. En la primera etapa se presentara
una ecuacion truncada equivalente a que posee las mismas soluciones mT-periddicas.
En la segunda etapa se encontraran cotas a priori de las soluciones periddicas de la ecuacion
truncada y la ecuacion original . Posteriormente, en la tercera etapa se aplicara el prin-
cipio de Ortega a la ecuacién truncada con el fin de obtener el resultado sobre la existencia
y propiedades nodales de soluciones periddicas. Por iltimo, en la cuarta etapa se abordara
la unicidad de la solucién z(t).

Etapa 1: Una ecuacion truncada equivalente. Sea Ry como en el enunciado del Teorema (4| y
consideremos una funcién arbitraria pg : [Ro, o0 — R con las siguientes propiedades:

= o € CH([Ro, o0]),
= fi9(z) > Ry con puo(Ry) = Ry,
. :Ufé)(RO) - ]-7
= sup po(z) < a.
Consideremos ahora u(z) como la extensiéon impar de po(x) dada por
po(x) six > Ry,
plx) = .
—pp(—x) sixz < —Ry.
Y sea fio = sup pu(z) < a, entonces el p-truncamiento b, : R — R se define como (ver figura
3-1)
x si |z| < Ro,
hu(z) = .
w(x) si|z| > Ry.

Debe notarse que como consecuencia directa de las propiedades de po(z) y de la definicién
de pu(z) se tiene que h, € CH(R) y que |h,(2)] < p1eo < a para todo z € R. Luego, la ecuacién
truncada asociada a ([1-1) se define como

5 4 h(2)G(t hu(2)) = 0. (3-5)

Es valioso mencionar que la ecuacién truncada (3-5) no tiene singularidades, de hecho, la
variable de estado z se puede tomar sobre toda la recta real. Mas atin, para |z| < Ry se tiene

de la definicién de h, que (3-5) y (1-1) coinciden.
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Figura 3-1: Esquema de la funcién de truncamiento h,(x).

Por conveniencia la ecuacion (3-5)) se puede reescribir con la estructura de ((1-1)) de la siguiente
forma

2+ 2G(t, 2) =0, (3-6)

donde )
(2 ‘

a 2G(th 0

G(t,z) =S ~ (£, hu(2)) S? z#0,

G(t,0) si z=0.

es una funcién de clase C%!(R?) que satisface las simetrias

G(—t,2) =G(t,2), G(t,—z)=G(t,z2).

Por otra parte, de las simetrias que verifica la funcién G se tiene que la condicién (3-3|) es
equivalente a que existe Ry € |0, a[ tal que

G(t,z) <0, VteR, Vzé€]—a, Ry U][Ry,al, (3-7)

luego, como consecuencia de la condicién (3-3|) y el hecho de que a > h,(2) > Ry para z > Ry
y —a < h,(z) < =Ry para z < —Ry, se tiene que

G(t,h,(2)) <0, VteR, ze]—oo,—RyU][Ry, o0,

y por tanto

G(t,z) <0, VteR, zé€]—o00,—Ro|U|[Rpy, 0. (3-8)



3.1 Existencia de respuestas periddicas impares con oscilacién prescrita via una
generalizacion del principio de Ortega 61

Etapa 2: Cotas a priori de soluciones periddicas. Debe notarse que la condicién es
suficiente para obtener cotas a priori de las soluciones mT-periddicas de via el Lema
. Concretamente, para cada x € |—a,a] y m € N consideremos la funcién mT-periédica
f(-,x) = —xG(-, x), entonces de se tiene que existe Ry € ]0,a[ tal que f(t,z) > 0
para todo t € Ry x € [Ry,al, y f(t,z) < 0 para todo t € Ry z € |—a, —Rp]. Luego, una
aplicacién del Lemad]con Ry = Ry y Ry = — Ry implica que cualquier solucién mT-periédica
de (1-1)), z(¢), satisface que |z(t)| < Ry para todo t € R.

De forma anéloga al caso anterior, para cada z € R y m € N definimos la funcién mT-
periédica f(-,z) = —2G(-,2) = —h(2)G(-, h,(2)). Asi, en virtud de se tiene que existe
Ry €10,a[ tal que f(t,z) > 0 para todot € Ry z € [Ry, 00, vy f(t,2) < 0 para todo t € R
y z € |—00, —Rg|. Por tanto, una aplicacién del Lema {4 con Ry = Ry y Ry = —Ry implica
que cualquier solucién mT-periddica de (3-6|), z(t), satisface que |z(t)| < Ry para todo t € R.

De la discusién anterior se sigue que las soluciones periddicas de y tienen las
mismas cotas a priori dadas por las constantes —Ry y Ry. De hecho, como ambas ecuacio-
nes coinciden para la variable de estado en el intervalo [—Rg, Ry|, se concluye que (1-1)) y
tienen las mismas soluciones mT-periédicas. De esta forma, todo solucion mT-periodi-
ca de es una solucion mT -periédica de y tiene su rango contenido en el intervalo
[— Ry, Ro)-

FEtapa 3: Existencia y propiedades nodales de soluciones periddicas. Sea E = [0, T X [—fioo, floo]
y consideremos la ecuacién (3-6)). Como G es un funcién continua en ambas variables para
(t,x) € R X |—a,a] y peo < a se tiene que

Gt 2)] = ()Gt hu()] < e sup [G(t1)] < o0,

(tyy)EE

es decir, la no linealidad 2G(t, z) en es acotada en valor absoluto. Por otra parte, como
consecuencia de la definicién de G se tiene que G(t,2) = G(t, z) paratodot € Ry z € R con
|z| < Ry, luego en virtud de la simetria de G respecto a la variable de estado se tiene que
la condicién implica que G(t,2) < G(t,0) = G(¢,0) para todo t € Ry 0 < |2| < Ry.
Adicionalmente, de y se sigue que G(t,2) <0 < G(t,0) paratodot € Ry z € R
con |z| > Ry. Asi

G(t,z) < G(t,0), VtecR, VzeR\{0}. (3-9)

Consideremos ahora el problema de Dirichlet asociado a (3-6) dado por

{:z' +2G(t,2) =0, (3-10)

2(0) = z(mT)) = 0.

Es directo verificar en virtud de la estructura de ambas ecuaciones que (|1-1)) y (3-6) tienen
la misma ecuaciéon variacional a lo largo de la solucion trivial x = 0, entonces una aplicacion
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de la Proposicién |1 al problema de Dirichlet (3-10|) implica en virtud del Lema [1| que existe
al menos una solucién mT-periédica impar de (3-6|), z,(¢), con n ceros en el intervalo }0, mTT [
v 2,(0) > 0, si y s6lo si n < vy(m).

Etapa 4: Unicidad de soluciones de periodo minimal mT. De la etapa anterior se sabe que
en particular existe al menos una solucién mT-periddica impar de (1-1]), zo(¢) (o equivalen-
temente zo(t)), tal que zo(0) = zo(2L) = 0, zo(t) > 0 para todo ¢ € 0, L[ y i0(0) > 0.
Supongamos que existe otra solucién de ([L-1]), o(t), con las mismas propiedades de zo(t) de
tal forma que z((t) # Zo(t). Entonces se puede definir la funcién idénticamente no nula

u(t) = xo(t) — To(t),
que satisface la ecuacion
i(t) + 2o (1)G(t, wo(t)) — To(t)G (L, Zo(t)) = 0.

Debe notarse que si u(t) # 0 entonces al sumar y restar el término z(t)G(t, zo(t)) en la
expresion anterior se tiene que

u(t) + <G(t, xo(t)) + Zo(t)

)00
y si u(t) = 0 para algin t € }0, mTT[ se tiene que en particular
iW(t) + (G(t, o(t)) + 20 (t)Ge(t, Zo(t))) u(t) = 0.

Consideremos ahora para A € [0, 1] la combinacién convexa #(\) = Azo(t) + (1 — X)Zo(¢),
entonces de las cotas a priori encontradas en la Etapa 2 se sigue que 0 < (\) < Ry. Mas
atin, en virtud de que G es una funcién de clase C! con respecto a su segunda variable en el
intervalo |—a,a[ y 0 < Ry < a se obtiene que

A(%@ﬁONWO)—W@MAZG@ﬁGD—G@ﬁmﬁ=G@wdﬂ%4ﬂt%@ﬂ

De esta forma, para t € [O, mTT} se tiene que la funcién u(t) es una solucién no trivial de la
ecuacion lineal de segundo orden
i+ F(t)u =0,
donde )
F(t) = Gt wo(t)) + (1) /0 G (t, 0(\))d.

Luego, como consecuencia de (3-4)) se sigue que G.(¢,0(\)) < 0y entonces F'(t) < G(t, zo(t))
para todo t € [0, mTT] con la desigualdad estricta en el intervalo ]O, mTT [ Ademads, como x(t)
es una solucién no trivial de la ecuacion

i+ G(t, 2(t))y = 0,
mT

y u(0) = u("-) = 0 por definicién, se sigue de la Teoria de Comparaciéon de Sturm que
necesariamente zo(t) tiene al menos un cero en el intervalo }0, mTT[ Esto ultimo es una
contradiccién puesto que por hipdtesis xo(t) > 0 para todo t € }0, mTT [, por tanto, xo(t) es

la tinica solucién mT-periédica impar de (1-1)) con esta propiedad. O
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3.2. Independencia con respecto del Truncamiento

El proceso de truncamiento empleado en la demostraciéon del Teorema [4] revela algunas
propiedades generales de h, que dan paso a toda una clase de funciones de truncamiento
que son validas. En efecto, una inspeccion de las ideas fundamentales en la Etapa 1 de la
demostracion del Teorema || muestra que el razonamiento es valido para toda familia de
funciones generales H donde

H = {h, € C'(R) | hy(z) = —hu(—2), hy(z) = si |z| < Ry y hu(z) € |Ro,a siz> Ry} .

Adicionalmente, es posible demostrar que bajo ciertas condiciones la conclusién del Teore-
ma [4 es independiente de la funcién de truncamiento empleada en la Etapa 1, es decir, las
soluciones periddicas obtenidas son independientes de la funcién p(x) considerada. A con-
tinuacion se introducen algunos preliminares necesarios para enunciar la Proposicién [3| que
contiene nuestro resultado de independencia.

Consideremos y . Para cada v € R definimos z(t,v) y z(t,v) como las tnicas
soluciones de y respectivamente, con condiciones iniciales z(0,v) = z(0,v) =0y
#(0,v) = 2(0,v) = v. Luego, procediendo de forma andloga a la discusién presentada en la
seccién definimos para cada m € N el conjunto

Vi ={v € R | z(t,v) esta definido para todo t € [0,T/2]}.

Debe notarse que en cada caso V,, es un conjunto abierto no vacio como consecuencia de
la dependencia continua respecto de condiciones iniciales y el hecho de que z(¢,0) = 0 es la
solucion trivial de , por tanto, se puede definir V; ,,, como la componente conexa de V,,
que contiene v = 0 y tomar v, := sup Vj,,, sobre los reales extendidos. Més aun, se sigue de
discusiones previas y de las simetrias en que v, = f Vy,, = —v}.

Definicién 8. Las funciones nimero de ceros asociadas a las soluciones x(t,-) y z(t,-)
respectivamente se definen como v : Ju, vt [\ {0} = Zso y 7 : R\ {0} = Zs¢ de tal forma
que

v(v) ={t €]0,mTh[ | x(t,v) =0}, »(v):=|{t €]0,mTL[]2(t,v) =0}

Proposicion 3. Supongamos que las condiciones del Teorema se satisfacen con G(t,r) <
G(t,0) para todot € R, x € |—a,a[\ {0} y que existe v* € ]0,v;%[ tal que v(v*) = 0. Entonces
cualquier ecuacion truncada asociada a con h, € H produce las mismas soluciones de
(1-1)) obtenidas en la Etapa 3 de la demostracion del Teorema .

Demostracion. Consideremos los siguientes problemas de Dirichlet

(3-11)

{55' +2G(t,z) =0,
z(0) = x(mT)2) = 0.
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con G definida como en y
4 2G(t, 2) =0, (3.12)
2(0) = z(mT)2) = 0.

con G definida como en . La idea fundamental de la prueba consiste en emplear cotas
a priori de soluciones periédicas, el principio de Ortega (Proposicién (1)) y su generalizacién
para una ecuacién con singularidades (Proposicién , para demostrar que las soluciones de
y coinciden. De esta forma, para 0 < n < vy(m) definimos

Qr={vel]ov[|vw) <n}, Q:={ve]0,00[|r(v)<n},

con v y v las funciones numero de ceros dadas en la Definicién [§] y

witi=min Q" @ = minQ". (3-13)
Debe notarse que w” y @ definidos en (3-13]) existen como consecuencia de la discusion
desarrollada en la demostracién de la Proposicién [ y la Proposicién [I] respectivamente
(donde la hipétesis v(v*) = 0 en el enunciado permite la aplicacién de la Proposicién [2 con
la condicién I11), ver pag. [38). Mds ain, de la definicién se sigue que z(t,w!) es una solu-
cién del problema de Dirichlet que tiene exactamente n ceros en el intervalo }O, mTT [ y
z(t, ") es una solucién del problema de Dirichlet que tiene exactamente n ceros en el
intervalo }0, mTT [ De esta forma, el Lema |l implica que las extensiones impares y periédicas
de z(t,w™) y z(t,0m), producen soluciones mT-peridédicas impares de y (3-6)), respec-
tivamente, con n ceros en }0, mTT [ Estas soluciones mT-periédicas impares serdan denotadas
como x'(t) y z"(t).

Luego, del Lema [4] se tiene que |2](t)| < Ro y |2"(t)| < Ry para todo t € R, y como (|1-1))
y coinciden en el intervalo [— Ry, Ro] (ver Etapa 2 de la demostracién del Teorema [4))
se sigue que z!"'(t) es una soluciéon mT -periddica impar de la ecuacién en (3-12)) (ecuacion
truncada) y z"(t) es una solucién mT-peridédica impar de la ecuacién en (3-11f) (ecuacion
original). Asi, de la definicién de 27" (t) y 2/"(t) se tiene que necesariamente x(t,w") satisface
la ecuaciéon

(4 2G(t,2) =0, Vte[0,mTp],

junto con las condiciones
z(0,wy') =z (mT/2,w,") = 0,

y z(t, o) satisface la ecuacion
T+ aG(t,x) =0, Vtel0,mT)],

junto con las condiciones

2(0,") = z (mT)2, ") = 0.
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Por tanto, z(¢,w!™) es una solucién del problema de Dirichlet (3-12)) y z(¢, w™) es una solucién
del problema de Dirichlet (3-11]). Ademés, como v(w]*) = v(@]") = n se obtiene por definicién
de Q™ y Q™ que w™ € QM y @™ € Q™ entonces de (3-13)) se sigue que @™ < W™y w™ < @M.

™ entonces xz(t,w) vy z(t,wn) son

Esto concluye la demostraciéon puesto que si w;' = @,

soluciones del mismo problema de valor inicial, luego z(t,w") = z(t,@)"). De este modo
las soluciones periédicas impares obtenidas via el truncamiento coinciden con las soluciones
periédicas impares dadas por la extension del principio variacional de Ortega aplicado a la
ecuacion original. O]

3.3. Respuestas periodicas impares con oscilacion
prescrita: MEMS tipo peine con elasticidad cubica

En esta seccion se presentan algunos resultados concretos sobre la existencia de soluciones
periddicas impares con oscilacién prescrita en el contexto del MEMS tipo peine modelado
por . Concretamente, el resultado de esta seccién (Teorema [5]) establece condiciones
sobre los parametros del sistema que garantizan la existencia de una familia de respuestas
periddicas impares con ciertas propiedades nodales.

Debe notarse que la ecuacién asociada al MEMS tipo peine modelado con elasticidad ctibica
(2-5)) tiene la estructura de la ecuacién (1-1) donde G : R x |—1,1] — R es una funcién
T-periddica en la primera variable definida por

ABVE(t)
(1 —22)%
Luego, de forma analoga a la discusion en la seccién se tiene que la ecuacion variacional

asociada a (2-5)) a lo largo de z = 0 estd dada por

G(t,x) =1+ az® — (3-14)

j+G(t,0)y =0, (3-15)

donde

y que para m € N, el entero no negativo 1y(m) denota el nimero de ceros en el intervalo
10, 2L de la tnica solucién de (3-15) con condiciones iniciales y(0) = 0y ¢(0) = 1 (ver
Definicién .

A lo largo de esta seccion se consideran los voltajes de entrada extremos definidos de la
siguiente manera

Vinin(0) = I[glr]l Vs(t) < Vinau(6) = r[%%}}(‘/;;(t),

los cuales satisfacen que

0<Vpe—0= V() <Vs(t) < Viae(d) = Vpe +9, VteR, (3-16)
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en virtud de la definicién de V() en (2-2)).

Teorema 5. Sean m € N y n € Zsq. Supongamos que vo(m) > 0 y que se satisfacen las

condiciones 1
Vinaz(0) < —+, 3-17
0 <57 (317)
Y
a< 86me(6)2. (3-18)

Entonces la ecuacion (2-5)) tiene al menos una solucion mT -periddica impar, x,(t), con n
ceros en el intervalo |0, 2L [ y i,(0) > 0, si y sdlo si n < vo(m). Mds ain, la solucidn o(t)
es unica.

Observacién 13. La condicion (3-17) en el Teorema@ implica que 48Vi4.(0)* < 1. Luego,
de (3-16|) se sigue que (3-17) implica la condicion (3-25) mientras que (3-18) implica la

condicion (3-26)) (ver siguiente seccion). Mds ain, si se supone que ambas condiciones (3-17))

y (3-18) se satisfacen entonces o < 2.

Demostracion. La herramienta fundamental en la demostracién es el Teorema Ml A conti-
nuacion se prueba que todas las condiciones requeridas para la aplicacion de este ltimo
resultado se cumplen.

De la definicién en (3-14) se tiene que G € C*Y(R x |—1,1[) y que satisface las siguientes
simetrias

G(—t,z) =G(t,x), Gt —z)=G(tx).
Por otra parte, de y se sigue que
1 — 48Vimae(6)2 < G(t,0) < 1 — 48Viin(8)?, VYt € R, (3-19)
y entonces la condicion implica que
0 < G(t0), VteR.

Consideremos ahora la funcién auxiliar ¢,(z) definida con detalle en la seccién [3.4.1] (ver
pag. [69). Entonces ¢4 (1) = 0, méx,ei—1,110a(z) = @a(0) = 1, ¢l (z) < 0 para todo z € ]0,1|

y
pa(r) — 4BV (1)
(1 —a?)?
Luego, el signo de G depende sélo del signo del numerador en el lado derecho de (3-20)) y de
(3-16|) se obtiene que para todo (¢,z) € R x |—1,1]
Palr) — 45Vmax(5>2 < pal(z) — 45‘/;52@) < walz) — 46Vmin(5)2-

Como (3-16) y la condicién (3-17) implican que 48V;,:,(5)% € ]0,1[ (ver Observacién [13)),

entonces del Teorema del Valor Intermedio y de la monotonia de la funcién auxiliar en el

G(t,z) =

(3-20)
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intervalo ]0,1[ se concluye que existe una tunica solucién en |0, 1[, denotada por z, de la
ecuacion

a(1) = 4BVimin(6)2.

De esta forma, ¢, (z) > 48V,in(0)? para todo z € [0,Z] y pa(r) < 48Vimin(6)? para todo
x €]z, 1]. Si se define ahora Ry = Z + ¢y donde €y < 1 es una constante arbitraria positiva
tal que Ry < 1, entonces se obtiene que

G(t,z) <0, V(t,z) € R X [Ry,1].
Adicionalmente, se tiene que
G(t,x) < G(t,0), V(t,z) € R x]0,Rol. (3-21)
En efecto, (3-21)) es equivalente a que para todo (t,z) € R x |0, Rg|

[L’2

G(t,x) — G(t,0) = = (

a(l —2?)? — 4VE(t)(2 — 2°)) <0,

lo que es equivalente en virtud de (3-16) a que
a(l —2?)? —4BVE([)(2 — 2%) < a(l — 1) — 48V, (0)*(2 — 2%) < 0.
Esta tltima desigualdad se satisface puesto que para todo (t,z) € R x ]0, Ry|
a(l — 22)? < 48V, (0)*(2 — 27), (3-22)
como consecuencia de que la condicién implica que

& < 4BVinin(8)°9(0) < 48Vinin(9)* min (),
z€|0,17p

donde g : [0, Ry[| — R definida por

o 2- x?
g(l’) T (1 . .172)27

es una funcién positiva, continuamente diferenciable y creciente que alcanza su valor minimo
en x = 0 con ¢g(0) = 2. En efecto,

by 2x(3—a?)
g (.’L’) - (1 —5132)3 )

de donde se sigue que ¢'(z) > 0 para todo x € |0, Ro[ y ¢'(0) = 0.

Finalmente, como 0 < (1 — z%)® < 1 para todo z € |0,1[ y —88VZ(t) < —88Vinin(d)? para
todo ¢t € R como consecuencia de , se tiene que la condicién también implica
que

CBBVED) _ 83Viu(0)?

0N _Frmani ) _ , 2 <«
(1= 22y = o (1= 22y <o — 8BVin(0)* <0,
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y entonces
8BV (1)
(1— 22)3

En virtud de la discusién anterior, es claro que (2-5)) satisface todas las condiciones del

G(t,x) =2z <a — ) <0, V(t,z) € Rx]0,Ry.

Teorema [4] Por tanto, una aplicacién directa de la primera parte de este resultado revela la

existencia de al menos una solucién m7-periédica impar de la ecuacién (2-5)), ,(t), que tiene

n ceros en el intervalo |0, 2L [ y que ademds verifica que @,,(0) > 0, si y sélo si n < vo(m).

La unicidad de la solucién zy(t) es consecuencia de la segunda parte del Teorema [4] ]

3.4. Estabilidad lineal de respuestas periddicas impares
con oscilacion prescrita: MEMS tipo peine con
elasticidad cubica

Siguiendo la estrategia y los resultados presentados en la seccién [2.4] en esta seccién se obtie-
ne un criterio de estabilidad lineal para ciertas respuestas periddicas impares con oscilacion
prescrita en el contexto del MEMS tipo peine modelado por . A continuacién se abordan
algunos preliminares necesarios para la discusién.

La ecuacién asociada al MEMS tipo peine modelado con elasticidad ctubica (2-5)) es de la
forma
T+ F(t,z,0) =0, (3-23)

donde F': R x |—1,1[ x [0, Vpe| — R estd definida por

ABVE ()

— 3
F(t,x,5) —.ZU+OCZE —m7

y verifica las siguientes propiedades:
i) F(—t,z,0) = F(t,x,0),
i) F(t,—z,0) = —F(t,z,0),
iii) F(t+T,z,0) = F(t,z,d) donde Ty w estan definidos como en (12-6)),
iv) F(t,z,0) = f(z).
En particular, el caso 6 = 0 corresponde a la ecuaciéon auténoma
T+ f(x) =0, (3-24)

donde f : ]—1,1] — R es una funcién continuamente diferenciable en su dominio y estd
definida como en iv). Este caso se puede interpretar como una entrada de voltaje constante
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DC' en el dispositivo MEMS con Vy(t) = Vpe.

Luego, bajo ciertas condiciones de no degeneracion y para ciertos casos, la ecuacion ((3-23))
admite una solucién periddica impar con oscilacién prescrita de tal forma que las correspon-
dientes propiedades de estabilidad en el sentido lineal /inestabilidad, se pueden determinar
empleando la informacién proporcionada por una solucién periddica impar de con las
mismas propiedades nodales.

3.4.1. EIl problema auténomo

El objetivo principal de esta seccion es estudiar la ecuacion Newtoniana ([3-24)). Por tanto,
a lo largo de esta seccion se consideran las siguientes condiciones sobre los parametros del
sistema:

4BVEe < 1, (3-25)

a < 88Vie. (3-26)
Es valioso mencionar que 43VA. > 0 por definicién, y que al asumir las condiciones (3-25))
y (3-26]) se obtiene que o < 2. De esta manera, para « € 0, 2] se define la funcién auxiliar
Yo : R — R como sigue

Ya(r) = (1 + az?)(1 — )2

La relevancia de la funcién auxiliar ¢, (z) es de caracter metodoldgico, y su definicién es
motivada principalmente por el estudio del caso no auténomo (es decir, cuando § > 0). No
obstante, resulta conveniente introducirla en esta seccién con el fin de obtener algunas pro-
piedades de la funcién f.

De hecho, una simple inspeccion revela que ¢, (z) es una funcién par, continuamente dife-
renciable y unimodal en el intervalo |—1,1[, con exactamente dos ceros reales en x = +1
(cada uno de multiplicidad 2) y max,ej—11]@a(2) = ¥a(0) = 1. En efecto,

¢l (1) =22(1 — 2?)(a — 2 — 3ax?),
ol (z) = 30ax* + 12(1 — 2a)z? + 2(a — 2),

y como 0 < a < 2 entonces ¢/ (z) = 0siysélosiz =006 x==+1. Mas ain, ¢/ (z) >0

>
para todo = € |—1,0[, ¢/ (x) < 0 para todo = € |0,1], ¢2(0) = 2(ax — 2) < 0y ¢ (£1)
8(aw+ 1) > 0. La figura muestra la grafica de p, ().

Lema 14. Si las condiciones (3-25)) y (3-26) se satisfacen, entonces la funcion f tiene
exactamente tres ceros reales dados por x =0 y x = £z, donde x, es la unica solucion en

el intervalo |0, 1] de la ecuacion

@a(x> = 45‘/1%0‘
Adicionalmente, f(x) > 0 para todo x € |—1, —x,[U]0, z.[, f(x) < 0 para todo x € |—x,,0[U
|z, 1], f(0) > 0 y f'(£x,) < 0.



70

3 Resultados

2.0

70.5 T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 3-2: Funcién auxiliar ¢, (x) para a € |0, 2[.

Demostracién. De la definicién de ¢, () se sigue que

) = @lgal) — 18V30) _
o) = T (327)

y el problema de encontrar los ceros de f es equivalente a resolver la ecuacion

2 (pa(r) —4BV3) = 0. (3-28)

De las propiedades mencionadas anteriormente se tiene que ¢, (x) es continua en el intervalo
0,1] con ©,(0) = 1y pa(1) = 0. Como por hipétesis 46V3. € ]0, 1] entonces se sigue del
Teorema del Valor Intermedio que existe z, € ]0, 1 tal que ¢, (z.) = 48V3,. La unicidad
de z, es consecuencia de la monotonfa de ¢, () en el intervalo |0,1[ y ¢o(—2.) = 46V3.
puesto que la funcién auxiliar es par.

Luego, la definicién de z, y las propiedades de ¢, () implican que ¢, (z) > 48VA, para
todo x € |—z,,x.[ y que p,(r) < 48V3 para todo z € [—1, —x,[ U ]x,, 1]. La conclusién
sobre el signo de f es inmediata pues este ultimo coincide con el signo de la expresién del
lado izquierdo en (|3-28]).
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Finalmente, debe notarse que f € C*(]—1,1[) con

1 4a?
f'(x) =14 3ax® — 4pV3, <(1 T + (1 —xxz)?’)

48VE o (1 + 32%)
(1 —a2)3

(3-29)
=1+ 3az”® —

Por tanto, f'(0) =1—48V3. >0y f'(z.) = f'(—z.). Adicionalmente, como por definicién
de z, se tiene que ¢, (z.) = 48VA, y que x2 < 1, entonces

48V3, 14 aa?
L-a2p  1-at

De esta forma se obtiene que

1 H(1 2

1 — a2
(T4 3a22)(1 —a7) — (14 ax2)(1 4 322)
N 1 — 22
_ —bax; 4+ 2(a — 2)a?
N 1 — x2 ’
de donde se sigue que f'(z,) < 0 en virtud de que a < 2. O

Observacién 14. Como consecuencia directa del Lema[1]] se tiene que f satisface la pro-
piedad general v) enunciada en la seccion . La discusion subsiguiente hace uso de esta
conclusion de forma implicita.

Consideremos ahora el cambio de variable y = & como en la seccién[2.4.1] entonces el sistema
de primer orden asociado a (3-24)) es un sistema Hamiltoniano de un grado de libertad de la

forma ([2-36)) con

2

Hiz.y) = 5+ U2) (3-30)
y U'(z) = f(z). En este caso la energia potencial es la funcién U : |—1,1[ — R definida por
(ver figura (3-3))
7 a 5 4BVA.

El siguiente lema presenta algunas propiedades importantes de la funcién U.

Lema 15. Si (3-25)) v (3-26) se satisfacen, entonces la funcion U tiene las siguientes pro-
piedades:

I) U(—x) =Ulx),

IT) U'(x) > 0 para todo x € |—1, —x,[U]0,z.[, U'(x) <0 para todo x € |—z,,0[U]z,, 1],
U'(0) =0y U'(£x,) =0,
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Figura 3-3: Energia potencial U(z) asociada a la ecuacién Newtoniana ([3-24)).

IIT) U"(0) > 0 y U"(+x,) <0,

IV) La funcion U tiene exactamente tres ceros en x = 0 y x = %y., donde y. es la unica
solucion en |z, 1] de la ecuacion
a 5 4BVic _

1+ = = 0. 32
+ et g =0 (3-32)

Demostracion. Las propiedades I) — I11) se siguen de la definicién de U y del Lema |14] (ver
Lema@. La propiedad I'V') es consecuencia del hecho de que solucionar es equivalente
a solucionar

(2 + az?)(1 — 2?) — 88VE- =0,

y por tanto, es equivalente a estudiar los ceros del polinomio p(z) == 2(1 — 48V3.) + (o —
2)x? — az*. Un cambio de variable de la forma w = 2 permite obtener que p(z) tiene como
ceros a © = +,/wx donde

—(2—a) — a2 +4a(l —88VE,) +4
Wy = 9
2c

—(2—a) + /a2 +4a(l —88V2,) +4
201 '
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Es importante notar que 0 < (o —2)? = o® —4a+4 < o? +4a(1 — 8V3,) +4 en virtud de
que (3-25)) implica que 88V3. < 2, luego, wx € R. Mds atn, de ([3-26) y lo anterior se sigue
que

0<2—a=la—2| < o?+4a(l - 86VE) + 4,

y entonces w, < 0 < w_. Asi, p(x) tiene exactamente dos raices reales dadas por x = +y,
donde y. = ,/w— < 1. Un cdlculo rutinario demuestra que asumir w_ > 1 produce una con-
tradiccion. Finalmente, como U es una funcion continua que se anula en x = 0 y la propiedad
IT) implica que U(z) > 0 para todo z € ]0, x,[, se tiene que necesariamente x, < ys.

De hecho, la propiedad IT) evidencia que la funcién U tiene un comportamiento asintético
cerca de x = +1 y ademaés

lim U(z) = —o0.
|z|—1

]

Del lema anterior y siguiendo un razonamiento anélogo al de la demostracién del Lema [§f se
obtiene el siguiente resultado sobre los puntos de equilibrio del sistema de primer orden aso-
ciado a (3-24). La figura muestra el retrato de fase correspondiente bajo las condiciones

(B-25) v (-20).

Lema 16. Si (3-25)) y (3-26]) se satisfacen, entonces el sistema de primer orden asociado a
la ecuacion Newtoniana (3-24) tiene exactamente tres puntos de equilibrio: (0,0), (£z.,0).
Mas ain, (0,0) es un centro y (£x.,0) son sillas.

Observacién 15. Debe notarse que el Hamiltoniano H definido en satisface las si-
metrias en . Ademds, en virtud del Lema la discusion y las definiciones introducidas
en la seccion|2.4.1| se extienden para el sistema de primer orden asociado a la ecuacion New-
toniana . En particular, la Deﬁnicio’n la Observacio’n@ la Deﬁnicidn@ el conjunto
de orbitas cerradas P, y las constantes h, y n. dados por y (2-41), respectivamente,
se extienden y definen de forma similar para la ecuacion .

Asumiendo de ahora en adelante que las condiciones (3-25)) y (3-26)) se satisfacen, que h €

10,hi y C(h) €10,z es tal que U(C(h)) = h (ver seccién [2.4.1)), se define C(t,((h)) (ver
seccion [2.4.2)) como la solucién periédica no constante de (3-24)) con condiciones iniciales

(C(0,¢(R)), C(0,¢(h))) = (¢(R),0),
y periodo minimal 7 (h). Del Lema |§| y de la segunda desigualdad en se obtiene que
C(TW/1,¢(h) =0 y C(t,¢(h) <0, Vte]o, T/,

mientras que de la monotonia de U (ver Lema se sigue que h — U(z) > 0 para todo
x € [0,¢(h)], con la desigualdad estricta en el intervalo [0,((h)[. Por simplicidad en la
notacién, consideremos C' := C(t,((h)). Entonces para todo t € R se satisface la ecuacién

H(C,C) = h,
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Figura 3-4: Retrato de fase correspondiente al sistema Hamiltoniano asociado a la ecuacién

(3-24]) asumiendo las condiciones (3-25)) y (3-26]).

: T (h)
de donde se sigue que para t € [0, T}

C=—V2(h-U(0)). (3-33)

Debe notarse que la ecuacion diferencial de primer orden es autonoma y que el lado
derecho de la misma sélo se anula en C' = ((h). De esta forma, puede ser empleada
para obtener una expresién explicita de la funcién de periodo 7 (h) en términos de una
integral impropia en el limite superior.

Definicién 9. Sea (C(t,((h)),C(t,¢(h))) € P, entonces la funcién que asigna el periodo
minimal a la orbita cerrada dada por (C(t,C(R)),C(t,C(h))) en funcidn de la energia h se
define como T :]0, h.[ —]0, 00[ con

¢(h) dx

o Vh—U(z)
Observacién 16. Para cada h € ]0,h,[ se tiene que el integrando en el lado derecho de

(3-34) es una funcion continua y positiva en [0,((h)[ con una singularidad en ((h). De
hecho, la integral en (3-34) es convergente y por tanto T define una funcion de h donde

T(h) = 2V2 (3-34)
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En efecto, dado ((h) fijo se tiene que la integral impropia en el limite superior

(3-35)

¢(h) 1
/0 V) =z

es convergente en virtud del Lema[29 en el Apéndice[A] y que el limite

T O !
ey~ h = U(x) — U'(C(h))

> 0,

como consecuencia de la regla de L’Hopital y la propiedad I1) en el Lema . Luego, como
en (3-34) y (3-35) los integrandos son estrictamente positivos, una aplicacion del Teorema
@ en el Apéndice|A| revela que la integral en (3-34) es convergente.

El siguiente resultado proporciona un par de propiedades importantes de la funcién de pe-
riodo. El panel de figuras ilustra estas propiedades para algunos valores de referencia de
los parametros.

Lema 17. Si las condiciones (3-25)) y (3-20) se satisfacen, entonces la funcion de periodo
T tiene las siguientes propiedades:

i) T'(h) > 0 para todo h € 10, h.],

i1) limy, o+ T(h) = To, donde
S (3-36)

O /T 4BVE,

Demostracién. i) Para h € ]0,h[ y 0 € [0,%] consideremos el cambio de variable z :=

x(h,0) = ((h) cos (), entonces i

oz

% = —((h)sin (),

(h.0)

y la expresion en ([3-34) se transforma en
ry=2v3 [ W0
0 VU(C(R)) = U(G(R) cos (9))
donde los limites de integracion en el lado derecho de (3-37) no dependen del parametro h.

De esta forma, sean w(h,6), g(h,8) y 1(h,0) funciones definidas sobre ]0, h.[ x ]0, 2] tales
que

do, (3-37)

w(h,0) = <) g(h,0) = w(h,0)sin (0),

Q(z) =2U(x) — U'(x)z. (3-38)
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Como por definicién ((h) € ]0,x,[ se sigue de la propiedad II) dada por el Lema [L5 que
U'(¢(h)) > 0. Luego, el Teorema de la Funcién Inversa implica que U es un difeomorfismo
en una vecindad de ((h) y entonces ((h) = U~'(h) con

1
C(h)=UY(h) = ———>0, 3-39
(1) = (U0 = Gz (3:39)
donde U™! es la rama de la funcién inversa de U con rango en |0, z.[, lo que implica que
w(h,d) es una funcién continuamente diferenciable con respecto a h'y
dw(h, 0) ¢'(h)

TOh |y 2UC(R) — U(C(R) cos DR 9). (3-40)

En virtud de la discusion subsecuente es conveniente introducir el siguiente lema sobre algu-

nas propiedades de la funcién Q(z). La demostracién de este resultado puede ser encontrada
en el Apéndice [A]

Lema 18. Si las condiciones (3-25)) y (3-26) se satisfacen entonces la funcion Q(z) definida
en (3-38) tiene las siguientes propiedades:

I) Q(z) > 0 para todo x €0, z,] y Q(0) =0,
IT) Q' (x) > 0 para todo x € 10, z.] y Q'(0) = 0.

De esta manera, como 0 < ((h) cos (f) < ¢(h) < z. para todo h € ]0,h,[y 6 € |0, 2| se tiene
de la propiedad I7) en el Lema |18 que

Q(C(h)) — Q(¢(h) cos (8)) >0, VO €]0,7/o[,
de donde se concluye que

W(h,0) >0, Y(h,0) €0, h[x]0,7/[. (3-41)

Ast, (3-39), (3-40) v (3-41) implican que

ow(h,0)
oh o

>0, Y(h.0) €]0,h.[x]0,7/. (3-42)

La siguiente observacion proporciona informacion sobre el comportamiento de la funcién
g(h,0) y su derivada parcial con respecto a h cuando la variable § — 07, es decir, cerca del
punto de no definicién de la funcién w(h, 0).

Observacién 17. Debe notarse que g(h,0) es una funcion continuamente diferenciable con
respecto a la variable h sobre su dominio. Mds ain, para cada h € 10, h,[ se tiene que

) ) sin (0) 0]
lim g(h,0) = ((h) lim -
A 900 =) B ) = Ucth cos () 0

2¢(h)

-~V Uen)’
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en virtud de que
q 1 UC() = U(C(R) cos (6) _ U'(C()¢(h)
0—0+ 92 9 ,

como consecuencia de la regla de L’Hopital. De hecho, si se define la funcién go(h) como

(3-43)

sigue
_ [ 2¢(h)
=\ Trcmy

entonces

o CUCR) U] deh)|

i) VamrEmy e ah o
En efecto, para todo h €0, h,|

Ow(h, 0) _d(h) ¥(h, ) sin (0) 0°

lim lim

B Ton ™0 T T B ) - U eon 0T ¢
) — U C)C)

Jam @emy®

en virtud de , y de que por la regla de L’Hopital se tiene
Y(h,0) _ C(MQ(C(R) _ ((WU'(C(h) — U"(C(h))¢(h)]

lim = =

0—0t 62 2 2

Consideremos ahora la funcion go(h) como en la Observacion [17]y la funcién g(h, #) definida

sobre ]0, h,[ x [0,2] de tal forma que
h,8) si hel0,h]y0e|0,Z],
)= {0 o Re Ry Oe]o ]
go(R) si he€]0,h]yf=0.

Entonces g(h,0) es una funcién continua sobre su dominio y diferenciable con respecto al
pardmetro h. De hecho, para cada h € |0, h.[ fijo se tiene que

g(h> 9) = g(h’ 9)? Vo € ]Ovﬂ-/2] )

9g(h,9)
oh

_ dg(h,0)

5 , VO €]0,7/).

(h.0)

(h,0)
Miés atin, dado que para cada h € )0, h,] fijo existe una vecindad B, de h tal que B, C |0, k],
entonces una aplicacién directa del Teorema @ en el Apéndice [A]empleando la funcién g(h, 6)
sobre B, x [0, %] implica que T (k) es diferenciable sobre B, con

2
_2\[/ aghe

(3-44)
_zf/ 8wh9 sin (0)do.



3 Resultados

Luego, de (3-42), (3-44)) y el hecho de que sin (0) > 0 para todo 6 € }O, %], se sigue que
T'(h) > 0 para todo h € ]0, h.[.

i1) Si para h € ]0, h,[ se define ¢ = ((h) € ]0, x| entonces la funcién de periodo T (h) puede
escribirse de forma explicita como funcién de ¢ (ver discusién previa a la Definicién E[) Sea
T :10,2.[ — 10, 00[ tal que

— . < dx
T(C) = 4 / et

donde para cada ¢ € |0, z,[ se define w, : [0, (] — [0, oo[ con

De (3-31) y la propiedad 1) en el Lema [15|se tiene que w¢(x) esta bien definida y que

46V5e )
(1= —22))

Adicionalmente, si para { como antes y para todo 0 € [O

wele) = (¢ ) (14 3+ %) -

™

,5} se considera el cambio de

variable z := ( cos (0) entonces

7@)E4Agmdgema (3-45)

donde

(6] ; o
(G0 = (14 500 0D~ gy ey )

en virtud de que sgn ((sin(#)) = 1 para todo 6 € ]0,%]. Dado que W((,0) — W(0,6)
uniformemente sobre [0, %} cuando ¢ — 0" y

W(0,0)= (1-48V3.) ",

se concluye que (3-45|) implica que

. 2 2m
CllglJr T(C) = 4/0 lim W(¢,0)do =

R
(=0t V1—46V3, ’

]

Observaciéon 18. La constante Ty definida en (3-36|) corresponde al periodo del centro li-
neal en el origen asociado al equilibrio x = 0 de la ecuacion (3-24). Esta afirmacion es
consecuencia de que la ecuacion variacional a lo largo del equilibrio trivial x =0 es

i + (1 —4BVi,)u = 0. (3-46)
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h x10~6 h

(a) T(h) para el conjunto A de valores (b) T(h) para el conjunto B de valores
de los pardmetros en el cuadro y de los pardmetros en el cuadro y
Vpe ~ 5.1058327V. Vpbe =~ 6.3613535V.

Figura 3-5: Gréficas de la funcién de periodo 7 (h) para distintos valores de los pardmetros.
La recta vertical en color rojo corresponde a y = h, para cada caso.

3.4.2. Criterio de estabilidad lineal para parametro pequeio

El resultado principal de esta seccion corresponde a un criterio de estabilidad en el sentido li-
neal para ciertas respuestas peridédicas impares con oscilacién prescrita de la ecuacién ((3-23)).

Consideremos la ecuacion con los parametros «, 8y Vpe satisfaciendo las condiciones
y (3-26). De forma similar a la seccién se asume de ahora en adelante que para
m, p € Ny T (con este ultimo definido en (2-6)) adecuados, existe un nivel de energia
hmyp € 10, hy] tal que la ecuacién auténoma admite una solucién (m, p)-periédica
impar, ¢, ,(t), que verifica las simetrias y propiedades en la seccién [2.4.5 y tiene periodo
minimal

mT

T(hmyp) - 7 .

En particular, de la propiedad V'I) (ver seccién se sabe que ¢y, ,(t) tiene exactamente
p — 1 ceros en el intervalo }0, mTT [ Mas aun, las condiciones y (3-26)) implican, en
virtud de la propiedad i) en el Lema que la funcién de periodo T (h) es uno a uno en su
dominio y diferenciable en h = h,, , con

T (hmyp) > 0. (3-47)

De se sigue que la solucion ¢,, ,(t) es parabdlica inestable y Lyapunov inestable (ver
Observacion [12)), v que la condicién de no degeneracion se satisface. De esta manera,
el Teorema [2| implica que existe d,,, > 0 tal que si 6 € [0, ,,,| entonces existe una solucién
(m, p)-periédica impar de (8-23)), ¢ p(t, ), que emana de la solucién ¢, ,(t), es decir,

Pmp(t,0) = Pmp(1).
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Dado que la ecuacién variacional asociada a (3-23)) a lo largo de la solucién ¢, ,(¢,0) es la
ecuacion de Hill de la forma (2-70)), entonces la traza asociada 1, ,(d) se define como en
(2-72)). El siguiente lema proporciona una expresion explicita para Ty, ,(0).

Lema 19. Sean m, p € N y supongamos que las condiciones (3-25|) y (3-26) se satisfacen.
Entonces

mT
Trfmp(O) = 48w VpepT (hump) K p(t) cos (wt)dt, (3-48)
0
donde T estd definido como en (2-6]) y
1
Ky p(t) = ————.
P 1 - %L,p(t)
Demostracion. Debe notarse que
OF (t,x,0) _ 8BV5(t) cos (wt)
9o (t,z,5) B (1 —a2)? 7
y que
0*F _ 8Pwsin (wt)[d cos (wt) + Vs(t)]z
atos (£.2:8) a (1 —22)? '

Asi, de la definicién y las propiedades que satisface la solucién ¢y, ,(t) se sigue que:

» K, ,(t) es una funcién positiva y continuamente diferenciable con derivada

2600
Kol =020, 0

(3-49)

n Konp(—1) = Kip(1),

» K, ,(t) es una funcién periddica con periodo minimal ”;—Z (ver propiedad I7) en la
seccion [2.4.9)).

Luego, del Teorema [3| se obtiene que

0) = Ty [ 2F sl
T (0) = —pT" (hn gL oy (t)dlt
’ o 0105y, 00
. " mT 85WVDC sin (wt)gbm,p(t) .
— _pT (hm,p)/o (1 _ %n’p(t>>2 ¢m,p<t>dt
2B (t) rmp (1)
= —4BwVDCpT'(hm7p)/ (¢1 _’p( 2>¢ (5()2) sin (wt)dt
0 m,p
mT

= —4BwVpepT (hum,p) Ko (1) sin (wt)d.,

0

Como sin (wt) se anula en t = 0 y t = m7T, la integracién por partes de la expresién anterior

revela que la igualdad en (3-48)) se satisface. O]
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Aunque el Lema (19| proporciona una expresién concreta para 1, ,(0), la siguiente discusién
evidencia que la estabilidad en el sentido lineal de la solucién ¢, ,(t,9) de depende
delicadamente de m y p. De hecho, es posible encontrar una regién de parametros (m,p)
donde T'r;, (0) = 0, por tanto, la metodologfa actual no brinda en general conclusién alguna
sobre las propiedades de estabilidad en el sentido lineal (ver el Teorema 4.1 en [5] para un
resultado andlogo en el problema de Sitnikov eliptico). En algunos casos especiales es posible
obtener un signo para la derivada de la traza en 6 = 0 y esto lo aprovecharemos para estudiar
la estabilidad del subarmoénico impar positivo de orden 2 asociado.

Observacién 19. Consideremos T > 0 y el espacio de funciones L*(R/ZT) dotado del
producto interno (-,-) tal que para g, h € L*(R/ZT)

(g, h) = / onorn

Entonces la familia

{% \/gcos (%T”t) \/gsin (2]” ) EXE } (3-50)

es un sistema ortonormal sobre [0,T]. Esto es consecuencia directa de la definicion de las
funciones seno y coseno en términos de la funcion exponencial, y del hecho de que dado
n ez

T ,
T ) 2nmi _ :
/ SR ) o (e 1) 0 si n#0,
0 T si n=020.

Mds aiin, la serie de Fourier de una funcién de valor real g € L*(R/ZT) con respecto al
sistema (3-50|) esta dada por

- 2 2
% + nz:l [an cos (%t) + b,, sin (gt)},
:—/ cos( )dt para n=20,1,2,...

2 2nm
bnzf/o g(t)sm(T )dt, para n=1,2,3, ...

Ahora, en virtud de la Observacién |19} de la definicién y las propiedades de la funcién K, ,(t)
proporcionadas en la demostracién del Lema y de que m1 = 2””

donde

, se obtiene que la serie

mm
0, o

de Fourier de K, ,(t) con respecto al sistema ortonormal (3-50)) sobre [ ] (puesto que

| 2L — 1) estd dada por

) = i 1y, COS (2np”t) (3-51)

n=

K, »(t) tiene periodo minima
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donde ag se redefine como el promedio de K,,,(t) sobre el intervalo [0, %} .

Lema 20. Supongamos que m, p y n son numeros naturales de tal forma que m # 2np.
Entonces Ty, ,(0) = 0.

El lema anterior es consecuencia directa de que en (3-51)) la convergencia es uniforme sobre
[0,mT], de que cos (wt) se puede reescribir como cos (m%t) para todo t € R y de que
{cos (k%t) | k=0,1,2,...} es una familia ortogonal de funciones en L? [O, Q"LT”} En efecto,
la convergencia uniforme permite integrar término a término la serie del integrando, entonces
de la ortogonalidad y de (3-51)) se sigue que

mT = wt
K, p(t) cos (wt)dt = Ky, p(t) cos | m— |dt =0,
0

0 m

siempre que m # 2np. Por tanto, la expresion en (3-48) implica que 7'r;, (0) = 0 para
m # 2np.

Consideremos ahora el caso donde p, n € Ny m = 2np. Dado que las hipétesis en esta
seccién implican que la funcién de periodo asociada 7 (h) es uno a uno en su dominio, se
sigue de la Observacion [I1] que

¢2np7p(t) = ¢2n,1(t>’ (3‘52)

y entonces la estabilidad en el sentido lineal de la solucion ¢op, »(t) estd determinada por la
informacién que proporciona ¢, 1(t). Es valioso mencionar que esta ultima funcién es por
definicién una solucién s, 1-peridédica impar de (3-24)) con las siguientes propiedades:

__ dnm
= 7-2n,1— o )

Gon1 (t + 277 Jw) = —dan1(t),

¢on.1(t) > 0 para todo t € }0, 2”7” [,

$ana(t) > 0 para todo t € [0, 2z,

s M= méXte[O,AmTw] (bzn’l(t) = ¢2n71(n7r/w) S ]0, 1[.

Luego, Ks,1(t) es una funcién par, positiva y periddica con periodo minimal Q”T” que satisface
(dado que ¢a;,1(t) es %T“—antiperiédica y satisface la identidad en (3-52))

Kopi(t) = Kon 1 (o — 1)y Kopi(t) = Konpy(t), (3-53)
donde en virtud de la definicién de Ko, 1(t) y (3-49) se tiene que
1
K =1 < Koyt (")) = ——— 54
2n,1(0) = 1 < Ko 1 (") Y (3-54)

Ko,1(t) >0 para todo t € ]0,77/]. (3-55)
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Observacion 20. Sea n € N, entonces
cos (wt) = cos (2nm —wt) 'y cos(nm—t) = (—1)"cos (). (3-56)
La discusién anterior conduce al siguiente resultado sobre T'ry,,, ,(0).

Lema 21. Sean p, n € N y supongamos que las condiciones (3-25) y (3-26) se satisfacen.
Entonces

Ty p(0) = 168w Vpep® T (han,1) Qn(t) cos (wt)dt, (3-57)

0
donde

Qn(t) = Kan1(t) + (—1)" Kop1 (") — 1). (3-58)

Demostracion. Como Ko, 1(t) y cos (wt) son funciones Q”T”—periédicas, se obtiene de la se-

gunda identidad en (3-53|) que

2nm

2npT op2nn
/ Konpp(t) cos (wt)dt = / Koy, 1(t) cos (wt)dt
0 0 .
:2p/ ’ Koy,,1(t) cos (wt)dt (3-59)
0 . .
=2p (/ : Koy, 1(t) cos (wt)dt +/ : Koy 1(t) cos (wt)dt) )
0 nm

Por otra parte, el cambio de variable u = 287 — ¢,y las primeras simetrias en (3-53) y (3-50)

w
implican

2nm

20z 0
/M Koy 1(t) cos (wt)dt = /M Kop 1 (277 fw — u) cos (w (207 fw — u)) (—du)

- (3-60)
:/ ’ Kop 1(u) cos (wu)du.
0
Asi, de las expresiones en (3-59) y (3-60)) se obtiene que
2npT o
/ Koppp(t) cos (wt)dt = 4p/ Koy 1(t) cos (wt)dt,
0 0
y entonces como consecuencia del Lema [19]
Trénpvp(O) = 166w2VDcp2T/(h2np7p) / N Koy, 1(t) cos (wt)dt. (3-61)
0

Luego, el cambio de variable u = 2* — ¢ y la segunda identidad en (3-56) implican que

w

o 0
/mr K2n71(t) CcOSs (wt)dt = /mr Kgnyl(n”/w — U) Ccos (w(nﬂ'/w — u))(—du)

nw
2w

= ; Kop 1 (" Jw — u)(—1)" cos (wu)du,
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y en consecuencia,

nmw

/ : Kon 1(t) cos (wt)dt :/QW Koy, 1(t) cos (wt)dt + ) Kon1(t) cos (wt)dt
0 0 ks

N o (3-62)
:/02w [Kon,1(t) + (=1)"Kaop,1 ("7/w — t)] cos (wt)dt.

Finalmente, como hapy, = hop 1 (ver Observacién7 la conclusién en ([3-57)) se sigue de reemplazar
la expresion de (3-62) en el lado derecho de la ecuacién (3-61)). O

Observacidn 21. Sea n € N. De las propiedades de Koy, 1(t) en (3-54) y (3-55) se concluye
que para todo t € [O M[

’ 2w

K2n,1(t) < K2n71 (mr/w — t)
Ast, la definicion en (3-58) implica que
» Qn(t) >0 para todo t € [0, 22[ cuando n es par,
» Qn(t) <0 para todo t € [0, %[ cuando n es impar.

Teorema 6. Sea p € N. Supongamos que las condiciones (3-25)) y (3-206]) se satisfacen, y que
Gapp(t,9) es la solucion (2p, p)-periddica impar de (3-23) que emana de la solucion ¢ap,,(t)
de (3-24)). Entonces ¢qp,(t,0) es eliptica y por tanto estable en el sentido lineal siempre que
0<ik1.

»%[ la funcién Qi(t) es estrictamente

negativa en virtud de la Observacién [21 y que cos (wt) > 0. Luego, como T'(hg;) > 0 se
tiene que una aplicacion directa del Lema con n = 1 implica que Trém(()) < 0. La
conclusién se sigue del Corolario [2] []

Demostracion. Debe notarse que para todo t € [O

3.5. Estabilidad lineal en el principio de Ortega: El
subarmoénico impar positivo de orden 2

El resultado de esta seccién (Teorema @ proporciona una herramienta préactica para ga-
rantizar la existencia y, en ciertos casos, determinar la estabilidad en el sentido lineal de
respuestas peridédicas impares con oscilacién prescrita de la ecuacion . De hecho, el Teo-
rema [7| revela que bajo ciertas condiciones sobre los parametros de control, existe una tinica
solucién (2, 1)-periédica impar de (2-5)) (es decir, un subarménico impar de orden 2 y posi-
tivo en medio periodo de tiempo) que es linealmente estable cuando § es pequeno. Asi, el
Teorema [7| parece ser, hasta donde se conoce en la literatura, el primer resultado analitico
sobre la estabilidad lineal de respuestas peridédicas impares de .

Es valioso mencionar que el resultado de esta seccién es consecuencia de la discusién pre-
sentada en las secciones y Concretamente, el Teorema [7] evidencia una conexién
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entre aquellas soluciones periddicas impares con oscilacion prescrita obtenidas via la genera-
lizacién del principio variacional de R. Ortega (ver seccién y aquellas obtenidas via una
perturbacién del problema auténomo asociado (ver seccién . La siguiente observacion
precisa esta relacion.

Observacién 22. Bajo las condiciones del Teorema[J se obtiene que para m € N y 6 > 0
la ecuacion tiene una unica solucion mT -periddica impar, xo(t), que no se anula en
medio periodo de tiempo y por tanto tiene periodo minimal mT'. Por otra parte, si se asumen
las condiciones enunciadas al inicio de la seccion entonces el Teorema [J implica que
param € N y § €10, 0,,1] existe una solucién (m, 1)-periddica impar de [2-5)), ¢pm.1(t,0), que
emana de una solucion (m,1)-periddica impar de la ecuacion auténoma asociada (es decir,
cuando 0 = 0). De esta forma, si las condiciones mencionadas anteriormente se satisfacen,
entonces param, § y T apropiados se obtiene de la Definicion |6 y de la Observacion[10] que
necesariamente

zo(t) = dm(t,0).

Debe notarse que en el Teorema [7] la conclusién sobre la existencia se sigue del Teorema
mientras que la conclusién sobre la estabilidad lineal de la solucién (2, 1)-periédica impar
se obtiene del Teorema [6] No obstante, las condiciones sobre los pardmetros de control en
el Teorema (7| proporcionan cierta practicidad para su aplicacion en virtud de que permiten
controlar, para cada m € N, la constante v5(m).

Teorema 7. Sean m y ng € N. Supongamos que la condicion (3-18)) se satisface, que

m
3-63
1Y (3-63)
Y que
1—n2 1—n2,
. 6 5 max mwn _ 4
donde
(no + Nw now
ez = Y Tmin &= ——-
m m

Entonces ng < vo(m) < ng+1, y para cada entero no negativo n verificando que n < vo(m),
la ecuacion tiene al menos una solucion mT-periddica impar, x,(t), con n ceros el
intervalo |0, L[ y @,(0) > 0. Mds ain, cuando m =2 y 0 < § < 1, la solucidn xo(t) es
unica y estable en el sentido lineal.

Demostracion. La demostracion de este resultado puede ser dividida en las siguientes dos
etapas. En la primera etapa se considera el enunciado de existencia/unicidad. En la segunda
etapa se aborda la estabilidad en el sentido lineal de la solucién (2, 1)-periddica impar, xq(t).
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FEtapa 1: Ezistencia (unicidad). Debe notarse que la condicién (3-63|) implica que npe. < 1
y entonces

271Ny 2m(ng + 1)
0< = Nmin < Nmaz = <L
mT " mT
Luego, de (3-64)) se sigue que
1—n2, 1
Vmam A 2 min. - —,
OF= =45 <18

y por tanto la condicién (3-17)) se satisface de forma trivial. Mas ain, (3-64) implica que
1- ngnax < 45‘/7”"1(6)2 y 4ﬁvma$<5)2 <1l- 7]72mn’

de donde se obtiene en virtud de la desigualdad para G(t,0) en (3-19) que

0<n2, <Gt 0) <n2.<1 VteR (3-65)
En el caso donde Vi (8) ¥ Vinaz(d) se toman como los extremos del intervalo en (3-64)), la
desigualdad anterior es estricta salvo en ¢ = %Tﬂ vyt = @kt1)m para k € 7. Estos valores

w
corresponden a los tiempos donde V() alcanza su valor maximo y minimo, respectivamente.

Consideremos ahora los siguientes osciladores con coeficientes constantes

.. 2 .. 2

F1 4+ i1 =0, Fo4+n5..T2 =0 (3-66)
y la ecuacién variacional en (3-15). Entonces

z1(t) = sin (Nmint)  y  22(t) = sin (Nmaat),

son soluciones no triviales de los correspondientes osciladores en (3-66)) que tienen condiciones
iniciales z1(0) = 22(0) = 0, £1(0) = Mmin ¥ ©2(0) = Npnae- Adicionalmente, 1 (t) tiene ng — 1
ceros en el intervalo |0, 2L [, z5(t) tiene ng ceros en el intervalo |0, Z2E [y @1 (5 ) =22(%F) = 0
en virtud de que

mT

mT
nmznT =nom Yy nmaxT = (nO + 1)7T

De esta manera, si se supone que 1 (mTT) # 0 entonces vy(m) = ng. En efecto, como x;(t)
tiene exactamente ng+ 1 ceros en [0, mTT] , el Teorema de Comparacion de Sturm implica que
vo(m) > ng como consecuencia de la segunda desigualdad en ([3-67)), y dado que yo(t) tiene
vo(m) + 1 ceros en [0, L[, este ltimo teorema también implica que ng > vo(m) en virtud
de la tercera desigualdad en . Una aplicacion directa del Teorema |5 finaliza esta etapa.

FEtapa 2: Estabilidad lineal de la solucion (2,1)-periédica impar. Consideremos inicialmente
m € N. De la Etapa 1 se tiene que existe una solucién xy(t) de (2-5) que es unica, mT-
periddica, impar y no tiene ceros en medio periodo de tiempo.
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Por otra parte, de (3-16)) y la condicién (3-64)) se sabe que
2
/1= 48VEc > /1 — 4B8Vinaw(6)2 > i = W—;O
m

2

V1—4pV2,

De la propiedad i) de la funcién 7 (h) dada en el Lema [17] se sigue que

luego
m1 >

mT > Ty = lim T(h),
h—0t+

y de la propiedad de monotonia ¢) del mismo lema, se concluye que existe hy,; € ]0, h,[ tal
que

T(hmJ) =mT y T/(hmJ) > 0.

Por tanto, la ecuacién auténoma admite una solucién (m, 1)-periédica impar, ¢, 1 (%),
con nivel de energia h,, 1, periodo minimal mT" y que no tiene ceros en el intervalo }0, mTT [
Maés ain, para 0 < § < 1 se sigue de la Observacion [22] que la solucién zq(t) de emana
de la solucién no constante del problema auténomo ¢,,1(t). Asi, para m = 2 se obtiene de
la aplicacién del Teorema |§| con p = 1 que la solucién 27-periédica impar zo(t) de es
estable en el sentido lineal. O



4. Simulaciones numeéricas

Este capitulo tiene por objetivo principal ilustrar numéricamente los resultados analiticos
obtenidos para el modelo del MEMS tipo peine con elasticidad cubica. Concretamente, se
considera el Teorema [7|en virtud de que proporciona condiciones practicas sobre los parame-
tros de control del sistema que garantizan la existencia de una familia de subarmdnicos con
ciertas propiedades nodales y la estabilidad lineal de algunos subarmonicos impares y positi-
vos de orden 2. Las soluciones periddicas dadas por el Teorema [7| son aproximadas mediante
un esquema numérico elemental basado en el método de biseccién y la informacion obtenida
es complementada con resultados de continuacion numérica cuando el parametro de control
0 asociado a la amplitud de la componente AC' del voltaje de entrada cambia. El lenguaje
de programacion empleado a lo largo de este capitulo es Python 3.10 y la continuaciéon de
soluciones periédicas es realizada con el software de continuacién y bifurcaciones Auto (ver
[50] para mas detalles). Mds atin, se emplea la libreria de Python mpmath para aritmética
real y compleja de punto flotante con precisién arbitraria (ver [51] para més detalles), con
el fin de obtener simulaciones con una alta precision numérica.

4.1. Valores de referencia

En esta seccion se presentan algunos valores de referencia para los parametros de la ecuacion
y los respectivos valores de los pardmetros de control en el contexto de la ecuacion
adimensional . Adicionalmente, como consecuencia de las ventajas numéricas que ofrece
trabajar con la ecuacién truncada asociada a , en esta seccién también se introduce una
funcién de truncamiento que serd empleada a lo largo de todo el capitulo.

De forma andloga a la discusiéon en la seccién , supongamos que g (m) denota el agujero
o “gap” entre los electrodos, ¢ (m) denota la longitud de la parte del electrodo mévil que se
encuentra en la zona de interaccién con respecto a los otros dos electrodos, a (m) denota el
ancho de los electrodos, m (kg) denota la masa del electrodo mévil, € (Fm™!) es la constante
dieléctrica del medio en el agujero, k; (Nm™!) denota el coeficiente lineal de rigidez mecdnica,
ks (Nm™3) el coeficiente no lineal de rigidez mecénica, Vpo (V) es la carga o amplitud de
la componente de voltaje DC, 6 (V) la carga o amplitud de la componente de voltaje AC'y
Q (s) la frecuencia de entrada en la funcién de voltaje. Entonces el cuadro proporciona
tres conjuntos de valores para los parametros base ¢, ¢, a, k; y k3. Los pardmetros que
permanecen constantes son m = 9.330 x 107'' kg y € = 8.854 x 1072 Fm™~!, mientras que
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los parametros asociados al voltaje de entrada Vpe, 0, w y T son determinados de acuerdo
con las condiciones del Teorema [Tl

A B C

g 1.0 x 107%m 1.0 x 10°%m 0.20 x 1075 m
¢ | 100.0x 107%m | 100.0 x 10~5m 50.0 x 107 %m
a | 100.0 x 107%m 10.0 x 10~ %m 10.0 x 107%m
k1 0.50Nm™* 1.ONm™! 5.310Nm~!
ks | 310 x 10°Nm™3 | 3.10 x 10°Nm™ | 0.3 x 10"" Nm™3

Cuadro 4-1: Conjunto de valores de los parametros base para la ecuacién ([2-3]).

El cuadro proporciona los valores de los parametros de control para la ecuacién
que corresponden a cada conjunto de los valores dados en el cuadro [4-1] Estos valores
seran empleados en las siguientes secciones para ilustrar numéricamente las conclusiones de
existencia y estabilidad en el sentido lineal dadas por el Teorema [7]

A B C
a 6.20 x 1073 3.10 x 1073 2.259 887005 649 717 514 124294 x 10~*
S| 8.8540 x 1072V 2 | 4.4270 x 1073 V~2 | 5.210687 382297 551 789077213 x 1072 V2

Cuadro 4-2: Conjunto de valores de los parametros de control para la ecuacién ([2-5)).

Con respecto a la funcién de truncamiento, en este capitulo se considera h,(z) definida
como en la demostracién del Teorema [4], donde () es la extensién impar de una funcién
racional po(z) que se encuentra definida sobre [Ry, oo[ para Ry > 0 como en el enunciado
del Teorema [d] De hecho, las constantes Ry = —Ry y Ry = Ry son cotas a priori de las
soluciones periddicas de y de su ecuacién truncada equivalente de la forma (ver
la demostracion del Teorema ||y el Lema . De esta forma, sea pg : [Ro, o0 — R tal que

(1 + )\Ro)(JJ - Ro) + R()

Ho(@) = Mz — Ro) +1 ’

donde A\(1 — Ry) > 1y pu:]—00, —Ry| U [Ry, 0] = R definida por

po() six > Ry,
() = .
—po(—z)  siz < —Ry.

Es valioso notar que la definicién de la funcién u(x) y la condicién sobre A implican que
h, € H donde H es la familia de funciones de truncamiento definida en la seccién
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4.2. Existencia de respuestas periodicas impares con
oscilacidon prescrita

En esta seccién se consideran los valores de referencia del cuadro que verifican las con-
diciones del Teorema [7| para evidenciar numéricamente la existencia de subarménicos de
distinto orden y sus propiedades nodales. A continuacién se introduce de forma breve la
libreria mpmath de Python y luego se presenta el esquema numérico implementado en esta
seccién que es consecuencia directa del principio variacional de Ortega.

Tal como se mencioné anteriormente, mpmath es una libreria de Python para aritmética
de punto flotante real y compleja que permite trabajar con precision arbitraria, y que es
empleada en librerfas simbdlicas como SymPy y en algunos sistemas matematicos de alto
nivel como Sage. Esta libreria ofrece herramientas avanzadas de alta precisién implemen-
tando algoritmos eficientes para realizar, por ejemplo, integraciéon numérica, evaluacion de
limites y series infinitas, aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias,
entre otras. Con respecto a esta tltima herramienta es valioso resaltar que mpmath permite
aproximar las soluciones de problemas de valor inicial en varias dimensiones empleando un
método de alto orden basado en la expansion en series de Taylor del campo dado. Este tipo
de método basado en series de Taylor fue empleado recientemente en trabajos como [2] para
ilustrar numéricamente los resultados de existencia obtenidos, ofreciendo una alta precision
con un bajo costo en tiempo computacional (ver [52]). De hecho, las simulaciones numéricas
reportadas en [1] evidencian que para ciertos pardmetros m y ng, las velocidades criticas
asociadas a las respuestas periddicas de pueden ser relativamente cercanas entre ellas,
por tanto, es conveniente contar con una herramienta numérica que permita aproximar ta-
les velocidades con suficiente precision. La libreria mpmath ofrece este tipo de herramienta
permitiendo la realizacion de calculos con suficientes cifras decimales.

Consideremos ahora la ecuacién truncada equivalente a de la forma (|3-6|) via la funcién
de truncamiento presentada en la seccion anterior. Debe notarse que, en el contexto de la
ecuacion , las condiciones del Teorema |7| implican las condiciones del Teorema , por
tanto, el principio de Ortega es valido para la ecuacién truncada (ver la demostracién del
Teorema . La siguiente observacion evidencia que el principio de Ortega, especificamente
el proceso de minimizacién en la demostracién de la Proposicion [}, brinda no sélo una herra-
mienta analitica para encontrar soluciones periédicas impares de sino que proporciona
una estrategia natural para aproximar numéricamente tales soluciones.

Observacién 23. Sea v(v) la funcion nimero de ceros asociada a la ecuacion truncada equi-
valente a (ver Deﬁm’cio/n@) y sean m, ng fijos como en el Teorema E)] Entonces existen
al menos ng velocidades criticas wy, Wy, . .. ,wWn,—1 (nUmeros reales positivos) de tal forma que
2(2E w,) =0 yv(w,) =n paran =0,...,ng— 1. Mds ain, del proceso de minimizacion en
la demostracion de la Proposicion (1| se sabe que para cadan = 0,1,...,n9— 1 existe 6,, > 0
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(dado por la propiedad b) en el Lema[d) tal que v(v) = n+ 1 para todo v € [wy, — 6n,wa[ Y
v(v) =n para todo v € Jwy,w, + 0,]. De hecho, se tiene que v(v) es una funcion localmente
constante en la 0,-vecindad de cada w, que cambia su valor mediante saltos unitarios que
ocurren precisamente en w, = min S,,. Por tanto, se satisface que wy > wy > ... > wy,—1 > 0.

Dado que a priori no se conoce alguna estimacion para las velocidades criticas w, 0 para las
constantes 6,,, se pueden considerar el siguiente esquema de dos etapas. En la primera etapa
se busca obtener una estimacion de w, encontrado un valor cercano v, € |wy,w, + d,] cono-
cido como velocidad representante. En la sequnda etapa se busca afinar la estimacion de las
velocidades criticas w, empleando los intervalos I,, = |vy41,v,[ obtenidos en la primera etapa.

Etapa 1: Aproximacion de velocidades representantes. Del comportamiento en los extremos
de la funcion v(v) dado por las propiedades ¢) y d) en el Lema @ se tiene que existen vy
Y Un, tales que vy > wo > vy, > 0, v(vg) = 0 y v(vp,) = no. Asi, un elemental proceso de
biseccion paran =1,...,n9 — 1 permite obtener una sucesion de velocidades representantes
V1, V2, ..., Upg—1 VeTificando que vy > wy > V1 > Wy > ... > Upg1 > Wpg—1 > Upy > 0y
que v(v,) = n. En efecto, en el caso de n = 1 se procede definiendo inicialmente b = vy,
a = vy, Y la velocidad media v, = @
v(v1) = 0 entonces se redefine b = vy y si v(v1) = 1 entonces se define vy = v1. Dado que
para todo v € |wy,wy + §1] C Jwi,wo| se tiene que v(v) = 1, entonces la ejecucion consecu-
tiva del proceso anterior, un numero finito de veces, conduce a una velocidad representante

. Luego, si v(v1) > 1 entonces se redefine a = vy, si

v1 tal que wy > vy > wy > vy, y v(v1) = 1. Una aplicacion del procedimiento anterior
para n = 2,3,...,n9 — 1 donde en cada caso se define inicialmente a = v,,, b = v,—1 ¥

U, = 0+a)fa conduce a la conclusion.

Etapa 2: Estimacion de velocidades criticas. Dado que la Etapa 1 revela la existencia de
no + 1 velocidades representantes, entonces existen ng subintervalos, I, = |vny1,v,] para
n=0,1,...n9—1, tales que w, € I,,. Mds ain, por definicion de w, se tiene que v(v) > n+1
para todo v € vy 11, wn| ¥y que v(v) = n para todo v € [wWy, vy| C [wn,wn + 0,]. Luego, si para
n=0,1,...n9—1 se considera la funcién 0(v) = z(mT /2, v) se tiene que O(wy,) = 0, O(w,) # 0,
y entonces el método de biseccion tradicional aplicado en el intervalo I, = |vpy1, wn[U[wn, Un]
permite aproximar la velocidad critica w, con una alta precision.

Las simulaciones numéricas presentadas a continuacion son obtenidas a partir del esquema
numeérico de la Observacién 23| para los conjuntos de valores en el cuadro y los correspon-
dientes valores de Vpe, 0 y w que satisfacen las condiciones del Teorema [7] En particular, se
toman V,,0,(9) ¥ Vinin(0) como los valores extremos del intervalo dado en la condicién ([3-64))

del Teorema[7] y la siguiente frecuencia en funcién de m y ng de tal forma que

w=—"__01.
Tlo—i-l

Las rectas verticales con linea discontinua y de color rojo en las figuras subsiguientes corres-

ponden en cada caso a las rectas t = L donde L = mTT
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Caso 1: Consideremos el conjunto de valores de los pardmetros A en el cuadro conm = 2
y ng = 2. El cuadro muestra los valores correspondientes de Vpe, § y T, mientras que el
cuadro muestra las velocidades criticas para este caso. La figura muestra el espectro
de soluciones 2T-periddicas impares de la ecuacién ([2-5)).

Vbe | 1.134850 726 609 821 070403 69 V
0 10.2496704281218448333391561V
T 11.087974 071 493 387 900 456 39

Cuadro 4-3: Valores de los pardmetros Vpc, § y T para el Caso 1.

wo | 0.264 724978 886 409 399 552426 9
wy | 0.247 342825716 456 196 593 830 5

Cuadro 4-4: Velocidades criticas correspondientes al Caso 1.

Figura 4-1: Familia de soluciones 27-periddicas obtenidas para el Caso I (intervalo [0, 277).

Caso 2: Consideremos el conjunto de valores de los pardmetros A en el cuadro conm =1
y ng = 3. El cuadro muestra los valores correspondientes de Vpe, 6 y T', mientras que el
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cuadro muestra las velocidades criticas para este caso. La figura[d-2| muestra el espectro
de soluciones T-periédicas impares de la ecuacion ([2-5)).

Vbe | 1.422441888084 341231119103V
0 ] 0.078160355296427 083763996 48 V
T 41.887902 047 863 909 846 168 58

Cuadro 4-5: Valores de los pardmetros Vpe, 6 y T para el Caso 2.

wo | 0.113126208 513154 1376428581
wi | 0.113049172430074 862959462 5
wo | 0.102648 915490 126 947 782969 8

Cuadro 4-6: Velocidades criticas correspondientes al Caso 2.

0.4 1

0.2 4

0.0

—0.2 +

—0.4 1

Figura 4-2: Familia de soluciones T-periédicas obtenidas para el Caso 2 (intervalo [0,77).

Caso 3: Consideremos el conjunto de valores de los pardmetros B en el cuadro conm = 2
y ng = 6. El cuadro muestra los valores correspondientes de Vpc, 6 y T, mientras que el
cuadro muestra las velocidades criticas para este caso. La figura muestra el espectro
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de soluciones 27T -periédicas impares de la ecuacién (2-5)) y el panel de figuras muestra
la grafica de cada solucion por individual en medio periodo de tiempo.

Vbe | 5.97555432594117990221926 V
0 | 0.264829451991301 6218718777V
T 33.832 536 269 428 542 568 059 24

Cuadro 4-7: Valores de los pardmetros Vpc, 6 vy T para el Caso 3.

wo | 0.174 340 785480 831262196 799 4
wy | 0.174 340301 835 3559352168494
wo | 0.174 323796 549 392 283 952438 9
wsz | 0.173983019776 2153578222147
wyg | 0.168 668 721 605874 837071053 7
ws | 0.125521919331844 7991191775

Cuadro 4-8: Velocidades criticas correspondientes al Caso 3.

Figura 4-3: Familia de soluciones 27-periédicas obtenidas para el Caso 3 (intervalo [0, T7).
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Figura 4-4: Grafica de las soluciones 27T-periédicas impares obtenidas para el Caso 8 por
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Caso 4: Consideremos el conjunto de valores de los parametros B en el cuadro conm=3
y ng = 3. El cuadro muestra los valores correspondientes de Vpe, 6 y T', mientras que el
cuadro muestra las velocidades criticas para este caso. La figura [4-5] muestra el espectro
de soluciones 3T -periddicas impares de la ecuacién ([2-5)).

Vbo | 4.72987347512761247229458 V
0 | 0.980851 398 8222658080528024V
T 9.666 438 934 122440733731 211

Cuadro 4-9: Valores de los parametros Vpe, 0 v T para el Caso 4.

wo | 0.324 740746 321 324 208 955 589 3
wi | 0.299228 427031 554020956173 1
wo | 0.254959836 792126 378 118 561 2

Cuadro 4-10: Velocidades criticas correspondientes al Caso 4.

0.6 1

0.4 +

0.2 +

0.0

—0.2 4

—0.4 4

—0.6

Figura 4-5: Familia de soluciones 3T -periédicas obtenidas para el Caso 4 (intervalo [0, 3T7).

Caso 5: Consideremos el conjunto de valores de los pardmetros B en el cuadro conm = 2
y ng = 3. El cuadro muestra los valores correspondientes de Vpe, 6 v T, mientras que
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el cuadro muestra las velocidades criticas para este caso. La figura muestra el
espectro de soluciones 27-periddicas impares de la ecuacién ([2-5)).

Vbe | 5.260333 554369929 72920145V
0 | 0.7514762220528471041716357V
T 15.707963 267 948 966 192 313 22

Cuadro 4-11: Valores de los pardametros Vpc, 0 v T para el Caso 5.

wo | 0.238 339 056 980 863 016 963 088 9
wy | 0.237 357496 534 3279225028752
wo | 0.210297843 470721400617 193

Cuadro 4-12: Velocidades criticas correspondientes al Caso .

0.6 1

0.4+

0.2 4

0.0

—0.2 4

—0.4 1

—0.6 1

Figura 4-6: Familia de soluciones 27-periddicas obtenidas para el Caso 5 (intervalo [0, 277).

Caso 6: Consideremos el conjunto de valores de los pardmetros B en el cuadro conm =17
y ng = 2. El cuadro muestra los valores correspondientes de Vpe, 0 y T', mientras que
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el cuadro muestra las velocidades criticas para este caso. La figura muestra el
espectro de soluciones 77-periddicas impares de la ecuacién ([2-5)).

Vbe

3.981 222048 744 534083241 033 V

4]

1.804 825070401 250 393 707 696 V

T

2.813 366 555 453 546 183 697 89

Cuadro 4-13: Valores de los parametros Vpeo, d v T para el Caso 6.

Wo

0.530 354 805 309 249 909 307 351 2

%1

0.509 380 005896 139 335618 179 2

Cuadro 4-14: Velocidades criticas correspondientes al Caso 6.

0.6 4

0.4+

0.2 4

xy(t)

0.0

—0.2 4

—0.4

(b) z1(2).

Figura 4-7: Familia de soluciones 7T-periédicas obtenidas para el Caso 6 (intervalo [0, 7T7).

Caso 7: Consideremos el conjunto de valores de los parametros C en el cuadro conm = 2
y ng = 4. El cuadro muestra los valores correspondientes de Vpe, 6 y T, mientras que
el cuadro muestra las velocidades criticas para este caso. La figura muestra el
espectro de soluciones 27T -periédicas impares de la ecuacién ([2-5)).

Vbe

1.600 563 260 968 083 048 198 257 V

J

0.151752964 117830 184 682 508 6 V

T

20.943 951 023 931 954 923 084 29

Cuadro 4-15: Valores de los parametros Vpe, 0 y T para el Caso 7.



4.2 Existencia de respuestas periddicas impares con oscilacién prescrita

wo | 0.217690 543 267 516 785965 799 2
wy | 0.217620742363 726 7175305187
wo | 0.215645 206 689400 715960173 7
ws | 0.181 735794546 634 569 382633 4

Cuadro 4-16: Velocidades criticas correspondientes al Caso 7.

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0

—0.2 A

—0.4 4

—0.6

Figura 4-8: Familia de soluciones 2T -periédicas obtenidas para el Caso 7 (intervalo [0, 277).

Caso 8: Consideremos el conjunto de valores de los parametros C en el cuadro conm =5
y ng = 3. El cuadro muestra los valores correspondientes de Vpe, § y T, mientras que
el cuadro muestra las velocidades criticas para este caso. La figura muestra el
espectro de soluciones 5T -periddicas impares de la ecuacién (2-5)).

Voo | 1.221942 373169 475 363 239282V
o ] 0.363486249277378 718989978 V
T 5.463 639 397 547466 501 674 162

Cuadro 4-17: Valores de los parametros Vpe, 0 y T para el Caso 8.
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wo | 0.455 365297765727 123 668 787 9
wi | 0.287683 175242 358 044 501 445
wo | 0.236980193638 7471414857161

Cuadro 4-18: Velocidades criticas correspondientes al Caso 8.

0.8 1

Zo (t)
xl(
xTo (t)

~
=

0.6 1

0.4+

0.2

0.0

—0.2 4
—0.4 1

—0.6 y

—0.8 1

Figura 4-9: Familia de soluciones 5T -periédicas obtenidas para el Caso 8 (intervalo [0, 577).

Finalmente, es valioso resaltar el caracter no lineal exhibido por las graficas de las soluciones
peridédicas e impares obtenidas en esta seccion. En particular, las soluciones de las figuras
4-5| 4-7| v [4-9| parecen alcanzar distintos extremos relativos en medio periodo de tiempo.

4.3. Estabilidad en el sentido lineal y continuacion
numeérica de soluciones periddicas
En esta seccién se consideran los pardmetros de control del cuadro y algunos casos de

la seccién anterior para ilustrar la estabilidad en el sentido lineal de algunos subarmoéni-
cos impares de orden 2, mediante el mapa estroboscopico asociado y los correspondientes
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multiplicadores de Floquet de la ecuacion variacional a lo largo de la solucién periddica con-
siderada. También se presentan resultados de continuacion numérica obtenidos empleando
el software Auto cuando el parametro de continuacion es la amplitud de la componente AC'
en el voltaje entrada.

Es valioso mencionar que el software Auto empleado en esta secciéon permite hacer un analisis
de bifurcaciones y continuar numéricamente las soluciones de sistemas de ecuaciones dife-
renciales ordinarias que dependen de uno o varios parametros, y que se encuentran sujetas
a condiciones de contorno y a restricciones integrales. En particular, Auto permite calcu-
lar familias de soluciones periédicas estables e inestables, y aproximar los correspondientes
multiplicadores de Floquet a lo largo de estas familias [50]. Los diagramas de bifurcacién
obtenidos en funcién del parametro 0 a lo largo de esta seccion son representados a través
de la norma L? de la solucién en el intervalo de tiempo normalizado de Auto.

Por otra parte, de la estructura Hamiltoniana del sistema de primer orden asociado a ([2-5)),
se tiene que las soluciones periddicas de esta ecuacién se corresponden con puntos fijos (da-
dos por las condiciones iniciales de la solucién) en la aplicacién de Poincaré del sistema. En
este caso la aplicacién de Poincaré recibe el nombre de mapa estroboscépico dado que el pro-
blema depende de forma explicita del tiempo. Mas atin, el mapa estroboscépico preserva el
area y entonces la estabilidad de los puntos fijos puede ser estudiada a través de la aparicién
de curvas invariantes a su alrededor (ver [53] para més detalles). Los mapas estroboscopi-
cos presentados en esta seccién son obtenidos mediante la aproximacion de las soluciones
del sistema de primer orden asociado a , conservando sélo aquellas componentes de
posicién y velocidad que corresponden a los multiplos enteros y positivos del periodo 27T
La integracion numérica para aproximar las soluciones es realizada con el método basado
en series de Taylor mencionado previamente para una tolerancia suficientemente ajustada.
A continuacién se presentan los casos seleccionados que permiten evidenciar la estabilidad
lineal de los subarmoénicos impares positivos de orden 2 y algunos de los diagramas de bifur-
cacion asociados.

Caso 9: Consideremos los valores de los pardmetros de control como en el Caso I presentado
en la seccién [4.2] La figura muestra la familia de soluciones 27T-periddicas impares
obtenidas para el problema auténomo asociado, es decir, cuando el parametro § = 0. Estas
soluciones fueron aproximadas mediante el esquema numérico de la seccion anterior en virtud
de que las condiciones del Teorema [7] se satisfacen.
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0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0

—0.2 4

—0.4 1

—0.6

Figura 4-10: Familia de soluciones 27T-periddicas impares para los valores de los parametros
como en el Caso 1 y 6 = 0.

El panel de figuras muestra la grafica de las soluciones 27T-periddicas impares conti-
nuadas a partir del problema auténomo, concretamente, para § ~ 5.4035593042 x 107° V.

0.2

0.0

0.2 4

~0.44

~0.6 1 061

(a) Solucién 2T -periédica impar x(t) (b) Familia de soluciones 27 -periddicas
que emana del problema auténomo. impares continuadas.

Figura 4-11: Gréfica de las soluciones 27-periddicas impares continuadas desde el problema
auténomo para d ~ 5.4035593042 x 1075V.
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El cuadro muestra las velocidades criticas que corresponden a las soluciones continuadas
del panel de figuras anterior.

wo | 0.325116 967072 318 049 193 385 5
wi | 0.305307679280470890 543 695 7

Cuadro 4-19: Velocidades criticas correspondientes a las soluciones 27 -periédicas impares
continuadas desde el problema auténomo para ¢ ~ 5.403 5593042 x 107°V.

De hecho, en este caso las condiciones del Teorema 7] también se satisfacen, y el subarménico
impar positivo de orden 2 dado por Auto (ver figura es estable en el sentido lineal.
En efecto, los multiplicadores de Floquet asociados a la ecuacion variacional a lo largo de
xo(t) (proporcionados por Auto) son niumeros complejos conjugados de modulo 1. La figura
4-12| muestra la grafica de estos multiplicadores sobre el circulo unitario, mientras que la
figura corrobora la afirmacién mediante el mapa estroboscopico localizado en una
vecindad del punto fijo (z¢(0), 2¢(0)) = (0, wp). La figura muestra la regién de interés
del mapa estroboscépico donde los puntos fijos de la forma (0,wp) y (0, w;) son representados
por puntos de color rojo sobre el eje vertical.

1.00 +

0.75 1

0.50 1

-1.00 -0.75 —-0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Re(p)

Figura 4-12: Multiplicadores de Floquet asociados a la ecuacién variacional a lo largo de la
solucién 27 -periddica impar x(t) (parte real Re(p) vs. parte compleja Im(p))
para d =~ 5.4035593042 x 107°V.
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0.25 1

0.20 1

0.15 4

0.10 4

—1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

(a) Region del mapa estroboscépico asociado a este caso para § &~ 5.403 559304 2 x
107°V.

x10710 4+ 3.2511696 x 10~*

T1.75

1254
L0 4
= 70.75 4
70.50 1 :.. S '~.. :

70.25 1

70.00 4~

69.75 4

(b) Mapa estroboscépico restringido a una vecindad del punto fijo (z¢(0), 2(0)) =
(0,wp) (punto de color rojo sobre el eje vertical) con curvas invariantes a su
alrededor (formadas por los puntos de color azul).

Figura 4-13: Regiones de interés del mapa estroboscépico para las soluciones continuadas
desde el problema auténomo y § ~ 5.403 559 3042 x 107°V.
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Caso 10: Consideremos ahora los valores de los parametros de control como en el Caso 5
de la seccién y sea dy = 0.751476 222052847104 1716357V como en el cuadro 4-11]
La figura muestra el diagrama de bifurcaciéon obtenido empleando Auto a partir de la
solucién 27 -periédica impar zy(t) para oy (representada por el cuadrado de color rojo en el
extremo superior derecho del diagrama). La continuacién numérica en este caso es realizada
hasta 0 = 0, evidenciando posiblemente la rama de soluciones 27T -periédicas impares que no
tienen ceros en medio periodo de tiempo de la cual emana xo(t).

0.5125

0.5100 /

/
0.5075
/

0.5050 v

L2-Norm

0.5025 b4
/

0.5000

0.4975
-0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 4-14: Diagrama de bifurcacién obtenido para § € [0, dy] a partir de la solucién ()
dada en el Caso 5 (representada por el cuadrado de color rojo en el extremo
superior derecho del diagrama).

Adicionalmente, la informacién proporcionada por Auto en el diagrama de bifurcacion ante-
rior revela que para d ~ 2.373 1676606 x 107° V existe una solucién 2T -periédica impar que
no tiene ceros en medio periodo de tiempo y que es estable en el sentido lineal. De hecho, esta
solucion es clasificada por Auto como un punto de ramificacién en el diagrama de bifurcacion
(representada por la letra B de color rojo en el extremo inferior izquierdo del diagrama). La
figura muestra la familia completa de soluciones 2T -peridédicas impares obtenidas para
este caso y la figura [4-16] muestra la gréfica de los multiplicadores de Floquet asociados a la
ecuacién variacional a lo largo del subarménico zo(t) para § = 2.3731676606 x 107V (los
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cuales son nimeros complejos conjugados de modulo 1).

0.6

0.4 1

0.2 1

0.0

—0.2 1

—0.4 4

-0.6

Figura 4-15: Familia de soluciones 27T-periddicas impares continuadas para el caso § =
2.3731676606 x 107°V.

El panel de figuras muestra un par de diagramas de bifurcacion obtenidos a partir de
los subarménimos impares de orden 2, xo(t) y x1(t), ilustrados en la figura 4-15 En ambos
casos las soluciones iniciales son representadas por el cuadrado de color rojo en el extremo
inferior izquierdo del diagrama. La continuacién en la figura es realizada hasta un
determinado valor del pardmetro § previo a la apariciéon de algunos puntos de ramificacién,
mientras que la continuaciéon en la figura es realizada libremente hasta alcanzar un
nimero maximo de pasos en la rama.
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1.00

0.75 1

0.25 1

0.00 1

Im(p)

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 4

—1.00 ~

~1.00 —0.75 —050 —0.25 000 025 050 075  1.00
Re(p)

Figura 4-16: Multiplicadores de Floquet asociados a la ecuacion variacional a lo largo de la
solucién 27 -periddica impar x(t) (parte real Re(p) vs. parte compleja Im(p))
para § ~ 2.3731676606 x 1079V,

0.70
0.66
- SRS
/ 0.60
0.60 / .
£ £
% 0.58 // § 0.55 /‘/
0.56 // « 0.50 /
0.54 /
0.52 ,/ 0.45
0.50
0.40
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 6
(a) Diagrama de bifurcacién obtenido a (b) Diagrama de bifurcacién obtenido a
partir de la continuacién de la solu- partir de la continuacion de la solu-
cién xo(t) para § ~ 2.373 1676606 x cién xq(t) para § ~ 2.373 1676606 x
107%V. 1075V,

Figura 4-17: Diagramas de bifurcaciéon obtenidos a partir de las soluciones 27 -periédicas
impares zo(t) y 1(t) para § ~ 2.3731676606 x 107°V.



Conclusiones y problemas abiertos

En este trabajo se obtuvieron condiciones sobre la no linealidad en un oscilador con simetrias
y singularidades que permiten determinar la existencia de soluciones periédicas impares con
una cierta oscilacién prescrita (Teorema []). Este tltimo resultado es vélido para toda una
familia de osciladores no lineales que pueden tener diversas aplicaciones, por ejemplo, co-
mo modelos matematicos para algunos sistemas micro electromecénicos (MEMS). Es valioso
mencionar que aunque la demostracion del Teorema 4| emplea la técnica de truncamiento, en
el presente documento también se demostro que, bajo ciertas condiciones, existe una familia
extensa de funciones de truncamiento sobre la cual se tiene la validez de la conclusién del
Teorema {4 independientemente del truncamiento elegido (Proposicién . De esta forma, se
complementé la discusion iniciada en [1] con respecto a este tipo de enfoque, puesto que bajo
condiciones apropiadas, el enfoque considerado es intrinseco al problema.

Adicionalmente, en este documento se determinaron las propiedades de estabilidad lineal
de ciertos subarménicos impares y positivos de orden 2 (Teorema [7]) en el contexto de un
oscilador MEMS tipo peine modelado con elasticidad ctbica. De hecho, se proporcionaron
condiciones précticas sobre los pardmetros de control de (2-5|) (ver Teorema [5|y Teorema (7))
que permiten obtener propiedades nodales predeterminadas en las soluciones. Los resultados

mencionados anteriormente son novedosos en la literatura y podrian ser de utilidad en el
area de los MEMS.

Finalmente, la discusién realizada en este trabajo deja algunos problema abiertos que se
espera sean abordados en el futuro. Por ejemplo, atin se desconocen las propiedades de
estabilidad en el sentido lineal para los subarmoénicos impares de orden 2n con n > 1y
0 < 0 < 1, en virtud de las dificultades inherentes que surgen en la bisqueda de un signo
para la expresién de la derivada de la traza en ([3-48). Recientemente, los autores en [34]
prueban una conjetura propuesta inicialmente en [5] sobre el signo de esta expresion integral
paran > 1 en el contexto del problema de Sitnikov eliptico. Por tanto, es posible que algunas
ideas de la demostracion de tal conjetura se puedan adaptar al caso del MEMS tipo peine
con elasticidad lineal/cubica. Por otra parte, tal como se mencioné en la Observacién ,
la unicidad del subarmonico impar y positivo permite, bajo ciertas condiciones, establecer
una conexion entre el principio variacional de R. Ortega y aquellas soluciones periddicas
impares que no tienen ceros en medio periodo de tiempo y que emanan del caso auténomo.
No obstante, hasta el momento se desconoce si en general existe una conexién similar para
los subarmonicos que tienen propiedades nodales distintas.



A. Resultados auxiliares

Los resultados y demostraciones necesarios en el desarrollo de la discusion presentada en
este trabajo y que no estan incluidos directamente en el texto son proporcionados en este
apéndice.

Demostracién del Lemald La propiedad i) es consecuencia directa de que

-1< E <0
2L — 7
siempre que t € |—L, L]. Adicionalmente, si t = (2k + 1)L para k € Z entonces % =ky
[(21{;4— 1)L — Lw _
2L ’

de donde se sigue que 6((2k +1)L) = (2k + 1)L —2kL = L =0(L).

La propiedad ii) se sigue de la propiedad i) y del hecho de que si t € R\ {(2k + 1)L}xez

entonces n = (%W es el menor entero tal que

1< L<
" o, =

lo que implica necesariamente que
—L<t—2nL=0(t) <L.

La propiedad iv) es consecuencia de la identidad [t + 1] = [¢] 4+ 1 en virtud de que para
todot € R

t4 2L — L
0@+2m:ﬁ+2L—2pi¥———WL

2L
t—L
=t+2L—-2 [T%—l—‘ L
= 0(t).
Con respecto a la propiedad v), se tiene que para k € Z la propiedad i) implica que
—(2k+ 1)L — L—‘ I
2L

O(—2k+1)L)=—-2k+1)L—2 {

—2kL

= —(2k+ 1)L —2(—k - 1)L

= 0((2k +1)L).



110 A Resultados auxiliares

Maés atn, como [t] 4+ [—t] =0 cuando t € Z y [t] + [—t] = 1 cuando ¢ ¢ 7Z, se obtiene que
la propiedad iv) implica que para todo t € R\ {(2k + 1) L}xez

0(—t) = —t —2 [_t_ﬂ L

— —6(t).

Finalmente, la propiedad vi) es consecuencia de la definicién de la funcién techo. En efecto,
h(t) == [t] es localmente constante en cada intervalo de la forma |k — 1,k] para k € Z.
Por tanto, h(t) es dos veces diferenciable sobre R\ Z con h(t) = 0 y h(t) = 0 para todo
t € R\ Z. Asi, de la definicién en se sigue que 0(t) es dos veces diferenciable sobre
R\ {(2k 4+ 1)L} ez con 0(t) = 1y 6(t) = 0 para todo t € R\ {(2k + 1)L} rez. O

A continuacién se introduce un criterio de convergencia basado en un razonamiento de com-
paracién para integrales impropias en los limites de integracion. Este resultado es conse-
cuencia de la discusién presentada en la seccién 22.11 de [54] para integrales impropias con
integrandos no negativos.

Teorema 8. Sean f(t) y g(t) funciones continuas no negativas definidas sobre [c,d[ (donde
posiblemente f y g tienen una singularidad en t = d). Si el limite

lim M
t—d— g(t)

Y

existe y es no nulo, entonces ambas integrales impropias en el limite superior
d d
| e s [ g

El siguiente lema introduce un resultado clasico sobre la convergencia de un tipo particular

convergen o divergen.

de integral impropia en el limite de integracion superior.

Lema 22. Sean a, b € R con a < b y consideremos p € R~q. Entonces la integral impropia

/a ﬁdl’, (A—l)

diverge si p > 1 y converge si p < 1.
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Demostracion. Sea r € R tal que a < r < b y consideremos el cambio de variable u = b — x.

Entonces ,
T 1 —-r 1
/ dr = — / —du
a (b - x)p b—a up

In(b—a)—1In(b—r) sip=1,
=y b—a)}t? (b—r)r

T, Sp#L

Luego, si p = 1 se tiene que
Im In(b—a)—In(b—7)) =In(b—a) — lim In(b—r)
r—b— r—b~
= OO’

si p > 1 entonces

((b—a)l‘p_(b—r)l‘p) b-a)? 1 1

Ii — Ii
S 1—p 1—p 1—p 1—prigl*(b—r)1’—1

r—b—

= OO,
y si p < 1 se obtiene que

. <(b—a)1p (b—r)lp) _ (-

1—-p  1-p I1—-p

r—b—

Dado que para p > 1 el limite
,
1
(b — z)rdx’
no existe, se concluye que la integral impropia en (A-1f) diverge cuando p > 1. Mdas atn,
cuando p < 1 se tiene que la integral impropia en ({A-1)) converge con

lim
r—=b" J,

b1 T
/ ——— = lim _
o (b=—z)Pdz  r—b- J, (b—x)Pdx
[

El teorema a continuacion es un resultado clasico sobre la derivacion bajo el signo de integral.
Este resultado también se conoce como la regla de Leibniz en el contexto de una integral
cuyo integrando depende de un parametro.

Teorema 9 ([55, Teorema 1, pag. 422]). Supongamos que ®(x) estd definido por

() ::/ flz, t)dt, Yz € [a,b],

donde ¢ y d son constantes. Si f y su derivada parcial con respecto a la variable x son
continuas sobre la region

entonces

Q' (z) = /jw
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Seguidamente se presenta la demostracién del Lema |18 sobre las propiedades de Q(z).

Demostracién del Lema[I8 I) Debe notarse que de la definicién del potencial U (z) en ((3-31))
se tiene que U'(x) = f(z), entonces de (3-27)) se sigue que

U'(z)z = 9“"2(%((15”)_ ;j‘)f Vie) . (A-2)

Luego, de la definicién de la funcién Q(z), de (A-2)) y de la definicién de la funcién auxiliar
©a(T) se tiene que

a? (1 + 22— 40Vhe | _ #*(palx) = 46Vic)

Q(x)

2 1— a2 (1 —22)?
2
= (1—56—:02)2 ((1+352%) (1 =% = 48VEe(1 —2%) — pa(w) +48Vic)
z? a
= —(1 — ) ((1 — 2+ §x2(1 — %) +4BVier? — (1 + az®)(1 — x2)2>
2
= (1—I—x2)2 <45V50x2 - %xZ(l - w2)2)
4
= ﬁ (88Vie — a1l — 2?)?).

Dado que la condicion y el hecho de que (1 —2z?) < 1 para todo z € ]0, z,] implican que
a(l — 2?)* < 88VA, para todo z € ]0, z,], se obtiene en virtud de la discusién anterior que
Q(x) > 0 para todo z € 0, x.].

IT) Dado que U"(z) = f'(x), se sigue de (3-29) que

48VAEL(1 + 3x2)>

U'lx)r=x (1 + 3ax® —

(1 —a2)3
y por tanto
Q'(z) =U'(x) = U"(2)z
46‘/2 46‘/2 (1 + 3902)
= 1 2_ _*F'DC 1 — 2 DC
93( + ax (=22 3ax” + (1— 2 +
4BV 2 1+ 322
= —201” DE -1
( RN TEaE ( = ))
16BV2 2
= _2 2 DC
x( ax +—(1—x2)3>
168V
_ .3 DC

La conclusién se sigue de proceder como en la demostracién de I) puesto que la condicién
(3-26)) y el hecho de que (1—2?) < 1 para todo = € |0, z.] implican que 2a(1—2?)% < 168VA,
para todo z € 10, z.]. O



113

El lema a continuacion presenta un resultado clasico sobre la dependencia respecto de
parametros de una familia de soluciones de un problema de valor inicial que depende de
parametros.

Lema 23 ([47, Lema 3.1, pag. 24]). Sea {f,}nen una sucesion de funciones definidas y conti-
nuas sobre un conjunto abierto D C R con f,, — fo uniformemente sobre los subconjuntos
compactos de D (fy es una funcion continua sobre D ). Supongamos que {(tn, Tn) bnen €S una
sucesion de puntos en D que convergen a (ty,xo) € D cuandon — oo y paran =0,1,2, ...
sea ¢n(t) una solucion de la ecuacion

T = fn(tv .Z'),

que pasa por el punto (t,,x,). Si la solucion ¢o(t) estd definida sobre [a,b] y es unica,
entonces existe un entero ng tal que para n > ng la funcion ¢, (t) se puede definir sobre |a, b|
y converge a ¢o(t) uniformemente sobre |a, b|.

Finalmente, el siguiente resultado de la teoria de nimeros permite concluir que el conjunto
de partes fraccionarias de los multiplos positivos de un ntimero irracional, es denso en el
intervalo [0, 1]. Una demostracién de este resultado puede ser encontrada en [56].

Teorema 10. Sea x € R\ Q. Si la parte fraccionaria de x se denota como frac(z) entonces
el conjunto {frac(nzx) | n € N} es denso en [0, 1].
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