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Resumen

Esta tesis tuvo como objetivo identificar posibles efectos cuantico-gravitacionales al estudiar
sistemas astrofisicos, en el contexto de un marco tedrico estructurado idealizado para some-
ter al escrutinio de la naturaleza el proceso de acrecion (captura de materia por un objeto
compacto central) por agujeros negros, de forma que éste ofrezca indicios de como construir
caminos para validar la propuesta a teoria cuantica de la gravitacion llamada Seguridad
Asintoética (AS); también conocida como Gravedad Cuéntica de Einstein (EQG). En ade-
lante, en este trabajo, deberd entenderse por Seguridad Asintdtica un programa en teoria
cuantica de campos que tiene como objetivo explorar implicaciones del denominado grupo
de renormalizacion funcional que gobierna la dependencia con la escala de energia de los
parametros de un modelo de interacciones fundamentales, igualmente referidos como cons-
tantes de acoplamiento. Para la gravedad, en el contexto de esta propuesta, es fundamental
la existencia de puntos fijos no triviales tanto en el infra-rojo (IR) como en el ultra-violeta
(UV), a los cuales deben converger un nimero finito de pardmetros (constantes de Newton,
cosmolégica, etc) que caracterizan la interaccién gravitacional, de forma a garantizar que la
teoria sea renormalizable por métodos no perturbativos.

En astrofisica, cuando la materia cae hacia un agujero negro siguiendo una trayectoria en
forma de espiral se forma una estructura denominada disco de acrecion. En la descripcion
de la dinamica gravitacional de estos discos juegan un papel fundamental los denomina-
dos coeficientes métricos del modelo de gravitacion; que informan sobre la curvatura del
espacio-tiempo en la vecindad, en este caso, del agujero negro. La conjetura AS predice la
modificacién de esos coeficientes, dando lugar a las llamadas métricas AS mejoradas; mo-
dificaciones que describen efectos cuantico-gravitacionales que deberian generar cambios,
potencialmente medibles, en la dindamica de estos discos. Ejemplo, las observaciones reali-
zadas por el Event Horizon Telescope (EHT). Este instrumento fue disenado para observar
fenomenos que pueden ocurrir en la vecindad del horizonte, un radio del orden del radio
de Schwarzschild. La medicién de esos efectos permitiria confrontar la teoria con los datos
observacionales, de tal manera que esta pueda ser descartada o seguir siendo considerada
como una propuesta teérica viable.

En esta tesis se estudia la dinamica de la acrecion esféricamente simétrica hacia un agu-
jero negro de Schwarzschild AS mejorado resolviendo las ecuaciones obtenidas usando la
gravitacion a 14 Einstein (campo metrico, tensor energia-momento, hidrodinamica, etc.), y
recurriendo a la técnica de sistemas dinamicos via formulacion basada en un hamiltoniano
propio para la fisica del sistema astrofisico. Un resultado notable que se obtuvo es que la
acrecion isotérmica de materia ultra-relativistica es posible y que se da tanto en régimen
subsoénico como supersonico. Este resultado es opuesto al obtenido por otros investigadores



quienes concluyen que la acrecién isotérmica ultra-relativistica no es posible en su enfoque
de seguridad asintotica con derivadas de orden superior. En el mismo marco de esta tesis
se estudian los efectos sobre la estabilidad de la acrecion. El analisis indica que ésta resulta
poco alterada por los efectos cudntico-gravitacionales en comparaciéon con la conocida esta-
bilidad en GR. Un analisis similar se hizo para el estudio de efectos cuantico-gravitacionales
sobre la acrecién hacia agujero negro de AS mejorado de Schwarzschild-de Sitter, y para la
geometria denominada Schwarzschild anti-de-Sitter.

Adicionalmente, y por primera vez en el contexto de la hipotesis AS, se hace el estudio de
los efectos cuantico-gravitacionales sobre las propiedades térmicas observables de la materia
en acrecion en forma de disco delgado hacia un agujero negro de Schwarzschild mejorado.
Debido al fenémeno de anti-apantallamiento de la interaccién gravitacional a energias planc-
kianas, es de esperarse que el radio de la érbita interna més estable (ISCO) del disco de
acrecion sea mayor que en el caso relativista. Se encontrd, por el contrario, que el efecto
cuantico-gravitacional sobre el momento angular de las particulas en el disco juega un pa-
pel fundamental haciendo que la ISCO, de hecho, disminuya forzando que las propiedades
térmicas del disco sean modificadas en comparacién con la prediccion de la GR: mayor flujo
de energia, mayor temperatura, mayor luminosidad y mayor eficiencia de la acreciéon. En
particular, se mostré que discos de acreciéon alrededor de agujeros negros que rotan muy
lentamente, como la fuente astrofisca conocida como Black Hole Candidate (BHC) Large
Magellanic Cloud (LMC) X-3, puedan considerarse como descritos, consistentemente, por
la hipotesis AS.

Palabras clave: (Gravitacién Cudantica, Seguridad Asintética, Relatividad General,
Agujeros Negros, Tipo Schwarzschild, de Sitter, anti de-Sitter, Acrecién, Estabilidad,

Propiedades Térmicas).

Corrections to the accretion onto black holes in Einstein quantum gravity
Abstract

This thesis aimed to identify possible quantum-gravitational effects by studying astro-physical
systems, in the context of an idealized structured theoretical framework to leading the ac-
cretion process (capture of matter by the central compact object) by black holes, to the
scrutiny of nature, so that it offers indications of how to build paths to validate theoretical
proposal to quantum field theory of gravitation called Asymptotic Safety (AS); also known
as Einstein Quantum Gravity (EQG). From now on, in this work, Asymptotic Safety should
be understood as a program in quantum field theory that aims to explore the implications
of the so-called functional renormalization group; that governs the dependency with the
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energy scale of a model parameters of fundamental interactions, also known as coupling
constants. To gravity, in the context of this proposal, the existence of non- fixed points
in both the infrared (IR) and the ultraviolet (UV) is fundamental, in which the constants
(Newton, cosmological, etc) that characterize the fundamental interactions assume specific
values towards which they trend to, in order to guarantee that the theoty is renormalizable
by non-perturbative methods.

In astrophysics, as matter falls towards a black hole, it follows a spiral path, forming a
structure called an accretion disk. In the description of the gravitational dynamics of these
disks, the so-called metric coefficients of the model of gravitation play a fundamental role;
that tells about the curvature of space-time in the vicinity, in this case, of the black hole. The
AS conjecture predicts that these coefficients are modified by way of describing quantum-
gravitational effects which will generate potentially measurable changes in the dynamics of
these disks. Example, the observations made by the Event Horizon Telescope (EHT). This
instrument was designed to observe phenomena that can occur in the vicinity of the horizon,
a radius of the order of the horizon radius. The measurement of these effects would allow the
theory to be confronted with the observational data, in such a way that the quantum gravity
model can be discarded or continued to be considered as a viable theoretical proposal.

In this thesis, the dynamics of spherically symmetric accretion towards a improved Schwarzs-
child black hole are studied by solving the equations obtained using Einsteinian gravitation
(metric field, energy-momentum tensor, hydrodynamics, etc.), and using the Hamiltonian
dynamical system via formulation based on a Hamiltonian suitable to describe the physics
of the astrophysical system. A remarkable result was obtained in which the isothermal ac-
cretion of ultra relativistic matter is shown to be really possible, and that it occurs in both
subsonic and supersonic regimes. Such a result is opposed to the one obtained in former
researches that included higher order derivatives reaching to the conclusion that ultrare-
lativistic isothermal accretion of matter is not possible in their AS approach. In the same
framework of this thesis, the effects on the stability of the accretion process are studied. Such
analysis indicates that it is a little altered by quantum-gravitational effects as compared to
the known stability in GR. A similar analysis was performed for the study of quantum-
gravitational effects on accretion towards improved Schwarzschild-de Sitter black holes, and
to the so-called anti-de-Sitter geometry.

Additionally, and for the first time in the context of the AS hypothesis, the study of the
quantum-gravitational effects on the observable thermal properties of matter accreting in
the form of a thin disk towards a Schwarzschild black hole is made. Although due to the
anti-screaning phenomenon of the gravitational interaction, it is expected that the radius
of the innermost stable circular orbit (ISCO) of the accretion disk is greater than in the
relativistic case. Otherwise, it was found that the quantum-gravitational effect on the an-
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gular momentum of the particles in the disk plays a fundamental role driving the ISCO to
decrease, forcing the thermal properties of the disk to be modified as compared to the GR
prediction: higher energy flux, higher temperature, higher luminosity and higher accretion
efficiency. In particular, it was shown that accretion disks around very slowly rotating black
holes, such as the astrophysical source known as the Black Hole Candidate (BHC) Large Ma-
gellanic Cloud (LMC) X-3, can be considered as consistently described by the AS hypothesis.

Keywords: Quantum Gravity, Asymptotic Safety, General Relativity, Black Holes, Sch-
warzschild, de Sitter, anti de-Sitter, Accretion, Stability, Thermal properties)
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1. Introduccion

Las diferentes propiedades que presentan los agujeros negros (horizonte de eventos, carga,
momentum angular, singularidad, radiacién Hawking entre otros) y fenémenos como la acre-
cién que se puede definir como la secuencia de etapas mediante la cual un objeto compacto
captura material circundante ya sea directamente sobre él o para formar un disco a su alre-
dedor, hacen de estos objetos laboratorios potencialmente utiles para verificar o someter a
prueba la teoria de relatividad general en el régimen de campo fuerte y, posiblemente, ideas
de la gravedad cuantica. El proceso de acrecion es una caracteristica relevante ya que se cree
que proporciona la energia de los cudsares y explosiones de rayos gamma.

Cuando se quiere construir una teoria cuantica de la gravitacién surge el problema de que
la relatividad general falla en las pruebas usuales para la renormalizabilidad como conteo
de potencias debido a la presencia de interacciones no lineales con un acople con dimen-
sibn de masa negativa [I-5]. En consecuencia, la gravedad perturbativa es una teoria no
renormalizable. [0].

Se puede pensar que este problema surge del hecho de que el formalismo del espacio-tiempo
plano de la teoria cuantica de campos no se puede aplicar a la gravitacion. Sin embargo,
en la aproximaciéon semi-clasica en la que la gravedad se asume descrita por la relatividad
general y las demas interacciones se cuantizan en un espacio-tiempo de fondo curvo, surgen
dificultades como la imposibilidad de escoger un vacio que sea Unico. A pesar de esto, la
aproximaciéon semi-clasica ha tenido éxitos como la prediccion de la radiacién de Hawking
lo que ha motivado numerosos estudios asociados a la llamada paradoja de la informacién.

Otra aproximacion, conocida como teoria efectiva de la gravedad asume que los dos términos
en la acciéon de Einstein-Hilbert, los cuales incluyen la constante de Newton y la constante
cosmoldgica son solo los primeros términos de un niimero infinito de interacciones. De esta
manera, pueden encontrarse correcciones cuanticas, a un loop por ejemplo, a la gravedad
clasica a bajas energias independientemente de su comportamiento en el ultravioleta.

Es claro entonces que la construccion de una teoria cuantica de la gravedad que sea completa
en el UV exige ir mas alla de la teoria efectiva.



4 1 Introduccién

Diferentes enfoques se han propuesto para estudiar estos objetos en el marco de propuestas
a teorias de gravedad cudntica. Entre éstas estd la Gravedad Cudntica de Einstein (EQG) o
FEscenario de Seguridad Asintética (ESA). Este es un concepto desarrollado por M. Reuter [7]
que retoma la idea de punto fijo del grupo de renormalizacién funcional introducida por
Steven Weinberg a finales de la década de 1970 [3].

La EQG o ESA no es el tinico enfoque que se ha propuesto para construir una teoria cuantica
de la gravitacion. Entre los més conocidos estan los siguientes:

s Teoria de Cuerdas: es una serie de hipotesis y modelos en los que las particulas
subatomicas puntuales son reemplazadas por estados vibracionales unidimensionales
llamados cuerdas describiendo como se propagan a través del espacio-tiempo e interac-
tian unas con otras. Para escalas de distancia mayores que la de la cuerda, esta se ve
como una particula ordinaria, con sus propiedades como masa y carga determinadas
por el estado vibratorio de la cuerda. Uno de los estados vibratorios de la cuerda co-
rresponde al gravitén, el hipotético campo que media la interaccion gravitacional. La
teoria de cuerdas ha sido una herramienta importante para estudiar las propiedades de
los agujeros negros como su termodindmica [9]. A mediados de los 90s Andrew Stro-
minger y Cumrun Vafa reprodujeron exactamente la ecuacion de Bekenstein—Hawking
utilizando teoria de cuerdas y redefinieron las correcciones cuanticas para describir los
agujeros negros microscépicos [0, 11] y a finales de la primera década del siglo XXI
demostraron que algunos resultados sobre la entropia de los agujeros negros podrian
extenderse a los agujeros negros astrofisicos no extremos [12—14].

De la aplicacion de la teoria de cuerdas a la gravitacién cuantica surge la correspon-
dencia Anti de-Sitter/Teoria de campos conforme (AdS/CFT) que provee un marco
teérico en el cual se puede intentar resolver las paradojas de los agujeros negros [9].
En particular, la correspondencia AdS/CFT intenta resolver la paradoja de la infor-
macién asociandola a una configuraciéon de particulas en el limite del espacio-tiempo
anti-de Sitter que obedece las reglas habituales de la mecanica cuantica y evolucio-
na de forma unitaria, por lo que el agujero negro también debe evolucionar de forma
unitaria [15—17].

Podemos decir que la teoria de cuerdas es una teoria de unificacion ya que no solo
pretende unificar la gravitacién y mecanica cuantica, sino que potencialmente contiene
dentro de si una unificacién de las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza: la
interaccién electromagnética, la débil, la fuerte —o Nuclear— y la gravitacional. [15, 18—

].

» Gravedad Cuantica de Bucles: la gravedad cuantica de bucles (LQG) intenta mez-



clar la relatividad general y la mecanica cudntica incorporando la materia del modelo
estandar [24,25] en el sentido de que no solo la materia sino también el espacio-tiempo
se asumen cuantizados.

Esta teoria defiende que la estructura del espacio-tiempo estd compuesta de bucles
(loops) tejidos en una tela o red extremadamente fina. Las redes de bucles se denominan
redes de espin o espuma de espin y la evolucion de estas tiene una escala del orden de
una longitud de Planck [26-30]. Es decir, en este enfoque, el espacio y el tiempo son
granulares y discretos [31,32] y se cuantifican de forma andloga a como la energfa y el
momentum se cuantifican en la mecanica cuantica.

En la gravedad cuantica de bucles se estudia la entropia del agujero negro y en este
tema es posible relacionar una interpretaciéon geométrica cuantica a los microestados
( estas son las geometrias cudnticas del horizonte que son consistentes con el area del
agujero negro y la topologia del horizonte) dando una explicacién de la finitud de la

? ]

entropia y de su proporcionalidad al drea del horizonte |

La radiacién Hawking también se ha estudiado en gravedad cuantica de bucles, con base
en las fluctuaciones del area del horizonte, un agujero negro exhibe desviaciones del
espectro de Hawking que serian observables si se captaran los rayos X de la radiacion
de Hawking! de los agujeros negros primordiales® al momento de su evaporacién [35].

LQG establece que a medida que las estrellas colapsan en agujeros negros, la densidad
de energia alcanza la densidad de energia de Planck, lo que provoca una fuerza repulsi-
va. Con base a lo anterior, Carlo Rovelli y Francesca Vidotto propusieron en 2014 [30]
que dentro de cada agujero negro se encuentra una estrella de Planck?.

» Gravedad Horava—Lifshitz: también conocida como gravedad Horava, es una teoria
de gravedad cudntica propuesta 2009 [37] para satisfacer la condicién de equilibrio
detallada que reduce considerablemente el niimero de términos en la accién.

En este enfoque, en comparacién con los anteriores de la gravedad cuantica, se utiliza
conceptos de la fisica de la materia condensada, como los fenémenos criticos cuanticos

[35-44].

' Los efectos cuanticos se centran en un conjunto de frecuencias discretas y no combinadas muy pronunciadas
en la parte superior del espectro de radiacién de Hawking [34].

2Son un caso hipotético de agujeros negros que se formaron después del Big Bang en el universo temprano.
Esto es debido a las altas densidades y las condiciones heterogéneas que podrian haber llevado a regiones
suficientemente densas a sufrir un colapso gravitacional y por lo tanto produciendo agujeros negros.

3Es un objeto astronémico hipotético, una estrella compacta y exética, que existe dentro del horizonte de
eventos de un agujero negro, la cual es creada cuando la densidad de energia de una estrella en colapso
alcanza la densidad de energia de Planck.
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= Triangulaciéon Dinamica Causal: este enfoque se basa en considerar tridngulos
tetradimensionales o simplices® (que no son entes fisicos, sino una mera herramienta
matematica) de espacio-tiempo e introduce una dindmica mediante la cual se dicta
c6mo se unen unos a los otros [15-15].

Esta teoria propone que partiendo de un estado no fisico sub-planckiano se llega a la
escala de Planck en la que el espacio-tiempo tiene dimensién fractal, para finalmente
llegar a la escala observable en la que el espacio-tiempo tiene 4 dimensiones. Lo intere-
sante de esta teoria es que es universal, pues el espacio-tiempo obtenido no depende
de los detalles en la forma de discretizar la formulaciéon sub-planckiana.

En la triangulacién dinamica causal, para describir la gravedad en el marco de la teoria
cuantica de campos y enfrentar el problema natural de que la relatividad general es
perturbativamente no renormalizable; se han realizado varios intentos [19, 50].

Entre las soluciones cosmologicas a las que se llega en este enfoque; estd la de un uni-
verso tipo de Sitter, que es una de las soluciones cosmoldgicas clasicas que proporciona
la Relatividad general.

= Conjuntos Causales: este enfoque a una teoria cuantica de la gravedad se basa en
el orden causal de un espacio-tiempo como su estructura mas fundamental [51,52].

Entre sus principales caracteristicas tenemos:
e El espacio-tiempo es discreto.

¢ Relacién de orden parcial que esta definida sobre el conjunto discreto de los puntos
del espacio-tiempo.

Una vez satisfechas estas propiedades, se busca recobrar la estructura geométrica del
espacio-tiempo continuo.

En esta tesis se considera las modificaciones debidas a gravedad cudntica al proceso de
acrecion y su estabilidad en un espacio-tiempo descrito por la llamada métrica mejorada del
agujero negro de Schwarzschild en el marco de la EQG. En este escenario se conjetura que la
gravedad constituye una teoria fundamental a nivel no perturbativo [8]. Un ingrediente basico
es la existencia de un punto fijo no gausiano (NGFP) del flujo del grupo de renormalizacion
gravitacional el cual controla el comportamiento de la teoria a energias transplanckianas.

4Los simplices son una generalizacién matematica de los tridngulos en varias dimensiones. Un simplex-3D
es normalmente llamado tetraedro, y un simplex-4D, que constituye el bloque de construccién basico de
esta hipétesis, es conocida como pentécoron.



Una explicacion detallada de esta propuesta se hara en el capitulo 3 de esta tesis.

Modificaciones cuanticas a la descripcion del proceso de acrecién, mas no a su estabilidad,
para un agujero negro de Schwarzschild (ANSch) (el caso mas simple) han sido calculadas
en [53] pero, el problema que se pretende analizar en esta tesis ha sido poco estudiado en
la literatura cientifica. Una busqueda exhaustiva de bibliografia muestra que existe sélo el
estudio elaborado en [54].

Cabe mencionar que la seguridad asintotica sigue siendo una conjetura en el sentido de
que aun falta una prueba rigurosa de la existencia del NGFP. Sin embargo, varios estudios
sugieren que hay evidencia sustancial de la existencia de tal punto fijo adecuado para el
escenario de seguridad asintética AS de Weinberg [55-57].

Plan de la Tesis: la presente tesis tiene como estructura la siguiente secuencia de capitulos:

» Renormalizacién: se hace un resumen del concepto de renormalizaciéon en teoria
cuantica de campos (Grupo de Renormalizacién, Block-Spin entre otros), conceptos
que se aplicaran luego en el contexto del grupo de renormalizacién funcional.

= Seguridad Asintética: se ofrecera una introduccion y la definicién de seguridad
Asintotica, accién efectiva promedio, grupo de renormalizacién funcional, ecuacion de
Wetterich y truncacién de Einstein Hilbert.

» Agujero Negro de Schwarzschild-(A)dS en Relatividad General y en Seguri-
dad Asintética: definicién de agujeros negros y las diferentes métricas analizadas en
esta tesis. Se estudiaran las modificaciones cuanticas a las métricas de Schwarzschild
de-Sitter y Schwarschild anti de-Sitter.

= Acreciéon hacia Agujeros Negros en Seguridad Asintdtica: en este capitulo se
presentaran los resultados que constituyen la contribucion original de esta tesis. Alli se
describen las técnicas de “sistemas dindmicos” para acrecién esféricamente simétrica
hacia un agujero negro de Schwarzschild y “acreciéon via disco delgado” hacia el mismo
tipo de agujero negro con el fin de afrontar el desafio de buscar someter a prueba la
idea sugerida de “Gravitacién Cuéantica de Einstein”, i.e. Seguridad Asintoética.



2. Renormalizacion

En las diferentes épocas de la evolucién de la ciencia, en especial de la Fisica, se han pre-
sentado grandes debates en los que la comunidad cientifica se ha manifestado a favor o en
contra de conceptos y propuestas nuevas sobre como funciona la naturaleza. Una de las
grandes discrepancias entre los fisicos radica en un tema en particular: los infinitos. Este
tema ha girado en torno a la fisica a través de sus diferentes etapas [78] y en teorias como la
teorfa cudntica de campos (QFT) ha aparecido recurrentemente. Tales dificultades formales,
se han subsanado a través del proceso conocido como renormalizacién, al punto de llegar a
resultados finitos y con una exactitud sorprendente, pero, con todo esto, la discusion sigue
abierta.

A pesar de que cientificos como Dirac hayan insistido que la teoria de renormalizacion de
la electrodindamica cuantica con el campo electromagnético cuantizado era una mala teoria,
otros cientificos como Lamb demostraban que los infinitos (en la teorfa de perturbacién)
pueden ser removidos por un proceso de renormalizacién [59,60]. Actitudes como la de Dirac
han ido disminuyendo con el paso de los anos al punto de justificarlas por nuestra ignorancia
sobre aspectos de las interacciones a muy altas energias (o pequenas distancias) [59,01]. La
cuestion se traslada a saber: ;Hasta donde la electrodinamica cuantica es por si misma una
teoria matematicamente consistente?

A diferencia de la electrodinamica clasica donde los procesos radiativos pueden ser calculados
desde la auto-energia del electrén en campos externos, en la electrodinamica cuantica se
desecha la auto-energia y se introduce en el enfoque de Feynman, el concepto de particulas
virtuales y por lo tanto el uso de teorfa de perturbaciones [62].

Profundizando en la discusién de los infinitos y en especial en teorias como la electrodindmica
cuantica, los célculos que involucran diagramas de Feynman de un bucle producen integrales
divergentes ! [63]. No obstante, en el espacio de momentos los infinitos se cancelan cuando
expresamos todos los parametros de la teoria en términos de cantidades renormalizadas como
las masas y cargas.

Integrales donde no se puede obtener un resultado finito para un calculo realizado de forma directa.



Para el ano 1949, Freeman Dyson [(1] demostré que estas cancelaciones se darfan en todos
los 6rdenes en teoria de perturbaciones, y sus argumentos se aplicaron exitosamente a dife-
rentes teorias con interacciones simples finitas (teorias renormalizables), y por mucho tiempo
se pens6 que cualquier teoria fisica (razonable) tendria que tomar la forma de una teoria
cuantica de campos renormalizable perturbativamente.

Si la teoria describe una aproximacién a una fisica fundamental hasta una escala de ener-
gia finita, como en el modelo estandar de las interaccciones electro-débiles, se dice que es
efectiva, y que esta contiene los grados de libertad apropiados y un nimero infinito de in-
teracciones no-renormalizables para describir un fenémeno fisico que ocurre a una escala
de energia determinada, aunque se espera que, para muy bajas energias, las interacciones
no-renormalizables en una teoria efectiva se puedan suprimir.

El caracter renormalizable o no de una teoria de interacciones fundamentales se determina
calculando el grado superficial de divergencia D de un diagrama de Feynman [558,65], el cual
puede definirse como el grado de divergencia de la integracion sobre el espacio de momentos
cuando los momentos asociados a las lineas internas tienden a infinito. Si D > 0, la parte de

la medida en la integral divergira como

/Oo EPdk . (2-1)

si D = 0, la integral es logaritmicamente divergente y para D < 0, la integral es convergente.

El comportamiento asintético de un propagador esta dado por
Ag (k) ~ k2t2sr (2-2)

donde sy = 0 para campos escalares, sy = 1/2 para campos de Dirac y sy = 1 para campos
vectoriales masivos.

Es posible mostrar [58] que teniendo en cuenta el nimero de lineas externas £y para campo
tipo f en un diagrama, el niimero de vértices de interacciéon N;, el,nimero campos en cada
interaccién Ny, y el nimerom de de derivadas sobre los campos d;, el grado superficial puede
escribirse como: Teniendo en cuenta ademaés las derivadas de cada interaccién y el nimero
total de variables de momento independientes en la integracion, se obtiene:

D=—4) I;(s;+1) = > N (2-3)
f i
donde:

I+ es el nimero de lineas internas en el diagrama, N; es el nimero de Vértices de interaccion,
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d; son las derivadas actuando sobre los campos y A; es el parametro con el que se caracterizan
las interacciones tipo.

Ai=d—di =Y nip(sp+1) (2-4)
!

Es posible también mostrar que un nimero limitado de divergencias que surgen en teorias
con A; > 0 son removidas por redefinicion de un ntimero finito de constantes fisicas y por
renormalizacién de campos. Estas son las llamadas teorias renormalizables. En este sentido,
pueden caracterizarse las teorias mediante el parametro A;.

D<4-> Ey(sp+1) (2-5)
!

Podemos clasificar las teorias mediante el parametro A; que es la dimensionalidad de masa:

A; > 0: teoria superrenormalizable en la que un nimero finito de diagramas de Feynman

divergen superficialmente.

A; = 0: teoria renormalizable en las que las divergencias suceden en todos los 6rdenes en

teoria de perturbaciones y un niimero finito de amplitudes divergen superficialmente.

A; < 0: Teoria no Renormalizable en la que todas las amplitudes son divergentes en un

orden suficientemente alto en teoria de perturbaciones.

La QED, por ejemplo, que es renormalizable en cuatro dimensiones, super-renormalizable
en menos de cuatro dimensiones y no renormalizable en més de cuatro dimensiones.

En cuanto a las divergencias superficiales, existen varias formulaciones para eliminarlas y
probar que la renormalizacién de campos, masas y acoplamientos hace la integracion super-
ficialmente divergente. Tenemos la formulacién de A. Salam [63,606,67] y la de Bogoliubov,
Parasiuk, Hepp, y Zimmerman [68-70], o mas conocida como formulacién BPHZ.

Para elimnimar las divergencias en la formulacion BPHZ se consideran todos los caminos
posibles (denominados forest) que rodean al grafo o los subgrafos mas las cajas que deberian
estar anidadas unas con las otras pero no superpuestas. Al reemplazar los campos, masas
y acomplamientos desnudos por los renormalizados, que se definen utilizando puntos de
renormalizacion convenientes, se logra la cancelacion de los infinitos. Con el fin de obtener
un resultado finito para una amplitud que involucra diagramas divergentes se pueden seguir
entonces los siguientes pasos:

= Calcular los diagramas utilizando un regulador para obtener la expresién que dependa
del corte ultravioleta A

= Deducir la masa y constante de acoplamiento fisicos.

s Obtener un elemento de la Matriz S.
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= Calcular la renormalizacién de la intensidad de campo.

= Combinar los anteriores pasos y eliminar los términos desnudos para asi conseguir la
expresion resultante para la amplitud que deberia ser finita en el limite A — oo.

Como ejemplo concreto, en QED se define el propagador renormalizados del fotén como:

il ()
47

iMp (q) = iMF (q) + iMr (q) iMp (q) , (2-6)

11 . ..
donde % es el tensor de polarizacion

Figura 2-1.: Diagrama de Feynman para el propagador del fotén

Para el electron, se tiene:

iSp (q) = iSr (q) +iSr (q) (—iX(q)) Sr (q) - (2-7)

gf”“a%

Figura 2-2.: Diagrama de Feynman para el propagador del electron

Para el caso de una teoria con un campo escalar real, tenemos la siguiente densidad lagran-
giana (a partir de la cual se pueden obtener las ecuaciones de movimiento)

1 A L 5.9 Ly
S S - ) 2.
L 26A¢8 10) 2m 10} 24g¢ (2-8)
La matriz S estda dada por las reglas de Feynman

—1 (27T)4 0 (P +ph — p1 — p2)
(2m) (16 B, B} E, Ey)"/*

S(qge = q1g5) = F(q192 — ¢1¢5) , (2-9)
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donde ¢1¢> son los cuadrimomentos entrantes y ¢jgslos cuadri-momentos salientes.

Para obtener el factor numérico F rotamos el contorno de integracién k° teniendo en cuenta

las variables de Mandelstan [71] s, ¢, u, donde

s = —(p+p) (2-10)
t = —(p—p) (2-11)
u o= —(p—ph)’ (2-12)

El pardmetro de Feynman x y un corte ultravioleta en k = A se obtienen para A >>m

Fo=9- 33; /Oldx {ln (mQ—s/:(l —:L‘)) (2-13)
A2 A2
i <m2 —tx (1 —x)) o <m2 —ux (1 —:c)) a 3}

Definimos el valor del acoplamiento renormalizado gz como el valor de F' en cualquier punto

s,t,u. Por ejemplo: s =t = u = p? = p? = p3 = p? = pi2 = —4pu?/3. Por lo tanto, el valor
para F seria:

2 1 2 2
g m?* +4x (1 —z) pu*/3
F = — 1 2-14
I 32%2/0d${n( m? — sz (1 —x) (2-14)

o (m2+4x(1 — ) ,ﬁ/s) o <m2 +4x (1 —2) ,ﬂ/3)} L

m? —tx (1 —x) m? —ux (1 — x)

Podemos resumir el proceso de renormalizacién en términos de pardametros fisicamente me-
dibles de la siguiente manera:

A través del rescalamiento de campos, absorber la renormalizacién de la intensidad de
campo en el lagrangiano.

= Separar el lagrangiano en dos partes absorbiendo los infinitos y corrimientos no obser-
vables en contratérminos.

= Mantener la intensidad de campo igual a 1 y establecer las condiciones de renormali-
zacion que definen las masas y constantes de acoplamiento fisicas.

» Calcular las amplitudes con las reglas de Feynman. Para esto se deben ajustar los
contratérminos lo necesario para mantener las condiciones de renormalizacion.
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Con el anterior ejemplo queda ilustrado el proceso de renormalizacién. Este formalismo es
muy importante ya que las predicciones exitosas de la electrodindmica cudntica (QED) se
pueden considerar como ratificaciones del principio de renormalizabilidad. Por ejemplo, las
aplicaciones al modelo estandard de las interacciones electromagnéticas, débiles y fuertes.

Aunque con la renormalizacién se logran eliminar divergencias ultravioletas (para altas ener-
gias), en una teorfa con particulas sin masa como la electrodindmica cuéntica el propagador
da lugar a divergencias en el infrarrojo (para bajas energias). Esto es debido a que cuando
se estd en presencia de particulas sin masa, se hace imposible separar estados asintéticos
de una y para demasiadas particulas. Sin embargo, cuando se calculan secciones eficaces de
dispersion las divergencias en el infrarrojo se cancelan [72].

En general, las constantes de acoplamiento tienen dimensionalidad de masa A; dada por
[9:] ~ [Masa]™, y otra forma de caracterizar la renormalizabilidad es a través de la dimensién
de masa de las constantes de acoplamientos:

» Teoria superrenormalizable: las constantes de acoplamiento tienen dimension de masa
positiva.

= Teoria Renormalizable: las constantes de acoplamiento son adimensionales.

» Teoria no Renormalizable: las constantes de acoplamiento tienen dimension de masa
negativa.

Cuando hacemos un analisis dimensional vemos que la relatividad general es no reonormali-
zable ya que la constante de acoplamiento (87Gy = 2,43 x 108GeV ~2) tiene una dimensién
de masa negativa. Dado que no ha sido posible encontrar una teoria renormalizable de la
gravitacion, muchos consideran que la renormalizabilidad no es un requirimiento fisico funda-
mental y por ende cualquier teoria cuantica de campos realista deberia incluir tanto términos
renormalizables como no renormalizables.

2.1. Grupo de Renormalizacion

El concepto de Grupo de Renormalizaciéon (RG) fue ideado en un principio para fisica de
particulas, y actualmente se extiende a astrofisica, cosmologia, mecanica estadistica, estado
y mecanica de fluidos. Se remonta a principios de la década de los 50s del siglo XX [73, 7],
y consiste en una transformacion sobre campos o acoples llamada Transformacion de Escala
que permite estudiar de forma sistematica los cambios fisicos de un sistema visto a diferentes
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escalas de energia.

2.1.1. Block-Spin, grupo de renormalizacién y coarse graining

La idea central del grupo de renormalizacién (RG) puede entenderse con el modelo de bloques
de espin ideado por Leo P. Kadanoff en 1966 [75]. Al implementar el procedimiento de
granulado grueso (coarse grain) se pretende descartar detalles microscépicos irrelevantes y
encontrar como un modelo particular se muestra a escala macroscopica. Para lograrlo, se
promedia sobre parches locales del sistema. Asi, el método de Kadanoff consiste en elegir un
conjunto de constituyentes cercanos entre si y combinarlos en un tnico constituyente, solo
que mas grande. En un segundo paso, se reduce el sistema y se estudia el comportamiento
de este nuevo constituyente granulado grueso y se compara a los constituyentes originales. Si
ciertos comportamientos se refuerzan con cada paso, los llamamos relevantes, si se vuelven
débiles los llamamos irrelevantes. En este método, el promedio sobre los parches se inicia a
escalas de distancias cortas, para obtener una descripcion a distancias mas grandes a partir
de las leyes microscépicas [70].

A manera pedagdbgica, podemos entender este proceso de la siguiente manera: Tenemos una

DO & JXO XY 1)
ceccseecs 9010000089006
L][_]._I.ar 200 rj' JF_]L_.rL]:]LJJJJDD

000000000000 y 00000

o0e el edoeee

cpeospeco0e

0000

Figura 2-3.: Esquema pedagodgico para entender el proceso Block Spin RG

disposicion bidimensional de particulas con cargas positivas p = + y negativas p = —. En
la figura (2-3) vemos una disposicion de tres rejas (mallas). Cada esfera representa una
particula; las azules tienen carga positiva y las rojas carga negativa.

El granulado grueso se implementa tomando bloques de particulas 3x3 por ejemplo, como se
observa en la reja izquierda de la figura (2-3), y reemplazdndolas por un estado de particulas
p’ que toma su valor dependiendo de si la mayoria de los particulas en ese bloque son positivas
o negativas, como se puede apreciar en la reja del centro de la figura Luego de realizar este
procedimiento, se re-escala el sistema para obtener una nueva disposiciéon de bloques de
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particulas p’ similar al original como se observa en el recuadro gris oscuro en la esquina
superior izquierda de la reja ubicada al lado derecho de la figura.

Como la disposicién original estaba descrita mediante unas constantes de acoplamiento g; las
cuales corresponden a la descripcion de las interacciones entre las particulas p, la descripciéon
de la interaccién entre los bloques con particulas p’ estara dada por un conjunto de constantes
de acoplamiento ¢; las cuales son diferentes de las constantes de acoplamiento g;.

Dado lo anterior, podemos pensar en el Espacio de las Teorias como aquel espacio en el que
cada punto esta asociado a todos los valores posibles de las constantes de acoplamiento g; a
una escala fija. Estas tltimas se convertirdn en las coordenadas en el espacio de las teorias.
El procedimiento block-spin RG mapea puntos del espacio de la teoria a otros puntos. Los
puntos mas interesantes del espacio de las teorias son los puntos fijos g7 donde la teoria
se mapea a si misma [70] y se vuelve invariante bajo transformaciones de escala. En un
punto fijo UV no trivial, las constantes de acople seran finitas, no nulas e invariantes de
escala. Si, ademas, el nimero de estos acoples es finito, la teoria serd renormalizable no
perturbativamente.



3. Seguridad Asintética

3.1. La idea de seguridad asintética

La idea central en Seguridad Asintética (SA) puede resumirse diciendo que una teorfa cudn-
tica de campos cuyo comportamiento en el UV estd gobermado por un punto fijo (trivial o
no trivial) del grupo de renormalizacién funcional (GRF), no sufre de divergencias UV en
procesos fisicos. Un ejemplo inmediato de este tipo de teorias es la cromodindmica cuantica
(QCD) en la que un nuimero finito de acoples van a cero (punto fijo trivial) en el UV lo que
significa que la teoria es asintoticamente libre en el UV.

Weinberg ha sugerido que una teoria cuantica de campos puede ser también completa en el
UV en el caso mas general en el que los acoples no van a cero sino que son finitos el punto
fijo UV, es decir, en el caso en el que la teoria es fuertemente acoplada ene el UV. En este
caso el punto fijo es no trivial (no gaussiano) y a esta generalizacién no trivial de la idea de
libertad asintética se le llama seguridad asintotica. Lo anterior implica que SA como teoria
cuantica de la gravedad solo requiere de la métrica para describir la geometria cuantica del
espacio-tiempo y no requiere de grados de libertad adicionales a los presentes en una teoria
cuantica relativista de campos. Esto implica que la inclusién de los campos materia y grados
de libertad del modelo estandar es directa, por lo que SA puede dar lugar a una teoria
cuantica de campos que involucre todas las interacciones fundamentales a condicion de que
la existencia de un punto fijo UV no trivial sea demostrada rigurosamente.

3.1.1. Evolucion de constantes de acople y el espacio de teorias

Sean g;(1) el conjunto de todos los parametros de acoplamientos adimensionalizados de la
teoria definidos en el punto de renormalizacién con momento caracterizado por la escala de
energia p:

G; (1) = p%gi (1) . (3-1)
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donde d; es la dimensién de masa del acople g;. Para obtener la evolucién de g; (1) con
respecto al rescalamiento del punto de renormalizacion p se utiliza la ecuacién generalizada
de Gell-Mann-Low

u%m (1) = B (i (1)) - (3-2)

donde §(7), llamada funcién beta es una funcién que se puede calcular en series de potencias
de g;.

Al solucionar la anterior ecuacion con las condiciones iniciales se puede determinar la teoria
especifica que se caracteriza por una trayectoria en el espacio de las constantes de acopla-
miento. En este espacio, la superficie critica ultravioleta que se define como aquella superficie
formada por las trayectorias g; (1) que convergen en un punto fijo ¢* a medida que p — oo,
y para que esto suceda es necesario que f3;(g) tienda a cero cuando p — oo con f; (¢*) =0,
es claro que en este punto las constantes de acoplamiento son invariantes de escala.

Hablamos de Teorias Asintoticamente Seguras, por ejemplo la gravitacion, cuando las cons-
tantes de acoplamiento convergen a algin punto fijo en la superficie critica ultravioleta. Este
punto se conoce como Punto Fijo No Trivial Ultravioleta (PFNTU).

La dimensionalidad de la superficie critica ultravioleta indica el niimero de parametros libres
en la teorfa asintéticamente segura, y debe ser un ntmero finito (positivo) C' indicando el
numero de parametros libres de la teoria que seria C, de los cuales C' — 1 son parametros
dimensionales que van a identificar una trayectoria en la superficie critica C'-dimensional, y
1 es un valor dimensional que va a indicar el valor p en el cual se alcanza un punto dado en
esa trayectoria (obtenido).

Se puede determinar la dimensionalidad de la superficie critica a partir del comportamiento
de las funciones f3;(g) del punto fijo g*

u%@ (1) = Z By [5: () — o7] (3:3)

donde

B, (3@‘ (9) ) - (3-4)

Jg;
La solucion general de la ec. 3-4 es:

G (1) = Y CxViE e + g7 (3-5)
K
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donde V& autovectores de B;; con autovalores A\

> BuVK = AVK (3-6)
J

En el espacio de teorias, los vectores Vi van a lo largo de direcciones que emergen del punto
fijo. Cada indice K corresponde a un acoplamiento generalizado en la base que diagonaliza
la matriz de estabilidad. Si la parte real de A es negativa la direccion es irrelevante, si es
positiva la direccién es relevante y finalmente si se anula la direccion es marginal [70].

La accién efectiva wilsoniana en términos de los acoplamientos g; tales que Sy [, g;] v al
expandirlo se tiene

Sk=> g:0:[¢] . (3-7)

El re-escalamiento en el Grupo de Renormalizacién continuo se logra al medir todas las
cantidades en las unidades de la escala del corte

g9 — k%g;,

donde:

d;: dimensién de Masa
O: operador

En el caso del block-spin los acoplamientos esenciales son todos los acoplamientos que no
pueden eliminarse mediante una redefinicién de campo [76]. El flujo del grupo de renormali-
zacion es un vector de campo tangente a la direccion de la disminucion del tiempo del grupo
de renormalizacién

t = In(k/A)

1

?

0
O = — Z%—Qi. (3-8)

(2

Los componentes del flujo f3; son funciones de los acoplamientos /3;(g;).

Al rededor del punto fijo perturbamos levemente en el espacio de la teoria con el objetivo de
descubrir cudles direcciones son atraidas hacia el punto fijo en el IR o UV.
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La perturbacién a primer orden es dg; = g; — g/ y obedece la ecuacién de flujo linealizada
alrededor de g

009; = 0(9i — 9;) = Orgi — Org; = 0r9i = b

Las funciones beta estan dadas por

05; .
Z L 95 — 9

09; 9=9"

Z 9B 5,

09; 9=9"

= Z MZ](ng ) (3_9>
J

0i6g; = Y _ Mi;0g;. (3-10)
j

donde M;; = 85 : es la matriz de estabilidad y la solucién estd dada por la Ec.(3-5), que
9=g*

también se puede escribir de la siguiente manera

8gi =Y _ CaVie ', (3-11)
A

at(sgi =0, Z CAVi 04 )

9,09 = ZCA (—04V}) e ",

089 = Z Ca (Z Mww> 1
3t§gz = Z MZJ(ng .
J
donde 6,4 son los exponentes criticos y los podemos clasificar en:

» Relevante: Re{04} > 0 dg; crece cuando k disminuye.

» [rrelevante: Re{f4} < 0 dg; decrece cuando k disminuye

» Marginal: Re{04} =0
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Cuando analizamos teorias como la gravitaciéon nos encontramos con el inconveniente de que
no son renormalizables y debemos buscar un punto fijo diferente de cero (no trivial) g* # 0.
[77,78]. Los autovalores de la matriz B;; dependen el procedimiento de renormalizacion,
aunque la matriz B;; y las funciones 3; no dependan de éstas.

En seguridad asintética podemos abordar los siguientes formalismos:

I) Elegir un conjunto diferente de puntos de renormalizacién en cuyo caso los pardmetros de
acoplamiento reescalados Ec.(3-1) se convertirfan en funciones g; (1) de la escala de momento
4 en los nuevos puntos de renormalizacién.

IT) Utilizar la regularizacién dimensional [79,80] y tomar las constantes de acoplamiento
renormalizadas como constantes en la serie de Laurent de acoplamientos no renormalizados
gio al rededor de un espacio-tiempo de dimensionalidad D = 4 con p en unidades de masa
para tornar g; (1) adimensional.

o074 79+ 3 T2 (312

IIT) Fijar un corte ultravioleta en el momentum g y tomar los acoplamientos no renorma-
lizados reescalados como funciones g; (1) tal que las tasas de coreccién sean independientes
del corte.

Necesitamos definir una nueva funcién f; para que los nuevos acoplamientos sean inde-
pendientes de u, lo que indica que son independientes de como se definieron los antiguos
acoplamientos.

Esta nueva funcién (; debe estar relacionada a la antigua funcion g mediante una regla de
transformacién de vector contravariante.

.G =3 525 (313)

Las funciones 3 en si no son invariantes, ni sus derivadas

0B; 0. 091 5 9g: 0B« (9) 95,
— = — . 3-14
99, Xl: 99,99, 09;" Z dg, 09, 9g; S

En el punto fijo el primer término de la ecuacién se anula. La relacién entre la nueva matriz
B y la anterior estd dada por la siguiente ecuacion

Z Aszszl] ; (3-15)
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donde

Ay = (8%;?)929* | (3-16)

Los autovalores de B son los mismos que los de B y son los exponentes criticos que dependen
solamente de la naturaleza de los grados de libertad del sistema. La figura 3-1 representa el

82

g1
83

Figura 3-1.: Representacion del espacio de la teoria

espacio de teorias el cual contiene un punto fijo no gaussiano (NGFP) y su superficie critica
(UV) cuya dimension esta determinada por todas las direcciones relevantes que se alejan del
punto fijo a medida que tendemos al infrarrojo (IR).

Para el caso de la gravedad, el grupo de renormalizacién nos muestra que la fisica a bajas
energias estd gobernada por el comportamiento de los acoplamientos g; (1) cuando p — 0.
La seguridad asintotica implica la existencia de una escala fundamental de energia M que
es el valor de p al cual la trayectoria se aproxima al punto fijo UV g7. Esta energia deberia
ser del orden de la escala de Planck Mp = 1,2 x 101%GeV ..

Para g, (1) cerca a cero, se tiene

d;

7= (20) (317)
I

Para y < M;, y donde M; es un conjunto de constantes de integracion desconocidas, y

estan relacionadas entre si por la condicién de seguridad asintética en la que g; (1) debe

encontrarse en una superficie critica ultravioleta de un punto fijo g*. M; debe ser del orden

de M. Antes del rescalamiento, los acoplamientos tienen la siguiente magnitud

gi () =~ M%  parapu << M.
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3.1.2. Grupo de renormalizacion wilsoniano

El procedimiento de granulado grueso descrito en el capitulo anterior se implementa de
manera continua en el enfoque asociado al grupo de renormalizacién ideado por Wilson
a mediados de los 70s del siglo XX [81-83], el cual tiene como ventaja que mantiene la
invariancia gauge. Por simplicidad se considerara solo el campo escalar aunque el formalismo
puede ser extendido a campos gauge y al campo gravitacional.

En esta formulacién el corte es impuesto por la cuantizacién de una teoria gauge en un
enrejado (malla) del espacio-tiempo finito, aunque como gran desventaja; no mantiene la
ivariancia de Lorentz [31].

La idea consiste en la introducccion de un corte ajustable en escala de momentum k se
efectua en la integral funcional de tal manera que los modos de Fourier ¢ (p) de los campos
fluctuantes ¢ (z) en la integral de trayectoria con momentum A? > p? > k? son integrados
antes que la integral funcional completa. Aqui, A se identifica como el corte ultravioleta UV .
Vamos a dividir el campo fluctuante en dos partes

p(z)=¢ ) +e ). (3-18)
donde: ¢ (h) solamente va a depender de los modos de momentum altos k% < p? < A%

| e(x) E? < p? < A%,
goh(x)—{ 0 p? < k?,

mientras que ¢ (1) solamente va a depender de los modos de momentum bajos p? < k?

0 kE? < p? < A2,
o1 (7) = o

() P <k,

En QFT la funciéon de correlaciéon de n puntos, la cual contiene la informacion fisica, se
obtiene a partir de las derivadas funcionales respecto a una fuente externa J(x) de la funcional
generatriz Euclideana la cual, para un campo escalar esta dado por:

7 = / Dpe Slel+ o (3-19)
p2<A2

Obviando por el momento la fuente J, la separaciéon del campo en la Ec.(3-18) permite
separar la integral (3-19) en el producto

p2<k? k2<p2<A?
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Al realizar el cambio de variable ¢; — ¢ tenemos

7 / Dipe=Silel (3-20)
p2<k?

donde la accién efectiva Wilsoniana Sy esta dada por:

e Oklel = / D, e Slentel (3-21)
k2<p2<AZ
Sk puede expandirse en productos de acoples renormalizados multiplicados por operadores

que solo dependen de los campos: Ec.(3-7). El espacio de teorfas serd expandido por los
acoples g; segun lo visto en el pardgrafo anterior

3.1.3. Grupo de renormalizaciéon funcional y la accion efectiva
promedio

En teoria cuantica de campos, la funcional generatriz de funciones de correlaciéon conectadas
W[J] se construye a partir de la funcién generatriz Z[J] en la Ec.(3-19) en la forma La
accion efectiva promedio debe interpolar entre la acciéon desnuda S y la accién efectiva de
tal manera que:

WJ] = inZ]J]. (3-22)

A partir de W, la funcional generatriz de funciones de correlacion irreducibles de una parti-
cula, llamada la accién efectiva, se obtiene a través de una transformacién de Legendre! de
W1J].

rlg) = ( [z @ ot - [J]) - (3-28)

IPostulada por Andre Marie Lengendre, esta transformacién en fisica se utiliza para convertir funciones
como posicién, presién o temperatura en funciones de la conjugada momento, volumen y entropia. En
mecanica clasica, esta transformada me permite derivar la formulacién hamiltoniana partiendo de la
lagrangiana y viceversa. Finalmente, en termodindmica se utiliza para encontrar los potenciales termo-
dindmicos.

La transformada de Legendre reemplaza una funcién de varias variables con una nueva funciéon que
depende de las derivadas parciales de la funcién original con respecto algunas de las variables indepen-
dientes originales, ofreciendo la descripcion de la dindmica de un sistema que inicialmente se presenta en
términos de una determinada propiedad/variable, recurriendo a hacer tal descripcién en términos de la
propiedad/variable dindmica conjugada de la primera utilizada.

Analiticamente la podemos definir de la siguiente manera: Dos funciones f y h son una transformada
de Legendre si cada una de sus primeras derivadas son funcién inversa de la otra:

Df = (Dh)™! (3-23)
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El grupo de renormalizacién funcional se enfoca en la accién efectiva promedio I'y [¢] en los
limites asintoticos:

» T4 oo [#] =S Accidn sin renormalizar - Fisica Macroscopica.

» ['p0[¢] =T Accion efectiva estandar con corte en el Ultravioleta - Fisica Microsco-
pica.

El generador funcional efectivo es:
Zi [J] = Ml = /D(pes[wHJ-soéso-Rk(az)wp_ (3-29)
donde Ry es el regulador en el infrarrojo (IR) [35].

Para que esto ocurra, el regulador debe cumplir la restriccion

2 2 2
Rk(pQ)_{k: p? << k?,

0 p?>>k%,

Por lo tanto, f y h estan relacionadas por una transformada de Legendre. Son univocas hasta una constante
aditiva que normalmente se fija mediante el requisito adicional de que

f(z)+h(y) =zy. (3-24)

La funcién f(z) es estrictamente convexa en el intervalo deseado y admite transformada de Legendre, al
existir su derivada segunda y no se anula.

En fisica, existen otras transformadas de uso frecuente como son: Transformada de Fourier pos-
tulada por Joseph Fourier, se utiliza transformar senales entre el dominio del tiempo (o espacial) y el
dominio de la frecuencia. El propio término se refiere tanto a la operaciéon de transformacién como a la
funcién que produce. Analiticamente

fo= [ T fa) e e (3-25)

donde x y £ son variables que generalmente se asocian a tiempo y frecuencia. Transformada de Laplace
postulada por Pierre Simén Laplace; esta transformacién convierte una funciéon de variable real ¢ a una
funcién de variable compleja s. Analiticamente; La transformada de Laplace de una funcién mateméatica
f(t) definida para todos los niimeros reales ¢ > 0 es la funcién F(s) definida por

F(s) = /000 e SLf(t) dt (3-26)

siempre y cuando la integral esté definida.
Cuando f(t) es una Distribucién de probabilidad|distribucién con una Singularidad matemética en 0
entonces la transformada de Laplace se define como

F(s) = lim h e Sf(t) dt (3-27)

e—0 e
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Fulol =sup ( [ 7 (06 @) Wi l1) (3-30)
donde Wy, [J] es el generador funcional de las funciones de correlacién.

La accién efectiva promedio [y, [¢] es también una funcional del campo ¢ y se obtiene restando
de Ty [¢] el término regulador con el fin de que no diverja cuando k — oo [70].

Tulo] = Tulo] - 50 R (-07) - 6. (3-31)

3.1.4. Ecuacion de Wetterich

La accioén efectiva promedio satisface la llamada ecuacion exacta del GRF o ecuacién de Wet-
terich. Para obtenerla, notemos inicialmente que a partir de la Ec.(3-29) se puede calcular:

¢ =< ¢ >=Wy/dJ, (3-32)
mientras que el propagador (o funcién de correlacién de dos puntos conectada) estd dada
por [70]:
62 W,
Gy (x —_— = x — x , 3-33
(z,y) = ST (207 () (0 (x) ¢ (y)) = (p (@) (e (1)) (3-33)

A partir de estas dos ecuaciones se sigue:

5
Gr(z,y) = 5?

Asumiendo que Gy, es invertible se puede escribir:

ferani

Ahora, al hacer la derivada funcional de la accién efectiva promedio en la Ec.(3-31) con

(3-34)

d(x—2),

respecto a ¢, se obtiene

oLy (0] _
de tal manera que si se deriva con respecto a ¢ una vez mas llegamos a:
0°Ty [¢] -
Gl =[S R e (3-36)

Para abordar la ecuacién de Wetterich es necesario haber introducido la accion efectiva
promedio, y para obtener esta tltima tenemos dos opciones:
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= Resolver la ecuacién de Dyson-Schwinger (3-37) y calcular término a término en la
expansion, lo cual implicaria integrar a la vez sobre todas las fluctuaciones cuanticas.

e Tl = / Drexp{¢+x} + 52—? cx (3-37)

donde = = ¢ — ¢ son las fluctuaciones alrededor de ¢

= Aplicar la idea de Wilson de integrar a la vez las fluctuaciones cuanticas en el shell
(cascar6n) de momentum dk.

Tenemos la siguiente transformacion de Legendre para obtener la accion efectiva

rulol =sup ( [ 7 ()6 @) - W) | (3-38)
donde

6(@) = (e @), = z7g7 [ Dew()e S0, (339
6(2) = (p(2)), = ﬁ%@) / Doe-Slel+re (3-40)

-.J (z) es la fuente externa.

_ T g]

ST (3-41)

J (x)

En lo que sigue se asumira por simplicidad la teoria de campos escalares en espacio-tiempo
plano (Euclideano) para introducir el método funcional [36,87].

Tenemos la funcién de correlaciéon de n-puntos para un campo escalar.

T T9)...0 (g, e Sl
R = (3-42)

donde S [p] es la accién esencial de la teorfa y [ D es la medida que debe estar regularizada.
El generador funcional es

A / De-Slel+ie. (3.43)

J-@E/d493J($)90($),
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Ahora, haciendo el exponencial de la Ec.(3-38), y realizando el siguiente cambio de variable
X =p — ¢ se obtiene:

e Tl — W70 ;
6—F[¢] — /D@G—S[g@]-l-J-go—J.(ﬁ,
€7F[¢] _ /DXeS[X+¢]+J-X )

El papel operacional de la accién efectiva I" [¢] es describir la fisica macroscépica donde las
fluctuaciones cuanticas se han incorporado en la integral funcional.

Aplicamos la derivada funcional a la Ec.(3-31), y teniendo en cuenta que X =p — ¢

0T [¢]
0¢ (x)

=J(x) = (Ri-9)x, (3-44)

Tl _ / pre-Sarol+ B v dx R x (3-45)

A continuacién se muestra que la accién efectiva promedio I' [k] obedece la ecuacién del
grupo de renormalizacién funcional exacta [541,70,88].

1 1
2 Fk + Ry
donde F,(f) es el Hessiano (la segunda derivada funcional con respecto a ¢) de I'.
62T
r® _ ' 3-47

La aparicion del regulador R en el numerador y denominardor asegura que el argumento
de la traza alrededor de p? = k? y se anula para p* > k?. Como consecuencia la traza es
finita tanto en el infrarrojo (IR) como en el ultravioleta (UV).

Para derivar la accién I'y Ec.(3-46), se aplica el propagador Ec.(3-33) y se obtiene

82Wi, 0 W
§J(2)6J (y)  6J(x)d6J (y) .

Dado que se asume el campo ¢ como una derivada funcional simple, se puede tomar el

(3-48)

propagador como una derivada funcional del campo [76]. Al derivar la expresién anterior, se
encuentra una nueva opcion para escribir el propagador

36 ()

O =5

(3-49)
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Al admitir la relacion entre ¢ y J, se puede entender la fuente como un funcional del campo.

/ddka (z,y) 6; Eii =d(x—2),

>

0J (y)
06 (2)

Tomamos la derivada de la Ec.(3-44) con respecto a ¢ (x) y se obtiene

/ 'y Gy () CS(a—2). (3-50)

o OTylg] 0 o
5p (z) 0 (y) ¢ (x)‘](y) (Re-9)y
o oy [Qb] Wi (y)

50 (0) 50(y)  do(w)

Por lo tanto,

§J(y)  &8°Tx[¢] LR, (3-51)

00 (x) 06 ()00 (y)

Al invertir la anterior ecuacion, resulta el propagador (3-49) de la siguiente manera

G (a.y) = 222 <5¢52pk o R) |

6J (y) () 66 (y)
[gualmente,
Gl = 3503 (T + Ra) (o). (3-52)

La ecuacién de flujo (3-46) se obtiene al derivar la Ec.(3-31) respecto a la escala k.

1 1

1

3.2. El truncado de la acciéon gravitacional a /a3
Einstein-Hilbert

El proceso de renormalizaciéon no-perturbativa tiene como elementos principales la Ec.(3-
31) y la Ec.(3-46), y a través de éstas se busca por ejemplo encontrar las modificaciones
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a la métrica de Schwarzschild -para agujeros negros- de forma que permitan estudiar y
constrastar la propuesta teérica denominada Seguridad Asintdtica (AS). Esta es una idea,
respecto de una viable cuantizacion de la gravitacion, sugerida por algunos expertos de la
teoria de campos cuanticos como potencialmente 1util para describir la fisica de los agujeros
negros, conforme idealizados como probables objetos astrofisicos en la teoria Relatividad
General (TGR). Para llevar a cabo este desarrollo, se define la accion efectiva promedio Ty,
y posteriormente se transfiere ésta a la Ec.(3-46).

A este propésito, la aproximacion mas utilizada consiste en truncar la accién gravitacional
genérica en la que se adicionan términos en busca de preservar la invarianza gauge, o de
calibre de la teoria. Es decir, reducir acciones clasicas del tipo

1 1 1
S=f(R)= /( tmt T TR R?+ R*+ ..)/—gd'z, (3-53)
una estructura también denominada la serie de Laurent, al punto de llevarlas a la aproxima-
ci6n de Einstein-Hilbert en que la serie toma la forma simple S = [ R./—gd*z.

Formalmente, la accién de Einstein-Hilbert se escribe

S = i Ry/—gd'z | (3-54)

a fin de adimensionalizarla (i.e. darle el caracter escalar propio de todo tipo de accién). Aqui
R es el escalar de Ricci, ¢ = det g, es el determinante de la matriz que define el tensor
métrico, y la constante gravitacional se define k = 8:—4(;.

En el caso que nos ocupa, y equivalentemente, la aproximacion Einstein-Hilbert se obtiene
al truncar la Ec.(3-53) de forma a obtener la accion efectiva promedio como un funcional de
la clase

1
167TGk

Ly [ by, C, C = / Vad*z [2M, — R+ Syy [T Pun] + Sen [C.C] (3-55)
donde [ S, f\/§d4x define la accion correspondiente a la fijacién de gauge; la cual depende
unicamente de la métrica invocada. Conforme se puede inferir, la variable dinamica de la
teorfa es el campo métrico del espacio-tiempo, g,., el cual es un campo de naturaleza tensorial
[89]. A este fin -el de ofrecer una propuesta viable de cuantizacién de la gravitacion-, se
descompone el campo métrico en dos partes; g, que representa un campo clasico de fondo,
y hu que incluye la fluctuacion cudntica:

Ju = guy + h,uu . (3—56)

La ecuacién (3-56) se conoce como Background Field Method (BFM) [65,39,90], y nos per-
mite que, al renormalizar la teoria, se mantenga la invarianza ante transformaciones gauge.



30 3 Seguridad Asintoética

En esta ecuacién g, debe mantenerse fijo mientras que h,,, serd la variable de integracion
en el funcional efectivo ? Ec.(3-29). El BFM también requiere el término de la accién del
tipo Sg¢; que corresponde a la fijacion del gauge y que es cuadratico de h,,, y también la
componente de accién Sy, correspondiente a los campos denominados fantasma del tipo de
Faddeev-Popov [65,91]. Los campos C' y C no representan cantidades fisicas reales en el
sentido de que sean medibles u observables, pero se introducen para garantizar la invarianza
gauge. El siguiente paso es introducir la Ec.(3-55) en la Ec.(3-46), y la ecuacion resultante
se resuelve para encontrar las funciones que determinan como varian las constantes acopla-
mientos fundamentales de G, y Ay respecto a la escala de energia y como se aproximan al
punto fijo en el UV. 3

Derivando la Ec.(3-55) con respecto a la escala de energia k, se obtiene

Lk (9] = 16% / Vod'x {2@ (?72) — ROy (Gikﬂ : (3-57)

A este punto, a fin de obtener el lado derecho de la Ec.(3-46) se expande el Hessiano (3-47),
hasta segundo orden, en el campo de fluctuaciéon cuantica h,

(r}?)ij =K, (V2) 61 + MY (R, D), (3-58)

donde V? = ¢"’D,D, es el operador Laplaciano y 1 la matriz de identidad. El término
K; (V?) contiene derivadas de los campos, y M¥ (R, D) son factores proporcionales al tensor
de curvatura R*®*; el denominado tensor de Riemann.

Con base en los conceptos y definiciones matematicas presentadas en esta seccién ahora se
pueden definir dos reguladores (IR) cuya funcién es diferenciar entre los momentos k bajo
y k alto. Ya que en la ecuacién (3-55) se introdujeron dos campos (h,, y C,) se define un
regulador para h,,, y otro para C,. Ambos tienen la forma:

R, ~ E*f (i—z) ; (3-59)

tal que f (Z—z) debe cumplir las condiciones: f(0) = 1y f(oo) = 0*. De esta manera se puede

calcular la traza de los reguladores asi definidos usando la técnica denominada Heat-Kernel
Ezpansion HKE [92]. El resultado se expresa en términos de las constantes de acoplamiento:
gk = Grk™% y A = Npk2

2La ecuacién (3-56) no implica un tratamiento perturbativo, ya que no se asume que h, sea un pardmetro
pequeno

3Este procedimiento ya fue llevado a cabo por primera vez en [7]

4Por ejemplo f () = =2

et —1
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De esta forma, y para d = 4, se tiene:

kOkgr = (d — 2+ 1 (s Ak)) Gk (3-60)
con

. grbr (N) .
M (g Ak) = 77 23 PN (3-61)

donde 7, es la dimensién anémala de la constante de Newton

. (3-62)

nn:k

En las expresiones anteriores las funciones §; y f2 de la constante adimensional \ estan
dadas por [7,89]:

Ar(A) = g (M) "2 {d (d+1) Byyp_y (—2)) = 6d (d — 1) @3 (—2)) — 4dPj,_, (0) — 24P}

(3-63)
BU) = —2 ()2 {dd 4+ 1) Olyay (~23) — 6 (d — 1) O3, (~20)} (3:64)
donde
» B 1 1
%) = T na (3-65)
o (2 ! ! (3-66)

"():r(n+2)(1+z>p'

La Ec.(3-60) es compleja de solucionar analiticamente. Es por ello que se utilizan aproxi-
maciones para solucionarla y encontrar el comportamiento de los valores de la constante de
acoplamiento G y Lamday como se vera en los préximos capitulos.



4. Agujero negro de
Schwarzschild-(A)dS en relatividad
general y en seguridad asintoética

Puede afirmarse, en pocas palabras, que un agujero negro es un objeto compacto que tiene
un horizonte de eventos !. Sin embargo, para entender a cabalidad esta afirmacién deben
especificarse varios conceptos [93,94]. En primer lugar, el espacio-tiempo de la relatividad
general es una variedad Lorentziana (M, g) de dimensiénn 4 dotada de un tensor métrico g
que, de forma diferenciable, asigna a cada punto p del espacio tangente 7, M una métrica
con signatura — + ++ que se denota por g(v,w) con (v,w) € T,M x T, M. En cada punto
de la variedad el espacio tangente es isométrico al espacio de Minkowski. En consecuencia, el
caracter causal de un vector v € T, M es temporal si g(v,v) < 0, es espacial si g(v,v) > 0,y es
tipo luz si g(v, v) = 0. Se dice que el espacio-tiempo es orientable temporalmente si es posible
definir sobre (M, ¢g) un campo vectorial temporal diferenciable no nulo, de tal manera que el
conjunto de vectores causales en 7, M tenga dos componentes conexas: El cono causal futuro
denotado por jpﬂ y el cono causal pasado denotado por J,". Considérese ahora dos regiones
R~y R de (M, g), tales que todas la curvas tipo luz que inician en la primera finalicen en
la segunda. Si todo el espacio-tiempo (M, g) no esta contenido en J~(R7T), se dice que este
espacio-tiempo contiene un agujero negro. Esto significa que existe una regiéon en (M, g)
desde donde ninguna geodésica nula puede alcanzar el espacio-tiempo futuro asintoticamente
plano (asintéticamente Minkowskiano). En el exterior del agujero negro, por el contario, las
curvas nulas y temporales pueden ser extendidas al infinito. El horizonte de eventos se
define como la frontera entre esa region y la region exterior.

El Teorema de No Pelo establece que: En relatividad general; las soluciones de agujeros

negros para las ecuaciones de Einstein-Mazwell de la gravitacion y el electromagnetismo
se pueden caracterizar completamente por solo tres parametros Masa, Carga eléctrica y
Momentum angular * [95].

! Los agujeros negros son soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein y se definen como aquella regién
del espacio-tiempo al interior del cual el campo gravitacional es tan fuerte que nada inclusive la luz puede
escapar de él.

2El fisico estadounidense John Archibald Wheeler acuné el término Agujero Negro en el afio 1968 con la
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El estado final de un agujero negro es independiente del cuerpo del que se contrajo o de la
materia de la que provino, de la forma del cuerpo original.

Este teorema se manifiesta en la existencia de las siguientes soluciones a las ecuaciones de
campo de Einstein

» Schwarzschild

» Reissner-Nordstrom
= Kerr

= Kerr-Newman

Las dos primeras soluciones describen agujeros negros estaticos y las dos ultimas agujeros
negros en rotacion.

Un gran desafio para la fisica tedrica es comprender la dindmica del espacio tiempo al interior
del horizonte de sucesos de los agujeros negros cuando los efectos cuanticos de la geometria
se activan, y se tiene la conviccion de que un tratamiento cudntico completo de un agujero
negro podria resolver la singularidad en la curvatura que surge en su centro [90].

Para los objetivos de esta tesis vamos a estudiar solamente la solucién de Schwarzschild y
su extension Schwarzschild - (A)dS la cual incluye la constante cosmolégica

4.1. Agujero negro de Schwarzschild-(A)dS en relatividad
general

El elemento de linea del espacio-tiempo de la geometria de Schwarzschild esta dado por:
ds® = —f(r)dt* + f~1(r)dr® + r*(d9* + sin® §d¢?) (4-1)

donde
2GM

c2r

flr) = (1 -

) (4-2)

c es la velocidad de la luz.
t es la coordenada temporal medida por un reloj estacionario en el infinito.

frase los agujeros negros no tienen pelo (o sea, no tienen informacion).
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r es la coordenada radial.
(0, ¢) son los dngulos de las coordenadas esféricas.

El radio de Schwarzschild del cuerpo central M que genera el campo gravitacional se obtiene
de la solucién a la ecuaciéon f(r) = 0 y estd dado por:

2GM
2

. (4-3)

rs =

El Tensor métrico esta definido por los coeficientes del elemento de linea en la ecuaciéon 4-1

2GM 2GM\ !
glw_diag{— (1— 5 ),(1— 5 ) ,7’2,7‘2811120}.
re re

Los simbolos de Christoffel diferentes de cero que corresponden a la métrica son:

It = 0., =e2099.a,I" =00,

[l = 1/r,Thy=—re 10 =1/r,
Zxﬁ = _—re2Bgin? 0, FZ¢ = —sinfcosf,
FZ’¢ = cosf/sinf

El tensor de curvatura tiene las siguientes componentes no nulas

2GM 2GM N\ GM
Roio1 = (— 3 ) ; R0202=—(1— 3 )—,
r c2r r
2GM\ GM . GM
Ro303 = — (1 -2 ) . sin® 6, Ri912 = 2 200
oM, 2GM\ .,
R1313 - m S1n 9, R2323 = — (7” — 2 ) S1n 0,

y las permutaciones correspondientes.

Entre las caracteristicas de la solucién de Schwarzslchid encontramos que al tomar el limite
cuando r — oo en el elemento de linea (4-1) se obtiene la métrica del espacio-tiempo plano
de la relatividad especial en coordenadas esféricas

ds* = dt* — dr* — r?dQ?, (4-4)
lo que significa que el espacio-tiempo de Schwarzschild es asintéticamente plano [97].

La solucién de Schwarzschild es estacionaria dado que el elemento de linea Ec.(4-1) es inva-
riante bajo inversién temporal.
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Al tener en cuenta el limite Newtoniano podemos dar una interpretacion fisica a la constante
obtenida en la solucién cuando se considera que una particula puntual con masa M ubicada
en el origen del sistema de coordenadas genera un potencial de la forma:

GM
p=——.

r

Adicionalmente, dado que la forma de la componente temporal de la métrica que en unidades
naturales G=c=h =1 es:

Gt = — (1 - %) : (4-5)

r

Se puede concluir que la constante de integracion M se puede interpretar como la masa del
objeto central que genera el espacio-tiempo de Schwarzschild.

Existen dos tipos de singularidades en la soluciéon de Schwarzschild.

= Remowibles: Son aquellas que se pueden eliminar al realizar un cambio de coordenadas.
También se conocen como Singularidades de Coordenadas. Un ejemplo es el horizonte
de sucesos en la solucion de Schwarzschild.

s [ntrisecas: Son aquellas que no pueden removerse con cambios de coordenadas. Tam-
bién se les conocen como Singularidades fisicas, reales o esenciales. como la que se da
en el centro del agujero negro.

En presencia de la constante cosmolégica, la funcién Ec.(4-2) del elemento de linea (4-1) es:

f=1-221 A, (4:6)

donde Gy A son las constantes de Newton y cosmoldgica, respectivamente. Al relacionar el
signo de la constante cosmologica con el elemento de lina podemos describir:

A <0 Schwarzschild anti de-Sitter AdS
AL A=0 Schwarzschild
A>0 Schwarzschild de-Sitter dS

Estas soluciones tienen un una singularidad tipo-espacio en r = 0. También, las soluciones
dan lugar a horizontes donde la Ec.(4-6) se anula. Dependiendo del signo de A y de M se
puede determinar la estructura de los horizontes de los agujeros negros. Para A < 0 existe una
raiz real r 445 = 9. Para A = 0 el horizonte concuerda con el horizonte del Agujero Negro de
Scwarzschild rgg = 2GM/cy, para A > 0 tenemos dos casos. El primero es cuando M = 0 el
elemento de linea (4-1) se reduce a dS con una constante cosmolégica en rc\/i’)/_A =1y |m=o,
y en el siguiente caso cuando M > 0 el horizonte del agujero negro se manifiesta en 7 = r__.
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Al incrementarse la masa del Agujero Negro, el horizonte crece, mientras que la constante
cosmoldégica se reduce r, = 7r.

Para la masa critica
1
3GVA

los dos horizontes coinciden y se obtiene el Agujero Negro de Nariai como el Agujero Negro
maximo en el espacio de de-Sitter. Ahora cuando M > M4, los dos horizontes desaparecen

Mméx -

y el elemento de linea (4-1) describe una singularidad desnuda [90].

4.2. Agujero negro de Schwarzschil-(A)dS en seguridad
asintotica con truncacidn de Einstein-Hilbert

Como ya se ha mencionado, uno de los objetivos de esta tesis es el estudio de la acrecién por
agujeros negros tipo Schwarzschild de Sitter y Schwarzschild-(Anti-)de Sitter en gravedad
cuantica de Einstein.

Cuando los efectos cuanticos gravitacionales entran en juego el elemento de linea que describe
al agujero negro clasico sufre modificaciones que se manifiestan en el cambio de la constante
de Newton Gy por una constante de acoplamiento dependiente de la escala G (r) y en una
constante cosmoldgica A también dependiente de la escala A(r). Ver [98]

Gy — G(r), A= A(r). (4-7)

La solucion clasica para un agujero negro esféricamente simétrico con constante cosmologica,
estd dada por el elemento de linea:

dr?

ds* = —f (r)dt* + o] + r2dQ? (4-8)
donde

2G oM, 1
fcl (T’)Il— E; 0 —§A0T2, (4—9)

con unidades naturales h = ¢ = 1 y la constante de estructura fina oy = % se deja explicita.
Esta solucion colapsa para valores pequenos de la coordenada radial. Lo que se puede ver al
evaluar cantidades invariantes como el escalar de Kretschmann en ese limite.

I8G2M2 8

+ A2, (4-10)

R v O'ijpg =
HYp ,r.6 3
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Desde que f(r) < 0 para AM? > 1/9, entonces debemos tener 0 < AM? < 1/9 que conducen
a dos raices el horizonte de eventos rj, y el horizonte cosmologico r. para la geometria de
Schwarzschild de-Sitter:

2 o)
rh = ﬁcos (§> : (4-11)
re = % Ccos (% + gﬂ') : (4-12)

donde cosav = —3M+/A con 7 < a < 37/2, y el dominio 2M < r, < 3M y r. > 3M. Los
dos horizontes confluyen cuando r, = r. = 3M

De la truncacién de Einstein-Hilbert la accion efectiva esta dada por la ecuacién (3-57)
y los acoplamientos adimensionales son: g, = Grpk? y A\, = Ayk~2. La evolucién de estas
constantes de acoplamientos esta gobernada por las correspondientes ecuaciones del grupo
de renormalizacién [7,55]:

kOkgr = Bg (gkv /\k) ) kO Ak = B (Qk, /\k) ) (4‘13>
donde:

51 (9:0) = (ny — DA+ 5 g [108} (20) — 88} (0) — 58} (0)] (110
By (g, A) = (2+nn)g- (4-15)

La dimension anémala de los acoplamientos de gravitacién estan dados por la Ec.(3-61)
donde las dos funciones de la constante adimensional estan dados por

Bi(\) = 3% [5D1 (—2X) — 18®3 (—2)) — 4@} (0) — @3 (0)] , (4-16)
By (N) = —%% [5D7 (—2X) — 18®3 (—2A)] . (4-17)

Las funciones ®; se calcularon en el esquema de corte optimizado [98—100]

o1 1
P (w) = Tnt1)(l+w)p’ (4-18)
o ! ! (4-19)

RS s N T
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Se observa la existencia de un punto fijo no trivial en el que 8, = 0, 8\ = 0. Este punto estd
localizado para los valores de los acoplamientos

9. = 0,707, A = 0,193, (4-20)

y se acerca al UV por un conjunto especifico de trayectorias. Utilizando la Ec.(4-20) las
constantes de acoplamiento dimensional pueden aproximarse a la vecindad del punto fijo

lim Gy = g.k™2, lim Ay = MK, (4-21)

k—o0 k—o0

Algunas veces es conveniente trabajar con aproximaciones analiticas del flujo del grupo de

renormalizacién [98, 101, 102]
Gok?
o (k) = 7 (4-22)
L+ 0 (k2 — kf)
Ag k2 G 1+ 2ok
A(k) = 5 A, (1 — ﬁ) + Cok? log 1 Goje &kQ . (4-23)
gx

Ademas de la forma analitica cerrada, esas funciones tienen la ventaja de que poseen un
limite infrarrojo bien definido k — kg, es decir

gr = Gokg , Ae = No/kg . (4-24)

La identificaciéon entre la escala k y la coordenada radial r se hace a través de

¢
d(P (T) 7a07G07M07A0) 7

k (T) g, GO; M07 AO) = (4_25>

donde P (7) es el punto en el espacio-tiempo que quiere estudiarse, y d (P) es la longitud de
escala caracteristica que separa al punto P (r) del agujero negro.

Para la métrica del agujero negro Ec.(4-8), la funcién d(r) esta dada por:

(4-26)

d(r):/or\/%:/or\/“_é_%%ﬂ'

De una forma u otra la dependencia de escala de los acoplamientos (G, Ay en la accién efec-
tiva y la dependencia radial del ajuste de escala k(r) tendra que resultar en la modificacion
del elemento de linea del espacio-tiempo del agujero negro. Como primera aproximacion que
se espera que sea lo mas confiable en el IR, se puede aplicar el esquema de la "Solucion Clasi-
ca Mejorada”que implementa la dependencia de escala basada en la correccién del elemento
de linea clasico [98].
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En este esquema de mejoramiento, se promueve la escala de acoplamientos independientes
que estan presentes en la solucion clasica a la escala de cantidades dependientes conocidas
del flujo del grupo de renormalizacién Ec.(4-14) y Ec.(4-15).

fr(r)=1-— e §)\ (k) k*r?. (4-27)

La escala arbitraria k se convierte en una cantidad fisica relevante debido al ajuste de escala
Ec.(4-25).

4.2.1. Correcciones cuanticas a la métrica en el espacio-tiempo de
Schwarzschild de Sitter y anti-de Sitter

En presencia de la constante cosmologica la solucion para el agujero negro de Schwarzschild
estd dada por el elemento de linea (4-1) con el coeficiente métrico f(r) de la forma:
2GM 1

f(r)y=1 . §Ar2, (4-28)

donde GG y M corresponden a la constante clasica de Newton y la constante de integracion
respectivamente, A es la constante cosmoldgica.

Cuando k — oo, la dependencia de escala de las constantes de acoplamiento se rigen por el
punto fijo no gausiano (NGFP) [103]

20.M 1
flr)=1- Z:Tr — AR (4-29)

donde g, y A, indican la posicion del NGFP y el * actiia como un recordatorio de que esta
solucién describe las asintotas para k — oc.

<
dr’

o /3 | /A
r = A arcsin 3 r
k,2
=Gk [1— ,
g ( 0,707)

3
0,137 GA g \?2 37 G«
A = 5+ —— | (1— -5+ — 15— .
Jx (( + 0,137) ( 0,707) * 2(0,707) ( 0,707))

k::

9
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0.1

Figura 4-1.: f(r) vs r para Schwarszchild de Sitter con valores de £ = 0,2 (azul), £ = 0,4
(rojo), & = 0,65 (verde), & = 0,85 (magenta), G = M =1y A = 0,001. Las
lineas punteadas corresponden al f(r) clasico.

Para el caso anti de-Sitter tenemos:

2g.M 1.5 4
f(r)y=1- 12, —gk*kr ,
donde:

§
k==
dr’

/ —A
dr = _iAarcsinh[ ?r] ,

=Gk (11— i
9r = 0.707 )

3
0,137 GA ge 2 37 G«
. = 5+ —— | (1— -5 5— .
A Jx (( + 0,137) ( 0,707> + 2(0,707) ( O,707>>
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0.1

Figura 4-2.: f(r) vsr para Schwarszchild anti de-Sitter con valores de £ = 0,2 (azul), £ = 0,4
(rojo), & = 0,65 (verde), £ = 0,85 (magenta), G = M =1y A = —0,001. Las
lineas punteadas corresponden al f(r) clasico.

4.3. Agujero negro de Schwarzschild en seguridad
asintética con derivadas de orden superior

La mayoria de las investigaciones en Seguridad Asintética sobre modificaciones a las métricas
clasicas de agujeros negros han sido llevadas a cabo usando la llamada truncacion de Einstein-
Hilbert en la cual solo se considera el término de Einstein-Hilbert en la accion efectiva vy,
ocasionalmente, el término de constante cosmologica. La inclusion de términos con derivadas
de alto orden, a saber, el cuadrado del escalar de Ricci R, el cuadrado del tensor de Ricci
R, y el cuadrado del tensor de Riemann R, ., fue iniciada en [10]. El punto de partida
en este trabajo es la accion efectiva.

Lrlgw] = /dA‘x\/—_g

[k*go (k) + p*g1 (k) R + g2q (k) R* + gop (k) Ry R (4-30)
+2c (k) Rupo R + O (K°R*) + ..] |

donde g es el determinante del tensor métrico g,, y k es el momentum de corte.

Los coeficientes g; = (i = 0, 1, 2a, ...) son parametros de acoplamientos adimensionales. Para
grandes longitudes de onda, se tiene

A (k)

“Say B .

Jo (lf) =
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1

_mw : (4-32)

g1 (k) =

Las ecuaciones de campo generalizadas para la accion Ec.(4-30) en el vacio son:

ol [gul/]

G =
0

=T (4-33)

donde G" es el tensor de Einstein generalizado y T"" = (0. Debido a esta ultima condicion
la traza del tensor G* se anula

G = guG" (4-34)
= 2]€4go + k291R -2 (392a + gJop + ggc) OR=0. (4—35)

Asumiendo una métrica esféricamente simétrica:

2

ds* = —A(r)dt* + dr

2 1002 B
IR 02 (4-36)

tomando A = B por simplicidad, y despreciando la integracién temporal, la accion efectiva
toma la forma:

I [A] = / dramr? (gok* + gik°R + g2a R + g Ry B + goc (k) Ruro R*™27) (4-37)
Asi, para obtener las soluciones en el vacio debe resolverse la ecuacion:

oT),
My, (4-38)

cuya solucién es:

A(r) =T+ er™ +er™ + C—; +car?, (4-39)

donde los exponentes n; = (j =1,2) estan dados en términos de los acoplamientos g =
(k=a,b,c)

A partir de la condicion G=0 y con la escogencia natural ¢; = ¢ = 0 resulta:

ZGkM 7‘2
r L3’

Ar)y=1

(4-40)

donde L% es el radio del espacio Schwarzschild-(A)-dS asintético el cual depende de p.
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La ecuacion exacta del grupo de renormalizacion funcional es, como sabemos, la ecuacion de
Wetterich

0 1
— =Ty (6@
VAL 2T7"(5 Ty + R(p))

0
Olnk

R(p) (4-41)

donde R (k) es el momentum de corte que estd usualmente determinado por el proceso de
corte optimizado. En la formula anterior se supone que los términos de la fijacién del gauge
estan ya incluidos.

Los términos con derivadas superiores en la accién efectiva Ec.(4-30) se pueden reagrupar

de la siguiente manera

1 0
P = /d4m\/—_g {;—)\RQ - ﬁ02 +3EB| (4-42)

donde el cuadrado del tensor de Weyl es:

RQ

C? = ClypoC"" = Rpo RP — 2R, R™ + = (4-43)

E = R0 R"" — 4R, R" + R?, (4-44)
Adicionalmente

1 0 w
= —— o — + —, 4-45
920 =~y TN T (4-45)
1 46

-— 4-46

g2p )\ )\ ) ( )
1 0

= —— = 4-47

g2 3\ + \ ( )

Las funciones beta para los coeficientes adimensionales de los términos con derivadas de
orden superior estan dadas por:

1133
S —— 4-48
/3)\ (47’{')2 10 ) ( )
1 /5. 183 10
= DAt 2wt w? ) 44
: (4@2(12 TR 3“’) (4-49)
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1 196 133
=——— | —A+—X0) . 4-50

Al resolver las funciones beta para los acoplamientos gravitacionales y la constante cosmo-
légica, se observa un punto fijo Gausiano en el limite infrarrojo (IR) y un punto fijo No
Gausiano en el limite ultravioleta (UV). El resultado es:
(Arr + nk*GN) (1 + EK*Gy)

8 k?4G N ’

go = — (4-51)
1+ LREN
91 = 167T/<I2GN ’

donde Gy v Ajg son los valores del acoplamiento gravitacional y la constante cosmoldgica

(4-52)

en el limite infrarrojo que se determinan por observaciones astronémicas. En el limite ul-
travioleta (UV) los coeficientes del término de Einstein-Hilbert de la accién de la gravedad
fluye hacia un punto fijo no gausiano con gy — g5 y ¢1 — ¢;. Para obtener los valores del
punto fijo no gausiano de la variables restantes, en los términos con derivadas superiores la
ecuacion de flujo se resuelve numéricamente y se obtiene

g~ MON L 6331 % 10-% 4-53
0
8w
g~ Sy 432 x 1072 (4-54)
167 ’ ’

Se puede relacionar la constante de acoplamiento (variable) gravitacional Gy con el coeficiente
g1 mediante

B 1 B Gy

© 167k2%g, 14+ RGN

G, coincide con la constante de Newton G'x a bajas escalas de energias, pero decrece rapi-

(4-55)

k

damente como el momentum de corte k, lo que implica un debilitamiento de la gravedad a
escalas de altas energias.

Recordando que la variable G de la ecuacién (4-34) se anula para el estado vacio T* = 0,
insertando la Ec.(4-40) en la ecuacién (4-34) y haciendo uso de las ecuaciones (4-45), (4-46),
(4-47) se podria en principio resolver para el momentum de corte como una funcién de la
coordenada radial r haciendo G = 0 lo cual da

- 2
G = 2k'gy + k2g, R — TWDR —0. (4-56)

A partir de esta ecuacion es posible obtener una identificacion entre las escalas k y la coor-
denada radial r en la forma:

M2\ 5
k(r) ~ 2,663 (—) r
Aol

NI

(4-57)
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4.3.1. Limite ultravioleta

A medida que la coordenada radial tiende al origen la escala del corte de energia podria
ser muy alta y los pardmetros de acoplamiento podrian haber llegado a su punto fijo no
gausiano. En consecuencia, el acoplamiento gravitacional se expresaria

B 1 N 1
16wk (r) g~ k2 (r)”

En este caso el coeficiente A se aproxima a cero dando lugar a un ¢; infinitamente grande.

Gy (1) (4-58)

Podemos despreciar el ltimo término de la solucién (4-40) ya que el radio del espacio
asintotico dS diverge. Introduciendo la Ec.(4-57) y la Ec.(4-58) en la Ec.(4-40) se obtiene la
forma aproximada del factor de la métrica en el limite UV

625
5127

El resultado indica que el factor métrico A (r), a diferencia de su contraparte en GR, ya

N[

Apy (r) =1 Xl (Mr) (4-59)

no es singular en el interior del horizonte del agujero negro en seguridad Asintética (AS)
con términos con derivadas de orden superior. Ingenuamente pareciera que la geometria
corresponde a un espacio-tiempo asintotico de Minkowski cerca al origen. No obstante, para
el escalar de Ricci tenemos:

1 1

9375 (Mr)2 |Xo|?
~ . 4-60
20487 rs ’ (4-60)

que es singular en el origen del espacio-tiempo. Al aplicar la condicién de horizonte Ayy (1) =

0, se obtiene una soluciéon aproximada para altas energias
0,671

= 1 9
|Xo|2 M

Tuv

(4-61)

indicando que la singularidad en la curvatura esta escondida detras del horizonte UV. Se
alteran también la otra familia de invariantes y reflejan la suavizaciéon del comportamiento
singular en la teoria de gravedad asintéticamente segura:

31640625 v/ Ao M

pde o 207DV A0 4-62
Byl 4194304 72 13’ (462)
1171875 v/ Ao 73
WAG ~ 7 T VIO 4-63
ChunraC 4194304 72 M’ (463)
59765625 /Ao 1°
R, R™ ~ o (4-64)

8388608 w2 M
Esto podria compararse, por ejemplo, con el escalar de Kretschmann; el cual diverge en GR
en el origen como ~ 1/6.
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4.3.2. Limite infrarrojo

Cuando el momentum de corte fluye hacia el régimen infrarrojo los términos de derivada
superior se suprimen automdticamente y se desprecian. En este caso p ~ 1/6. Se sigue
entonces que

Gr (1) ~ Gy (1 — gGN) , (4-65)

72

donde E es una constante del orden de la unidad.

4.3.3. Correcciones cuanticas a la métrica de Schwarzschild en
seguridad asintdtica con derivadas de orden superior

La teoria de gravedad con derivadas de orden superior incluye el cuadrado del escalar de
Ricci, el cuadrado del tensor de Ricci, el escalar de Kretschmann y los acoplamientos gravi-
tacionales variables en la accion efectiva. Las correcciones cuanticas a la métrica se tienen en
cuenta promoviendo la constante gravitacional clasica de Newton a través de un acoplamiento
continuo (variables) que evoluciona bajo las ecuaciones del flujo RG gravitacional.

El limite a bajas energias en flujo RG gravitacional esta dado por:

fo(r)%f(r)zl—ﬂ(l——>, (4-66)

donde £ es un parametro con dimensiones de longitud al cuadrado asociado a la identificacion
de escala entre la escala de momentum p y la coordenada radial r la cual en el régimen
infrarrojo toma la forma p ~ %

Los efectos cuanticos en la geometria del espacio-tiempo estan codificados en £ tal que para

¢ = 0 el coeficiente cléasico fy (r) es recuperado. La condicién para el radio del nuevo horizonte
de eventos fj (1) es una ecuacién genérica cubica

P —2Mr? + 2M3€ =0, (4-67)

donde se introduce por conveniencia el parametro £ = % La tnica solucién real r,rr a la
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ecuacion (4-67) es:

U P 4 +§/8—27§+3\/§,/§(27E—16)
rhs 6 _ =
\5/8—27§+3\/§,/§ (275— 16)

(4-68)

09y
081

0.7}
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Figura 4-3.. Dependencia de ¢ = T;f’h—ISR en §~= %, para '{: 0, se tiene 7,7z = rps Mientras
que para un & mayor que el valor critico &, = é—? no hay horizonte en absoluto,
y surge una singularidad desnuda.

La figura (4-3) muestra el cociente ¢ = 7;};—’; como una funciéon de 8 para E = 0, se tiene
16
o n
absoluto, y surge una singularidad desnuda. Lo anterior implica que cada valor de & en el

27¢
16
dos horizontes. Uno interno (horizonte de Cauchy) y otro exterior al horizonte de eventos,

rhir = Ths Mientras que para un £ mayor que el valor critico £ = == no hay horizonte en

rango 0 < 2 < gc selecciona una masa critica M, = tales que para M > M, existen

para M < M, se desarrolla una singularidad desnuda y finalmente para M = M., los dos
horizontes se fusionan.
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fir)
251

Figura 4-4.: Graficos de la métrica mejorada f (r) para M < M, (azul) M = M. (rojo)
M > M, (verde) con masa critica M. = 0,918 correspondiente a £ = 0,5 y la
métrica clésica fo (r) para M = M, (linea punteada).

La figura (4-4) ilustra la métrica mejorada f (r) con masa critica M, = 0,918 correspondiente
a & = 0,5y la métrica clasica fy (r) para M = M,. Se ignora la singularidad desnuda del
espacio-tiempo ya que nuestro objetivo es estudiar los efectos cuanticos gravitacionales en la
acrecién hacia un agujero negro de Schwarzschild.

Para futura referencia, notese que para M > M., el horizonte exterior de la soluciéon mejorada
al expandirse a primer orden en £ adquiere la forma:

ThiR = ThS — @) (4-69)

El anterior resultado muestra el desplazamiento del horizonte de las soluciones mejoradas del
grupo de renormalizacién (RG) en agujeros negros hacia valores mas pequenos con respecto
a su contraparte clasica.

4.4. EIl escenario de seguridad asintotica en el contexto
de la astrofisica y la cosmologia

Desde inicios del presente siglo se han hecho esfuerzos para determinar las modificaciones a
las que da lugar el escenario SA tanto en la descripcion de la evolucién del universo en sus
primeras etapas después del big bang como en la descripcién de fenémenos en la vecindad
del horizonte de sucesos de agujeros negros, es decir, en el régimen de campo gravitacional
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intenso. En este segundo caso, asi como en esta tesis, la esperanza es poder identificar
fenomenos que permitan predecir observables que, con la ayuda de técnicas obervacionales
avanzadas, permitan la confrontacion de la teoria con las observaciones. En esta seccién se
describen los desarrollos que se han hecho en esta direccion como preambulo al préximo
capitulo en el cual se describiran los aportes de la presente tesis.

4.4.1. Implicaciones cosmologicas

En la actualidad la cosmologia presenta interrogantes que deberian, supuestamente, ser res-
pondidas por una teoria cuantica de la gravitacion. Entre estos pueden mencionarse la na-
turaleza de la singularidad inicial, la isotropia de la expansién del universo, y el problema
de la constante cosmoldgica.

Con base en el escenario SA [7,55,105] se ha demostrado que existe una clase de trayectorias
de RG (Grupo de Renormalizaciéon) obtenidas de la gravedad cuéntica de Einstein en la
aproximacién de Einstein-Hilbert, [55] que posee todas las propiedades cualitativas que uno
esperaria de la trayectoria RG que describe los fenémenos gravitacionales en el universo real.
En particular, tener un régimen clasico prolongado y una constante cosmoldgica positiva
pequena en el infrarrojo (I R).

Determinando los parametros de la teoria a partir de las observaciones, se encuentra que de
acuerdo a la trayectoria particular en QEG, la constante cosmoldgica A (k) cambia alrededor
de 120 6rdenes de magnitud entre los valores de k a escalas del orden de la masa de Planck
y su valor a escalas macroscépicas, mientras que la constante de Newton G (k) no tiene una
dependencia fuerte de k£ en este régimen. Para k > mp;, el punto fijo no gausiano el cual
es responsable para la renormazabilidad de QEG controla su escala de dependencia. El el
profundo UV k — oo, A (k) diverge y G (k) se aproxima a cero.

Se ha argumentado también que los efectos cuanticos pueden explicar toda la entropia actual
de la radiacion en el Universo y dar lugar a una fase de expansién inflacionaria [105]. Ademas,
la prediccién de que el estado final de la evaporacion del agujero negro es un remanente del
tamano de la escala de Planck que se forma en un tiempo infinito.

4.4.2. Implicaciones a escalas galacticas

En [100], estudian el flujo del grupo de renormalizacién no perturbativo y se argumenta
que a grandes distancias (IR) podria haber fuertes efectos de renormalizacién, incluida una



4 Agujero negro de Schwarzschild-(A)dS en relatividad general y en
50 seguridad asintética

dependencia de escala de la constante de Newton, que imita la presencia de materia oscura a
escala galactica y cosmologica. Estos efectos se deben a la invarianza gauge y una excitacién
sin masa, el gluén (gravitén), implicando posibles divergencias en el IR que el flujo RG debe
curar de forma dinamica [106].

En otras referencias [107], se plantea la hipdtesis de que los campos de materia presentes
en el mundo real no cambian las caracteristicas cualitativas del flujo de Einstein-Hilbert, y
luego, sobre la base de esta hipétesis, se trata de precisar la trayectoria RG especifica de
QEG que se realiza en la naturaleza.

En la astrofisica moderna, se tiene el misterio de la materia oscura en la que la aparente
discrepancia de masa no se deba a una forma desconocida de materia, sino que indica que
estamos usando la teorfa de la gravedad incorrecta [106, 108]. Por ejemplo, estudian las
curvas de rotacion de galaxias, al tratar de explicar las curvas de rotacién no keplerianas en
términos de una ley de Newton modificada, se debe agregar un término no clésico [109].

Finalmente, en [100] consideran que los efectos IR posiblemente estén en accion en la cosmo-
logia y por ende, es plausible sospechar que en algtin lugar entre el sistema solar y las escalas
cosmoldgicas deberfan volverse visibles por primera vez [107, 110]. Emplearon una especie
de "mejora RG”, analizando un modelo de galaxias estaticas, esféricamente simétricas, y
cuando la escala k se toma como la inversa de la distancia radial propia y se identifica la
escala k con una cantidad geométrica apropiada comparativamente simple (local). Los trun-
camientos efectivamente imitan términos mucho més complicados (no locales) en la accién
efectiva [110].

4.4.3. Caracteristicas de la imagen de agujeros negros regulares
rotantes

En [111], partiendo de la idea que también guia a esta tesis de que los desarrollos tedricos
fundamentales deben estar vinculados a las caracteristicas de observacién de los agujeros
negros en sus entornos astrofisicos naturales para asi comprender la verdadera naturaleza
de estos. En el paper estudian una familia de agujeros negros regulares rotantes (tipo Kerr)
basados en el principio de localidad y se han identificado rasgos caracteristicos de la imagen
de la sombra del agujero negro asociados a la regularidad de las soluciones mejoradas RG
los cuales persisten en presencia de un modelo de disco analitico simple.

Partiendo del hecho de que el escenario AS elimina (o al menos suaviza) la singularidad
en agujeros negros, es decir que estos son regulares lo que da lugar a un debilitamiento
de la fuerza gravitacional, en [111] se muestra que se obtienen sombras de agujeros negros
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mas pequenas tanto en los casos esféricamente simétrico y axialmente simétrico. En el caso
anterior, la sombra tiene las mismas caracteristicas que las de un agujero negro clasico de
masa mas pequena.

También se obtiene que los efectos inspirados en seguridad asintética hacen mella en la
sombra cerca al ecuador en la imagen. Naturalmente si los efectos de la gravedad cuantica
se suprimen por la escala de Planck, estas caracteristicas estan presentes pero resultarian
indetectables para agujeros negros astrofisicos.

Se concluye que los resultados sugieren que los agujeros negros regulares podrian caracte-
rizarse por un conjunto de propiedades fisicas que dan como resultado caracteristicas de la
imagen de su sombra cualitativamente distintas a las que se esperan a partir de la relatividad
general clasica [111].

4.4.4. Espectroscopia de linea de hierro de discos de acrecion
alrededor agujeros negros en gravedad asintoticamente segura

En la referencia [112] se estudia la forma esperada de la linea de hierro en el espectro
de reflexiéon de los discos de acrecién alrededor de los agujeros negros en una gravedad
asintoticamente segura.

Con el objetivo de saber si la técnica de espectroscopia de lineas de hierro se puede utilizar
como herramienta para probar la gravedad asintéticamente segura, se comparan los resulta-
dos de las simulaciones con las formas de lineas de hierro esperadas en el espectro de reflexién
de los discos de acreciéon alrededor de los agujeros negros de Kerr.

En las coordenadas Boyer-Lindquist, el elemento de linea de un agujero negro rotante es:

[ oMy 3 5
2 _ _ S 2 = 2 2 B
ds® = 1 > (1 7“2> dt —I—Adr + Xdo (4-70)
[ 2a%M sin 3 daMr sin® ¢
bl a2y 200 N G gage - AMrsmTO L S s
by r2 3 r2

donde M es la masa del agujero negro, a = J/M es el pardmetro de rotacién por unidad
de masa del agujero negro, ¥ = 1% +a?cosf y A = r? — 2Mr + a? + 22&. El pardmetro &
aparece en la constante de Newton G (r) tal que cuando £ — 0 se recupera la métrica de
Kerr.
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Para la espectroscopia de la linea de hierro® se consider6 un agujero negro con disco de acre-
cién geométricamente delgado y dpticamente grueso [95, 116] y se supone que las particulas
del gas en el disco de acrecion siguen Orbitas circulares en el plano ecuatorial.

El objetivo del estudio [I 12] fue comprender si las observasiones de rayos X actuales pueden
probar la gravedad asintéticamente segura al restringir el parametro { y sus resultados
muestran que las observaciones de una misién de rayos X actual como NuSTAR no pueden
restringir en absoluto el parametro 5

También se concluye que en su modelo simplificado no es posible repetir el estudio simulando
futuras observaciones de rayos X, y por lo tanto, no pueden plantear la cuestién de probar
la gravedad asintéticamente segura utilizando espectroscopia de la linea de hierro con la
proxima generacion de misiones de rayos X.

4.4.5. Rayos-X intensos en gravedad cuantica asintéticamente segura

La espectroscopia de rayos-X estd basada en el fenémeno fundamental de la acrecién de
materia en los agujeros negros. En la referencia [117] se estudian las capacidades de la espec-
troscopia de reflexion de rayos-X para restringir el valor inverso del punto fijo adimensional
(parametro de escala) 7 a partir del andlisis de una observacién realizada por el observatorio
de Suzaku del sistema binario GRS1915+ 105 (también conocido como V1487 Aquilae) en el
2007 ya que este sistema es inestable pero durante este afo presentando un espectro simple
con caracteristicas fuertes de reflexion como la luminosidad del disco a escala Eddington
alrededor del 20 % y disco delgado de baja temperatura. Estas restricciones se compararon
con las obtenidas a partir de imagenes de agujeros negros.

En ese estudio se propone un disco estandar tipo Novikov-Thorne cuyas propiedades son:
dpticamente grueso, geométricamente delgado, ecuatorial y sin campos magnéticos [118] y
se desarrolld6 un modelo numérico para calcular los espectros de reflexién del agujero negro.

Se estudiaron los siguientes observables: (a) La ISCO dada su importancia en el proceso de
la acrecion y (b) el espectro de reflexion para obtener una idea del parametro de desviacion
no Kerr 7 en el contexto de la espectroscopia de rayos X.

Finalmente, se encuentra que el pardmetro de rotacién a y la inclinacion de GRS1915 + 105
son altos, la abundancia de hierro esta por debajo de la abundancia solar, y la energia de corte
es bastante baja. Todo lo cual es consistente con resultados de otros estudios. Igualmente,

3Los céalculos de la linea de hierro observada por un observador distante se han discutido extensamente
en [113-115)
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se obtiene para gamma la cota superior del parametro 7 igual a ¥ < 0,047 con un 90 % de
certeza.



5. Acrecion hacia Agujeros Negros en
seguridad asintotica

En este capitulo, se presentan los resultados del estudio de la acrecién hacia agujeros negros
de Schwarzschild en el escenario de seguridad asintética y se publicaron en [119, 120].

Un repaso de la acrecion esféricamente simétrica a la Littleton-Bondi se presenta en el
apéndice A

5.1. Acrecion esféricamente simétrica hacia un agujero
negro de Schwarzschild

Se utiliza un enfoque de un sistema dindmico hamiltoniano para el analisis de acrecion de
cuatro tipos de fluidos isotérmicos:

» Ultra-Rigido

= Ultra-Relativista
» Radiacion

= Sub-Relativista

Para el estudio de los efectos cuanticos sobre la estabilidad de la acrecién se usa un proceso
perturbativo basado en la ecuaciéon de continuidad con tasa de acrecion siendo la cantidad
perturbada.



5.1 Acrecién esféricamente simétrica hacia un agujero negro de
Schwarzschild 55

5.1.1. Acrecion esféricamente simétrica como un sistema dinamico

La formulacién del problema de la acrecién hacia objetos compactos como un sistema dinami-
co hamiltoniano se propuso por primera vez en [121-123]. Un sistema dindmico Hamiltoniano
auténomo es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en 2n incognitas p = (p1...pn)
(momentum generalizado) ¢ = (¢;...qn) (coordenadas generalizadas) de la forma:

= — 5-1
= . 5-2

donde H es alguna funcién de (p,q,t) conocida como la funcién hamiltoniana del sistema
(5-1), (5-2). Un sistema hamiltoniano también se dice que es un sistema canénico y en el caso
auténomo (cuando H no es una funcién explicita de t) se puede denominar como un sistema
conservativo, siempre que en este caso la funcién H (que a menudo tiene el significado de
energia) sea una primera integral (i.e. la energia se conserva durante el movimiento).

Los puntos fijos (o puntos criticos) del sistema dindmico son aquellos que satisfacen:

dpi_
dt =0,
dgi_
E_O'

En estos puntos el campo vectorial, que determina la direccién de las trayectorias en el
espacio de fases, es nulo.

Recordemos que el proceso de acrecién esta basado en dos leyes de conservacion:

» La ecuacion de continuidad, la cual expresa la conservacion del nimero de particula

V* (nUM) = 0, (5-3)

= La conservaciéon de momentum-energia

VT, =0, (5-4)

donde T™ es el tensor momentum-energia

™ = (p+p)U"U" + pg"” . (5-5)
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De la condiciéon de normalizacion U*U,, = —1 se obtiene:

up = —ful =/ f + (ur)?. (5-6)

Se asume que la materia en acrecién es a su vez isotérmica e isentropica, con la ecuacién de
estado h = h (n) donde h es la entalpia especifica.

€+
h== L (5-7)
El fluido esta descrito por las ecuaciones termodindmicas
dp = ndh , (5-8)
de = hdn . (5-9)
La velocidad local del fluido es:
22 Op _dp _ndh _dlnh (5-10)

"~ Oely_, de hdy dlnp’

Para la acrecion estacionaria esféricamente simétrica, las leyes de conservacion en la Ec.(4-
67), producen

nu'r* = C , (5-11)

huy, = Cs (5-12)

donde C' y C; son constantes de integracion arbitrarias.

Para describir el proceso de acrecién como un sistema dindmico hamiltoniano bidimensional,
se define el vector tri-velocidad v (fuera del horizonte) de un elemento fluido medido por un

observador localmente estatico como v = % donde dl = \‘j—} es la distancia radial propia y

dr = +/fdt el tiempo propio.

Utilizando u" = 9, u' = % y ]a ecuacién (5-6); tenemos
712 — (ur)2 — (ur)Q (5_13)
fA @) (u)
de donde
fo?

(5-14)
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(u')? / (5-15)

12

Se escoge C3 como el hamiltoniano y se fijan las variables dindmicas del sistema 7 y v.
Aplicando las ecuaciones (5-14) y (5-15); se tiene:

h? (r,v) f (r)

H (T7 U) = 1 — 12 ) (5_16>
y el sistema dinamico queda definido por
. OH
= 5-17
"T (5-17)
OH
= —. 5-18
Y= or (5-18)
Al aplicar la ecuacién (5-10), las anteriores dos ecuaciones se convierten en
: 2fh?
P LT (5-19)
v (1 —v?)
: h? df
" Taaey Y e 5-20
v r (1 —wv?) ( a)dr fa ( )

Los puntos criticos del sistema dindamico que coincide con los puntos sénicos del flujo de
fluido son los puntos (v.,7.) donde tanto r y v son cero.

Asumiendo que h # 0 para todos los valores de r > 7,z donde también f # 0; se sigue que
los puntos criticos

v =a?, (5-21)
re = (1 —ac)fe,re = 4feac, (5-22)
donde

fe= )],

y

fore =4

dr
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5.1.2. Acrecion de fluidos isotérmicos

Se obtendra una expresion adecuada para h (r,v) de acuerdo a ( [124,125]) en la ecuacion
5-16 cuando el fluido siendo acretado sea isotérmico. Esto a su vez proporciona una expresion
ordenada para el hamiltoniano H (7, v).

La ecuacion de estado barotrépica para un fluido isentrépico puede expresarse como € = € (7).
Para un fluido isotérmico, la ecuacién de estado se escribe p = ke, donde la constante k es
el estado del parametro 0 < k < 1.

La definiciéon de velocidad del sonido en (5-10) conduce a a? = k, y asi la velocidad del
sonido permanece constante a través del proceso de acrecién.

De las ecuaciones (5-8) y (5-9), tenemos:

d
h=2 (5-23)
dr
dp dh  d%e
ap _ dh _d’e 5-24
Al integrar se obtiene
de
n--—e(n) = ke(n) (5-25)
dn (
donde se utilizé p (n) = ke (n). La integracion de esta ultima ecuacién produce
€
e(n) = Cn*' = k—HUHI . (5-26)

La constante C' se ha escogido de tal manera que las ecuaciones (5-7) y (5-23) den lugar a
la misma expresion para h

h(r,n):w(n)k. (5-27)

e e

Una expresion para <ni> puede obtenerse de la constante de integraciéon C; a partir de la

ecuacién (5-11). De hecho, utilizando las ecuaciones (5-14),(5-15), (5-21) y (5-22) se puede
escribir

riPfo?  rinfev?  rinife e
1—v2 1—-v2 4 7

C? = (5-28)
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tal que

n F 75 foyre 1 — 02 3
) \_ 4 rif2) (5-29)

Substituyendo en la Ec.(5-27), se obtiene

- 1—v2\*
W= K (W) (5-30)

con la constante K dada por

K (f) [<k+ 1>ecr |

4 Ne

Redefiniendo el Hamiltoniano H como H = H/K y utilizando la Ec.(5-29) se obtiene final-
mente

1—k
H(rv) = — L0 . (5-31)

kg2 (1 — 2)1 7R

Cabe destacar que debido a la definicion de la tri-velocidad v esta expresién del hamiltoniano
es valida para todo observador fuera del horizonte. Lo anterior se aplica tanto a la métrica
de Schwarzschild clasica como a la de seguridad asintética mejorada.

Para analizar los cuatro tipos de acrecién isotérmica (mencionados al principio de la seccion)
y dado el propésito de comparar con el andlisis presentado en [120] se tomaron los siguientes
valores € = 0,5y M =1 > M, = 0,98 en las expresiones del hamiltoniano cuantico H 4% y el
hamiltoniano clasico H(@®. Aunque esto equivale a considerar una solucién de agujero negro
con dos horizontes, los efectos cuanticos sobre la acrecién que se describen a continuacién
estan presentes para todos los valores del parametro £ en el rango 0 < ¢ < (;—g) M?, con las
érbitas (en el grafico de contorno del hamiltoniano cuantico) yendo continuamente hacia las
orbitas de su contraparte clasica en el limite £ — 0, como se mostrara més adelante.

Soluciones para fluidos ultra-rigidos £ = 1

2

Las ecuaciones (5-21) y (5-22) dan inmediatamente f. = 0, caso en el que los hamiltonianos
en AS y GR coinciden

La ecuacién de estado para un fluido ultra-rigido es p = €. Esta implica que a®> =1 = v

1
AS) _ a(GR) _
(AS) — 94(GR) _ 3 (5-32)
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con la tnica diferencia siendo la localizacion de los horizontes; que en ambos casos coinciden
(AS)

con la localizacion del punto critico: r = rpir v 7GR = rpq.

v
1.6}

0.5[

-05}

-1.6f

Figura 5-1.: Graficas de contorno de fluido ultra-rigido (kK = 1), lineas de contorno de
HED = HA (negro) HED = H™ 4+ 0,06 (rojo) para la acrecion de un
fluido ultra-rigido (k = 1). La linea curva punteada verde es la linea de contorno
H(GR) = 3 (CF) +0,06. HASGR) corresponde HACGHR) |r para todas las Orbitas
M =1, £ = 0,5. Las lineas verticales localizan los horizontes ;5 (izquierda)
y Ths (derecha). Las lineas horizontales punteadas localizan la velocidad del

sonido a = Vk.

Para la figura (5-1) se tuvieron en cuenta orbitas seleccionadas asociadas al flujo fisico
(Jv| < 1). Acd recuperamos los hallazgos en [120] respecto a las lineas de contorno para
HAS) | Notablemente, tanto para la materia que cae (—1 < v < 0), como para el fluido que
sale (1 < v < 1), y para valores fijos para la coordenada radial r con r > g, la velocidad
del flujo es consistentemente mayor en GR que en AS !.

Soluciones para fluidos ultra-relativistas k& = 1/2

2

En el caso de un fluido ultra-relativista tenemos que a° = %VCQ y el hamiltoniano es:

1— 2y 2%

HAS) = U 5-33
o (5-33)

\/J1—
(GR) — (5-34)

rvm

1Se restringié la comparacién entre la acrecién cldsica y cudntica a la regién r > 7,5 porque esta es la
region en la cual la comparacion tiene sentido




5.1 Acrecién esféricamente simétrica hacia un agujero negro de

Schwarzschild 61

Para los radios criticos obtenemos;

14
1 (A45) 5]\/[ IRERS

~Z 5 5-35

¢ 2 25 M’ (5-35)
(GR) _ O

et =3 M, (5-36)

Figura 5-2.: Gréaficas de contorno de fluido ultra-relativista (k = 1/2), lineas de con-

torno HAS) (continuas) H(E® (punteadas) para la acreciéon de un fluido
ultra-relativista (k = 1/2). Las lineas de contorno H“%) = HA) (negro)
y HAS) = 1™ 40,06 (rojo). La linea curva punteada verde es la linea de
contorno para H(H) = /HgGR) + 0,06. Para todas las orbitas M =1, & = 0,5.
Las lineas verticales localizan los horizontes rp,;g (izquierda) y rps (derecha).
Las lineas horizontales punteadas localizan la velocidad del sonido a = V/k.

La existencia de las orbitas asociadas al flujo fisico (Jv| < 1) en AS que incluyen el régimen
subsénico (—v < —v., 'y v >, )y régimen transoénico asociado a la solucién que pasa
por el punto soénico.

Lo anterior es opuesto a los hallazgos en [126] donde no se estableci6 evidencia fisica para la
acrecion de fluidos ultra-relativistas en AS.

Pueden ser identificados dos efectos cuanticos gravitacionales:

= Corrimiento de las érbitas hacia el agujero negro
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» Incremento de la maxima velocidad del fluido, la cual ocurre en r = r., comparado con

el caso en GR

Soluciones para fluido de radiacion k£ = 1/3

Para un fluido de radiacién, los radios criticos estan dados por:

5 ¢
(AS) L 3M — S
e oM’
rl&® = 3M
y los hamiltonianos tienen la forma:

2
H(AS) _ (1_¥+%)5

(5-37)

(5-38)

(5-39)

(5-40)

Figura 5-3.: Graficas de contorno de fluido de radiacién (k = 1/3), lineas de contorno

para la acrecién de radiacién (k = 1/3). Las lineas de contorno H“4) = H,

(AS)

(negro) y HA9) = #H 40,06 (rojo). La linea curva punteada verde es la
linea de contorno para H(“H) = LM 0,06 para todas las orbitas M = 1,
¢ = 0,5. Las lineas verticales localizan los horizontes r,;r (izquierda) y rps
(derecha). Las lineas horizontales punteadas localizan la velocidad del sonido

a= k.
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En esta solucién se recuperan los resultados en [120] en relacién a las lineas de contorno para
H(EE) Notablemente, el comportamiento general de la acrecién y el flujo de salida son el
mismo como en el caso k = 1/2 lo cual implica los mismos efectos de la gravedad cuéntica
discutidos anteriormente.

Soluciones para fluidos sub-relativistas k& = 1/4

Para el fluido sub-relativista, los radios criticos son:

7 26 &
A9 M= 517 (5-41)
7
e = Tar, (5-42)
y los hamiltonianos tienen la forma:
oM | 2MENd
1— 22 4 =)
H(AS) _ ( : r 7‘33> , (5_43)
rvz (1 —wv)?
1 2M %
24(GR) _ Q (5-44)

e

rve (1 — o)
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0.5

—05F

=101

Figura 5-4.: Gréficas de contorno de fluido sub-relativista (k = 1/4), lineas de contorno
para la acreciéon sub-relativista (k = 1/4). Las lineas de contorno H“%) =
9 (negro) y HAS) = HAS 4 0,06 (rojo). La linea curva punteada verde es
la linea de contorno para H () = ’HﬁGR) + 0,06 para todas las érbitas M = 1,
¢ = 0,5. Las lineas verticales localizan los horizontes 7,z (izquierda) y ryg

(derecha). Las lineas horizontales punteadas localizan la velocidad del sonido

a=Vk.

En esta solucién se ve, una vez mas que el comportamiento general de las lineas de contorno es
el mismo que en los dos casos anteriores, con los mismos efectos cuanticos gravitacionales en
los procesos de acrecion y salida de flujo. No obstante, observamos que para largos valores de
r (r > r.), los efectos cudnticos son més suaves para materia sub-relativista que para fluidos
ultra-relativista y de radiacion.

Para mostrar de forma més explicita cémo los efectos cuanticos modifican la acreciéon, esto
es, la dependencia del flujo de acreciéon en el parametro £, se puede construir la siguiente
figura:
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vl
051

04r
0.3r
0.2

01

2 4 e 8w

Figura 5-5.: Dependencia del flujo de acrecién en el parametro . Perfiles de velocidad
HAS) — A 4 0,06 para acrecién subsénica y ultra-relativista (k = 1/2),
con & = & = 16/27 (rojo), & = 0,4 (azul), £ = 0,2 (magenta). La linea
punteada verde define el contorno para H(EH = ”HEGR) + 0,06 (i.e. £ = 0).
Para todos los perfiles M = 1. Con el incremento del valor de &, (de derecha a
izquierda en la figura), la velocidad maxima de flujo aumenta. Nétese que los
valores £ = 0,2, £ = 0,4 se tomaron para indicar que ocurre con la posicion
del horizonte respecto del caso clasico, limite & — 0. También se identifica que
el radio del horizonte en el enfoque AS disminuye en comparaciéon con el caso
clasico (linea roja vs. linea verde punteada).

5.1.3. Analisis de la estabilidad de la acrecion

Las modificaciones cuanticas se implementaran en las soluciones a las ecuaciones que descri-
ben la evolucion de las perturbaciones en dos casos:

= Modelando la perturbaciéon como una onda estacionaria.
= Modelando la perturbacién como una onda viajera de alta frecuencia

Siguiendo a [127-129] se presentan las ecuaciones que describen el proceso de acrecién de
una manera mas apropiada para el analisis de estabilidad.

Primero, la forma explicita de la ecuacién de continuidad es:

O (nu') + 7720, (nu'r?) = 0. (5-45)
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Para resolver para 7 y para u” utilizamos la ecuaciéon para la conservacion de momentum
energia (5-4) y la ecuacién termodindmica para la conservacién de masa-energia

d(e/n) + Pd(1/n) = Tds, (5-46)

junto con la condicién de entropia constante ds = 0. En ese caso el cuadrado de la velocidad
del sonido es dada por la Ec.(5-10), la condicién de conservacién de momentum-energia;

u'du + uou + f (O, f)u"u!
2
+ % [((u')? = f) O+ w'u'drm] = 0. (5-47)

Una vez que se conoce la expresion para la velocidad del sonido a del fluido de prueba en
particular, y después de fijar las derivadas temporales a cero, la soluciéon del sistema de
ecuaciones acopladas (5-45) y (5-47) nos proporciona los campos estacionarios u”(r), n(r) y
a(r) que permiten en principio, estudiar cuantitativamente la acrecién esférica hacia agujero
negro estatico esféricamente simétrico. Asumiendo que el flujo es suave en todos los puntos
del espacio tiempo, las soluciones estacionarias de las ecuaciones (5-45) y (5-47) se escriben

COmo;
4 pimur? = 1, (5-48)
y

d . a*dn

o [In (fu')] +g%—0, (5-49)

respectivamente. La constante de movimiento 7 se identifica como la tasa de flujo de materia.

El esquema perturbativo que se usard serd el propuesto en [127-129]; el cual se basa en la
ecuacion de continuidad, y comienza considerando las perturbaciones lineales a la velocidad
estacionaria y la densidad de ntimero de particulas: u” (r,t) = u"(r)+u"(r,t) y n(r,t) = n(r)+
n'(r,t), donde las cantidades primadas representan pequenas perturbaciones dependientes del
tiempo.

Ahora se define la variable 1) = nu"r? la cual coincide, excepto por una constante 477, con
la tasa de acrecién de materia estacionaria dada por la ec. (5-48).

La perturbacion de primer orden a v, alrededor de valores estacionarios, es:

W' (r,t) = [ (r)n (r,t) + nlr)u” (r, )], (5-50)
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y la Ec.(5—45) adquiere la forma:

’l" , 1
taT] + f2 tau e —ﬁ Tw/' (5—51)
En general, la perturbacion, a primer orden, del cuadrado de la velocidad del sonido esta
dada por:
d 2
a? =a®+ in (5-52)

dn
La evolucién temporal de 7' y u" sigue de las ecuaciones (5-50) y (5-51), y estan dadas
respectivamente por:

/ 1 " / t /
onf =~ ("o + furan ) (5-59)
y
t
o = fu 2 S (WO +u o)) . (5-54)

La ecuacion (5-47) estd escrita en términos de cantidades perturbadas de la forma:

a2 CL2
ut {UTgatu”-i-aml} +8r( r r/)_|_2ur r/? Xy

o2
+(fu')?0, (?n'> = 0.

Tomando la derivada temporal de esta tltima ecuacion, y substituyendo por las derivadas

(5-55)

temporales de 1’ y u™ de las ecuaciones (5-53) y (5-54), se obtiene la ecuacion diferencial
que describe a la perturbacion de la tasa de acreciéon de materia v/

at (nhttatwl i nhtrarw/> + ar (nhrtatwl 4 nhrrarwl)
= (1 20%) (W0 + ) D

(5-56)
donde los coeficientes h®® estan dados por:
u’ fut T T
htt _ (f2 ) [(fut)2 T — (U )2a2] ’
)2 t\2
prr— gt WUy (5-57)

A — ur(fut) [(ur)Q o (fut)2a2] )
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Perturbacion - Onda estacionaria

En cuanto al estudio de las perturbaciones en forma de onda estacionaria, se ha sefialado en
la literatura dado que un horizonte de sucesos, en lugar de una superficie fisica, ocurre en un
agujero negro. Aparecen dificultades para fijar una condicién de limite interior apropiada.
La regularidad del flujo en el horizonte del agujero negro destaca una solucién tnica, la
de Bondi, que resulta ser transonica después del cruce del punto sénico. Sin embargo, la
perturbacion de la onda estacionaria debe anularse incluso en el régimen supersénico, pero
no existe ningin mecanismo fisico que permita imponer tal restriccion. Debido a que el
analisis de ondas estacionarias requiere la cancelacién en los limites y la continuidad de
la solucion, se debe restringir el analisis a flujos completamente subsénicos, aunque estos
pueden no ser completamente representativos de la forma precisa del proceso de caida. En
consecuencia, se estudia la estabilidad de un flujo subsonico asumiendo la perturbaciéon de
onda estacionaria de prueba:

Y 1) = ((r) exp (—iwt) . (5-58)
Reemplazando (5-58) en la Ec.(5-56), se obtiene

vodcd
(fut)?drdr

d d
wzhtt§2+iw {d (htTCZ) _ 2h7"t<:2$ [ln(fut)}}—l—

r

ctruy] - 45 (w7 ) =o
(5-59)

Integrando la Ec.(5-59) sobre la coordenada radial con los términos integrados que se anulan
en los limites, se obtiene una relacion de dispersion de la forma:

Aw® —2iBw+C =0, (5-60)
donde

A = / h*¢2dr,

B = /h”@dii [In (fu')] dr, (5-61)

hTd¢ d ,

Las raices de la ecuacién (5-60) estan dadas por

B /B> C
w:zzj:z\/ﬁ%—z. (5-62)
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Claramente, el signo del discriminante de la relacién dispersion determina la estabilidad de
la onda estacionaria.

Ahora, de la ecuacién (5-57) se sigue que h™ > 0. Ademds, teniendo en cuenta que para
la materia que cae (dn/dr) < 0, y refiriéndose a (5-49) podemos concluir que B > 0. De
nuevo, porque u' = +/f + (u")?/f y para el fluido que cae u” < 0, se tiene A" < 0 lo cual
significa A < 0. Finalmente, es facilmente verificable que para un fluido subsénico, A" > 0.
Consecuentemente, (B/A) < 0y (C'/A) < 0. Esto implica que si se obtiene una perturbacién
oscilatoria y amortiguada en el tiempo cuando |C'/A| > (B/A), o una perturbacién sobre-
amortiguada si |C'//A| < (B/A). Es decir que en cualquier caso, la solucién estacionaria sera
estable.

Nuestro objetivo, sin embargo, sera determinar si los efectos de la gravedad cuantica mejoran
o disminuyen el efecto disipativo asociado al acoplamiento del flujo con la geometria del
espacio-tiempo. No obstante, dado que los integrandos en los coeficientes en (5-61) dependen
de manera complicada de las funciones clasica y cudntica fo(r) and f(r), la solucién para w
es bastante impractica. Para el proposito buscado en el sentido de que requiere un esfuerzo
numérico considerable una vez se elige una distribuciéon matematica adecuada para modelar
la amplitud de la onda estacionaria.

En la siguiente secciéon se mostrara que este objetivo se puede lograr mas facilmente anali-
zando una perturbacion en forma de onda viajera.

Perturbacion - Onda viajera

En este caso, la perturbacion se modelara como una onda viajera de alta frecuencia lo que
implica una longitud de onda mucho menor que el radio del horizonte del agujero negro [127].
Por lo tanto, la parte espacial ((r) de la perturbaciéon ¢'(r,t) se puede escribir como una
serie de potencias en w de la forma [128,129)]

0
Cu(r) = exp [Z w_lkl(r)] ) (5-63)
I——1

De esta manera, reemplazando en la Ec.(5-59) los coeficientes de w? y w pueden recopilarse
e igualarse respectivamente a cero. Por lo tanto, se obtienen dos ecuaciones diferenciales de
primer orden para k_; v ko, respectivamente. Haciendo también cero los coeficientes de w?,
resulta una ecuacién diferencial de segundo orden para ki, escrita en términos de k_; y k.
Las soluciones para k_; y ko son:

ko =i / (R~ {h”‘ + \/ (htr)? — h’”’”h“} dr, (5-64)
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y

ko = In {( fut)? {\/ (hir)? — h”“htt} 1}1/2 . (5-65)

Entre tanto, la ecuacion diferencial para k1, es:

dk_y . dky d dkq dko d
92 T _ tr T T —2] ] — . _
(h - ih ) R (h 0 ) +h R (ko n(fu’)] =0 (5-66)

La serie de potencias se puede truncar después de estos tres primeros términos, lo que se
puede verificar analizando su comportamiento asintético, el cual viene dado por

Cu(r) = exp [wlk_l(?") + ko(r) + w_lkzl(r)] , (5-67)

Resulta claro que k_; y k; solamente contribuyen a la fase de la onda viajera, y que la
contribucién mas importante a la amplitud de la perturbacién ¢/(r,t) viene de la expresion
para kg. Un célculo directo resulta en:

1/2

(fu')?
(htr)Q — hrrhtt

donde y es una pequena constante real arbitraria, que se ha utilizado en la Ec.(5-13). Debe

Gl = Xlexp[ko(r)]| = x

tenerse en cuenta que debido al hecho de que para la acrecién esféricamente simétrica, v
nunca es igual a cero, a tiempo que a también es no nulo, consecuentemente (, nunca
diverge, por lo que la solucién de fondo es estable .

La dependencia de |(,(r)| con el coeficiente métrico f hace evidente el efecto de la geometria
del espacio-tiempo sobre la perturbacion y especifica el acoplamiento entre el flujo de acrecion
y la curvatura del espacio-tiempo.

Las diferencias entre estos efectos en AS y GR para la acrecién de fluidos isotérmicos ya son
evidentes a partir de la Ec.(5-68), porque un valor més alto de la tri-velocidad de la acrecion
v siempre va acompanado de un valor més bajo de |(,(r)|, y viceversa. La variacién de |(,(r)]
con la distancia radial hacia el agujero negro puede calcularse escribiendo el hamiltoniano
para cada tipo de fluido isotérmico como una ecuaciéon polinémica en la tri-velocidad v.
Después de fijar un valor apropiado para el hamiltoniano, esta ecuacién se resuelve y el
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resultado se puede insertar en la Ec.(5-68). Estas ecuaciones polindmicas para cada valor del

pardmetro de estado k, (excepto para k = 1), lo cual da la expresién para v?, son:

w—wt 2o 1), (5-69)

donde w = v?;

v _U_'_?‘[?’/Q—WZO (k:1/3), (5—70)
y

2 fr) _
x —I—W—O (k=1/4), (5-71)

donde z = v?/3.

De las soluciones a las ecuaciones anteriores (para cada valor de k), se selecciona solamente la
correspondiente a materia que cae o sale con velocidad (v) que se acerca a cero en el infinito
espacial 7 — oco. Reemplazando la solucion escogida en la Ec.(5-68) se puede construir las
graficas mostradas en la figura (5-6) para sonido subsénico.
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Figura 5-6.: Comportamiento de la amplitud de la perturbacion de onda viajera |(, ()]
vs AS (rojo) y GR (verde).La linea punteada vertical representa el radio del
horizonte r,s del agujero negro clasico de Schwarzschild. Los valores de los
parametros son HA¥ = HA5 + 0,01, HEE = HER + 0,01, M =1, £ = 0,5,
x = 0,1.

En esta figura, vemos el comportamiento de la amplitud de la perturbacién de onda viajera
|Cu(r)| para AS (rojo) y para GR (verde), para los siguientes casos:

Fluido ultra-rigido (panel superior izquierdo), donde es mayor la amplitud de la perturbacién
en AS en comparaciéon con GR para todos los valores de r (r > rp,5). Esto es, para la misma
distancia radial, un observador localmente estatico mide una mayor amplitud en AS que en
GR, lo que conduce a una menor estabilidad del proceso de acrecion en AS. Para el fluido
ultra-rigido.

El acoplamiento de la materia que cae con la geometria espacio-tiempo es mas débil en AS
que en G R, resultado que sin duda se asocia al caracter anti-apantallamiento de la interaccién

gravitacional en AS.

Para los casos de acrecion isotérmica faltantes; Fluido ultra-relativista (panel superior de-
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recho), fluido de radiacion (panel inferior izquierdo), Fluido sub-relativista (panel inferior
derecho) en la figura (5-6), se muestra que la amplitud de la perturbacién en AS se extrae
de su valor en GR si 1,9 < 7 < Teoss; ¥ €n su lugar es mejorado si 7 > 7o, donde el
valor de 7. para cada tipo de fluido isotérmico es simplemente obtenido resolviendo la
ecuacién para r, la cual de hecho iguala la amplitud cuantica con la clasica. Eso significa
que el acoplamiento del fluido con la curvatura espacio-temporal, que actia sobre la pertur-
bacién a modo de efecto disipativo, es mas fuerte en AS que en GR para r < Teross, ¥ €8 Mas
débil para r > r..s. Cabe senialar que para el fluido sub-relativista el efecto principal es la
reducciéon de la amplitud de la perturbacién de la onda viajera con el consiguiente aumento
del acoplamiento del fluido con la curvatura del espacio-tiempo, resultado que ya ha sido
reportado en [54].

5.1.4. Acrecion de fluidos isotérmicos en Scwharzschild de-Sitter y
Schwarzschild anti de-Sitter

Como se pudo verificar en la seccion anterior, para los casos de Sitter y anti de Sitter;
se obtendra una expresion adecuada para h(r,v) de acuerdo a [124,125] en la ec. (5-16)
cuando el fluido acretado es isotérmico, lo que proporciona una expresion ordenada para el
hamiltoniano H (r,v). Igualmente, se evaluara la acrecién en los casos Ultra-Rigido, Ultra-
Relativista, Radiaciéon y Sub-Relativista.

Solucion para fluido ultra-rigido k£ = 1

La ecuaciéon de estado para un fluido ultra-rigido p = € implica que a*> = 1 = v?. Las
ecuaciones (5-21) y (5-22) dan inmediatamente f. = 0, y los hamiltonianos en AS y GR
coinciden.
1
(AS) _ 24(GR) _
H =H = g (5-72)

con la unica diferencia siendo la localizacion de los horizontes, que en ambos casos coinciden

con la localizacién del punto critico: 4% = ry5 y rGR) = pp .

49 = 1,61803 (5-73)

[

HGR) _ o (5-74)
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Figura 5-7.: Perfiles de velocidad (|v| vs r) para acrecién de un fluido ultra-rigido (k = 1),
las curvas de HA9) = K (azul punteado) HAS) = #*) 40,005 (rojo)
para la acrecién de un fluido ultra-rigido (k = 1). HE® = # (punteado
negro) H(@H = HE® 1 0,005. Para todas las 6rbitas M = 1, £=0.,5.

En la figura (5-7) |v| se observan las curvas de velocidad (|v| vs 1) para acrecién de un fluido
ultra-rigido (k = 1) en la geometria denominada Schwarzschild de Sitter y Schwarzschild
anti de Sitter. La dindmica del modelo de Schwarzschild de Sitter corresponde a las curvas
en las que la velocidad tiende a valores de |v| = %1, las lineas punteadas corresponde al
elemento de linea clédsico. Con el incremento del valor de |v|, (de derecha a izquierda en la
figura), se observa el aumento de la velocidad maxima de flujo.

Solucién para fluido ultra-relativista k& = 1/2

En el caso de un fluido ultra-relativista tenemos que a? = 202 y el hamiltoniano es:

2(AS) _ \/(1 B 2%;?“4 - 5AR?)

rvzy/(1 — )

1 — 2GM _ 1A.2
H(CR) = \/( 2 ) . (5-76)
rvzy/(1 —v)

Para los radios criticos se obtiene;

, (5-75)

rit = 2311, (5-77)
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riéM = 2512, (5-78)

donde r*¥se da a primer orden en &.

Figura 5-8.: Graficas de contorno de fluido ultra-relativista (k = 1/2) para Schwarszchild
de Sitter, lineas de contorno |v| vs 7 para Schwarszchild de Sitter H“% (con-
tinuas) H(“" (punteadas) para la acrecién de un fluido ultra-relativista (k =
1/2). Las lineas de contorno H4S) = HAY) (negro) y HAS) = H) 40,05
(azul). H(ER) = HEP 40,06 (rojo). La linea curva punteada es la linea de
contorno para H(“® = ’HgGR). Para todas las 6rbitas M =1, £ = 0,5.
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Figura 5-9.: Gréficas de contorno de fluido ultra-relativista (kK = 1/2) para Schwarszchild

anti de Sitter, lineas de contorno |v| vs r para Schwarszchild anti de Sitter

HAS) (magenta) H(E®) (negro) para la acrecién de un fluido ultra-relativista

(k=1/2).

Solucidn para fluido de radiacion k = 1/3

Para un fluido de radiacién, los radios criticos estan dados por:

rit®) = 2,735,

rl@f = 2,999,

y los hamiltonianos tienen la forma:

2
H(AS) _ (1 — Zzg'jrw — %/\*k27’2)3
B 4 2 2 ’
ravs (1 —v)?

(5-79)

(5-80)

(5-81)

(5-82)
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Figura 5-10.: Gréficas de contorno de fluido de radiacion (k = 1/3) Schwarzschild de Sitter,

lineas de contorno |v| vs r para Schwarszchild de Sitter H(4%), H(ER) para la
acrecion de un fluido de radiacién (k = 1/3). Las lineas de contorno H“4%) =

(49 (punteadas negro) y H4%) = H£A5)+0,05 (rojo). H(ER) = (TS (rojo).
La linea continua negra es la linea de contorno para H(“%) = ’HﬁGR) —0,00005.

Para todas las 6rbitas M =1, £ = 0,5.
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Figura 5-11.: Gréficas de contorno de fluido de radiacién (k = 1/3) Schwarzschild anti
de Sitter, lineas de contorno |v| vs r para Schwarszchild anti de Sitter (4%
(magenta) H(@®) (negro) para la acrecién de un fluido de radiacién (k = 1/3).
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Solucion para fluido sub-relativista &k = 1/4

Para un fluido de radiacién, los radios criticos estan dados por:

rit® = 3313, (5-83)

r{GR) = 34929 (5-84)

y los hamiltonianos tienen la forma:

(1 _ 29.M %/\*erZ)%

s = LTt et ) (5-85)
roz (1 —wv)t
3
_am _1p,2\d

2GR _ ( 3 7; ) (5-86)

-1.0F

Figura 5-12.: Gréficas de contorno de fluido Sub-Relativista (k = 1/4) Schwarzschild de
Sitter, lineas de contorno |v| vs r para Schwarszchild de Sitter H (4%, H(GR)
para la acrecién de un fluido Sub-Relativista (k = 1/4). Las lineas de contorno
H(AS) = A9 (punteadas negro) y HA9) = HAD 4 0,05 (rojo). HEH) =

R 40,05 (continua azul). H(ER) = H (punteada negra). Para todas

las 6rbitas M =1, £ = 0,5.
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Figura 5-13.: Gréficas de contorno de fluido Sub-Relativista (k = 1/4) Schwarzschild anti
de Sitter, lineas de contorno |v| vs r para Schwarszchild anti de Sitter H 45
(magenta) H“® (negro) para la acrecién de un fluido Sub-Relativista (k =

1/4).

5.1.5. Acrecion de fluidos politrépicos

La ecuacién de estado politropica es:

p=Kn7,
donde k y 7 son constantes. Podemos definir la entalpia especifica (5-7) como:
kyny—t
h=m+ S
v—1
Obtenemos la velocidad del sonido @ con la ayuda de la entalpia [130]
o = (y-nU
m(y—1)+U
con U = dyn?~! de forma que
v—1
h = _
m —+ To1—a

y por lo tanto

o))

(5-87)

(5-88)

(5-89)

(5-90)

(5-91)
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donde X es una constante positiva-definida que depende de los parametros tanto del agujero
negro como de los fluidos:

_ kgt (P07
et () (542)

Al reemplazar la Ec.(5-92) en el hamiltoniano (5-31), se obtiene [130]:

N P (%) 1] _ (5-03)

(=)
Insertando la Ec.(4-29) en la anterior ecuacion; se tiene

y—1
(1 _ 2g;M _ l)\*kQTQ) 1 — o2 ==
=10 1+X 5-04
(- ri? (1 - 2 — D k2r?) (5-94)
Finalmente, de [124,125, 130, 131] obtenemos el valor para v?
/
U2 _ 7acf (Tc) (5_95)

©ref (o) +Af (re)

\/

-10F

Figura 5-14.: Perfiles de velocidad (|v| vs ) para acrecién de un fluido politrépico en Sch-
warzschild de Sitter y Schwarzschild anti de Sitter. El perfil H (4% = A9
(negro), HAS) = HAS 4 0,005 (rojo) HAY) = HAS 0,005 (azul). Para
todas las orbitas M =1, £ = 0,2, n. = 0,1 y |A| = 0,001.

En la figura (5-14) se observan los perfiles de velocidad (|v| vs ) para acrecién de un fluido
politropico en la geometria denominada Schwarzschild de Sitter y Schwarzschild anti de
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Sitter. La velocidad estd normalizada tal que la velocidad de la luz es ¢ = 1 en unidades
geométricas. La dindmica del modelo de Schwarzschild de Sitter corresponde a las curvas en
las que la velocidad tiende a valores de |v] = 1. Con el incremento del valor de |v], (de
derecha a izquierda en la figura), se observa el aumento de la velocidad maxima de flujo.

Para el caso de fluido que cae en una geometria Schwarzschild-de Sitter la dindmica del
fluido es quasi similar a la del caso clasico de Schwarzschild, mostrando una ligera variacién
debida a la constante cosmologica ser positiva. En cuanto que para el caso Schwarzschild-anti
de Sitter la velocidad de acrecién del fluido resulta dramaticamente reducida por causa de
la constante cosmologica ser negativa, lo que hace que su accién dindmica resulte similar
a lo que sucede en cosmologia relativistica cuando invocamos Dark Energy como causa de
la aceleracion tardia del universo, en la que ésta actiia como un fluido que ejerce presion
negativa, es decir uno que empuja hacia afuera .

Por esa razon la velocidad del fluido muestra tal reduccion significativa respecto del ca-
so clésico, causada por una accién dindmica igual que como parece ocurrir en cosmologia
contemporanea .

5.2. Disco de acrecion alrededor de un agujero negro de
Schwarzschild en seguridad asintética

En esta seccion se estudian los efectos de gravedad cuantica, en la forma propuesta por la
AS sobre las propiedades de la radiacién de los discos de acrecion delgados alrededor de
un agujero negro de Schwarzschild. En el limite infrarrojo (IR) de la teorfa asintéticamente
segura; con derivadas de orden superior. La constante de acoplamiento de Newton G(r)
depende de un parametro libre que codifica los efectos cuanticos sobre la geometria del
espacio-tiempo. Al variar este parametro, son obtenidas las modificaciones a las propiedades
térmicas del disco como el flujo de energia promedio en el tiempo, la temperatura del disco, el
diferencial de luminosidad y la eficiencia de conversién de la acrecion de masa en radiacion,
son obtenidas. Ademés de un desplazamiento del radio de la oOrbita circular interna maés
estable (ISCO) hacia valores pequeros, se encuentra un aumento de los valores méaximos
de estas propiedades térmicas y una mayor eficiencia con respecto a los obtenidos en el
régimen relativista clasico. Se discute también las aplicaciones astrofisicas de estos resultados
utilizando datos de observacién del candidato de agujero negro de masa estelar LMC X-3.
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5.2.1. Geodésicas en la geometria del grupo de renormalizacién
mejorado

El elemento de linea de la ecuacién (4-1) puede escribirse en forma de la métrica tipo-
Schwarzschild introduciendo una masa efectiva M.z (), la cual es funcién de la coordenada
radial; y que depende del parametro libre &, es decir:

M, M, -
d82 — <1 _ QM) dt2 + <1 — QM) dr2 + 7’2 <d92 + Sin2 9d¢2>

r r

con

Moss(r) = M (1 _ E) | (5-96)

72

Utilizamos esta definicién para escribir el Lagrangiano para el andlisis de la métrica mejorada
haciendo M — M.ss(r) en la expresion clasica. Luego restringiéndonos al plano ecuatorial
(0 =m7/2,0 =0), de forma que el lagrangiano se escribe como

-1
oL = — (1 - 2—M€ff(r)) 2+ (1 - 2—M€f7{‘<r>) 2 4 122, (5-97)

r

donde los puntos denotan derivada con respecto a un parametro afin, que para particulas
masivas que siguen geodésicas tipo-tiempo, se puede tomar como el tiempo propio 7.

Los momentos generalizados son:

po= - (1 — 2Mfo(r>) i=—Fk, (5-98)
pr = <1—2M%f(r>>_ r, (5-99)
ps = r’d=h (5-100)

Aqui las constantes k£ y h son, respectivamente, la energia y el momento angular por unidad
de masa en reposo de la particula que describe la trayectoria. El Hamiltoniano H = pit +
pr7 + P — L, que es constante ya que es independiente del tiempo ¢, estd dado por;

-1
2H = —ki + <1 — szTf(T)) i+ ho = —1, (5-101)

donde la ultima igualdad se sigue del hecho de que la particula se asume en reposo en el
infinito.
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Resolviendo el sistema de ecuaciones (5-98) y (5-100) para i y ¢, y sustituyendo en la Ec.(5-
101), se obtiene la ecuaciéon de energia

1 1
5# + Vopp(r) = 5(/{;2 —1), (5-102)

donde el potencial efectivo por unidad de masa esta dado por:

Megs(r) B2 Megy(r)h®

Verslr) = —— 53 3 (5-103)

Otra ecuacion ttil para describir las érbitas de particulas masivas, y que exprese r como

funcion de ¢ (ver [132]), puede obtenerse usando Ec.(5-100) para escribir:
dr drd¢ hdr

o 5-104
"Tar T dgdr  12de (5-104)
Sustituyendo en la Ec.(5-102) y haciendo el cambio de variable u = 1/r, tenemos:

du\® 5, K2 =1 2uMg(u) 4
(d_¢> +u” = 72 + 72 + 2u Meff(u). (5—105)
Derivando esta expresion con respecto a ¢ tenemos finalmente:
d*u M ) ) )
W+u:ﬁ(1—3fu)+Mu (3 — 5&u). (5-106)

Orbitas circulares de particulas masivas

Para determinar las ecuaciones basicas que describen la estructura radial promedio del disco,
primero calculamos explicitamente el momento angular especifico h, la energia especifica k
y la velocidad angular €2 de particulas moviéndose en trayectoria circular.

Para érbitas circulares en el plano ecuatorial 7 = 0 tal que r (y uw = 1/r) es constante. Asi, de
la Ec.(5-106) obtenemos una expresién para el momento angular especifico h que escribimos
por conveniencia en términos de las cantidades adimensionales x = r/M y £ = £/M*:

M 2-3¢
e (5-107)
\/ 23 — 322 + 5E

Imponiendo la condicién 7= = 0 en la ecuacién (5-102), y sustituyendo la expresién por h nos
permite identificar la energia especifica k

2? — 202 4 26

2324/ 23 — 322 + 5

k= (5-108)
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Aplicando las ecuaciones (5-107) y (5-108), la velocidad angular puede calcularse de las
ecuaciones (5-98) y (5-100) como:

o_ 1 :

Al sustituir la Ec.(5-107) en la Ec.(5-103), el potencial efectivo adquiere la forma

v :_12_5 14_‘%2;35 +1$2;3§ (5-110)
< x a3 — 322 + 5¢ 243 — 322 +5¢

Debe notarse que Vis¢, h, k y € se reducen a las expresiones clasicas en el limite £—0.

Las orbitas circulares ocurren en el minimo local del potencial efectivo. Por lo tanto, el radio
adimensional de la orbita geodésica circular interna més estable x;sco se calcula a partir de

d*Vesy
g2 = U (5-111)

donde, debido al hecho de que h es constante para érbitas circulares, las derivadas deben

calcularse para V¢ dado por la Ec.(5-103) [133-136]. Esto produce:
d? 222(2? — 6£) — 3h(2%(z — 4) + 10§
dx? x’
donde h = h/M. Reemplazando la Ec.(5-107) en la Ec.(5-112), se tiene
2 400 2 2 c -2
‘/;ff _ X (ZL’ 6)—'-.17 (3ZE+ 0)5 30€ . (5_113)

dx? (z — 3)a7 + 55

En la tabla (5-1) se reportan los valores de la ISCO adimensional para los valores seleccio-
nados de £. Alternativamente, z;5c0 se puede calcular a partir de [137]

5 Xrsco
16/27 5.2439
0.30  5.6559
0 6

Tabla 5-1.: ISCO para disco delgado en funciéon de valores seccionados de f

dh  dk
= =0

oI 5-114
dr dx ( )
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Veff

~0.05]
~0.06}

—0.07}

—0.08l

Figura 5-15.: Potencial efectivo (c.f.5-103) para los valores de h = h/M, h = h/M evalua-
dos en la ISCO tal que € = £, = 16/27 (azul), € = 0,3 (rojo) y para el caso
clasico é = 0 (linea punteada negra). Las lineas punteadas verdes y naranjas
éz {C =16/27y 5 = 0,3 respectivamente.

Las lineas discontinuas (punteadas) de colores verdes y naranjas muestran el potencial
efectivo cldsico relativista para los valores de h correspondientes al agujero negro tipo-
Schwarzschild Mejorado RGI cuando € = &, = 16 /27y € = 0,3 respectivamente. Los puntos
negros indican la localizacion de las ISCO para cada uno de los tres casos. Es evidente que
para & # 0 solamente el potencial efectivo para el agujero negro de Schwarzschild RGI
desarrolla un minimo que se desplaza a valores mas pequenos de x.

Veff
D.10j

0.05|

~0.05}

—0.10l

Figura 5-16.: Potencial efectivo V,¢; vs. & para varios valores de é = £/M?. De izquierda a
derecha £ = . = 16/27 (azul), £ = 0,3 (rojo). El caso clésico £ = 0 estd dado
por la curva negra discontinua.
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Figura 5-17.: Momentum angular » = h/M vs. z para para varios valores de E=¢ JM?.
De izquierda a derecha ¢ = £. = 16/27 (azul), £ = 0,3 (rojo). La curva
discontinua corresponde al caso clasico & =0

En las figuras (5-16) y (5-17) se grafica V.; (c.£5-103) y h = h/M respectivamente como
funciones de x para los mismos valores del pardmetro libre £ en el rango 0 < £ < 16/27 y se
compara con la solucion clasica.

De estas figuras, y de la tabla (5-1) se deduce que los efectos de la gravedad cuéntica
desplazan el radio de la ISCO a un valor mas pequeno y, al mismo tiempo, desplazan los
valores minimos del potencial efectivo y el momento angular i hacia valores ligeramente més
pequenos en las proximidades de x7sco.

Las ecuaciones (5-103) y (5-107) muestran que dos efectos de la gravedad cudntica se com-
binan para hacer mas profundo el pozo potencial y desplazar r;sco hacia valores pequenos
de z:

» La presencia de Mcsr < M.
» La disminucién de los valores de h para & #0.

La figura (5-18) grafica la masa efectiva como funcién de z, la cual ilustra el hecho que
para un valor fijo de { una particula cayendo hacia un agujero negro ve una masa M.s¢ que
disminuye para valores decrecientes de x.

Por lo tanto aunque el momento angular también disminuye, a medida que la particula gira
en espiral hacia el agujero negro, siente una atraccién gravitacional progresivamente mas
débil que le permite permanecer en una oOrbita circular estable con un z;5c0 mas pequeno.
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0.95-

0.90+

Figura 5-18.: Masa efectiva como funcién de z for & = ¢, = 16/27 (azul) y £=0,3 (rojo).

La linea discontinua vertical indica el ISCO para los mismos valores de &
respectivamente.

5.2.2. Disco de acrecion delgado relativista

El modelo no relativista mas simple de un disco de acrecion alrededor de un objeto central
compacto supone que la materia gira en espiral hacia adentro y pierde momentum angular
que, debido a la viscosidad turbulenta, se transfiere hacia afuera a través del disco. A medida
que el gas se mueve hacia adentro, pierde energia gravitacional y se calienta emitiendo energia
térmica [133].

El tratamiento en relatividad general de un disco de acrecion alrededor de un agujero negro
se presenté por primera vez en [118,137]. Este modelo asume un disco en un estado cuasi-
estable que se encuentra en el plano ecuatorial de una geometria de espacio-tiempo de fondo
estacionaria, axialmente simétrica, con el material del disco moviéndose en orbitas circulares.

El disco es delgado, es decir, su espesor medio méximo H es tal que H/R << 1 siendo R el
radio caracteristico del disco. El calor generado por la tension y la fricciéon dindmica se emite
de manera eficiente en forma de radiacion, principalmente desde la superficie del disco, y las
cantidades que describen las propiedades térmicas del disco se promedian sobre el dngulo
azimutal ¢ = 2w, sobre la altura H y sobre la escala del tiempo At que el gas necesita
para fluir hacia adentro una distancia 2H. Con estos supuestos, el promedio temporal de
la estructura radial del disco se obtiene a partir de las leyes de conservacion de la masa en
reposo, la energia y el momentum angular. De la integracién de la ecuacion de conservacion
de masa se sigue la constancia de la tasa de acrecién de masa:

M = =271 (r)u” = constante (5-115)
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donde X(7) es la densidad superficial del disco y u” es la velocidad radial. La combinacién de
las leyes de la conservaciéon de la energia y la conservacién del momento angular proporciona
el diferencial de luminosidad L., medida por un observador en el infinito [137, 139].

AL

T = Ary/—gkF(r), (5-116)

donde el flujo de la energia radiante F emitido desde la cara superior del disco en el marco
local del fluido en acrecién se expresa en términos del momentum angular especifico h, la
energia especifica k y la velocidad angular €2, por:

M 1 do
/=g (k — Qh)? dr

/ (e — on) P g, (5-117)
TIsco dT

F(r) =

donde /—g = r tanto para la métrica RGI como para el espacio-tiempo clasico de Schwarzs-
child. La integracion numérica de la Ec.(5-117) se facilita aplicando la relacién dk/dr =

Q(dh/dr) [137] e integrando por partes:
" dh " dk
/ (k’ — Qh)—dT =kh — k[scoh[sco — 2/ h—dr. (5—118)
TI1sco dr TIsco dr

Dado que el disco se encuentra en equilibrio termodinamico, la radiacién emitida se puede
considerar como una radiacién de cuerpo negro con la temperatura dada por

T(r) = o V*F(r)"/* (5-119)
donde o es la constante de Stefan-Boltzmann.

Finalmente, siempre que todos los fotones emitidos puedan escapar al infinito, la eficiencia €
de conversion de la masa capturada en radiacion se obtiene a partir de la pérdida de energia
por una particula de prueba que se mueve desde el infinito hasta el limite interno del disco.
Luego, considerando que para r — 00, ko ~ 1, se tiene:

koo — krsco

€= k’— ~1-— kISCO- (5-120)
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5.2.3. Radiacién de discos delgados de acrecién en AS con derivadas
de orden superior

Se analizan las propiedades de la radiacién de los discos de acrecion delgados alrededor de un
agujero negro Schwarzschild mejorado RGI en la gravedad descrita por seguridad asintotica
AS con derivadas superiores, y contrastando con las predicciones de la relatividad general.
Se asume que la masa del agujero negro M y la tasa de acrecién M como valores constantes
proporcionados por las observaciones [506, 104,112, 1410]. Para propésitos de comparacién, en
lo que sigue haremos M = 1 y calculamos las propiedades térmicas del disco en unidades de
la tasa de acrecién [132].

En las figuras (5-19), (5-20), (5-21) se grafican los perfiles radiales del promedio temporal
del flujo de energia por unidad de tasa de acrecién, la luminosidad diferencial por unidad de
tasa de acrecion y el perfil radial de la temperatura del disco de acrecién (més precisamente,
el perfil radial de o'/4T/M'*) respectivamente para diferentes valores del parametro libre
adimensional é es decir, por el valor critico éc = 16/27, para é = 0,3, y para la solucién
clasica é = 0.

FIM
0.000020

0.000015F
0.000010}

5.x10%}

Figura 5-19.: Flujo de energia por unidad de la tasa de acrecién de un disco de acrecién
delgado alrededor de un agujero negro Schwarzschild RGI para £ = &. =
16/27 (azul) and £ = 0,3 (rojo). La curva negra punteada representa el flujo

de energia alredeor de un agujero negro clasico de Schwarzschild (£ = 0).

De la figura (5-19) se verifica que con el incremento de ¢ se irradia mds energia desde el
disco alrededor del agujero negro RGI que del disco clasico, y que asociado al desplazamiento
del borde interior del disco hacia valores menores de z, hay tanto un aumento, como un
desplazamiento hacia dentro del valor maximo del perfil radial del flujo.
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En particular, para éc = 16/27, el incremento del maximo del perfil es ~ 39 %, mientras que

para € = 0,3 el cambio porcentual es ~ 17 %.
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Figura 5-20.: Graficas de la luminosidad diferencial en el infinito por unidad de tasa de
acrecion de un disco de acrecion delgado alrededor de un agujero negro RGI
Schwarzschild para € = €, = 16/27 (azul) y £=03 (rojo). La linea disconti-
nua un disco alrededor de la solucién clasica (€ = 0).

Figura 5-21.: Perfiles radiales de la temperatura por unidad de tasa de acrecion de un disco
de acrecion delgado alrededor de un agujero negro Schwarzschild RGI para
£ =€, =16/27 (azul) y € = 0,3 (rojo). La linea discontinua corresponde a la
temperatura del disco alrededor de un agujero negro de Schwarzschild en GR

Las figuras (5-20) y (5-21) muestran que estos efectos también estédn presentes en la lumi-
nosidad diferencial y la temperatura del disco de acrecién. Para & = £, = 16/27, el pico de
la luminosidad diferencial es ~ 10 % mayor que en el caso relativista y el disco es ~ 8 % més

caliente cuando rodea el agujero negro Scharzschild RGI.
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En la tabla (5-2) se registran los valores de la energia especifica en la ISCO y los correspon-
dientes valores de la eficiencia € para la conversion de masa acretada en radiaciéon, cuando se
desprecia la captura de fotones por el agujero negro, para los mismos valores de é estudiados
previamente. Se observa que el valor de € siempre aumenta con el incremento de é , lo que
significa que el agujero negro Schwarzschild RGI es un motor mas eficiente para convertir
la acreciéon de masa en radiaciéon. El aumento del valor maximo de las propiedades térmicas

§ krsco € (%)
16/27 0.9360 6.40
0.30 0.9398 6.02
0 0.9428 5.72

Tabla 5-2.: Energia especifica en la ISCO y la eficiencia € de la conversién de la acreciéon de
masa en radiacion para diferentes valores de &

del disco y de la eficiencia para la conversion de la acreciéon de masa en radiaciéon esta direc-
tamente relacionado con el pozo de potencial mas profundo asociado con el agujero negro
RGI y con el cambio de la ISCO a valores mas pequenos. De hecho, un radio ISCO maés
pequeno permite que la energia gravitacional se extraiga desde un pozo de potencial mas
profundo, de modo que el material del disco pueda convertir mas energia gravitacional en
energia térmica.

Dado que una ISCO més pequena puede asociarse a un agujero negro de espin distinto de
cero, surge la pregunta sobre las posibles aplicaciones astrofisicas de nuestros resultados.
Esto, a su vez, requiere responder a la pregunta de si los valores de é en el rango permitido
0<E< 16/27 puede imitar el espin de un agujero negro tipo Kerr, en el sentido que el

pardmetro de espin a, = a/M y el pardmetro adimensional ¢ dan lugar al mismo radio de
la ISCO.

Para abordar este problema, recordamos que el radio de la ISCO para érbitas circulares
co-rotantes alrededor de un agujero negro de Kerr viene dado por [141].

risco =3+ Zy —\/(3— Z1)(3 + Z1 + 22,), (5-121)

donde

Z, = 14+vV1—-a®2(V1—a+V1+a),

ZQ = \/3(124‘212

La ISCO del disco de acrecion delgado alrededor del agujero negro de Schwarzschild proviene
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de resolver la ecuacién (5-111) utilizando (5-113), es decir;
a*(x — 6) + 22(3z + 20)€ — 302 = 0. (5-122)

La figura (5-22) ilustra la relacién entre los pardametros a. y f donde la interseccion de

la linea vertical discontinua con el eje horizontal, nos permite concluir que el parametro &
SA

*

puede imitar a, hasta un valor maximo a2 = 0,2241 el cual se obtiene cuando el parametro
adimensional £ toma su valor critico &, = 16 /27. Esto significa que el agujero negro Schwarzs-
child RGI que se esté estudiando puede imitar agujeros negros que rotan muy lentamente.
Un ejemplo interesante es el agujero negro de masa estelar extragalactica LMC X-3, que es
un sistema binario con a, = 0,21f8:§§ (90 % C.L.) [112] con masa M = 6,98 £ 0,56 M, [113]

y que presenta un radio de disco interno fijo asociado con la ISCO relativista [111]

Figura 5-22.: Dependencia del radio de la ISCO a, para un agujero negro de Kerr (verde)
y en el pardmetro £ para un agujero negro Schwarzschild RGI (azul)

Estos valores observacionales no difieren mucho de los presentados en [111], donde a, es-
t4 determinado en el rango 0,22 — 0,41 (90% C.L.), y M estd determinada en el rango
5,35 — 6,22M,. Por lo tanto, asumiendo el modelo relativista de disco de acrecién delga-
do como apropiado para describir el disco alrededor de LMC X-3% ya que a4 estd dentro
del rango de incertidumbre del valor obtenido de las observaciones, podemos fijar el para-
metro adimensional é al valor é ~ 16/27 = 0,5926. Restableciendo unidades y escribiendo
Go=M ;lz, el valor de é se traduce en el siguiente valor para &

~ M?

£ =& ~ 441 x 10%, (5-123)
Mp,

para M ~ 6,5M. Como se indica en [117] un nimero tan grande puede estar asociado al

hecho de que AS fija la escala de la nueva fisica del orden de la escala de Planck.

2Ver las referencias [115, 116] para la discusién en las limitaciones de esta suposicion.
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Es importante notar que los resultados obtenidos en esta secciéon muestran que los efectos
de la gravedad cuantica de la teoria AS con términos de derivadas superiores no estan
restringidos al interior del horizonte de un agujero negro o su vecindad inmediata, sino que
persisten mas alla del horizonte, incluso dando lugar a modificaciones de las propiedades
térmicas del disco de acreciéon que rodea un agujero negro de Schwarzschild.

En este punto dos observaciones son pertinetes:

» Es importante senalar que modificaciones a la métrica de Schwarzschild como la pre-
dicha en el limite infrarrojo en AS con derivadas de orden superior (4-66), también
surgen en extensiones clasicas a la relatividad general como en gravedad f(R) y en la
llamada gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet. En la primera, se extiende la accion de
Einstein-Hilbert de tal manera que incluya términos no lineales f(R) en el escalar de

Ricci R

3 A
Sl = 156 / (R+ f(R)V—gd'x. (5-124)
En este caso puede mostrarse [11%] que para escalar de Ricci constante Ry la métrica

de Schwarschild adquiere la forma

ds® = —f(r)dt* + f(r)~'dr® + 72 (d6* + sin® 0dg?) (5-125)
, donde (G =c=1)

1 M R,
flr) = : T (5-126)

y donde Ry puede tomar valores positivos y negativos en el rango Ry € (—o0,4/9].
En [135] se muestra que para valores positivos de Ry, el radio de la ISCO es mayor que el
correspondiente radio en relatividad general tanto para agujero negro de Schwarzschild
como para agujero negro de Kerr; sin embargo, para valores negativos de Ry, el radio
de la ISCO es menor que en relatividad general para los dos tipos de agujero negro
mencionados. Este tiltimo caso corresponde a lo que en esta tesis se ha hallado para
espacio-tiempo esféricamente simétrico en el limite infrarrojo de la conjetura AS.

De la misma manera, en [119] se ha mostrado que en gravedad 4D de Einstein-Gauss-
Bonnet, la cual involucra también una modificacion de la acciéon de Einstein-Hilbert
para incluir el llamado término de Gauss-Bonnet el cual es cuadratico en el escalar
de Ricci, en el tensor de Ricci y en el tensor de Riemann, surge una modificacion a
la métrica de un espacio-tiempo esféricamente simétrico tal que el coeficiente métrico
f(r) adquiere la forma

fr)=1+ r (1 — /14 8aM) , (5-127)

200 73



94 5 Acrecion hacia Agujeros Negros en seguridad asintotica

donde el pardmetro « puede tomar valores en el rango o € (—8, 1]. Resulta que cuando
—8 < a < 0 el radio de la ISCO es mayor que para agujero negro de Schwarzschild
en relatividad general, mientras que para 0 < a < 1, ese radio es mas pequeno que
para el mismo agujero negro en relatividad general clasica. De nuevo, este segundo
caso coincide con el correspondiente hallazgo en esta tesis.

Lo anterior implica que, aunque resulta interesante que la prediccién de una propues-
ta a gravedad cudntica en limite de bajas energias produzca resultados andlogos a
extensiones clasicas de la relatividad general ampliamente discutidas en la literatura
cientifica, resulta también dificil distinguir entre esos marcos tedricos sin un andlisis
mas detallado del proceso de acrecion que de lugar a distinciones inequivocas entre
ellos.

Una segunda observacion importante tiene que ver con el hecho de que a partir de la
forma del coeficiente f(R) en la Ec.(4-66)

fr)=1-—+ : (5-128)

La estructura métrica que se deriva al aplicar el formalismo AS exhibe rompimiento
de la simetria esférica caracteristica de la métrica de Schwarzschild, conforme inicial-
mente invocada para el problema objeto de estudio en esta tesis. Para determinar el
rompimiento de estas simetrias se utiliza el concepto de vector de Killing a través de
la derivada de Lie de la métrica

LG =0 (5-129)

Al comparar los vectores de Killing para la métrica de Schwarzschild con los obtenidos
al aplicar el formalismo AS se evidencia el rompimiento de la simetria esférica. Por lo
tanto, es importante explorar la posibilidad de que el tercer término de la Ec.(4-66)
pueda interpretarse como un momento de cuadrupolo de la fuente ¢ = 2M¢ induci-
do por efectos cuanticos [150, 151]. A continuacién se presentan las diferencias entre
los vectores de Killing para la métrica de Schwarzschild mejorada y la métrica de
Schwarzschild clésica.
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Vectores Killing Scharzschild AS

(2¢G + 2r?) ((\/4)¢> + (—49 <Gmr - %gG — %TQ) rVa + Vs (EG + r2)) sin? = 0

(5-130)
2((V),) (G +7%)° —4 <(mr - §) G- ;) (6G — 1) G =0
4 (mr—g> G——Q) (£G +17) ((Va),) +2Gm (¢G —1*) Vo = 0
(V1) + (Va), =0 (V1)y + (V3), = 0
((Va),) 7+ ((Va)g) r — 2V3 = 0
(Vi) + ((a)y) 7 = 2Va =0
((Vi)g) 0+ ((Va),) 6= Vi =0
2 (= §) 6= 5 ) te+ ) () +
2 ((mr_ §) G- _2) (6G +72) ((V),) — 2Gm (€G — 1) Vi = 0
—4GVymr® 4+ 2GVorg 4 2Var® + 2G (Va)y) € +2((Va)y) 7° = 0
Vectores Killing Scharzschild
((47° = 4r€) m = 2r) ((V2),) = 2m (1* = 3¢) Vo = 0 (5-131)
2((Vi))r" +4V3 (1 =3¢ m ((ﬁ—g)m— 7"2—3) =0

V2
2( 7"—4( rm——r —mf) - zZ)sinQ:O

Vi)y + (Va), =0, (V1)y + (V5), = 0
2m,r* — r* = 2mrg) (V1),) + (2mr® — r* — 2mr€) (Va),) 4+ 2m (r* = 3) Vi =0
((V2)g)r —2V3 =0

)T+
)T+ ((‘/2)(1))7“—2‘/4:0
)0 +

—AVomr® + 2Vor® + 4Vomé + 2 ((V3),) > = 0



6. Conclusiones y recomendaciones

6.1. Conclusiones

En este trabajo, se revisé el problema previamente analizado en [126] considerando la acrecién
estatica hacia un agujero negro de Schwarzschild (Grupo de Renormalizacién) mejorado R-G
en la teoria de seguridad asintotica AS con derivadas de orden superior. En este sentido,
el proceso de acrecion es considerado como una correccién cuantica a la conocida acrecion
esféricamente simétrica en relatividad general GR.

Al igual que en [126], se utilizaron fluidos isotérmicos como fluido de prueba y se especializ6
en los casos: ultra-rigido (k = 1), ultra-relativista (k = 1/2), de radiacién (k = 1/3) y sub-
relativista (k = 1/4). Porque nuestro interés ha sido el describir los aspectos més generales del
problema, se despreciaron los efectos viscosos, transporte de calor, auto gravedad del fluido
y efectos relacionados a la reaccién inversa (Back-reaction) del fluido sobre la geometria.

Siguiendo el procedimiento del sistema hamiltoniano dindmico propuesto en [121-123], se
recuperaron los resultados los resultados de los autores en [120] para la acrecion de fluidos
ultra-rigido, ultra-relativista, de radiacion y sub-relativista. Sin embargo, en contraste con lo
que estaba establecido en ese estudio, se encontr6 que la acrecion en fluidos ultra-relativistas
son fisicamente posibles en seguridad asintotica AS. De hecho, para este tipo de fluido,
como para los otros que aqui se consideraron, se encontré no solo un desplazamiento de
las érbitas del hamiltoniano en el plano (v,r) hacia el objeto central y una mejora de la
velocidad de flujo cerca del agujero negro en comparaciéon con lo que sucede en GR, pero
también regimenes subsoénicos, supersénicos y transonicos. Este es un resultado importante
porque no parece haber una razoén fisica para la falta de significado fisico de la acrecion de
un fluido ultra-relativista en AS. Como se esperaba, los efectos cuanticos sobre la acrecién
estan totalmente gobernados por el pardmetro & en el coeficiente métrico f(r) del grupo
de renormalizacién mejorado R — G en la ecuacién (4-66) con el comportamiento clésico
recuperado en el limite £ — 0.

También se analizo el tema de la estabilidad de la acrecién y se ha contrastado los resultados
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con la estabilidad conocida del flujo de acreciéon en la relatividad general clasica. Utilizando
un procedimiento perturbativo basado en la ecuacién de continuidad, la tasa de acrecion
de masa de la materia que cae, considerada como un fluido isotérmico, ha sido sometida a
pequenas perturbaciones lineales en forma de onda estacionaria y en forma de onda viajera.

Para la perturbacion de la onda estacionaria, se concluye que, como en el ambito relativista
general, la perturbacion se amortigua en el tiempo para que la acrecion sea estable. En cuanto
a la perturbacion de la onda viajera un criterio simple, basado en el comportamiento del
coeficiente kg en la expansion en serie de la parte espacial de la perturbacion, ha permitido
comparar entre los marcos de referencias cuantico y clasico, y llegar a la conclusién de que,
donde habra que tener en cuenta los efectos de la gravedad cuéantica, la amplitud de la
perturbacion de la onda viajera para un fluido ultra rigido aumenta en comparacion con
la clasica. Esto indica que el acoplamiento de este tipo de fluido con la curvatura espacio-
temporal es mas débil en AS que en GR. Para fluidos ultra-relativistas, de radiacién y
sub-relativistas, la amplitud de la perturbacion se reduce o aumenta dependiendo de si el
observador local estd ubicado en la vecindad inmediata del horizonte del agujero negro o no,
respectivamente. El valor de la coordenada radial r...s en la que tiene lugar esta transicién
se puede calcular facilmente resolviendo para r la ecuaciéon que iguala la amplitud clasica
con la cuantica.

Esto significa que el acoplamiento del fluido en acreciéon con la geometria del espacio-tiempo,
que es responsable del amortiguamiento de la perturbacion, es mas fuerte en el caso cuantico
que en el clasico para r < Teoss ¥ Mas débil para r > .. Dado que la cantidad perturbada
ha sido la tasa de acrecién de masa, una cantidad fisica que en principio es medible, seria
muy interesante estudiar los posibles efectos observables que podrian utilizarse para probar
la seguridad asintotica en el futuro.

En la seccién Disco de acreciéon alrededor de un agujero negro de Schwarzschild
en Seguridad Asintdtica se estudid, por primera vez, segiin nuestro conocimiento, co-
rrecciones de la gravedad cuantica a las propiedades térmicas del disco de acrecion delgado
relativista alrededor de un agujero negro RGI-Schwarzschild en el limite IR del escenario
de seguridad asintotica AS para la gravedad cuantica con términos de derivadas de orden
superior. Se calculd, en particular, correcciones para el flujo de energia promediado en el
tiempo, el diferencial de luminosidad en el infinito, la temperatura del disco y la eficiencia de
conversion de la masa acretada en radiacion. Cuando se compar6 con las predicciones de la
relatividad general, se encontré que un incremento del parametro é que codifica los efectos
cuanticos en la geometria del espacio-tiempo, no solo conduce a un desplazamiento del radio
del borde interno del disco (ISCO), hacia valores menores, pero, como consecuencia, también
se encontro:
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= Incremento de la energia irradiada desde el disco.
» Incremento de la temperatura del disco.
= Aumento del diferencial de luminosidad que alcanza un observador en el infinito.

= Desplazamiento del pico de los perfiles radiales de estas propiedades térmicas hacia
valores mas pequeiios de la coordenada radial.

= Mayor eficiencia de conversion de la acrecion de masa en radiacion.

Esta conclusion debe tomarse con cautela, ya que se basa en la suposicion de que el modelo
de disco delgado relativista es apropiado para describir el disco de acreciéon en LMC X-3,
mientras que los datos de observacion muestran que este modelo es preciso a bajas lumi-
nosidades pero inapropiado para altas luminosidades, un régimen para el que un disco de
acrecién delgado proporciona una descripcién mejor [145, 146].

Es importante senalar, una vez mas, que los resultados muestran que los efectos de la grave-
dad cuantica sobre la fisica de los agujeros negros se manifiestan a distancias incluso mayores
que el radio de la ISCO y no se limitan al interior del horizonte o sus inmediaciones.

Ademas del hecho de que AS no es el iinico marco teédrico en el que se predice una reduccién
del ISCO del disco de acrecion, es importante también resaltar que en esta tesis no se ha
pretendido determinar valores exactos de observables atrofisicos que permitan una compa-
racién directa con datos observacionales con el fin de validar o no el escenario de Seguridad
Asintoética, sino que solo se ha pretendido mostrar que los efectos cuanticos que predice AS
se manifiestan a nivel astrofisico en el régimen de campo gravitacional intenso en el proceso
de acrecién hacia un agujero negro. De hecho, diferentes valores para la tltima orbita estable
de un sistema concreto pueden deberse a diferentes valores del spin del agujero negro dentro
de la teoria de la RG. También hay muchas otras teorias de la gravedad modificada que
predicen valores variados para ese parametro. Por tanto, hay una degeneraciéon de modelos
con similares predicciones que previene un test efectivo de estas teorias usando sistemas
acretantes.

Es claro entonces que deberan imponerse restricciones adicionales provenientes de observa-
ciones de alta precisién sobre otras predicciones especificas del escenario SA con el fin de
poder contrastarlo, sea con otras teorias clasicas que extienden la relatividad general o con
otras propuestas a teorias cuanticas de la gravedad. En este sentido, es importante recordar
que un sistema acretante es un sistema bastante complejo desde el punto de vista de sus
componentes por lo que es deseable que esas restricciones sean impuestas sobre sistemas méas
limpios como, por ejemplo, la emision de ondas gravitacionales de sistemas binarios de agu-
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jeros negros o estabilidad de estrellas de neutrones. En este tiltimo caso, las masas maximas
de estos objetos podrian diferir fuertemente de lo esperable en RG. Hay estudios hechos al
respecto en otras teorfas, ver por ejemplo [152,153].

Finalmente, las conclusiones obtenidas en esta tesis deben tomarse con precaucion ya que re-
posan en la suposicion de que el modelo relativista de disco de acreciéon delgado es apropiado
para describir el proceso de acrecién hacia un agujero negro. En este sentido, no debe olvi-
darse que, en muchos casos, el llamado disco de acrecién delgado es un modelo mas adecuado
sobre todo cuando las luminosidades son altas.

Se piensa que estos resultados son un punto de partida para motivar el estudio de los efectos
de la gravitacién cuantica en entornos de agujeros negros mas realistas, como discos de acre-
cién alrededor de un agujero negro RGI-Kerr, como una ruta alternativa o complementaria
para confrontar las predicciones de seguridad asintotica con observaciones astrofisicas.

6.2. Recomendaciones

Después de este trabajo de investigacién en agujeros negros de Schwarzschild tanto en de
Sitter como anti de Sitter, también las propiedades térmicas del disco de acrecion delgado
relativista alrededor de un agujero negro RGI-Schwarzschild en el limite /R y obtenerse
resultados como que la a perturbacion se amortigua en el tiempo para que la acumulacién
sea estables y encontrar que la acreciéon en fluidos ultra-relativistas son fisicamente posibles
en seguridad asintética AS y que los efectos gravedad cuantica sobre la fisica de los agujeros
negros se manifiestan a distancias incluso mayores que el radio de la ISCO, se puede extender
la investigacion de efectos cudnticos gravitacionales a agujeros negros mas realistas como el
agujero negro rotante de Kerr. También, se puede evaluar si la acrecion a algiin candidato
real a agujero negro puede explicarse en el contexto de la Seguridad Asintotica. Esto es
importante como forma de contrastar esta teoria cuantica de la gravitacion a partir de los
datos observacionales.



A. Apéndice: Acrecion esféricamente
simétrica a la Littleton - Bondi hacia
un agujero negro de Schwarzschild

El tesor Energia-Momentum para un fluido perfecto es:

T = (p+ p)U*U" + pg"” (A-1)
La ecuacion de continuidad esta dada por:

(nU")., =0 (A-2)

Desde que la cuadri-velocidad en una acrecién esféricamente simétrica sea U* = dat/dr =
(U°,u,0,0), luego la ecuacién de continuidad puede expandirse a

U.U

3

)y =V (nU“) = 0, (nU") + T4, (nU?)

8o (nU°) + 0, (nU™) + T, (nU") + Tt (nU") + T, (nU") + T4 (nU")

9o (nU°) + 0, (nu) + 0, 8(nu) + d,a(nu) + 2/r(nu)
(

Qo (nU°) +1/r°0, (nur?) (A-3)

De la condicién de normalizacién del 4-vector velocidad del fluido

WW:W%+WMZMWW+%WW=<ﬂWﬁﬂﬂﬁ:4

(U)" = f "+ f 2 F(f+U) (A-4)
Se sigue
po = VI (A-5)

f

Reemplazando en la ecuacion de continuidad

(nU"). = 9 (n—w> + = L0 (nur®) = 0. (A-6)

"ot f r2 Or
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La ecuacién de la conservacién del tensor Momentum-Energia es

VAT, = T,
= (p+p) (U, U +UU",) + (p+ ) UU” + p,g" (A7)

La relacién termodinadmica para el equilibrio es obtenida minimizando la energia libre de
Gibbs por barion.
dp _p+p ds

Asumiendo condicion isentropica ds = 0, la velocidad del sonido esta dada por:

2_@ _ap n

= — £ A-
C T ), onptp (4-9)

De la primera ley de la termodinamica en equilibrio

Tds = d (3) +pd (1) (A-10)

n n

Tenemos que para el proceso isentropico ds = 0 y utilizando la ecuacion politrépica de estado
p=Kn"

1
a(2) = Kn'—dn = Kn'~2dn
n n
y—1
L act + K "
n v—1
Y
p=jic’n+ K n (A-11)
v—1
Tomando las ecuaciones (A-10) y (A-9) podemos establecer la relacion entre a y n.
Inp+p pac? + Kny—1 <ﬁ> + Kny—t
v—1
2 — __kn , (A-12)
fic? + iy Knt

En la ecuacién de estadao para neutrones extremadamentes relativistas con densidades ma-
yores a ((6 x 10%kg/m?) la constante es K = 3%7%(%), y el indice politropico v = 3.

Manejo de la conservaciéon del tensor de Momentum-Energia V,T*” = 0, y por la invariancia
del tensor métrico 07V ,g"” = 0 una causa de la restriccion de conexion de transporte paralelo,
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y notar que si (v,w) = gupvw’ = t°V(gapvawsy) = 0 = 0w, Ve(gay) = 0, que preserva
angulos y longitudes i.e., deberia ser cierto para todo v, w,t -, luego

VI = (8up + 0,p) UMUY + (p+ p) [(0,U") UY + T UAUY + U* (9,U") + T, U*U*|
+ (aup) g =0

Ahora, analizando término a término para v = 1 esta relaciéon conduce a:
(Dup + 0,p) UFU = (9op + Oop) UU + (O1p + O1p) U'U!

V4 u? (8p8n+8p8n) L2 (@8_n+3p8n)

f on Ot  On Ot ondr  OnOr
2

_ MR ot aptp\On s (ptp  aptp) On

f n n ot n n or
_ptp \/f—l—u2(9n »0n
=——(1+a) ( ot (A-13)
El dltimo término

B 0p 877, 2P+ pon

(9up) 9" = (O1p) ¢ =fa.5 =f =3, (A-14)
El segundo término
(p+p) [(OUMU +TH U + U* (0,U") + T, U0 (A-15)

= (p+p)[(0U°) U" + (0U") U' + T, UMNU + TLUNU + U° (8UY) + U (6,UY)
+T U U + T1,U U

= (p+p)[(0U°) u+ (Dru)u+ T U'U + T, U'U' + T5,U'U + T35,U'U 4+ U° (0,UY)
+U' (0,U") + T UU° + 11, U'UY

=(p+p)[<a”f+u2> (ar)u+u28a+u28rﬁ+1 +%u2+—w(@)

ot f ot

+u (gu> + 62(0‘_’8)&"0(& + U28rﬂ]
r

12
= (p+ ! 8—u+2 Ou) 20 VIt (0w 10F (A-16)
m ar r f ot) " 20r -

Uniendo los términos

v +p Vit +u28n +pon
v, T" —pn (1+a )( 5 28r>+f2pn 8r++(,o+p)

1 6u ou 202 \/f+u? [Ou 10f

o (o )+ (o ) g =0 (A-17)

f«/f+u2 or r f ot 20
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1
n ot or n or

(1+a?) ( \/f—l-u28n L 8n> fa 2l@+

/ 2
! au 5 2 (8“) L VS (au) L LO5) (A-18)
f /f + u2 or/) r f ot 2 0r
Analizando la ecuacién de continuidad
0 f+u? 10 N
7 (77 ) ey o = =
2
Vft+u an 1 1 8 —|—2n +n8u+u@
foot 2 I f+ u2 or or
1 8u 8u
T Te
2 2
_E_w”ﬂta_n_&_u_a_nzo_ (A-20)

n f ot r n or

Reemplazando

%(1+a2)( VS rwion T) f218n [—E—‘f+u2a—n—2—lﬂ—u—26—n+u(%)+

825 n f ot r n or or
2u? N/ f+u? [Ou 1of|
*7*7(5)%&]—0
VF+u? (ou ou\ 10f \/Wan
T (E) +u <E> + 567“ + at ( + f) =0. (A—Zl)

De las ecuaciones de conservacién (A-1) y (A-2) se obtienen las soluciones estacionarias

lej (nouor®) =0 (A-22)
4rfingugr? = —m/c (A-23)
Reemplazando los valores
o (%)%jﬂ (F+u3) o~ (A-24)
1(%) —l—%%——i—i(f—kug)% (A-25)
e () - 280 (A-20)
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Analizando el limite no relativista donde u? < 1,a® < 1y r > 2GyM, La ecuacién a primer

orden es
1du(2)+11df a%dno—ldug+¢’+a%dno—0 (A-27)
2 dr 2fdr  ngdr 2dr no dr

Un potencial efectivo debido a la curvatura del espacio-tiempo puede estar definido acorde a
¢ = f'/2f, que representa una derivacién del comportamiento newtoniano. En este enfoque
pseudo-newtoniano, esta propuesto que los efectos de la relatividad general sean simulados
por el potencial efectivo que satisface d¢ = df /2f. Integrando

(A-28)

1 1 2M Gy

r

Utilizando las series de Taylor del logaritmo natural valido para —1 <z —1 < 1.

Inx = i ﬂ(m - 1)"

n
n=1
1 2MGp\ = (=" [ 2MGo\"
0= §ln (1 T > N ; n r
2
T 4 T



B. Propiedades de la radiacion
electromagnética de discos de
acrecion delgados en
espacios-tiempos relativistas

En el proceso de acrecién; una fraccion del calor se convierte en radiacién, que escapa par-
cialmente y enfria el disco de acrecién. Esta radiacion es la tnica informacion fisica que
obtenemos del disco de acrecion. [154]. En un disco de acrecién delgado, el tamano sobre el
eje vertical z es despreciable comparado con su extension horizontal definida a lo largo de la
direccién radial r.

El disco esté en equilibrio hidrodinamico y se pueden despreciar los gradientes de presion y de
entropia vertical. El disco estabiliza su tamafio vertical delgado ya que enfriamiento eficiente
via radiacién sobre la superficie del disco, previene que el disco acumule calor generado por
las tensiones y fricciones dindmicas [154].

En este modelo, la tasa de acrecién de la masa M, se asume constante y no cambia con el
tiempo. Las cantidades fisicas que describen el plasma que esta orbitando; se promedian en
la escala de tiempo caracteristica sobre el angulo azimutal para un periodo de érbitas totales
y una altura H [1 18,137,138, 154].

Las particulas moviéndose en orbitas Keplerianas al rededor de un objeto compacto con una
velocidad rotacional; tienen energia y momentum angular especificos que depende solamente

de los radios de las orbitas para el modelo de disco delgado estatico.

La estructura del disco puede caracterizarse por la densidad superficial del disco

S0)= [ () (B-1)
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donde pg es la densidad de masa en reposo promedio. El torque esta dado por:

Wy = /_ ; (1) dz (B-2)

El tiempo y el promedio orbital del vector de flujo de energia, nos da el flujo de radiacién
F (r) sobre la superficie del disco F (r) = (¢*)

Las ecuaciones de la estructura del disco delgado se obtienen integrando las leyes de conser-
vacién de la masa en reposo, de la energia y del momentum angular del plasma [1 18,137, 154].
De la conservacion de la masa, se deduce que el tiempo promedio de la tasa de acrecién de
la masa en reposo es independiente del radio del disco.

My = —27rSu” = cte (B-3)

donde: My es la masa de acreciéon y se asume constante, 2 es la densidad promedio de
superficie.

La ley de la conservacion de la energia tiene la forma:

{MOE - ZWTQWdf} r=4rFE (B-4)

Q es la velocidad rotacional dada por Q = d¢/dt y Eesla energia especifica.

La ecuacién (B-4) establece que la energia transportada por el flujo de la masa en reposo
MyE y la tension dindmica del disco 2rrQW ] estan en balance con la energia irradiada de la
superficie del disco 41 F E. La ley de conservacion de momentum angular establece también
el balance de las tres formas de transporte de momentum angular:

[MOZ - QWTQWJ;] r=4nFL (B-5)

)

Al eliminar W de las ecuaciones B-4 y B-5, aplicando la relacion energia-momentum angular
dE = QdJ para oOrbitas circulares geodésicas; se obtiene el flujo de la energia radiante sobre
el disco:

_ MO Q,T‘
V=9 (B-af

F(r)= )2 /r (E — QE) E,r dr (B-6)

En la anterior ecuacion r,,; es la 6rbita marginalmente estable. El torque se anula en el borde
interno del disco y asumimos que la materia que se estd acretando a r,,s cae libremente hacia
el objeto compacto central y no ejerce torque considerable en el disco.
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La eficiencia en la que un objeto compacto central convierte convierte la masa en reposo
en radiacién saliente esta dada en términos de la energia especifica medida en la orbita
marginalmente estable r,,, y para el caso en que todos los fotones emitidos pudieran escapar
al infinito

e=1—Epns (B-7)

Para un agujero negro de Schwarzschild esta eficiencia es al rededor del 6 % y para agujeros
negros que rotan rapidamente, la eficiencia es del 42 %.

Podemos definir la temperatura del disco T (r) utilizando la constante de Stefan-Boltzman
o y la definicién de flujo.

F(r)=oT*(r) (B-8)

Si consideramos que el disco emite como un cuerpo negro, podemos calcular la luminosidad
del disco utilizando la dependencia de 7' (r) en F (r) [155].

4 i rdr
L (w) = 4nd®I (w) = = cos iw? / S — B-
(W) = 4md’I (w) —cosiw Sy ey (B-9)

donde: d es la distancia de la fuente, I (w) funcién de distribucién de Planck, i es la inclinacién
del disco de acrecién, w = 27v, v es la frecuencia de radiacion.

Para calcular la integral de flujo, tenemos el siguiente elemento de linea que nos va a dar
la dependencia radial de la velocidad angular, la energia especifica y el momentum angular
especifico de particulas moviéndose en érbitas circulares al rededor de esferas relativistas
compactas.

ds? = —e**Mat? 4 20 dr? 4 42 (d6* + sin® 6d¢?) (B-10)

Las ecuaciones geodésicas para particulas orbitando en el plano ecuatorial

T2_ 4 (%)2 (B-11)
E? =t (ﬁ)Q (B-12)

~ dt\?
E2 — A0+ (_> + Veff (r) (B_lg)
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donde 7 es el parametro afin y el potencial efectivo Vs estd dado por:

Vs (r) =e*® (1 + f—j) (B-14)

Haciendo Viss (r) =0y Vegpor (1) =0

€2<I>

B GaTe (1)

~ r2Q)
L UE e (0

(I)w" e2®

r

0= (B-17)

La condicion V¢, (1) = 0 nos da la dérbita marginal estable r,,; en la ISCO que puede
determinarse para cualquier expresion de la funcién ® (r)



C. Analisis de la estabilidad de la
acrecion

El esquema de perturbacién que se va a utilizar fue propuesto en [128]el cual es una pertur-
bacién linealizada de la solucién estacionaria de la ecuacion de continuidad.

u(r,t) = uo(r) + u'(r,t) (C-1)
n(r,t) = no(r) +n'(r,t) (C-2)

Hacemos un cambio de variable, ¢ = nur?. con perturbaciones a primer orden [123]

Y(r,t) = n(r, tu(r,t)r* = (ng +n') (ug +u') r?
(r,t) = nouer® + (ugn’ + nou') r* = g + 1’

(G (C-3)

V' = (ugn’ + nou') r’. C-4)
De la ecuaciéon de continuidad A-6 la perturbacién a primer orden
0 VI u? 10 n

/ 2
=2 _Z @—I- f—i—u@ni_}_%ﬁ (nou07’2)+
I/ f+u2ot f at  r20r

109" noug 8_u’+ VIrugon 10y (C-5)
r20r f\/f +u? Ot f o r2or
Luego,
oY 0 (uon' +nou') 5 00 5 Ou’
5 = B = uert + nor oy (C-6)

Al comparar las dos tultimas relaciones, se obtienen las ecuaciones que relacionan la derivada
temporal de las perturbaciones en la densidad de ntimero de particulas y en la velocidad del
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fluido con las derivadas espacial y temporal de ¢/

o w oY v
E__<f ot \/f+oa> (C-7)

ou' _ N+ (Vfruow oy
ot nor? f ot + o or (C-8)
Comprobando
B Ug 8@[)’ , O L ,on’ ,0u
(f 815 f+ 087‘)— 2f< 7‘ +n0r 875 +
\/m _ Mouo \/f + Uo on’
AN 8t foot
on' _ uj u? on’ Cugng du' | moug O’ f + ud on’
% Foa f ol oatTF u (C-9)
[gualmente
VI+@ [+adow oy
+ ug
nor? f or
[+ "ura_n+ 20U uoy/f +uf noo \/f+u08n
T fner? |0 Ot ot no INIES: 8t ot
/ / 2 / 2
o' f+ug on’ f+u08_u_@8_u_f+u0 8n (C-10)

Bt e ot F oot Fot fng

Debido a que la velocidad del sonido depende de la densidad de niimero de particulas, la
perturbacién en n afecta a?,a primer orden

d
a’ = al + d—zz (C-11)

Ahora, de la ecuacion conservacion del tensor Momentum-Energia, tenemos a primer orden

0 \/f+u28u+u6u+1af+ (x/f+ 2 9n (b )?:>

or 20r
WV ftugod u%—l—u ou/ o ,Oug +1g+ \/f+u08n
T ot or = Cor " ar " 20r  \ng ot T+

2
(Y 5+ o) 20 8 (1 0y 2 (—) (f +u2) d—ng%» (12

o
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