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Resumen

En este trabajo se muestra la existencia de caos robusto en el mapa estrboscépico aso-
ciado a una forma canénica normalizada de sistemas lineales discontinuos definidos a trozos
de dimensién dos (PWL por las siglas en ingles). El trabajo consta de 5 capitulos.

En el primer capitulo damos un estudio riguroso de algunos conceptos y resultados escenciales
de mapas discretos reportados en la literatura.

En el segundo capitulo presentamos la forma candénica normalizada para sistemas lineales dis-
continuos definidos a trozos, estudiamos algunas propiedades de este sistema y presentamos
algunos mecanismos para generar ciclos limite en este sistema reportados en la literatura.
El tercer capitulo presenta el mapa estroboscopico asociado a la forma candénica normalizada
y estudia algunas propiedades de este mapa dadas en la literatura, como la matriz expone-
necial, la estabilidad de sus orbitas y nuestros propios resultados sobre los exponentes de
Lyapunov de este mapa.

En el cuarto capitulo se utilizan los resultados presentados en los capitulos anteriores para
estudiar la existencia de caos robusto en el mapa estroboscépico para el caso foco e introdu-
cimos a un pequeno estudio de caos robusto en el caso silla.

Finalmente en el quinto capitulo presentamos una aplicacién del caos robusto en mapas
discretos a la encriptacién de imagenes, disenando un esquema de encriptacion e implemen-
tandolo con el mapa estroboscépico en una regién cadtica de parametros.

Palabras clave: Caos robusto; Mapa estroboscépico; Mapa dos dimensional; Sistema

discontinuo lineal a trozos; Atractor caético..
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Abstract

In this work we show the ocurrence of robust chaos in the two dimensional stroboscopic
map asociated at a canonical normal form of discontinuous piece-wise linear systems (PWL
for short). The work consist in 5 chapters.

In the first chapter we give a rigorous study of some essentials concepts and results of discrete
maps reported in the literature.

At the second chapter, we present the canonical normal form to discontinuous PWL systems,
study some propieties of this system and present some mechanism to generate limit cycles
in this system reported in the literature.

The third chapter present the stroboscopic map asociated at the canonical normal form and
study some propieties of this map given in the literature, like the exponential matrix, the
stability of the orbits and our own results about the exponents of Lyapunov of this map.
In the fourth chapter the results presented in the previous chapters are used to study the
ocurrence of robust chaos in the stroboscopic map to the focus case and introduce little a
study of robust chaos at the saddle case.

Finally in the fifth chapter we present an application of robust chaos in discrete maps to
image encryption, designing an encryption scheme and implementing this whit the strobos-
copic map in a chaotic parameter region.

Keywords: Robust chaos; Stroboscopic map; Two dimensional map; Discontinuous

piece-wise linear systems; Unstable periodic solution; Chaotic attractor.
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Introduccion

En 1963, el matematico y meteordlogo Edward Lorenz interesado por modelar y predecir el
tiempo atmosférico planted un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de dimensién
tres conocido como el sistema de Lorenz. El descubri6 que para cierta configuracion de
parametros el sistema presenta un atractor con propiedades que no habian sido reportadas
hasta el momento, conocido como el atractor de Lorenz. Esto lo llevo a formular el efecto
mariposa con el cual explicd que un leve cambio en las condiciones iniciales de un sistema de
ecuaciones diferenciales puede producir grandes cambios en su dinamica, lo que formalmente
se conoce como la sensibilidad ante las condiciones iniciales y con lo que Edward Lorenz
formul6 los cimientos de la teorfa del caos, para més detalles ver [T, 2, [3].

Mas adelante, en 1976 el naturalista Lord Robert May estudiando modelos de dindmica
poblacional en [4], encontré que al variar el pardmetro de la ecuacién logistica discreta, esta
presenta comportamiento cadtico. Esta es la primera vez que se reporté este comportamiento
en un mapa discreto.

En 1998 el ingeniero Soumitro Banerjee y sus colaboradores en [5] definen un atractor cadtico
como robusto si existe una ventana en un espacio de parametros en la que este atractor es
unico y no desaparece, ademas no son admisibles los atractores peridédicos. Este concepto es
introducido mediante una aplicacion al modelo de un convertidor DC-DC Boost, que esta
dado por un mapa continuo definido a trozos dimensién dos o PWL (por sus siglas en ingles).
El estudio de la existencia de estos atractores cadticos robustos y los métodos para obtenerlos
o ruta al caos en mapas discretos ha sido de gran interés recientemente, por sus miltiples
aplicaciones como la encriptacién, el modelado de convertidores DC-DC, el aprendizaje en
redes neuronales, telecomunicaciones, generacion de nimeros pseudoaleatorios, entre otras,
ver [0l [7, 8, @9, [10] 1T, 12, 13} 14 [15].

Los mapas estroboscépicos asociados a sistemas PWL son una adecuada forma de modelar
sistemas que tengan interruptores como los convertidores de potencia, circuitos con relay
como se muestra en [16], 17, 18], 19} 20, 21, 22], 23], 4, 24]. En el 2014 en [25] se presenta por
primera vez, una forma canénica normalizada para sistemas PWL con dos zonas y se estudia
la existencia de ciclos limite en esta forma canénica normalizada.

Motivados por las multiples aplicaciones del caos robusto y los resultados presentados en
[26], 25] en cuanto a la aparicién de ciclos limite en la forma canénica normalizada, en este
trabajo se estudia el comportamiento del mapa estroboscopico cuando el sistema de la forma
candnica presenta una Orbita periddica inestable al rededor de la zona de conmutacion.



1 Preliminares

Este capitulo abarca los preliminares tedricos necesarios para el desarrollo del trabajo y
se divide en 4 secciones. En la primera se define el concepto de sistema dindmico y se
dan algunos teoremas fundamentales para su estudio. En la segunda se presentan algunos
conceptos, definiciones y resultados del estudio de sistemas dindmicos discretos necesarios
para el desarrollo del trabajo. En la tercera parte se estudian algunos resultados relacionados
con caos y atractores extranos. Finalemente, en la cuarta secciéon estudia los exponentes
caracteristicos de Lyapunov y su relacion con la presencia de caos en mapas discretos.

1.1. Sistemas dinamicos

La nocién de sistema dindmico proviene de la formalizacion de un proceso deterministico.
El estado futuro de sistemas fisicos, quimicos, bioldgicos, ecolégicos, econdémicos e incluso
sociales puede predecirse conociendo su estado actual y la forma en que este evoluciona en
el tiempo. Suponiendo que la forma en la que el sistema evoluciona no cambia, un sistema
dindmico es una terna compuesta por un espacio de estados, un tiempo de evoluciéon y un
operador que indica la evolucién de los estados [27].

En esta seccion se define de forma general el concepto de sistema dinamico y algunos ele-
mentos esenciales en su estudio, junto con algunos resultados y definiciones necesarias para
el desarrollo de este trabajo, como la estabilidad estructural y el teorema de existencia y
unicidad para sistemas a tiempo continuo.

Definicion. [19] Un sistema dindmico es una terna {T, X, ¢'} compuesta por un espacio de
estados X, un conjunto de indices T y un operador de evolucién ¢ : X — X que satisface
las siguientes condiciones

1) ¢°(x) =2, VxzeX.

2) ¢'t5(x) = ¢° (¢'(x)), Vxe X,s teT.

Un concepto fundamental en el estudio de los sistemas dinamicos es el de 6rbita de un punto
X, que es el conjunto de todos los puntos ¢'(x), en otras palabras es la evolucién de un punto
x en el espacio de estados X. La particién del espacio X en las érbitas de sus elementos se
conoce como espacio de fase.



4 1 Preliminares

El estudio cualitativo de sistemas dinamicos se concentra en conocer el comportamiento de
las o6rbitas. Existen conjuntos especiales en el espacio de estados X, que contienen a las
orbitas de todos sus elementos, estos conjuntos se conocen como conjuntos invariantes.

Definicion. [19] Un conjunto invariante de un sistema dindmico {T, X, ¢'} es un subcon-
Junto del espacio de estados A C X tal que para todo xy € A implica que ¢'(xg) € A,
VteT.

Algunos conjuntos invariantes tienen la propiedad de atraer a las érbitas de ciertos elementos,
estos conjuntos se conocen como atractores.

Definicién. [19] Sea {T,X,¢'} un sistema dindmico. Un conjunto invariante A que es
cerrado y acotado es un atractor si

1. Para cualquier vecindad suficientemente pequena U C X de A, existe una vecindad
V C X de A tal que ¢'(x) € U, para todo z €V yt > 0.

2. Para todo z € U, ¢'(x) — A cuando t — oo.

Siguiendo a [19], el conjunto de atractores de un sistema dindmico tipicamente describe el
comportamiento de sus orbitas a largo plazo, ya que estos atrapan la dinamica de ciertas
zonas que se conocen como las cuencas de atraccion o dominios de atraccién. En capitulos
posteriores se estudiara a fondo algunas clases de atractores que son los atractores peridédicos
y los atractores cadticos en un tipo especifico de sistemas dindmicos que son los sistemas
discretos definidos a trozos.

Existen sistemas dinamicos a tiempo continuo y a tiempo discreto, los sistemas dinamicos
a tiempo continuo por lo general estdn definidos por ecuaciones diferenciales y tienen por
conjunto 7" a un subconjunto de R. Un resultado fundamental del estudio de ecuaciones
diferenciales conocido como el teorema de existencia y unicidad, permite definir el
operador ¢' de un sistema dindmico a tiempo continuo descrito por una ecuacién diferencial.

Teorema 1. [27] Considere el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
r= f(x), xeR™, (1-1)

donde f es una funcion suave en una region U C R™. Entonces existe una unica funcion
x = x(t, ) que satisface las siguientes condiciones, para todo @y € U

1) 2(0, x) = xo.

2) Existe un intervalo J = (—61,02), con 615 = d12(x0) > 0, tal que para todo t € J,

y(t) = a(t, z), y(t) = fy(t)),



1.2 Teoria de mapas 5

Por el Teorema , se define el operador ¢’ : R™ — R™ como

¢'(x0) = x(t,%o), (1-2)

para sistemas a tiempo continuo, el operador ¢'(x) recibe el nombre de flujo y se represnta
como ¢'(x) = ®(t, x).

Por otra parte, en los sistemas dindmicos a tiempo discreto el operador ¢' esta definido
por una funciéon f que itera al componerse con sigo misma y es conocida como mapa, por
notacién, la n-ésima composicién de la funcién f con sigo misma se simboliza como f(™(x).
Estos operadores se estudiaran a profundidad en la siguiente seccién.

El estudio cualitativo de algunos sistemas dindamicos resulta ser una tarea sumamente com-
pleja en algunos casos, por eso es comun realizar transformaciones que dan como resultado
sistemas dindmicos mas simples.

Definicién. [28] Dos sistemas dindmicos {X,T, '} y {X, T, '} son topoldgicamente equi-
valentes si existe un homeomorfismo h que preserve la dindmica de un sistema en el otro,
por medio de la ecuacion

hof=goh, (1-3)
con f y g mapas discretos o flujos a tiempo continuo.

Para terminar esta seccién se define la estabilidad estructural de un sistema dindmico { X, T, ¢'}
que permite abarcar el concepto de bifurcacion en la siguiente seccién, el cual es clave para
este trabajo.

Definicién. Un mapa f (o flujo) es estable estructuralmente si existe € > 0 tal que to-
das las perturbaciones § < € de clase C* de f produzcan mapas (o flujos) topoldgicamente
equivalentes a f.

1.2. Teoria de mapas

En esta seccién se estudian los conceptos de atractor periddico, sistemas a trozos y bifurcacion
en mapas discretos como el que se muestra a continuacién

Xn+1 = f(Xn)7 (1_4>

donde x,, € R™, f € CY(R™), y n,m € N.
Para empezar se define el concepto de punto periédico del mapa

Definicién. [29] El punto x es un punto periédico de periodo n € N si f(x) = z. El n
menor entero positivo para el cual f(x) = x se llama periodo principal de .



6 1 Preliminares

Un punto fijo de una funcién f es un punto x € R™ que satisface la ecuacién f(x) = x

Y

entonces un punto fijo es un punto periédico con periodo principal n = 1.

3
n’

note que f(0) =0, por lo tanto x =0
en un punto fijo de f. Por otra parte f(1) = =1 y f(—1) =1, lo que convierte a x = —1 y
x =1 en puntos periddicos de f con periodo principal 2.

Ejemplo 1. Considere el mapa x,1 = f(x,) = —x

Un mapa puede tener méas de un punto fijo, el siguiente ejemplo muestra un mapa con
infinitos puntos fijos.

Ejemplo 2. Considere el mapa @Q : R? — R? definido por

wnﬂz@(mn):[é ﬂmn

El conjunto de los puntos fijos del mapa Q) es el siguiente
9 T
zeR :w:a[ 1 O] ,ae RS,
Las orbitas de los puntos periédicos y de los puntos fijos son conjuntos finitos en R™, si
un punto p € R™ es un punto periddico de periodo principal n, entonces su o6rbita tiene n

elementos y esta formada por los puntos p, f(p),--- f™ 1 (p)

Definicién. La drbita Or(p) de un punto periédico p de periodo principal n, se conoce como
una orbita periodica de periodo n.

Un ejemplo de una orbita periddica es la érbita del punto x = —1 bajo el mapa presentado
en el Ejemplo , la cual tiene periodo principal dos y esta compuesta por los puntos {—1,1}.
Note que las orbitas periddicas y los puntos fijos son conjuntos invariantes. En algunos
casos las orbitas periddicas pueden ser aractores, por lo tanto su analisis es importante para
conocer la dindmica del mapa. Para empezar a estudiar el comportamiento de estos puntos
se define el concepto de punto asintético

Definicién. [30] Sea f: R™ — R™ un mapa y p un punto periddico de periodo principal n
del mapa f. Un punto © € R™ es asintdtico hacia adelante a p si lim;_(f™(x)) = p. El
conjunto estable de p, denotado por W5(p), consiste en todos los puntos asintdticos hacia
adelante de p.

Definicién. [30] Sea f : R™ — R™ un mapa y p un punto periédico de periodo principal
n del mapa f. Un punto © € R™ es asintdtico hacia atrds a p si im;,_(f"(x)) = p. El
conjunto inestable de p, denotado por WY (p), consiste en todos los puntos asintéticos hacia
atras de p.
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Ejemplo 3. Tome el mapa del Ejemplo . Note que para todo x € (—1,1) se cumple:
lim (f"(x)) =0,

n—oo

ademds, para todo x € (—oo,—1) U (1,00), lim, o (f"(z)) no eziste, por lo anterior, el
conjunto W9(0) = (=1, 1).

Existen resultados relacionados con una propiedad de los puntos periddicos de los mapas que
permite predecir el comportamiento de las érbitas de ciertos puntos bajo algunas iteraciones
del mapa. Esta propiedad es la hiperbolicidad de los puntos periddicos que seré definida
a continuacion.

Definicién. [29] Un punto fijo p del mapa F : R™ — R™ se llama hiperbdlico si el jacobiano
de F en p, JF(p) no tiene valores propios en el circulo unitario. Si el punto es periddico de
periodo n, entonces p es hiperbdlico si el jacobiano de F™ en p, JF"(p) no tiene valores
propios en el circulo de unidad.

Los valores propios del jacobiano del mapa @) en el Ejemplo[2] tienen modulo 1 para cualquier
x € R?, por lo tanto sus puntos fijos son no hiperbélicos.
En total existen tres tipos de puntos hiperbdlicos, estos son: atractores, repulsores y sillas.

Definicién. Sea F': R™ — R™ un mapa y p tal que F"(p) = p, para n € N:

1) p es un sumidero o punto periddico atractor si todos los valores propios de JF™(p) son
menores a 1 en modulo.

2) p es una fuente o punto periddico repulsor si todos los valores propios de JF"(p) son
mayores a 1 en modulo.

3) p es un punto silla si existen N5, A\, valores propios de JF"(p) tales que |As| < 1 y
|Au| > 1.

Si un punto es atractor, este sera estable, si es repulsor sera inestable y si es una silla
existen conjuntos en los que es estable y otros en los que es inestable, ya que tiene algunos
valores propios son menores a 1 en modulo y otros mayores, estos conjuntos se conocen como
variedades estables e inestables del punto silla.

Ejemplo 4. 1. Considere el mapa de dimension uno definido por x,.1 = f(x,) = %xn(l—

xpn). Sus puntos fijos son {—1,0}.
FExaminemos si estos puntos son hiperbdlicos, verificando que el valor absoluto de la
deriwada de f es diferente de uno en ambos casos.

/ 1 3

fD=5-(D=35>1
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El punto x = 0 es un atractor porque |f’(0)‘ =1/2 <1 y el punto x = —1 es un
repulsor ya que | ' (—1)| =3/2 > 1.

2. Sea el mapa g : R? — R? un mapa lineal definido por

- [3)

$n+1:g($n):A$n—€1=[

=

El mapa g tiene el punto fijo

(1]

El jacobiano del mapa g en el punto x* esta dado por la matriz A y sus valores propios
son Ay = —1/2 y N\, = 3/2, por lo tanto el punto x* es un punto silla. Las varieda-
des estable e inestable de este punto son los conjuntos W*(x*) y W*(x*) definidos a
continuacion

Wo(z")={ze R :z=a"+av’, acR},
Whz')={zeR:x=a"+av', acR},

donde v* = [—1, 3/2]T y ot = |2, 1]T son los vectores propios de A asociados a N\ y Ay
respectivamente.

Siy e We(x'), entonces ||y — || = |af[[v°]| y 9(y) = 2" + (/2)v, € W?(a"), por lo
tanto W*(x*) es invariante y ||g(y) — || < ||y — ||

Por otra parte, si z€ W"(x"), entonces ||z — x| = |af ||v"|| y 9(2) = "+ (3a/2)v, €
Ws(x*), por lo tanto W"(x") es invariante y ||g(y) — || > ||y — =]

El siguiente resultado es clave en el estudio de la dinamica clasica de mapas discretos, ya
que garantiza que si un punto fijo es hiperbdlico entonces el mapa se comporta de manera
local cerca de ese punto fijo como un mapa lineal, este resultado es el teorema de Hartman-
Grobman.

Teorema 2. [29] Sea p un punto fijo hiperbdlico del mapa F : R™ — R™ y suponga que
JE(p) = A con los valores propios de A diferentes de 0 y de 1. Entonces existen las vecin-
dades U dep yV de 0 € R™, m > 1 y un homeomorfismo h : U — R™ el cual corresponde
al mapa F en U con el mapa lineal L(x) = Az en V.

El Teorema [2| junto con la clasificacion de los puntos hiperbdlicos, son herramientas muy
utiles al momento de estudiar la dindmica de un mapa con puntos fijos hiperbdlicos. Gracias
al Teorema [2| es posible estudiar localmente el comportamiento de un mapa F' como un
mapa lineal de la forma x,,,1 = Ax, con A = JF(p) para alguna veccindad del punto fijo p
mientras este sea hiperbdlico.
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Estudiando los valores propios de A, el punto fijo p se clasifica como uno de los tres tipos
de punto fijo hiperbdlico. Al clasificar el comportamiento del punto fijo p como atractor,
repulsor o silla, es posible conocer las variedades en donde las érbitas tienden a accercarse o
a alejarse de este punto como se hizo en el Ejemplo [4]

Ejemplo 5. El mapa f del Ejemplo 4| tiene los puntos fijos {—1,0}, donde 0 es un atractor
y —1 es un repulsor. Una vez verificada la condicion de hiperbolicidad de ambos puntos fijos,
se cumplen las hipdtesis necesarias para el teorema de Hartman-Grobman. Aplicando este
resultado, se tiene que en una vecindad del punto x = 0 el mapa f se comporta como el
mapa .1 = L(x,) = %xn y también existe una vecindad U del punto fijo x = —1 y un
homeomorfismo h : U — R que corresponde las orbitas de los puntos de f en U con las del
mapa Tnq = L(z,) = %xn

En la siguiente parte de esta seccion se estuida el concepto de mapa definido a trozos y sus
orbitas periddicas. Si una funcién f esta definida a trozos, entonces se dice que el mapa

Xni1 = f(x,) estd definido a trozos, si ademds la funcién es discontinua, entonces se dice
que el mapa es discontinuo. En otras palabras los mapas definidos a trozos son de la forma

Fi(x,), x,€ 5,
Xni1 = F(x,) ={ - : (1-6)

F.(x,), x, €Sy,

donde S; C R™, S;NS; = 0, U™, S; = R™y F} es una funcién suave, para todo i, j = 1,---n.
El conjunto ¥;; = S; N E es una variedad de dimensién m — 1 o es el conjunto vacié. En
mapas con dos zonas, este conjunto sera denotado por X y nos referiremos a el como la zona
de conmutacion.

Estos mapas presentan una dinamica mas compleja que los mapas suaves como los de los
ejemplos anteriores. Para empezar a estudiar estos mapas se introduce al concepto de punto
fijo real o virtual con el siguiente ejemplo

Ejemplo 6. Definamos las siguientes regiones de la recta real:

Yp={reR:z <0},
Yp={reR:z>0}.

Ahora considere el siguiente mapa de dimension uno con el parametro o € R:

fr(zn, ) = %xn +a, si x, € Xg,

Tpi1 = f(on, ) = { fr(zn, o) = %xn + %, st x, € Xp,

el mapa (1-7)) tiene puntos fijos

(1-7)

0~ *

*
TR = 2a, x

I
L W~
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para o > 0, el punto fijo x} pertenece a la zona X g, en la que esta definido el mapa fr, pero
cuando a < 0, este punto pertence a la zona X, en la que esta definido el mapa fr,, lo que
significa que aunque este punto sea un atractor, ninguna orbita del mapa f converge en él.

Un punto fijo de un mapa f es real o admisible cuando el punto pertenece a la zona en
donde se define este mapa, en el Ejemplo [6] el punto fijo es real cuando o > 0. Si el punto
fijo no pertenece a la zona en la que se define su respectivo mapa, entonces se dice que es
un punto fijo virtual. En el Ejemplo [0] el punto fijo es virtual cuando o < 0. Un punto fijo
virtual puede influir en la dindmica de su mapa, por ejemplo si un punto fijo es un atractor
y es virtual, entonces el punto fijo puede atraer a ciertas orbitas, siempre y cuando estas
pertenezcan a su cuenca de atraccion y a la zona en la que se define su respectivo mapa.
Al igual que un punto fijo puede ser admisible o no, las orbitas periédicas en los mapas
definidos a trozos son o no son admisibles. Las 6rbitas periddicas pertenecen a ciertas familias,
que dependen de la zona a la que pertenezca cada uno de sus elementos, en la literatura
existen diversos estudios de las familias de érbitas periédicas de los mapas definidos a trozos
mediante una caracterizaciéon que se conoce como representacion simbolica de ellas, algunos
de estos estudios son [16], BT} B2, B3]. Un ejemplo de representacién simbélica se muestra a
continuacion

Ejemplo 7. Sean ¥ y g las siguientes regiones de R

Yp={zeR:z <0},
Yp={zeR:z>0}.

En estas regiones se define el mapa f : R — R de la forma
fr(zn,a) =z, — a, st x, € YR,

n+l = n) = , 1-8

ni1 = i) { fo(xp,b,c) =bx, +c, si x, € Xy, (1-8)

con a, b, c € R, parametros.

Defina la representacion simbolica para la orbitas de un punto x € R bajo el mapa f, como
una susecion de elementos de la forma If(x) = (I(l),[(Q),~~~), donde IV € {L,R}, j =
1,2,---, tal que

I(z)(k) =

{R, st xR € YR, (1-9)

L, si xp €Y.

Una orbita de periodo 3 puede tener distintas representaciones simbolicas, si la condicion
wnictal esta en X y los otros dos elementos estan en Y, su representacion simbolica es
LR?, en cambio si tiene la condicién inicial y la primera iteracion en Xy, y el otro elemento
esta en Y, su representacion simbdlica es L*R.
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Si existe un punto periddico de periodo 3 cuya orbita tenga una representacion simbolica de
LR?, este punto y los pardmetros a,b y ¢ del mapa f deben cumplir con

2a — ¢
b—1
2a — ¢

f(g:):b(b_l)+c>0, (1-10)

20 —
() :b(ba_ 10) +c—a>0,

< 0,

Por otra parte, si el punto periodico de periodo 3 tiene una orbita con una representacion
simbdlica de L*R., este debe satisface

c a
=iy o Y
c ab
f@)=1— -1 <0 (1-11)
2
@) _ ¢ ab

St se toma la configuracion de parametros a = 2, b =2 y ¢ = 5, entonces se satisfacen las
condiciones y el punto x = —1 tiene una drbita periédica de tipo LR? compuesta por
{—1,3,1}, sin embargo, no satisfacen las condiciones (1-11)).

Por otra parte si se elige la configuracion a = —18, b = 1/2 y ¢ = 1, se satisfacen las
condiciones y el punto x = —4 tiene la drbita periddica de tipo L*R compuesta por
{—4,—1,1/2}, pero no se satisfacen las condiciones (|1-10)).

El anterior ejemplo muestra que en los mapas definidos a trozos las 6rbitas no solo estan
caracterizadas por el periodo, sino también por su representacion simbélica. En este orden
de ideas, dos oOrbitas periddicas con un mismo periodo no necesariamente pertencen a una
misma familia. Decimos que una familia de érbitas periddicas es admisible, si existe un punto
tal que la representacion simbélica de su 6rbita coincide con la representacién simbodlica de la
familia. En el Ejemplo , la familia de érbitas periddicas £LR? es admisible para la primera
configuracién de pardmteros y la familia £?>R no lo es para esta misma configuracién de
parametros.

Para terminar esta seccion definimos el concepto de bifurcacion que implica un cambio en la
dindmica del sistema por la alteracion de algunos de sus parametros.

Definicién. [28] Una bifurcacion ocurre en un valor del pardmetro p = o del sistema
dindmico {X, T, '} si el sistema no es estructuralmente estable.

La codimension de la bifurcacion es la dimension del espacio de pardmetros al que pertenece
el parametro .

Un diagrama de bifurcacion es una grdfica de la dindmica estacionaria del sistema dindmico
para un rango de valores del pardmetro ju y una cierta condicion inicial .
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Una forma intuitiva para entender el significado de bifurcacién es pensar en un valor critico
para un parametro, que si se mueve de este valor modificara la dinamica del sistema. Para
ilustrar este concepto, considere los siguientes ejemplos

Ejemplo 8. El mapa generado por la funcién presentada en (1-12|) es conocido como el
mapa exponencial

E(z) = \e®, z, A € R, (1-12)

este mapa presenta dos bifurcaciones: la bifurcacion silla nodo o bifurcacion tangente
y la bifurcacion del doblamiento de periodo. La primera se presenta en A = é, aqui el
mapa pasa de tener dos puntos fijos, uno estable y uno inestable cuando A < % a uno solo
inestable cuando N = % a ninguno después. En la figura se muestran los puntos fijos
del mapa (negro estable y rojo inestable), los tltimos puntos de la drbita generada por una
condicion inicial xg = 0.

T N |
0.05 01 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04

Figura 1-1: Bifurcacion silla nodo para la familia exponencial

La otra bifurcacion ocurre en A = —e, aqui el mapa pasa de tener un punto periodico de
periodo 2 cuando A < —e, a un punto fijo no hiperbdlico cuando X\ = —e, a un punto fijo
atractivo cuando —e < X\ < 0, como se muestra en la Figura[1-2:

Note que en la Figura[I-2 hay un punto periddico estable de periodo 2, que luego se convierte
en un punto fijo estable, a diferencia de la Figura donde hay dos puntos de fijos que
luego colisionan.

Ejemplo 9. Ahora considere el mapa logistico definido por:
F,(z) = px(l —x), z, 1 €R. (1-13)

Esta familia presenta una bifurcacion en p =1, cuando p =1 el mapa tiene solo un punto
fijo no hiperbolico y en caso contrario tiene dos puntos fijos cuya estabilidad depende del
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Figura 1-2: Doblamiento de periodo para la familia exponencial

signo del producto de p con el punto, estos puntos son

Note que esta familia se diferencia de la familia exponencial por que siempre tiene 2 puntos
figos, pero su estabilidad cambia para distintos valores de i, note que a diferencia de la familia
exponencial, el mapa logistico permite dar una formula explicita de sus puntos fijos.

En la Figura se muestra el diagrama de bifurcacion del mapa logistico, para 1 < p < 4.
Note que cuando p = 1, los dos puntos fijos (en linea roja discontinua) coinciden, pero
después se separan de nuevo y que para cierto valor de p, el equilibrio x5 deja de ser estable
y se presenta un doblamiento de periodo.

Ejemplo 10. El mapa tienda es el siguiente mapa de dimension 1 con 1 parametro p € R

A A
IAIA
— N

’ (1-14)

W, si 0<ux
Xnt1 =T, (x,) = ‘
1= D) { p(l—z) si 3 <z<l,

este mapa tiene un unico punto fijo para p € (0,1) y para p > 1 el mapa T tiene dos y
presenta doblamiento de periodo. Su punto fijo esta dado por:

x] =0,

B g
T S w>1..

N % %

T

El diagrama de bifurcacion del mapa T se muestra en la Figura[1-)
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09+
08+
07+
06
T, 05

04r

021

Figura 1-3: Diagrama de bifurcacién del mapa logistico definido en ([I-13)) variando el
parametro .

1.3. Caos y atractores extraiios

En los diagramas de bifurcacién de los mapas Logistico y Tienda de los ejemplos [9] y [10] de
la seccion anterior, se exhibe como la dindamica de los mapas estd acotada pero no converge
a ningiin punto cuando el parametro p toma los valores u = 4 y u = 2 respectivamente. Este
comportamiento se conoce como comportamiento cadtico y sera estudiado en esta seccion,
junto con el concepto de atractor extrafio.

Existen varias definiciones de caos en sistemas dinamicos discretos, esta el caos en el sentido
de Cooin-tossing, en el sentido de Devaney, en el sentido de Li-Yorke, en el sentido de
Bernoulli, entre otros, ver [34]. A continuacion se presenta un sistema dindmico fundamental
para el estudio del caos y en el cual se basan algunas definiciones de Caos.

Definicién. [29] El conjunto ¥y = {s = (sos152...) : 5; € {0,1}} es el espacio de sucesiones
con stmbolos 0 y 1.

El conjunto Y, es un espacio métrico, dadas las sucesiones s,t € Yo, se define la siguiente
métrica sobre el espacio

o |si — ]
d[s,t] = Z BT
1=0
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Figura 1-4: Diagrama de bifurcacién del mapa tienda definido en ({I-14)) variando el pardme-
tro p.

esta métrica esta acotada, ya que si todos los elementos de las sucesiones s y ¢ son diferentes,
entonces |s; —t;| = 1, Vi > 0y d[s,t] se convierte en una serie geométrica con razén 1/2,
que converge a 2. En cualquier otro caso, d[s,t] es menor a 2.

A continuacion se muestra que el espacio s es Haussdorf

Proposicion 1. El espacio métrico o es Haussdorf.

Demostracion. Sean s, t € ¥, dos sucesiones distintas. Tome € = @ yn el menor entero
tal que s, # t,. Probemos que las bolas abiertas B(s) y B(t) son disjuntas. Primero, note
que

d[s,t]

€E=—,
2
1= |si — t;
EZEZ‘SQZ ’a
o1
‘=3l

1
<_)
= on
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Sea 5 € B(s), por el resultado anterior tenemos que s, = s,, entonces t, # S,, luego

_ = [5; — ti
dlt,s] = ZT’

1
2n

d[t,s] > e.

En consecuencia Be(s) y Be(t) son disjuntas, por lo tanto X es Haussdorf.

Ahora se define el mapa shift o : 35 — 5 de la siguiente forma

Definicién. [29] El mapa Shift o : £9 — 3y esta dado por o(s¢s15283...) = (s18283...).

Con este mapa, se presentan algunas definiciones de caos

Definicién. [3]] Un sistema dindmico discreto (X, f) es cadtico en el sentido de coin-tossing
st existen dos compactos disjuntos Xo, X1 € X tales que dada una sucesion s € Yy existe
una orbita {x,} que satisface

xn, € Xs,, nELZL.

Definicién. [3]|] Un sistema dindmico discreto (X, f) es cadtico en el sentido de Li-Yorke
st satisface las siguientes condiciones. Existe M C X no numerable tal que

1. M es invariante (f(M) = M ).
2. Para todo x,y € M se tiene
lim inf d(f"(z), ™ (y)) = 0.

n—oo

3. Existe 6 > 0 tal que para todo x,y € M se tiene
lim sup d(f™ (x), f™(y)) > 6.

n—o0

Definicién. [3]] Un sistema dindmico discreto (X, f) es cadtico en el sentido de Bernoulli
si es topoldgicamente conjugado con (X9, 0). Es decir, existe un homeomorfismo 7 : Y9 — X
que satisface

for=T1oo0.

La definicién de caos mas estudiada en la literatura es el caos en el sentido de Devaney
planteada en [29], algunos estudios de caos en el sentido de Devaney en mapas discretos
son [35] 136, 28] [37]. Antes de presentar esta definicién de caos, definimos la propiedad de
transitividad. Siguiendo a [38], dado un espacio dos contable X, un mapa f : X — X es
topolégicamente transitivo si existe un punto x € X cuya érbita es densa en X. Si adicio-
nalmente el espacio X es Hausdorff, tenemos el siguiente resultado sobre la transitividad de
un mapa en el espacio X
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Proposicién 2. [38] Sea f : X — X un mapa continuo de un espacio Hausdorff y localmente
compacto X. Suponga que para cualquier par de abiertos U, V. C X existe n € N tal que
f™(UYNV #0. Entonces f es topoldgicamente transitivo.

El hecho de que el mapa sea transitivo implica las hipdtesis de la proposicién anterior, por
lo tanto en un espacio Hausdorff como R™ la definicién es equivalente a las hipotesis de la
proposicién. Esta es la definicién que presenta Devaney en [29]

Definicién. [2d] Un mapa f : J CR™ — J es topoldgicamente transitivo si para cualquier
par de abiertos U, V C J existe n > 0 tal que f™(U)NV # ().

A continuacién se presenta un ejemplo de un mapa transitivo en el circulo unitario S* ¢ C

Ejemplo 11. Sea S* = {2 € C: |z| = 1} el circulo unitario y fy : S* — S el siguiente
mapa

fa(z) = 2™z, (1-15)

este mapa se conoce como la rotacion rigida en el circulo. St A es irracional, el mapa es
transitivo, ya que la drbita de cada z € S* es densa en S'. Para detalles de la demostracion
ver [39]. A continuacion se muestra la orbita del punto z = ' con X = /2

(a) (b) _ (c)

0.5 051 4 A 051

im(z) im(z) ! ) im(z)

051 051 . B -0.5

%5 4 05 o0 05 1 15 %5 4 05 o 05 1 15 G5 4 05 0 05 1 15
re(z) re(z) re(z)
Figura 1-5: Orbita del punto z = ¢ (en azul), bajo el mapa ([-15) con A = V2 y (a) 0
iteraciones, (b) 100 iteraciones y (c) 10000 iteraciones.

Ahora pasamos al siguiente concepto importante para el estudio del caos, la sensibilidad ante
las condiciones iniciales. Esta propiedad dice que dado un punto, existen puntos en cualquier
vecindad arbitrariamente pequena del punto original, cuyas orbitas se separan al cabo de
ciertas iteraciones.

Definicién. [29]/ Un mapa f : J C R™ — J tiene sensibilidad ante las condiciones iniciales
si existe 0 > 0 tal que para cada x € J y cualquier vecindad N de x, existe y € N yn > 0

tal que ‘f(")(ac) - f(")(y)| > 4.
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El siguiente ejemplo muestra la sensibilidad ante las condiciones iniciales del mapa logistico
definido en ((I-13)) del ejemplo 9

Ejemplo 12. Considere el mapa logistico F), definido en (1-13)) con pu > 24-/5, sea I = [0,1]
y los intervalos Iy, I; y Ag como se dan a continuacion

Ay={xel:F,(x)>1},

Iy={xel:F,(x)<1, «<infA},

L ={xel:F,(x)<1, x>supAp},

estos intervalos se muestran a continuacion

I Ay L

04

021

Figura 1-6: Parabola F}, con los intervalos Iy, Ay y A,

Note que la longitid de Ay es positiva (|Ag| > 0), porque el mapa alcanza su mdzimo en
x = p/4 > 1. Ahora se definen los conjuntos disjuntos A, como

Ay={zel:F(z)el Vi<n, F"(x)¢l},

m

estos intervalos estan formados por los puntos de I cuya orbita escapa de I en sun-+1 ésima
iteracion. Ahora considere el conjunto A definido por

A=1—-U"A,.

Este conjunto es un invariante para F,,. En [29] se demuestra que st > 2+ V5, el siquiente
mapa es un homeomorfismo entre el conjunto A y el espacio de suseciones Y.

1 si F\(z) e,

(S(@))e = { 0 st F,S”)(x) e I,
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por lo tanto si x # y entonces S(x) # S(y), lo que significa que las suseciones difieren en
por lo menos un elemento. Si tomamos como n el elemento en el que las suseciones difieren,
entonces de F;En)(x) Y Fﬁn)(y) uno pertenece a Iy y el otro a I;. Si tomamos 6 = |Ag| > 0,
entonces tenemos que

|F{ (z) — FM(y)| > 6.

Luego el mapa logistico para 1 > 2 4+ /5 presenta sensibilidad ante las condiciones iniciales

en A.

Con estos dos conceptos, se define el caos en el sentido de Devaney en [29] de la siguiente
forma

Definicién. [29] Sea V' un conjunto. f:V — V se dice cadtico en V' si

1. f tiene sensibilidad ante las condiciones iniciales.
2. f es transitivo.

3. El conjunto de puntos periodicos de [ es denso en V.

Para terminar con los ejemplos, a continuacion se demuestra que el mapa Shift en el espacio
de sucesiones Y5 es cadtico en el sentido de Devaney.

Demostracion. 1. Sean s,t € X. Si s # t, entonces difieren en por lo menos un ele-
mento, sea s, # t,. Note que 0™ (s)g = s, y o™ (t)g = t,,. Tome § = %

d [U(n)( (n) Z |Sk+n tk+n|
k=

d [U(")(s),a(”)( )]
d [U( )( ), (”)(t)]

l\’)l»—ti—‘

2. Para probar la transitividad del mapa Shift, considere dos abiertos U, V € Y. Sean s
y t elementos de U y V' respectivamente. Por definicion existe € > 0 tal que B(s) C U,
tome k como el menor entero que satisface 1/2F < € y defina la susecién 5 de la
siguiente forma

_ {sn, si n<k,

S, = .
th—k_1, st n>k,

Note que 5 € B.(s) y que ademds o1 (3) =t € V, por lo tanto c*+(U) NV £ 0.
Luego o es transitivo en Y.
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3. Sea s € ¥y, € > 0 y k el menor entero positivo tal que 1/2F < e. Defina la sucesion p
de la siguiente forma

] s, st n<k,
b= Pn—k, s1 n Z k?

Note que p es periddica y que d[s,p] < 1/2% < e. Luego los puntos periddicos de o son
densos en .
Finalmente el mapa Shift o es cadtico en Y.

Posterior a la definicién de caos en el sentido de Devaney, en [40] se demuestra que la
transitividad junto a la densidad de las 6rbitas peridédicas en un mapa implican la sensibilidad
ante las condiciones iniciales de este mapa. La definicién de caos ha sido profundamente
discutida por varios autores, entre ellos [34, [40] y algunos textos de sistemas dindmicos
omiten la densidad de puntos periédicos en la definicién de caos como [37, 28], dejando la
siguiente definicion

Definicién. [28] Un conjunto invariante acotado A se dice cadtico si satisface las condiciones
1. Tiene sensibilidad ante las condiciones iniciales.
2. Emiste una orbita densa.

Esta es la definicién de caos que se utiliza en este trabajo. Finalemente presentamos la
definicion de atractor cadtico o atractor extrano en R™.

Definicién. [37] Suponga que A C R™ es un atractor. Se dice que A es un atractor extrarno
st es caotico.

1.4. Exponente caracteristico de Lyapunov

En esta seccién estudiaremos brevemente un concepto fundamental para el desarrollo de este
trabajo, el exponente caracteristico de Lyapunov. El exponente caracteristico de Lyapunov
A de un mapa f : R™ — R™ en la direccién del vector v € R™ y con la condicién inicial xg
se define de la siguiente forma

AV, %) = lim 1 (M> (1-16)

n—oo N,

basta con que el mapa sea de clase C'! para que este limite exista [38]. A continuacién damos
algunas propiedades de los exponentes de Lyapunov directamente de la definicién

Lemma 1. [37] Para cualquier par de vectores u, v € R™ y ¢ # 0 € R, los exponentes
caracteristicos de Lyapunov A(u), A(v) satisfacen
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1. Mu + v) < max{A(u),\(v)},

2. Mcu) = A\(u).

Demostracion. Sean u, v € R™ y ¢ # 0. Primero probaremos que el exponente de Lyapunov
de la suma de dos vectores esta acotado por el mdzimo de los exponentes de los vectores que
se suman. Sin perdida de generalidad asuma que A(v) < A w). Considere las siguientes
suseciones

[P (o) ]

b
L o]

n - Y

Por la definicion de exponente de lyapunov tenemos

1 1
AMu) = lim —1In(a,), A(v)= lim —In(b,),

n—oo M, n—oo M,

entonces existe ng > 0 tal que n > ng implica

[DF]| _ [|DF "]
loll =l

D0l < sl ((2).

utilizando esta desigualdad, se acota el exponente de lyapunov en la direccion de w + v

Mu + v) = lim L [P ) (u + U)H>7

e Ju+ o

Mu + v) < lim 2 [ P17 @)l + HDf(m(fvo)vH)’

s Tu + o

D5 @o)u] (1+{2})

1
AMu + v) < lim —In

I

1 Dfm
/\(’U, + 'U) S im =In H f (wO)UH (HUH + ||’U||) :
o0 1 ull [[u +
A + ) <t L1 (IPZ2@@IY 1y (—”“” - ”””),

1
AMu + v) < lim —1In

n—oe ]

AMu + v) < A(u).
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Ahora probaremos que el exponente de Lyapunov se preserva bajo el multiplo por escalar

1D (@) (cu) ||>

Acu) = lim —In

noo [lcu]
D f(n)

Aceu) = lim = 1In el [ DS (@) ] :
noo ][]

nvoo 1 [l

Acu) = A(u).

(n)
)\(cu) = lim 1ln M>’

Estas propiedades nos lleva directamente a la siguiente proposiciéon que permite ver como
los vectores cuyos exponentes de Lyapunov pertenecen a un intervalo forman subespacios
vectoriales de R™

Proposicién 3. [37/ Dado r € R, el conjunto
Sr={veR": \Nv) <r}, (1-17)
es un subespacio vectorial de R™.

Demostracion. Sea r € R, para probar que es un subespacio vectorial de R™ basta con
probar que contiene a 0 y que es cerrado bajo suma y producto por escalar, para realizar esta
prueba se utilizard el Lemma . Sean u, ve€ S yc € R. Por Lemma se tiene que

AMu + v) <max{\u), \(v)} <,

luego u+v € S,. Ahora tome ¢ € R, si c = 0 entonces N(cu) = —oo < r, entonces A(cu) € S,,
en otro caso

AMcu) = A(u) <,
entonces cu € S,.. Por lo tanto S, es un subespacio vectorial de R™.

La proposicion anterior nos lleva inmediatamente a pensar que existen a lo méas m exponentes
de Lyapunov para el mapa f, lo cual se muestra en la siguiente proposicién

Proposicién 4. [37] El siguiente conjunto
L={\Nu): ueR"},

tiene a lo mds m elementos, los cuales denotarémos por Ay, --X;, 1 < s < m.
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Demostracion. Para realizar esta prueba se tomardan m + 1 elementos de L y se probard
que al menos dos de ellos deben ser iguales. Sean Ay < --+ < \,41 elementos de L, por la
proposicz’o’n@ se tiene que los conjuntos S1 = Sx,, - , Smt1 = Sk, definidos en son
subespacios vectoriales de R™, ademds Sy C Sy -+ C Sps1-

Por lo anterior si dy = dim(S1), - dpyi1 = dim(Spy1) son las dimensiones de los subespa-
cios de R™, S1,-++ ,Spma1, entonces 1 < dy < dy < ---dp, < dppy1 < m, por lo tanto existe
al menos un 1 < k < m tal que dy = dpi1 y como Sy C Sky1, entonces Sy = Sgy1. Por
definicion

S ={veR™: \Nv) < M},
SkJrl = {’U cR™: )\(’U) < )\k+1}7
luego Ay = A\i11. Finalmente L tiene a lo mas m elementos.

El conjunto L de los exponentes de Lyapunov se conoce como el espectro de Lyapunov y el
valor de estos exponentes se ha convertido en un criterio estandar para la determinacion de
sensibilidad para las condiciones iniciales [41, 3§].

Si la matriz D f™ es diagonalizable, el espectro de Lyapunov se compone de los siguientes

elementos
1
Ap = lim = In ([Auk), (1-18)

donde k =1,---m y A\ es el k-ésimo valor propio de D f™.
Finalmente tenemos el siguiente resultado del exponente dominante de Lyapunov (el mayor
exponente).

Proposicién 5. Si el conjunto {vy,- - v,} es una base de R™, entonces existe algin 1 <
J < m tal que A = \(v;) es el exponente dominante de Lyapunov.

Demostracién. Sea el conjunto {vy,---v,} una base de R™, por lo tanto dado u € R™,
existen los escalares cq,- - - ¢, que satisfacen

m
u= E Ck Uk,
k=1

por el Lemmall], se tiene que

Au) < max {A(civy), - Aenyvm)},
AMu) <max{\(vy), - A(vn)},

por lo tanto \(u) esta acotado por el mdzimo exponente de los elementos de la base.
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En este capitulo se estudian las formas candnicas para sistemas PWL discontinuos de dimen-
sién dos presentadas por primera vez en [26, 25]. El capitulo se divide en tres secciones. En la
primera seccién se da al lector una breve introduccién a los sitemas de Filippov y se presenta
la familia de sistemas a estudiar. En la segunda seccién se muestran las formas candnicas
para sistemas PWL discontinuos de dimension dos y el homeomorfismo que transforma un
sistema PWL en esta forma candnica. En la tercera seccién se realiza una revision del estudio
de existencia de dérbitas periddicas en la familia de sistemas a estudiar.

2.1. Comportamiento del sistema

Los sistemas de Filippov planos son sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de di-
mension dos definidos a trozos con dos zonas, dividas por una funcién escalar continua o(x),
es decir son sistemas que pueden escribirse de la forma

Fi(x), si o(x) <0,

x=Fx)= { Fy(x), si o(x) >0, (2-1)

En este trabajo, al igual que en [I6] 42 26, 25 24] consideramos la funcién o(x) como
o(x) = el'x, donde e; es el primer vector canénico de R?. Esta funcién divide el plano R?
en las siguientes zonas

Y ={xcR?*:elx =0},
Y ={x€R?*:elx <0}, (2-2)
Yr={x€R*:elx >0}
La familia de sistemas a estudiar es la siguiente

FL(X), S1 XGZL,
FR<X), St XEER,

x = F(x)= {
donde los campos vectoriales Fj, v Fr estan definidos por:
FL(X) = ALX + bL, FR(X) = ARX + bR,

{L,R}

1,J

campo [ es discontinuo, es decir F1(0,y) # Fr(0,y).

con A¢rpy = (a ) matrices de orden 2 y byz ry € R2. En este trabajo asumimos que el
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Note que a pesar de que las funciones F}, y Fr estan definidas en todo R?, el campo vectorial
F' no esta definido explicitamente en la zona de conmutacién X, en la cual es discontinua.
Siguiendo a [26] consideramos condiciones iniciales fuera de esta linea, aunque las érbitas
pueden conincidir con ella en algin momento. Si (el F1(0,y))(e! Fr(0,y)) > 0, entonces
ambos campos son transversales a la linea de conmutacion y sus componentes normales
tienen el mismo signo, en este caso se asume que las orbitas cruzan naturalmente la linea.
Si la orbita de un punto cruza de esta forma la zona de conmutacién, entonces decimos que
es un punto crossing, el conjunto ¢ de los puntos crossing se define a continuacién

¥ ={x€eX: (ef Fi(x))(e] Fr(x)) > 0}. (2-4)

En el caso contrario, (el F1,(0,))(el Fr(0,y)) < 0, los campos tienen componentes normales
con signo contrario y hablamos de puntos de deslizamiento, el conjunto de deslizamiento esta
definido de la siguiente forma

¥ ={x€X: (e Fr(x))(e] Fr(x)) <0}. (2-5)

Siguiendo a [26], 43], si la 6rbita de un punto colisiona con el conjunto de deslizamiento asu-
mimos que la orbita se desliza por este conjunto de acuerdo al metodo convexo de Filippov,
que consiste en las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales

X = MFL(X> + (1 - M)FR(X)v X € Esa (2'6>

donde 1 garantiza que el campo vectorial (2-6) sea tangente al conjunto de deslizamiento
>2*. En nuestro caso, i es aquel que soluciona la ecuacién

e (1FL(x) + (1 — ) Fr(x)) =0, x € . (2-7)

Nuestra notacién es distinta a la utilizada en [26, 43] debido a que nosotros utilizamos A para
referirnos a los exponentes de Lyapunov en la seccion y ellos lo utilizan para el metodo
convexo de Filippov de la ecuacién ([2-6)).

2.2. Las formas candnicas

En [26] se define un homeomorfismo que lleva al sistema de Filippov (2-3) a una forma
canonica. Este homeomorfismo se presenta en la siguiente proposicion

Proposicién 6. [20] Suponga que alyall, > 0, en el sistema (2-3). Entonces el homeomor-
fismo © = h(x) dado por

’{ 1 0 }m
CL%Q _afz

a1LQ 1 O 0
%2 — : € Xg.
[ T vEn

0
|ibL s T c EL,
1
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lleva al sistema (2-3)) a la forma

( -
T, —1 0 .
FL(CB) = - di 0 } x— |p[;| , St xTE X,
= F(x) = (2-9)
[ Tp —1 —b .
Fp(z) = — )
k R(ﬂi) i dn 0 }w LR], St T € LR,

donde Ty, ry y dir. my Son las trazas y determinantes de las matrices Agr gy respectivamente
{L.R} Y Q{L,R} Yy {L,R}
y los pardmetros cr,,cr y b estdn definidos por

L L
a a
_ LiL LL _ %2, RyR R1R _ Q19,R L
cr = appby —agpby, cr= R (araby — ageby’), b= e by — by,
12 12

Note que esta forma candnica permite caracterizar el conjunto de deslizamiento ¥° definido
en (2-5) en terminos del parametro b de la siguiente forma

2 ={(0,y) eX:y=ab0<a<1}, (2-10)

para b positivo el conjunto de deslizamiento serd inestable y para b negativo estable, ya que
para b negativo, los campos apuntan a la zona contraria y en el caso de b positivo apuntan
a su propia zona.

Mas adelante, en [25] se define un cambio de variable que convierte a la forma canénica
en un nuevo sistema, la forma canénica normalizada, las variables de dicha forma son

VAL A #£0,

Ay = (1)) — 4dj, w; =

1, Aj — 0,
i, si A <0, (2-11)
) & T;
m;j=4¢ 0, si A;j=0,, aj:;jj, fyj:ﬂjj.
1, s AJ’ > 0,
con j € {L, R}.
Al transformar las coordenadas (z,y,t) a (£,y,L) se obtiene la siguiente forma canénica
normalizada
( - -
F = — e X
L(X> |: ,y% o m% 0 ] X _aL:| ) st X L,
X = F(x) = (2-12)
2’}/R -1 1 ——b .
Fr(x) = - , € Y.
e P e A

\

Los puntos de equilibrio de los campos vectoriales F y Fr de (2-12]) estan dados por

% ar, 1 :| % ar |: 1 :| |: 0 :|
X; = —5—5 , Xp=—F5—5 + : 2-13)
Foap-mi [ 271 g —mh | 2R b (
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Es importante aclarar que el conjunto (2-10)) es el conjunto de deslizamiento de los sistemas
E9) vy @12).

Note que la traza y determinante de las matrices en la forma candnica normalizada estan
dadas por 2v; y D; =~; —m3, j € {L, R} respectivamente, y que sus valores propios son

/\j =7 + my, (2_14)

lo que significa que el pardmetro modal m; determina la naturaleza topoldgica del equilibrio
del campo vectorial Fj(x) del sistema siempre que este exista, es decir su comporta-
miento y junto al parametro ; su estabilidad. En la tabla[2-T]se clasifica el comportamiento
de los equilibrios del sistema dependiendo de los parametros v; y m;, j € {L, R} y en la
tabla se muestra su estabilidad dependiendo de los mismos parametros.

m=1 m =10 m =1
|| =0 Silla No hiperbdlico Centro
0<|yl <1 Silla Nodo degenerado Foco
;] =1 No hiperbélico | Nodo degenerado Foco
;] > 1 Nodo Nodo degenerado Foco

Tabla 2-1: Naturaleza topoldgica de los puntos de equilibrio (2-13]).

m=1 m =0 m =1
v < —1 Estable Estable Estable
—1 <v; <0 | Semiestable Estable Estable
v, =0 Semiestable No hiperbdlico Estable
0<y <1 Semiestable Inestable Inestable
v > 1 Inestable Inestable Inestable

Tabla 2-2: Estabilidad de los puntos de equilibrio (2-13]).
En este trabajo, al igual que en [10] [42] se estudia la familia de sistemas de la forma (2-3))

cuando sus matrices son iguales (A, = Ar = A). Tomando los pardmetros v, = vg = 7,
mr =mp=my D =~*—m?y reemplazando en (2-12)) se tiene

(
2y -1
Fi(x) = { L ]x—{o], si x €%y,

v —m* 0 ar,
x=F(x) = (2-15)
27y -1 —b .
F = — YiR.
r(X) l 2w 0 ] X LLR} , S X€EXp

\

Al aplicar el método convexo de Filippov al conjunto Sliding >* definido en (2-10)), queda la
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siguiente expresion para el campo vectorial en este conjunto

i =0,
(2-16)
y=(%3"%)y —ag.

Este campo vectorial tiene por equilibrio al siguiente punto, el cual serd denomidano como
pseudoequilibrio del sistema

a

=0, y*:b(——i—), (2-17)
arp — ar

este pseudoequilibrio es estable si (a;, — ag) /b < 0. Para que el pseudoequilibrio pertenez-

ca al conjunto de deslizamiento, los parametros ar, ar y b deben satisfacer la siguiente

desigualdad

ar,

0< <1. (2-18)

ay, — QR

En el caso de que el pseudoequilibrio pertenzca al segmento de Sliding y que sea estable,
este puede atrapar la dindmica final del sistema, como se muestra en las Figuras v [2-2]

T2

Figura 2-1: Orbita del sistema (2-12)) en negro que converge al pseudoequilibrio (2-17)) (ver-

de), con la configuracién de parametros v = 0,1, a; = ‘/7§, ar = %, m =1y

b= —15.
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0.5 4

N \
-0.5 b

Figura 2-2: Orbita del sistema ([2-12)) en negro que converge al pseudoequilibrio (2-17) (ver-

V3

de), con la configuraciéon de pardmetros v = 0,1, ap = %5°,

b= —1p5.

1 —
CLR_§7m_1y

Note que si los pardametros satisfacen a;, > 0, ag < 0y b < 0, entonces el pseudoequilibrio

(2-17)) sera real y estable.

2.3. Existencia de orbitas periédicas Crossing

En [26], 25] 44] se reportan algunos resultados sobre la existencia de 6rbitas periédicas crossing
en los sistemas y . Las orbitas periddicas tipo crossing son orbitas periddicas que
no intersecan el conjunto de deslizamiento, conjunto que en algunos casos puede ser estable.
En esta secciéon se presentan algunos de estos resultados y se precisa cuales pueden ser
utilizados para obtener un ciclo limite inestable en el sistema . Para empezar, en [26]
se estudia el caso en el que los equilibrios de ambos campos Fy, y Fg son focos (m = ).

Teorema 3. [26/ Considere el sistema ((2-12) y las condiciones b = 0 y ar < 0 < ay,
entonces las siguientes afirmaciones se cumplen

a. Stiyp+7vr =0, entonces el origen es un centro no lineal para apyr = agyr y no existen
orbitas periodicas crossing para apyr # ARYL-
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b. Sty +vr #0 yvryr > 0, entonces no existen orbitas periddicas crossing.

c. Sivp+vr#0 yyyr <0, entonces para (v +7vr)(aryr —agyr) < 0 existe una unica
orbita periddica crossing, la cual es estable si vy, + vr < 0 e inestable si v, + yr > 0.
En el caso de que (v, +vr)(aryr — aryr) > 0, no existen orbitas periddicas crossing.

Teorema 4. [20] Asuma las siguientes condiciones para el sistema (2-12), b > 0 y ar <
0 < ayp, entonces las siguientes afirmaciones se cumplen

a. Siypyr > 0, entonces no existen dorbitas periddicas crossing para v +vg > 0, mientras
que para yr, + Yr < 0 solo existe una orbita periddica crossing, la cual es estable.

b. Sivyryr < 0 se tienen los siguientes subcasos

bl. Sivrp+vr >0 yaryr > agyL, entonces no hay dorbitas periodicas crossing.

b2. Sivp +vr =0 yarygr < aryr, entonces definimos el valor

L 5 = —2(ar, + ag) R

beo = 2(ar, + ap)————= e ——
<L R>1+7L 1+712{

st bse > 0, existe una unica orbita periddica crossing, la cual es estable para
0 < b < by y ninguna para b > by.

b3. St vL +vr > 0 y aryr < agyL, entonces existen dos orbitas periodicas crossing
hiperbolicas para b lo suficientemente pequeno, mientras que estas no existen para
b lo suficientemente grande.

Si adicionalmente apar = 0 con ap+ar # 0, entonces existe un valor bsy tal que
(2-12)) tiene exactamente dos orbitas periddicas crossing hiperbdlicas para b < bgy,
una para b = bgy, la cual es semiestable y ninguna para b > bgy .

bj. Sivyr+7vr <0, entonces siempre existe por lo menos una orbita periddica crossing
estable, si adicionalmente arar = 0, esta orbita es unica.

Teorema 5. [26] Asuma las siguientes condiciones para el sistema (2-12)), b < 0 y ag <
0 < ay, entonces las siguientes afirmaciones se cumplen

a. Siypyr > 0, entonces para v, +vr < 0 no existen orbitas periodicas crossing, mientras
que para v, + Yr > 0 existe una unica orbita periddica crossing inestable.

b. St vryr < 0 se tienen los siguientes subcasos

b1. Sty +vr <0 yaryr < agyr, entonces no hay orbitas periodicas crossing.
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b2. Sivr +vr =0 yaryr > aryL, definimos el valor

boo = 2(ar, + ag) L 5 = —2(ar + ar) TR

1+~2 1+~%’

st by < 0 emiste una unica orbita periodica crossing, la cual es inestable para
beo < b <0 y ninguna para b < by

b3. St vp +vr < 0 y aryg > agyL, entonces existen dos orbitas periodicas crossing
hiperbdlicas para |b| suficientemente pequeno, mientras que no existen dorbitas pe-
riddicas crossing para |b| suficientemente grande.

St adicionalmente arar = 0 con ap + ar # 0, entonces existe un valor bgy
tal que (2-12)) tiene exactamente dos orbitas periddicas crossing hiperbdlicas para
bsy < b <0, una para b = bgy, la cual es semiestable y ninguna para b < bgy .

b4. Sivyr+7vr > 0, entonces siempre existe por lo menos una orbita periodica crossing
westable, si adicionalmente arpar = 0, esta orbita es unica.

A continuacién presentamos algunas érbitas periédicas crossing estables en azul e inestables
en rojo, obtenidas en el sistema (2-15|) bajo las hipdtesis que plantean los teoremas anteriores

05 °

Figura 2-3: Orbita periddica crossing estable del sistema (2-12)) en azul con la configuracion

V3

Z _ 3 _ _ _ 1 _ * *
de pardmetros v, = —5,7p =1, ar = %5°, ar = —5 y b= 0. 17 en azul y 7} en

rojo.
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0.5 ° 4

051 T
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—_
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~
N2

Figura 2-4: Orbita peri6dica crossing inestable del sistema (2-12)) en rojo con la configuracion

; 3 3 1
de pardmetros v, = 5, Yy = —1, ap = %, ap = —5y b=0.27 en azul y 3 en

rojo.

) (f) 0 >

Figura 2-5: Orbita periddica crossing estable del sistema (2-12)) en azul con la configuracion

V2

de pardmetros vy =Yg = —1, ap = agp = ¥ y b = 1. 7 en azul y z% en rojo,

conjunto de deslizamiento en rojo.
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05

.T,z(t) 0

05

L L L L L L L L
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 2-6: Orbita periddica crossing inestable del sistema (2-15]) en rojo con la configuracién
de parametros v =1, ap, = agr = 72 y b= —1. 27 en azul y 27 en rojo, conjunto
de deslizamiento en rojo.
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De los resultados presentados en [26], los teoremas {4 y |5 garantizan la existencia de una
unica orbita periddica crossing en el sistema , el primero para una Orbita estable y el
segundo para una érbita inestable. En [25] se continua el estuio de drbitas periddicas crossing
y se reportan los siguientes resultados

Proposicién 7. [25] Suponga que ap, = 0, b =0, agr < 0, yg < 0, my = i. Dado mpg €
{i,0,1}, existe v, > 0 tal que el sistema (2-12)) tiene una drbita periddica crossing hiperbdlica
estable al rededor del origen.

Proposicién 8. [25] Suponga que v, > 0, ar < 0, yg < 0, my, = ¢ y mg € {i,0,1} en
el sistema . Entonces existe un & > 0 y dos funciones continuas 1y, 1o que satisfacen
n1(0) =n2(0) =0 y ni(e) < m2(e) <0, para todo —€ < € < 0, tal que para todo —§ < ar, < 0
y m(ar) < b < melag) el sistema tiene al menos dos drbitas periddicas crossing
aniadadas.

Ambas drbitas rodean el conjunto de deslizamiento (2-10) y tienen estabilidad opuesta, la
orbita externa es inestable y la interna es estable. Cuando (ar,b) — (0,0) dentro del sector
anterior, ambas orbitas periodicas disminuyen de tamano y eventualmente se reducen al
origen.

Teorema 6. [2)] Suponga que agr < 0, yg < 0, my, = i y mg € {i,0,1} en el sistema
. Entonces existe un v, > 0, &€ > 0 y dos funciones continuas 1y, 12 que satisfacen
71(0) =12(0) =0 y m(e) < ma(€) <0, para todo —€ < € < 0, tal que para todo —§ < ay, <0
y m(ar) < b < mlar) el sistema tiene al menos tres orbitas periodicas crossing
aniadadas.

En la Figura se muestra una orbita periddica crossing estable del sistema bajo las
hipétesis que plantean los resultados reportados en [25].
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25 3

xzo(t) o /—_\

-2.5

Figura 2-7: Orbita periddica crossing Estable del sistema ([2-12)) en azul con la configuracién

de parametros v, = %, YR = mp =1, mrp=1,a,=0,ag=—-1yb=0. 2]

_3
27
en azul y x7 en rojo.

Los resultados reportados en [25] respecto a la existencias de 6rbitas periédicas crossing en
el sistema requieren de la hipotesis y,vg < 0, la cual no se cumple en nuestra familia
de sistemas a estudiar, donde vy, = yg = 7. Mas adelante, en [44] se continua el estudio de
orbitas periddicas crossing en el sistema . El siguiente es un resultado que garantiza la
existencia de érbitas periddicas crossing en el sistema

Teorema 7. [[j|] Considere el sistema (2-9), cuyos paramteros satisfacen d, < 0, ¢, > 0,
0<4dr <T% yagr <0. Suponga que Ty Tr > 0, entonces se satisface

a. SiTr <0, existe un byr = bar(Tir, Ry, dir,ry, cir,ry) > 0 tal que el sistema (2-9)) tiene un
unico ciclo limite el cual es asintdticamente estable sib € (0, byr), una orbita homoclina
para b = by y ningun ciclo limite en otro caso.

b. SiTr > 0, existe un byy = bar(Tirry, dir Ry, crr,ry) < 0 tal que el sistema (2-9) tiene
un unico ciclo limite el cual es inestable si b € (by,0), una orbita homoclina para
b = by y ningun ciclo limite en otro caso.

Nosotros adaptamos este resultado para el sistema (2-15)), el cual es topolégicamente equi-

valente a ([2-9)).

Teorema 8. Considere el sistema (2-15)), cuyos paramteros satisfacen Dy < 0, ap > 0,
0 < 4Dg <~% yag < 0. Suponga que v yr > 0, entonces se satisface
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a. Si yp < 0, existe un by = by (V(r.ry, Dir,ry, agr,ry) > 0 tal que el sistema (2-9)
tiene un unico ciclo limite el cual es asintdticamente estable sib € (0,by), una drbita
homoclina para b = by; y ningun ciclo limite en otro caso.

b. Siyr >0, existe un by = bar(Vir,ry, Dir,Ry, aqr,ry) < 0 tal que el sistema (2-9)) tiene
un unico ciclo limite el cual es inestable si b € (by,0), una érbita homoclina para
b = by y ningun ciclo limite en otro caso.

Entre las hipétesis del teorema anterior estd que los determinantes de las matrices deben
tener signo contrario, lo cual no se cumple en nuestra familia a estudiar. Los tinicos teoremas
que garantizan existencia de érbitas periddicas crossing en el sistema son los teoremas
[y B}, uno de los objetivos de este trabajo es garantizar la existencia de una drbita periddica
crossing inestable, por lo tanto el teorema [5| se utilizara en capitulos posteriores.
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Para terminar esta seccion se muestra una relacién del tamano de las drbitas crossing y
los pardametros v y b, que representan la traza y el segmento de deslizamiento del sistema

respectivamente.
b=02 b=04 b=0.6
2 2 2
1 1 1
0 0 0
1 1 -1
2 -2 2
3 -3 3
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2 2 1 0 !
b=0..8 b=1 b=12
2 2 2
1t 1 1
ol 0 0
1t -1 -
2 2 -2
3 3 3
5 ) 0 y » 2 1 0 1 2 2 1 0 1

Figura 2-8: Orbitas periédicas crossing inestables del sistema ([2-3)) variando los parametros
vy b, v=0,25en azul, v = 0,5 en rojo, v = 0,75 en verde y v = 1 en negro.

Las érbitas crecen cuando v tiende a 0 y cuando b crece, debido a que son érbitas tipo
crossing y rodean el segmento de deslizmiento X° del sistema F'.
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El concepto de mapa estroboscépico nace del muestreo del estado de un sistema x = F(x)
cada cierto tiempo t > 0. Si x(s) es la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales
F', entonces el mapa estroboscépico P asociado al sistema F' se define como el mapa que
satisface P(x(tg)) = x(to + t), donde t es el tiempo de discretizacién. Este tipo de mapas
se usan frecuentemente para modelar de forma adecuada distintos fendmenos de electrénica,
economia, entre otras disciplinas [17), 21], 45, [46], 47, 48] [49].

En este capitulo se estudia el mapa estroboscopico asociado al sistema y se divide en
3 secciones. En la primera seccién se presentan algunos resultados reportados en [16] [42],
relacionados con la matriz exponencial de la matriz A de los campos vectoriales F, y Fg del
sistema . En la segunda seccion se analiza el comportamiento de las orbitas del mapa
estroboscépico en un plano de dos-parametrico y se reduce un parametro del mapa. En la
tercera seccion se calcula de forma analitica el espectro de Lyapunov del mapa estroboscopico,
para ciertos puntos del espacio R?.

Siguiendo a [16], dada la condicién inicial x(¢y) = xo € X; y sistema de ecuaciones dife-
renciales x = Fj(x) de (2-15)), con j € {L, R}, la solucién de este sistema se presenta a
continuaciéon

X(t) = CI)XO - Fbj, (3—1)
donde ® = ®(t) es la matriz exponencial e de la matriz A de F; y I' = T'(mt) es la siguiente

integral

I(mt) = / B(t — 7)dr = (B — ) A, (3-2)

Fijando ¢ > 0 se obtiene el mapa estroboscépico asociado al sistema ((2-15))
Pr(x,,¢) = &x, — (® — )A™'b;, elx, <0,

Xpi1 = P(x,,() = (3-3)
Pr(x,,¢) = &x, — (& — ) A 'bp, elx, >0,

donde ¢ = [y,m,b,ar,ag,t]. Los puntos fijos del mapa (3-3|) son los siguientes

o = L 1 < — Or 1 n 0
L™ D | 2y B D | 2y b |’
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3.1. La matriz exponencial

En esta seccién se presenta la expresion de la matriz exponencial ® = e?* del mapa es-
troboscopico , en termino de algunas funciones de los parametros del mapa, junto con
algunas propiedades de esta matriz exponencial reportadas en [16], 42].

Para cada k € N, considere las funciones Ci(mt) y Si(mt) definidas por

sinh kmt :
S siom # 0,

Cr(mt) = cosh kmt, Sk(mt) = (3-4)
kt, st m =0,

Estas funciones pueden ser reescritas en términos del parametro m de la forma que se muestra
en (3-5))

( coshkt, si m=1, ( sinhkt, si m =1,
Cr(mt) =< 1, si m=0, , Sk(mt)=1<L kt, st m =0, (3-5)
| coskt  si om =i, | sinkt  si om =1,

A partir de las funciones Ci(mt) y Sk(mt), se definen las siguientes funciones

piy (mt) = Cy(mt) £ 7Sk (mt). (3-6)
Las funciones definidas anteriormente satisfacen las siguientes identidades para todo k € N
Su(kmt) = S(mt),  Cu(kmt) = Cu(mt), i (kmt) = iE(m) (3-7)

Utilizando las funciones C, Sk y uf, en la siguiente proposicion se da una expresion de la
matriz exponencial ¢

Proposicién 9. Cosnsidere las funciones Cy, Sy y pi- definidas en (3-5) y (3-6)), la matriz
exzponencial ® = e puede escribirse de la forma

_ _ ty luii_(mt) _Sl(mt)
b =P(mt) =e¢ [ DSy(mt) i (mt) } : (3-8)

y utilizando las identidades (3-7)), la k-ésima potencia de la matriz ® esta dada por

OF = ®(kmt) = e { e —Sk ] : (3-9)
DSy

donde D = ~+*> —m? y k € N.
Para aligerar la notacién se escribira a conveniencia de la siguiente forma

O = 0(mi), Cy=Cimt), Sp=Si(mb), pf = pEme), (3-10)
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Proposicién 10. Dado m € {0,1,i}, v € R y D = ~* —m?, considere las funciones Cy,, S
y 1 definidas en (3-5), (3-6). Para todo k > 1 se satisfacen las siguientes identidades

iy + (v =m?)S = 1, (3-11)

A continuacién se presenta un resultado que permite conocer algunas propiedades de la
k-ésima potencia de la matriz ® (3-9):

Proposicién 11. [16] Considere la funcion Cy, definida en (3-5)) y la matriz (3-8), para todo
k € N se cumple:

a) La traza y el determinante de la matriz (3-9) esta dada por

det(®%) = 2t tr(®F) = 2" (3-12)

b) El polinomio caracteristico de la matriz (3-9)) esta dado por
det(®F — XI) = N2 — \2eM1 0y, + 2P0, (3-13)

kt(yxtm)

Ademds sus valores propios estdn dados por \f = e y en el caso que vy —m? > 0

y v >0 se tiene que |[N\Z| > 1.

c) La matriz (3-9)) es invertible y su matriz inversa puede ser escrita como

dF = d(kmt) = e { _‘l‘)'f S, /i’ﬁ ] . (3-14)

d) Si los valores propios de la matriz (3-9)) son diferentes de 1 entonces la matriz inversa
de ®F — I puede escribirse de la forma

_ 1 et —1 ekt
F Nt =—— | Tk -1
@ =07 = iy | e i 1) (3-15)
donde la funcion d(kt,~) esta dada por
d(kt,) = det(®* — I) = 1 — 2M'Cy + 2. (3-16)

Demostracién. a) Tomando la traza de la matriz tr(®%) = " (uf 4y ) y usando
la definicion de ,u,f se obtiene el primer resultado, el sequndo resultado se obtiene
tomando el detarminante de la matriz det(®%) = e (ulu, + (72 — m?*)SE) y
las identidades (3-11])
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b) Tomando (®F) = 2e"'Cy, y det(®*) = e el polinomio caracteristico de la matriz
(3-8) esta dado por det(®F — AIy) = X2 — 2C,e* X + €. Los wvalores propios que

corresponden a las raices del polinomio caracteristico estan dados por \ = e (Em),

c) El determinante de la matriz (3-9)) es distinto de cero para cualquier valor de k, v y t,
por lo que la matriz es invertible. Para calcular la inversa basta con usar la siguiente
formula para matrices invertibles de orden dos

Il A |

d) Suponga que k > 1 y que 1 no es un valor propio de la matriz (3-8)), la matriz ®* — I,
es

k Mt —1 — Sy
Ot -1 = 2 2 ktvy,, — .
(v* —m?)Sp e —1
Su determinante esta dado por

d(kt, ) = e* — 20, 4 1.
Con lo que su inversa es

(@~ B =

1 M —1 Sk
) | -2 = w8, ot —1 |

3.2. Descripcién del espacio de parametros (ap,a;)

En esta seccién se dard una descripcién del espacio de parametros (ag, ar), fijando los demas
pardmetros del mapa P definido en (3-3|), para empezar considere el siguiente cambio de
coordenadas

ap =rcos, ap=rsinf, r>0, 6¢€l0,2n].
Sustituyendo los pardmetros en el mapa P de (3-3), se llega a la siguiente forma

Pr(x,,n) = &x, — (® — ) A~ 'b;, elx, <0,
Xpi1 = P(x,,1) = (3-17)
Pr(x,,n) = &x, — (® — I)A~'bg, elx, >0,

Con ® dada en (3-8)), n = [y,m,b,r,0,t] y by, bg dados por

0 —b
br = ['r‘sinﬁ } o br= [rcos@ } (3-18)

Al factorizar el pardmetro r del mapa P, se obtiene la siguiente propiedad de homotecia
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Proposicién 12. [16/ Dado r > 0, el mapa P definido en (3-17) satisface la ecuacion
P(ra,t,rb,r,0) = rP(x,t,b,1,0).

Como consecuencia directa de la Proposicién [12] se tiene el siguiente resultado para las
orbitas del mapa P

Proposicién 13. [16] Dado r > 0, la érbita de un punto x bajo en mapa P cumple con
Or(z,t,b,r,0) = r(Or(r ‘o, t,r 'b,1,0)).

Por la Proposicién [13] es suficiente estudiar el caso r = 1 para conocer la dindmica del mapa
P, debido a que las érbitas del mapa solo difieren en un factor de escala r > 0 y esto no

afecta la estabilidad de sus conjuntos invariantes.
Ahora los puntos fijos del mapa P definido en (3-17)) son

., sinf | 1 ., cosf | 1 0
XL_D{%]’XR_D [QW}JF[ZD] 19

3.3. Espectro de Lyapunov del mapa P

En esta seccién se calcula de forma analitica el espectro de Lyapunov del mapa en
funcién de los pardmetros 7, m y t, para ciertos puntos del espacio R2.

Para empezar, es necesario definir el conjunto de puntos de R? para los cuales el limite
existe. El mapa P no es diferenciable en la zona de conmutacién ¥, por lo tanto no es posible
calcular el limite para los puntos cuyas érbitas hacia adelante se intersecan con esta
recta.

Siguiendo a [36], definimos el conjunto X, C R? como el conjunto de todos los puntos de
R? tales que sus 6rbitas hacfa adelante colisionan con la zona de conmutacién . Como los
mapas P y Pgr definidos en son lineales, la imagen inversa de una recta bajo cada
uno de estos mapas es otra recta, por lo tanto la imagen inversa de una recta bajo el mapa
P es la unién de 2 segementos de recta. Por lo anterior el conjunto de puntos de R? cuya
n-ésima iteracién pertenece a ¥ es la union de 2 segmentos de recta, luego ¥, es la uniéon
numerable de infinitos segmentos de recta. Si p es la medida de Lebesgue dos-dimensional,
entonces ((X) = 0, ya que X es la unién numerable de infinitos conjuntos de medida 0.
Considerando condiciones iniciales en R? \ ¥, la derivada del mapa P, DP™ esta bien
definida en todo punto. Los mapas P;, y Pg tienen la misma derivada, la matriz ® definida
en , por lo tanto la derivada de P, con n € N, esta dada por ®", definida en ([3-9).
Para el caso m = 1 y m = i, la matriz ®™ es diagonalizable y sus valores propios estan
dados por \E = e™OFm) hor lo tanto sus exponentes de Lyapunov coinciden con el modulo
de los valores propios de la matriz ®, \f = ‘et(ﬁm) | Por otra parte el espectro de Lyapunov
para el caso m = 0 puede calcularse directamente de la definicién. Lo anterior nos lleva al
siguiente resultado
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Teorema 9. Considere el mapa P definido en (3-17)), el espectro de Lyapunov del mapa P,
Lp, en R?*\ ¥, esta dado por

{(v+1t, (v =1t}, m=1,
Lp=q {7}, m =i, (3-20)
{~t}, m = 0,
Demostracién. Sim = 1, entonces los valores propios de la matriz ®" son A\* = ™0+ y
sus exponentes de Lyapunov estan dados por
Y — 1 1 1 nt(y+1)
(2 = lim —In ([e"0=V]),
ty+1 .
Mgy = lim © (v )7 (3-21)
n—o00 n

)\{172} = ("}/ :|: 1>t

De forma analoga al caso anterior, cuando m = i, la matriz ®" tiene valores propios \* =
ey sus exponentes de Lyapunov estan dados por

_ 11 1 nt(y=ti)
Ay = lim —In ([e"0=0]),

n
t
Nizy = Jim 5, 2
)\{172} = ’}/t

En cuanto al caso m = 0, considere x € R*\ o, y una direccion v, la direccién v puede
escribirse de la forma v = [cos(p),sin(y)], donde ¢ € [0,2xr]. De la definicion de exponente

de Lyapunov (1-16|) se tiene que

AMv, ) = lim 1 (M)’

nvoe 1 o]

(3-23)
1
A(v,z) = lim —1In (||@"v]),

n n

—00
De la ecuacion (3-9), el vector ®"v tiene la siguiente expresion
Py — ¢t [ nt (7 cos(g) — sin(p)) + cos(9) }

nyt(7y cos(p) — sin()) + sin(e)

Y su norma es

1@ ]| = €7 \/n22(y cos(p) — sin(i))? + 2nt(y cos() — sin(p))(cos(p) + vsin(p)) + 1,

fijando todos los pardmetros excepto n y definiendo el polinomio de orden 2 p(n) como p(n) =
n%t?(~y cos(p) — sin(p))? + 2nt(y cos(p) — sin(p))(cos(p) + ysin(p)) + 1, ||®"v|| se reescribe
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de la forma ||®™v|| = €7y /p(n). Reemplazando en la ecuacidn (3-23))

1
. - ynt
Ao, z) = nh_{](r)lo " In (e p(n)),
1
Av, ) = 7t + lim In (p(m))

n—00 on

Usando regla de L’hopital para calcular el limite, tenemos que % — 0 cuando n — oo,

por lo tanto el exponente caracteristico de Lyapunov de un punto & € R?\ Xo en cualquier
direccion v, cuando m =0 es A(v, ) = t.

De este resultado tenemos el siguiente corolario

Corolario 1. Para los pardamteros v > 0,t >0 ym € {0,1,i}, el exponente dominante de
Lyapunov del mapa P definido en (3-17)) es positivo en R? \ L.



4 Existencia de atractores caoticos
robustos

Este capitulo se divide en tres secciones, en la primera seccion se presenta la forma canoénica
para mapas PWL de dimensién dos continuos definida en [50] y el Teorema reportado en [36]
que garantiza la existencia de atractores cadticos robustos en esta forma candnica en cierta
zona de atrapamiento. En la segunda seccién se utilizan los Teoremas [5] y [9] para estudiar
el comportamiento del mapa P definido en (3-17]), al interior de la zona delimitada por
una oOrbita periddica inestable del sistema F' definido en , y se conjeturan condiciones
suficientes para garantizar la existencia de atractores cadticos robustos en el mapa P en el
caso foco. En la tercera seccién se realiza un breve andlisis del caso sillam =1y |y| < 1.

4.1. Introduccion

En 1992 en [50] se define la siguiente forma canénica para mapas PWL de dimensién dos

continuos
(T T 1]
L T
X, +e, e x,<0,
0, 0 | ten e
X1 = f(x) =4 _ (41)
TR 1 T
X, t+e, e;x, >0,
B R

\ L

Posteriormente, en 1998 Soumitro Banerjee y sus colaboradores, definen un atractor cadtico
como robusto si existe una ventana en el espacio de parametros para la cual el atractor
no desaparece y no existen atractores periédicos [5]. Ademads, los autores consideraron una
regién R en el espacio de parametros del mapa descrita por las siguientes condiciones

o >0, o6r>0,

(4-2)
TL>5L+1, TR<—(5R+1),

note que las condiciones (4-2)) son equivalentes a asumir que los puntos de equilibrio son
sillas y que sus valores propios satisfacen las desigualdades

0< AL <1<A], Ap<—-1<A;<0. (4-3)
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Los puntos de equilibrio X y Y estan dados por las siguientes expresiones

-1 or,
Y =(Y1,Ys) =
(17 2) (TL_5L_17TL_5L_1)7

1 —0R
X = (X1, X9) =
( b 2) <5R+1_7-R75R+1—7'R>,

donde Y; < 0y X7 > 0, por lo tanto los puntos de equilibrio son reales.

Mediante simulaciones se evidencio que en esta regién de parametros, el mapa presenta
un atractor cadtico robusto. Posterior a este trabajo, se han hecho diversos estudios del
caos robusto en este mapa. Por ejemplo en [I8] se reportaron condiciones suficientes para
que exista un atractor cadtico robusto en el mapa y se dio evidencia experimental de este
comportamiento en un convertidor DC-DC Boost, en [51], [19] se reporté la existencia de
atractores cadticos en la forma candnica , cuando una de sus matrices es no invertible,
en [52] se reporté un resultado que garantiza la existencia de un atractor caético robusto en
el mapa (4-1)) con matrices iguales o con cierta condicion sobre los determinantes.
Recientemente, en el anio 2021 en [30], se present6 el siguiente teorema sobre los exponentes
de Lyapunov del mapa f

Teorema 10. [36] Suponga que los pardmetros del mapa f satisfacen yo = ¢(1, TR, 0L, 0R) =
Op — (TR + 01 + 0r — (1 + TR)ADNY > 0. Entonces f tiene un atractor topoldgico A con la
propiedad que para cada z € A, si el exponente caracteristico de Lyapunov en la direccion
v=[1,0] existe, entonces \(z,v) > 0.

En dicho trabajo se consideraron las variedades estable e inestable de X, y se definen los
puntos 7" = (71,0) como la interseccion de W*(X) con el eje v Z = (Z1,Z5) como la
interseccion del segmento de recta T’ f2_(T) con el espacio estable de X. Se define Ay como
el triangulo XT'Z y A como la siguiente region invariante hacia adelante

A= U (A). (4-5)
Ahora se define A como la siguiente zona de atrapamiento

A=), (4-6)
se prueba que A esta bien definido y se demuestra rigurosamente el siguiente resultado

Teorema 11. [36] Suponga que el mapa f definido en (4-1)) satisface 0 < 6, < 1,0 < dr < 1,
¢ = (71, TR, 01,0r) = Or — (TR + 0L + 0r — (1 + TR)AY)A] > 0 y

o7 + 2 or +2

— = TR< ——F=",
vz oo V2

entonces

T, >
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1. Z existe,
2. A =cl(W*(X)),
3. f es cadtica en el sentido de Devaney en A.

Para terminar esta seccién, es importe aclarar que la continuidad del mapa es fundamental
para probar la transitividad y la densidad de érbitas periédicas del mapa en A. Finalmente
se muestra un atractor cadtico del mapa (|4-1J)
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15+ 1
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Figura 4-1: Atractor cadtico del mapa f definido en (4-1]), con la configuracién de pardmetros
7, =17, TR = —1,7,0;, = 0g = 0,5. Puntos de equilibrio Y en azul y X en rojo.

4.2. Estudio de atractores cadticos robustos en el mapa P

En la seccion anterior se muestra que la construccion de una zona de atrapamiento para el
mapa f es una técnica para buscar atractores cadticos en este mapa y siguiendo a [36], para
conjuntos invariantes y acotados los exponentes de Lyapunov positivos son parte de muchas
definiciones de caos. Una oérbita peridédica inestable en el sistema F' definido en (2-15)) es una
zona de atrapamiento para la dindmica de este sistema a tiempo continuo, en esta seccién
se utiliza la teoria estudiada y desarrollada en los capitulos anteriores para garantizar que
el mapa P definido en con m = ¢ cumpla con las siguientes propiedades

1. Si existe una orbita periddica hiperbdlica admisible del mapa P, entonces esta érbita
es inestable.

2. El mapa presenta sensibilidad ante las condiciones iniciales.

Ademas se estudia de forma numérica la relacién entre la existencia de una érbita periddica
inestable del sistema F' y el acotamiento de la dinamica del mapa P, ya que el mapa P
definido en es un mapa estroboscopico y por lo tanto tiene un tiempo de discretizacién
t > 0. Al igual que en [30] se planea utilizar esta zona de atrapamiento para buscar la
presencia de atractores cadticos en el mapa P.

Las hipotesis del Teorema [5{sobre los parametros del sistema F' definido en (2-15)) son b < 0,
v >0, 7/2 < 0 < m, m = i, para que este sistema presente una tunica 6rbita peridédcia
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inestable. Note que al cumplir estas hipdtesis, por el Teorema [J] se tiene que el exponente
caracteristico de Lyapunov del mapa P con t > 0 en R? \ ¥, que esta dado por A = 7t es
positivo, lo que garantiza la sensibilidad ante las condiciones iniciales del mapa.

Por otra parte, si x € R?\ X es un punto periédico de periodo n, el jacobiano de P (x) es
", por la proposicion (11| sus valores propios son Ag 9y = e™0*) cuyo modulo es })\{1,2}’ =
€™, en el caso v > 0 este modulo es mayor que 1y por definicién la érbita de x es inestable.
En el caso de que el punto periddico x € ¥, entonces es un punto no hiperbdlico y el estudio
de su estabilidad debe utilizar un criterio diferente a los valores propios del jacobiano. En
[36] se estudia la estabilidad de las érbitas periédicas en ¥, mediante la definicién de un
cono invariante en el espacio de fase. Esta técnica no sera considerada en esta trabajo, ya
que supera los alcances del mismo, y por tal razon, su estudio sera dejado como un trabajo
futuro.

A continuacion se presentan algunas simulaciones del mapa P bajo las hipdtesis del teorema
y con ciertos tiempos de discretizacion ¢t > 0. Se espera que las orbitas de los puntos
bajo el mapa P al interior de la orbita inestable del sistema F' se acerquen al conjunto de
deslizamiento ¥° definido en , ya que con b < 0 este segmento es estable, a diferencia
de los puntos periédicos.
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Figura 4-2: (a) Atractor cadtico del mapa P definido en (3-17)), con la configuracién de

051

z2(t) o

05+

pardmetros v = 0,1, m = 1, 0 = 3%, b=—-1yt =0, Orbita periddica
crossing inestable del sistema (2-15)) en rojo. 3 en azul y 7}, en rojo. Conjunto
de deslizamiento ¥* en rojo. (b) Zoom del atractor cadtico.
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Figura 4-3: (a) Atractor cadtico del mapa P definido en (3-17)), con la configuracién de

parametros vy =2, m =1, 0 = 3?”, b=—-1yt=0,1. Orbita periédica crossing
inestable del sistema (2-15) en rojo. x} en azul y z7} en rojo. Conjunto de
deslizamiento ¥° en rojo. (b) Zoom del atractor cadtico.



4.2 Estudio de atractores cadticos robustos en el mapa P 51

15 T T 02 T T T T T T T
1+ 1 ol 1
05 1
° 02f 1
0 v
. 04 1
‘LQ(t) \ T2
05+ < X 1
V) -06 ~ R
1r A 1
08 1
151 ]
P
D2 4 1 1
25 . . . . . . 12 . . . . . . .
2 15 -1 0.5 0 0.5 1 15 2 04 -0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
.L](t) I

Figura 4-4: (a) Atractor caético del mapa P definido en (3-17), con la configuracién de
pardmetros v = 0,4, m = 1, 0 = 4?”, b=—-1yt =03 Orbita periddica
crossing inestable del sistema en rojo. xj en azul y 2% en rojo. Conjunto
de deslizamiento ¥* en rojo. (b) Zoom del atractor caético.
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Figura 4-5: (a) Atractor caético del mapa P definido en (3-17), con la configuracién de
parametros v =4, m =1, 6 = ?jf, b=—-1yt=0,06. Orbita periddica crossing
inestable del sistema en rojo. xj en azul y x% en rojo. Conjunto de
deslizamiento ¥° en rojo. (b) Zoom del atractor cadtico.

Las simulaciones anteriores dan evidencia numérica de que existen algunos valores de t para
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los que el mapa P presenta atractores cadticos. Por otro lado, fijando los parametros v > 0,
b<0y#f e [g,ﬂ y variando el parametro ¢ > 0, la dindmica del mapa P puede ser no
acotada en todo el plano. Las siguientes graficas muestran algunos tiempos criticos t. en
funcion de los parametros v y b, tales que t < t. garantiza la existencia de un atractor

caotico en el mapa P y t > t. garantiza dinamica no acotada en todo el plano.

Figura 4-6: Tiempos criticos t. contra el pardmetro 0 < ~ < 5, con la configuracién de
pardmetros m =1, b= —1y 0 = 31 /4.
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Figura 4-7: Tiempos criticos t. contra el pardmetro —5 < b < 0, con la configuraciéon de
pardametros m =, 0 = 3w /4y v € {0,25,0,5,0,75,1}.

Note que los tiempos criticos crecen a medida que se incrementa el tamano de la orbita
inestable (ver seccién [2.3)). A continuacién se presentan algunos diagramas de bifurcacién
del mapa P variando los parametros 6, by v
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Figura 4-8: Diagrama de bifurcacién del mapa P definido en , con la configuracién de
parametros v = 0,6, m =4, b= —1,t = 0,1 y variando el parametro 6.

Figura 4-9: Diagrama de bifurcacién del mapa P definido en , con la configuracién de
parametros v = 0,5, 0 = 37 /4, m =i, t = 0,1 y variando el parametro b.
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Figura 4-10: Diagrama de bifurcacion del mapa P definido en , con la configuracién de
pardmetros 0 = 37/4, m =i, b= —1, ¢t = 0,1 y variando el pardmetro ~.

Este estudio numérico sugiere que mientras se garantize la existencia de la orbita inestable
del sistema [, existe un tiempo critico . tal que t < t. hace que el mapa P presente un
atractor cadtico al interior de la orbita inestable del sistema F'. Lo anterior nos lleva a la
siguiente conjetura

Conjetura 1. Asuma las siguientes condiciones para los pardmetros del mapa P definido
en (3-17), b <0, m=1i,7v>0y0 € [%,ﬂ'], entonces existe t. = t.(v,b,0) > 0 tal que para t
que satisface 0 < t < t., el mapa P presenta un atractor cadtico al rededor del segmento de

deslizamiento ¥° del sistema F' definido en (2-10)).

Para terminar, es importante aclarar que las hipdtesis planteadas por la conjetura [1| son
suficientes mas no necesarias para garantizar la existencia de atractores cadticos robustos en
el mapa P. A continuacién se presentan algunas simulaciones del mapa P caso foco m = i,
cuyos pardmetros no satisfacen las condiciones de la conjetura [I]
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Figura 4-11: (a) Atractor cadtico del mapa P definido en , con la configuracion de
parametros v = 0,1, m =4, 66 = 0, b = -1 y t = 0,5. Orbita periodica
crossing inestable del sistema en rojo, Orbita periddica crossing estable
del sistema en azul. 7 en azul y 2} en rojo. Conjunto de deslizamiento
¥* en rojo. (b) Zoom del atractor cadtico.
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Figura 4-12: (a) Atractor cadtico del mapa P definido en (3-17)), con la configuracién de
pardmetros v = 0,1, m = i, 0 = 1,07, b = —1 y t = 0,5. Orbita periédica
crossing inestable del sistema en rojo. zj en azul y z}; en rojo. Conjunto
de deslizamiento ¥* en rojo. (b) Zoom del atractor caético.
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Figura 4-13: (a) Atractor cadtico del mapa P definido en (3-17), con la configuracién de
parametros v = 0,1, m =1, § = 1,47, b = —1 y t = 0,5. Conjunto de desli-
zamiento X° en rojo. Orbita periddica crossing inestable del sistema en
rojo. zj en azul y z7}, en rojo. (b) Zoom del atractor caético.
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Figura 4-14: (a) Atractor caético del mapa P definido en (3-17), con la configuracién de
pardmetros v = 0,1, m =1, 60 = %’T, b=—-1yt=0,. Orbita periédica crossing
inestable del sistema en rojo. z} en azul y z§ en rojo. Conjunto de
deslizamiento X en rojo. (b) Zoom del atractor cadtico.

4.3. El caso Silla

En esta seccion se realiza un breve anédlisis del caso silla en el mapa P (Jy| < 1y m = 1).
En este caso a diferencia del caso foco no se tiene teoria que garantize la existencia de una
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orbita inestable del sistema F' que pueda acotar la dinamica de su mapa estroboscépico P.
Mediante las variedades estables e inestables de los puntos de equilibrio, se intenta crear una

zona de atrapamiento para la dindmica del mapa P, al igual que en [36].
3
equilibrio son reales, es decir 7 € X1 y 2}, € Y. A continuacién se presentan los valores y

vectores propios de la matriz A del sistema definida en (2-15)

=]
-1 0

A diferencia del caso foco, al considerar 6 € [ ﬂ en este caso se tiene que los puntos de

con valores propios
M=~v+1 l=7v-1, (4-7)

y vectores propios

we[) e[

asociados a A\; y Ao respectivamente. Note que para —1 < v < 0, el vector v; corresponde al
vector director de la variedad estable de cada punto de equilibrio y el vector vy es el vector
director de la variedad inestable de cada equilibrio, en el caso 0 < v < 1 estos vectores
invierten roles. Por lo anterior se estudiaran los casos v > 0 y v < 0 por separado.

431. 0<~vy<1

En esta subseccién y la siguiente se denotardn las variedades de la siguiente forma WY (z%) =
WY WS (ah) = We, WY(a%) = WY, W9(z3) = WE y los puntos de corte de estas varieda-
des con la zona de conmutacién 3 definida en (2-2)) (eje y)

A=1[0,A] =W/ NY, B=[0,By)=W5nNY,

g . (4-9)
C=[0,C]=WNs, D=[0,D)] =W5NY,

donde ¥ es la zona de conmutacion. Las expresiones de As, By, C5 y Dy estan dadas por

sin(6) cos(f)

A2 = 1’ B2 - 1 + b7
v T (4-10)
sin(0) cos(6)
Cp= 2 D= 5y,
S 2T 4+

Proposicién 14. Asuma las siguientes condiciones sobre los parametros del sistema F de-

finido en (2-15), 0 <y <1, m=1,0¢€ [%,W], b <0, ademds
méx{sm(e) _cos(f) sin(f) N 005(9)} <

v—1 ’y—l—l’*y—i—l 1—7

(4-11)

entonces Ay < Dy < 0 < Cy < Bs.
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Demostracién. Suponiendo las condiciones 0 < v < 1, 0 € [0,2n] y b < 0 sobre los
pardmetros, por definicion de Dy y Cy en (4-10)

cos(6)
v+1
D, < 0,

+b <0,

sin(#) -0,
v+1
Cy > 0,

ya que sin(f) > 0 y cos(d), b < 0. Por otra parte, si se asume que

s {sin(@) _ cos(f) sin(0) N COS(@)} <b (412)

y=1 ~v+1"9+1 1—v
entonces

sin(f)  cos(h)
v—1 a v+1
sin(6) _ cos(0)
vy—1 ~v+1
Ay < Dy,

< b,

sin(f)  cos(0)
+
vy+1 1-—v
sin(f)  cos(f)
<
vy+1 -1
02 < Bas.

< b,

+ b,

Mediante simulaciones del sistema F' cuyos parametros satisfacen las condiciones planteadas
por la proposicién anterior hemos encontrado orbitas periddicas inestables para el sistema,
generadas por el acotamiento de las variedades. A continuaciéon se muestra una de estas
orbitas
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Figura 4-15: Orbita periddica crossing inestable del sistema F' con la configuracion de
pardmetros v = 0,5, m = 1, b = —0,16 y § = 37/4. A en amarillo, B en
negro, C' en magenta y D en verde.

Bajo estas condiciones, se espera encontrar atractores cadticos dentro de la region ecerrada
por estas orbitas periddicas crossing inestables para ciertos tiempos de discretizacion, al igual
que en el caso foco. A continuacién se presenta un diagrama de bifurcaciéon del mapa P al
interior de esta region, para parametros que satisfacen las condiciones de la proposiciéon
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Figura 4-16: Diagrama de bifurcacién del mapa P definido en , con la configuracion de
parametros v = 0,35, m = 1, b = —0,5, § = 37 /4 y variando el pardmetro ¢.

La Figura [4-16] muestra que al variar el pardmetro ¢ del mapa P, existe un atractor caético
al interior de la zona acotada por la érbita periddica inestable del sistema F'. Para tiempos
de discretizaciéon superiores a t = 0,2, las 6rbitas del mapa divergen, comportamiento similar
al encontrado en el caso foco.

El siguiente diagrama de bifurcacién varia el parametro ¢, manteniendo la condicién de la
proposicién ([14]).
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0.05 7 T

Figura 4-17: Diagrama de bifurcacién del mapa P definido en , con la configuracion de
parametros v = 0,35, m =1, b = —0,5, t = 0,1 y variando el parametro 6.

Al igual que en el caso foco, en la Figura [4-17] el comportamiento cadtico del mapa P se
preserva para una ventana del parametro 6, en la que la 6rbita periddica inestable del sistema
F existe.

A continuacién se presenta un atractor cadtico del mapa P en la configuracion silla, bajo la
condicién de la Proposicién [14)
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Figura 4-18: (a) Atractor cadtico del mapa P definido en , con la configuracién de
pardmetros v = 0,35, m = 1, 6 = %”, b=-05yt=0,2. Orbita periodica
crossing inestable del sistema en rojo. Conjunto de deslizamiento ¥° en
rojo. (b) Zoom del atractor caético.

Al estudiar el caso —1 < v < 0 se intentd realizar un acotamiento de la dindmica similar,
pero no se encontraron resultados de orbitas periddicas inestables que acoten la dinamica
del mapa P.

Finalmente, al igual que en la seccién anterior se muestra un atractor cadtico del mapa P
en la configuracion silla con parametros que no satisfacen las condiciones planteadas en esta
seccién y un atractor para la configuracion nodo y uno con la configuracién nodo degenerado.
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Figura 4-19: Atractor cadtico del mapa P definido en , con la configuracién de parame-
trosy=0,1,m=1,0=3r/4, b= -5yt =02 2} en azul y z}, en rojo.
Pseudoequilibrio en verde. Conjunto de deslizamiento >° en rojo. Conjunto de
deslizamiento »° en rojo.
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Figura 4-20: (a) Atractor cadtico del mapa P definido en (3-17)), con la configuracién de
parametros v = 1,2, m = 1, § = ?jfr, b=-5yt=0.2 Orbita periddica
crossing inestable del sistema en rojo. zj en azul y z}; en rojo. Conjunto
de deslizamiento ¥* en rojo. (b) Zoom del atractor caético.



4.3 FEl caso Silla 65

S ) . o . (»
i 02t
04
1 -
-0.6
or 08}t
RN
L2 (01 L To At
2 12 R N
14+
sl
161
“r 18
-5 - t - - . . - -2 . - . -
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
X1 (t) X1

Figura 4-21: (a) Atractor cadtico del mapa P definido en (3-17), con la configuracién de
parametros v = 0,1, m =0, 0 = %’r, b=-2yt=0,5. Orbita periédica crossing
inestable del sistema en rojo. Conjunto de deslizamiento >* en rojo. (b)
Zoom del atractor caotico.



5 Una aplicacion a la encriptacion de
imagenes

El desarrollo tecnologico de las comunicaciones e Internet movil ha generado un vertiginoso
incremento en la trasmisién de imagenes y audios, usados ampliamente en la interaccién entre
personas y empresas. Garantizar la transmision segura de esta informacion y evitar que sea
robada, se ha convertido en uno de los desafios actuales de la criptografia, la cual se ocupa
de las técnicas de cifrado o codificado destinadas a modificar la informacion transmitida con
el fin de hacerla incomprensible a receptores no autorizados [53].

Alrededor de 1990 se inicio a estudiar la relacion entre la criptografia y el comportamiento
caotico en mapas discretos, lo que ha llevado al desarrollo miltiples algoritmos de encripta-
cién basados en mapas que presentan comportamiento cadtico. Dicha técnica ha sido bien
acogida entre la comunidad cientifica ya que el costo de su implementaciéon computacional
es relativamente bajo [54]. Algunos de los mapas utilizados para disenar algoritmos de en-
criptacion son el mapa logistico, el mapa del seno y coseno, ambos de dimensién uno y dos,
y algunos mapas definidos a trozos, entre otros [55] 56] 57, 58, 59].

Los mapas de dimension mayor que uno son mas seguros, ya que poseen érbitas més com-
plejas, sin embargo el costo computacional de su implementacién es més elevado [60]. En
[61] se describen algunos aspectos importantes del disenio de un algoritmo de encriptacién
seguro basado en mapas cadticos, su implementacién, seguridad, y el diseno y uso de dichos
mapas para generar secuencias utiles para encriptar. Entre algunas de estas recomendaciones
se encuentran ” Para dos claves con la mds minima diferencia, ningun andlisis estadistico
conocido puede encontrar ninguna diferencia distinguible entre los textos cifrados correspon-

7

dientes.” y 7 el espacio de claves K, a partir del cual se elegirdn las claves validas, debe
especificarse con precision y evitar regiones no caoticas.”
En este capitulo se propone un algoritmo de encriptacion de datos del tipo de cifrado simétri-

co con clave secreta [61] y se implementara en la encriptacién de imédgenes.

5.1. Esquema de encriptacion

Computacionalmente los colores se representan en escala de grises, la escala RGB es una
combinacion de los colores rojo, verde y azul que en ciertas combinaciones pueden formar los
demas colores. Cada color rojo, azul y verde es representado por una matriz rectangular cuyas
entradas son nimeros enteros entre 0 y 255 o reales entre 0 y 1. En [I0] se propone convertir
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cada una de las matrices R, G y B de tamafio m x n en vectores R, GF, B ¢ R™. El
siguiente paso es crear tres secuencias cadticas RY, GX y BX € R™", para lo cual usamos el
mapa P con una configuracién de pardmetros adecuada (clave), los ejemplos que se mostrarén
mas adelante utilizan parametros tomados de forma aleatorea con una distribucién uniforme
en la siguiente ventana

m
1<~v<05, —<6O<m,
2 (5-1)

—5<b< -2, 0,
01<t<03 x9€X,

IN

Y

El siguiente paso es crear tres vectores R®, G¢, B que representan las componentes R, G
p ) ) q P P )
y B de la imégen cifrada, para esto se propone a continuacion el siguiente esquema

RY = M x (R" — R+ R¥) mod(1),
G =M * (G" — G+ G¥) mod(1), (5-2)
B® = M x (B” — B+ B¥) mod(1),

donde M = [M, ;] es una matriz idempotente de orden dos y de bloques cuyo tamaio varia
dependiendo de las dimensiones de la imagen

N, i=j
M,=¢ 0 "= 5-3
i {& i # 5-3)
1, i+j=n+1,
N = 5-4
{0,i+j#n+L (5-4)

Para el esquema de recuperacion de la imagen original, el receptor debe generar las mismas
secuencias cadticas RX, GX y BX € R™, que por la naturaleza del mapa exigen que se
tengan exactamente los mismos parametros b, 7, 6, t y la condicién inicial xq. El esquema
de recuperacion es el siguiente

RP = (M % R + R — RX) mod(1),
G" = (M * G+ G — G¥) mod(1), (5-5)
B” = (M % BY + B — B¥) mod(1),

A continuacién se presentan algunas imagenes encriptadas y recuperadas mediante los es-
quemas anteriores
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Imagen Original Imagen Encriptada Imagen Recuperada

Figura 5-1: Encriptacién y recuperacién de una imégen mediante el algoritmo (
los parametros v = 0,1390, b = —4,1645, § = 3,0055, t = 0,1254 y xq =
[0, —1,4434].

Imagen Encriptada

Imagen Original Imagen Recuperada

Figura 5-2: Encriptacion y recuperacion de una imagen mediante el algoritmo ( , usando
los parametros v = 0,4259, b = —2,2826, 0 = 3,0748, t = 0,2094 y xq =
[0, —4,0183].
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Imagen Original Imagen Encriptada Imagen Recuperada

Figura 5-3: Encriptacién y recuperacién de una imégen mediante el algoritmo , usando
los parametros v = 0,1568, b = —3,7347, 0 = 28152, t = 0,2831 y xq =
[0, —3,5834].

Imagen Original Imagen Encriptada Imagen Recuperada

Figura 5-4: Encriptacion y recuperacion de una imagen mediante el algoritmo , usando
los parametros v = 0,4259, b = —2,2826, § = 3,0055, t = 0,1254 y xq =
[0, —1,4434].
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(b) Imagen Encriptada

(a) Imagen Original

(c) Imagen Recuperada (d) Imagen Recuperada

Figura 5-5: (a) Imédgen Original. (b) Imégen encriptada mediante el algoritmo (j5-2)), con
los pardmetros 0 = 37w/4, v = 0,5, b = —4,t = 0,2, 2o = [0, —2]. (¢) Imagen
recuperada mediante el agoritmo (5-5|), con los pardmetros 6 = 3w /4, v = 0,5,

b= —4,t =02 29 = [0,—2] + 107'%7. (d) Imégen recuperada mediante
el agoritmo (5-5)), con los pardmetros § = 37/4, v = 0,5, b = —4, t = 0,2,
Ty = [O, —2]

El hecho de que un ligero cambio realizado en solo uno de los parametros del mapa P no
permita ecuperar la imagen, muestra la seguridad del algoritmo, ya que para replicar la clave
se debe conocer el valor exacto de todos los cinco parametros del mapa.

Finalmente se presentan algunos criterios estadisticos utilizados para medir la seguridad del
algortimo y una comparacién con los criterios obtenidos usando los esquemas propuestos con
el mapa propuesto en [10]

La imagen tiene un tamano de 219 x 1050, el algoritmo tardo 0,074478s encrip-
tandola y el algoritmo 0,005750s recuperandola, usando el mapa P y , los algoritmos
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Criterio Ideal | Medida Medida
[10]
Entropia 8 7.993 7.985
Correlacién 0 0.005 0.036
NPCR 100% | 100 % 99.6 %
UACI 100% | 44.919% 33.7%

fueron implementados en MATLAB 2020b.

Tabla 5-1: Medidas de seguridad del algoritmo de encriptacion.



6 Conclusiones y trabajos futuros

En este trabajo se estudia la relacion entre la existencia de una érbita periddica inestable
en una forma candnica normalizada para sistemas PWL discontinuos de dimension dos, y
la existencia de un atractor cadtico robusto en su mapa estroboscopico para el caso en que
ambas matrices son iguales. La estrategia del estudio es demostrar que las condiciones plan-
teadas en la literatura para que el sistema presente una érbita periddica inestable, implican
que el mapa presenta sensibilidad ante las condiciones iniciales y su acotamiento en ciertos
Casos.

Durante este estudio se calculé de forma analitica el espectro de Lyapunov para cada to-
pologia (foco, silla y nodo) en funcién de los pardmetros v € R y ¢ > 0 del mapa. Las
expresiones de los exponentes de Lyapunov calculados en este trabajo, garantizan que la
separacion de las érbitas de condiciones iniciales infinitesimalmente cercanas depende tnica-
mente del signo del pardmetro ~. El teorema de existencia de érbitas periddicas del sistema
en el caso foco, requiere que el parametro v sea positivo, lo que implica que los exponentes
de Lyapunov del mapa para el caso foco son positivos. Lo anterior significa que cuando el
sistema presenta una tnica Orbita periddica inestable, el mapa tiene sensibilidad ante las
condiciones iniciales.

La orbita periddica inestable del sistema divide la dindamica del plano en dos zonas, al
interior y al exterior de la regién que delimita. En este trabajo se presenta evidencia de que
existen tiempos de discretizacion t. = t.(7,t,0), tales que la 6rbita inestable del sistema
acota la dindmica del mapa al interior de la regién que esta delimita cuando 0 < ¢t < t.. El
acotamiento del mapa dentro de esta region implica la existencia de un atractor topologico del
mapa en esta zona. Se demuestra analiticamente que bajo estas condiciones, todas las 6rbitas
periddicas hiperbdlicas del mapa son inestables, por lo tanto el atractor topolégico dentro de
la zona acotada por la érbita del sistema no es una orbita periddica hiperbédlica y ademas tiene
sensibilidad ante las condiciones iniciales, lo que nos llevé a conjeturar condiciones suficientes
para garantizar la presencia de un atractor cadtico robusto en el mapa estroboscopico para
el caso foco. El estudio de la estabilidad de las érbitas periédicas no hiperbédlicas del mapa
es un trabajo futuro, aunque las simulaciones presentadas muestran que el comportamiento
cadtico no desaparece para amplias ventanas de parametros.

Motivados por los resultados del profesor Simpson para el caso silla en un mapa continuo
reportados en el 2021 en [36], utilizamos las variedades de los puntos de equilibrio del sistema
a tiempo continuo para crear una zona en la que numéricamente comprobamos la existencia
de una orbita periddica inestable de este sistema cuando 0 < v < 1. Con esta érbita ines-
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table se realizé un estudio similar al del caso foco, obteniendo resultados similares. Como
trabajo futuro esta el estudio analitico de la existencia de esta dérbita peridédica inestable en
el caso silla, lo cual permitira obtener condiciones mas solidas sobre los parametros del mapa
estroboscépico para que este presente un atractor cadtico robusto.

Finalmente se implementé un algoritmo de encriptacion de imédgenes, utilizando el mapa es-
troboscépico con parametros bajo los cuales este se encuentra en régimen cadtico, obteniendo
unas medidas de seguridad adecuadas y una encriptaciéon relativamente rapida, demostrando
asi la utilidad del caos robusto en esta aplicacién.
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