
Modos cuasinormales de un agujero negro AdS
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Modos cuasinormales de un agujero negro AdS con carga
eléctrica en la gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet 4D

Resumen

Las ondas de las perturbaciones de los agujeros negros dependen de los parámetros
geométricos del espacio-tiempo que los describe. En este trabajo se investigan las pertur-
baciones en campos escalares y electromagnéticos sobre la geometrı́a de un agujero ne-
gro AdS cargado eléctricamente en la gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet 4D, mostrando
la deducción de las ecuaciones de campo modificadas, los comportamientos de las prin-
cipales propiedades de este agujero negro y su relación con sus casos limite particulares
y con otras teorı́as de gravedad. Se derivan a las ecuaciones maestras y a los potenciales
que describen a las perturbaciones y se discuten los métodos para encontrar las frecuen-
cias de los modos cuasinormales, explorando principalmente al formalismo del método
de la aproximación WKB, discutiendo sus fundamentos y algunas de sus restricciones y
mejoras. Se calculan numéricamente, mediante el uso de los métodos semi-analı́ticos del
potencial de Pöschl-Teller y de la aproximación WKB, a las frecuencias de los modos cua-
sinormales del campo escalar (con y sin masa) y del campo electromagnético alrededor
de un agujero negro AdS con carga eléctrica y en la gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet
4D y de sus casos limite particulares, encontrando destacados resultados, como el hecho
de que este agujero negro es mejor oscilador que los agujeros negros de Schwarzschild,
de Reissner–Nordström, de Einstein-Gauss-Bonnet 4D y de Einstein-Gauss-Bonnet 4D
con carga eléctrica y por ende posee una sombra más pequeña. También se describen
los efectos de los parámetros geométricos sobre las frecuencias calculadas, encontrando
destacadas consistencias en los resultados obtenidos comparados entre si y con los ya
publicados por otros autores.

Palabras clave: Relatividad General, Agujeros Negros, Gravedad Modificada, Modos Cuasi-
normales.





Quasinormal modes of an electrically charged AdS black
hole in 4D Einstein-Gauss-Bonnet gravity

Abstract

The waves of black hole perturbations depend on the geometric parameters of space-time
that describe them. In this work we investigate the perturbations in scalar and electromag-
netic fields on the geometry of an electrically charged AdS black hole in Einstein-Gauss-
Bonnet 4D gravity, showing the deduction of the modified field equations, the behavior
of the main properties of this black hole and its relationship with its particular limit ca-
ses and with other gravity theories. The master equations and potentials describing the
perturbations are derived and methods for finding the frequencies of Quasinormal Mo-
des are discussed, mainly exploring the formalism of the WKB approximation method,
discussing its fundamentals and some of its restrictions and enhancements. They are cal-
culated numerically, using the semi-analytic methods of the Pöschl-Teller potential and
the WKB approximation, the frequencies of the Quasinormal Modes of the scalar field
(with and without mass) and the electromagnetic field around an electrically charged AdS
black hole in the Einstein-Gauss-Bonnet 4D gravity and its particular limit cases, finding
outstanding results, such as the fact that this black hole is a better oscillator than the Sch-
warzschild, Reissner–Nordström, Einstein-Gauss-Bonnet 4D and Einstein-Gauss-Bonnet
4D black holes with electric charge and therefore it has a smaller shadow. The effects
of the geometric parameters on the calculated frequencies are also described, finding
outstanding consistency in the results obtained compared with each other and with those
already published by other authors.

Keywords: General Relativity, Black Holes, Modified Gravity, Quasinormal Modes
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RN-EGB 4D y en sus casos particulares lı́mite, determinadas mediante el
método WKB a 6to orden. Se muestra la parte real ωR y la parte imaginaria
ωI de los 6 primeros números de sobretono n para l = 6. Los números
sobre cada frecuencia corresponden a n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109



Lista de tablas
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1. Introducción

Las soluciones de tipo Agujeros Negros (ANs) de las ecuaciones de campo de Einstein
han sido de gran interés desde el primer momento en que se formuló la teorı́a de la Re-
latividad General (RG). Actualmente se sabe que la RG y sus aplicaciones están a la
delantera de las investigaciones en astrofı́sica y cosmologı́a, siendo está la teorı́a de la
gravedad mayormente aceptada por la comunidad cientı́fica. La RG unifica la geometrı́a
y la gravitación en un espacio-tiempo curvo, de manera que para aquellos objetos sufi-
cientemente masivos, su propia gravitación dominarı́a en algún momento sobre todas las
demás interacciones fı́sicas debido a su largo alcance de acción. Luego, para entender la
mecánica detrás de estos objetos compactos, la RG debe ser usada junto con sus ramifi-
caciones y posibles modificaciones para llegar a describir fenómenos que se encuentran
más allá de las correcciones dinámicas a la teorı́a newtoniana. La RG también predice
la existencia de radiación gravitacional en forma de ondas, producidas por eventos como
las colisiones entre ANs o la interacción estelar en sistemas binarios, entre otros [1]. Es
bien sabido que desde la primera detección directa de ondas gravitacionales de la señal
GW150914 proveniente de la fusión de dos ANs supermasivos, reportada en 2016 por
los observatorios LIGO y VIRGO [2], la investigación de las ondas gravitacionales juegan
un papel crucial para probar, experimentar y testear los modelos teóricos de gravedad a
partir de los resultados observacionales.

Como sistemas disipativos que pierden energı́a con el tiempo, los ANs perturbados emi-
ten ondas gravitacionales. Estas ondas tienen un conjunto caracterı́stico de modos nor-
males de oscilación que decaen amortiguadamente, condición por la cual reciben el nom-
bre de modos cuasinormales o Quasinormal Modes (QNMs) en inglés, cuyas propiedades
dependen solamente de los parámetros geométricos del espacio-tiempo. Para un AN en
la RG, estos parámetros serán la masa M , la carga eléctrica Q y el espı́n a [3].

Los QNMs de las perturbaciones gravitacionales no se producen en un medio material,
sino que corresponden a las oscilaciones del propio espacio-tiempo en el exterior del ho-
rizonte de eventos [3]. Por lo tanto, el cálculo de las frecuencias de los QNMs es una
herramienta fundamental para comprender analı́tica y observacionalmente las ondas gra-
vitacionales [3]. Por ende, los QNMs son muy útiles para investigar a los ANs y a las
diversas teorı́as de gravedad modificada, comparando la teorı́a con la observación. Un
ejemplo de esto es la determinación de las sombras de los ANs a partir de las recientes
imágenes obtenidas por las detecciones del Event Horizon Telescope [4] o también, con-
siderando a los sistemas de los centros galácticos, donde se encuentran objetos como
estrellas o ANs estelares que orbitan a un AN supermasivo. De esta manera, un ejem-

https://eventhorizontelescope.org/
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plo de las perturbaciones con QNMs podrı́a ser un proceso en el que un objeto mucho
más pequeño que el AN supermasivo cae en forma espiral sobre éste. El objeto que cae,
describirı́a trayectorias llamadas órbitas en espiral con una relación de masa extrema u
órbitas Extreme mass ratio inspiral (EMRIs) en inglés. En la actualidad se espera que
estas EMRIs, junto con sus ondas gravitacionales, puedan ser analizadas por el inter-
ferómetro del proyecto LISA [5].

Las perturbaciones de los ANs son descritas por las denominadas ecuaciones maestras,
que son ecuaciones diferenciales parciales lineales de segundo orden que contienen la
información del comportamiento de las frecuencias de los QNMs. Para los ANs de Sch-
warzschild, estas se conocen como las ecuaciones de Regge-Wheeler y de Zerilli, mien-
tras que para los ANs de Kerr son las ecuaciones de Teukolsky [3]. Ahora bien, desde la
teorı́a, los QNMs se pueden analizar considerando diferentes posibles campos de inter-
acción, entre los cuales se encuentran los campos escalares, los electromagnéticos y los
gravitacionales [3].

Existen diversas soluciones de ANs estáticos con simetrı́a esférica para los cuales la
ecuación maestra es válida y recientemente, una solución de este tipo ha venido gene-
rando bastante atención: el espacio-tiempo de Einstein-Gauss-Bonnet (EGB) en 4 dimen-
siones (4D por simplicidad). Esta es la solución de principal interés en este trabajo, el cual
investigará su comportamiento al generalizarla para incluir una constante cosmológica del
tipo Anti-de Sitter (AdS) y la posibilidad de poseer carga eléctrica [6–11].

Debido al gran interés sobre los QNMs de campos perturbados alrededor de ANs, sus fre-
cuencias ya se han estudiado con diferentes técnicas analı́ticas, semi-analı́ticas y numéri-
cas en diversas teorı́as espacio-temporales de gravitación [3,10–58]. Una de las primeras
investigaciones fue realizada por Leaver en [14], donde se evidenció que la carga eléctri-
ca Q de los ANs afecta a las frecuencias de los QNMs. Por otro lado, en los últimos
años se han venido estudiando los QNMs de ANs bajo la acción de la gravedad tipo EGB
4D [10–13, 59–62]. De hecho, se han realizado investigaciones alrededor de soluciones
de tipo AN muy similares a la del presente trabajo. Recientemente, Mishra en [63] calculó
las frecuencias de los QNMs de los mismos ANs en la gravedad de EGB 4D, pero carga-
dos eléctricamente en un espacio-tiempo de Sitter (dS). También, las frecuencias de los
QNMs de las perturbaciones del campo escalar sin masa en el espacio-tiempo de un AN
con carga eléctrica y en la gravedad de EGB 4D fueron investigadas en [10, 11, 61, 62].
Luego, las frecuencias de los QNMs de las perturbaciones del campo electromagnéti-
co en el espacio-tiempo de un AN AdS y en la gravedad de EGB 4D fueron analizadas
en [10] y sobre un AN con carga eléctrica y en la gravedad de EGB 4D en [11]. Estas
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dos soluciones del tipo ANs son casos limite particulares del AN que se estudiará en esta
tesis. Notablemente, en estos trabajos previos uno de los métodos utilizados es el de la
aproximación Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB), la cual, también es comúnmente aplica-
do en problemas de dispersión no relativistas de la mecánica cuántica porque la ecuación
maestra de la evolución de los ANs tiene la misma forma que la ecuación de Schrödinger
moviéndose bajo un potencial en una dimensión [24]. Por lo tanto, este acercamiento per-
mite reducir la ecuación maestra a una cuyas soluciones son una superposición de fun-
ciones parabólicas y cilı́ndricas, con las cuales, analizando su comportamiento asintótico,
es posible determinar aproximadamente las frecuencias de los QNMs.

Los ANs descritos a partir de diferentes teorı́as de gravedad modificada son de notable
interés en las investigaciones de la astrofı́sica actual. La gravedad de tipo EGB 4D es
controversial y llamativa, pues además de diversas propiedades interesantes que la rigen
(como por ejemplo que puede surgir de una teorı́a de la RG generalizada a dimensiones
superiores de manera natural) este modelo, a diferencia de la RG, es considerado “prácti-
camente libre” del problema de la singularidad debido a que la gravedad es repulsiva a
distancias pequeñas, de manera que una partı́cula que cruce el horizonte de eventos nun-
ca alcanzarı́a el punto central [6, 64]. A pesar de que esta solución ha sido ampliamente
estudiada recientemente debido a que fue propuesta de manera sencilla y novedosa en
2020 en [64], el modelo utilizado allı́ fue fuertemente criticado y varios estudios posterio-
res demostraron que el método para encontrar la solución no era consistente ni estaba
bien definido [65–68]. Sin embargo, surgieron varios estudios consecuentemente que ob-
tuvieron esta misma solución y aclararon que no era realmente nueva, ya que esta y otras
soluciones muy similares se pueden deducir a partir de diferentes formalismos bien defi-
nidos y sobre diversas teorı́as de gravedad modificada [4,6–11,68–89].

La métrica de un AN AdS con carga eléctrica y bajo la gravedad de EGB 4D, es una
solución que permite estudiar diversos efectos sobre las ondas gravitacionales que otras
teorı́as de gravedad no consideran (incluyendo a la RG). Por otro lado, el estudio de los
QNMs de un AN debidos a perturbaciones en un campo escalar posee una valiosa utilidad
práctica, ya que sirve como una primera aproximación al entendimiento de las principa-
les caracterı́sticas de los QNMs [3], antes de enfrentarse a un campo electromagnético o
gravitacional, los cuales son problemas más complicados puesto que se fundamentan a
partir de los armónicos esféricos en su versión vectorial y tensorial, respectivamente [3].
De esta forma, esta tesis esta enfocada principalmente en la descripción y análisis sola-
mente de las perturbaciones a campos escalares y electromagnéticos.

El presente trabajo se divide en las siguientes secciones: En la sección 2, se introdu-
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cirá a los ANs AdS cargados eléctricamente en la gravedad de EGB 4D, se muestra la
deducción de las ecuaciones de campo modificadas, estudiando cada una de sus contri-
buciones en la acción. Luego se comprueba que la solución en estudio las satisface. Se
muestran los comportamientos de las principales propiedades de este AN, como el com-
portamiento de algunos de sus invariantes y los efectos de los parámetros geométricos
sobre la solución y sus distintos horizontes. Después se estudian a las diversas teorı́as de
gravedad involucradas mediante los correspondientes casos particulares lı́mite. Además,
se comparten algunas posibles generalizaciones del AN en acople con otras teorı́as fı́si-
cas. En la sección 3, se analizan a los ANs perturbados, se estudia la teorı́a de los cam-
pos escalares masivos y los campos electromagnéticos en espacio-tiempos estáticos y
esféricamente simétricos y usando el método de la descomposición en armónicos esféri-
cos escalares y vectoriales, se derivan las correspondientes ecuaciones maestras junto
con sus potenciales efectivos. También se determina la respectiva función de Green aso-
ciada al campo escalar masivo y se discuten algunas de sus caracterı́sticas. En la sección
4, se introduce al concepto de los QNMs de un AN estático y esféricamente simétrico. Se
explora el método de la aproximación WKB para encontrar las frecuencias de los QNMs,
compartiendo sus fundamentos a 1er orden y discutiendo algunas de sus restricciones
y mejoras. Adicionalmente, se mencionan otros métodos para calcular frecuencias de
QNMs. Más adelante, en la sección 5, se aplica el espacio-tiempo de los ANs AdS carga-
dos eléctricamente en la gravedad de EGB 4D, sobre la teorı́a de perturbaciones en los
campos escalares masivos y los campos electromagnéticos. Se calculan numéricamente
y se analizan, mediante el uso de los métodos semi-analı́ticos del potencial de Pöschl-
Teller propuesto en [42] y de la aproximación WKB a 1er, 3er y 6to orden introducidos
en [25, 45, 90] respectivamente, a las frecuencias de los QNMs del campo escalar (con
y sin masa) y del campo electromagnético alrededor del espacio-tiempo del AN AdS con
carga eléctrica y en la gravedad EGB 4D. Se presentan los casos limite particulares prin-
cipales, incluyendo los ANs de Schwarzschild y de Reissner–Nordström (RN)(que son las
soluciones que representan a la teorı́a de la RG) y los ANs de EGB 4D y de EGB 4D con
carga eléctrica. Se estudia el comportamiento de los potenciales efectivos, se describen
los efectos de los parámetros de la masa del campo escalar µ, la carga eléctrica Q, el
parámetro α y la constante cosmológica Λ sobre las frecuencias de los QNMs del cam-
po escalar y del campo electromagnético. Se encuentran aspectos importantes, como el
hecho de que el método de la aproximación WKB no puede ser aplicado sobre un campo
escalar masivo o sin masa alrededor del AN AdS con carga eléctrica y en la gravedad
EGB 4D debido a una divergencia provocada por Λ < 0, o también que los resultados de
las frecuencias muestran que los ANs AdS con carga eléctrica y en la gravedad EGB 4D
son mejores osciladores que los ANs de Schwarzschild, RN, EGB 4D y de EGB 4D con
carga eléctrica, sugiriendo por ejemplo, que un AN AdS con carga eléctrica y en la grave-
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dad EGB 4D tiene una sombra más pequeña que todos estos otros ANs. En adición, los
resultados obtenidos son comparados entre si y con los previamente publicados por otros
autores, revelando evidentes consistencias. En la sección 6, algunas de las conclusiones
más importantes son resumidas y al final, algunas tablas con los resultados de las fre-
cuencias de los QNMs del campo escalar y del campo electromagnético son compartidas
en los apéndices A y B de este trabajo, mientras que en el apéndice C, se introduce a las
aplicaciones de la obtención de las frecuencias de los QNMs de un AN.



26

2. Agujero negro AdS cargado eléctricamente en la gravedad de

Einstein-Gauss-Bonnet 4D

Las ecuaciones de campo de Einstein fundamentan la RG y corresponden a un conjunto
de 10 ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden, las cuales en unidades
geometrizadas, tomando a la constante de gravitación universal G = 1 y la velocidad de
la luz en el vacı́o c = 1 (en todas las ecuaciones del presente trabajo), tienen la forma

Rµν − 1
2Rgµν = 8πTµν , (2-1)

con Rµν el tensor de curvatura de Ricci, Tµν el tensor de momento-energı́a (el cual en
unidades geometrizadas tienen dimensiones de [longitud−2]), R el escalar de curvatura y
gµν el tensor geométrico que describe la métrica del espacio-tiempo [91]. gµν es adimen-
sional, por lo que tanto R como Rµν tienen dimensiones de [longitud−2]. Estas ecuaciones
de campo poseen un comportamiento no lineal, por lo tanto sus soluciones no pueden
ser superpuestas y usualmente es necesario hacer diversas simplificaciones y suposi-
ciones [91] para encontrarlas. La primera solución exacta a las ecuaciones de campo
de Einstein de la teorı́a de la RG es la bien conocida métrica de Schwarzschild, la cual
describe, en una muy buena aproximación, el campo gravitacional en el entorno de un
cuerpo esféricamente simétrico y estático [92], como es el caso para los campos creados
por algunos objetos astrofı́sicos, e.g. planetas, estrellas, ANs, etc. [91]. Poco después,
se generalizó el espacio-tiempo de Schwarzschild con la solución de Reissner-Nordström
(RN) [93,94]. La métrica de RN es una solución que funciona para cuerpos esféricamente
simétricos, estáticos y con carga eléctrica. Sus contribuciones a la teorı́a de los ANs en
algunos aspectos pueden considerarse irrelevantes en las situaciones astrofı́sicas reales
debido a que en el mundo real, los ANs con carga eléctrica considerable serı́an neutrali-
zados rápidamente por la interacción con la materia de su alrededor. Sin embargo, esta
propiedad muestra algunas caracterı́sticas y efectos adicionales que son útiles en esce-
narios más generales e interesantes desde un punto de vista teórico. Además, la métrica
de RN, como solución propia de la RG, ayuda a comprender la naturaleza del espacio-
tiempo y de la gravedad [91].

Por la misma época en la que se encuentra la solución de RN, Einstein modificó sus
ecuaciones de campo incluyendo una nueva constante, conocida como la constante cos-
mológica, Λ, con la intención de describir en sus ecuaciones un universo estático. De esta
manera, las ecuaciones se reescribirı́an como

Rµν − 1
2Rgµν + Λgµν = 8πTµν , (2-2)
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donde Λ posee dimensiones de [longitud−2]. Einstein desistió de este modelo luego de
que se dieran a conocer las observaciones del corrimiento al rojo de galaxias lejanas y la
confirmación de la expansión del universo [95]. Por otro lado, las ecuaciones de campo de
Einstein con Λ más tarde fundamentarı́an a las métricas de de Sitter (dS) y Anti-de Sitter
AdS, las cuales, son aquellas soluciones maximalmente simétricas (con el mayor número
posible de vectores de Killing) de la RG en el vacı́o en las cuales se incluye a Λ, de mane-
ra que esta describirı́a una curvatura constante intrı́nseca del espacio-tiempo [96,97]. La
métrica dS corresponde a Λ > 0, un espacio-tiempo con una curvatura positiva y una pre-
sión negativa, mientras que la métrica AdS toma Λ < 0, describiendo un espacio-tiempo
con una curvatura negativa y una presión positiva [96–98]. En particular, la solución AdS
en los últimos años ha sido de gran interés por su importante rol en las teorı́as de gra-
vedad cuántica, e.g. en el contexto de la relación que tiene con la teorı́a de campos
conformes (correspondencia AdS con la teorı́a de campos conformes) y sus efectos so-
bre la teorı́a holográfica de la gravedad [99–101].

Por otro lado, la teorı́a de gravedad de Lovelock es la generalización natural en dimen-
siones superiores de la teorı́a de la RG de Einstein. Allı́, la RG es la contribución li-
neal en términos de la expansión en serie de potencias sobre R, mientras que la con-
tribución cuadrática en curvatura serı́a la gravedad de tipo GB, aportando dinámica-
mente en situaciones en que D ≥ 5 y reproduciendo la RG en el caso particular de
D = 4 [15, 76–79, 102]. No obstante, también es de interés en las teorı́as de gravedad
modificada en la actualidad y en relación con las teorı́as de gravedad cuántica, que la RG
de Einstein y la gravedad de GB pueden verse como el limite clásico a bajas energı́as de
una teorı́a de gravedad cuántica, pues estas contribuciones aparecen de forma natural en
la acción efectiva bajo el lı́mite de bajas energı́as en las teorı́as de cuerdas [77–79,103].
De esta forma, α, el término de acople de GB, podrı́a interpretarse como una primera co-
rrección cuántica a la RG. El parámetro α es una constante adimensional de acople que
se agrega a la acción gravitacional de la RG para incorporar una corrección cuadrática.
Este término representa un acercamiento a la teorı́a de la gravedad cuántica y su estudio
puede contribuir a una comprensión más profunda de la gravedad y su relación con la
teorı́a cuántica de campos.

Por lo tanto, considerando las teorı́as y motivaciones anteriormente mencionadas, es po-
sible encontrar una ecuación de campo modificada, tal que, admita soluciones que des-
criban a los ANs AdS cargados eléctricamente en la gravedad de EGB en dimensiones
D ≥ 5, y después, extender este formalismo al caso en que D = 4, como se mostrará a
continuación.
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2.1. Ecuación de campo modificada

Cada una de las teorı́as de gravedad sobre los ANs a considerar tiene una contribución
lagrangiana en el sistema, lo cual se puede evidenciar en los funcionales tensoriales a
tener en cuenta dentro de la acción. Por lo tanto, ANs AdS cargados eléctricamente en la
gravedad de EGB en D dimensiones se rigen a partir de la acción

S = SEH + SGB + SM , (2-3)

donde cada una de las contribuciones a esta teorı́a de gravedad están descritas en la
Tabla (2-1), allı́ se identifica a g como el determinante de la métrica gµν . En la acción de
Einstein-Hilbert (EH) de la ecuación (2-5), LEH = R−2Λ, siendo R el escalar de curvatura
de Ricci y Λ la constante cosmológica negativa caracterı́stica del espacio-tiempo AdS, la
cual en D dimensiones viene dada por

Λ = −(D − 1)(D − 2)
2ℓ2 , (2-4)

con ℓ conocido como el radio AdS.

Término Acción

Einstein-Hilbert SEH = 1
16π

∫
dDx

√
−g (R − 2Λ) (2-5)

Gauss-Bonnet SGB = 1
16π

∫
dDx

√
−g (αG) (2-6)

Materia SM = 1
16π

∫
dDx

√
−g (−FµνF

µν) (2-7)

Tabla 2-1: Términos de las diferentes contribuciones en la acción

La acción SM describe los campos de materia. En particular, en la ecuación (2-7) la den-
sidad lagrangiana LM = −FµνF

µν , se da en términos del tensor electromagnético de
Maxwell

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (2-8)

para incluir la interacción con la carga eléctrica, recordando que Aµ es el vector cuadripo-
tencial.
En la acción SGB de la ecuación (2-6), α es la constante de acople de GB, con dimensio-
nes de [longitud2] y usualmente se toma como α > 0 [75], debido a que se ha comprobado
que para α < 0 la solución de tipo AN no es valida para distancias pequeñas [4, 64]. El
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factor G que define la densidad lagrangiana LGB es conocido como el invariante de GB y
tiene la forma

G = R2 − 4RµνR
µν +RµναβR

µναβ, (2-9)

donde Rµνρσ corresponde al tensor de Riemann.

Para obtener la correspondiente ecuación de campo bajo la influencia de la gravedad
descrita por la acción S de la ecuación (2-3), se debe aplicar una variación de tal manera
que

δS/δgµν = 0, (2-10)

cumpliendo el principio de mı́nima acción. Procedimiento que se mostrará en las siguien-
tes subsecciones.

2.1.1. Acción del campo de materia

Para obtener la contribución del campo de materia a las ecuaciones de campo, ası́ como
en todas las componentes de la acción, se aplica el operador variacional a la densidad
lagrangiana LM . Sin embargo, se debe tener presente que en las acciones también se
encuentra el factor

√
−g que cumple la función de dar un carácter tensorial a la acción.

Además es necesario recordar que, como el interés de la solución es fuera del AN, se
tiene

∂µF
µν = 0, (2-11)

que junto a
∂µF

νσ + ∂νF
σµ + ∂σF

µν = 0 (2-12)

forman a las ecuaciones de Maxwell en el vacı́o en forma covariante. No obstante, para
deducir las ecuaciones de campo, la variación se debe realizar con respecto a la métrica
en forma contravariante gµν . Reorganizando términos,

δ
(√

−gFµνF
µν
)

= δ
(√

−ggαµgβνFµνFαβ

)
, (2-13)

por lo que

δ
(√

−gFµνF
µν
)

= 8π
√

−g
(
FµνF

ν
α − 1

4gµαFσβF
σβ
)
δgµα. (2-14)

La definición del tensor de momento-energı́a Tµν de manera implı́cita sobre la variación
de SM es [104]

δSM ≡ −1
2

∫
Tµνδg

µν√
−gdDx, (2-15)
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por lo tanto, comparando a las ecuaciones (2-7) y (2-15) y usando el resultado de la
ecuación (2-14), se obtiene que

δ
(√

−gFµνF
µν
)

= 8π
√

−gTµαδg
µα (2-16)

con
4πTµα =

(
FµνF

ν
α − 1

4gµαFσβF
σβ
)
. (2-17)

De forma general, el campo eléctrico viene dado por

E = −∂tA − ∇ϕ, (2-18)

con A el vector potencial magnético y ϕ el potencial eléctrico. Sin embargo, debido a la
simetrı́a esférica del sistema, solo se considera al campo eléctrico en dirección radial y
además A = 0, por lo que Aµ vendrı́a dado únicamente por la componente

A0 = ϕ(r)dt, con
dϕ

dr
= − Q

rD−2 . (2-19)

Es importante tener presente que tanto Q como M , la masa y carga eléctrica del AN
respectivamente, se usan en unidades de [longitud], puesto que se utilizan las unidades
geometrizadas (G = c = 1 y además 4πϵ0 = 1), de tal manera que para recuperar las
unidades de masa y carga eléctrica, estos se deben multiplicar por los factores

M → G

c2M, y Q2 → G

4πϵ0c4Q
2, (2-20)

recordando que ϵ0 corresponde a la permitividad eléctrica del vacı́o. Luego, si se toma el
lı́mite cuando D → 4 se tiene

A0 = Q

r
dt (2-21)

y por lo tanto, las componentes

F01 = −F10 = Er = Q

r2 , (2-22)

son las únicas no-nulas dentro de Fµν .

2.1.2. Acción de Einstein-Hilbert

La acción de EH, denotada por SEH en la ecuación (2-5), es la acción de la RG en su
versión con Λ. Es bien sabido que al variar a SEH con respecto a la métrica gµν , las
ecuaciones de movimiento resultantes son las ecuaciones de campo de Einstein con Λ (2-
2). Existen diversas formas de proceder con la variación para obtener estas ecuaciones,
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pero uno de los acercamientos más utilizados en la literatura es el método de Palatini, en
el cual las variaciones se hacen sobre gµν y Γα

µν de manera independiente [104]. De esta
manera,

δ
√

−g = −1
2

√
−ggµvδg

µv, (2-23)

y además
δR = Rµvδg

µv + ∇α

(
gµνδΓα

νµ − gµαδΓβ
βµ

)
, (2-24)

teniendo en cuenta que este último resultado es válido asumiendo que ∇αg
µν = 0, pro-

piedad reconocida como la compatibilidad de la métrica. Esta condición asegura que el
espacio-tiempo sea libre de torsión y además define a la conexión misma Γα

µν en términos
de la métrica y sus primeras derivadas [91]. Por lo tanto, usando las ecuaciones (2-23) y
(2-24), la variación de la acción de EH resultarı́a en

δSEH = 1
16π

∫
V
d4x

√
−g

[
Gµν + Λgµν + ∇α

(
gµνδΓα

νµ − gµαδΓβ
βµ

)]
δgµν , (2-25)

con
Gµν = Rµν − 1

2Rgµν , (2-26)

el tensor de Einstein. Sin embargo, como es usual, usando el teorema de la divergencia
de Gauss sobre el término de la derivada covariante de la expresión (2-25), este se hace
nulo, debido a que es posible tomar a δgµν = 0 sobre la superficie de frontera ∂V [104].
Ası́ se tiene

δSEH = 1
16π

∫
V
d4x

√
−g (Gµν + Λgµν) δgµν . (2-27)

Por lo tanto, haciendo cumplir la ecuación (2-10) y teniendo en cuenta la contribución del
resultado obtenido para el campo de materia en (2-16), se obtienen las ecuaciones de
campo (2-2).

Por otro lado, hay otro método para encontrar las ecuaciones de campo que resulta de
gran interés para este trabajo. Se trata de la obtención de las ecuaciones de campo a par-
tir de las propiedades holográficas de las densidades lagrangianas que se encuentran en
los términos de la acciones. Las acciones con relaciones holográficas se pueden separar
en la suma de un término de volumen y otro de superficie [104–106]. i.e. S = SV ol + SSup.
Esta relación resulta de gran utilidad en diversas teorı́as de gravedad relacionadas con la
de este trabajo (como lo son las teorı́as de gravedad en dimensiones superiores que se
mostrarán en la siguiente sección) para determinar las ecuaciones de campo separando
los términos de volumen de los de superficie. Para el caso de la acción de EH primero se
supone que SEH = SR + SΛ, por lo que, LEH = L(R) + L(Λ) con L(R) = R y L(Λ) = −2Λ. La
variación del segundo término es simplemente

δSΛ = 1
16π

∫
V
d4xδ(

√
−g2Λ) = 1

16π

∫
V
d4x

√
−gΛgµνδg

µν , (2-28)
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mientras que el escalar de curvatura R, se redefinirá como [104–106]

L(R) = R ≡ Qµ
νρσRµ

νρσ, (2-29)

donde se ha introducido a Qµ
νρσ, definido como

Qµ
νρσ = 1

2
(
δρ

µg
νσ − δσ

µg
νρ
)
. (2-30)

esta cantidad es tal que:

i) Cumple todas las propiedades de simetrı́a de Rµ
νρσ:

Qµνρσ = Qµσρν = Qρνµσ = −Qνµρσ = −Qνµσρ. (2-31)

ii) Su divergencia sobre todos los ı́ndices cumple:

∇ρQµ
νρσ = 0. (2-32)

iii) Es una función de
Qµ

νρσ = Qµ
νρσ(gµν , Rµ

ναβ). (2-33)

Simplificando
√

−gR, teniendo en cuenta las simetrı́as de la ecuación (2-31) y la identidad

∂µ

(√
−g
)

=
√

−gΓλ
µλ, (2-34)

se obtiene
√

−gR =
√

−gQµ
νρσRµ

νρσ = 2
√

−gQµ
νρσΓµ

σλΓλ
νρ + 2∂ρ

(√
−gQµ

νρσΓµ
νσ

)
. (2-35)

Por consiguiente, la expresión
√

−gR se puede separar en dos términos: un término de
volumen L(R)

V ol, que es cuadrático en las primeras derivadas de la métrica, y un término de
superficie L(R)

Sup, que corresponde a una derivada total. Ası́, la anterior expresión se puede
separar como

√
−gR = L(R)

V ol + L(R)
Sup con

L(R)
V ol ≡ 2

√
−gQµ

νρσΓµ
σλΓλ

νρ, y L(R)
Sup ≡ 2∂ρ

(√
−gQµ

νρσΓµ
νσ

)
. (2-36)

Despejando a L(R)
V ol y aplicando el variacional se tiene que

δ
(
L(R)

V ol

)
= δ

(√
−ggµνRµν

)
− δL(R)

Sup. (2-37)

Operando el primer termino de la derecha de la anterior expresión este se expande como

δ
(√

−ggµνRµν

)
=

√
−ggµνδRµν +

√
−gRµνδg

µν + gµνRµνδ
(√

−g
)
. (2-38)
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Haciendo uso de la identidad de Jacobi para determinantes y teniendo en cuenta que
gµνδgµν = −gµνδg

µν , la expresión δ (√−g) se reescribe como

δ
(√

−g
)

= −1
2

√
−ggµνδ (gµν) . (2-39)

Utilizando el resultado anterior, la ecuación (2-37) se puede simplificar en

δ
(
L(R)

V ol

)
=

√
−gGµνδg

µν +
√

−ggµνδRµν − δL(R)
Sup. (2-40)

Luego, si se reescriben los términos finales en la forma

√
−ggµνδRµν − δL(R)

Sup = −∂ρ

(√
−gMρ

µνδg
µν
)

(2-41)

con
Mρ

µν = 2gβλQη
βρσΓη

βσ

(
δβ

µδ
λ
ν − 1

2g
βλgµν

)
, (2-42)

la expresión (2-40) se convierte en

δ
(
L(R)

V ol

)
=

√
−gGµνδg

µν − ∂ρ

(√
−gMρ

µνδg
µν
)
. (2-43)

Ahora bien, teniendo en cuenta que la variación de la acción volumétrica es

δSV ol = 1
16π

∫
V
d4xδ

(
L(R)

V ol

)
, (2-44)

remplazando en δSV ol lo obtenido en la ecuación (2-43), y nuevamente, aplicando el teo-
rema de la divergencia de Gauss sobre el segundo término de la derecha y como δgµν = 0
en la superficie de frontera ∂V, se deduce que

δSV ol = 1
16π

∫
V
d4x

√
−gGµνδg

µν . (2-45)

De modo que, los resultados de las ecuaciones (2-28) y (2-45) son consistentes con lo
obtenido por el método de Palatini de la ecuación (2-27) y retornarı́an también a las ecua-
ciones de campo (2-2) de la RG.

2.1.3. Acción de Einstein-Gauss-Bonnet y ecuación de campo

Si la gravedad se entiende como una teorı́a de baja energı́a efectiva, i.e. considerando
solo escalas de energı́a muy bajas en comparación con las implicadas en las partı́cu-
las subatómicas e ignorando las interacciones cuánticas, su acción se puede describir
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mediante una expansión en serie de potencias de R. De esta forma, Qµ
νρσ se expresa

como [104,105]

Qµ
νρσ =

(0)
Qµ

νρσ + α
(1)
Qµ

νρσ + β
(2)
Qµ

νρσ + · · · (2-46)

siendo α y β constantes de acoplamiento. Los primeros 2 tensores de Qµ
νρσ que cumplen

las propiedades i), ii) y iii) de las ecuaciones (2-31), (2-32) y (2-33) respectivamente, son

(0)
Qµ

νρσ = 1
2
(
δρ

µg
νσ − δσ

µg
νρ
)
, (2-47)

i.e. el mismo que se definió para la acción de EH en la ecuación (2-30), y

(1)
Q µνρσ = Rµναβ −Gµαgνβ +Gναgµβ +Rµβgνα −Rνβgµα, (2-48)

el cual da como resultado LGB al contraerse con el tensor de Riemann. El escalar resul-
tante corresponde al invariante de GB denotado como G en la acción SGB de la ecuación
(2-6) y que fue introducido en la ecuación (2-9) ,i.e.

(1)
Qµ

νρσRµ
νρσ = LGB = G. (2-49)

Por otra parte, la densidad lagrangiana

L(m) = 1
m
Pµ

ναβRµ
ναβ, (2-50)

es conocida como la densidad lagrangiana de Lanczos–Lovelock. En L(m) se ha introdu-
cido a P µ

ναβ de manera tal que [104,105]

P µ
ναβ ≡

∂L(m)

∂Rµ
ναβ

, (2-51)

y además
P µναβ = mQµναβ, (2-52)

de modo que P µναβ cumple las mismas propiedades de Qµναβ. Consecuentemente, a
diferencia del método de Palatini, en este acercamiento la variación no se aplicará en
función de las conexiones, si no con respecto a la dependencia de S con Rµ

ναβ. Ası́, para
L(m) = L(m)(gµν , Rµ

ναβ) se tiene que

δ
(
L(m)

√
−g
)

=
(
∂

√
−gL(m)

∂gµν

)
δgµν +

(
∂

√
−gL(m)

∂Rµ
ναβ

)
δRµ

ναβ. (2-53)

Remplazando la definición de P µ
ναβ, se obtiene

δ
(
L(m)

√
−g
)

=
(
∂

√
−gL(m)

∂gµν

)
δgµν +

√
−gPµ

ναβδRµ
ναβ. (2-54)
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Usando las simetrı́as posibles de Pµ
ναβ y expandiendo a δRµ

ναβ en términos de gµν y sus
derivadas, la siguiente expresión se puede escribir como

Pµ
ναβδRµ

ναβ = 2∇α

(
P ρναβ∇νδgβρ

)
− 2∇ν

(
δgβρ∇αP

ρναβ
)

+ 2δgβρ∇ν∇αP
ρναβ, (2-55)

donde se ha asumido a un espacio-tiempo libre de torsión (∇αg
µν = 0). Entonces, apli-

cando la propiedad de la ecuación (2-31), pero sobre Pµ
ναβ, el resultado es

Pµ
ναβδRµ

ναβ = 0, (2-56)

de manera que

δ
(
L(m)

√
−g
)

=
(
∂

√
−gL(m)

∂gµν

)
δgµν . (2-57)

La variación sobre todas las contribuciones a la acción S de la ecuación (2-3), se pueden
escribir como

δST otal = 1
16π

∫
V
dDx

[
δ
(√

−gLEH +
√

−gLGB

)
− δ

(√
−gFµνF

µν
)]
. (2-58)

Remplazando las ecuaciones (2-16) y (2-57) en la anterior y haciendo cumplir el principio
de mı́nima acción de la ecuación (2-10) se obtiene

1√
−g

∂ (√−gLEH + √
−gLGB)

∂gµν
= 8πTµν . (2-59)

Simplificando al usar la definición de Pν
γαβ, el resultado anterior se reescribe como(

(0)
P ν

γαβ+
(1)
P ν

γαβ

)
Rµγαβ − 1

2 (LEGB) gµν = 8πTµν , (2-60)

donde se ha denotado a la densidad lagrangiana de EGB como LEGB = LEH + LGB.
Entonces, de manera general

Pν
γαβRµγαβ =

(0)
Qν

γαβRµγαβ + 2α
(1)
Qν

γαβRµγαβ + · · · (2-61)

Ası́, retomando las definiciones de las ecuaciones (2-47) y (2-48) y las simetrı́as de Rµνρσ

el primer término del lado derecho de la ecuación (2-61) se puede escribir como

(0)
Qν

γαβRµγαβ = Rµν (2-62)

y el segundo término como

2α
(1)
Qν

γαβRµγαβ = 2α
(
RRµν − 2Rµ

αRνα − 2RµγναR
γα +RµγαβRν

γαβ
)
. (2-63)
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Remplazando las densidades lagrangianas LEH y LGB y usando las ecuaciones (2-62) y
(2-63) en la ecuación (2-60), finalmente se obtiene

Rµν + 2α
(
RRµν − 2Rµ

αRνα − 2RµγναR
γα +RµγαβRν

γαβ
)

−1
2
(
R − 2Λ +R2 − 4RµνR

µν +RµνρσR
µνρσ

)
gµν = 8πTµν .

(2-64)

Estas son las ecuaciones de campo con Λ en la gravedad de EGB en D ≥ 5 dimensiones
y con fuente electromagnética. Es usual reescribir este último resultado como

G(Λ)
µν + αG(LL)

µν = 8πTµν . (2-65)

donde Tµν tiene una forma dada por la ecuación (2-17), con

G(Λ)
µν = Rµν − 1

2Rgµν + Λgµν , (2-66)

que contiene al tensor de Einstein más el término que tiene como factor a la constante
cosmológica Λ, y con

G(LL)
µν = − 1

2gµν

(
RρσβγR

ρσβγ − 4RρσR
ρσ +R2

)
(2-67)

+ 2RRµν − 4RµρR
ρ
ν − 4RµρνσR

ρσ + 2RµρσβR
ρσβ

ν ,

conocido como el tensor geométrico de Lanczos-Lovelock [11,82].

2.2. Solución de agujero negro en 4 dimensiones

La gravedad de tipo EGB describe correcciones cuadráticas a los tensores de curvatura
desde la teorı́a gravitacional de Lovelock, pero también se obtiene en el lı́mite de bajas
energı́as de la teorı́a de cuerdas, en la cual α se puede interpretar como la tensión inver-
sa de la cuerda y se define solo con valores positivos [4]. En realidad, la solución de AN
para la teorı́a EGB ya ha sido deducida desde diversas teorı́as de gravedad modificada
y usando diferentes acercamientos. Fue obtenida inicialmente en 1985 por Boulware y
Deser en [77] para los casos en que D ≥ 5, debido a que el término de GB no contribuye
a la dinámica gravitacional cuando D = 4. Luego, Tomozawa en el 2011 [84], mediante
un procedimiento de regularización, encontró que podrı́a existir, desde una perspectiva
cuántica, una contribución no trivial del término de GB al espacio-tiempo en el caso en
que D = 4. Con ello prueba que la gravedad bajo este modelo tiene un comportamiento
repulsivo a cortas distancias debido a estas correcciones cuánticas. Más tarde en 2013,
Cognola et al. [85], mediante otro proceso de regularización a la gravedad EGB, lograron
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realizar una reducción dimensional bajo la formulación lagrangiana, encontrando nueva-
mente la solución de tipo AN para el caso en que D = 4. En el 2020, Glavan y Lin [64],
obtuvieron esta misma solución de AN en la gravedad EGB 4D de una manera más sim-
ple al proponer un reescalamiento de α, el parámetro de acoplamiento de GB, de manera
que se obtuviese una contribución a la dinámica gravitacional en el caso en que D = 4.
No obstante, sobre estos procesos de regularización, se han planteado propuestas y for-
mulaciones alternativas que han dado con la misma solución de AN y además se han
realizado discusiones y criticas enfocadas en la consistencia de estas con la RG y con
fuertes fundamentos teóricos y teoremas como los propuestos en la gravedad de Love-
lock [4,65–68,74,78–80]. De todas formas, más tarde se llevaron a cabo varios estudios
consecutivos que también han obtenido una solución similar, lo que ha aclarado que esta
solución no es realmente nueva. De hecho, se puede deducir esta y otras soluciones de
tipo AN similares a partir de diferentes formalismos bien definidos y teorı́as de gravedad
modificada. Esto muestra, sin lugar a dudas, que esta solución de AN ha sido de gran
interés en los últimos años.

A continuación, se ilustrará como se obtiene la contribución dinámica de la teorı́a de
gravedad de EGB 4D, realizada en [64]. La ecuación de campo (2-65) describe ANs AdS
cargados eléctricamente en la gravedad de EGB para D ≥ 5. De acuerdo con el teorema
de Lovelock, la gravedad de GB solo se introduce en los casos en que se considera
D > 4, por que según este, para menores dimensiones, la acción de GB no contribuirı́a
dinámicamente [9]. Por esta razón, recientemente se propuso reescalar el parámetro α

[64] de tal manera que este factor en la acción de GB de la ecuación (2-6) cambiarı́a
mediante

α → α

D − 4 . (2-68)

Considerando este reescalamiento, la acción de la ecuación (2-3) se puede reescribir de
la siguiente manera [6]

S = 1
16π

∫
dDx

√
−g

(
R − 2Λ + α

D − 4G − FµνF
µν
)
, (2-69)

mientras que la ecuación de campo (2-65) se reescribirı́a como

G(Λ)
µν + α

D − 4G
(LL)
µν = 8πTµν . (2-70)

Una manera sencilla de notar la contribución de este reescalamiento, es encontrando la
ecuación de campo mixta y su traza,

Gµ
µ

(Λ) + α

D − 4G
µ
µ

(LL) = 8πT µ
µ. (2-71)
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Como F µ
µ = 0, entonces T µ

µ = 0. Adicionalmente,

Gµ
µ

(Λ) = 2 −D

2 R +DΛ (2-72)

y el término de la contribución de GB es

α

D − 4G
µ
µ

(LL) = −α

2 G. (2-73)

De esta forma, la ecuación (2-71) resulta en

2 −D

2 R +DΛ − α

2 G = 0 (2-74)

Gracias al reescalamiento, esta última expresión no depende del factor D−4. Por lo tanto,
tomando el lı́mite cuando D → 4, la ecuación de campo mixta toma la forma

R = 4Λ − α

2 G, (2-75)

mostrando una primera contribución en el escalar de curvatura R. Lo novedoso del rees-
calamiento es que el resultado de la ecuación (2-73) no es nulo, como si lo serı́a en el
caso del calculo de la ecuación de campo mixta para la ecuación de campo sin reescalar
(2-65).

Es importante destacar que varios estudios han demostrado que la propuesta de rees-
calar el parámetro de acoplamiento de GB es incorrecta. Esto se debe a que la acción
lagrangiana de la ecuación (2-69) diverge y no está bien definida en el lı́mite de 4 dimen-
siones, ignorando el teorema de Lovelock [65–68]. A pesar de esto, se ha descubierto
que la misma solución se puede obtener a partir de diferentes formalismos y teorı́as de
gravedad modificada que sı́ están bien definidos y que inclusive algunas llevan a la misma
expresión de la ecuación (2-75). Para obtener versiones coherentes de la teorı́a de las so-
luciones de ANs de EGB 4D, se han aplicado procesos de regularización alternativos, co-
mo nuevas teorı́as escalares-tensoriales a partir de regularizaciones conformes [72, 73],
la reducción regularizada de Kaluza-Klein [71] y otros enfoques relacionados con teorı́as
de gravedad como las semi-clásicas o de dimensiones superiores [68–70,74].

2.2.1. Métrica

La ecuación (2-75) admite soluciones con contribuciones dinámicas por parte de α para
los ANs AdS cargados eléctricamente en la gravedad de EGB en el caso en que D = 4.
La métrica que describe a el espacio-tiempo de estas soluciones, se expresa como una
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solución de tipo AN generalizado estático y esféricamente simétrico dado por el elemento
de lı́nea

ds2 = −fdt2 + 1
f
dr2 + r2dΩ2

D−2, (2-76)

donde f = f(r) y el factor dΩ2
D−2 puede entenderse como el elemento de medida dife-

rencial en una hipersuperficie esférica de dimensión D − 2. Por ejemplo, en D=4 se tiene
dΩ2

2 = dθ2 + sin2 θdϕ2. Sobre este elemento de lı́nea, la componente temporal es negati-
vo debido a la signatura (−,+,+,+), la cual se conservará igual para todos los cálculos
mostrados en el presente trabajo.

La métrica del espacio-tiempo en el exterior de los ANs AdS cargados eléctricamente en
la gravedad de EGB 4D, que satisface la ecuación de campo (2-70), viene dada por [6]

f
(AdS−RN−EGB)
± = f± = f±(r) = 1 + r2

2α

1 ±

√√√√1 + 4α
(

2M
r3 − Q2

r4 + Λ
3

) , (2-77)

en donde puede notarse que existen dos posibles ramas de la solución. Asintóticamente,
cuando r → ∞, estas soluciones tienen un comportamiento de la forma

f
(AdS−RN−EGB)
± ≈ 1 ± 2M

r
√

1 + 4Λα
3

∓ Q2

r2
√

1 + 4Λα
3

+ r2

2α

1 ±
√

1 + 4Λα
3

+ O
( 1
r3

)
. (2-78)

La solución de signo positivo, f+, corresponde a un AN con masa M negativa y una carga
Q imaginaria, mientras que la solución con signo negativo f− es la de un AN con masa M
positiva y una carga Q real [6]. Evidentemente, la solución negativa, f−, es aquella en la
cual se reproducen las soluciones de la RG en el caso lı́mite en que Λ → 0. Por esta razón,
de aquı́ en adelante solo se usará esta solución, denotándola como f− = f (AdS−RN−EGB).

En la Figura (2-1) se muestra el comportamiento de la función f− = f (AdS−RN−EGB) para
distintos valores de Λ, mostrando cómo este parámetro no afecta al potencial gravitacio-
nal significativamente a distancias cortas (i.e. cerca de la singularidad). Sin embargo, es
importante notar que el horizonte de eventos si se ve corregido. En la Figura (2-1) y en
todas las Figuras restantes del presente trabajo se tomará a M = 1 [longitud] por simpli-
cidad.

Al incrementar el valor de Λ, el horizonte de eventos, r+, también crece. Por otro lado, el
horizonte interno (horizonte de Cauchy), r−, correspondiente a la raı́z real más corta de
f− = 0, casi no cambia al aumentar el valor de Λ.
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Figura 2-1: Función f− para diferentes valores de Λ, con α =0.1 y Q =0.3.

En la Figura (2-2) se muestra cuál es el comportamiento de f− (en el caso en el que Λ = 0
por simplicidad) para diferentes valores de Q y de α, evidenciándose la forma en que se
corrige la ubicación de los horizontes.

Figura 2-2: Función f− para diferentes valores de Q y de α (con Λ = 0).

A partir de la Figura (2-2) se evidencia que tanto Q como α corrigen monótonamente a las
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soluciones. A mayores valores posibles de Q, la función f− y el horizonte de Cauchy cre-
cen, mientras que el horizonte de eventos se hace pequeño. Este mismo comportamiento
es evidenciado cuando se consideran mayores valores de α.
Algunos de los invariantes más importantes de la solución pueden escribirse en términos
de la función f−. Por ejemplo, el escalar de curvatura R es

R = 2
r2

(
1 − f− − 2rf ′

−

)
− f ′′

−. (2-79)

De igual manera, el escalar de Kretschmann K toma la forma

K = RµνρσR
µνρσ = 4

r4

[
(1 − f−)2 + r2

(
f ′

−

)2
]

+
(
f ′′

−

)2
, (2-80)

y además, el invariante G corresponde a

G = 4
r2

[
(f− − 1) f ′′

− +
(
f ′

−

)2
]
, (2-81)

con

f ′
− = 2

r

(
3Mr − 2Q2

r2 + 2α− 2αf−
− 1 + f−

)
(2-82)

y

f ′′
− = 1

r

 6M
r2 + 2α− 2αf−

+ f ′
− +

4 (2Q2 − 3Mr)
(
r − αf ′

−

)
(r2 + 2α− 2αf−)2

 . (2-83)

Como es de esperarse, no todos los valores de Q y de α admiten soluciones de ANs
válidos. Existen solo ciertos rangos posibles en los cuales estos parámetros pueden dar
lugar a soluciones que tengan sentido fı́sico. Para comprender mejor esta afirmación, en
la sección (2.2.2) se discutirán estas restricciones para los ANs cargados eléctricamente
en la gravedad de EGB 4D.

2.2.2. Horizontes

La función f− = f (AdS−RN−EGB) de la ecuación (2-77) contiene la información geométrica
de la solución del AN. Las raı́ces de f−(r) = 0, indican la presencia de una singularidad
en el espacio-tiempo, la cual puede ser clasificada como esencial o no esencial. Las sin-
gularidades esenciales son aquellas en las que ni la RG ni otras teorı́as son suficientes
para proporcionar una descripción adecuada de la fı́sica en esa región. En cambio, las
singularidades no esenciales pueden ser entendidas teóricamente y poseen un signifi-
cado fı́sico claro, como los horizontes de un AN. En este caso, para f−(r) = 0, existen
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cuatro posibles raı́ces, las cuales son debidas a singularidades no esenciales. De estas,
dos son raı́ces complejas, las cuales surgen de considerar que Λ ̸= 0 y proporcionan las
dimensiones del universo observable en el espacio-tiempo dS (Si Λ > 0, Q → 0, α → 0
y M → 0 ). Además, existen dos raı́ces reales, hay un horizonte (interno) de Cauchy en
r = r− y un horizonte de eventos en r = r+. Por su complejidad y considerable exten-
sión, las expresiones matemáticas generales para estas cuatro raı́ces no se mostrarán.
No obstante, la ubicación de los horizontes interno y de eventos del AN de la solución f−,
para diferentes valores de Λ, se pueden observar en la Figura (2-1) y en la Tabla (2-2).

Λ Horizonte interno
r−

Horizonte de eventos
r+

0 0.1000000 0.1900000
-0.01 0.1000002 1.8767265
-0.02 0.1000004 1.8550198
-0.03 0.1000006 1.8346833
-0.04 0.1000007 1.8155554

Tabla 2-2: Horizontes interno y de eventos de f− para diferentes valores de Λ (con
M = 1, Q = 0.3 y α = 0.1).

Los dos horizontes que existen en el caso en que Λ = 0 están localizados en

r± = M ±
√
M2 −Q2 − α. (2-84)

Estos corresponden a los horizontes de los ANs cargados eléctricamente en la gravedad
de EGB 4D. El comportamiento de r± se muestran en la Figura (2-3) para diferentes
valores de Q y de α. Allı́ se evidencian las correcciones monótonas sobre r±. Las curvas
continuas corresponden a r+ mientras que las curvas punteadas representan a r−.
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Figura 2-3: Variación de r± con respecto a α y para diferentes valores de Q.

De la figura es claro que, a mayores valores de α y deQ, el valor de r+ disminuye mientras
que r− aumenta. Ası́, es posible obtener un valor adecuado de los parámetros α y Q para
los cuales r− y r+ se convierten en un solo horizonte degenerado (con r− = r+ = M ).
Al tener un horizonte degenerado, la solución se denomina de tipo AN extremo. En el
caso de los ANs cargados eléctricamente en la gravedad de EGB 4D, la degeneración del
horizonte se produce cuando el discriminante de la ecuación (2-84) es igual a cero, i.e.
se presenta cuando

M = Mext =
√
Q2 + α. (2-85)

Los ANs extremos son de particular interés teórico debido a que presentan propiedades
como una gravedad superficial igual a cero en el horizonte y una entropı́a nula [107]. Los
3 posibles escenarios de f− con respecto a los valores M y Mext son expuestos en la
Figura (2-4), donde se evidencia que en el caso en que M = Mext, la solución f− tiene
una sola raı́z real (correspondiente al horizonte degenerado).
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Figura 2-4: Función f− para los casos posibles entre M y Mext.

Cuando M > Mext se obtienen las soluciones de ANs usuales, con dos raı́ces reales
representando los dos horizontes, descritos por la ecuación (2-84). Tomando M = 1
[longitud] y debido a que M > Mext, α toma valores en el rango

0 < α ≤ 1 −Q2. (2-86)

De aqui es claro que cuando Q → 1, el parámetro α → 0. Por otra parte, en el caso en
que M < Mext se tienen dos raı́ces complejas, representando lo que se conoce como una
singularidad desnuda, i.e. un objeto completamente colapsado sin horizontes. Este caso
no representa a una solución de tipo AN válida, ya que las singularidades desnudas no
representan a un espacio-tiempo globalmente hiperbólico (Hipótesis del Censor Cósmi-
co).

2.3. Relación con otras teorı́as de gravedad

La ecuación de campo de Einstein se generalizó en la ecuación de campo modificada de
la expresión (2-70). La teorı́a de gravedad que se estudia en el presente trabajo, EGB
4D con Λ y con fuente electromagnética, es más global que la RG, ya que contiene a
las ecuaciones de campo de Einstein como un caso lı́mite particular (cuando α = 0). El
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espacio-tiempo en el exterior de los ANs AdS cargados eléctricamente en la gravedad de
EGB 4D de la ecuación (2-77), de manera similar, contiene a varias soluciones de ANs
como casos lı́mites particulares y también se relaciona con otros ANs más generales. En
ese sentido, los resultados arrojados por la teorı́a de gravedad de este trabajo se pueden
comparar con muchas otras teorı́as de gravedad modificada, entre las cuales algunas de
las más relevantes se ilustrarán en la siguientes secciones.

2.3.1. Casos limites particulares

La solución de los ANs AdS cargados eléctricamente en la gravedad de EGB 4D, presen-
tada en la ecuación (2-77), contiene diversos ANs como casos lı́mites particulares, los
cuales se presentan en los siguientes escenarios:

i) Agujero negro de Schwarzschild

Con Q → 0, Λ → 0 y α → 0, f (AdS−RN−EGB) retorna al AN de Schwarzschild f (Sch)

con la forma
f (Sch) = 1 − 2M

r
. (2-87)

Conocida como la primera solución a las ecuaciones de campo de Einstein, (2-1).
En esta métrica Rµν = 0 y R = 0 y además, K = G = 48M2/r6. La métrica de este
AN posee dos raı́ces reales: r = 0 que corresponde a una singularidad esencial y
rs = 2M , conocido como el radio de Schwarzschild, es la distancia correspondiente
al horizonte de eventos. En la Figura (2-5), se muestra el comportamiento de f (Sch),
evidenciando el valor de rs.

Dos de las trayectorias más interesantes para una partı́cula de prueba en los alre-
dedores de esta clase de AN son: la órbita circular estable más interna o Innermost
Stable Circular Orbit (ISCO) para partı́culas masivas y la órbita circular más interna
para los fotones (esfera de fotones). Para el AN de Schwarzschild, la órbita ISCO se
encuentra en un radio de rISCO = 6M , mientras que la esfera de fotones se encuen-
tra a una distancia igual a ref = 3M .

ii) Agujero negro de Reissner–Nordström
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Con Λ → 0 y α → 0 en la solución f−, se obtiene al AN de Reissner–Nordström
(RN), denotado como f (RN),

f (RN) = 1 − 2M
r

+ Q2

r2 . (2-88)

Esta métrica describe a los ANs cargados eléctricamente de la teorı́a de la RG. Esta
satisface R = 0 pero, a diferencia de la solución de Schwarzschild, K ̸= G debido a
que Rµν ̸= 0. Por ello,

K = 8
r8

(
7Q4 − 12MQ2r + 6M2r2

)
(2-89)

y

G = 8
r8

(
5Q4 − 12MQ2r + 6M2r2

)
(2-90)

Esta solución tiene tres raı́ces reales: una en r = 0, describiendo la singularidad
esencial, y dos correspondientes al horizonte interno de Cauchy r− y al horizonte
de eventos r+, los cuales vienen dados por

r± = M ±
√
M2 −Q2. (2-91)

En la Figura (2-5), cuando f (RN) = 0, se pueden evidenciar los dos horizontes, r±,
para el AN de RN.

iii) Agujero negro de Einstein-Gauss-Bonnet 4D

Con Q → 0 y Λ → 0, f (AdS−RN−EGB) se convierte en la solución de AN de EGB 4D,
f (EGB), dado por

f (EGB) = 1 + r2

2α

1 −
√

1 + 8Mα

r3

 . (2-92)

Para esta solución, el escalar de curvatura es

R = − 6
α

+
6 (r3 + 2Mα) (r3 + 10Mα)

√
1 + 8Mα

r3

α (r3 + 8Mα)2 , (2-93)

mientras que el escalar de Kretschmann toma la forma

K = 12
α2 − 12 (r3 + 2Mα) (r3 + 10Mα)

r6α2
(
1 + 8Mα

r3

)3/2 + 5184M4α2

(r4 + 8Mrα)3 . (2-94)
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Además, el invariante de GB en este caso es

G =
48Mr3α

(
−3 + 2

√
1 + 8Mα

r3

)
+ 12r6

(
−1 + 1

√
1 + 8Mα

r3

)
− 240M2α2

r3α2 (r3 + 8Mα)
√

1 + 8Mα
r3

. (2-95)

Como se evidencia en la Figura (2-5), cuando r → 0 se tiene que f (EGB) = 1, repro-
duciendo al espacio-tiempo plano de Minkowski. Sin embargo, como se muestra en
la Figura (2-6), el escalar de Kretschmann K presenta una singularidad esencial en
r = 0. La interpretación de estos resultados muestra que esta solución representa
un AN “prácticamente libre” del problema de la singularidad, debido a que la inter-
acción gravitacional es repulsiva a distancias pequeñas (de manera similar a f (RN),
f (RN−EGB) y f (AdS−RN−EGB) en la Figura (2-5)) y en consecuencia, las partı́culas que
caen a este AN nunca llegarı́an a la singularidad esencial [6] [64]. f (EGB) posee dos
raı́ces reales en su solución, correspondientes a un horizonte interno de Cauchy r−

y un horizonte de eventos r+, dados por

r± = M ±
√
M2 − α. (2-96)

La ubiación de estos horizontes se muestran en la Figura (2-5).

iv) Agujero negro de Einstein-Gauss-Bonnet 4D con carga eléctrica

Con Λ → 0 retorna a la solución denotada por f (RN−EGB) y representa a un ANs
cargado eléctricamente en la gravedad de EGB 4D. Esta función tiene la forma

f (RN−EGB) = 1 + r2

2α

1 −

√√√√1 + 4α
(

2M
r3 − Q2

r4

) . (2-97)

No se presentan explı́citamente los invariantes de curvatura debido a que son muy
extensos. Sin embargo, se tiene que R ̸= K ≠ G y divergen en r = 0. No obstan-
te, esta solución es libre del problema de la singularidad debido al comportamiento
repulsivo de la gravedad a distancias cortas. Posee dos raı́ces reales, las cuales
corresponden a los horizontes descritos por la ecuación (2-84).

v) Espacio-tiempo Anti-de Sitter

Con M → 0, Q → 0 y α → 0, f (AdS−RN−EGB) retorna a la métrica AdS denotada por
f (AdS) y tiene la forma

f (AdS) = 1 − r2Λ
3 . (2-98)
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En esta solución se tiene R = 4Λ y K = G = 8Λ2/3. Aunque esta métrica no repre-
senta a un AN y tampoco posee una singularidad esencial, se presentan dos raı́ces
en r± = ±

√
3/

√
Λ, que en el caso del espacio-tiempo dS (con Λ > 0), representarı́an

los correspondientes horizontes cosmológicos que delimitarı́an al universo observa-
ble. No obstante, cuando Λ < 0, i.e. en el espacio-tiempo AdS, estas raices son
complejas.

Figura 2-5: Función f (AdS−RN−EGB) y algunos de los casos lı́mites particulares.

En la Figura (2-5) se pueden observar el comportamiento del caso general de f (AdS−RN−EGB)

de la ecuación (2-77) y los casos lı́mites particulares de f (Sch) f (EGB), f (RN) y f (RN−EGB).
En el caso de f (Sch), el radio del horizonte de eventos r+ es mayor que en los otros casos.
Por otro lado, tanto en f (RN) como en f (EGB) y f (RN−EGB) se evidencian ambos horizon-
tes r±. De esta manera, los ANs descritos por f (RN) y f (EGB) también pueden llegar a
generar un horizonte degenerado, admitiendo ANs extremos, como se mostró en la Figu-
ra (2-3) para los ANs cargados eléctricamente en la gravedad de EGB 4D, descrito por
f (RN−EGB). Un AN de RN es extremo cuando M = Q. En cambio, un AN de EGB 4D es
extremo cuando M =

√
α.

Por otra parte, también en la Figura (2-5), se destaca el notable comportamiento diver-
gente de la solución f (AdS−RN−EGB) para r > r+ que contrasta con las otras funciones
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que tienen un comportamiento asintótico similar. Adicionalmente, se muestra que efec-
tivamente en el lı́mite cuando r → 0 la solución f (EGB) = 1, mientras que en los casos
restantes a las cercanı́as de r → 0 las soluciones divergen. No obstante, es de resaltar
que el comportamiento de la gravedad, para los casos f (RN), f (EGB) y f (RN−EGB) cuando
r → 0, es repulsivo, diferencia sustancial con respecto a f (Sch). Debido a este ultimo argu-
mento, se dice que las partı́culas, masivas o no-masivas, que caen através del horizonte
de eventos de un AN descrito por f (Sch), caerán a la singularidad del AN sin posibilidad de
retornar. Sin embargo, las partı́culas que cruzan el horizonte de eventos de un AN descrito
por f (RN), f (EGB), f (RN−EGB) o f (AdS−RN−EGB), eventualmente no caerı́an en la singulari-
dad a causa del comportamiento repulsivo de la gravedad. De hecho, esta singularidad
tendrı́a propiedades de masa negativa y en los casos f (RN), f (RN−EGB) y f (AdS−RN−EGB),
se puede considerar que, teóricamente, la gravedad allı́ es infinitamente repulsiva. Esta
fenomenologı́a repulsiva de la gravedad se puede verificar a través del estudio del po-
tencial efectivo que representa el movimiento de una partı́cula de prueba sobre estas
métricas. Si la gravedad es repulsiva, el potencial efectivo presenta un mı́nimo local posi-
tivo en los valores de r cercanos a cero. Esto significa que hay una barrera que repele a
la partı́cula de prueba y evita que caiga hacia el origen. Por otro lado, cerca del origen de
la solución f (Sch), la componente gravitacional es atractiva y el potencial efectivo posee
un mı́nimo local negativo, permitiendo ası́ que la partı́cula de prueba se desplace hacia
el origen.

El hecho de que la solución f (EGB) = 1 cuando r → 0 no es un argumento suficiente para
afirmar que el AN descrito no posea una singularidad esencial en r = 0 porque, como se
evidencia en la Figura (2-6), la singularidad esencial se revela en el comportamiento del
escalar de Kretschmann.
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Figura 2-6: Escalar de Kretschmann K para f (AdS−RN−EGB) y algunos de los casos
lı́mites particulares.

Todos los casos presentados muestran una singularidad en r = 0. Además, en la Figura
(2-6), se observa nuevamente que el escalar K para la solución f (AdS−RN−EGB) tiene un
comportamiento divergente para r > r+ que crece más rápido que los otros casos. Por
otro lado, a distancias de r < r+ los escalares K son muy similares, sobre todo para las
métricas f (RN−EGB) y f (AdS−RN−EGB), las cuales también corresponden a los menores va-
lores para K, mientras que la solución f (Sch) presenta los mayores valores de K.

Además de los casos i), ii), iii), iv) y v), es posible reproducir otros 4 casos lı́mites particu-
lares de f (AdS−RN−EGB) de la ecuación (2-77). Estos son mostrados en la Tabla (2-3) junto
con los lı́mites necesarios para obtenerlos y son las soluciones particulares que incluyen
constante cosmológica del tipo AdS junto con las métricas ya presentadas, es decir los
ANs de AdS-Schwarzschild, AdS-RN, AdS-EGB 4D y AdS-Schwarzschild-EGB 4D.
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Caso particular Agujero Negro Limites
i) f (Sch) Schwarzschild Q → 0, α → 0 y Λ → 0
ii) f (RN) Reissner-Nordström α → 0 y Λ → 0
iii) f (EGB) Einstein-Gauss-Bonnet 4D Q → 0 y Λ → 0
iv) f (RN−EGB) RN-EGB 4D Λ → 0
v) f (AdS) AdS Q → 0, α → 0 y M → 0
vi) f (AdS−Sch) AdS-Schwarzschild Q → 0 y α → 0
vii) f (AdS−RN) AdS-RN α → 0
viii) f (AdS−Sch−EGB) AdS-Schwarzschild-EGB 4D Q → 0
ix) f (AdS−EGB) AdS-EGB 4D Q → 0 y M → 0

Tabla 2-3: Casos lı́mites particulares de los ANs AdS cargados eléctricamente en la
gravedad de EGB 4D, representado por la solución f (AdS−RN−EGB).

En los ANs de los casos lı́mites particulares en los que α persiste, se puede ver la con-
tribución dinámica del invariante de GB, representado por el escalar G. Como se muestra
en la Figura (2-7), este escalar contribuye de manera importante a cortas distancias.

Figura 2-7: Función G y algunos de los casos lı́mites particulares.

Es importante recordar que en los casos en que α → 0, G no contribuye dinámicamente a
la teorı́a, por tanto en la Figura (2-7), la solución que mayor contribución dinámica tiene es
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f (EGB). Además, las solución del caso general f (AdS−RN−EGB) y el caso lı́mite particular de
f (RN−EGB) contribuyen aproximadamente igual a cortas distancias, algo que también es
posible notar en las Figuras (2-5) y (2-6). Debido a esto, sin perder generalidad, algunos
de los resultados se mostrarán utilizando solo la métrica de f (RN−EGB). Por otra parte,
también es de resaltar los diferentes comportamientos que presenta el invariante G en la
región entre los horizontes internos y externos de los diferentes ANs, teniendo en cuenta
que para f (RN−EGB) estos se encuentran en r− ≈ 0.490M y r+ ≈ 1.509M respectivamente.

2.3.2. Generalizaciones del agujero negro

La teorı́a de gravedad de EGB 4D con Λ y fuente electromagnética puede entenderse
también como un caso limite particular de modelos gravitacionales más generalizados.
Consecuentemente, la solución de los ANs AdS cargados eléctricamente en la grave-
dad de EGB 4D, presentada en la ecuación (2-77), se puede extender hacı́a diversas
soluciones de ANs. A continuación, se compartirán solo seis ejemplos en los cuales se
generaliza a los ANs AdS cargados eléctricamente en la gravedad de EGB 4D:

i) Gravedad de Lovelock

La gravedad de Lovelock, que puede ser entendida a partir de la densidad lagrangiana
descrita por la ecuación (2-50), es una teorı́a de gravedad modificada en dimensiones su-
periores que generaliza la interacción gravitacional desde la formulación lagrangiana. Esta
teorı́a es descrita por una dependencia L(m) = L(m)(gµν , Rµ

ναβ), en donde la interacción
gravitacional se extiende a ordenes superiores en curvatura y en dimensiones. Se dice
que la gravedad de Lovelock es la mayor generalización natural posible de la teorı́a de la
RG [106] y además, la interpretación que se le da a las contribuciones debidas a los órde-
nes superiores de la teorı́a de Lovelock es de correcciones cuánticas [4, 78, 80, 84, 104].
Cada término de una densidad de Lanczos-Lovelock se puede expresar a partir de

L(m) = δ1357...2k−1
2468...2k R24

13R
68
57 . . . R

2k−2 2k
2k−3 2k−1, (2-99)

donde k = 2m y m es un entero que representa a un ı́ndice diferente. Por ejemplo, pa-
ra m = 1 se obtiene δ13

24. Estos son conocidos como tensores alternantes, que no son
más que una generalización de la función delta de Kronecker en su forma totalmente
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antisimétrica [80],

δµ1µ2···µp
ν1ν2···νp

= det



δµ1
ν1 δµ1

ν2 · · · δµ1
νp

δµ2
ν1 δµ2

ν2 · · · δµ2
νp

...
... . . .

...
δµp

ν1 δµp
ν2 · · · δµp

νp


. (2-100)

De esta manera, sobre los tensores de Riemann la notación de los ı́ndices se reduce a

R24
13 = Rν1ν2

µ1µ2 = R ν1 ν2
µ1 µ2 . (2-101)

Por lo tanto, en el caso en que m = 1, se obtiene que

L(1) = δ13
24R

24
13 = R = LEH , (2-102)

mientras que en el caso en que m = 2, se tiene

L(2) = δ1357
2468R

24
13R

68
57 = G = LGB. (2-103)

Ası́, bajo esta formulación lagrangiana es posible adicionar diferentes contribuciones para
los posibles valores de m usando coeficientes arbitrarios, de tal forma que

L = L(1) + αL(2) + βL(3) + O
(
R4
)
, (2-104)

donde la ecuación de campo generalizada para esta densidad lagrangiana vendrı́a dada
por

Pν
γαβ ∂R

ν
γαβ

∂gµν
− 1

2Lgµν = 8πTµν , (2-105)

recordando que Pν
γαβ esta definido en la ecuación (2-51). Es importante notar que al ser

una teorı́a en D dimensiones arbitrarias, los ı́ndices µ, ν, etc., toman valores en el rango
(0,1,2,...,D − 1) [106].

Si se compara la expresión (2-105) con la ecuación (2-60), esta se entenderı́a como la
extensión de las ecuaciones de campo modificadas para la teorı́a de gravedad de Love-
lock. Consecuentemente, la teorı́a gravitacional de la RG corresponde al primer término
del lı́mite de baja energı́a efectiva de la teorı́a de gravedad de Lovelock. Esto quiere de-
cir que la inclusión de la contribución cuadrática en curvatura (la de GB), corresponderı́a
a los efectos producidos por aquellas primeras correcciones cuánticas de una teorı́a de
gravedad cuántica descrita por la densidad lagrangiana de la ecuación (2-104) [104–106].
Ası́, el invariante de GB, G, y el parámetro de acople de GB,α, podrı́an interpretarse como
una primera corrección cuántica a la gravedad clásica.
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ii) Gravedad en dimensiones superiores

La teorı́a de gravedad de EGB con Λ y con fuente electromagnética descrita por la ecua-
ción de campo (2-65), contribuye dinámicamente (a la teorı́a de la RG) en los casos
en que D ≥ 5. Esta solución puede ser expresada en términos de la dimensión D del
espacio-tiempo, admitiendo soluciones en dimensiones superiores a las descritas en la
RG (4 dimensiones), tomando la forma [77,80,87,88]

f (D) = κ+
r2
[
1 −

√
1 + 4(D − 4)(D − 3)α

(
− 2Q2r4−2D

(D−3)(D−2) + 16πMr1−D

ΣD−2(D−2) + 2Λ
(D−2)(D−1)

)]
2(D − 4)(D − 3)α ,

(2-106)
donde κ es el ı́ndice de curvatura, el cual toma valores entre {−1, 0, 1} describiendo a
un espacio-tiempo con curvatura negativa, nula o positiva respectivamente [80, 87, 88].
Las funciones con κ = 1 son los que corresponden a soluciones de ANs esféricamente
simétricos [80]. También es importante tener presente que aquı́ la constante de gravi-
tación universal G depende de las dimensiones del espacio-tiempo, por lo que deberı́a
tener unidades de [mD−1/(kg ∗ s2)] en el Sistema Internacional, de tal manera que la
acción mantenga sus unidades de [kg * m2/s] [77, 106]. ΣD−2 corresponde al área de la
hipersuperficie (D − 2)-dimensional descrita por dΩ2

(D−2) en el elemento de lı́nea. Ésta
area se puede expresar como [6]

ΣD−2 = 2πD−1
2

Γ
[

D−1
2

] . (2-107)

Debido a las propiedades de la funcion Γ, al tomar D → 4 (como en las soluciones de
principal interés en este trabajo), se obtiene ΣD−2 = 4π.

Algunos de los casos lı́mites particulares del espacio-tiempo descrito por f (D) son:

- con D → 5 y κ = 1, f (D) se reduce al espacio-tiempo en el exterior de los ANs AdS
cargados eléctricamente en la gravedad de EGB 5D. Sin embargo, esta es solución
de la ecuación de campo (2-65).

- con D → 4 y κ = 1, f (D) se reduce al caso particular vii) de la solución f (AdS−RN).
Esto demuestra que cuando D → 4, en la teorı́a de gravedad de EGB sin el reesca-
lamiento de la ecuación (2-68), el término de GB no contribuye dinámicamente.

Por otro lado, la solución de la ecuación de campo reescalada (2-70) en dimensiones
superiores se puede expresar como

f
(D)
Ree = k +

r2
[
1 −

√
1 + 4(D − 3)α

(
− 2Q2r4−2D

(D−3)(D−2) + 16πMr1−D

ΣD−2(D−2) + 2Λ
(D−2)(D−1)

)]
2(D − 3)α . (2-108)
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Esta métrica difiere de f (D) solo por el reescalamiento de α de la ecuación (2-68). Para
este último AN, los casos limites particulares son :

- tomando a D → 5, con la métrica f (D)
Ree se obtiene la solución de los ANs AdS carga-

dos eléctricamente en la gravedad de EGB 5D. Ésta viene siendo consistente con
la obtenida para la ecuación de campo sin reescalar en el caso lı́mite particular con
D → 5 en f (D).

- con D → 4, la métrica f (D) se reduce a la geometrı́a de los ANs AdS cargados
eléctricamente en la gravedad de EGB 4D, es decir, a la solución f (AdS−RN−EGB) de
la ecuación (2-77). Como era de esperarse en este caso, en la teorı́a de gravedad
de EGB con el reescalamiento de la ecuación (2-68), el término de GB si contribuye
dinámicamente con D = 4.

iii) Gravedad con electrodinámica no lineal

Es posible acoplar a la interacción gravitacional con fuentes de materia descritas por
campos electromagnéticos, como se mostró en la sección (2.1.1). Existen variadas ex-
tensiones a la teorı́a de la electrodinámica clásica y una de las más famosas es la teorı́a
de la electrodinámica no-lineal o Nonlinear Electrodynamics (NED) en inglés. En esta
propuesta, al invariante que describe al lagrangiano de la electrodinámica de Maxwell se
le agregan términos no-lineales. Una de estas teorı́as NED esta descrita por una densi-
dad lagrangiana con forma exponencial y a partir de ella se obtienen ANs AdS cargados
eléctricamente en la gravedad de EGB 4D, descritos con la función [75]

f (NED) = 1 + r2

2α

1

√√√√1 + 4α
(

2M
r3 e

− Q2
2Mr + Λ

3

) . (2-109)

Aquı́ Q puede interpretarse como la carga eléctrica, sin embargo también funciona co-
mo una representación hipotética de una carga magnética [75]. Con Q → 0, la métrica
f (NED) se reduce a f (AdS−Sch−EGB) mientras que considerando r ≫ Q2

2M
a segundo orden,

la métrica f (NED) se reduce a f (AdS−RN−EGB) de la ecuación (2-77).

Otra reconocida propuesta es el modelo NED de Born-Infield en el que la función (2-109)
solo permite incluir campos eléctricos, pues inicialmente se propuso para eliminar la di-
vergencia de la energı́a propia del electrón en la teorı́a clásica y por ello se limita a la
intensidad del campo electromagnético introduciendo una fuerza adicional. Además, el
modelo de Born-Infield también es popular por ser consistente con algunos lı́mites a ba-
jas energı́as de la teorı́a de cuerdas [76].
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Los ANs AdS cargados eléctricamente en la gravedad de EGB 4D acoplados al modelo
de Born-Infield vienen dados por la solución [76]

f (BI) = 1 + r2

2α

1

√√√√1 + 4α
[

2M
r3 − 1

l2
− 2β2

3

(
1 −

√
1 + Q2

β2r4

)
− 4Q

3r3 Φ(r)
] (2-110)

con

Φ(r) = Q

r
2F1

(
1
4 ,

1
2 ,

5
4 ,−

Q2

β2r4

)
. (2-111)

Aquı́ β > 0 es al parámetro de Born-Infield, el cual corresponde al valor máximo de la in-
tensidad del campo electromagnético, y 2F1 denota la función hipergeométrica [76]. Con
β → ∞, la métrica f (BI) se reduce a f (AdS−RN−EGB) de la ecuación (2-77) y de igual ma-
nera, la solución f (BI), retorna a la solución f (AdS−Sch−EGB) si Q = 0.

iv) Agujeros negros regulares

Los ANs regulares son aquellos que no poseen singularidades esenciales. Una de las
primeras métricas de este tipo es el AN de Bardeen, el cual es una solución exacta a las
ecuaciones de campo de la RG acoplada con una teorı́a NED. De esta forma, la solu-
ción de Bardeen posee carga magnética y permite la existencia de monopolos magnéti-
cos [86]. Es posible comprobar a partir de los escalares R, K y G que estas soluciones
presentan un buen comportamiento en r → 0.

Los ANs regulares de Bardeen AdS en la gravedad de EGB 4D vienen dados por la
función [89]

f (Bar) = 1 + r2

2α

1 −

√√√√1 + 4α
(

2M
(r2 + g̃2)3/2 + Λ

3

) , (2-112)

donde g̃ es la carga de monopolo magnético. En algunas ocasiones las teorı́as NED ad-
miten a g̃ en relación con una carga eléctrica, sin embargo, la densidad lagrangiana aso-
ciada con la carga eléctrica no puede producir ANs regulares globalmente hiperbólicos
(i.e. no representa ANs que conservan una estructura sin singularidades esenciales en
todo el espacio-tiempo) y además, estos no tienden a la electrodinámica lineal de Maxwell
en los lı́mites del campo gravitacional débil [86]. Con g̃ = 0, la métrica f (Bar) se reduce a
la solución f (AdS−Sch−EGB).

Por otro lado, otro de los ejemplos más simples de ANs regulares, corresponde a la so-
lución de Hayward, el cual también resulta un acople con una teorı́a NED. Un AN regular
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de Hayward AdS en la gravedad de EGB 4D viene en términos de la función [81]

f (Hay) = 1 + r2

2α

1 −

√√√√1 + 4α
(

2M
r3 + g̃3 + Λ

3

) , (2-113)

donde, nuevamente, g̃ viene asociada a la carga magnética y tomando a g̃ = 0 la solución
f (Hay) se reduce a la métrica descrita por f (AdS−Sch−EGB).

v) Agujeros negros radiantes

Las soluciones de tipo ANs radiativos son aquellas que describen al espacio-tiempo en
el exterior de objetos que emiten o absorben radiación. Un ejemplo clásico de estos es
la métrica de Vaidya, que describe al espacio-tiempo en los alrededores de una estrella
a partir de un fluido nulo. En general, en coordenadas de Eddington-Bondi, un espacio-
tiempo no estático y esféricamente simétrico se describe por [79]

ds2 = −f (Rad)(v, r)dv2 + 2ϵdvdr + r2dΩ2
2, (2-114)

con

f (Rad) = f (Rad)(v, r) =


1 + r2

2α

{
1 −

√
1 + 4Λα

3 + 8M(v)α
r3 − 32παC(v)

(1+2γ)r2(1−γ)

}
si γ ̸= −1

2 ,

1 + r2

2α

{
1 −

√
1 + 4Λα

3 + 8M(v)α
r3 − 32παC(v) ln r

r3

}
si γ = −1

2 ,

(2-115)
donde γ es un parámetro constante que relaciona la proporcionalidad entre las compo-
nentes de Tµν , mientras que M(v) y C(v) son dos funciones arbitrarias que dependen
del comportamiento en el tiempo de la distribución de masa y energı́a de la fuente. Esta
solución es valida para fluidos nulos, i.e. con Tµν describiendo un campo de radiación sin
masa (como el electromagnetismo o el gravitacional). Dentro del elemento de linea se
elige el parámetro ϵ = 1 para un fluido nulo entrante o ϵ = −1 para un fluido nulo saliente.

Ahora bien, tomando a M(v) = M , C(v) = 0 y γ = 0, la métrica f (Rad) se reduce a
f (AdS−Sch−EGB). Por otro lado, con M(v) = M , C(v) = −Q2/(8π) y γ = −1, la métrica
f (Rad) se reduce a f (AdS−RN−EGB).

vi) Agujeros negros rotantes
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Es bien sabido que, en el escenario realista, los ANs no son estáticos sino que deben
poseer un momento angular causado por la rotación sobre sı́ mismos. Los ANs AdS
rotantes, cargados eléctricamente y en la gravedad de EGB 4D en coordenadas de Boyer-
Lindquist están descritos por [4]

ds2 = −
(

∆ − a2 sin2 θ

Σ

)
dt2 + Σ

∆dr2 − 2a sin2 θ

(
1 − ∆ − a2 sin2 θ

Σ

)
dtdϕ

+ Σdθ2 + sin2 θ

[
Σ + a2 sin2 θ

(
2 − ∆ − a2 sin2 θ

Σ

)]
dϕ2,

(2-116)

con

∆ = r2 + a2 + r4

2α

1 −

√√√√1 + 4α
(

2M
r3 − Q2

r4 + Λ
3

) , (2-117)

Σ = r2 + a2 cos2 θ. (2-118)

En la anterior expresión a representa al parámetro de espı́n de los ANs en rotación. Ası́,
en el caso en que a = 0, esta métrica rotante se reduce a la solución estática y esférica-
mente simétrica dada por f (AdS−RN−EGB).

Las soluciones rotantes han sido estudiadas recientemente a partir de los resultados obte-
nidos por las observaciones del Event Horizon Telescope. Varias cantidades y parámetros
fı́sicos han sido obtenidos para comparar y testear los resultados de diferentes teorı́as de
gravitación con la observación. Un ejemplo de gran interés para este trabajo es en re-
lación a la restricción experimental sobre los valores posibles que puede tomar α. En el
análisis realizado en [4], se calcula que para Λ = 0, Q = 0 y a = 0.1M , el parámetro de
GB estarı́a acotado por α ≤ 0.00394M2, para que las predicciones sean consistentes con
los resultados del tamaño de la sombra del AN de M87*.

https://eventhorizontelescope.org/
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3. Campos perturbados en un espacio-tiempo estático y esférica-

mente simétrico

Siguiendo a Berti [24], en esta sección se presenta el formalismo teórico que describe las
perturbaciones de campos en un espacio-tiempo curvo.

Como una primera aproximación en el estudio de las perturbaciones de ANs, se va a
presentar e investigar el formalismo de las perturbaciones a un campo escalar masivo
propagándose en un espacio-tiempo estático, esféricamente simétrico y general. Se mos-
trará la deducción de la ecuación maestra para estas perturbaciones mediante el uso de
los armónicos esféricos escalares y luego se dará una breve introducción a la función de
Green asociada a la ecuación de Regge-Wheeler (RW) del caso escalar. Después, se ha-
ce una deducción similar de la ecuación maestra pero para el caso de las perturbaciones
de un campo electromagnético. Aquı́ se hace uso de los armónicos esféricos vectoriales y
se identifican las similitudes y diferencias entre los campos estudiados. Se hará evidente
que para el caso electromagnético es necesario hacer la descripción de las perturbacio-
nes a partir de dos diferentes contribuciones, una polar y otra axial. Se compartirá un
análisis de las perturbaciones del campo escalar masivo en el fondo de Schwarzschild,
mostrando al final que, al menos sobre este espacio-tiempo, el estudio de las perturbacio-
nes de los campos se puede generalizar de tal forma que las perturbaciones del campo
escalar, electromagnético y gravitacional (para la contribución axial) pueden ser descritas
por una sola ecuación maestra dependiente del espı́n s de cada campo.

3.1. Perturbaciones del campo escalar masivo

El estudio de las perturbaciones del campo escalar sirve como una primera aproximación
al entendimiento del comportamiento de los QNMs (profundizados en la sección 4) antes
de analizar las perturbaciones de los casos más realistas y medibles correspondientes
a las perturbaciones del campo electromagnético y gravitacional (recuérdese que este
último caso, corresponde precisamente a la propagación de ondas gravitacionales). Los
casos electromagnético y gravitacional requieren un trabajo mas detallado debido a que
se requiere del uso de expansiones en términos de armónicos esféricos vectoriales y ten-
soriales, respectivamente [3].

En la actualidad, el único campo fı́sico con espı́n s = 0 que obedece a una ecuación
de tipo Klein-Gordon y corroborado observacionalmente es el descrito por el bosón de
Higgs [108]. No obstante, otros modelos fı́sicos como el de la inflación del universo primi-
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tivo, suelen estar estructurados a partir de campos escalares hipotéticos [108]. Además
de su relevancia fı́sica, los campos escalares son de gran interés académico y teórico
puesto que son los más simples de tratar y esto es crucial a la hora de construir modelos
de juguete o iniciar nuevas investigaciones [3]. Por ejemplo, este fue el caso de las prime-
ras descripciones de la radiación Hawking, en donde, por simplicidad, se recurre a una
descripción escalar de los campos para mostrar como los ANs eventualmente se pueden
evaporar [109,110]. Ası́, las perturbaciones de campos escalares en espacio-tiempos cur-
vos han sido frecuentemente estudiadas [10].

Se considerará ahora un campo escalar masivo Φ = Φ(xµ) que contribuye muy poco a
la densidad de energı́a, es decir que su influencia sobre Tµν es despreciable [24]. Para
dar lugar a las perturbaciones, se va a considerar que el campo escalar esta acoplado
a una partı́cula de masa propia m0 y densidad de carga escalar ρ = ρ(xµ). Teniendo en
cuenta esto y siguiendo a Berti en [24], se dará una breve descripción de las perturbacio-
nes de Φ sobre un espacio-tiempo general con D = 4, estático y esféricamente simétrico,
con el propósito de encontrar la ecuación maestra del sistema. Adicionalmente se da
una introducción a su solución mediante la búsqueda de la función de Green asociada al
problema, relacionando el comportamiento que debe tener la solución para satisfacer las
correspondientes condiciones de frontera que describen a las regiones asintóticas de los
ANs.

3.1.1. Ecuación maestra del campo escalar

A partir de la variación de la acción completa del sistema que tiene en cuenta a la acción
propia del campo escalar masivo, de la partı́cula y de la interacción entre la partı́cula y el
campo se obtiene (

□ − µ2
)

Φ = −ρ, (3-119)

donde µ = m0/ℏ es la masa asociada a Φ y tiene dimensiones de
[
longitud−1

]
en unidades

geometrizadas. El operador D’Alambertiano tiene la forma

□ = gαβ∇α∇β. (3-120)

Es de resaltar que la expresión (3-119) es una ecuación de tipo Klein-Gordon, en ana-
logı́a a la descripción de un campo escalar libre en teorı́a cuántica de campos. Luego,
recordando que la divergencia de un campo vectorial Aµ se puede escribir como

∇αA
α = 1√

−g
∂α

(√
−gAα

)
, (3-121)
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la ecuación (3-119) se puede re-escribir en términos de las componentes de la métrica
en la forma 1√

−g
∂α

[√
−ggαβ∂βΦ

]
− µ2Φ = −ρ. (3-122)

Ahora, usando coordenadas esféricas (t, r, θ, ϕ), se puede descomponer el campo Φ =
Φ(t, r, θ, ϕ) mediante la superposición

Φ = 1√
2π

∫
dωe−iωt

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Φlm

r
Ylm, (3-123)

y en la misma forma, las fuentes de la perturbación ρ = ρ(t, r, θ, ϕ) se escribirán

ρ = 1√
2π

∫
dωe−iωt

∞∑
l=0

l∑
m=−l

ρlm

r
Ylm, (3-124)

donde Φlm = Φlm(r) y ρlm = ρlm(r) son las contribuciones radiales y Ylm = Ylm(θ, ϕ) =
NPlm(θ)eimϕ son los bien conocidos armónicos esféricos escalares, los cuales forman
una base de funciones ortonormales de grado l (también usualmente llamado el número
multipolar) y ordenm sobre la 2-esfera.N es la constante de normalización y Plm = Plm(θ)
las funciones asociadas de Legendre [3], las cuales satisfacen la identidad

1
sin θ∂θ (sin θ∂θPlm) − m2

sin2 θ
Plm = −l(l + 1)Plm. (3-125)

El elemento de lı́nea que describe de manera general a una métrica estática y esférica-
mente simétrica en D=4 se puede escribir como

ds2 = −fdt2 + dr2

h
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2, (3-126)

con f = f(r) y h = h(r) y su determinante será g = −r4f sin2 θ/h. Teniendo en cuenta
este fondo generalizado, se reemplazan las expansiones hechas en las expresiones (3-
123) y (3-124) en la ecuación (3-122) y luego, mediante el uso de la identidad (3-125), se
obtiene

fh
d2Φl

dr2 + 1
2
d(fh)
dr

dΦl

dr
+
[
ω2 −

(
µ2 + l(l + 1)

r2 + 1
2rf

d(fh)
dr

)
f

]
Φl = −fρl. (3-127)

Esta es una ecuación diferencial radial para las componentes del campo escalar masivo
Φl = Φl(r), donde se ha escrito Φlm = Φl quitando al ı́ndice m por la simetrı́a esférica de
la métrica.
Introduciendo a la coordenada tortuga generalizada,

dr

dr∗
=
√
fh, (3-128)
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la ecuación diferencial radial se simplifica tomando la forma

d2Φl

dr2
∗

+
[
ω2 − Vl

]
Φl = −fρl, (3-129)

con el potencial efectivo Vl = Vl(r) definido como

Vl = Vl(r) = f

(
µ2 + l(l + 1)

r2 + 1
2rf

d(fh)
dr

)
. (3-130)

Este último resultado de la expresión (3-129) es la ecuación maestra del sistema, también
conocida como la ecuación de Regge-Wheeler (RW) del campo escalar masivo [3].

3.1.2. Función de Green asociada

La solución de la ecuación maestra del campo escalar masivo (3-129) se puede encontrar
usando la técnica de las funciones de Green [3, 23, 24]. Introduciendo la función G =
G(r∗, r

′
∗), la cual satisface

d2G

dr2
∗

+
[
ω2 − Vl

]
G = −δ(r∗ − r′

∗), (3-131)

es posible escribir la solución general Φl = Φl(r) de la ecuación maestra en las coorde-
nadas originales como

Φl(r) =
∫ ∞

r+
ρl(r′)G(r, r′)dr′. (3-132)

Como se evidenciará en las siguientes secciones, es de particular interés el caso en
el que la ecuación maestra es homogénea, pues las perturbaciones a estudiar ocurren
fuera de la fuente de distribución de masa y energı́a. Siguiendo la metodologı́a de Breuer
et.al. [111] para construir apropiadamente a G = G(r∗, r

′
∗), esta se puede escribir como

G = 1
W


u

(1)
l (r∗)u(2)

l (r′
∗) si r∗ ≤ r′

∗

u
(1)
l (r′

∗)u
(2)
l (r∗) si r′

∗ ≤ r∗,
(3-133)

donde la solución se compone a partir de la superposición de dos funciones u(1)
l y u(2)

l , las
cuales son linealmente independientes y corresponden a los modos entrantes y salientes
de la perturbación, respectivamente. El factor W es el Wronskiano de las dos soluciones,
definido como

W = W (u(1)
l , u

(2)
l , r∗) = u

(1)
l

du
(2)
l

dr∗
− du

(1)
l

dr∗
u

(2)
l . (3-134)
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Para encontrar a las funciones u(1)
l y u(2)

l se debe analizar el comportamiento asintótico de
la ecuación maestra, por lo que se impondrán unas condiciones de frontera adecuadas
para el sistema.

Las perturbaciones del campo escalar masivo Φl se describen a partir de dos posibles
modos de propagación, uno entrante Φ(en)

l y otro saliente Φ(sa)
l . Los campos escalares

entrante y saliente deben satisfacer las condiciones de frontera que modelan al espacio-
tiempo al exterior de los ANs, es decir, tanto en las regiones asintóticas cuando r → ∞ o
r∗ → ∞, como en el horizonte de eventos cuando r → r+ o r∗ → −∞.

En cuanto al campo escalar entrante Φ(en)
l , se tiene que cuando r → r+, el potencial

efectivo de la expresión (3-130) cumple que Vl(r∗ → −∞) → 0. Esto asegura que en el
horizonte de eventos, las perturbaciones del campo escalar entrantes no puedan escapar
del AN. Sobre el espacio-tiempo de un AN asintóticamente plano y teniendo presente el
contexto de las observaciones astrofı́sicas, es natural imponer una onda entrante en el
horizonte y una onda saliente en el infinito espacial [5]. En ese sentido, en las regiones
cercanas a r+ la solución tiene la forma u

(1)
l (r∗) ∼ e±iωr∗ (ondas planas viajeras), por lo

que Φ(en)
l ∼ e−iω(t±r∗). Sin embargo, debido a la condición de frontera impuesta en r+,

cerca solo deberı́an haber modos entrantes y por lo tanto

Φ(en)
l ∼ e−iω(t+r∗) cuando r∗ → −∞. (3-135)

Por otro lado, en la región asintótica, si la métrica del AN es asintóticamente plana, i.e.,
se cumple que f(r) → 1 y h(r) → 1 cuando r → ∞, el potencial efectivo de la expresión
(3-130) satisface que Vl(r∗ → ∞) → µ2. Luego, en las regiones asintóticas la solución
tiene la forma u(2)

l (r∗) ∼ e±ikr∗, con k el número de onda dado por k =
√
ω2 − µ2. Debido

a este comportamiento, Φ(en)
l debe ser proporcional a una superposición de modos con la

forma
Φ(en)

l ∼ e−ik(t±r∗) cuando r∗ → ∞. (3-136)

En consecuencia, debido a la imposición de estas condiciones de frontera mencionadas,
el campo escalar entrante tiene un comportamiento asintótico descrito por

u
(en)
l ∼


T en

ω
e−iωr∗ cuando r∗ → −∞

1√
k

[
e−ikr∗ + Reneikr∗

]
cuando r∗ → ∞.

(3-137)

Donde se han introducido a los factores de proporcionalidad T = T (ω) y R = R(ω), co-
nocidos como los coeficientes de transmisión y de reflexión respectivamente. En general,
estos dos coeficientes no son iguales en el modo entrante y en el saliente y por esto se
hace la distinción con un super-ı́ndice: sa y en, para saliente y entrante, respectivamente.
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Si se realiza el mismo análisis de la imposición de las condiciones de frontera de un AN
para los modos salientes del campo escalar masivo, la solución tomarı́a la forma

u
(sa)
l ∼


1
ω

[eiωr∗ + Rsae−iωr∗ ] cuando r∗ → −∞
T sa
√

k
eikr∗ cuando r∗ → ∞.

(3-138)

Ahora bien, para el caso de la ecuación maestra homogénea el Wronskiano es constante,
de manera que al evaluarlo en las regiones asintóticas se puede encontrar que W =
−2iT , y debido a esto, se cumple que T sa = T en = T . Si además Rsa = Ren = R, por
conservación de la energı́a, para una onda incidente al horizonte de eventos con amplitud
igual a 1 se tiene que [5,24]

|R|2 + |T |2 = 1. (3-139)

De esta forma, la función de Green asociada bajo las anteriores consideraciones, final-
mente estarı́a dada por [111]

G = i

2T


u

(en)
l (r∗)u(sa)

l (r′
∗) si r∗ < r′

∗

u
(en)
l (r′

∗)u
(sa)
l (r∗) si r∗ > r′

∗.
(3-140)

En concordancia con las soluciones encontradas en las expresiones (3-137) y (3-138), en
las regiones en las que se puede ubicar a un observador en el infinito, r∗ > r′

∗, la función
de Green asociada es proporcional solamente a los modos salientes, i.e. G ∼ u

(sa)
l . Por

otro lado, en las regiones en las que se podrı́a ubicar un observador a una distancia
finita, r∗ < r′

∗, se tiene que G ∼ u
(en)
l . Ası́, la función de Green asociada en las regiones

asintóticas, donde se satisfacen las condiciones de frontera de un AN, será

G =



i
2ω
u

(sa)
l (r′

∗)e−iωr∗ si r∗ → −∞

i
2
√

k
u

(en)
l (r′

∗)eikr∗ si r∗ → ∞,
(3-141)

donde las funciones u
(en)
l y u

(sa)
l se pueden obtener de manera numérica mediante la

ecuación maestra. Como una primera aproximación, el resultado obtenido en esta ex-
presión resuelve el caso de la ecuación maestra del campo escalar masivo homogéneo
en las regiones asintóticas. De todas formas, un tratamiento más realista podrı́a tener
presente diversas consideraciones en la construcción de G, e.g. obteniéndose la gene-
ralización de la relación (3-139) al considerar la amplificación superradiante (|R| > 1)
debida a la rotación en los ANs de Kerr [5,24].
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3.2. Perturbaciones del campo electromagnético

El caso de las perturbaciones del campo electromagnético podrı́a considerarse más rea-
lista que las del caso escalar, pues se trata del comportamiento de las propias ondas de
luz, las cuales se han estudiado y observado por mucho tiempo. Como se trata de fotones,
en este caso el campo a considerar es no masivo. Aunque esta descripción podrı́a exten-
derse a partı́culas con espı́n s = 1 y con masa (bosónes que describen las interacciones
nucleares débil y fuerte en el modelo estándar [108]). En este trabajo no se analizará esta
última posibilidad.

Las perturbaciones de campos electromagnéticos en métricas curvas también han sido
estudiadas [10]. A continuación, se dará una introducción a las perturbaciones del cam-
po electromagnético descrito por el tensor electromagnético Fµν sobre un espacio-tiempo
general, en D = 4, estático y esféricamente simétrico, con el propósito de encontrar una
ecuación maestra para el sistema. En esta subsección se mostrará que las perturba-
ciones del campo electromagnético se pueden describir usando los armónicos esféricos
vectoriales. Consecuentemente, es posible obtener dos diferentes contribuciones de las
perturbaciones electromagnéticas, una denominada polar y otra llamada axial, que se
obtienen dependiendo la condición de paridad que cumplan las componentes del vector
cuadripotencial que las describen. De igual modo, al final se hará notar que tanto las con-
tribuciones polares como las axiales de las perturbaciones electromagnéticas pueden ser
estudiadas a partir de una sola ecuación maestra que resulta ser similar a la previamente
obtenida para las perturbaciones del campo escalar masivo.

3.2.1. Ecuación maestra del campo electromagnético

Las perturbaciones del campo electromagnético se construyen a partir de Fµν , definido en
la expresión (2-8) en términos del vector cuadripotencial, Aµ. Las ecuaciones de Maxwell
en el vacı́o también fueron presentadas en las ecuaciones (2-11) y (2-12). Sin embargo,
en analogı́a a la expresión (3-122) del caso escalar, las ecuaciones de Maxwell en el
vacı́o se pueden expresar en un fondo curvo como [24]

∇νF
µν = 1√

−g
∂ν

(√
−gF µν

)
= 0. (3-142)

Con el fin de introducir los armónicos esféricos vectoriales, consideraremos un espacio-
tiempo esféricamente simétrico general con el elemento de lı́nea de la ecuación (2-76).
Aprovechando la simetrı́a de la variedad en la que se disponen las coordenadas esféricas,
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se pueden separar las coordenadas del espacio-tiempo de modo que

xµ = (t, r, θ, ϕ) = (ya, zA) (3-143)

donde los ı́ndices a y A toman los valores a = {t, r} y A = {θ, ϕ}. Esta separación se
introduce con el objetivo de descomponer el vector cuadripotencial Aµ de manera consis-
tente con el comportamiento de sus componentes sobre la 2-esfera. En ese sentido, las
componentes de Aµ = Aµ(t, r, θ, ϕ) se pueden descomponer como

Aµ = [Aa(t, r, θ, ϕ), AA(t, r, θ, ϕ)] , (3-144)

donde

Aa =
[
At(t, r, θ, ϕ)
Ar(t, r, θ, ϕ)

]
y AA =

[
Aθ(t, r, θ, ϕ)
Aϕ(t, r, θ, ϕ)

]
, (3-145)

Las componentes de AA transforman como un vector sobre la 2-esfera, a diferencia de
las de Aa que transforman como dos escalares sobre la 2-esfera. Debido a esto, las
componentes Aa se pueden expandir utilizando los armónicos esféricos escalares Y lm =
Y lm(θ, ϕ) como

At =
∑
l,m

f
lmY lm (3-146)

Ar =
∑
l,m

h
lmY lm, (3-147)

con f
lm = f

lm(t, r) y h
lm = h

lm(t, r), los coeficientes de la expansión. Teniendo en cuenta
las anteriores expansiones, Aa se puede reescribir como

Aa =
[
At

Ar

]
=
∑
l,m

[
f

lmY lm

h
lmY lm

]
. (3-148)

Por otro lado, las componentes AA se expanden en términos de los armónico esféricos
vectoriales Y lm

A = Y lm
A (θ, ϕ) y Slm

A = Slm
A (θ, ϕ). Estos son dos vectores linealmente in-

dependientes construidos a partir de los armónicos esféricos escalares Y lm y tienen la
forma

Y lm
A =

(
∂θY

lm, ∂ϕY
lm
)

(3-149)

Slm
A =

( 1
sin θ∂ϕY

lm,− sin θ∂θY
lm
)
. (3-150)

De esta manera, AA se puede expresar como

AA =
∑
l,m

[
k

lmY lm
A + a

lmSlm
A

]
, (3-151)
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con k
lm = k

lm(t, r) y a
lm = a

lm(t, r). Por lo tanto, AA se puede reescribir como

AA =
[
Aθ

Aϕ

]
=
∑
l,m

{
k

lm

[
∂θY

lm

∂ϕY
lm

]
+ a

lm

[ 1
sin θ

∂ϕY
lm

− sin θ∂θY
lm

]}
. (3-152)

Siguiendo las condiciones de ortonormalidad y de normalización de los armónicos esféri-
cos bajo la definición del producto escalar entre vectores de la 2-esfera, los armónicos
esféricos vectoriales cumplen que〈

Y lm
A , Y lm

A

〉
=
〈
Slm

A , Slm
A

〉
= l(l + 1) (3-153)

y 〈
Y lm

A , Slm
A

〉
= 0. (3-154)

Además, aplicando a los armónicos esféricos escalares Y lm una transformación de pari-
dad, es posible demostrar que

Y lm(π − θ, π + ϕ) = (−1)lY lm(θ, ϕ), (3-155)

i.e. Y lm tiene una paridad polar. De manera similar, los armónicos esféricos vectoriales
también satisfacen estas propiedades de paridad,

Y lm
A (π − θ, π + ϕ) = (−1)lY lm

A (θ, ϕ) (3-156)

y
Slm

A (π − θ, π + ϕ) = (−1)l+1Slm
A (θ, ϕ). (3-157)

Por lo tanto, Y lm
A posee paridad polar o par, mientras que Slm

A posee paridad axial o
impar. Las ecuaciones (3-148) y (3-152) para Aa y AA se pueden reescribir en una sola
expresión,

Aµ =
∑
l,m




f

lmY lm

h
lmY lm

k
lm∂θY

lm

k
lm∂ϕY

lm

+


0
0

a
lm

sin θ
∂ϕY

lm

−a
lm sin θ∂θY

lm


 , (3-158)

donde se han separado las contribuciones de paridad polar y axial,

Aµ =
∑
l,m


[
Apar

µ (f lm,hlm,klm)
]

︸ ︷︷ ︸
Componentes polares

+
[
Aimpar

µ (alm)
]

︸ ︷︷ ︸
Componentes axiales

 . (3-159)

Ahora bien, tomando el caso en el que f = h en el elemento de lı́nea de una métrica
esféricamente simétrica y estática de la ecuación (3-126) y remplazando al vector cuadri-
potencial Aµ con la forma obtenida de la expresión (3-158) en las ecuaciones de Maxwell
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en el vacı́o (3-142), se obtienen cuatro ecuaciones diferenciales acopladas para los co-
eficientes f

lm, hlm, klm y a
lm de las expansiones,

l(l + 1)[f lm − ∂tk
lm] − rf [2∂rf

lm + r∂2
r f

lm − 2∂th
lm − r∂t∂rh

lm] =0 (3-160a)

l(l + 1)[hlm − ∂rk
lm] + r2

f
[−∂t∂rf

lm + ∂2
t h

lm] =0 (3-160b)

f
df

dr
[hlm − ∂rk

lm] + f 2[∂rh
lm − ∂2

rk
lm] − ∂tf

lm + ∂2
t k

lm =0 (3-160c)

l(l + 1) f
r2a

lm − f
df

dr
∂ra

lm − f 2∂2
ra

lm + ∂2
t a

lm =0. (3-160d)

Las ecuaciones obtenidas en las expresiones (3-160a) y (3-160b) corresponden a las
componentes t y r de las ecuaciones de Maxwell en el vacı́o. Mientras que las ecuacio-
nes (3-160c) y (3-160d) son deducidas a partir de realizar combinaciones lineales entre
las componentes θ y ϕ de las ecuaciones de Maxwell en el vacı́o. Es importante notar
que la ecuación (3-160d) esta solamente en términos de los coeficientes a

lm, los cuales
corresponden a la componente axial de la perturbación. Luego, usando la definición de
la coordenada tortuga de la expresión (3-128) para el caso en el que f = h, la expresión
(3-160d) toma la forma

∂2
a

lm

∂r2
∗

− ∂2
a

lm

∂t2
− V alm = 0. (3-161)

Ésta es la ecuación maestra para la componente axial de la perturbación del campo
electromagnético, donde se ha definido al potencial efectivo V = V (r) como

V = f
l(l + 1)
r2 . (3-162)

Por otra parte, los coeficientes f
lm, hlm y k

lm corresponden a la contribución polar de
la perturbación y se encuentran mezclados en las ecuaciones (3-160a), (3-160b) y (3-
160c). Si se deriva con respecto a r la ecuación (3-160a) y con respecto a t la ecuación
(3-160b), para luego restar estos dos resultados, se obtiene una expresión independiente
de la componente k

lm. Introduciendo la función z
lm = z

lm(t, r),

z
lm = r2

l(l + 1)
[
∂th

lm − ∂rf
lm
]

(3-163)

y utilizando la coordenada tortuga, se obtiene la ecuación

∂2
z

lm

∂r2
∗

− ∂2
z

lm

∂t2
− V zlm = 0, (3-164)

donde el potencial V = V (r) vuelve a tomar la misma forma que en el caso de la contri-
bución axial (3-162). Esta ultima expresión es la ecuación maestra para la componente
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polar de la perturbación del campo electromagnético.

Como se acaba de mostrar, las expresiones (3-161) y (3-164), correspondientes a las
ecuaciones maestras para la componentes axial y polar de la perturbación del campo
electromagnético, tienen la misma forma funcional. Estas ecuaciones diferenciales, se
pueden entender como casos particulares de la expresión general

∂2ψlm

∂r2
∗

− ∂2ψlm

∂t2
− V ψlm = S, (3-165)

donde ψlm = ψlm(t, r∗) representa a las perturbaciones, la función S = S(t, r∗) correspon-
de a la fuente y V es el potencial efectivo ya definido. A partir de esta relación es posible
obtener la correspondiente ecuación de RW utilizando la transformada de Laplace sobre
ψlm,

L[ψlm] =
∫ ∞

t0
ψlmeiωtdt. (3-166)

Con esto, las perturbaciones se describirán en el espectro de las frecuencias ω. Si L[ψlm] =
Ψlm = Ψlm(ω, r∗), la transformada inversa de Laplace viene representada por

ψlm =
∫ ∞+ic

−∞+ic
Ψlme−iωtdω. (3-167)

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuación (3-165) y utilizando
las propiedades

L

[
∂ψlm

∂t

]
= −

[
ψlmeiωt

]
t=t0

− iωΨlm (3-168)

y

L

[
∂2ψlm

∂t2

]
= eiωt0

[
iωψlm − ∂ψlm

∂t

]
t=t0

− ω2Ψlm, (3-169)

se obtiene como resultado
∂2Ψlm

∂r2
∗

+
[
ω2 − V

]
Ψlm = I, (3-170)

donde I = I(ω, r∗) es la fuente de la perturbación y viene dada por

I = L[S] + eiωt0

[
iωψlm − ∂ψlm

∂t

]
t=t0

. (3-171)

La expresión (3-170) es la ecuación de RW para las perturbaciones del campo electro-
magnético. En este resultado, se toma a Ψlm = a

lm para describir a las perturbaciones
axiales y Ψlm = ψlm para describir a las perturbaciones polares.
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3.3. Campos perturbados en el espacio-tiempo de Schwarzschild

El AN de Schwarzschild representado por f (Sch) = f (Sch)(r) en la ecuación (2-87), es un
caso lı́mite de particular interés en este trabajo pues además de ser la primera solución a
las ecuaciones de campo de la RG, es la más estudiada en la literatura. En esta subsec-
ción se comprobará el comportamiento de las perturbaciones al campo escalar masivo
sobre el espacio-tiempo de Schwarzschild para después mostrar que las perturbaciones
de campos sobre esta solución de AN se pueden estudiar de manera generalizada de-
pendiendo el espı́n s del campo.

En la métrica de Schwarzschild se tiene f (Sch) = h(Sch); por lo tanto, la coordenada tortuga
de la expresión (3-128) se puede integrar para obtener

r∗ = r + 2M ln
(
r

2M − 1
)
, (3-172)

en la cual, la constante de integración ha sido escogida adecuadamente [24] para que
r∗ se encuentre entre −∞ < r∗ < ∞ mientras que la coordenada original toma valores
en 2M ≤ r < ∞. Teniendo en cuenta estos rangos, la ecuación de RW para el campo
escalar (3-129) toma la forma

d2Φl

dr2
∗

+
[
ω2 − V

(Sch)
l

]
Φl = −

(
1 − 2M

r

)
ρl, (3-173)

con V (Sch)
l = V

(Sch)
l (r) el potencial efectivo de Schwarzschild

V
(Sch)

l =
(

1 − 2M
r

)(
µ2 + l(l + 1)

r2 + 2M
r3

)
. (3-174)

En la Figura (3-8), se muestra el comportamiento del potencial efectivo de Schwarzschild
de la expresión (3-174) en función de r y para distintos valores de µ. Allı́ se evidencia que
para valores grandes de µ, el máximo del potencial V (Sch)

l se incrementa, al igual que el
punto r = rmax en el que se ubica. También se observa que en el lı́mite en que r → 2M , el
potencial V (Sch)

l → 0 mientras que en el lı́mite en que r → ∞, el potencial V (Sch)
l → µ2. Por

esta razón, siempre que µ ̸= 0 existe una “barrera de potencial reflexiva” en el infinito [24].
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Figura 3-8: Potencial de Schwarzschild V (Sch)
l para perturbaciones escalares en función

de r y para diferentes valores de µ (con l = 2).

Figura 3-9: Potencial de Schwarzschild V (Sch)
l para perturbaciones escalares en función

de r∗ y para diferentes valores de µ (con l = 2).

Por otro lado, en la Figura (3-9), se ilustra el comportamiento tı́pico del potencial efec-
tivo de Schwarzschild (3-174) para distintos valores de la masa del campo, µ, de las
perturbaciones escalares masivas en función de la coordenada tortuga r∗. En esta oca-
sión, se obtienen las mismas curvas que en [24], corroborándose una vez más, que este
potencial es bien comportado en las regiones asintóticas, ya que es posible evidenciar
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claramente que en las cercanı́as del horizonte de eventos, cuando r∗ → −∞, el potencial
V

(Sch)
l → 0, mientras que sobre el infinito espacial, cuando r∗ → ∞, nuevamente el poten-

cial V (Sch)
l → µ2.

Cabe resaltar, que el caso de las perturbaciones a los campos sin masa (µ = 0 para el
campo escalar), puede ser visto como un caso particular de un formalismo más extenso,
pues su descripción teórica se puede generalizar en función de la propiedad de espı́n s

asociada a los campos. Para campos bosónicos (con s entero) sin masa, las perturbacio-
nes del campo escalar (s = 0), el campo electromagnético (s = 1) y el campo gravitacio-
nal (s = 2) satisfacen ecuaciones que tienen la misma forma. Ası́, de manera general, la
ecuación de RW para un campo bosónico sin masa en el fondo de Schwarzschild es

d2Ψsl

dr2
∗

+
[
ω2 − V

(Sch)
sl

]
Ψsl = 0, (3-175)

donde el potencial de Schwarzschild V (Sch)
sl = V

(Sch)
sl (r) se reescribe en la forma

V
(Sch)

sl =
(

1 − 2M
r

)(
l(l + 1)
r2 + 2M(1 − s2)

r3

)
. (3-176)

Esto quiere decir que las ecuaciones maestras encontradas en las expresiones (3-129)
y (3-170) para las perturbaciones escalares y electromagnéticas respectivamente, en el
caso homogéneo y en la métrica de Schwarzschild, pueden entenderse como casos par-
ticulares de la ecuación maestra generalizada (3-175).

Es importante tener en cuenta que existen otras formas de generalizar los potenciales
efectivos que describen a las perturbaciones de distintos campos de prueba, no es al-
go que se puede hacer solamente en campos bosónicos. Hay algunos formalismos que
permiten describir campos con s semi-entero, e.g., campos de Dirac que podrı́an estar
asociados a electrones o neutrinos [10, 108], sin embargo estos y otros casos no se dis-
cutirán en el presente trabajo. De cualquier forma, es de resaltar que actualmente las
investigaciones de las perturbaciones del campo gravitacional son consideradas, desde
un punto de vista observacional, como las más importantes debido a los proyectos re-
cientes de detección de ondas gravitacionales como el interferómetro láser del proyecto
LISA [5].
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Figura 3-10: Potencial de Schwarzschild V (Sch)
sl para perturbaciones escalares (s = 0),

electromagnéticas (s = 1) y gravitacionales (s = 2) en función de r∗ y para l = 2, 3.

En la Figura (3-10), se muestra el comportamiento del potencial efectivo de Schwarzschild
(3-176) para perturbaciones escalares (s = 0), electromagnéticas (s = 1) y gravitacionales
(s = 2) y en función de r∗ (se obtienen las mismas curvas que en [3] para el caso gra-
vitacional). En todos los casos, se evidencia que el potencial V (Sch)

sl → 0 en las regiones
asintóticas, r∗ → ±∞. También se ilustra cómo en el caso de las perturbaciones gravita-
cionales, el potencial siempre es notablemente menor, seguido del caso electromagnético
y luego del caso escalar.

Se puede observar también que estos potenciales efectivos poseen un máximo dado por
la condición

d

dr
V

(Sch)
sl

∣∣∣∣∣
r=rmax

= 0. (3-177)

Ésta da como resultado una ecuación cuadrática con la forma

βlr
2
max − 3M(βl − βs)rmax − 8M2βs = 0, (3-178)

donde βl = l(l + 1) y βs = (1 − s2).
Despejando de esta relación la coordenada radial del máximo r = rmax, se obtiene

rmax = 3M
2βl

βl − βs ±
√
β2

l + β2
s + 14

9 βlβs

 , (3-179)
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en la cual solo la rama positiva tiene sentido fı́sico. Cabe destacar, que esta expresión
para la coordenada radial rmax, es solamente para las perturbaciones del campo escalar
sin masa y sobre el espacio-tiempo de Schwarzschild. Como se discutirá más adelante,
en la mayorı́a de soluciones de tipo AN, sobre todo en las provenientes de teorı́as de
gravedad modificada, no es posible obtener una expresión analı́tica para la coordenada
radial rmax del punto máximo del potencial. Debido a esto, usualmente se debe recurrir a
los métodos numéricos para encontrar el resultado, necesario para calcular las frecuen-
cias de los QNMs.

Es importante notar que en el lı́mite en que el número multipolar l → ∞ (llamado el lı́mite
eikonal [24]) el valor del máximo rmax → 3M , por lo que coincide con la llamada esfera
de fotones del espacio-tiempo de Schwarzschild, i.e. en el lı́mite eikonal rmax → ref .
De todas formas, para valores pequeños de l la coordenada radial donde se ubica el
máximo aún sigue siendo cercana a ref . Para s = {0, 1, 2} y l = 2 el máximo esta en
rmax/M = {2.95, 3, 3.28} en cambio para s = {0, 1, 2} y l = 3 el máximo se encuentra
en rmax/M = {2.97, 3, 3.00} (Nótese que en el caso de las perturbaciones del campo
electromagnético (s = 1) sobre el fondo de Schwarzschild, siempre se cumple que rmax =
ref ).
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4. Modos cuasinormales de un agujero negro estático y esférica-

mente simétrico

Antes de definir a los QNMs, un ejemplo interesante para entender a las perturbaciones
de los ANs es el de una cuerda vibrante con extremos fijos [24]. Cualquier perturbación
sobre la cuerda viene descrito por la ecuación diferencial

∂2u

∂t2
= ∂2u

∂x2 (4-180)

con 0 ≤ x ≤ π y donde se ha tomado la velocidad de las ondas en la cuerda como c = 1 y
una longitud de L = π. Las condiciones de frontera de extremo fijo son u(t, 0) = u(t, π) =
0, de modo que la solución general u = u(t, x) se puede expresar como una expansión
de Fourier con la forma

u =
∞∑

n=1
(An cosnt+Bn sinnt) sinnx, (4-181)

donde An y Bn son constantes determinadas a partir de las condiciones iniciales del
sistema. Por ejemplo, si u(0, x) = u0 = u0(x) y ∂tu(0, x) = v0 = v0(x), estas constantes
vendrı́an dadas por

An = 2
π

∫ π

0
u0 sinnxdx, Bn = 2

nπ

∫ π

0
v0 sinnxdx. (4-182)

Al imponer la condición u(t, π) = 0 sobre la solución, se determina que la frecuencia ω de
la cuerda vibrante viene dada por la expresión

ω = 2πν = 2π c

2Ln = n, (4-183)

con n = {1, 2, 3, ...} y ν la frecuencia de oscilación de cada onda estacionaria. La combi-
nación lineal de la solución (4-181) representa una suma infinita de ondas estacionarias y
cada una de estas, con una forma dada por un valor de n fijo, se denomina un modo nor-
mal de oscilación. Ası́, la cuerda entra en resonancia solamente en ciertas frecuencias,
iniciando el modo normal con la frecuencia más baja (primer armónico o modo fundamen-
tal, n = 1), seguida de modos normales que poseen frecuencias de múltiplos enteros del
modo fundamental, e.g. el segundo armónico (n = 2), etc.

Si se generaliza el mismo problema de la cuerda vibrante con extremos fijos pero bajo un
potencial y una fuente que actúan como las fuerzas externas del sistema, es posible evi-
denciar mediante la construcción de la función de Green del sistema, que estos modos
normales de oscilación son las raı́ces del Wronskiano de las soluciones y por lo tanto,
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también corresponden a los distintos polos de la función de Green de la solución [24].

Ahora bien, para entender el concepto de QNMs, se puede recurrir a una explicación
usual y simple de estos, mediante un golpe a una copa de vino [112]. Si se perturba una
copa de vino golpeándola suavemente, esta resonará bajo ciertas frecuencias especı́fi-
cas que dependen tanto de la composición del vaso como del vino. Si este sistema fuera
cerrado, el vidrio resonarı́a para siempre generando un modo normal de oscilación. Sin
embargo, realmente éste es un sistema abierto y el vidrio dejará de resonar con el tiempo
hasta llegar a una configuración de equilibrio, por lo que no generarı́a modos normales,
sino más bien los llamados QNMs que describen a las oscilaciones amortiguadas. Las
copas de vino con diferentes cantidades de contenido resuenan a diferentes frecuencias
de los QNMs, de modo que es posible determinar la cantidad del contenido mediante
el sonido que hace cuando golpeamos la copa. De manera similar, si se perturba a los
objetos compactos en el universo, estos oscilarán hasta llegar a un estado de equilibrio,
irradiando energı́a hacı́a el infinito mediante ondas amortiguadas, las cuales pueden ser
interpretadas como perturbaciones del espacio-tiempo denominadas ondas gravitaciona-
les [112].

Los objetos astrofı́sicos que son suficientemente compactos como para generar QNMs
en el espacio-tiempo no son únicamente los ANs. Estudios actuales muestran que estas
perturbaciones también se esperarı́an para estrellas de neutrones o inclusive sobre otros
posibles sistemas de gravedad fuerte como lo son las estrellas de bosónes, los agujeros
de gusano, etc [5]. Por otro lado, el término de “modos cuasinormales” o “Quasinormal
Modes” ( QNMs) en inglés, fue propuesto inicialmente en 1971 en [113] para distinguir es-
tos modos de oscilaciones amortiguadas de los modos normales. Desde ese momento,
se podrı́a decir que se inicio un gran número de investigaciones alrededor de los QNMs
de los ANs, desarrollándose aplicaciones de bastante interés astrofı́sico a partir de la ob-
tención de las frecuencias de estas perturbaciones (brevemente discutidas en el apéndice
C).

Las frecuencias ω de los QNMs de un AN son números complejos con la forma

ω = ωR − iωI , (4-184)

donde la parte real,
ωR = 2πν, (4-185)

representa la frecuencia de oscilación de cada modo y la parte compleja,

ωI = 1/τ, (4-186)
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esta relacionada con el tiempo de decaimiento τ de cada modo [5]. Consecuentemente, la
métrica del espacio-tiempo que sirve de fondo es linealmente estable bajo perturbaciones
si todos los QNMs tienen una frecuencia con parte imaginaria positiva (ωI > 0) mientras
que el fondo serı́a inestable si al menos uno de los QNM tiene una parte imaginaria ne-
gativa (ωI < 0) [5].

Los ANs perturbados son un sistema abierto que pierde energı́a al emitir radiación y de-
bido a esto, las ondas de los QNMs de la perturbación decaen con el tiempo sobre una
región infinita. La frecuencia y el tiempo de amortiguamiento τ de los QNMs dependen de
cada sistema en especı́fico y de sus propiedades fundamentales. Por ejemplo, los QNMs
de los ANs de Schwarzschild, solo vienen determinados por su masa, M , mientras que
para los ANs de Kerr, dependen tanto de la masa, M , como del espı́n, a [3]. El espectro de
los QNMs de un AN son un conjunto infinito de frecuencias angulares complejas, ω, que
corresponden a los autovalores de la ecuación maestra que describe las perturbaciones
del sistema [5].

Estas perturbaciones pueden aparecer en el espacio-tiempo cuando un AN se traga a un
objeto más pequeño que se mueve en trayectorias en espiral con una relación de masa
extrema (órbitas EMRIs en inglés). Estas trayectorias pueden ser encontradas cerca de
los centros galácticos, donde estrellas, ANs estelares y estrellas de neutrones se pueden
encontrar orbitando a un AN supermasivo. Se espera que estas órbitas EMRIs y el estu-
dio de sus ondas gravitacionales puedan ser analizadas observacionalmente por futuros
detectores más sensibles que LIGO, como el interferómetro del proyecto LISA [5]. Con-
secuentemente, en los últimos años ha habido un gran número de investigaciones en las
cuales se han desarrollado variados método numéricos y semi-analı́ticos para calcular
el espectro de los QNMs alrededor de ANs provenientes de distintas teorı́as de grave-
dad [3,10–58]. De manera simultanea, una serie de novedosas soluciones de tipo AN se
han venido publicando, entre estas se encuentran las relacionadas con el espacio-tiempo
de los ANs de la gravedad de EGB 4D. En [10–13, 59–63] fueron estudiados los QNMs
de estos ANs y cabe resaltar que una de las metodologı́as que más fue utilizada corres-
ponde al denominado método de la aproximación WKB, el cual será brevemente descrito
en la siguiente subsección. En esta tesis se estudian los QNMs en el espacio-tiempo de
un AN AdS con carga eléctrica y bajo la gravedad de EGB 4D, aprovechando el hecho
de que esta solución permite analizar distintos efectos sobre las perturbaciones que otras
teorı́as, como la RG, no tienen en cuenta.

De manera adicional, debido a las unidades usadas, es importante tener presente el factor
de conversión de las frecuencias [5],
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3.231
(10M⊙

M

)
kHz. (4-187)

Por ejemplo, para una perturbación sobre el AN de Schwarzschild, el modo fundamen-
tal n = 0 con l = 2 tiene una frecuencia de ω = 0.37367 − 0.08896i [5], de modo que
multiplicando el factor de la expresión anterior por ωR y por 2πωI , este QNM tendrı́a una
frecuencia de

v = 1.207
(10M⊙

M

)
kHz (4-188)

y un tiempo de decaimiento dado por

τ = 0.554
(

M

10M⊙

)
ms. (4-189)

Adicionalmente, también es posible mostrar mediante la construcción de la función de
Green, que las frecuencias de los QNMs corresponden a las raı́ces del Wronskiano de
las soluciones y por lo tanto, también se identifican con los distintos polos de la función de
Green de la solución [24]. Las frecuencias de los QNMs vienen etiquetadas con un núme-
ro entero n, que es el mismo número armónico del caso de los modos normales. En esta
ocasión, el modo n = 0 es conocido como el modo fundamental y corresponde al menos
amortiguado y al más duradero, por lo que suele dominar la forma de la perturbación en
el caso realista [24].

4.1. Aproximación WKB

El formalismo que se emplea para encontrar a los QNMs de un AN depende de la geo-
metrı́a que los describe. Este trabajo esta concentrado en las perturbaciones escalares
y electromagnéticas de ANs estáticos y esféricamente simétricos. Por fortuna, el forma-
lismo detrás del calculo de los QNMs de estas perturbaciones se puede generalizar para
cada tipo de AN. Entre los primeros acercamientos teóricos desarrollados para calcular
las frecuencias de los QNMs de un AN de manera semi-analı́tica, se encuentra el método
de la aproximación de Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB), introducido inicialmente por B.
Schutz y C. Will [90]. A continuación se ilustrará cómo esta fundamentado el método WKB.

Inicialmente, es posible reconocer que las ecuaciones (3-129), (3-170) y (3-175) se resu-
men en la ecuación de RW, que en el caso homogéneo se puede expresar [24]

d2Ψ
dr2

∗
+ ΩΨ = 0, (4-190)

donde Ω = Ω(r∗) dado por
Ω = ω2 − V. (4-191)
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En analogı́a a la mecánica cuántica, la expresión (4-190) describe la misma ecuación de
Schrödinger para una partı́cula de masa m y energı́a E moviéndose sobre una barrera
de potencial con

Ω = −2m
ℏ2 [V − E]. (4-192)

Aquı́ los autovalores de la energı́a E son reales debido a que el sistema es conserva-
tivo. Analizando las diferentes regiones del potencial, antes y después de los puntos de
retorno en que Ω = 0, se pueden estudiar las distintas condiciones y propiedades útiles
del método a distintos ordenes de la perturbación, investigaciones que están relaciona-
das con las soluciones de las llamadas aproximaciones de la “óptica geométrica” y de la
“óptica fı́sica” [24].

4.1.1. Fundamentos a primer orden

Si se introduce el valor de la coordenada tortuga en la cual se alcanza el punto máximo del
potencial r̃∗, el potencial evaluado en este punto serı́a V (r̃∗) = V0. Luego, Expandiendo
en series de Taylor alrededor de r̃∗, a primer orden se tiene

Ω = Ω0 + 1
2Ω′′

0 (r∗ − r̃∗)2 + O (r∗ − r̃∗)3 + ... (4-193)

con Ω0 = ω2−V0 y Ω′′
0 = −V ′′

0 . Nótese que el segundo término de la expansión no aparece,
ya que corresponde a la condición del punto máximo del potencial. Después, al remplazar
esta expansión en la ecuación diferencial (4-190) y realizar un cambio de variable de la
forma

z = (2Ω′′
0)1/4eiπ/4 (r∗ − r̃∗) (4-194)

se obtiene de forma aproximada

d2Ψ
dz2 +

− iΩ0√
2Ω′′

0

− 1
4z

2

Ψ = 0. (4-195)

Definiendo al parámetro ξ como

ξ = −1
2 − iΩ0√

2Ω′′
0

, (4-196)

la ecuación diferencial se puede reescribir como

d2Ψ
dz2 +

[
ξ + 1

2 − 1
4z

2
]

Ψ = 0. (4-197)
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La anterior expresión es conocida como la ecuación de Weber-Hermite o del cilindro
parabólico [114] y tiene como solución

Ψ = ADξ(z) +BD−ξ−1(iz). (4-198)

Esto corresponde a una superposición de funciones parabólicas cilı́ndricas Dξ(z) lineal-
mente independientes. En [114] se desarrollan estas funciones en detalle, identificando
propiedades tales como

Dξ(z) = eiπξDξ(−z) +
√

2π
Γ(−ξ)e

i(ξ+1)π/2D−ξ−1(−iz). (4-199)

Por otro lado, es de particular interés en este caso el comportamiento asintótico de Dξ(z).
Para r∗ > 0, se tiene que arg(z) = −π/4, por lo que z → ∞ implica que [111]

Dξ(z) ∼ zξe−z2/4 (4-200)

Por otro lado, si r∗ < 0, se tiene arg(z) = 3π/4 y el correspondiente comportamiento
asintótico de Dξ(z) es [111]

Dξ(z) ∼ zξe−z2/4 −
√

2π
Γ(−ξ)e

iπξz−ξ−1ez2/4. (4-201)

En esta expresión, el factor que acompaña a ez2/4 en el segundo término de la derecha
representa un modo saliente de las perturbaciones. Al imponer las condiciones de frontera
discutidas en la anterior sección, éste término debe anularse debido a que las soluciones
cerca del horizonte de eventos no deben tener modos salientes. Por lo tanto, la única
forma en que se cumplan las condiciones de frontera de un AN, es exigiendo que [24]

1
Γ(−ξ) = 0, (4-202)

lo cual es valido si ξ se convierte en un entero positivo, i.e. ξ = n con n = {0, 1, 2, ...}.
Consecuentemente, utilizando este valor de ξ en la expresión (4-196) se obtiene

Ω0√
2Ω′′

0

= i
(
n+ 1

2

)
(4-203)

y remplazando alos valores de Ω0 y Ω′′
0 se tiene

ω2 = V0 − i
√

−2V ′′
0

(
n+ 1

2

)
. (4-204)

Esta última ecuación proporciona las frecuencias de los QNMs a primer orden en la apro-
ximación WKB [23, 24]. En esta ocasión, las frecuencias de los QNMs nuevamente se
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encuentran etiquetados con el número armónico o de “sobretono” n, análogas a las fre-
cuencias de los modos normales de oscilación de la ecuación (4-183). Aunque en esta
ocasión se ha conseguido esta fórmula de manera analı́tica, no siempre es posible en-
contrar analı́ticamente el valor de la coordenada tortuga en la cual se alcanza el punto
máximo del potencial r̃∗ y por ello, la aproximación WKB es, en general, una metodologı́a
semi-analı́tica.

4.1.2. Método WKB a ordenes superiores

Anteriormente se mostró la deducción de la ecuación encontrada por B. Schutz y C. Will
en 1985 [90] para las frecuencias de los QNMs de un AN a 1er orden mediante el método
WKB. Es importante notar que en ésta fórmula a 1er orden (4-204), tanto la parte real ωR

como la parte imaginaria ωI de las frecuencias al igual que el número de sobretono n,
dependen únicamente del potencial máximo, V0, y de la segunda derivada del potencial
evaluada en el punto máximo, V ′′

0 . Cuando se introdujo éste método, se estimaron los
QNMs de las perturbaciones gravitacionales del AN de Schwarzschild con un error de
aproximadamente un 6 % [90,115].

S. Iyer y C. Will, en 1987 [45], extendieron el método de la aproximación WKB hasta el 3er

orden de la expansión del potencial de RW, mejorando la precisión del método para llegar
a un error estimado de menos de 1 % [115] para n = 0. La formula de las frecuencias de
los QNMs del 3er orden del método WKB es [24,45]

ω2 =
[
V0 +

√
−2V ′′

0 Γ̃1

]
− iλ

√
−2V ′′

0 [1 + Γ̃2], (4-205)

con

Γ̃1 = 1√
−2V ′′

0

1
8

V (4)
0
V ′′

0

(1
4 + λ2

)
− 1

288

(
V ′′′

0
V ′′

0

)2 (
7 + 60λ2

) , (4-206a)

Γ̃2 = − 1
2V ′′

0

 5
6912

(
V ′′′

0
V ′′

0

)4 (
77 + 188λ2

)
− 1

384
V ′′′2

0 V
(4)

0
V ′′3

0

(
51 + 100λ2

)
(4-206b)

+ 1
2304

V (4)
0
V ′′

0

2 (
67 + 68λ2

)
+ 1

288
V ′′′

0 V
(5)

0
V ′′2

0

(
19 + 28λ2

)
− 1

288
V

(6)
0
V ′′

0

(
5 + 4λ2

) ,
donde λ = n + 1/2 y con V ′′′

0 y V
(j)

0 la tercera y la j-ésima derivada del potencial res-
pectivamente, ambas evaluadas en la coordenada radial del punto máximo. Tomando
Γ̃1 = Γ̃2 = 0 en la ecuación (4-205), claramente se obtiene la formula del método WKB a
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1er orden de la ecuación (4-204). Las formulas del método WKB a 1er y 3er orden dan re-
sultados satisfactorios siempre que l > n, condición que por suerte coincide con el hecho
de que el modo más pequeño para las perturbaciones electromagnéticas y gravitaciona-
les correspondan a l = 1 y l = 2, respectivamente. De todas formas, estas formulas dan
los mejores resultados cuando l ≫ n y cuando l = n estos son aceptables [24,115].

Luego, en el 2003 Konoplya [25] realizó la extensión de la formula del método WKB a
6to orden, dando resultados más precisos que las formulas previas [115]. Esta extensión
resulta en

i (ω2 − V0)√
−2V ′′

0

−
6∑

j=2
Γj = n+ 1

2 , (4-207)

donde las ultimas contribuciones del orden 6to del método WKB dadas por Γj pueden ser
consultadas en [25] ya que por extensión, no se compartidas aquı́. Esta formula tiene
términos dependientes de hasta V (12)

0 , es decir la doceava derivada del potencial evalua-
do en la coordenada radial del punto máximo. En el 2017, J. Matyjasek y M. Opala [21]
desarrollaron la extensión de la formula del método WKB a 13vo orden. Sin embargo, se ha
mostrado que no se garantiza una convergencia en cada orden y además, el incluir más
ordenes de la expansión no asegura que se obtendrán resultados más precisos [115].
Finalmente, hay un acercamiento adicional denominado la aproximación de Padé, utili-
zado por J. Matyjasek y M. Opala en [21], en el cuál se modifica y mejora al método de
WKB para proporcionar, de manera semi-analı́tica, resultados más precisos en ordenes
superiores [115].

4.2. Otros métodos para encontrar los QNMs de un AN

Además del método de la aproximación WKB, otro de los primeros formalismos teóricos
desarrollados para calcular las frecuencias de los QNMs de un AN de manera semi-
analı́tica fue introducido en 1984 por V. Ferrari y B. Mashhoon [42] y consite en aproximar
el potencial de RW al reconocido potencial de Pöschl-Teller, de manera que la ecuación
de RW homogénea tomarı́a la forma [23]

∂2Ψ
∂r2

∗
+
[
ω2 − V0

cosh2 η (r∗ − r̄∗)

]
Ψ = 0, (4-208)

con
η2 = V ′′

0
2V0

. (4-209)

Luego de hacer algunas sustituciones y de manera similar a como se hizo con la aproxi-
mación WKB, es posible llevar la ecuación (4-208) a una ecuación diferencial de la cual se
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concozcan sus soluciones. En este caso las soluciones corresponden a las funciones hi-
pergeométricas. Analizando el comportamiento asintótico de estas funciones, es posible
dar con una formula semi-analı́tica para las frecuencias de los QNMs, dada por [23]

ω = ±
√
V0 − η2

4 − iη(n+ 1
2). (4-210)

En este caso, tanto la parte real como la parte imaginaria de las frecuencias, dependen
del potencial y de su segunda derivada evaluados en la coordenada del punto máximo.
No obstante, solamente la parte imaginaria, ωI , depende del número de sobretono, n. De
modo que, este formalismo podrı́a proporcionar mejores resultados para ωI que aquellos
obtenidos mediante la formula del método WKB a 1er orden de la ecuación (4-204). Este
desarrollo no es muy recomendado para estudiar la parte real ωR de las frecuencias de
las perturbaciones, a menos de que se trate del limite eikonal (l → ∞) o del modo funda-
mental (n=0) [23].

Por otro lado, éstas formulas semi-analı́ticas, no proporcionan resultados con una pre-
cisión satisfactoria cuando n ≥ l y tampoco cuando el potencial contiene alguna diver-
gencia, como sucede en las perturbaciones del campo escalar masivo, particularmente
cuando v0 < µ2 (ver Figura (3-9)) o en las regiones asintóticas del potencial aparece cuan-
do se consideran los casos dS y AdS. Cuando se tienen estas divergencias, claramente
no se satisfacen las condiciones requeridas por los formalismos, pues estos necesitan
que al menos sea posible la identificación del punto máximo caracterı́stico de la barrera
de potencial. Recientemente se ha mostrado que los QNMs en la gravedad AdS tienen
una interpretación directa con la teorı́a conocida como de gauge dual, relacionada con la
teorı́a de campos conformes, y que ayudan a predecir la entropı́a de los ANs en la grave-
dad cuántica de bucles [25]. Por esto motivos, se han propuesto otros enfoques alternati-
vos para calcular las frecuencias de los QNMs entre los que se encuentran acercamientos
clásicos y numéricos como el método de Chandrasekhar-Detweiler, la integración directa
de la ecuación de onda, el método de las series de Frobenius y sus ramificaciones, el
método de las fracciones continuas y la técnica de monodromı́a para QNMs altamente
amortiguados (estos y otros formalismos son discutidos en [22, 23]). Adicionalmente, en
los últimos años se han desarrollado otros formalismos novedosos y computacionales
alternativos con los cuales se puede obtener a las frecuencias de los QNMs de los ANs
como el método de la sumatoria de Borel [17], el paquete de Mathematica de Jansen [116]
o a partir del uso de redes neuronales prealimentadas [117].



84

5. Cálculo de las frecuencias de los modos cuasinormales

A continuación se mostrarán los resultados obtenidos de las frecuencias ω de los QNMs
de las perturbaciones a los campos escalares y electromagnéticos sobre los fondos de
los ANs compartidos en la Tabla 5-4.

Agujero Negro Campo perturbado Figura Tabla

Schwarzschild
f (Sch)

Escalar masivo (5-15) (A-5)

Escalar sin masa
(5-16)
(5-23)

(A-6)

Electromagnético (5-31) (B-13)

Reissner-Nordström
f (RN)

Escalar sin masa
(5-17)
(5-23)

(A-7)

Electromagnético (5-31) (B-14)

Einstein-Gauss-Bonnet 4D
f (EGB)

Escalar sin masa
(5-18)
(5-23)

(A-8)

Electromagnético (5-31) (B-15)

Reissner-Nordström
Einstein-Gauss-Bonnet 4D

f (RN−EGB)

Escalar sin masa

(5-19)
(5-21)
(5-22)
(5-23)

(A-9)
(A-10)
(A-11)

Escalar masivo (5-20) (A-12)
Electromagnético (5-31) (B-16)

AdS Reissner-Nordström
Einstein-Gauss-Bonnet 4D

f (AdS−RN−EGB)
Electromagnético

(5-27)
(5-28)
(5-29)
(5-30)
(5-31)

(B-17)
(B-18)
(B-19)
(B-20)

Tabla 5-4: Resumen de todos los resultados obtenidos para las frecuencias de los
QNMs de los espacio-tiempos en estudio.

Para calcular a las frecuencias ω de los QNMs, en este trabajo se han utilizan los métodos
de la aproximación WKB a 1er, 3er y 6to orden de la expansión del potencial propuestos
en [25, 45, 90], junto con el método semi-analı́tico del potencial de Pöschl-Teller [42]. Por
simplicidad, se denotarán a los ANs AdS cargados eléctricamente y en la gravedad de
EGB 4D como ANs de AdS-RN-EGB 4D. En la Tabla 5-4, se da un resumen de todos los
ANs a los que se les obtuvieron las frecuencias de sus QNMs, también se ilustran los
números de las correspondientes figuras y tablas que contienen los datos precisos de las
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frecuencias. Todas las tablas con los resultados son compartidas en los apéndices A y B
de este trabajo.

Antes de presentar los resultados, es importante tener presente la siguiente considera-
ción: si se quiere generalizar el problema de autovalores de la ecuación de RW para
un campo bosónico sin masa como se realizó para el espacio-tiempo de Schwarzschild
(3-175) para el caso de los ANs de AdS-RN-EGB 4D de la ecuación (2-77), el potencial
de RW tomarı́a la forma

V
(AdS−RN−EGB)

sl = f−

[
l(l + 1)
r2 + 2(1 − s2)

r2

(
3Mr − 2Q2

r2 + 2α− 2αf−
+ f− − 1

)]
. (5-211)

Recordando que f− = f (AdS−RN−EGB), esta expresión es valida para las perturbaciones
de los campos escalares (s = 0) y de los campos electromagnéticos (s = 1). No obstante,
este formalismo debe modificarse cuando se quiere encontrar a las frecuencias de los
QNMs de las perturbaciones gravitacionales sobre la métrica AdS-RN-EGB 4D debido a
las contribuciones adicionales del acoplamiento de GB. Como consecuencia, en este tra-
bajo no se incluye ni se generaliza la ecuación de RW en el caso gravitacional. En [13] se
presenta la ecuación maestra del campo gravitacional en la teorı́a de EGB 4D. Allı́ se des-
taca que los potenciales de las perturbaciones gravitacionales dependen de la dimensión
D y, por tanto, también están sujetos al reescalamiento α → α/(D−4) o a los cambios que
surjan sobre D en los procesos de regularización para obtener la solución. Esto sugiere
que es importante ser cuidadoso al considerar estos detalles adicionales al estudiar las
perturbaciones gravitacionales en la métrica de EGB 4D y en otras soluciones de tipo AN
relacionadas.

5.1. Resultados de las perturbaciones del campo escalar

De manera general, la ecuación de RW de la expresión (3-129) describe el comporta-
miento de las perturbaciones del campo escalar masivo sobre un espacio-tiempo estático
y esféricamente simétrico. Al remplazar allı́ al espacio-tiempo de un AN cargado eléctri-
camente con Λ y en la gravedad de EGB 4D, dado por la solución f− = f (AdS−RN−EGB)

(2-77), es posible obtener la ecuación maestra sobre este fondo, que en su forma ho-
mogénea estará dada por

d2Φl

dr2
∗

+
[
ω2 − V

(AdS−RN−EGB)
l

]
Φl = 0. (5-212)

Recordando que ω representa a las frecuencias de los QNMs de las ondas amortiguadas
de la perturbación y que r∗ corresponde a la coordenada tortuga que viene definida por
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la ecuación (3-128). Además, V (AdS−RN−EGB)
l = V

(AdS−RN−EGB)
l (r) es el potencial efectivo

de la métrica f (AdS−RN−EGB), el cual se analizará en la siguiente sección.

5.1.1. Potencial del campo escalar

Para definir al potencial efectivo de las perturbaciones al campo escalar masivo, hay que
tener presente que sobre el elemento de lı́nea de la ecuación (3-126), se cumple que
f = h para el espacio-tiempo general de f− = f (AdS−RN−EGB). De manera que, rempla-
zando a esta solución junto con su derivada f ′

− dadas en las ecuaciones (2-77) y (2-82),
respectivamente, en la ecuación (3-130) del potencial de RW, se obtiene

V
(AdS−RN−EGB)

l = f−

r2

(
µ2r2 + l(l + 1) − 2(1 − f−) + 2(3Mr − 2Q2)

r2 + 2α(1 − f−)

)
, (5-213)

recordando que l es el número multipolar (que en el caso de las perturbaciones al cam-
po escalar toma los valores de l = 0, 1, 2, ...) proveniente de la expansión en armónicos
esféricos del campo escalar Φl y que µ representa al parámetro de masa del campo es-
calar. Esta expresión del potencial del caso de las perturbaciones escalares, corresponde
a la ecuación (5-211), en el caso en el que el espı́n del campo bosónico es s = 0.

Ahora bien, se debe encontrar a la coordenada radial del máximo local de este potencial,
la cual viene dada por la condición

d

dr
V

(AdS−RN−EGB)
l

∣∣∣∣∣
r=rmax

= 0, (5-214)

que explı́citamente se puede reescribir como[
f−f

′
−

(
f ′

−
r

+ l(l + 1)
r2 + µ2

)
+ f 2

−

(
f ′′

−
r

−
f ′

−
r2 − 2l(l + 1)

r3

)∣∣∣∣∣
r=rmax

= 0. (5-215)

Por otro lado, las frecuencias se deben calcular en el dominio de r, de manera que
V0 = V (rmax). Sin embargo, las ecuaciones de los métodos discutidos anteriormente
se encuentran en función de la coordenada tortuga, r∗. Por lo tanto, usando la regla de la
cadena, se obtiene que

V ′′
0 =

[
f−

d

dr

[
f−

d

dr
V

(AdS−RN−EGB)
l

]∣∣∣∣∣
r=rmax

. (5-216)

Para utilizar las ecuaciones del método de la aproximación WKB a ordenes superiores,
esta regla de la cadena se debe reproducir para calcular cada una de las derivadas de or-
denes superiores del potencial evaluadas en el máximo (para el método WKB a 6to orden
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se debe calcular hasta la derivada V (12)
0 ). Posteriormente, es evidente que la condición de

la ecuación (5-215) no tiene una solución analı́tica. Por consiguiente, la coordenada rmax,
necesaria para encontrar a las frecuencias de los QNMs, será encontrada de manera
numérica.

Figura 5-11: Potencial V (AdS−RN−EGB)
l de la ecuación (5-213) para perturbaciones

escalares (s = 0), en función de r y tomando distintos valores de Λ
(con l = 2, α = 0.1, Q = 0.5 y µ = 0).

Antes de proceder con el calculo de las frecuencias, es importante analizar si efectiva-
mente el potencial V (AdS−RN−EGB)

l cumple con las condiciones impuestas en las regiones
asintóticas por los métodos de WKB y del potencial de Pöschl-Teller. De manera que,
en la Figura (5-11) se muestra el comportamiento del potencial V (AdS−RN−EGB)

l en fun-
ción de r, en el caso de las perturbaciones del campo escalar sin masa (µ = 0). Allı́
se ilustra a V (AdS−RN−EGB)

l para distintos valores de la constante cosmológica Λ, eviden-
ciándose que el potencial satisface la condición en el horizonte de eventos del AN, donde
V

(AdS−RN−EGB)
l (r+) = 0. No obstante, es claro también que este potencial en la región

asintótica hacı́a el infinito positivo diverge cuando Λ ̸= 0. En ese sentido, el potencial no
cumple las condiciones de frontera de tipo AN discutidas en la sección 3.1.2, pues estarı́a
en contra de la proposición de la eliminación de los modos salientes de las perturbacio-
nes en el infinito dada por la ecuación (4-202).
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De todas formas, el potencial de la Figura (5-11) es bien comportado cuando Λ = 0 en la
región espacial asintótica, r → ∞. De esta manera

V
(RN−EGB)

l (r → r+) = V
(RN−EGB)

l (r → ∞) = 0. (5-217)

Figura 5-12: Potencial V (RN−EGB)
l de la ecuación (3-176) para perturbaciones escalares

(s = 0), en función de r y tomando distintos valores de α y Q
(con l = 2 y µ = 0).

Adicionalmente, en la Figura (5-12) se muestra el comportamiento del potencial V (RN−EGB)
l

cerca del horizonte de eventos para diferentes valores de la carga eléctrica Q y del
parámetro α de GB. Allı́ se evidencia el efecto de la variación de estos parámetros
geométricos sobre el valor del horizonte de eventos y sobre el máximo del potencial.
Para mayores valores de la carga eléctrica Q y del parámetro α, se obtiene que el valor
del horizonte de eventos r+ de la solución disminuye, resultado consistente con lo ilustra-
do anteriormente en las Figuras (2-2) y (2-3). También en la Figura (5-12) se ve que para
mayores valores de la carga eléctrica Q y del parámetro α el máximo del potencial crece
y es alcanzado en una coordenada radial rmax más pequeña.
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Figura 5-13: Potencial V (RN−EGB)
l de la ecuación (3-176) para perturbaciones escalares

(s = 0), en función de r y tomando distintos valores de µ
(con l = 2, α = 0.1 y Q = 0.5).

Por otro lado, el comportamiento del potencial V (RN−EGB)
l en el caso de las perturbaciones

del campo escalar masivo (µ ̸= 0) es ilustrado en la Figura (5-13). Es claro que en este
caso también se cumple V (RN−EGB)

l (r → r+) = 0. Sin embargo, también es evidente que
en la región asintótica, r → ∞, al igual que en lo obtenido en el AN de Schwarzschild
registrado en las Figuras (3-8) y (3-9), el potencial toma el valor

V
(RN−EGB)

l (r → ∞) = µ2, (5-218)

por lo que hay que ser cautelosos con el valor del parámetro de masa del campo escalar,
pues para aplicar los métodos de WKB y del potencial de Pöschl-Teller para calcular las
frecuencias de los QNMs, se debe asegurar que al menos V (RN−EGB)

l (rmax) > µ2.

En conclusión, para comparar el comportamiento del potencial V (AdS−RN−EGB)
l con los

potenciales correspondientes de las métricas de los casos limites particulares, la Figura
(5-14) muestra todos los potenciales para el caso de las perturbaciones escalares sin
masa (µ = 0). Allı́ se corrobora el hecho de que únicamente en el caso del AN descrito
por la solución f (AdS−RN−EGB), su respectivo potencial efectivo diverge. Adicionalmente,
también se asegura que tanto el potencial V (RN−EGB)

l , como el de sus casos particulares
de Schwarzschild, RN y EGB 4D, se comportan adecuadamente en la región asintótica
hacı́a el infinito positivo, r → ∞, donde V (Sch)

l = V
(RN)

l = V
(EGB)

l = 0.
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Figura 5-14: Potencial Vl de la ecuación (3-176) para perturbaciones escalares (s = 0),
en función de r y para los casos lı́mite particulares principales

(con l = 2 y µ = 0).

Debido a estos resultados previos, en la siguiente sección no se buscaran las frecuencias
sobre la solución de f (AdS−RN−EGB), sino que se aplicarán los métodos de WKB y del
potencial de Pöschl-Teller para calcular las frecuencias de los QNMs sobre el espacio-
tiempo descrito por f (RN−EGB) y sobre sus casos particulares, tanto en el caso de las
perturbaciones del campo escalar masivo (µ ̸= 0) como en las del campo escalar sin ma-
sa (µ = 0).

5.1.2. Modos cuasinormales del campo escalar

A continuación, se presentaran los principales resultados de este trabajo, los cuales co-
rresponden a las frecuencias ω de los QNMs de las perturbaciones del campo escalar
del AN de RN-EGB 4D descrito por la solución f (RN−EGB) de la ecuación (2-77) y sobre
sus casos particulares principales denotados en la Tabla 5-4. Se va a mostrar un análi-
sis de las frecuencias ω de los QNMs, calculadas a partir del método del potencial de
Pöschl-Teller propuesto en [42] y por el método de la aproximación WKB a 1er, 3er y 6to

orden introducidos en [25,45,90]. Algunos de los resultados de los datos precisos de las
frecuencias ω de los QNMs del campo escalar obtenidos, son compartidos en el apéndice
A de este trabajo.
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Inicialmente, se dan a conocer los resultados obtenidos de las frecuencias ω de los QNMs
del campo escalar masivo (µ ̸= 0) sobre la solución de Schwarzschild, pues hay que reco-
nocer que probablemente ésta sea la solución más estudiada en la investigación teórica
de ANs. En la Figura (5-15), se evidencia el comportamiento de la parte real ωR y de la
parte imaginaria ωI del modo fundamental (n = 0) de las perturbaciones en función del
parámetro de la masa µ del campo escalar.

Figura 5-15: Frecuencias de los QNMs del campo escalar masivo en el espacio-tiempo
de Schwarzschild. A la izquierda se muestra la parte real ωR y la derecha la parte
imaginaria ωI del modo fundamental (n = 0) en función del parámetro µ (con l = 2,

Q = 0, α → 0 y Λ = 0).

De la Figura (5-15) es claro que los resultados obtenidos para las frecuencias de los
QNMs del campo escalar masivo (µ ̸= 0) se comportan de manera consistente entre
los distintos métodos utilizados. Los resultados de los cuatro métodos usados muestran
de manera simultanea el efecto del parámetro de masa µ del campo escalar sobre las
perturbaciones, revelando que para mayores valores de la masa µ, se obtiene un efecto
monótonamente creciente sobre la parte real de las frecuencias ωR y un efecto monóto-
namente decreciente sobre la parte imaginaria de las frecuencias ωI . Efectivamente, el
aumento de la masa µ hace que las perturbaciones del campo escalar oscilen con mayor
amplitud en un tiempo de decaimiento también más grande.
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Estos resultados evidenciados en la Figura (5-15) y en la Tabla (A-5), son consistentes
con los previamente reportados en [118–120] para perturbaciones del campo escalar
masivo sobre el AN de Schwarzschild, RN y de Bardeen respectivamente. En [118], se
afirma que este comportamiento de las frecuencias se debe a que, al aumentar la masa
µ del campo escalar, se genera un incremento en el punto máximo del potencial de RW,
hecho que se puede apreciar claramente en la Figura (5-12), especı́ficamente en el AN
de Schwarzschild.

Figura 5-16: Frecuencias de los QNMs del campo escalar no masivo en el
espacio-tiempo de Schwarzschild. Se muestra la parte real ωR y la parte imaginaria ωI

de los 6 primeros números de sobretono n para l = 6. Los números sobre cada
frecuencia corresponden a n (con Q = 0, α → 0, Λ = 0 y µ = 0).

En la Figura (5-16) se muestra el comportamiento de los resultados obtenidos para las
frecuencias de los QNMs del campo escalar no masivo (µ = 0) en el espacio-tiempo de
Schwarzschild. Allı́ se muestran la parte real ωR y la parte imaginaria ωI de los 6 primeros
números de sobretono n para l = 6 utilizando los métodos del potencial de Pöschl-Teller y
de la aproximación WKB a 1er, 3er y 6to orden. Los números que etiquetan a cada frecuen-
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cia son del número de sobretono n. Atendiendo las sugerencias mencionadas acerca de
los alcances del método de la aproximación WKB, brevemente discutidas en la sección
4.1, se evidencia que hay una convergencia entre los resultados de la aproximación WKB
a 3er y 6to orden, lo que se deba probablemente a una mayor precisión en estos resul-
tados. De todas formas, es bien sabido en la literatura [25, 45, 115] que el método de la
aproximación WKB a 1er orden es el menos preciso, lo cual se apreciará en las figuras
de los resultados de este trabajo. Además, la Figura (5-16) demuestra que el método del
potencial de Pöschl-Teller brinda resultados precisos solo en cuanto a la parte real, ωR,
de las frecuencias del modo fundamental (n = 0) [24, 42]. Sin embargo, es importante
destacar que aún ası́, el método de Pöschl-Teller brinda mejores resultados en cuanto a
la parte imaginaria, ωI , de las frecuencias (n ̸= 0), en comparación con el método de la
aproximación WKB a 1er orden.
la Figura (5-16) también muestra que el método del potencial de Pöschl-Teller solo da
resultados precisos en la parte real ωR de las frecuencias del modo fundamental (n = 0)
[24,42], pero aún ası́ proporciona resultados más precisos de la parte imaginaria ωI para
(n ̸= 0) en comparación con el método de aproximación WKB de 1er orden.

Estos resultados obtenidos sobre el fondo de Schwarzschild son consistentes con aque-
llos publicados en [25, 42] y en la base de datos de QNMs dada en [121]. Allı́ se ilustra
el tı́pico comportamiento de las frecuencias de los QNMs para los primeros valores del
número de sobretono n con n ≤ l = 6, verificando que, a más grandes valores de n se
obtienen menores valores de la parte real ωR y mayores valores para la parte imaginaria
ωI de las frecuencias.

Los siguientes resultados son obtenidos para las frecuencias de los QNMs del campo
escalar sin masa sobre la solución de RN, mostrados en la Tabla (A-7) y en las Figuras
(5-17) y (5-23), los cuales son coherentes con los previamente obtenidos en [42, 122].
Allı́ se evidencia que la parte real ωR de las frecuencias crece exponencialmente con res-
pecto al aumento de la carga eléctrica Q del AN. Además, se obtiene el comportamiento
tı́pico de la parte imaginaria ωI en función de la carga eléctrica, el cuál no es monótono,
mostrando que existe un valor máximo de ωI para un valor de Q particular.
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Figura 5-17: Frecuencias de los QNMs del campo escalar sin masa en el espacio-tiempo de
RN. A la izquierda se muestra la parte real ωR y la derecha la parte imaginaria ωI del modo
fundamental (n = 0) en función de la carga eléctrica Q (con l = 2, α → 0, Λ = 0 y µ = 0).

Figura 5-18: Frecuencias de los QNMs del campo escalar sin masa en el espacio-tiempo de
EGB 4D. A la izquierda se muestra la parte real ωR y la derecha la parte imaginaria ωI del modo

fundamental (n = 0) en función de α (con l = 2, Λ = 0 y µ = 0).
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En la Tabla (A-8) y en las Figuras (5-18) y (5-23) se comparten los resultados de las
frecuencias de los QNMs del campo escalar sin masa sobre el espacio-tiempo de EGB
4D. Las frecuencias obtenidas en este caso son consistentes con los previamente publi-
cados en [13, 60]. Aquı́ se evidencia que el efecto de α sobre las frecuencias es similar
al efecto debido por el parámetro µ del campo escalar masivo. Los cuatro métodos utili-
zados muestran al mismo tiempo que para mayores valores del parámetro α, se obtiene
un efecto monótonamente creciente en la parte real de las frecuencias ωR y un efecto
monótonamente decreciente en la parte imaginaria de las frecuencias ωI . Al igual que
con µ, aquı́ podrı́amos decir que este efecto del parámetro α, como se puede ver en la
Figura (5-13), se debe al crecimiento del valor del máximo del potencial efectivo V0 cada
vez que la constante α también aumenta.

Figura 5-19: Frecuencias de los QNMs del campo escalar no masivo en el
espacio-tiempo de RN-EGB 4D. Se muestra la parte real ωR y la parte imaginaria ωI de
los 6 primeros números de sobretono n para l = 6. Los números sobre cada frecuencia

corresponden a n (con Q = 0.5, α = 0.1, Λ = 0 y µ = 0).

La Tabla (A-9) y la Figura (5-19) muestran los resultados obtenidos para las frecuencias
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de los QNMs del campo escalar no masivo (µ = 0) en el espacio-tiempo de RN-EGB
4D. Allı́, de forma similar a lo previamente ilustrado para las perturbaciones sobre el AN
Schwarzschild, se comparte la parte real ωR y la parte imaginaria ωI de los 6 primeros
números de sobretono n para l = 6, evidenciándose nuevamente la convergencia entre
los resultados de la aproximación WKB a 3er y 6to orden, y los comportamientos tı́picos
menos precisos de los métodos de la aproximación WKB a 1er orden y del potencial de
Pöschl-Teller.

Se corrobora una vez más el hecho de que para mayores valores de n se obtienen me-
nores valores de la parte real ωR y mayores valores para la parte imaginaria ωI en las
frecuencias. Adicionalmente, se obtienen mayores valores de ωR sobre el fondo de RN-
EGB 4D que sobre el espacio-tiempo de Schwarzschild mientras que no se obtiene una
relación monótona para la parte imaginaria ωI de las frecuencias entre estos ANs. Los
resultados reportan que la mayorı́a de veces ωI es mayor sobre la métrica de Schwarzs-
child que sobre el AN de RN-EGB 4D (se cumple para n = 0), no obstante, en varios
casos cuando n ̸= 0 se obtienen ωI mayores sobre el espacio-tiempo de RN-EGB 4D.

En la Figura (5-20) se ilustra el comportamiento de la parte real ωR y de la parte imagina-
ria ωI del modo fundamental (n = 0) de las perturbaciones en función del parámetro de
la masa µ del campo escalar sobre el fondo de RN-EGB 4D. Estos resultados, junto con
los compartidos en la Tabla (A-12) al igual que en el caso previamente discutido sobre
perturbaciones del campo escalar masivo sobre el AN de Schwarzschild, son consisten-
tes con los previamente publicados en [118–120] sobre los ANs de Schwarzschild, RN
y de Bardeen respectivamente. Una vez más, incrementando los valores de la masa µ

del campo escalar, se obtienen mayores y menores valores de la parte real y de la parte
imaginaria de las frecuencias, respectivamente. Además, los resultados ilustran mayores
ωR para las perturbaciones del campo escalar masivo sobre el fondo de RN-EGB 4D que
sobre el espacio-tiempo de Schwarzschild. Por otra parte, de nuevo no se obtiene una
relación monótona para la parte imaginaria ωI de las frecuencias entre estos ANs. Los
resultados reportan que cuando ωI es mayor sobre la métrica de Schwarzschild cuando
µ ≤ 0.1 pero también sobre el AN de RN-EGB 4D cuando µ ≥ 0.1.
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Figura 5-20: Frecuencias de los QNMs del campo escalar masivo en el espacio-tiempo de
RN-EGB 4D. A la izquierda se muestra la parte real ωR y la derecha la parte imaginaria ωI del

modo fundamental (n = 0) en función de µ (con l = 2, Q = 0.5, α = 0.1 y Λ = 0).

Figura 5-21: Frecuencias de los QNMs del campo escalar sin masa en el espacio-tiempo de
RN-EGB 4D. A la izquierda se muestra la parte real ωR y la derecha la parte imaginaria ωI del

modo fundamental (n = 0) en función de α (con l = 2, Q = 0.5, Λ = 0.1 y µ = 0).
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En las Figuras (5-21) y (5-22) y las Tablas (A-10) y (A-11) se comparten los resultados
de las frecuencias de los QNMs en función del parámetro α y de la carga eléctrica Q

respectivamente. Allı́ se ilustran los efectos de estos parámetros geométricos sobre los
QNMs del campo escalar sin masa (µ = 0) en el espacio-tiempo de RN-EGB 4D. Estas
frecuencias varı́an de manera muy similar a como se evidenció en los casos particulares
de RN y de EGB 4D de las Figuras (5-17) y (5-18) respectivamente. El comportamiento
de las frecuencias calculadas en esta ocasión también es consistente con lo previamente
publicado en [13, 42, 60, 122]. Nuevamente, se obtiene que la parte real ωR de las fre-
cuencias tiene un comportamiento monótonamente creciente para altos valores de α y
crece exponencialmente con mayores valores de Q, mientras que en la parte imaginaria
ωI no varı́a monótonamente en función de Q, sino que tiene un valor máximo de ωI para
un Q particular (este valor máximo es alcanzado más rápidamente en el caso del AN de
RN-EGB 4D). También, se vuelve a obtener un efecto monótonamente decreciente en la
parte imaginaria de las frecuencias ωI en función de α.

Figura 5-22: Frecuencias de los QNMs del campo escalar sin masa en el
espacio-tiempo de RN-EGB 4D. A la izquierda se muestra la parte real ωR y la derecha la
parte imaginaria ωI del modo fundamental (n = 0) en función de la carga eléctrica Q (con

l = 2, α = 0.1, Λ = 0.1 y µ = 0).

Las frecuencias de los QNMs de las perturbaciones del campo escalar sin masa en el
espacio-tiempo de RN-EGB 4D fueron investigadas en [10,11,61,62]. En el presente tra-
bajo, dentro de las Tablas (A-9), (A-10) y (A-11) y en las Figuras (5-19), (5-21), (5-22)
y (5-23), se muestran los resultados alcanzados para estas frecuencias, obteniéndose
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comportamientos similares a los reportados en [10,11,61,62].

Figura 5-23: Frecuencias de los QNMs del campo escalar no masivo (µ = 0) en el
espacio-tiempo de RN-EGB 4D y en sus casos particulares lı́mite, determinadas

mediante el método WKB a 6to orden. Se muestra la parte real ωR y la parte imaginaria
ωI de los 6 primeros números de sobretono n para l = 6. Los números sobre cada

frecuencia corresponden a n.

En la Figura (5-23) se resumen y se comparan los resultados de las frecuencias de
los QNMs del campo escalar sin masa en el espacio-tiempo de RN-EGB 4D y sobre
sus casos particulares, los ANs de Schwarzschild, RN y EGB 4D. Considerando que el
método WKB a 6to orden muestra resultados más precisos en la mayorı́a de las ocasio-
nes [25,115], las frecuencias de la Figura (5-23) son determinadas mediante este método,
ilustrando los 6 primeros números de sobretono n para l = 6. De manera general, el com-
portamiento de estos resultados también está de acuerdo con los previamente discutidos
en las Figuras (5-16) y (5-19), evidenciándose que para los primeros valores de n, a me-
dida que n aumenta, se obtienen más grandes valores de la parte real ωR y valores más
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pequeños para la parte imaginaria ωI de las frecuencias. Adicionalmente, en la Figura (5-
23) se ve efectivamente, que la parte real ωR de las frecuencias es mayor en el caso del
fondo del AN de RN-EGB 4D que sobre todos sus casos particulares, seguido del AN de
RN, luego del AN de EGB 4D y por último el AN de Schwarzschild. Por lo que se podrı́a
decir que el AN de RN-EGB 4D es un mejor oscilador bajo perturbaciones escalares que
los ANs de sus casos particulares. Esto tiene importantes consecuencias sobre diversas
propiedades del AN, por ejemplo, considerando lo discutido sobre las aplicaciones del
calculo de los QNMs de un AN en el apéndice C, esto sugerirı́a que el AN de RN-EGB
4D posee una sombra más pequeña que la descrita por los ANs de Schwarzschild, RN y
EGB 4D. También es claro que para los ANs que dependen del parámetro α se obtiene
una parte imaginaria ωI de las frecuencias más pequeña que en los ANs de RN y de Sch-
warzschild. De todas formas, los valores más pequeños de ωI se alcanzan sobre el AN de
EGB 4D, haciendo de este un oscilador amortiguado con un tiempo de decaimiento ma-
yor que en los otros ANs, seguido por el AN de RN-EGB 4D, después el espacio-tiempo
de Schwarzschild y por último, con un menor tiempo de decaimiento está la solución de
RN. Estos efectos se intensifican y son más notables sobre las perturbaciones del campo
escalar con masa, como lo muestra la Figura (5-20). Allı́, con valores mas grandes de la
masa µ del campo escalar se logran mayores y menores valores de la parte real ωR y de
la parte imaginaria ωI de las frecuencias respectivamente.

5.2. Resultados de las perturbaciones del campo electromagnético

El comportamiento de las perturbaciones del campo electromagnético sobre un espacio-
tiempo estático y esféricamente simétrico es descrito por la ecuación de RW de la expre-
sión (3-170). De allı́, si tomamos al espacio-tiempo de los ANs cargados eléctricamente,
con Λ y en la gravedad de EGB 4D, dado por la solución f− = f (AdS−RN−EGB) de la
ecuación (2-77), la ecuación maestra homogénea será

∂2Ψlm

∂r2
∗

+
[
ω2 − V

(AdS−RN−EGB)
l

]
Ψlm = 0, (5-219)

Teniendo presente que las contribuciones del vector cuadripotencial Aµ = Aµ(t, r, θ, ϕ)
que describen al campo electromagnético puede ser separadas como se expresó en la
ecuación (3-158), si Ψlm = a

lm la anterior expresión describirı́a las perturbaciones axiales
dadas por la ecuación maestra (3-161), mientras que si Ψlm = ψlm se obtendrı́a la ex-
presión que modela las perturbaciones polares de la ecuación maestra (3-164). En esta
ocasión, ω representa las frecuencias de los QNMs de las perturbaciones electromagnéti-
cas. Mientras que V (AdS−RN−EGB)

l = V
(AdS−RN−EGB)

l (r) es el potencial efectivo del campo
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electromagnético sobre el espacio-tiempo de la solución f− = f (AdS−RN−EGB) (2-77), que
será analizado a continuación.

5.2.1. Potencial del campo electromagnético

Al remplazar al espacio-tiempo de la solución f− = f (AdS−RN−EGB) (2-77) en la ecuación
(3-162) del potencial de RW para las perturbaciones electromagnéticas, resulta

V
(AdS−RN−EGB)

l = l(l + 1)
r2 + l(l + 1)

2α

1 −

√√√√1 + 4α
(

2M
r3 − Q2

r4 + Λ
3

) . (5-220)

Esta ecuación es la expresión del potencial para las perturbaciones electromagnéticas
que corresponde a la ecuación (5-211) cuando el espı́n del campo bosónico es s = 1. En
esta ocasión, el potencial depende de la coordenada radial r, del número multipolar l de
los armónicos esféricos (que en el caso de las perturbaciones al campo electromagnético
toma los valores de l = 1, 2, 3, ...) y de los parámetros geométricos del espacio-tiempo de
AdS-RN-EGB 4D. Una vez más, usando la ecuación (5-214) que define a la condición de
la coordenada radial r = rmax en la que se encuentra el máximo del potencial efectivo, se
tiene [

f ′
−
l(l + 1)
r2 − f−

2l(l + 1)
r3

∣∣∣∣∣
r=rmax

= 0, (5-221)

donde f− = f (AdS−RN−EGB) y su derivada f ′
− son dadas en las ecuaciones (2-77) y (2-82)

respectivamente.

Para encontrar las frecuencias del caso electromagnético descritas por el potencial de
la ecuación (5-220), se debe usar la regla de la cadena dada por la ecuación (5-216)
para encontrar las derivadas de ordenes superiores del potencial efectivo evaluadas en
la coordenada donde se alcanza el máximo (recordando que para el método WKB a 6to

orden se debe calcular hasta la derivada V (12)
0 ). En esta ocasión, la condición de la ecua-

ción (5-221) tampoco tiene solución analı́tica, por lo que también aquı́ la coordenada rmax

se encontrará numéricamente.
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Figura 5-24: Potencial V (AdS−RN−EGB)
l para perturbaciones electromagnéticas (s = 1),

en función de r y tomando distintos valores de Λ
(con l = 2, α = 0.1 y Q = 0.5).

En la Figura (5-24), se enseña al potencial efectivo V
(AdS−RN−EGB)

l para perturbaciones
electromagnéticas (s = 1) definido por la ecuación (5-220), en función de la coordena-
da radial r y para diferentes valores de la constante cosmológica Λ. La figura mues-
tra que a medida que Λ decrece negativamente, el máximo del potencial V0 aumenta.
También se muestra el comportamiento del potencial en las regiones asintóticas, donde
sorpresivamente el potencial en el infinito positivo no diverge. Por un lado, se tiene que
V

(AdS−RN−EGB)
l (r+) = 0, i.e. el potencial satisface la condición en el horizonte de eventos

del AN. Mientras que en la región asintótica del infinito positivo de r, para distintos valores
de Λ, el potencial V (AdS−RN−EGB)

l tiende a una constante. Más precisamente, el potencial
se comporta en el infinito positivo como

V
(AdS−RN−EGB)

l (r → ∞) =
l(l + 1)

(
3 −

√
9 + 12αΛ

)
6α . (5-222)

Ası́, siempre y cuando el máximo del potencial V0 cumpla que V0 > V
(AdS−RN−EGB)

l (r →
∞), entonces se le puede distinguir en las cercanı́as del horizonte de eventos del AN,
satisfaciéndose las condiciones de frontera de tipo AN discutidas en la sección 3.1.2.
De manera que se puede proceder sin problemas con la aplicación del método de la
aproximación WKB y del potencial de Pöschl-Teller, considerando los posibles valores
que puede tomar Λ. Es importante tener presente que debido al este comportamiento
del potencial dado por la ecuación (5-222), hay una restricción para Λ en términos del
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parámetro α con la forma

− 3
4α ≤ Λ ≤ 0. (5-223)

De manera que los valores dados para α darı́an una cota inferior para los posibles valores
de la constante cosmológica Λ, que en este caso solo tiene valores negativos, caracterı́sti-
cos de la solución AdS.

Figura 5-25: Potencial V (RN−EGB)
l de la ecuación (3-176) para perturbaciones

electromagnéticas (s = 1), en función de r y tomando distintos valores de α y Q
(con l = 2)

Por otro lado, con el objetivo de apreciar el efecto de los posibles valores de los paráme-
tros geométricos sobre los del horizonte de eventos y sobre el máximo del potencial, en
la Figura (5-25) se enseña el caso particular del comportamiento del potencial V (RN−EGB)

l

(para perturbaciones electromagnéticas con Λ = 0), cerca del horizonte de eventos y para
diferentes valores de la carga eléctrica Q y del parámetro α. Se observa, al igual que en
el caso de las perturbaciones escalares, que para mayores valores de la carga eléctrica
Q y del parámetro α, se obtiene un valor del horizonte de eventos r+ menor, consistente
con lo mostrado anteriormente en las Figuras (2-2) y (2-2). También, al igual que en el
caso escalar, se evidencia que para mayores valores de Q y de α el máximo del potencial
V0 crece y es alcanzado en una coordenada radial rmax más pequeña.
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Figura 5-26: Potencial Vl de la ecuación (3-176) para perturbaciones electromagnéticas
(s = 1), en función de r y para los casos lı́mite particulares principales

(con l = 2).

De igual modo, sobre las perturbaciones al campo electromagnético en el caso particular
del potencial V (RN−EGB)

l , también se satisfacen las condiciones de frontera de tipo AN en
las regiones asintóticas, de manera que

V
(RN−EGB)

l (r → r+) = V
(RN−EGB)

l (r → ∞) = 0. (5-224)

Ahora bien, en la Figura (5-26) se ilustran los comportamientos del potencial V (AdS−RN−EGB)
l

junto con los de los potenciales de las métricas de los casos limites. Todos los potenciales
corresponden al caso de las perturbaciones electromagnéticas (s = 1). Aquı́ se ratifica el
hecho de que tanto el espacio-tiempo de AdS-RN-EGB 4D, como en el de RN-EGB 4D
y sus casos particulares principales, los de los ANs de Schwarzschild, RN y EGB 4D,
se comportan adecuadamente en la regiones asintóticas, tanto en las cercanı́as del ho-
rizonte de eventos r → r+ donde V

(AdS−RN−EGB)
l = V

(RN−EGB)
l = V

(Sch)
l = V

(RN)
l =

V
(EGB)

l = 0, como en el infinito espacial, r → ∞, donde V
(RN−EGB)

l = V
(Sch)

l = V
(RN)

l =
V

(EGB)
l = 0 y el caso general de la solución f (AdS−RN−EGB) en donde el potencial tiende

a V
(AdS−RN−EGB)

l ≈ 0.02. Consecuentemente y teniendo en cuenta lo discutido anterior-
mente, se aplicarán los métodos de WKB y del potencial de Pöschl-Teller para calcular
las frecuencias de los QNMs sobre el espacio-tiempo descrito por f (AdS−RN−EGB) y sobre
las métricas que contiene como casos particulares.
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5.2.2. Modos cuasinormales del campo electromagnético

En esta sección final, se comparten los resultados obtenidos para las frecuencias ω de
los QNMs de las perturbaciones del campo electromagnético (s = 1) sobre el AN de AdS-
RN-EGB 4D descrito por la solución f (AdS−RN−EGB) (2-77).

Figura 5-27: Frecuencias de los QNMs del campo electromagnético en la métrica
AdS-RN-EGB 4D. Se muestra la parte real ωR y la parte imaginaria ωI de los 6 primeros
números de sobretono n para l = 6. Los números sobre cada frecuencia corresponden a

n (con Q = 0.5, α = 0.1 y Λ = −0.01).

A continuación, una vez más, se realizará un análisis de las frecuencias ω de los QNMs,
calculadas a partir del método del potencial de Pöschl-Teller propuesto en [42] y por el
método de la aproximación WKB a 1er, 3er y 6to orden introducidos en [25,45,90].
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En la Figura (5-27) y las Tablas (B-17) (B-18), (B-19) y (B-20), se enseñan los compor-
tamientos de los resultados obtenidos para las frecuencias de los QNMs para el campo
electromagnético (s = 1) sobre el AN de AdS-RN-EGB 4D. Se muestra la parte real ωR y
la parte imaginaria ωI de los 6 primeros números de sobretono n para l = 6, utilizando los
métodos del potencial de Pöschl-Teller y de la aproximación WKB a 1er, 3er y 6to orden,
donde los números que etiquetan a cada cada frecuencia aquı́ también corresponden a
el número de sobretono n. Allı́ se evidencia una vez más que hay una convergencia entre
los resultados de la aproximación WKB a 3er y 6to orden, sugiriendo una mayor precisión
en los resultados de estos métodos que en los otros [25, 45, 115]. Además, también se
muestra que los resultados menos precisos, nuevamente, corresponden a los calculados
mediante los métodos de la aproximación WKB a 1er orden y del potencial de Pöschl-
Teller.

Un aspecto que cabe resaltar es que todos los resultados expuestos sobre la Figura (5-
27) son bastante similares a los previamente ilustrados para las perturbaciones del campo
escalar sin masa de las Figuras (5-16) y (5-19). La diferencia radica principalmente en que
las frecuencias de los QNMs del campo electromagnético poseen una considerable parte
real ωR y parte imaginaria ωI mayores que las obtenidas en el caso de las perturbaciones
escalares sin masa.

Para analizar el efecto de la constante cosmológica Λ sobre los QNMs, los resultados
de la Tabla (B-19) y en la Figura (5-28), ilustran el comportamiento de los resultados
obtenidos para las frecuencias de los QNMs del campo electromagnético en la métrica
AdS-RN-EGB 4D y en función de Λ. Por la izquierda se muestra la parte real ωR y en la
derecha la parte imaginaria ωI de las frecuencias del modo fundamental (n = 0) en térmi-
nos de Λ. Para este caso, se evidencia claramente un comportamiento monótonamente
decreciente, tanto para la parte real ωR como para la parte imaginaria ωI de las frecuen-
cias, debido a un aumento del valor de Λ. Lo que implicarı́a que el AN de AdS-RN-EGB
4D se comportarı́a, para las perturbaciones electromagnéticas, como un mejor oscilador
si Λ es muy negativo.
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Figura 5-28: Frecuencias de los QNMs del campo electromagnético en la métrica
AdS-RN-EGB 4D. A la izquierda se muestra la parte real ωR y la derecha la parte

imaginaria ωI en función de Λ (con n = 0, l = 2, α = 0.1 y Q = 0.5).

Figura 5-29: Frecuencias de los QNMs del campo electromagnético en la métrica
AdS-RN-EGB 4D. A la izquierda se muestra la parte real ωR y la derecha la parte

imaginaria ωI en función de α (con n = 0, l = 2, Λ = −0.01 y Q = 0.5).
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Figura 5-30: Frecuencias de los QNMs del campo electromagnético en la métrica
AdS-RN-EGB 4D. A la izquierda se muestra la parte real ωR y la derecha la parte

imaginaria ωI en función de la carga eléctrica Q (con n = 0, l = 2, α = 0.1 y Λ = −0.01).

Si se analiza el efecto de los parámetros geométricos como la carga eléctrica Q y el
parámetro de GB α sobre las frecuencias de los QNMs de las perturbaciones del campo
electromagnético en el fondo de un AN de AdS-RN-EGB 4D, estos tienen un comporta-
miento muy similar a los ya encontrados y discutidos en el caso de las perturbaciones
del campo escalar sin masa. Ası́ como se muestra en los resultados de las Tablas (B-18)
y (B-20) y en las Figuras (5-29) y (5-30), los parámetros Q y α sobre las frecuencias,
se comportan muy similar a como previamente se habı́a ilustrado en las Figuras (5-17),
(5-18), (5-21) y (5-22), para las perturbaciones escalares no masivas (consistente con lo
previamente publicado en [13,42,60,122]). En todos estos casos, se obtiene que la parte
real ωR de las frecuencias obedece una conducta monótonamente creciente a mayores
valores de α y exponencialmente creciente con altos valores de Q. En cambio, viendo la
variación de la parte imaginaria ωI en función de Q, esta contiene un valor máximo de
ωI para una carga eléctrica en particular. Este valor máximo, tanto en las perturbaciones
escalares no masivas como en las electromagnéticas, es alcanzado prácticamente con el
mismo valor de carga eléctrica. Además, nuevamente en la parte imaginaria de las fre-
cuencias ωI en función de α, se vuelve a dar con un efecto monótonamente decreciente
conforme aumentan los valores de α.
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Figura 5-31: Frecuencias de los QNMs del campo electromagnético en la métrica
AdS-RN-EGB 4D y en sus casos particulares lı́mite, determinadas mediante el método
WKB a 6to orden. Se muestra la parte real ωR y la parte imaginaria ωI de los 6 primeros

números de sobretono n para l = 6. Los números sobre cada frecuencia corresponden a
n.

En la Figura (5-31) y las Tablas (B-13), (B-14), (B-15), (B-16) y (B-17) se muestran los
resultados de las frecuencias de los QNMs del campo electromagnético en la métrica
AdS-RN-EGB 4D y en sus casos particulares. La Tabla (B-13) enseña las frecuencias de
las perturbaciones electromagnéticas sobre el fondo de Schwarzschild, la Tabla (B-14)
sobre el AN de RN, la Tabla (B-15) en el espacio-tiempo de EGB 4D, la Tabla (B-16) en el
fondo de RN-EGB 4D y por último la Tabla (B-17) comparte las frecuencias sobre el AN
de AdS-RN-EGB 4D. La Figura (5-31) muestra en particular las frecuencias determinadas
solamente a partir del método WKB a 6to orden. Allı́ se evidencia que la parte real ωR de
las frecuencias es más grande en el caso general del espacio-tiempo de AdS-RN-EGB
4D que sobre todos sus casos particulares, seguido del AN de RN-EGB 4D, luego del AN
de RN, luego del espacio-tiempo de EGB 4D y por último la métrica de Schwarzschild,
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es decir el mismo orden obtenido previamente en los resultados de las frecuencias de
las perturbaciones en el campo escalar no masivo de la Figura (5-23). En este caso, es
el AN de AdS-RN-EGB 4D el mejor oscilador bajo perturbaciones electromagnéticas que
todos los ANs de sus casos particulares limite principales. Debido a esto, si se consideran
las aplicaciones de la obtención de las frecuencias de los QNMs de un AN, introducidas
en el apéndice C, estos resultados sugieren que el AN de AdS-RN-EGB 4D tiene una
sombra más pequeña que las producidas por los ANs de Schwarzschild, RN, EGB 4D y
RN-EGB 4D, consistente con lo predicho a partir de las perturbaciones del campo escalar
no masivo. También es importante notar que en los resultados se observa que en este
caso la parte imaginaria ωI de las frecuencias es más grande en el caso general del AN
de AdS-RN-EGB 4D que sobre todos los demás casos limite particulares en estudio.

Las frecuencias de los QNMs de las perturbaciones del campo electromagnético en el
espacio-tiempo de AdS-EGB 4D y de RN-EGB 4D fueron investigadas en [10] y [11],
respectivamente. En el presente trabajo se calculó satisfactoriamente, a partir del método
del potencial de Pöschl-Teller dado en [42] y por el método de la aproximación WKB a
1er, 3er y 6to orden propuestos inicialmente en [25,45,90], estas frecuencias de los QNMs
de las perturbaciones del campo electromagnético, y en las Tablas (B-13), (B-14), (B-15),
(B-16), (B-17), (B-18), (B-19) y (B-20) y las Figuras (5-27), (5-28), (5-29), (5-30) y (5-31),
se muestran los resultados alcanzados para estas frecuencias, que fueron calculadas
para las geometrı́as descritas por el AN de AdS-RN-EGB 4D y sus ANs que contiene
como casos limite, obteniéndose comportamientos que están de acuerdo con resultados
reportados en [10,11].
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6. Conclusiones

En el presente trabajo de tesis se presentó una breve introducción al formalismo que
describe a los ANs de AdS-RN-EGB 4D y se mostró la deducción de la correspondiente
ecuación de campo modificada de la teorı́a gravitacional que modela a estos ANs. Se
mostraron los comportamientos de las principales propiedades de este AN, como bien lo
son, el comportamiento de algunos de sus invariantes y de los efectos de los parámetros
geométricos de la carga eléctrica Q, el parámetros α y la constante cosmológica Λ sobre
la solución y sus distintos horizontes. Además se han mencionado algunas de las posi-
bles relaciones que puede tener este AN con otras teorı́as de gravedad modificada y con
los ANs que contiene como casos limite particulares.

Después de comprender las principales caracterı́sticas del AN de AdS-RN-EGB 4D, se re-
sumió la teorı́a fı́sica que sustenta al estudio de campos perturbados en espacio-tiempos
estáticos y esféricamente simétricos, haciendo un énfasis en las perturbaciones de los
campos escalares masivos y los campos electromagnéticos, encontrando a las ecuacio-
nes maestras que las describen. Consecuentemente, se introdujo al concepto de QNMs
de un AN y se discutieron los métodos para encontrar a las frecuencias de los QNMs de
un AN, principalmente el del método de la aproximación de WKB, analizando sus funda-
mentos, restricciones, alcances y compartiendo algunas de las diferentes contribuciones
que le han realizado para mejorarlo.

Finalmente se calcularon y se analizaron, mediante el uso de los métodos del potencial
de Pöschl-Teller propuesto en [42] y de la aproximación WKB a 1er, 3er y 6to orden introdu-
cidos en [25,45, 90] respectivamente, las frecuencias de los QNMs de un campo escalar
(con y sin masa) y del campo electromagnético alrededor del espacio-tiempo del AN de
AdS-RN-EGB 4D y de sus casos limite: los ANs de Schwarzschild y de RN, definidos
sobre la teorı́a de la RG, y los provenientes de la teorı́a de gravedad modificada dados
por los ANs de EGB 4D y de RN-EGB 4D. En el proceso, se obtuvo que el método de
la aproximación WKB no puede ser aplicado sobre un campo escalar masivo y sin masa
alrededor del AN de AdS-RN-EGB 4D debido a una divergencia provocada por Λ < 0.
De todas formas, luego se mostró que el método de WKB si puede ser aplicado cuando
se tiene Λ = 0 y simultáneamente V0 > µ2, con V0 el máximo del potencial efectivo que
describe las perturbaciones.

Especı́ficamente, se describieron los efectos de los parámetros de la masa del campo
escalar µ, la carga eléctrica Q y el parámetro α sobre las frecuencias ω de los QNMs
del campo escalar, dando con el caracterı́stico valor máximo de la parte imaginarı́a ωI de
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las frecuencias para un Q especı́fico, el crecimiento exponencial de la parte real ωR de
las frecuencias a partir de un incremento de Q y mostrando comportamientos monótonos
para ωR y ωI con diferentes valores de µ y α. También se hallaron estos mismos compor-
tamientos para las perturbaciones del campo electromagnético, obteniendo además un
comportamiento monótonamente decreciente para ωR y ωI al incrementar el valor de la
constante cosmológica Λ, y además, se obtuvo una restricción a los posibles valores que
Λ puede tener para que los métodos sean aplicables.

Se comprobó la precisión de los métodos de la aproximación WKB a 1er, 3er y 6to orden
y del potencial de Pöschl-Teller y se encontró que las frecuencias de los QNMs de un
campo escalar en el espacio-tiempo de un AN de RN-EGB 4D tienen ωR mayor y una ωI

menor que las obtenidas sobre los ANs de Schwarzschild, Reissner-Nordström y EGB 4D.
Por otra parte, se obtuvo que las frecuencias de los QNMs del campo electromagnético,
sobre la geometrı́a de la solución de un AN de AdS-RN-EGB 4D, poseen una parte real
ωR y una parte imaginaria ωI mayores que las alcanzadas por los ANs de Schwarzschild,
Reissner-Nordström, EGB 4D y RN-EGB 4D. De esta forma, las investigaciones realiza-
das en este trabajo sugieren que los ANs de AdS-RN-EGB 4D resultan siendo mejores
osciladores que los ANs de Schwarzschild, RN, EGB 4D y de RN-EGB 4D, y además, en-
tre las muchas otras consecuencias que tiene esto sobre las propiedades del AN, estos
resultados sugerirı́an por ejemplo, que un AN de AdS-RN-EGB 4D tiene una sombra más
pequeña que todos estos otros ANs.

Todos estos resultados conseguidos para las frecuencias de los QNMs del campo es-
calar (con y sin masa) sobre el espacio-tiempo del AN de RN-EGB 4D y sus casos li-
mite particulares, se obtuvieron de manera acorde con los previamente reportados en
[10,11,13,25,42,45,60–62,115,118–122], mientras que las frecuencias de los QNMs del
campo electromagnético en las cercanı́as del AN de AdS-RN-EGB 4D, junto con sus ca-
sos limite particulares, se calcularon y están de acuerdo con las previamente reportadas
en [10,11,13,25,42,45,60,115,122].



113

A. Apéndice 1: Tablas de las frecuencias de los modos cuasinor-

males del campo escalar

En el presente apéndice se comparten las Tablas con los resultados obtenidos para las
frecuencias ω de los QNMs de las perturbaciones al campo escalar, usando los métodos
del potencial de Pöschl-Teller dado en [42] y de la aproximación WKB a 1er, 3er y 6to orden
propuestos en [25, 45, 90]. La organización de las Tablas con los resultados es resumi-
da en la Tabla (5-4). Los resultados con las frecuencias de las perturbaciones al campo
escalar, bajo la geometrı́a del AN de Schwarzschild, se muestran en las Tablas (A-5) y
(A-6), en la Tabla (A-7) sobre el AN de RN, en la Tabla (A-8) en las cercanı́as del AN de
EGB 4D y sobre el AN de RN-EGB 4D se dan en las Tablas (A-9), (A-10), (A-11) y (A-12).

µ
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

0 1.012633-0.192246i 0.966422-0.193610i 0.967284-0.193532i 0.974744-0.195808i
0.1 1.018636-0.190255i 0.972740-0.191438i 0.973603-0.191364i 0.981793-0.193663i
0.2 1.036783-0.184189i 0.991781-0.184857i 0.992649-0.184793i 1.002977-0.187166i
0.3 1.067501-0.173752i 1.023813-0.173652i 1.024689-0.173604i 1.038440-0.176100i
0.4 1.111563-0.158393i 1.069311-0.157391i 1.070195-0.157365i 1.088520-0.160026i
0.5 1.170214-0.137111i 1.128958-0.135270i 1.129869-0.135263i 1.153923-0.138062i
0.6 1.245530-0.107757i 1.203323-0.105924i 1.204472-0.105675i 1.236137-0.108162i

Tabla A-5: Frecuencias de los QNM de un campo escalar masivo (s=0)
alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. (con Q = 0, α → 0 y Λ = 0).
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l n
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

0 0 0.379569-0.196480i 0.209294-0.230394i 0.220934-0.201633i 0.229640-0.229640i
1 0 0.658868-0.192512i 0.582228-0.196003i 0.585819-0.195523i 0.597098-0.201297i

1 0.792286-0.480282i 0.524424-0.614865i 0.528942-0.613036i 0.597098-0.603890i
2 0 1.012633-0.192246i 0.966422-0.193610i 0.967284-0.193532i 0.974744-0.195808i

1 1.122193-0.520432i 0.926383-0.591620i 0.927693-0.591254i 0.974744-0.587423i
2 1.259324-0.772935i 0.863321-1.006867i 0.860772-1.017400i 0.974744-0.979038i

3 0 1.383456-0.192296i 1.350412-0.193024i 1.350732-0.193001i 1.356196-0.194181i
1 1.473243-0.541730i 1.320829-0.584688i 1.321342-0.584575i 1.356196-0.582544i
2 1.601999-0.830317i 1.269679-0.988236i 1.267182-0.992021i 1.356196-0.970906i
3 1.738918-1.070916i 1.204363-1.402105i 1.196858-1.422770i 1.356196-1.359268i

4 0 1.760394-0.192343i 1.734680-0.192793i 1.734831-0.192784i 1.739123-0.193501i
1 1.835301-0.553477i 1.711368-0.581798i 1.711616-0.581753i 1.739123-0.580503i
2 1.952839-0.866940i 1.668984-0.979045i 1.667368-0.980645i 1.739123-0.967506i
3 2.086302-1.136074i 1.612785-1.385302i 1.606371-1.394964i 1.739123-1.354508i
4 2.222916-1.370898i 1.546135-1.798650i 1.534434-1.828456i 1.739123-1.741510i

5 0 2.140186-0.192373i 2.119141-0.192678i 2.119224-0.192674i 2.122753-0.193155i
1 2.203964-0.560418i 2.099944-0.580329i 2.100082-0.580309i 2.122753-0.579465i
2 2.310273-0.891051i 2.064023-0.973913i 2.062992-0.974686i 2.122753-0.965774i
3 2.437492-1.182362i 2.014953-1.374882i 2.010341-1.379836i 2.122753-1.352084i
4 2.572556-1.440367i 1.955783-1.782681i 1.945551-1.798980i 2.122753-1.738394i
5 2.708941-1.671817i 1.888257-2.195820i 1.872697-2.234275i 2.122753-2.124703i

6 0 2.521533-0.192393i 2.503723-0.192612i 2.503773-0.192610i 2.506768-0.192955i
1 2.576840-0.564790i 2.487420-0.579483i 2.487505-0.579473i 2.506768-0.578865i
2 2.672943-0.907473i 2.456369-0.970788i 2.455689-0.971202i 2.506768-0.964776i
3 2.792783-1.215945i 2.413030-1.368065i 2.409779-1.370818i 2.506768-1.350686i
4 2.924134-1.493133i 2.359871-1.771484i 2.351914-1.780938i 2.506768-1.736596i
5 3.059845-1.744000i 2.298716-2.180276i 2.284770-2.203598i 2.506768-2.122507i
6 3.196063-1.973246i 2.230573-2.593334i 2.211334-2.640165i 2.506768-2.508417i

Tabla A-6: Frecuencias de los QNM de un campo escalar no masivo (s=0 y µ = 0)
alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. (con Q = 0, α → 0 y Λ = 0).
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l n
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

0 0 0.386941-0.197667i 0.220678-0.230098i 0.231579-0.203922i 0.240380-0.229932i
1 0 0.684447-0.194772i 0.609782-0.198167i 0.613101-0.197749i 0.623902-0.203172i

1 0.818201-0.488796i 0.555271-0.619575i 0.559414-0.617965i 0.623902-0.609515i
2 0 1.056264-0.194656i 1.011122-0.195955i 1.011933-0.195898i 1.019108-0.198048i

1 1.165323-0.529315i 0.973368-0.597974i 0.974612-0.597682i 1.019108-0.594143i
2 1.303697-0.788557i 0.913796-1.016536i 0.911513-1.025993i 1.019108-0.990238i

3 0 1.444932-0.194723i 1.412635-0.195412i 1.412938-0.195395i 1.418201-0.196516i
1 1.533865-0.550300i 1.384737-0.591504i 1.385230-0.591415i 1.418201-0.589548i
2 1.662993-0.845951i 1.336399-0.998904i 1.334182-1.002281i 1.418201-0.982580i
3 1.801451-1.093304i 1.274756-1.416351i 1.267905-1.434864i 1.418201-1.375612i

4 0 1.839645-0.194772i 1.814507-0.195196i 1.814651-0.195190i 1.818788-0.195873i
1 1.913608-0.561730i 1.792522-0.588798i 1.792762-0.588763i 1.818788-0.587618i
2 2.030897-0.882149i 1.752485-0.990210i 1.751055-0.991632i 1.818788-0.979363i
3 2.165229-1.158388i 1.699374-1.400297i 1.693568-1.408909i 1.818788-1.371108i
4 2.303519-1.399944i 1.636521-1.817330i 1.625789-1.844035i 1.818788-1.762853i

5 0 2.237178-0.194802i 2.216603-0.195088i 2.216682-0.195086i 2.220085-0.195544i
1 2.300029-0.568435i 2.198499-0.587422i 2.198633-0.587405i 2.220085-0.586633i
2 2.405710-0.905773i 2.164580-0.985362i 2.163670-0.986048i 2.220085-0.977721i
3 2.533226-1.204251i 2.118202-1.390364i 2.114047-1.394765i 2.220085-1.368810i
4 2.669439-1.469316i 2.062309-1.801995i 2.052990-1.816539i 2.220085-1.759898i
5 2.807576-1.707474i 1.998664-2.218871i 1.984362-2.253336i 2.220085-2.150987i

6 0 2.636249-0.194820i 2.618836-0.195027i 2.618884-0.195026i 2.621772-0.195355i
1 2.690682-0.572638i 2.603462-0.586628i 2.603543-0.586619i 2.621772-0.586064i
2 2.785946-0.921761i 2.574149-0.982413i 2.573549-0.982780i 2.621772-0.976773i
3 2.905645-1.237304i 2.533198-1.383884i 2.530277-1.386325i 2.621772-1.367483i
4 3.037660-1.521684i 2.482956-1.791271i 2.475744-1.799683i 2.621772-1.758192i
5 3.174693-1.779557i 2.425215-2.203900i 2.412475-2.224730i 2.621772-2.148901i
6 3.312711-2.015491i 2.361012-2.620724i 2.343307-2.662706i 2.621772-2.539611i

Tabla A-7: Frecuencias de los QNM de un campo escalar no masivo (s=0 y µ = 0)
alrededor de un agujero negro de RN. (con Q = 0.5, α → 0 y Λ = 0).
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l n
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

0 0 0.376302-0.193015i 0.209374-0.223709i 0.224276-0.202139i 0.231934-0.224845i
1 0 0.661244-0.189797i 0.586626-0.192317i 0.590562-0.192642i 0.601634-0.198135i

1 0.791977-0.475402i 0.529461-0.603145i 0.536845-0.602976i 0.601634-0.594404i
2 0 1.018714-0.189450i 0.973853-0.190423i 0.974866-0.190453i 0.982196-0.192813i

1 1.125415-0.514463i 0.935128-0.581455i 0.937349-0.581251i 0.982196-0.578439i
2 1.260237-0.765709i 0.873693-0.989178i 0.873665-0.998307i 0.982196-0.964066i

3 0 1.392808-0.189434i 1.360773-0.189958i 1.361156-0.189962i 1.366554-0.191211i
1 1.479900-0.534857i 1.332410-0.575112i 1.333297-0.575028i 1.366554-0.573632i
2 1.605889-0.821492i 1.283079-0.971517i 1.281841-0.974707i 1.366554-0.956053i
3 1.740649-1.061050i 1.219839-1.377945i 1.214696-1.395801i 1.366554-1.338474i

4 0 1.772869-0.189445i 1.747955-0.189770i 1.748138-0.189771i 1.752390-0.190536i
1 1.845347-0.546013i 1.725693-0.572485i 1.726127-0.572449i 1.752390-0.571608i
2 1.959928-0.856821i 1.685047-0.962922i 1.684118-0.964255i 1.752390-0.952680i
3 2.090828-1.124449i 1.630918-1.361946i 1.626046-1.370232i 1.752390-1.333753i
4 2.225358-1.358322i 1.566571-1.767873i 1.557252-1.793802i 1.752390-1.714825i

5 0 2.155714-0.189456i 2.135331-0.189676i 2.135432-0.189677i 2.138934-0.190192i
1 2.217329-0.552573i 2.117038-0.571155i 2.117280-0.571137i 2.138934-0.570575i
2 2.320671-0.879944i 2.082701-0.958160i 2.082078-0.958801i 2.138934-0.950958i
3 2.445066-1.169247i 2.035617-1.352129i 2.032021-1.356361i 2.138934-1.331341i
4 2.577707-1.425961i 1.978669-1.752645i 1.970248-1.766763i 2.138934-1.711724i
5 2.712052-1.656507i 1.913576-2.158370i 1.900516-2.191974i 2.138934-2.092107i

6 0 2.540077-0.189463i 2.522830-0.189623i 2.522891-0.189623i 2.525866-0.189993i
1 2.593454-0.556692i 2.507314-0.570390i 2.507462-0.570380i 2.525866-0.569978i
2 2.686678-0.895625i 2.477692-0.955274i 2.477271-0.955616i 2.525866-0.949963i
3 2.803559-1.201601i 2.436217-1.345753i 2.433654-1.348099i 2.525866-1.329948i
4 2.932232-1.477121i 2.385190-1.742059i 2.378575-1.750224i 2.525866-1.709933i
5 3.065616-1.726819i 2.326359-2.143539i 2.314493-2.163852i 2.525866-2.089918i
6 3.199823-1.955191i 2.260731-2.549183i 2.244165-2.590224i 2.525866-2.469903i

Tabla A-8: Frecuencias de los QNM de un campo escalar no masivo (s=0 y µ = 0)
alrededor de un agujero negro de EGB 4D. (con Q = 0, α = 0.1 y Λ = 0).
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l n
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

0 0 0.383052-0.193597i 0.219548-0.221927i 0.235289-0.204470i 0.242715-0.224361i
1 0 0.687503-0.191339i 0.615239-0.193585i 0.618987-0.193975i 0.629575-0.199209i

1 0.817853-0.482529i 0.561070-0.604984i 0.568561-0.604786i 0.629575-0.597628i
2 0 1.063979-0.191077i 1.020474-0.191921i 1.021447-0.191977i 1.028501-0.194235i

1 1.169423-0.521544i 0.984106-0.585130i 0.986367-0.584976i 1.028501-0.582704i
2 1.304790-0.779060i 0.926043-0.994165i 0.926602-1.001902i 1.028501-0.971170i

3 0 1.456784-0.191057i 1.425711-0.191508i 1.426082-0.191521i 1.431285-0.192722i
1 1.542338-0.541378i 1.399141-0.579334i 1.400051-0.579268i 1.431285-0.578166i
2 1.667900-0.834370i 1.352700-0.977674i 1.351904-0.980351i 1.431285-0.963610i
3 1.803527-1.080275i 1.293059-1.385668i 1.288890-1.400917i 1.431285-1.349053i

4 0 1.855449-0.191061i 1.831283-0.191340i 1.831461-0.191344i 1.835563-0.192082i
1 1.926389-0.552075i 1.810452-0.576932i 1.810897-0.576904i 1.835563-0.576246i
2 2.039905-0.868922i 1.772281-0.969689i 1.771627-0.970802i 1.835563-0.960410i
3 2.170905-1.143084i 1.721302-1.370584i 1.717255-1.377613i 1.835563-1.344574i
4 2.306453-1.383308i 1.660694-1.778182i 1.652690-1.800412i 1.835563-1.728738i

5 0 2.256847-0.191066i 2.237076-0.191255i 2.237175-0.191257i 2.240554-0.191754i
1 2.317017-0.558313i 2.219969-0.575715i 2.220218-0.575701i 2.240554-0.575263i
2 2.418944-0.891312i 2.187773-0.965284i 2.187323-0.965817i 2.240554-0.958772i
3 2.542820-1.187047i 2.143501-1.361386i 2.140505-1.364959i 2.240554-1.342281i
4 2.675869-1.450318i 2.089875-1.763753i 2.082641-1.775792i 2.240554-1.725789i
5 2.811319-1.687205i 2.028611-2.171199i 2.017191-2.200073i 2.240554-2.109298i

6 0 2.659737-0.191070i 2.643008-0.191206i 2.643068-0.191207i 2.645939-0.191565i
1 2.711784-0.562208i 2.628503-0.575015i 2.628655-0.575007i 2.645939-0.574694i
2 2.803430-0.906382i 2.600755-0.962620i 2.600447-0.962904i 2.645939-0.957824i
3 2.919342-1.218551i 2.561810-1.355442i 2.559674-1.357417i 2.645939-1.340954i
4 3.047884-1.500635i 2.513803-1.753782i 2.508136-1.760717i 2.645939-1.724083i
5 3.181871-1.756875i 2.458418-2.157105i 2.448086-2.174479i 2.645939-2.107213i
6 3.317239-1.991578i 2.396682-2.564499i 2.382073-2.599809i 2.645939-2.490342i

Tabla A-9: Frecuencias de los QNM de un campo escalar no masivo (s=0 y µ = 0)
alrededor de un agujero negro de RN-EGB 4D. (con Q = 0.5, α = 0.1 y Λ = 0).
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Q
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

0 1.018714-0.189450i 0.973853-0.190423i 0.974866-0.190453i 0.982196-0.192813i
0.1 1.020362-0.189531i 0.975544-0.190500i 0.976554-0.190531i 0.983875-0.192888i
0.2 1.025379-0.189768i 0.980693-0.190726i 0.981698-0.190760i 0.988990-0.193104i
0.3 1.033994-0.190141i 0.989546-0.191078i 0.990543-0.191116i 0.997783-0.193440i
0.4 1.046630-0.190607i 1.002558-0.191508i 1.003544-0.191553i 1.010706-0.193848i
0.5 1.063979-0.191077i 1.020474-0.191921i 1.021447-0.191977i 1.028501-0.194235i
0.6 1.087156-0.191375i 1.044504-0.192125i 1.045463-0.192194i 1.052373-0.194410i
0.7 1.118015-0.191106i 1.076662-0.191690i 1.077615-0.191779i 1.084350-0.193961i
0.8 1.159900-0.189277i 1.120583-0.189532i 1.121558-0.189646i 1.128157-0.191848i

Tabla A-10: Frecuencias de los QNM de un campo escalar no masivo (s=0 y µ = 0)
en función de Q y alrededor de un agujero negro de RN-EGB 4D. (con n = 0, l = 2,

α = 0.1 y Λ = 0).

α
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

0 1.056264-0.194656i 1.011122-0.195955i 1.011933-0.195898i 1.019108-0.198048i
0.1 1.063979-0.191077i 1.020474-0.191921i 1.021447-0.191977i 1.028501-0.194235i
0.2 1.072230-0.187105i 1.030472-0.187509i 1.031562-0.187679i 1.038538-0.190020i
0.3 1.081103-0.182647i 1.041204-0.182620i 1.042380-0.182894i 1.049326-0.185311i
0.4 1.090715-0.177572i 1.052781-0.177119i 1.054024-0.177471i 1.061007-0.179974i
0.5 1.101217-0.171690i 1.065338-0.170803i 1.066641-0.171195i 1.073773-0.173816i
0.6 1.112821-0.164701i 1.079029-0.163363i 1.080394-0.163744i 1.087893-0.166535i
0.7 1.125840-0.156094i 1.094006-0.154291i 1.095431-0.154605i 1.103770-0.157616i
0.8 1.140771-0.144877i 1.110253-0.142755i 1.111734-0.142948i 1.122068-0.146060i

Tabla A-11: Frecuencias de los QNM de un campo escalar no masivo (s=0 y µ = 0)
en función de α y alrededor de un agujero negro de RN-EGB 4D. (con n = 0, l = 2,

Q = 0.5 y Λ = 0).
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µ
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

0 1.063979-0.191077i 1.020474-0.191921i 1.021447-0.191977i 1.028501-0.194235i
0.1 1.069480-0.189375i 1.026204-0.190081i 1.027177-0.190138i 1.034843-0.192415i
0.2 1.086098-0.184183i 1.043473-0.184492i 1.044447-0.184554i 1.053925-0.186890i
0.3 1.114201-0.175236i 1.072528-0.174939i 1.073503-0.175009i 1.085933-0.177444i
0.4 1.154449-0.162028i 1.113804-0.161002i 1.114780-0.161082i 1.131246-0.163648i
0.5 1.207907-0.143668i 1.167937-0.141926i 1.168922-0.142012i 1.190572-0.144695i
0.6 1.276314-0.118382i 1.235598-0.116403i 1.236714-0.116398i 1.265238-0.118895i

Tabla A-12: Frecuencias de los QNM de un campo escalar masivo (s=0) en función de µ
y alrededor de un agujero negro de RN-EGB 4D. (con n = 0, l = 2, α = 0.1, Q = 0.5 y

Λ = 0).

B. Apéndice 2: Tablas de las frecuencias de los modos cuasinor-

males del campo electromagnético

En este apéndice se comparten las Tablas con los resultados obtenidos para las frecuen-
cias ω de los QNMs de las perturbaciones al campo electromagnético, también bajo el
uso de los métodos del potencial de Pöschl-Teller dado en [42] y de la aproximación WKB
a 1er, 3er y 6to orden propuestos en [25, 45, 90]. De nuevo, el orden de las Tablas con
estos resultados es resumida en la Tabla (5-4). Los resultados con las frecuencias de las
perturbaciones al campo electromagnético, se muestran sobre del AN de Schwarzschild
en la Tabla (B-13), en el AN de RN sobre la Tabla (B-14), en los alrededores del AN de
EGB 4D en la Tabla (B-15), en la Tabla (B-16) sobre las cercanı́as del AN de RN-EGB
4D y bajo la geometrı́a del AN de AdS-RN-EGB 4D se dan en las Tablas (B-17), (B-18),
(B-19) y (B-20).
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l n
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

1 0 0.574101-0.182471i 0.491740-0.186212i 0.496383-0.185274i 0.509175-0.192450i
1 0.703979-0.446419i 0.422617-0.591670i 0.428591-0.588236i 0.509175-0.577350i

2 0 0.961509-0.188707i 0.914262-0.190130i 0.915187-0.190022i 0.922958-0.192450i
1 1.071062-0.508216i 0.871655-0.581943i 0.873068-0.581456i 0.922958-0.577350i
2 1.206101-0.752191i 0.804636-0.991724i 0.801812-1.003456i 0.922958-0.962250i

3 0 1.346876-0.190515i 1.313467-0.191262i 1.313797-0.191234i 1.319371-0.192450i
1 1.436934-0.535724i 1.282942-0.579592i 1.283473-0.579461i 1.319371-0.577350i
2 1.565160-0.819725i 1.230218-0.980115i 1.227575-0.984128i 1.319371-0.962250i
3 1.700882-1.056041i 1.162826-1.391098i 1.154962-1.412996i 1.319371-1.347151i

4 0 1.731920-0.191273i 1.706036-0.191730i 1.706190-0.191720i 1.710534-0.192450i
1 1.807048-0.549962i 1.682281-0.578679i 1.682534-0.578630i 1.710534-0.577350i
2 1.924501-0.860663i 1.639113-0.974010i 1.637438-0.975669i 1.710534-0.962250i
3 2.057477-1.127053i 1.581876-1.378455i 1.575263-1.388477i 1.710534-1.347151i
4 2.193330-1.359314i 1.513940-1.790035i 1.501915-1.820908i 1.710534-1.732051i

5 0 2.116879-0.191660i 2.095742-0.191968i 2.095826-0.191963i 2.099383-0.192450i
1 2.180813-0.558123i 2.076302-0.578230i 2.076442-0.578208i 2.099383-0.577350i
2 2.287165-0.886950i 2.039936-0.970495i 2.038880-0.971288i 2.099383-0.962250i
3 2.414196-1.176393i 1.990266-1.370213i 1.985554-1.375293i 2.099383-1.347151i
4 2.548873-1.432588i 1.930362-1.776802i 1.919927-1.793503i 2.099383-1.732051i
5 2.684734-1.662334i 1.861960-2.188750i 1.846118-2.228121i 2.099383-2.116951i

6 0 2.501808-0.191883i 2.483941-0.192105i 2.483992-0.192102i 2.487003-0.192450i
1 2.557223-0.563175i 2.467492-0.577976i 2.467576-0.577965i 2.487003-0.577350i
2 2.653400-0.904603i 2.436165-0.968319i 2.435472-0.968741i 2.487003-0.962250i
3 2.773183-1.211743i 2.392447-1.364678i 2.389143-1.367483i 2.487003-1.347151i
4 2.904338-1.487600i 2.338823-1.767213i 2.330747-1.776838i 2.487003-1.732051i
5 3.039744-1.737187i 2.277121-2.175140i 2.262982-2.198870i 2.487003-2.116951i
6 3.175580-1.965220i 2.208343-2.587341i 2.188857-2.634968i 2.487003-2.501851i

Tabla B-13: Frecuencias de los QNM del campo electromagnético (s=1) alrededor de un
agujero negro de Schwarzschild. (con α → 0, Q = 0 y Λ = 0).
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l n
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

1 0 0.598736-0.185306i 0.518284-0.188831i 0.522644-0.188249i 0.534949-0.194874i
1 0.729578-0.456221i 0.452837-0.597572i 0.458820-0.595182i 0.534949-0.584623i

2 0 1.004509-0.191308i 0.958315-0.192648i 0.959197-0.192575i 0.966677-0.194874i
1 1.113729-0.517640i 0.918113-0.588787i 0.919500-0.588418i 0.966677-0.584623i
2 1.250235-0.768536i 0.854804-1.002203i 0.852396-1.012784i 0.966677-0.974371i

3 0 1.407886-0.193034i 1.375219-0.193736i 1.375535-0.193717i 1.380907-0.194874i
1 1.497145-0.544576i 1.346430-0.586661i 1.346950-0.586559i 1.380907-0.584623i
2 1.625854-0.835775i 1.296607-0.991197i 1.294280-0.994785i 1.380907-0.974371i
3 1.763225-1.078925i 1.233027-1.405920i 1.225897-1.425553i 1.380907-1.364120i

4 0 1.810804-0.193756i 1.785494-0.194185i 1.785642-0.194178i 1.789830-0.194874i
1 1.885010-0.558384i 1.763091-0.585832i 1.763339-0.585795i 1.789830-0.584623i
2 2.002270-0.876138i 1.722315-0.985425i 1.720838-0.986902i 1.789830-0.974371i
3 2.136184-1.149701i 1.668234-1.393798i 1.662256-1.402737i 1.789830-1.364120i
4 2.273777-1.388737i 1.604188-1.809159i 1.593184-1.836832i 1.789830-1.753869i

5 0 2.213569-0.194123i 2.192901-0.194413i 2.192981-0.194410i 2.196412-0.194874i
1 2.276586-0.566250i 2.174568-0.585424i 2.174705-0.585407i 2.196412-0.584623i
2 2.382341-0.901856i 2.140230-0.982112i 2.139299-0.982815i 2.196412-0.974371i
3 2.509712-1.198520i 2.093290-1.385928i 2.089047-1.390443i 2.196412-1.364120i
4 2.645582-1.461815i 2.036713-1.796414i 2.027216-1.811323i 2.196412-1.753869i
5 2.783238-1.698296i 1.972258-2.212163i 1.957713-2.247459i 2.196412-2.143617i

6 0 2.616266-0.194336i 2.598797-0.194544i 2.598845-0.194542i 2.601751-0.194874i
1 2.670813-0.571101i 2.583284-0.585193i 2.583367-0.585184i 2.601751-0.584623i
2 2.766168-0.919023i 2.553713-0.980064i 2.553102-0.980438i 2.601751-0.974371i
3 2.885838-1.233279i 2.512405-1.380664i 2.509439-1.383151i 2.601751-1.364120i
4 3.017688-1.516363i 2.461729-1.787214i 2.454411-1.795779i 2.601751-1.753869i
5 3.154449-1.772982i 2.403481-2.199023i 2.390569-2.220224i 2.601751-2.143617i
6 3.292116-2.007721i 2.338693-2.615037i 2.320772-2.657740i 2.601751-2.533366i

Tabla B-14: Frecuencias de los QNM del campo electromagnético (s=1) alrededor de un
agujero negro de RN. (con α → 0, Q = 0.5 y Λ = 0).
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l n
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

1 0 0.577265-0.180037i 0.497209-0.182612i 0.502280-0.183042i 0.514699-0.189488i
1 0.704685-0.442448i 0.429593-0.580177i 0.439501-0.580420i 0.514699-0.568464i

2 0 0.968011-0.185959i 0.922210-0.186973i 0.923300-0.186990i 0.930891-0.189488i
1 1.074694-0.502497i 0.881237-0.571831i 0.883626-0.571560i 0.930891-0.568464i
2 1.207501-0.745382i 0.816461-0.974100i 0.816360-0.984370i 0.930891-0.947440i

3 0 1.356520-0.187666i 1.324159-0.188203i 1.324555-0.188206i 1.330046-0.189488i
1 1.443852-0.528944i 1.294985-0.570032i 1.295901-0.569937i 1.330046-0.568464i
2 1.569328-0.811088i 1.244332-0.963411i 1.242986-0.966811i 1.330046-0.947440i
3 1.702927-1.046438i 1.179395-1.366947i 1.173968-1.385923i 1.330046-1.326416i

4 0 1.744620-0.188380i 1.719556-0.188711i 1.719742-0.188711i 1.724038-0.189488i
1 1.817295-0.542540i 1.696915-0.569372i 1.697356-0.569333i 1.724038-0.568464i
2 1.931788-0.850642i 1.655609-0.957891i 1.654633-0.959279i 1.724038-0.947440i
3 2.062214-1.115579i 1.600626-1.355099i 1.595581-1.363712i 1.724038-1.326416i
4 2.196004-1.346931i 1.535244-1.759250i 1.525641-1.786149i 1.724038-1.705392i

5 0 2.132591-0.188744i 2.112126-0.188968i 2.112228-0.188968i 2.115753-0.189488i
1 2.194344-0.550298i 2.093626-0.569058i 2.093870-0.569040i 2.115753-0.568464i
2 2.297720-0.875900i 2.058914-0.954743i 2.058270-0.955402i 2.115753-0.947440i
3 2.421931-1.163370i 2.011333-1.347458i 2.007648-1.351804i 2.115753-1.326416i
4 2.554195-1.418306i 1.953789-1.746761i 1.945185-1.761243i 2.115753-1.705392i
5 2.688031-1.647176i 1.887997-2.151287i 1.874681-2.185725i 2.115753-2.084368i

6 0 2.520506-0.188955i 2.503210-0.189116i 2.503271-0.189116i 2.506260-0.189488i
1 2.573979-0.555088i 2.487569-0.568883i 2.487718-0.568874i 2.506260-0.568464i
2 2.667268-0.892789i 2.457714-0.952805i 2.457283-0.953154i 2.506260-0.947440i
3 2.784089-1.197459i 2.415924-1.342364i 2.413314-1.344756i 2.506260-1.326416i
4 2.912571-1.471674i 2.364516-1.737783i 2.357793-1.746103i 2.506260-1.705392i
5 3.045659-1.720113i 2.305244-2.138394i 2.293201-2.159078i 2.506260-2.084368i
6 3.179495-1.947291i 2.239112-2.543176i 2.222318-2.584942i 2.506260-2.463344i

Tabla B-15: Frecuencias de los QNM del campo electromagnético (s=1) alrededor de un
agujero negro de EGB. (con α = 0.1, Q = 0 y Λ = 0).
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l n
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

1 0 0.602764-0.182150i 0.525139-0.184323i 0.529906-0.185170i 0.541879-0.191083i
1 0.730412-0.450951i 0.461178-0.583080i 0.471345-0.584407i 0.541879-0.573250i

2 0 1.012765-0.187770i 0.968334-0.188636i 0.969388-0.188695i 0.976690-0.191083i
1 1.118335-0.510135i 0.929904-0.575959i 0.932366-0.575791i 0.976690-0.573250i
2 1.251913-0.759507i 0.868831-0.979826i 0.869454-0.988629i 0.976690-0.955417i

3 0 1.420118-0.189377i 1.388726-0.189836i 1.389112-0.189849i 1.394403-0.191083i
1 1.505954-0.535748i 1.361421-0.574490i 1.362366-0.574419i 1.394403-0.573250i
2 1.631107-0.824401i 1.313789-0.969947i 1.312922-0.972813i 1.394403-0.955417i
3 1.765684-1.066194i 1.252650-1.375197i 1.248277-1.391429i 1.394403-1.337584i

4 0 1.826902-0.190047i 1.802590-0.190330i 1.802771-0.190334i 1.806915-0.191083i
1 1.898052-0.548768i 1.781416-0.573962i 1.781872-0.573932i 1.806915-0.573250i
2 2.011530-0.863017i 1.742652-0.964889i 1.741964-0.966050i 1.806915-0.955417i
3 2.142123-1.134565i 1.690915-1.364056i 1.686728-1.371368i 1.806915-1.337584i
4 2.276997-1.372321i 1.629403-1.769966i 1.621169-1.793042i 1.806915-1.719751i

5 0 2.233479-0.190388i 2.213628-0.190579i 2.213728-0.190581i 2.217130-0.191083i
1 2.293791-0.556146i 2.196334-0.573714i 2.196587-0.573699i 2.217130-0.573250i
2 2.395778-0.887452i 2.163802-0.962022i 2.163336-0.962570i 2.217130-0.955417i
3 2.519509-1.181417i 2.119086-1.356928i 2.116017-1.360600i 2.217130-1.337584i
4 2.652226-1.442956i 2.064936-1.758141i 2.057547-1.770496i 2.217130-1.719751i
5 2.787210-1.678202i 2.003065-2.164447i 1.991429-2.194048i 2.217130-2.101917i

6 0 2.639957-0.190585i 2.623181-0.190722i 2.623241-0.190723i 2.626126-0.191083i
1 2.692102-0.560680i 2.608563-0.573577i 2.608717-0.573569i 2.626126-0.573250i
2 2.783826-0.903677i 2.580606-0.960262i 2.580291-0.960553i 2.626126-0.955417i
3 2.899704-1.214590i 2.541379-1.352206i 2.539205-1.354221i 2.626126-1.337584i
4 3.028085-1.495408i 2.493035-1.749701i 2.487276-1.756770i 2.626126-1.719751i
5 3.161807-1.750421i 2.437265-2.152197i 2.426780-2.169894i 2.626126-2.101917i
6 3.296835-1.983953i 2.375092-2.558772i 2.360289-2.594714i 2.626126-2.484084i

Tabla B-16: Frecuencias de los QNM del campo electromagnético (s=1) alrededor de un
agujero negro de RN-EGB 4D. (con α = 0.1, Q = 0.5 y Λ = 0).
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l n
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

1 0 0.626235-0.189251i 0.544246-0.191207i 0.549425-0.192249i 0.562973-0.198533i
1 0.758861-0.468525i 0.474331-0.608694i 0.485475-0.610326i 0.562973-0.595600i

2 0 1.052199-0.195091i 1.005347-0.195884i 1.006502-0.195958i 1.014716-0.198533i
1 1.161888-0.530020i 0.962673-0.599625i 0.965433-0.599421i 1.014716-0.595600i
2 1.300675-0.789108i 0.896304-1.022984i 0.897232-1.032177i 1.014716-0.992666i

3 0 1.475412-0.196760i 1.442323-0.197183i 1.442746-0.197199i 1.448693-0.198533i
1 1.564598-0.556632i 1.411843-0.597535i 1.412909-0.597449i 1.448693-0.595600i
2 1.694632-0.856534i 1.359332-1.010868i 1.358560-1.013836i 1.448693-0.992666i
3 1.834456-1.107747i 1.293092-1.435843i 1.288700-1.452887i 1.448693-1.389733i

4 0 1.898034-0.197456i 1.872411-0.197717i 1.872611-0.197723i 1.877266-0.198533i
1 1.971960-0.570161i 1.848721-0.596739i 1.849236-0.596702i 1.877266-0.595600i
2 2.089865-0.896656i 1.805686-1.004567i 1.805039-1.005764i 1.877266-0.992666i
3 2.225551-1.178785i 1.748952-1.422312i 1.744667-1.429977i 1.877266-1.389733i
4 2.365684-1.425805i 1.682424-1.848063i 1.673940-1.872358i 1.877266-1.786799i

5 0 2.320441-0.197811i 2.299522-0.197987i 2.299632-0.197990i 2.303454-0.198533i
1 2.383107-0.577827i 2.280148-0.596351i 2.280435-0.596334i 2.303454-0.595600i
2 2.489073-0.922046i 2.243896-1.000975i 2.243452-1.001539i 2.303454-0.992666i
3 2.617631-1.227467i 2.194501-1.413578i 2.191346-1.417421i 2.303454-1.389733i
4 2.755523-1.499196i 2.135336-1.833760i 2.127671-1.846760i 2.303454-1.786799i
5 2.895770-1.743607i 2.068496-2.259978i 2.056419-2.291184i 2.303454-2.183866i

6 0 2.742745-0.198015i 2.725067-0.198143i 2.725133-0.198144i 2.728374-0.198533i
1 2.796925-0.582538i 2.708679-0.596133i 2.708854-0.596124i 2.728374-0.595600i
2 2.892228-0.938905i 2.677457-0.998765i 2.677155-0.999063i 2.728374-0.992666i
3 3.012627-1.261934i 2.633927-1.407769i 2.631689-1.409875i 2.728374-1.389733i
4 3.146015-1.553695i 2.580735-1.823481i 2.574746-1.830913i 2.728374-1.786799i
5 3.284952-1.818644i 2.519958-2.245192i 2.509031-2.263844i 2.728374-2.183866i
6 3.425244-2.061275i 2.452844-2.671725i 2.437427-2.709646i 2.728374-2.580933i

Tabla B-17: Frecuencias de los QNM del campo electromagnético (s=1) alrededor de un
agujero negro de AdS-RN-EGB 4D. (con α = 0.1, Q = 0.5 y Λ = −0.01).
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Q
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

0 1.009396-0.193912i 0.960851-0.194851i 0.962054-0.194880i 0.970688-0.197592i
0.1 1.010947-0.193976i 0.962457-0.194911i 0.963658-0.194941i 0.972277-0.197649i
0.2 1.015674-0.194162i 0.967353-0.195084i 0.968548-0.195120i 0.977121-0.197811i
0.3 1.023801-0.194449i 0.975782-0.195346i 0.976967-0.195390i 0.985461-0.198054i
0.4 1.035747-0.194789i 0.988197-0.195646i 0.989369-0.195703i 0.997745-0.198328i
0.5 1.052199-0.195091i 1.005347-0.195884i 1.006502-0.195958i 1.014716-0.198533i
0.6 1.074270-0.195165i 1.028447-0.195853i 1.029585-0.195950i 1.037583-0.198468i
0.7 1.103827-0.194596i 1.059545-0.195099i 1.060674-0.195227i 1.068403-0.197692i
0.8 1.144278-0.192319i 1.102382-0.192458i 1.103531-0.192624i 1.111002-0.195094i

Tabla B-18: Frecuencias de los QNM del campo electromagnético (s=1) en función de Q
alrededor de un agujero negro de AdS-RN-EGB 4D. (con n = 0, l = 2, α = 0.1 y

Λ = −0.01).

Λ (WKB 1er orden)
2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

0 1.012765-0.187770i 0.968334-0.188636i 0.969388-0.188695i 0.976690-0.191083i
-0.01 1.052199-0.195091i 1.005347-0.195884i 1.006502-0.195958i 1.014716-0.198533i
-0.02 1.090234-0.202152i 1.040972-0.202879i 1.042231-0.202969i 1.051391-0.205720i
-0.03 1.127010-0.208981i 1.075347-0.209650i 1.076714-0.209756i 1.086853-0.212670i
-0.04 1.162648-0.215600i 1.108588-0.216222i 1.110070-0.216343i 1.121217-0.219405i
-0.05 1.197249-0.222027i 1.140795-0.222615i 1.142396-0.222748i 1.154581-0.225946i
-0.06 1.230900-0.228278i 1.172052-0.228849i 1.173780-0.228987i 1.187029-0.232308i
-0.07 1.263678-0.234368i 1.202435-0.234937i 1.204293-0.235075i 1.218634-0.238506i
-0.08 1.295649-0.240309i 1.232007-0.240896i 1.234001-0.241023i 1.249461-0.244552i
-0.09 1.326872-0.246111i 1.260826-0.246736i 1.262957-0.246840i 1.279566-0.250457i

Tabla B-19: Frecuencias de los QNM del campo electromagnético (s=1) en función de Λ
alrededor de un agujero negro de AdS-RN-EGB 4D. (con n = 0, l = 2, α = 0.1 y Q = 0.5).
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α
(WKB 1er orden)

2Mω

(WKB 3er orden)
2Mω

(WKB 6to orden)
2Mω

(Pöschl–Teller)
2Mω

0 1.045012-0.199021i 0.996258-0.200335i 0.997216-0.200258i 1.005654-0.202732i
0.1 1.052199-0.195091i 1.005347-0.195884i 1.006502-0.195958i 1.014716-0.198533i
0.2 1.059934-0.190747i 1.015108-0.191042i 1.016393-0.191274i 1.024438-0.193913i
0.3 1.068310-0.185889i 1.025638-0.185708i 1.027006-0.186081i 1.034939-0.188769i
0.4 1.077450-0.180378i 1.037059-0.179733i 1.038485-0.180207i 1.046369-0.182960i
0.5 1.087519-0.174002i 1.049517-0.172898i 1.051000-0.173411i 1.058938-0.176273i
0.6 1.098751-0.166430i 1.063185-0.164855i 1.064740-0.165330i 1.072942-0.168373i
0.7 1.111493-0.157084i 1.078232-0.155030i 1.079872-0.155381i 1.088836-0.158677i

Tabla B-20: Frecuencias de los QNM del campo electromagnético (s=1) en función de α
alrededor de un agujero negro de AdS-RN-EGB 4D. (con n = 0, l = 2, Λ = −0.01 y

Q = 0.5).

C. Apéndice 3: Introducción a las aplicaciones de los modos cua-

sinormales de un agujero negro

Es posible usar los resultados encontrados de las frecuencias ω de los QNMs de un AN
junto con la aproximación WKB para determinar algunas propiedades de los AN, como
bien lo son, el factor de cuerpo gris de un AN o la sombra de los AN. Por ejemplo, con-
siderando el limite eikonal cuando el número multipolar l → ∞, las perturbaciones a los
campos escalares y electromagnéticos están descritos por el mismo potencial Veik, que
para espacio-tiempos estáticos y esféricamente simétricos es [11]

Veik = f
l(l + 1)
r2 . (C-225)

En donde, la coordenada radial r0 del máximo del potencial Veik coincide en este caso
con r0 = ref , el radio de la esfera de fotones [11]. Este lı́mite eikonal ya ha sido bien
estudiado, incluso en el espacio-tiempo de EGB 4D [13]. Es posible dar con una formula
semi-analı́tica para las frecuencias de los QNMs en el regimen eikonal. Por ejemplo, pa-
ra perturbaciones escalares y electromagnéticas en el espacio-tiempo de EGB 4D esta
formula viene dada por [13]

ω ≈ 1
3
√

3M

(
l + 1

2 − i
(
n+ 1

2

))
+ α

81
√

3M3

(
l + 1

2 + i(2n+ 1)
)
. (C-226)

Es importante tener en cuenta que en la referencia [13], se explica que las propiedades
anteriormente descritas en este espacio-tiempo no son validas para las perturbaciones
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gravitacionales (en la teorı́a de la RG si es permitido) [13], pues en este caso los de-
sarrollos son más complicados debido principalmente al formalismo tensorial y a que la
teorı́a de EGB proviene de un modelo gravitacional de dimensiones superiores. De todas
formas, a las perturbaciones escalares y electromagnéticas, se les puede asociar varias
aplicaciones interesantes sobre esta métrica. En particular en estos casos, la parte real
de las frecuencias ωR de los QNMs en el limite eikonal está relacionado con la velocidad
angular Ωef de la esfera de fotones. Mientras que la parte imaginaria de las frecuencias
ωI está relacionada con el denominado exponente de Lyapunov λef , el cual contiene in-
formación de la inestabilidad de la órbita [83]. Estas relaciones son claras en la expresión

ω = lΩef − i
(
n+ 1

2

)
|λef |. (C-227)

Relacionado a esto, el radio de la sombra del AN RS puede ser encontrado mediante [83]

ωR = ĺım
l≫1

l

RS

. (C-228)

Adicionalmente, otra aplicación llamativa es el análisis del factor de cuerpo gris de los
AN. Esta cantidad es una caracterı́stica cuántica de los ANs, el cual si tiene un valor alto
indicarı́a que hay una alta probabilidad de que la radiación de Hawking del AN pueda
alcanzar el infinito [123]. Es bien sabido que los ANs, desde un punto de vista cuántico,
emiten radiación térmica llamada la radiación de Hawking. Al mismo tiempo, la curvatura
del espacio-tiempo alrededor del AN puede interpretarse como un potencial gravitacional,
el cual vendrı́a dispersando a la radiación de Hawking haciendo que una parte de esta
se refleje de nuevo en el AN, mientras que la otra parte se transmite hacı́a el infinito.
Consecuentemente, la probabilidad de esta transmisión al infinito es lo que se conoce
como el factor de cuerpo gris del AN [123]. Ahora bien, usando la aproximación WKB se
puede encontrar este factor de cuerpo gris, y además se puede determinar la cantidad
de radiación inicial cerca del horizonte del AN que es reflejado hacia él por la barrera de
potencial [83].

Como se mostró anteriormente, analizando el comportamiento de las soluciones de las
ondas entrantes al AN en la construcción de la función de Green asociada a la ecuación
de RW, se puede expresar la forma de las soluciones introduciendo a los coeficientes de
transmisión T y de reflexión R. Por lo que de la ecuación (3-137), es posible afirmar que
estas soluciones tienen un comportamiento asintótico dado por

Ψ ∼

e
iωr∗ + Re−iωr∗ cuando r∗ → −∞

T eikr∗ cuando r∗ → ∞.
(C-229)
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De igual manera a como se expresó en la ecuación (3-139), aquı́ la probabilidad total de
encontrar esta onda en todo el espacio esta dada por

|R|2 + |T |2 = 1. (C-230)

Siguiendo los procedimientos mostrados en [83]. Por un lado, el coeficiente de reflexión
R se puede expresar como

R = 1√
1 + e−2πiK

(C-231)

Donde el valor del parámetro K, en relación con las frecuencias ω de los QNMs y el
método de la aproximación WKB a 6to orden, viene dado por

K = i (ω2 − V0)√
−2V ′′

0

−
6∑

i=2
Λi. (C-232)

De manera que, el coeficiente de transmisión T , se puede encontrar fácilmente recurrien-
do nuevamente a la relación de la ecuación (C-230). En adición, con estos anteriores
resultados también se puede estudiar el comportamiento de la sección transversal de
absorción del AN [124]. La sección transversal de absorción parcial viene dada por

σl = π

ω2 (2l + 1)|T |2. (C-233)

Por lo que la sección transversal de absorción total del AN serı́a

σabs =
∞∑

l=0
σl (C-234)

Existen muchas otras aplicaciones del calculo de las frecuencias ω de los QNMs de los
ANs, como por ejemplo, la determinación misma de los parámetros de masa M y espı́n a
de los ANs, el análisis de la estabilidad de las soluciones espacio-temporales, las correc-
ciones no lineales sobre la gravedad, el testeo del teorema del no-pelo, entre otros [23],
Indudablemente, una vez obtenidas las frecuencias ω de los QNMs, se pueden estudiar
diversas caracterı́sticas observacionales de los AN o viceversa. De manera que el estudio
los QNMs es una herramienta muy útil para investigar a los ANs y para poner a prueba
diversos modelos gravitacionales, comparando los posibles resultados teóricos con las
detecciones observacionales que cada vez más se están dando sobre los ANs, como
bien lo son la determinación de las sombras de los ANs a partir de las recientes imáge-
nes obtenidas por el Event Horizon Telescope [4], o las próximas investigaciones que se
puedan dar sobre las ondas gravitacionales producidas por perturbaciones en ANs su-
permasivos, las cuales podrı́an llegar a ser detectadas por el interferómetro del proyecto
LISA [5].

https://eventhorizontelescope.org/
https://www.elisascience.org/
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