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Resumen

Distribucion Bivariada Birnbaum-Saunders Unitaria

La distribucién Unitaria Birnbaum Saunders (UBS), [Mazucheli et al., 2018a], tiene soporte
en el intervalo (0,1), motivo por el cual se emplea con éxito en el modelamiento de tasas
e indicadores. Se presentan dos nuevas distribuciones bivariadas, la distribucién Bivariada
Birnbaum Saunders Unitaria (BVUBS) y la distribucién Bivariada Sinh-Normal Birnbaum
Saunders Unitaria (BVUSHN), ademés como efecto natural el modelo de regresiéon para el
caso de covariables en el modelo, empleando para ello el concepto de distribuciones condicio-
nalmente especificadas, dichas distribuciones son capaces de modelar tasas y proporciones en
el plano unidad, y presentan un mejor ajuste a datos comparadas con otras distribuciones.
Igualmente, se presentan algunas propiedades generales de los modelos, valores esperados e
inferencia por maxima verosimilitud y aplicacién a datos reales. Conjuntamente al presente
trabajo de maestria se publica el articulo The Multivariate Skewed Log-Birnbaum—Saunders
Distribution and Its Associated Regression Model, [Martinez-Florez et al., 2023|, el cual se
enfoco en la extension multivariada de la distribucion Sinh-Normal Unitaria, estudiando en
detalle las propiedades de la distribuciéon e inferencia estadistica, se incluye un estudio de
simulacién asociado al modelo de regresiéon y dos aplicaciones con datos reales, logrando
concluir que son potencialmente tutiles para modelar datos de proporciones, tasas o indices.

Palabras clave: (Distribuciéon Bivariada Birnbaum Saunders unitaria; condicionalmen-
te especificada; modelo de regresion multivariado; Distibucion Sinh-Normal Unitaria;

distribucién log-Birbaum Saunders multivariada; datos acotados).

Abstract

Bivariate unit-Birnbaum-Saunders distribution

The unit-Birnbaum-Saunders distribution (UBS), |[Mazucheli et al., 2018a], has support in
the interval (0,1), which is why it is used successfully in the modeling of rates and indica-
tors. Two new bivariate distributions are presented, the Bivariate Unit-Birnbaum-Saunders
distribution (BVUBS) and the Bivariate Unit-Sinh-Normal Birnbaum Saunders distribution
(BVUSHN), as well as the natural effect the regression model for the case of covariates in
the model, using the concept of conditionally specified distributions, these distributions are
capable of modeling rates and proportions in the unit plane, and present a better fit to data
compared to other distributions. Likewise, some general properties of the models, expected
values and inference by maximum likelihood and application to real data are presented. The



VI

article The Multivariate Skewed Log-Birnbaum—Saunders Distribution and Its Associated Re-
gression Model, [Martinez-Florez et al., 2023|, which focused on the multivariate extension
of the Unit-Sinh-Normal Distribution, is published together with this master’s thesis, stud-
ying in detail the properties of the distribution and statistical inference, a simulation study
associated with the regression model and two applications with real data are included. We
conclude that they are potentially useful for modeling ratio, rate or index data.

Keywords: (Bivariate unit-Birnbaum-Saunders distribution; conditionally specified;
multivariate regression model; unit-sinh-normal distribution; multivariate log-Birnbaum

Saunders distribution; bounded data).
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1 Introduccion

Modelar datos cuando la variable objetivo es indice o tasa cobra importancia en distintas
areas de estudio, por ejemplo, cuando se busca predecir el indice de calidad de un producto
electronico, analizar tasas de mortalidad o indices de desempleo, entre otros. La distribucién
Beta y sus extensiones son usualmente aplicadas en el modelamiento, pues aportan flexibili-
dad y permiten predecir valores en el intervalo (0,1), como se evidencia en [Cook et al., 2008]
o |Gupta and Nadarajah, 2004], sin embargo, miltiples investigaciones se han interesado en
alternativas a esta distribucién, asi como, la distribucién Kumaraswamy, [Kumaraswamy,
1980], distribucién potencia-Normal Unitaria (PSN) [Martinez-Florez et al., 2015], distribu-
cién Birnbaum-Saunders Unitaria (UBS) en [Mazucheli et al., 2018a] y distribucion Weibull
Unitaria [Mazucheli et al., 2018b].

Destaca la distribucion UBS pues permite modelar conjuntos de datos con asimetria positiva
en el intervalo unitario ademas todas las variables aleatorias que siguen la misma distribu-
cioén son transformaciones de una variable aleatoria que sigue la distribuciéon normal estandar
y presenta propiedades de forma cerrada. No obstante, en la literatura aiin no se observa
extensiones para el caso bivariado y multivariado de la distribucion UBS, por tanto es de
interés estudiar fenémenos de incertidumbre con respuestas observadas (dos variables) que
estan limitadas al plano unitario, extendiendo asi la distribucién al caso bivariado.
Igualmente se busca extender el modelo de regresién basado en la distribucion UBS, los
modelos de regresion se han utilizado para evaluar los efectos de las variables ambientales
y para comparar parametros de localizacion de varias poblaciones, algunas herramientas de
diagnéstico implementadas para el modelo de regresién Birnbaum Saunders son presentadas
en [Galea et al., 2004], [Xie and Wei, 2007] y [Farias and Lemonte, 2011].

Cabe notar que tomando como dominio R", existen extensiones multivariadas como la dis-
tribucién Birnbaum Saunders Bivariada (BVBS) de [Kundu et al., 2010], la distribucién
Birnbaum Saunders Multivariada (MVBS) en |Lemonte et al., 2015b] basado en el articulo
de [Arnold et al., 2002], el modelo de regresién Birnbaum Saunders Multivariado en |Le-
monte, 2013 y la generalizacién del modelo de regresién en [Rieck and Nedelman, 1991].
Asi mismo, en [Martinez-Flérez et al., 2017] presentan la extension de dos modelos asimétri-
cos, distribucién asimétrica Sinh-Normal Multivariada (SMVSHN), basados en los traba-
jos de |Diaz-Garcia and Dominguez-Molina, 2006] que definen la distribuciéon Sinh-Normal
(SHN) Multivariada. [Lemonte, 2013|, [Lemonte et al., 2015b], [Martinez-Florez et al., 2017]
y [Martinez-Flérez and Tovar-Falon, 2021], estudiaron extensiones multivariadas de impor-
tancia para el desarrollo del presente trabajo.



En busca de extender la distribucion UBS y el modelo de regresion el siguiente trabajo estu-
diara caracteristicas de la funcién de densidad conjunta, funciéon de distribuciéon acumulada
conjunta, funciones marginales, condicionales, momentos, matrices de varianza-covarianza y
coeficientes de correlacién de la distribucién bivariada. Con el modelo propuesto se llevara
a cabo el proceso de inferencia estadistica, partiendo de la estimacion de sus parametros
desde un punto de vista clasico usando el método de méxima verosimilitud, se encontraran
las funciones score y las matrices de informacién (o de Fisher) del modelo. De igual manera,
se busca extender el modelo de regresion de la distribucién Sin-Normal Unitaria al caso mul-
tivariado, posteriormente, se presentara el modelo bivariado con aplicaciones a datos reales.

Cabe destacar que simultaneamente al presente trabajo de maestria y en colaboracién con los
directores de tesis y el profesor Roger Tovar se elabor6 el articulo, The Multivariate Skewed
Log-Birnbaum—Saunders Distribution and Its Associated Regression Model, [Martinez-Flérez
et al., 2023|, enfocado en la definicién y presentacién de la extensién multivariada de la
distribucion Sin-Normal Unitaria (USHN) y el modelo de regresién asociado, publicado el 22
de febrero de 2023, donde se presenta la distribucién multivariada sesgada mostrando que es
potencialmente util para modelar datos de proporciones, tasas o indices, se detalla propie-
dades de la distribucion e inferencia estadistica mediante maxima verosimilitud, incluyendo
un estudio de simulacién asociado al modelo de regresion y aplicaciones a datos reales.



2 Revision de Literatura

La distribucién Birnbaum Saunders (BS) surge como solucién al problema de desgaste de
materiales ampliamente usada en teoria de confiabilidad, esta area se enfoca en el desarrollo
estadistico de las distribuciones de vida en articulos o componentes que pueden sufrir algin
tipo de falla mediante el estudio del comportamiento de funciéon de sobrevivencia, tasas de
falla o riesgo y la vida media de los articulos.

Las distribuciones de vida son modelos probabilisticos multiparamétricos, que usualmente
presentan algtin tipo de sesgo, razén por la cual la distribucién normal es inadecuada para
esta labor, por ello, se realizaron pruebas de bondad de ajuste empleando la distribucién
exponencial que tiene como caracteristica tasa de falla constante y desarrollo algebraico ma-
nejable comparada con otras distribuciones, sin embargo, no es viable en algunos problemas
de envejecimiento de componentes respecto del tiempo, [Davis, 1952]. [Bartlett and Kendall,
1946| estudiaron la distribuciéon Log-Gamma, notemos que un camino natural a partir de la
distribucién exponencial es usar la distribuciéon Gamma, la cual es mucho mas flexible, pero
dificil de tratar algebraicamente. Actualmente atin hay muchos articulos que relacionan la
distribucion Gamma o variaciones de ella para ajustar modelos de vida. Como alternativa,
en [Barlow and Proschan, 1965] se desarrolla distribuciones normales truncadas para el pro-
blema de sesgo.

La distribuciéon Weibull empleada para medir rupturas de material es mucho més robusta
que la distribucién exponencial y con mayor flexibilidad como se observa en |Lieblein, 1956]
y [Kao, 1959]; [Zelen and Dannemiller, 1961] abordan la utilidad de la distribucién Weibull
cuando la distribucién exponencial es inadecuada.

Como solucién al problema de desgaste en los materiales de los aviones comerciales causadas
por vibracion constante, se postula un nuevo modelo para describir la vida 1til considerando
las muestras de material expuestas a fatiga después de ciclos de tension y estrés. La distri-
bucion resultante de este analisis es la distribucion BS, y su creacién se puede resumir en los
siguientes tres articulos. Primero, [Birnbaum et al., 1966|, desarrolla un modelo estocéstico
como producto del desgaste de material, segundo [Birnbaum and Saunders, 1969] a partir de
la regla de Miner y basado en los problemas de fatiga se origina y se construye el modelo BS,
a su vez |[Freudenthal and Shinozuka, 1961 presenta un modelo bastante similar con distin-
ta parametrizacion. El tercer articulo [Esary and Marshall, 1973], extiende los resultados a
procesos de desgaste continuo.

[Desmond, 1985] presenta una generalizacién de la distribucién BS, [Dupuis and Mills, 1998]
y |Owen and Padgett, 1999] buscaron generar un modelo mas robusto. Distribuciones alter-



nativas a las enunciadas Gamma, Weibull o BS son la distribucién Log-Normal empleada
para el andlisis de tiempo de vida de sistemas [Nelson and Hahn, 1972 y la inversa Gaus-
siana [Chhikara and Folks, 1977].

Retomando con la distribucién BS en el periodo de 2000 a 2010, una vez establecido el
modelo, el interés radico en proponer variaciones a la distribucién, alli aparecen trabajos
como [Volodin and Dzhungurova, 2000], [Diaz and Leiva, 2005] que generalizan la distribu-
cién y especifican propiedades del modelo. En [Leiva et al., 2008] se propuso un modelo de
tres parametros y en el articulo [Leiva et al., 2006] los autores construyeron una distribucién
BS considerando la distribucion normal asimétrica. Posteriormente, |Guiraud et al., 2009
desarroll6 una versién no centrada, y [Ahmed et al., 2010] analizé la distribucién truncada

BS.

En el tercer periodo comprendido entre el aio 2010 al presente, buena parte de la investi-
gacion se ha centrado en el desarrollo practico del modelo implementado en areas como la
biologia, economia y neurologia, por ejemplo en [Garcia et al., 2017] que describen el mode-
lado espacial para la distribucién, [Bebbington et al., 2008] y més recientemente |Athayde,
2017) en analisis de riesgo.

A continuacién, se describe la revisién de literatura en varias variables que es un tema de
suma importancia para el desarrollo del proyecto. Las distribucién Birnbaum Saunders Bi-
variada (BVBS), fue propuesta por [Kundu et al., 2010] alli el autor hace un breve recuento
sobre la distribuciéon BS y enfatiza en la BVBS, una nueva familia de cinco parametros,
halla estimadores de maxima verosimilitud, propone estimadores de momentos y construye
intervalos de confianza para los parametros, [Vilca et al., 2014] construye una extensién ro-
busta de la distribucién BVBS basado en Mixtura de Escala Normal cuyas sigla en inglés
es (SMN), siendo luego generalizado al caso multivariado por [Kundu et al., 2013| quienes
usaron distribuciones elipticas simétricas multivariadas y enfatizaron en inferencia estadisti-
ca. [Lemonte et al., 2015b] propone una interesante extensién sobre la distribucién bivaria-
da y sus propiedades, y extienden el resultado anterior generando una nueva distribucion
Birnbaum Saunders multivariada (MVBS) cuyas marginales son BS, ademds incorporan la
distribucién Birnbaum Saunders Generalizada (GBS) y algunas propiedades, en este articulo
también se ilustra con dos aplicaciones a datos reales la implementacion de las distribuciones
y la ventaja de usar la distribucién BVBS y MVBS, tomando como base |Arnold et al., 2002].

El origen de la distribucién univariada Sinh-Normal (SHN) planteada por |[Rieck and Nedel-
man, 1991], hace referencia a un modelo simétrico, triparamétrico construido a partir de la
distribuciéon BS, también conocida como distribucién Log-Birnbaum Saunders (LBS). Herra-
mientas de diagnéstico para el modelo de regresién BS pueden ser consultadas en [Rieck and
Nedelman, 1991], [Galea et al., 2004], [Xie and Wei, 2007] asi como en [Farias and Lemonte,
2011]. Basado en una variable aleatoria que se distribuye Normal Asimétrica (SN) desarro-
llada en [Azzalini, 1985], se define la distribucién log-asimétrica-Birnbaum Saunders (SSN)
en [Leiva et al., 2010] como extensién de la distribucién SHN, Estudios como |Diaz-Garcia
and Dominguez-Molina, 2006|) tratan la versiéon multivariada de la distribucion SHN. Mas
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tarde en |[Lemonte, 2013] el modelo de regresién Multivariado para la distribucién BS, gene-
raliza los estudios de [Rieck and Nedelman, 1991]. La distribucién asimétrica Sinh-Normal
Multivariada (SMVSHN) y el modelo asimétrico de regresiéon log-Birnbaum Saunders Mul-
tivariado cuyos pardmetros son estimados por méxima verosimilitud, desarrolla la matriz
de informacién de Fisher, ademas realiza una aplicacién a datos reales. El modelo tiene va-
rias aplicaciones, por ejemplo para evaluar los efectos de las variables ambientales y para
comparar parametros de localizacion de varias poblaciones, en [Martinez-Florez et al., 2017].
Una nueva distribucién de dos parametros con soporte en el intervalo (0,1) es definida como
la distribucion UBS, la cual es 1til para modelar datos asimétricos y funciona para modelar
tasas de riesgo tipo banera, convirtiéndola en un modelo bastante flexible. De igual forma se
compara bastante bien con otras distribuciones de tiempo de vida, como lo son las distribu-
ciones Beta y Kumaraswamy. Presentan el modelo, la estimaciéon por maxima verosimilitud,
momentos y simulaciones Monte Carlo que permiten evaluar el desempeno de los estimadores
de maxima verosimilitud y de momentos para los parametros de la distribucién, [Mazucheli
et al., 2018a).

Por ultimo, [Martinez-Flérez and Tovar-Falon, 2021] construye una extensién de la distribu-
cién SHN, con soporte en el intervalo (0,1), denominada distribucién Sinh-Normal Unitario
(USHN) junto con el modelo de regresién Log Sinh-Normal Unitario (LUSHN), presentan
la inferencia estadistica y la aplicacion del modelo en datos reales, evidencianddse que la
distribucion se ajusta mejor a los datos.

La presente revision literaria es la recopilacion de diferentes articulos, pero particularmente
en |[Lemonte et al., 2015a], [Lemonte et al., 2015b] y [Martinez-Florez et al., 2017], [Martinez-
Florez and Tovar-Falon, 2021], quienes hacen un recuento de la historia de la distribucién
BS, sus generalizaciones y extensiones hasta nuestros dias.



3 Marco Teodrico

La distribucién Binbaum Saunders (BS) es asimétrica y sus diferentes transformaciones han
mostrado buenos resultados cuando se trata de modelar tasas y proporciones pues reflejan
mayor bondad de ajuste comparada con otras distribuciones. Para el desarrollo del presente
trabajo es de suma importancia hacer un recorrido por las distribuciéon Birnbaum Saunders,
Birnbaum Saunders Unitaria, el modelo Sinh-Normal y el modelo de regresiéon junto con sus
respectivas propiedades.

3.1. Distribucion Birnbaum Saunders

Birnbaum y Saunders consideraron materiales sujetos a tensiones de carga, y desarrollaron el
modelo asimétrico BS que estd relacionado a la distribucién normal. De acuerdo al articulo
[Birnbaum and Saunders, 1969], sea ciclo el periodo de tiempo en que una muestra de
material es expuesta a una sucesion de cargas y en cada ciclo se aplica la misma sucesion de
n
cargas, luego para n ciclos el tamano total de la grieta es W,, = Z Y;. Donde cada Y} son
j=1
variables aleatorias no negativas i.i.d con varianza o y media j, que representan la extensién
total de la grieta, y la funciéon de probabilidad que describe la falla del material hasta llegar
al umbral w, se define H,,

H,(w) = Pr{W, <w, n=12...

Luego, si C' se define como el nimero de ciclos hasta la falla, y empleando el Teorema de
Limite Central, obtenemos la distribucion de C', como sigue

P[C<n]=1-H,(w)=1—-Pr(W, <w)=1-Pr Lgliz\;ﬁﬂ < wg—\/%#] 7

PT[CSn]Zl—(I)le_\/%M]zq)lu;/ﬁ—aiu/ﬁ]-

Cambiando la variable discreta C' a una variable aleatoria no negativa continua 7"y definiendo

a, § y t mayores a cero, se obtiene la funcién de distribucién acumulada descrita en [3-1

Fr(t) = ®la”'¢(t/B)). (3-1)
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L, B = v y £(t) = tY2 — Y2, la ecuacion [3-1| corresponde a la distribucién
iw Il

N

acumulada BS de parametros a y 3, en se define la funcion de densidad.
Nota: Para establecer la distribucion, existe el supuesto sobre crecimiento de grietas el cual

donde, a =

es independiente del crecimiento durante cualquier otro ciclo, este supuesto es consistente
con la regla de Miner, desarrollada en [Miner, 1945].

Definicién 3.1.1 (Distribuciéon Birnbaum Saunders).
Sea T variable aleatoria como en con pardmetros «, 5 > 0, decimos que T ~ BS(a, )
y su funcion de densidad de probabilidad, parat > 0 es

—3/2

En la figura podemos observar el comportamiento de la funcién de distribucién BS(«, ),
la elevacién pronunciada evidencia una distribucién unimodal con presencia de sesgo a la
derecha, ademas se observa simetria conforme « disminuye, en general, el parametro « altera
sesgo y curtosis de la distribucién y el parametro S corresponde al parametro de escala.

Distribucion Birnbaum Saunders

fvs) &
BS(0.1.0.5) —
© BS(0.2.0.5) o | ESESSE%{
BS(0.3.0.5) — BS(0.3.02)
B5(0.6,0.5) BS(0.6.0.2)
BS(2.0.5) — BS(2.0.5)
< 24
o~ [Tyl
O e F e e e e o (o]
I I
15 20

Figura 3-1: Funcién de densidad Birnbaum Saunders

3.1.1. Propiedades distribucion BS

Proposicién 1.
La distribucion BS cumple las siguientes propiedades:

1. Le(T/B) ~ N(0,1).
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2. Sea X ~ N(0,1a?), entonces 2X y &(T/f) se distribuyen N(0,a?).

3. Una expresion de Z en términos de o y [ es

-6 e

Note que se puede reescribir en términos de la funcién 1, donde T = B, ¢ = [p(x)?] y
p(x) = 2+ (22 + 1)'/2, por lo que T también se puede expresar en términos de X

2

i + (az>2 +1] . (3-3)

7=
2 2

«

T =B +2X%+2X (1 + XY,

Las funciones de sobrevivencia y tasas de riesgo son frecuentemente utilizadas en el analisis
de vida, en base a |Leiva et al., 2011], se formula dichas funciones.

Proposiciéon 2 (Funciones de sobrevivencia).
Las funciones de sobrevivencia S y tasa de riesgo H donde T' ~ BS(a, ), son respectiva-
mente

1 Sr(t)=1-F(t) = (& (4)), t>0
)

_ s _ oEE(B)Ee (3
2. Hr(t) = iy = “5i5E o,

En cuanto al célculo de los momentos de la variable aleatoria 7' se obtiene empleando la
ecuacion y el teorema del binomio, para méas detalles ver [Leiva, 2016].

e[(1)]-x ( (aj)m)”

La ecuacién describe los momentos de la distribucién Birnbaum Saunders, permitiendo
hallar media y varianza.

=[(5) -5 () £ ()™

7=0 k=0

considerando [3.1.1]y haciendo uso de la igualdad Var(T') = E(T?) — (E(T'))?, se obtienen las
siguientes igualdades

E(T) = 3 (1 + Oj) (3-4)
E(T?) = B2 @r‘ L2902 + 1) (3-5)

Var(T) = 5%’ (1 + ioﬂ) (3-6)
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3.1.2. Estimacién por Maxima Verosimilitud

La estimacion de parametros se calculara mediante el modelo de maxima verosimilitud el
cual permite estimar los parametros «, y 3 dependiendo de las observaciones de la muestra.
Sea w1, T, ..., x, datos observados y sea X1, X, ..., X, variables aleatorias de tamano n de
tal modo que T'~ BS(a, ). La funcién de log-verosimilitud para los pardmetros a y 3 es

(e 50) = 25 = mout) = og(5) + 3 {loatei +.9) - 51 | %+ 2]

= 202 | B xy

Derivando con respecto a a y 3, e igualando a cero obtenemos las ecuaciones

d2:2d23§:{ 1 }4_12"3{30}_3}

noiS e+ (il (e
Considerando la funciéon K (z) = ——"—— para x > 0, se obtiene el sistema de ecuaciones
i=1 (z+wz;)

1& 1
5= ﬁ;xi y r= —[% = 1/%}.

Luego, los estimadores de los parametros se resuelven numéricamente utilizando métodos
numéricos como Newton-Raphson.

oﬂzi—é 2@2? é:uﬁ.
g K(B) r K(B)

Por tltimo, la matriz de informacién de Fisher basada en [Lemonte, 2016] es

I Iip 2”/042 0
Il ) = lle fzj - { 0 nflta(@m) 2 2ha)] |

(ap)?
donde h(a) = &\/g — mexp (2/a?) {1 — ¢ (%)} Se concluye que

([0 s
A1 ™ 4V2 ) n[l+a(2r)/2h(a)] :
B s 0 TRE

3.2. Distribuciéon Birnbaum Saunders Unitaria (UBS)

La presente seccién aborda una distribucién que no aumenta el nimero de pardmetros y cuya
variable de respuesta estd en el intervalo (0,1), nos referimos a la distribucién UBS [Mazucheli
et al., 2018a).
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Definicién 3.2.1 (Distribucién Birbaum Saunders Unitaria).

Considere Y ~ BS(a, ), luego la distribucion Birbaum Saunders Unitaria (UBS) se define
como la distribucion obtenida por la transformacion X = exp —Y con soporte en (0,1), cuya
funcion de densidad es

B 1 -0 1z -0 8/2 1 (logx 153
fx(z) = S [(logm) + <1Og$> exp [2042 < 5 Tiogs +2>] :

La funcion de distribucion acumulada es

)" (2)])

SiY ~ BS(a, ) y la funcién de densidad obtenemos una expresiéon equivalente a la
densidad de la distribucién BS en B-71

- oo ({302 ) P
L) (s [0

208/ 21 /2 202 |y

:20[61\/% [(5)1/2+<§>3/2] exp (—2;2 lé-{-g—Q]), (3-7)

1

«

Fx(l‘) =0

donde § > 0, y > 0 y a > 0, que coincide con la definicién de funcién de densidad en
[Mazucheli et al., 2018a]. Empleando el teorema de transformacion para X = exp —Y, es
posible obtener una expresion para la funciéon de densidad de la distribucion BS restringida
al intervalo unitario, en efecto, si

fx(x) = { [T ()| fy [h(y)]; en R

0, en otro caso,

con h(y) = —log(x), |J(x)| = 1/z, por tanto

) = 5 () (i) o (o [P = - 2]). 69)

La ecuaciéon es equivalente a la distribucion UBS, en la figura [3-2] se observa el grafico
de densidad de la distribucién UBS(«, 3), entre sus ventajas esté la posibilidad de generar
graficas de tipo bafiera, 6ptima por ejemplo a la hora de modelar tasas de riesgo, que no son
posibles modelar a partir de la distribucion BS.
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. T N r
| £ :
o ! — UBS(0.1.0.2) i
o --- UBS(0.2,0.2) '
i , 9 - — UBS(0.6,0.2) !
o i UBS(2.0.2) ;
! ! ! | — UBS[5.05) ;
© i j i
o ! 5: i 1
: | £ =i A
= i |:i i
I: |II i 0 I'
s Il 'r’: :I
= e |
I I I I I I I I I I I I
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Figura 3-2: Funcién de densidad Birnbaum Saunders Unitaria

La funcién de distribucién acumulada UBS, donde ® representa la distribucién normal acu-
mulada, corresponde a

- (352 (k)

Cabe resaltar que la funcién de densidad [3-8|es unitaria, en efecto, para que la funcion resulte

bien definida en R
1/2
L > O7
—log(z)

dado que 8 > 0, esta desigualdad se cumple si log(z) < 0, es decir 0 < z < 1.

3.2.1. Propiedades de la distribucion UBS

Proposicién 3.2.1 (Propiedades de la distribucion UBS).
A continuacion se listan algunas propiedades

1. La mediana de la distribucion UBS corresponde a § = exp(—[). Remplazando en la
funcion de distribucion acumulada se obtiene, Fx(exp(—p)) = ®(0) = 1/2.
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2. El r-ésimo momento de la variable aleatoria X es
1
E(XT") :/ 2" fx(x)dz
0
1-8 "‘—2,/&%—&-27“ 5
\/?az g (5\/%\/04715—1—27“—1-1)
2a\/3,/a716 + 2r

B —(2ra?f+1)1% -1 1
- a? 2(2ra2p +1)

[27"0426 + (2ra’B+1)V2 + 1}

(3-9)

Siempre que R( ) >0yR (Qa% —1—7’) > 0.

En la siguiente seccién se busca estimar los parametros de la distribuciéon UBS « y 3, para
ello utilizamos el método de maxima verosimilitud, donde & = (z1,...,7,)" es una muestra
aleatoria de tamano n y X; ~ UBS(q, f).

3.2.2. Estimaciéon maxima verosimilitud

La funcién de log-verosimilitud para oy 5 es

n 1/2 3/2
s 1 [logz; 6]
(((c, B)) log 231 { <10ggjz> B <logxi> } 202 l 15} + log z; -2

Luego derivando respecto a a y 3, se obtiene

IIZ

ol(a, )  n 2 1 &
oo a<1+) @Zlogxz 3zlogxl

oo, B) —n 1
Bk _25_'—;{5_ } 2a262zlogxl 2a22

log x;

log T

Igualando a cero obtenemos las estimacién para «, para hallar S es necesario utilizar un
método iterativo como Newton-Raphson

donde
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3.3. Distribucién Sinh-Normal y modelo log-Birnbaum
Saunders

El origen de la distribucién Sinh-Normal (SHN) y el modelo de regresién se desarroll6 por
primera vez en el trabajo de [Rieck and Nedelman, 1991], que estudié el modelamiento de
falla o desgaste de materiales. En primer lugar, el articulo postula el siguiente modelo

log(N) = a + bz,

donde x representa el rango de deformacién de un material por ciclo y N el niumero de ciclos.
Para estimar a y b se hacen los siguientes supuestos:

1. El nimero de ciclos se distribuye BS y N es su mediana.

2. « es independiente del trabajo por ciclo.

Dado que la distribucién multiplicada por una constante positiva es de nuevo BS, el modelo
se convierte en

N = eaerzd7
log(N) = a + bx + log(6).

donde ¢ es distribuida BS(«, 1). La segunda ecuacién hace referencia a un modelo log-lineal
y de alli su nombre.

Definicién 1 (Distribucién acumulada Sinh-normal (SHN)).
La distribucion Sinh-normal (SHN) es una distribucion triparamétrica cuya funcion de dis-
tribucion acumulada es

Fy = ®(a(a,0,7)); y €R,

donde o > 0,0 > 0, —00 < v < 00, sinh(z) = (e — €¢77)/2 y a(o,0,7) = 2 sinh (y;—v) Una
variable aleatoria con estas condiciones se notard como: SHN («a, 0,7).

Definicién 2 (Distribucién Sinh-normal).
Suponga que la variable aleatoria Y ~ SHN («, 0,7), entonces la correspondiente funcion de
densidad de probabilidad es

@Y(y) = gf)(a(()é, g, 7))A(a7 g, ’7); Yy e R,

para la cual

Yy — fy) e(y_'y)/o' —+ 6_(y_7)/0-

2
Ala,0,7) = 2a(a,a, v) = — cosh (
ao o

dy

Ezplicitamente se obtiene la expresion

oy (y) = o (2 sinh (y - 7)) 2 cosh (y - 7) . donde y € R. (3-10)

o ao o

ao
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Considerando que

2 —
Z = Zsinh (y 7) ~ N(0,1)

(0% o

obtenemos la siguiente ecuacién que nos facilita generar ntimeros aleatorios de la distribucién
aZ
Y = o arcsinh (2) +v~SHN(a,0,7).

Proposicién 3.3.1 (Propiedades).
Las propiedades mds importantes establecidas en [Rieck and Nedelman, 1991] son:

1. La funcion de densidad de probabilidad es simétrica sobre el pardmetro de localizacion

7.
2. La ditribucion es bimodal si o > 2 y fuertemente unimodal cuando o < 2.

3. 81Y ~ SHN(a,e€7,2) entonces Y tiene una distribucion log-Birnbaum Saunders.

SHN

15

10

Figura 3-3: Distribucion Sinh-Normal

3.4. Modelo de regresion Log-Birnbaum Saunders

De acuerdo al articulo de |[Rieck and Nedelman, 1991], sea T3, Ts, . .., T, variables aleatorias
independientes con T; ~ BS(a;, 5;), donde dichas distribuciones dependen de p variables
explicativas &; = (21, T2, .., Tip)
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1. B; =exp(x;0), parai=1,2,...,n,donde 8" = (0y,0,,...,0,) el vector de pardmetros
a estimar.

2. El parametro de forma «; es independiente del vector explicativo ;.

Dado que ¢T; nuevamente es una distribucién Birnbaum Saunders, es posible obtener la
variable T} = exp(z, 0)d; y si Y; = log(T;), entonces

Y; = x, 0 + log(6;) (3-11)

Definicién 3 (Modelo de regresién lineal log-Birnbaum-Saunders).
Silog(d;) =¢; en es decir el error del modelo, se define Y; ~ LSHN (a, 2] 0,0) si

Y, =x 0 +¢;

La estimacion por maxima verosimilitud del pardmetro « es
1 (i — 20)
A2 . 7 7
&= —>» sinh |——*=
n zz: [ 2 ’

note que # no tiene una forma cerrada y se obtiene usando métodos iterativos. Una de
las dificultades del proceso de estimacién es que la maxima verosimilitud y la estimacién
por minimos cuadrados de € es dificil de obtener, entonces se usa muestreo asintético o
robusto, dado que Sinh-Normal es simétrica y exhibe homocedasticidad se puede utilizar
la teoria normal pues esta sigue siendo robusta, asi se puede hallar los test ¢ o F' para
comparar parametros de localizacién en dos muestras o multimuestras, mas detalles sobre
los estimadores se pueden encontrar en [Rieck and Nedelman, 1991].

La distribucién no negativa Sinh-Normal o también llamada Log Birnbaum Saunders Unita-
ria (LUBS) se construye a partir de la transformacién Y = —log(X), cuando X ~ UBS, y
una generalizacion de dicha distribucién es el modelo bimodal descrito en [Martinez-Flérez
and Tovar-Falon, 2021] que se define a continuacién.

Definicién 4 (Modelo Log Sinh-Normal).
Sea Y wvariable aleatoria entonces se define el Modelo Log Sinh-Normal como

frsan(y;a,v,0) = 2 cosh (108;(3J)—’Y> 10) (i sinh (Wy>> , (3-12)

o

donde y > 0 y se denota comoY ~ LSHN (a,7,0)

Basado en el articulo de [Martinez-Flérez and Tovar-Falén, 2021] se define la distribucion
Sinh-Normal Unitaria (USHN) con dominio en el intervalo unitario.

Definicién 5 (Distribucién Sinh-Normal Unitaria).
La funcion de distribucion se denota como Y ~ USHN («,v,0) cony € (0,1), pardmetro
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de forma a > 0, v € R pardmetro de localizacion y o pardmetro de escala

P 0) = y)(—iogu ) o (log(_ S 7)
2 log(—log(1 — _
o (Lo (L) =0

En el grafico observamos la funcién de densidad, con dominio en el intervalo (0,1), vemos

como un crecimiento en el pardmetro de forma « refleja la bimodalidad de la funcién, de

hecho |[Martinez-Florez and Tovar-Falon, 2021] muestra que si a > 2 la funcién es bimodal

y unimodal para valores menores a 2, lo que representa un beneficio a la hora de modelar

tasas con este tipo de comportamiento.

USHN
0
g
USHN(y.2.0.15,0.5)

o | | USHN(y.1.25.0.15.0.5)
@ ——  USHN(y,0.75,0.15,0 5)

————— USHN(y.4.5.0.15,0.5)
o ——  USHN(y,3.5,0.15,0.5)
o
o
2
v |
o | -
0
C:I B
o o
=

I I I I I I I I I I I

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 3-4: Distribucion USHN

Definicién 6 (Momentos distribucion USHN).
El r-ésimo momento de la variable aleatoria Y ~ USHN («,7,0) es

E(Y") = B[(1 - exp (<X))'
=31 () )l (i)

donde X es LSHN(a,~,0).
Definicién 7 (Modelo de regresion LUSHN).

Considere un conjunto de p variables explicativas, las cuales se denotan como x; = (x;1, ...

s Tip)
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y un vector desconocido p-dimensional @ = (04, ...,0,)", de tal modo que parai=1,...n
log(—log(1-Y;)) =20 +¢;

donde e; ~ SHN(,0,0) y Z; =log (—log (1 = Y;)) ~ SHN(a, 0, 0), luego E(Z;) = x| 0
y el estimador del modelo es

A

Vi=1-— exp (— exp (ZZ))
=1—exp (— exp (:vjé))

El modelo antes mencionado presenta mayor bondad de ajuste comparado con los modelos
BS y log-asimétrico Birnbaum Saunders (LSBS) de [Lemonte, 2012] de acuerdo al criterio
AIC y BIC.

3.5. Distribuciéon Birnbaum Saunders Bivariada (BVBS)

La siguiente seccion esté destinada a hacer una comparacién entre dos formas de obtener la
distribucién bivariada, la primera propuesta por [Kundu et al., 2010] y la segunda por [Le-
monte et al., 2015b]. El articulo de [Kundu et al., 2010] esté enfocado en la distribucion de
cinco parametros Birnbaum Saunders Bivariada y su inferencia, esta distribucién es abso-
lutamente continua y sus marginales son BS. Empleando la funciéon de distribucién Normal
Bivariada, se define la distribucién Birnbaum Saunders.

Definicién 8 (Distribucién Birnbaum Saunders Bivariada).
De acuerdo al articulo de [Kundu et al., 2010/, se afirma que el vector aleatorio (xy,x2) tiene
una distribucion Birnbaum Saunders Bivariada (BVBS) con pardmetros oy, by, e, B2, p, St
la distribucion acumulada de x1 y x4 se puede expresar como

() 2 ()

para x1 > 0, o > 0 y cero en otro caso, donde vy >0, f1 >0, a5 >0, 5o >0, -1 <p<ly
Oy (u, v; p) la funcion de distribucion acumulada de una Normal Estindar Bivariada (Zy, Zs)

P(T1<zy,29 <a9) =

con el correspondiente coeficiente de correlacion p.
La funcion de densidad de probabilidad conjunta de x1 y xo es

B 1 T oht 1 D) B2
f:cl,xg(xlax2) - ¢2 (Otl (\/;—\/21),%(\/;_\/;)»0)
A A S R A A N
ani(n) (0 Jamat(s) ()

donde ¢(u,v;p) es la probabilidad de densidad conjunta de Zy y Zs, explicitamente

1 1
¢2(U,U;p) = m exp {2<1_p2) <u2 + ’1}2 — QpU,U)} .
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El siguiente teorema expone algunas propiedades importantes:

Teorema 1.
Si (x1,x9) ~ BV BS(aq, ag, 1, B2, p), entonces:

1. La funcion de densidad de probabilidad condicional, dado que Xy = x5, €s

rimenl®) = o e [<B> (%) ]
<o {-ten i (v - VE) - 2 (B - VE)]

2. x; ~ BS(ay, B;) para j =1,2.

3. (k1xq,x9) ~ BV BS(aq, ag, k151, B2, p)-
4. (w1t a3") ~ BVBS(an, B, az, B2, p).

5. (x1,23") ~ BVBS(ay, B, a2, 85", —p).
6. (7', 29) ~ BVBS(ay, 7Y ag, Ba, —p).

Defina 0 = (aq, 81, s, fs, p) y dada una muestra aleatoria, la funcién de log-verosimilitud es

1(0) = —nlna1—nlnﬁl—nlnaz—nlnﬁg—gln(1—02)+2?:11n{(ﬁ1-)1/2+(ffi)g/z}
+Z?1ln{(£;>1/2+(f;>3/2}_2(1ip{ A 12(\/1: \/f»;)
e (VE-VE) -2 (VE-VE) (VF-VE).

donde los estimadores maximo verosimil para aq, as y p son hallados algebraicamente y dado

que el perfil de verosimilitud no obtiene soluciones explicitas para 31 y 32 se utiliza Newton
Raphson. Sin embargo, existe otro problema, la de verosimilitud no garantiza la existencia
y unicidad de las soluciones. Como una soluciéon a este problema los autores del articulo
proponen estimadores de momentos modificados, de igual manera se incluye una aplicacién
a datos reales, que busca evidenciar si el modelo descrito anteriormente se ajusta a a los
datos, con resultados satisfactorios.

3.5.1. Distribuciones condicionalmente especificadas

Usualmente la construccién de la funciéon de densidad de probabilidad conjunta depende
de las densidades marginales, pero en el caso bivariado y en general multivariado cobra
mayor importancia las densidades condicionales pues hacen referencia a las secciones cru-
zadas, luego como alternativa a la construccién clasica, en |Arnold et al., 2002] se definen
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las densidades especificamente condicionales, la alternativa consiste en suponer que
la condicional X dado Y = y deberia pertenecer a alguna familia de densidades y Y dado
X = x deberia pertenecer a una segunda familia de densidades. Una importante cualidad de
esta estrategia es la facilidad de simular utilizando técnicas de muestreo de Gibbs. [Arnold
et al., 2002| formula la distribuciéon bivariada con condicionales asimétricas normales y la
densidad lineal asimétrica normal bivariada, més tarde [Lemonte et al., 2015b] generaria la
distribuciéon BVBS y MVBS fundamentado en las densidades especificamente condiciona-
les. Las nuevas distribuciones Birnbaum Saunders bivariada y multivariada son diferentes
al modelo anteriormente expuesto, las nuevas distribuciones permite mayor flexibilidad y
funciona en algunos escenarios bayesianos y clasicos. Ademas, son modelos manejables que
brindan mejor ajuste comparado con otras distribuciones multivariadas. Notemos que la
generalizacién natural o clasica de la distribucién BS univariada sucede en [Kundu et al.,
2010].

3.5.2. Distribucion Birnbaum Saunders Bivariada

[Lemonte et al., 2015b| tiene como objetivo expresar la funcién de densidad para las variable
aleatoria de dimension dos (X,Y), es decir, la distribucién conjunta implementando las
densidades especificamente condicionales. Para ello si x, y € R

XY =y~ SN(Ay)), Y[X =z~ SN(A(z)),

es decir z y y se distribuyen Normal asimétrica (SN), como en |Azzalini, 1985] cuya funcién
de densidad para la variable aleatoria W es

Fwr (W) = 26(w)d(Aw), w € R.

Si fx(x)y fy(y) son las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X y Y,
la funcién de densidad conjunta se puede escribir como

fxy(z,y) = 20(x) (A (y)2) fy (y) = 20(y) P (A2 (2)y) fx (). (3-13)

Hallar el valor de la funcién conjunta depende de la independencia de las variables alea-
torias. Por ejemplo, cuando las variables son independientes las siguientes ecuaciones son
proporcionales

Ix(z)
fy(y)

2¢(x)®(Ao)
20(y)2(AM1y)
Luego

fxy(@,y) = 46(2)d(y) P (Aa2(2)) 2 (M (),

cuando son dependientes, A (y) v A2(y) no son constantes, considere A;(0) = 0y A2(0) = 0.
Haciendo y = 0 en la ecuacion [3-13] entonces

fxy(z,y) = 2¢(x)®(0) fy(0) = ¢(x) fy(0),
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analogamente con x = 0 en [3-13| se concluye

fx(x) = (), fr(y) = o(y).
Luego, retomando la ecuacion [3-13| obtenemos la siguiente igualdad
(M (y)r) = 2(Aa(y)7)

Pero como ® es monétona esto se mantiene si \(y)(x) = Ao(z)y para todo x,y. Lo que
ocurre solo si A\1(y) = Ay y Aa(z) = Az para algun A € R. Por tanto

O(Mi(y)z) = D(Ayx)
Entonces una ecuacion para la dependencia conjunta es:
fxy(z,y) = 26(2)p(y)P(Azy). (3-14)

Notemos ademas que

oY) = E(X,Y) = BEGYIY) = |28 ().

dado que Y ~ N(0, 1), haciendo \?z? = u, obtenemos
U(3/2,2,1/(2)3%))
2\2/7 ’

donde U corresponde a la funcién hipergeométrica confluente definida como

p(X,Y) = signo(\) x

1
I'(a)
Definicién 9 (Funcién de densidad conjunta BVBS).

Suponga que Z; ~ N(0,1), para j = 1,2 y Z1|Zy = 29 ~ SN(A22), Zs|Zy = 21 ~ SN(Az1),
considere la transformacion

U(a,b,c) = / e u (1 +u)"™ " tdu, b>a>0yc>0.
0

2

2
Oéij <04ij> .
+ +1 =1,2
9 9 y J ) 4y

rj = f

para o; > 0 y B; > 0, obtenemos la funcion de densidad conjunta

Jar,20(1, T2) = 20(a1)@(az)P(Aaras)Ar As, (21, 22) € Ri,

donde a; y A; se define como

32
x; " () + B ,
Aj = Aj(ay, ;) = 205 ]5 j>, j=1,2.
i/ B

Ast, (x1,29) ~ BVBS(aq, as, f1, B2, A).
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Figura 3-5: Grafico de densidad y contorno BV BS(0,5,0,5,1,1,0,5)

Teorema 2.
Si (x1,x9) ~ BVBS(ay, as, 1, P2, ), entonces:

1. xj ~ BS(aj, B;) para j =1,2.

2. (kixy,x9) ~ BVBS(aq, ag, k151, B2, A), k1 > 0.
3. (1, kaxg) ~ BV BS(aq, ag, f1, ka2, A), kg > 0.
4. (7, 25") ~ BVBS(ay, a0, 871, B3 1, N).

5. (w1,25") ~ BVBS(ay,as, 3,351, —N).

6. (z1',22) ~ BVBS(an, 0,871, B2, —A).

[Lemonte et al., 2015b] extiende la distribucién al caso multivariado, este resultado lo
presentamos a continuacion.

3.5.3. Distribucion Birnbaum Saunders Multivariada (MVBS)

Definicién 10 (Extensién Birnbaum Saunders Multivariada).
Sea Z un vector aleatorio Z = (Zy,...,Z,)" de dimension p, y definiendo los subvectores
Zy, ..., Ly de dimension p — 1 tal que, para cada j = 1,...,p, Z; denota el vector con
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la j coordenada Z; eliminada. Andlogamente, para un vector real z = (21, . .. L 2p) |, Z(j) s
obtenida de z con la j coordenada z; eliminada. Asumiendo

J'#i

Zi|Z) = 2y ~ SN (A II Z§>

para cada j = 1,...,p, la funcién de densidad de probabilidad conjunta de Z = (Zy,...,Z,)"
toma la forma

fz(z) =2 llf[ ¢(Zj)] o ()\lf[%‘) :

para z € RP. Entonces bajo la transformacion

2

o;Z; a; Z;i\? ,
szﬁj sz+ (]2J> _'_1 7]:17"'7p7
donde Zj ~ N(0,1) y para X = (z1,...,x,)" obtenemos la funcién de densidad conjunta

o= (i) o (o) (i10). o

j=1

2
con a; = ai] [(2)1/2 — (55)1/2] ,i=1...p,yA; = Aj(a;,55) = W, j=1,...,p.
conoj >0y p; >0, paraj=1...,p. Sea @ = (a,...,0) y B = (br,....0,), si el
vector aleatorio X = (x1,...,x,)" tiene una distribucién Birnbaum Saunders multivariada
con funcion de densidad conjunta definida anteriormente, entonces X ~ MV BS(a, 8, \).

3.5.4. Propiedades del modelo MVBS

Sea X ~ MV BS(a, 3, ), algunas de las propiedades que cumple la distribucién son:
1. X] ~ BS(O{J,ﬁJ)7 para j = 1, ce, D

2. La densidad condicional de x; dado X (j) = T es
p
foyix g, (251 X(J) = t) = 2¢(a;)® | AT a; | A;

3. SiT ~ MVBS(a,3,\) entonces

(K11, ... kpxy) ~ MV BS(a, B, N), ki,... ky >0, B85 = (kifr,..., k5"
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La funcién de log-verosimilitud para el vector de parametros © = (a’,37,\") es

(i)

n

©)=-nd {logaj logﬁj}—i—zz:log T+ Bi)— 122‘12""21%

j=1 i=1j=1 i=1j=1

1 [ () J
o-mienna=[(2)" ()]

Maximizando la funcién de log-verosimilitud es posible obtener los parametros desconocidos,
utilizando ademas el método de Newton Raphson ya que f y A no pueden ser obtenidos
explicitamente. En el articulo de [Lemonte et al., 2015b] muestra como la distribucién MVBS

donde

y BVBS se ajustan mejor que la versién bivariada trabajada en [Kundu et al., 2010].

3.6. Funciéon de densidad de probabilidad asimétrica
Sinh-Normal Multivariada

En la presente secciéon hablaremos del modelo descrito por [Martinez-Fléorez et al., 2017] quien
introduce el modelo asimétrico Sinh-Normal Multivariado, para ello tengamos en cuenta el

articulo de |[Diaz-Garcia and Dominguez-Molina, 2006 que describe la versién multivariada
de SHN.

Definicién 11 (Distribucion Sinh-Normal Multivariada).
Sea Y un vector aleatorio que se distribuye SHN multivariado entonces la funcion de densi-
dad de probabilidad toma la forma

g s q
Hcosh <Z/32M]>] exp{ Zsmh2 < 5 ,u])} , y € RY.
=1

J=1

fr(y) = (2ma®)~"?

LuegoY ~ SHN,(al,, 11,21,) es la notacion usada para designar la extension multivariada.

A continuacién se presenta la versién asimétrica de la SHN Multivariada, desarrollada por
[Martinez-Flérez et al., 2017].

Definicién 12 (Distribucion asimétrica Sinh-Normal Multivariada).

Sea Z un vector aleatorio Z = (Zy, ..., Zp)T de dimension p, los subvectores Zy, ..., Zy)
de dimension p—1 tal que, para cada j =1,...,p, Z;) denota el vector con la j-ésima coor-
denada Z; eliminada. Andlogamente, para un vector real z = (21,...,2,)", z(;) es obtenida

de z con la j-ésima coordenada z; eliminada. Asumiendo

Zi|Z ) = 2 ~ SN (A II ZJT) :

J'#i
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para cada j =1,...,p, la funcién de densidad de probabilidad conjunta de Z = (Zy,...,Z,)"
toma la forma

fz(z) =2 [lf[ ¢(Zj)] o ()\lf[%‘) :
para z € RP,

Para generar la distribucién asimétrica Sinh-Normal Multivariada (SMVSHN) consideramos

en un camino similar al univariado la transformacién Y; = o;arcsinh (O‘j;j) + 75, donde

Z; ~ N(0,1), entonces se tiene la funcién de densidad de probabilidad conjunta como

P

p p
f(Yl ,,,,, Yp)<yl7' . 7yp) =2 ( b;) (H ¢(bj)> o ()\ H bj) y Y, -5 Yp € IR7
j=1 j=1 j=1

para

9 o 9 o
b; = — sinh <M> y U, = cosh <M> .
Q; gj ;0 95

La distribucién es notada como SMVSHN(v,0,\) con a = (ay,..., o), v =(7,.--,7%)
y 0 = (01,...,0,)". Dentro de las ventajas de la distribucion SMVSHN tenemos que dado
que las variables aleatorias Y7,Y5,...,Y, son independientes para A = 0 y unificando la
notacioén, el presente modelo es equivalente al modelo considerado en el articulo de [Diaz-
Garcia and Dominguez-Molina, 2006], ademés es absolutamente continua y las marginales son
distribuciones SHN, por tltimo, la distribucién asimétrica en [Arnold et al., 2002] es un caso
particular de SMVSHN. Tengamos en cuenta también que la flexibilidad de la distribucién
depende del rango de valores de las correlaciones entre las parejas de variables en el vector
(Y1,Ys,...,Y,). Es interesante notar que considerando la distribucion asimétrica de Arnold
como caso particular se concluye que |p(Y;,Y;)| < 0,63662 cuando a; y a; tienden a 0. Es
posible también determinar cuando el modelo SMVSHN es unimodal o bimodal por medio
de la siguiente proposicion.

Proposicién 3.
Sea |\ < \/7/2 = 1,25 y p = 2 la funcidn de densidad de probabilidad es unimodal . Si
IA| < \/7/2 y p=2, la funcion de densidad de probabilidad es bimodal.

3.7. Moaodelo de regresion log-Birnbaum Saunders
Multivariado y modelo de regresion asimétrico
log-Birnbaum Saunders Multivariado

La presente seccién mostrara la version asimétrica del modelo de regresion log-Birnbaum
Saunders Multivariado, para ello se debe definir primero el modelo multivariado de regresion.
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3.7.1. Modelo de regresién log-Birnbaum Saunders Multivariado

[Lemonte, 2013] considera n variables aleatorias independientes y1, ya, . . . , Y que han sido
recolectadas y el nimero de respuestas medidas en cada observacion es ¢;. El modelo de
regresion log-Lineal BS Multivariado, es definido como

yi:XiTB+ei, 1=1,2,...,n,
donde y; = (Y1, Yi2, - -, Yig;) " €8 un vector de dimensién ¢ x 1 de variables respuesta ob-
servadas, X; = (@;1, X2, T;y) s una matriz asociada a la i-ésima respuesta observada y;,
con @;; = (Tyj1,. .., Tijp) , para j = 1,2,...,q un vector de variables explicativas de dimen-
sion p. B = (81, B2, ..., 3,)" es el vector de pardmetros desconocidos de dimensién p x 1y
€ = (€1, €2, ..., €jp) es un vector ¢ x 1 de errores tal que se distribuye SHN,, (a1,,,0,,,21,,)
donde 0, = (0,0,0,...,0)" es un vector de ceros de dimensién ¢; x 1. Los errores se asumen

vectores aleatorios independientes.
Representaciéon matricial del modelo de regresion log-Lineal BS Multivariado

y=XB+e

donde vec(Y1, Y2y-+-5Yn), X = (X7, X5,..., X)) v € =vec(ey,¢2,...,2,). El operador
vec transforma una matriz en un vector colocando las columnas una debajo de la otra.
Sea 8 = (B7,a)" el vector de pardmetros, por tanto

2 i — X
€i1 = 5@'1 (9) = VeC(fin, €i217 . 7€i1q)T = & cosh <y2ﬁ> ,
2 i — X
£ = 512(9) = Vec(£i21> &2, . .- >€i2q>T = o sinh <142ﬁ>
con
i = &i1;(0) = o cosh <J23>
2 Yij — @,

&irj = &inj(0) = " sinh <]2”> ,
dondet=1,2,...,nyj7=1,2,...,q. La funcién de log-verosimilitud del vector de parame-
tros 6 es .

N
1(8) =1(B,a) = Y log(87) + 1 log(&;) — §22§2,

La estimacion por maxima verosimilitud, es decir 0 = (BT, &) puede obtenerse a través
de un procedimiento iterativo, para el cual el punto inicial de estimaciéon sea 3© y (¥,
obtenido por minimos cuadrados, més detalles del proceso de estimacion se pueden consul-
tar en [Lemonte, 2013|. En el mismo articulo sin embargo, consideran el test de razén de
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maxima verosimilitud para verificar la homogeneidad del parametro de forma «, el cual no
necesariamente se cumple dado que el parametro de forma « de y; puede estar relacionado
a la i-ésima observacién. Para este fin suponen que el modelo homogéneo toma la forma

yvi = Xi08 + €, 1=1,2,...,n
€~ SNqi(ai]-qia qu 2Iqi)7 a; = Oékh k’z = k(X”)),

donde «a es el pardametro de forma, k es una funcién de peso y p = (p1, p2,...,pa) €s un
vector de parametro d-dimensional que indica la heterogeneidad de «. Luego la funcién de
log- verosimilitud para el vector de parametros 8 = (p',3",a)", tiene la forma

1(6) = 5 og(sm) + 1 log(€) — 22,
& = &£1(0) = vec(&11, 851, -, &),
& = &5(0) = vec(£14, &5, -+, &na),
i — X
&1 =&1(0) = vec(&i1, &y - - - »Eilq)T* - an‘i cosh <y2ﬁ> ’
i — X
o = &2(0) = vec(&iny, &gy - - - a€i2q>T* - oc2ki sinh <y2ﬂ> ’

con

£i1j = £i1j(0) = ok, cosh <2J> )

2 i m; :
sinh Yij — ®i? 7
ak:z- 2

donde 7 =1,2,...,ny j=1,2,...,q. Se establecen las hipdtesis para la prueba de homo-
geneidad del parametro v como sigue

E;(Qj = 5;21'(9) =

HO:p:p07
Hy : p # po,

donde p es un vector de esccalares tal que k(X;, pg) = 1. La representacién de los estimadores
de maxima verosimilitud para las hipotesis Hy y H; es

0=(p).0" @) yb=(p".8".0)",
la razén de verosimilitud a fin de probar la hipdtesis nula es

w = 21(0) —1(0),
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bajo condiciones de regularidad y considerando Hy, w converge en distribucién a x%, lo que
permite establecer valores criticos. Ademéas

- ~ | PN e,
w=2{1]log(€) — log(€) - ;1& & - &'&

donde, €1 = &1(6), & = £3(0), & = £1(0) y & = £3(0).

Cabe agregar que el articulo de [Lemonte, 2013] aborda las técnicas de diagndstico que son
empleadas para identificar observaciones influyentes, igualmente se estudia la influencia local
en las estimaciones de los parametros bajo diferentes esquemas de perturbacion.

Mas tarde en [Martinez-Florez et al., 2017|, se define la versién asimétrica del modelo de
regresion basado en el modelo multivariado antes enunciando, que serd tema de la siguiente
subseccion.

3.7.2. Modelo de regresiéon asimétrico Birnbaum Saunders

Considere n variables aleatorias independientes y1, s, . . ., ¥y, que han sido recolectadas y el
numero de respuestas medidas en cada observacion es q. El modelo log-Lineal BS generalizado
es

yi:XiTB—I—eZ-, 1=1,2,...,n,

donde y; = (Yi1, Yi2, Yig;) | €5 un vector ¢ X 1 de variables respuesta observadas, y y;; es
el tiempo de log-sobrevivencia correspondiente a la j-ésima unidad experimental. Suponga
que hay p variables explicativas X1, X, ..., X, donde X; = (x;1, T;2, T;q) €s una matriz aso-
ciada a la i-ésima respuesta observada y;, con @;; = (xi1,...,Tijp) , para j = 1,2,...,q
un vector de variables explicativas de dimensién p. Las matrices de valores observados son
y = vec(yY1, Y2, ..., Yn), con dimensiéon ng x 1, X = (X;y",...,X, ") de dimensién ng x p y
vec(.) representa el operador vec que transforma una matriz en un vector columna.

B = (b1,P2,...,5,) es un vector p x 1 de pardmetros desconocidos y €; = (&1, €9, - . . , €ijp)
es un vector ¢ x 1 de errores tal que se distribuye SMVSHN,(al1,,0,2I,,\) y 0, =
(0,0,0,...,0)" es un vector de ceros de ¢ x 1. Por tanto y; ~ SMVSHN,(al,, X/ 3,2I,,\).

3.7.3. Estimacion

En cuanto al proceso de estimacién para i = 1,2,....n, j = 1,2,...,qy 0 = (o, 3, \),
entonces la funcién de log-verosimilitud para el vector 6, es

1IN
5 2 +1] log(&)

1:(6) = — log(87) + 1, log (&) —
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donde
& = &1(0) = vec(&11, €21, -, &m), & = vec(&inn, Sz, - - - 7§i1qi)T
&= 52(9) ve (5127 £, ... 7€n2)7 i = VeC(fizh io2y -+ - 7§i2qi)T
&= 53(9) ve (513, €23, -, &n3), &z = Vec(fz':sl, &iz2y - - - >€i3qi)T
2 cosh |(yi; — x;:8)/2 2sinh |(yi; — =;.0)/2
&inj = &n;(0) = [ Ja . }, Sinj = &inj(0) = { Ja ’ }

52’3] 613] ()\ H 5,2J> .

Los estimadores de maxima verosimilitud son hallados utilizando Newton-Raphson.

Aligual que en el articulo de [Lemonte, 2013], es necesario verificar el supuesto de homogenei-

dad del parametro «, verificado a través de la razén de verosimilitud. El modelo homogéneo

toma la forma

Y, = X0 +¢€;, €~ SHNq(ai]-q70q7 QIq)7 o; = ak;, k; = k(XmP)

para ¢ = 1,2,...,n, como en la anterior seccion k es la funcién de peso y p es un vector d-
dimensional que indica la homogeneidad. El vector de parametros a estimar ahora tiene la
forma N £, Tty T
&€ T *

1(6) = — log(87) + 1 log(€]) — =*—*— + 1Ty log(&3).
con
& = &1(0) = vec(&11, &5, &01)
& = &5(0) = vec(£12, &5 - - -, &0)
& = &3(0) = vec(&13,&33, -+ &n3)
& = vec(§1, €y -5 &in,)" = ak; cosh <y2]>

x . 2 Yy; — x;;0
612 - VeC(EIQD €i22’ s 7€i2q)/ = sinh <j>

&5 = vec(&i1, &inas - - - 7€i3q)/* = O(A H £)-
i=1

con

€¢1j = 51‘13'(0) = ok cosh (2]

%

€i2j = £i2j<0) = ok, sinh <2]>

n

63]‘ = 5:33'(0) = (I)()\ H 5;2]')-

=1
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A continuacion se presentan la hipotesis nula y alternativa de la prueba de homogeneidad

Hy: p = po
Hy:p# po

donde p es un vector de escalares tal que k(X;, po) = 1, obtenemos el estadistico de prueba

w=2{11ll08(&) — lou(&) - 3IE1°€: — &) + 13[log (&) —log(€))]}
donde &; = £1(6), & = €(0). & = &(0), & = €1(0), & = &(0), & = &(6).
Bajo condiciones de regularidad w converge en distribucion a x?2 lo cual permite la realizaciéon
de la prueba.
En el articulo de [Martinez-Florez et al., 2017, podemos ver por medio de dos ilustraciones
a datos reales el buen grado de ajuste del modelo de regresion, comparado con los modelos
de [Kundu, 2015, el cual ha utilizado cépulas para generar los modelos multivariado y el
modelo de [Lemonte, 2013|, este nuevo modelo es muy interesante para nuestra propuesta
pues es una alternativa flexible para extender el modelo de regresion al caso bivariado.



4 Metodologia

La presente tesis corresponde a un proyecto mayormente teérico el cual defini6 la distribucion
Bivariada Birnbaum Saunders Unitaria (BVUBS) y la distribucién Bivariada Sinh-Normal
Birnbaum Saunders Unitaria (BVUSHN), estudiando las principales caracteristicas de la
funcién de densidad conjunta como son: funciones marginales y condicionales, momentos,
estimacion por maxima verosimilitud y matrices de informacion.

Ademas, se desarroll6 la extensién multivariada del modelo de regresién donde se deriva la
matriz de informacién de Fisher, un estudio de simulacion que permite observar el compor-
tamiento de las estimaciones por maxima verosimilitud y dos aplicaciones con conjuntos de
datos reales mostrando el buen ajuste de los modelo. Conjuntamente al presente trabajo
de maestria, la siguiente tesis formo parte del desarrollo del articulo [Martinez-Florez et al.,
2023|, enfocado en la distribucién Sinh-Normal Unitaria multivariada, sus principales propie-
dades, correlacién, estudio de inferencia estadistica, el modelo de regresién asociado, estudio
de simulacién y dos aplicaciones a datos reales evidenciando el buen ajuste de los datos.



5 Resultados

5.1. Distribucion Bivariada Birnbaum Saunders Unitaria

En el marco tedrico se defini6 la distribucion UBS y algunas de sus propiedades tomando
como referencia los articulos de [Mazucheli et al., 2018a] y [Mazucheli et al., 2021}, basados en
dicha distribucion y el concepto de distribuciones condicionalmente especificadas se establece
la distribucién conjunta para el caso bivariado unitario. Considere la funcién de densidad de
2 variables aleatorias Z, Z5 tal que para todo z; y 25 € R

ZQ‘ZI =ZzZ1 SN()\Zl) y 21’22 = Zo ~~ SN()\ZQ)

Segun la ecuacion obtenida en [Lemonte et al., 2015b], la expresién para la funcién de
densidad conjunta es

[21,2,(21, 22) = 2¢(21)P(22) P(Az122), (21,22) € R?. (5-1)
Tomemos la transformaciéon X;, con j = 1,2, como sigue
Z Zi\? i
X, = exp | —f; 0‘32 Iy (O‘JQ J) 1] . (5-2)
o 1 [ —10gx;\1/2 —log X;\ ~1/2 .
Cuya funcion inversa es Z; = —- [(ﬁ”) — (Tﬂ) , luego aplicando la transfor-
J J J

macién y dada la ecuacion , la funcién bivariada fx, x,(x1,x2) es

[xixs (@1, w2) = 2¢(ay)@(a3) P(Aajaz) AT A3, (1, 22) € RE, (5-3)
donde ) " .
. 1 [—logxy By
a1—a1(041,51)—a1 < 3, ) (—logm) | )
. 1 r ~log 7 1/2 8, 1/27
ay = as(ay, By) = -~ < 5, ) Tz :

. _ _ 1 3 1/2 B \3/?| _ (“logai)=¥2(—logz1+51)
Al - Al(alaﬁl) — 2a12; |:(—10g1($1)) + (—logl(xl)) - 12@1:1:1\/E — )

. _ _ 1 B \V/? By \3/2| _ (—logws)=3/2(—logza+Bs)
AQ - AQ(OZQaBQ) — 279 |:(_10g2($2)) + (_10g2($2)) == 22012:1:2\/6_2 2772

Por tanto, (X1, Xs) ~ BVUBS (a1, as, 51, B2, A) si cumple la expresion [5-3]
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5.1.1. Propiedades

1. Una vez se obtiene la funcién de densidad bivariada, observe que el modelo es indepen-
diente, andlogo al proceso en el articulo |Diaz-Garcia and Dominguez-Molina, 2006].
En efecto, para A =0

Ix1.x. (21, w2) =2¢(a])o(as)P(0) AT A5

=p(ay)p(az) AT A,
L[ —1ogz, V2 5 \'/? 2
(—logz1)~3/2(—logz1 + B1) 1 [al [(51) - (—1ogm1) ”
= P —mexp 5
1| (—1ogas )Y 3 1/2)?
y (—logxs)~3/2(—log s + f32) 1 exp a2 {( B2 ) (—logacrz) }
20002/ Po Vor 2

(—logzy)"*?(=logzy + B1) ox (_1 [(—logfﬂl) n ( b1 > _4)
N 201 2/20 T b 203 B1 —log

(—logz2)~3/?(log x5 + B2) 1 —log Ba
e e (o | () + () )
=fx, (71) fx, (72).

2. Si (X4, Xs) ~ BVUBS(a1, o, 1, 52, A) entonces X; ~ UBS(«;, 5;) para j = 1,2. En
efecto, dado que empleando la transformacién exp (—X) la distribuciéon es Birnbaum
Saunders.

3. La densidad condicional de X; dado X5 = x5 es

Ix1.x, (21, 22) _ 20(ai)p(ad)P(Natas) AL AS
fXQ(x) (b(CL;) 5
2¢(a7)®(Aajaz) Al

fxix (1 |re = 12) =

andlogamente,

Ixox, (22| X1 = 21) = 26(a5) P(Naja;) As.

4. Teniendo en cuenta la probablidad condicional a continuacién, se puede calcular la
probabilidad acumulada.

Ix11x, (21| X2 = 29) = 26(a7) P (Aaja;) A}

Pr(X, < 21| X = 23) = 2/ VB (Aaral) Ardi
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Generando el cambio de variable con af = Aaga; y du = Aaj(a;y)'dt,

*

2 ay u
Pr(X; <x|Xo =) = g / o(u)® (Aa*) du
2 J—00 2

2

/a’{ erfc (—ﬁ) e 205707 .
—c0 \2ma*r — 2o '

5. Otra propiedad esta asociada a la correlacion, esta puede ser negativa o positiva de-
pendiendo del signo que tome A, de acuerdo a la siguiente ecuacion

U(3/2,2,1/(22%))
N

p(X1, Xy) = signo(\) x

A continuacion se observan las graficas de cotorno de la distribucién BVUBS, en las figuras
a notamos que los graficos pueden ser unimodales o bimodales dependiendo de los
valores de .

10

08

0.4 08
|

02

0.0

10

0.6 0.8
| |
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|

0.2

0.0

Figura 5-1: Densidades y  graficos de contorno de izquierda a  derecha
BVUBS(0,5,0,5,1,1,0,5) y BVUBS(0,2,0,4,1,1,—1)
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1.0

00 02 04 086 08 10

Figura 5-3: Densidad y grafico de contorno de BVUBS(0.85,0.45,1,1,-15)
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Figura 5-2: Densidad y grafico de contorno de BVUBS(0.8,0.2,1,1,-1.2)

Observemos como se comporta la distribucién si se multiplica por un escalar, para ello
consideremos el vector aleatorio (X, X3) ~ BVUBS(ay, s, 1, B2, A), luego supongamos
k1 X1, dado que la transformacién para la distribucion UBS es

2

oz a1 Z1\?
~log(xy) = A | U5 [(S) 1]

Despejando para X; y aunque podemos describir la funcién de densidad conjunta notemos
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que

2

7 Z1\?
Oé1l+ <0411>+1

X,) = _
(kl 1) k1 exp B 5 5

Luego, no se puede llegar a una forma explicita en términos de los parametros por el factor
exponencial resultado del despeje, es decir no podemos afirmar que los parametros se expande
k1 veces, notemos ademéas que esta propiedad si esta presente en la distribucion BVUBS.

5.1.2. Media y varianza de la distribucion BVUBS

De otro lado, como las distribuciones marginales son UBS, entonces la media y la varianza
de X7 y Xo y en base a|3-9, con j=1,2

_<204]2ﬂj + 1>1/2 —1 1 2 2 1/2
E(Xj> = exp [ a? 2(2@36] T 1) [QOéjﬁj -+ (2ijﬂj + 1) + 1} . (5—4)
Una vez calculado el valor esperado es posible obtener una expresion para la varianza, donde
E(X2) — exp [ UGS+ D 2 ! 402B; + (402B; + 1)/ +1], por tant
(X7) =exp 22 2(4a35j+1)[aj5j+(ajﬁj+ )T+ ],por anto

V(X;) =E(X7) — [E(X;)]*

—(4a38; + 1)? —1 1
=exp [ o7 ] 2(a28, + 1) {4&?53‘ + (4%2-5]‘ + 1)V 1}
—(2a38; + )12 -1 1 2
- lexpl a2 ] 2@a?5 4 1) 2038, + (2a§ﬁj+1)1/2+1” . (5-5)

5.1.3. Estimacion e inferencia

Sea Iy, T3, ..., T, muestra aleatoria de la distribucién BVUBS(ey, 3, A), donde

a:i:[xu %}T? aZ{Oq O@]T; /3:[51 ﬁzr; 92[041 a P P A}T- (5-6)

Por tanto, la funcién de log-verosimilitud para el pardmetro @ = (a', 8", \), es
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0) =log ﬁ fx,(xi]0)

=1
=log ﬁ 2¢(aj;)o(as;)P(Aaj;a5,) AT, As;
zi +Zn; log(¢(as;)) + log(é(as;))) + Zlog Aaiah)) + ilog(A“{iA;)
> ;: (a? +a3?) + Zlog Aajay;)) + Zlog Afy) + Zl log(A3;)
~ ; (a2 +a32) + zlog Aajia3)) + zlog«— log(11)) %)
N élog<_ log(x1:) + 1) — 2; log(2a1) Z log(z1:) Zlog B1)
+z:1 og((—log () ~%/?) Zlog log () + B2) ;108;(2042) - Z:l%(xm)
- ;2:1 0g(f2)
~ ;:1 (ai +a3?) + Zlog Aaja5)) + Elog —log(z1;) + £1) Zlog ay)
;ilog (B1) —i—Zlog log(z2;) + f2) Zlog ag) — 72105’; f2)

.
I
—

—— n[log(an) + élogwa)} — i [loge) + 3 1og<ﬁz>} + 3 log(log(r) + )
532 (0 + ) + Y lox (B(0ai5).

=1

+ Zlog log(zg;) + 52) —

) \

Donde a}; y Aj; se definen para j =1,2., como

1 [/ tog(e)\ V2 ] 1/2
aj; = aji(ay, B;) = o [(OEJ(%)> - (—loé(xﬂ)> ] ;

_ \-3/2 ) |
A;Z = Aji(aj,ﬁj) _ ( log(xﬂ) ( log(xﬂ) + 6])

QCY]‘ZL‘]‘Z'\/@»]‘
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Luego, tomamos las derivadas parciales de la funciéon de log-verosimilitud de la ecuacién
anterior respecto de los pardmetros, junto con las definiciones en la ecuaciéon

0 (-)[()” ()
i

2
() |5 - () 15

n * *
1 as;p(Aaj;az;) n

— Y- 3 -

" 6(Maia)
7 1 )\ *‘

1i32;

ai =1 Aa’lza%) aq
@l(e) :i zn: o Z a12a21 ((ILCLSJ o ﬁ
doy O (Naj;alb;) Qg

o)  n n 1 noo 1 (= (=log(an)) 2 51—1/2
P o Tﬁl * Z - log(xu) + 51 a ;ali [2@1 ( f/Z + _(_ 108;(3311'))1/2

1 [ —(—log(zy;))"/? g
%0 3/2 T T Cog@ 2 | |-

1

* Aagip(Aaj;az;)
+Z (I)()‘aTia;i) .

i=1

__ny 1 S L[ =(= log(a)) 2 B,
0By 2B * ; —log(za;) + P ;a% [2@2 ( 3/2 + —(—log(x9;))/?

1 [ —(=log(zs))"/? gy ?
2009 ( 3/2 + —(—log(ﬂf2i))l/2)] '

2

- >lk ¢<)\alza21)
* Z (I)()‘alza%) .

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud

A A AT
0= (04170427B17627/\) )
considere el sistema de ecuaciones descrito en para resolver este sistema se recurre a

métodos iterativos, por ejemplo Newton-Raphson, el cual requiere de valores iniciales para
realizar el calculo, dichos valores pueden ser los valores esperados de los parametros.

ol6) ou6) 0l6) 0l6) 0l(6)
8041 N 80&2 N 851 N 862 N o\

=0.
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5.1.4. Matriz de varianza-covarianza de modelo bivariado

La presente seccion tiene como finalidad calcular la matriz de varianzas-covarianzas, para
ello se calcula la matriz de informacién de Fisher K (9) y se calcula la inversa, es decir,

K~'0. En primer lugar se calcula la matriz Hessiana Lgg,

Lcxcx Laﬁ ]:a)\
L of LBB LB A

d12(8)

]: = = =
06 00007

352(9) zn: (— )\(ai?a;?)¢()\a>fia§i)q)(AaTza§i) - [¢(Aaﬁa§i)]2 (aTiaii) %

fan = _ o
T anoAT [®(Aafia5,)”

i—1
. P(Aaj;a3;) 2022 4 P(Aajaz;)
—_ 1 7 )\ * >k 7 7 * ok
; ()\alz 21) ay; 22 @()\aiam) a’lzan QA1;Q9;
=Y wj ( aiiaz? + wlalz%z) a1;as;.
=1
L 2( ) _ zn: *2 %2 1 + )\
X = 5 ONT aaj; |wi (Nai7as; wiAay;ag;| | -
. 812(0) * % *2 %2
Laox = DagdNT 072 Z {alia% [ < ay;ag; — 1) tw )\alzamn :
. o12(6) a2 4 1 —log(x1;))/2 By
L = AB1ONT 071 ,Zlamah wi | Nedieh + 3/2 " —(—log(x13))1/?
wiZrai2al; [ —(—log(zy))? . B2
2 3/2 —(= log(ﬂﬂlz))l/2 '

. o12(0) e, L[~ (= log(as)!V? 8"
Lg,a = 05, 8)\T T o Zamau [ [ @y i + ) 63/2 + —(— log(2;))1/2
)

80[180{2T

widaifay, (—(~log(zz))? 5"
2 22 < log(2:))172 ) |
]:C!lal = aglja(zl)T = OznTQ - OZQ an 1+ *2 Zwlalza% - *2 Z’LUT T? Qi — ;ZQ ;wiaaiga;?
Lascs = GamprT = 257 ~ o 005+ o > ok = 2 Zwéai?am - oo Y uitati
Lascs = Sampt = o7 zwzaham . zw -2 zw;a=;§a;?
Losc = G = ey S it = o 3w - faita3.
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2
P 8l2(9) n & ( 1 3 %3 24,2 2) _(_103(3711‘))1/2 5;1/2
Lo = — =53 — = T ANag;wial; + wit A as; . -
B18 3ﬁ1551 232 FZI 4032 2; W1t 1 2 ﬁf/z (—log(x1;))1/2
- i i ay; |, Ay 3(—log(z12))'/* B
o [Flog(en + )1 40” 4o f/Q (—log(z1:))/2 )
N a12(0 1 [ —(—log(za;))/? B2
L _ _ a a*2a*2 1 2
B2B1 — 7852661 a Z Qo; 11[ [ 1i G2i + 2 < 53/2 —(—log(xy;))1/2
wiNaifay (—(~log(e))'? 5
2 3/2 —(=log(wa )2 ||~
. al2 1 _(_ log(flfl'))l/z 6_1/2
L 182 - i1 | W1 )‘2 *2a 7 By ! !
»7 0513/32 T m Z i [ [ =73 ( 372 (= log(w1))172
wisNaifag; (—(~log(e)"/? [
2 3/2 —(—log(z1:))/2 ) |~
2
: oO) _ n ¢ < 3 2,2 ) — (-~ log(w:))"/? 8,2
La,gy, = ———= = —5 — + Ma3dwaal; + wii\2as? —
o 95,08, 287 ; dag? 7 TR TR A 3/ (—log(x2:)) 1/
B zn: o+ Z A Aayw 3(—log(xa:))'/? , .
=1 —log(wa; + f2)]? v 4a2 4oy 3/2 (— log(w;)) /2
612 & ay, ay; as; 2/ %3 %2 52 ) _(_IOg($2i))1/2 5;1/2
181 =+ Z—l—)\ wr A (al;as; +w)\ Saj;
B 8a1551 ; [(2 2 o2 1A (a1 ay;) 1 o2 ;;/2 —(—log(zg;))1/2
1 (= (= log(wa))"/2 By '°
- Z)‘a%wl o2 3/2 \)1/2
o2 : ~(“log(@ar))
852( ) 1 2 %2 %2 2 1 —(= 10gx1/2 ﬁfl/g
azB1 — ay; |(wi (ANajjas; — 1) +wirajas|| | — | ——— | — | —————5 .
B 60[2661T s ; [ 2 [ 1 ( 1042 ) 17A%142 ]] 201 3/2 (_ log(:vh-))lﬂ
912(0) 1 & 5 w2 o 1 —(—10gw1/2 Byt
Q182 = =— ai; [wy (N2a32ai? — 1) +wiialay]] |— | ————2 | - | —2——~ )
B 8a1852T a & [ 1 [ 2 ( 2i A1 ) PR TAL) H 2015 Bg/z (,10g(12i))1/2
OP0) _N~[(as , o 3 e ai? —(— log(w1,))"/? B
o — — X2 X2 * * A Z *.
2P2 8@28ﬁ2T ; 202 " a2 202 (a17a3;) + w3 a2 ) ;13/2 —(—log(z1;))!/2
(1= (= log(a)) 2 B2
- Z)‘alin 2 3/2 —(— \\1/2
i=1 Oé2 1 ( log(xlz))

Una vez hallada la matriz L se procede a hallar el valor esperado para obtener la matriz
de informacion de Fisher, segiin la matriz y los valores esperados se obtienen numérica-
mente.

Eaa Eaﬂ Ea}\
ETB 2[3@ DIVEIN

o = —E(Lpy) = (5-7)
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n

o * *2 *2 * k% * ok

2am=E [Z wy ()\au Ag; + wﬂu%z) au%z‘] :
i=1

n
- * *2 %2 k k% ko k
= ZE {wl (Aau Qg; + wlalia%) au%i}

=1
Sear = - 2 [agaf; [w] (Maifesf — 1] + wirajas]].
i=1
_ 1 Zn:IE [w* {1 - A ()\a*za*z + w*) ai;a; } ai;a; }
o 2 1 1i A 1) Q1A | Q1A
Al
= N TE | |(AafFay? + wh) atal;| alal
a ; H( 1i A2 1) 1 2} 1 2}
_)\ = *2 % * * ok * ok
Lasx = . ;E H(/\alfa; + w2) au‘%i] alia%]
1 & 1 [ —(—log(z1;))"/? 2
Z - E * ok * )\2 *2 *2 -
B1A a ; (i@ |:wl Qi Go; + 9 i,/z + —(— log(z1:))'/2
L witdaifay (—(~log(r.,))"” B
2 o7 ~(= log(e) 2
AN 1 [ —(=log(z1,))" B
_ E * ok * *2 %2 - > v 1
a ; (201, {Uh {au Qg; + B ( ia/z + — (= log(z1:))'/2
* *2 % —1/2
+w12/\a1?a2i —(= log(xh-))l/Q 4 1 /
2 3/2 —(—log(z1))1/2
Ay 1 [ (= log(z2))"* B,
» _ E £k * *2 %2 - 4 2
Bz o ; iy, {Uh {au Qg; + 9 ( 53/2 + —(—log(ws;)) 1/
Lwidafay (—(<log(ex)V? 5y
2 3/2 —(—log(w))/2
n 3 = * 2)\ = * % >\3 = * %3 % /\2 - *2 %2k
Yajay = E laTg - 047{2 ; alf + 047}‘2 ; W1ay;G9; — &71(2 ;w1a1§a2§ - a2 2 wf%?%?-]

on N X PR
_ * %3 %3 *2 %2 %2
- 72"‘7221@{101@17;@27;} B E[wl au%i} :
ay ai ;=41
n

1i =1

2 D 2

o * %3 %3 *2 %2 %2

Yozas = —5 + 5 D E [wﬂu azi] -5 B [wz alia%} :
Qy A3 ;o Qi i

(0%
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Zalaz

Eﬁ1ﬂ1

Eﬁzﬁ%

Z,31[32

Zazﬁz
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P
_ E wla*? *2 _ E [w*a*3a*3] .
alo@Z 207, 21 041042; [ 2914 21]
)\2 n )\3 -
_ E %2 *2 E * %3 %3 .
arag “ Z wl iia3i] a1 12:; i)
2
o ~(~log()V? gt
_ E no AS *2)\2 - L
. )\ 3(— log(z ‘))1/2 6—3/2
e ) (2
i=1 —log(x1; + B1)]? = \4m f/z (—log(z1:))'/?
1 [ —(—log(wa;))'/? 5_1/2
_E )\2 *2 *2 2
la2 Zamah [MQ ay309; + 5 2 123/2 —(—IOg(in))l/Q
w3?Naitay; [ —(=log(rz:))'/? 2_1/2
2 3/2 —(=log(z2:))2 ] | |
—(— log(r1,)) /2 B
)\2 *2 *2 ( L
l Zamah [wl [ a’lz 2’L 19’/2 _(_log(xli))l/Q

wi?X2at?as, [ —(—log(w1;))'/? B2
14 %27 1
2 f/Z —(=log(x:))/2 )|
2
- —(—log(2:))"/? By
_ \3 £2)24 ( _ 2
251 ; <4 = T az;waat; + wy ) [ 3/2 (— log(z2;)) /2
n —-1/2
_ a1 ah ay; 2(ai3a52) + w? 27, — (= log(s:))'/? Ba
= l; l( o2 + A 1w 1A% (ar7a3;) + >\ > ( 3/2 —(—log(za;)) /2
_zn:)\a wr [ L —(—log(z2:))"/? ;'
P 27 W1 Oé% 3/2 log (Ez 1/2
1 & 1 logx1/2 571/2
=F |— )\2 *2 %2 1 2)\ * - o 1
LQ ; o3 [ (Vaiiazs = 1) +wirdiiaz]] 2a 3/2 (—log(x1;))'/?
1 ¢ 1 logfzrl/2 ~1/2
—F | — )\2 *2 %2 1 A - _ 2 .
Lq ; Lo [ (Waziaii = 1) iz ]] | 52 3/2 (—log(w2))1/2
ol TR N 0y o) [ —(=log(a1:)'/ By
—F 24 2 A 14 )\2 *3 %2 )\ 11 * 7 1
L=1 [(20% + o + 202 5W2A"(a7;as;) + wj 2 2i f/z —(—log(x1;))/2
. 1 (=(=log(a1))""? [

3/2
1

))

~(~log(1)) /2

Cuando A = 0, la matriz de Fisher es no singular dado que el determinante de dicha matriz
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es distinta de cero, en efecto,

0
Yoo = 01 (272 (5-8)
2
o7
Zo&\ - _O_ (5_9>
Sor = |1 (5-10)
_O_
2 Elko]
Yo = |0 5-11
B ]E[le] 371% ( )
-mn mig
Y5 = 5-12
59 = | gy ng (5-12)
Y =[S0 E [wi?ai?as?]| (5-13)

Donde para j = 1,2 tenemos

Entonces el determinante de la matriz es diferente de cero dado que al calcular el deter-
minante, obtenemos la expresion en y esta es linealmente independiente por tanto la
inversa de la matriz existe.

det(Eg) = EwEﬂﬁEA,\ — EﬁAEEAEw — 2)\,\20[321—6

5.2. Distribucion Bivariada Sinh-normal Birnbaum
Saunders Unitaria

En un proceso analogo al usado para construir la distribucion bivariada unitaria, construi-
mos la distribucién Sinh Normal Unitaria Bivariada (BVUSHN), el articulo [Martinez-Florez
et al., 2023|, realizado conjuntamente con la presente tesis se enfocé en el desarrollo multiva-
riado de esta distribucién. Para ello sea Z = (Z;, Z3), luego definamos Z; como el vector Z
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pero eliminando la j-ésima entrada con j=1, 2, nuevamente y de acuerdo al articulo de [Arnold
et al., 2002] considere

ZjlZ) = z) ~ SN (A1) -
Por tanto la funcién de densidad conjunta es

f21,2,(21, 22) = 20(21) P(22) P(A21 22), (21, 22) € R?

De acuerdo al articulo de [Martinez-Florez and Tovar-Falon, 2021), si Y ~ USHN («, 7, 0)
entonces la variable Z ~ N (0, 1), explicitamente para j=1,2,

2 log (—log(1 —Y;)) — 2
Zj:sinh<og( o8 i) %> yY}-zl—exp(—exp(crjsinh_l (Oéj J)—l—’yj))

Oé] O'j 2

para generar la funciéon de densidad bivariada aplicamos teorema de la transformacién, ob-
teniendo como resultado

Ivive (U, 42) = 2¢(b1)¢(52)q)()\blbz)b;b/27 v (y1,y2) € Ri

donde,

b — 2 inh <log (—log(1—w)) - %)
g1

by — 2 ginh <log (—log(l —y2)) — 72)
02

b/ 9 cosh( (w—log(—;cig(l—yl))))
oo (1= ) (—log(1 — 1))
9 COSh( (y—log(— log(lfyz)))>

o1

ap03(1 — ya)(—log(1 —y2))

’

Definicién 13 (Sinh-Normal Bivariada Birnbaum Saunders Unitaria).

La funcion de densidad presentada en se denota Y ~ BVUSHN (a,~,0,X), por tanto
Y se distribuye Sinh-Normal Bivariada Birnbaum Saunders Unitaria. Notemos que o; > 0 es
pardmetro de forma, o; > 0 es pdmetro de escala, ; pardmetro de localizacion y A pardmetro
de asimetria, con j=1,2.
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Figura 5-5: Grafica y contorno de la distribucién BVUSHN(1.25,1.5,1,1,0,0,-0.75)

5.2.1. Propiedades de la distribucion BVUSHN
Proposiciéon 4. 1. Si A =0, entonces fy,y, = v, Py,, dado que

Frivs = 0(b1)d(b2)b1by = Pvi Py,

por tanto la distribucion se convierte en el producto de dos distribuciones USHN 1y
ademas se deduce que \ estd relacionado a la correlacion.

2. Consideremos Y ~ BVUSHN. Entonces Y; ~ USHN, con j = 1,2. Considere la
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distribucion marginal de Y7

fY1(y1) = /RfYLYz(ylayQ)dyQ
[ 200012)0(51)0(62)8, iy

= B10(01) | 20)0(b:)2(Abib2)dy,

log(— log(l Y;))—y

suponga Zj = —Slnh( ) con j=1,2, entonces, de acuerdo al resultado

de [Arnold et al., 2002] la mtegml se reduce a 1, por tanto
faln) = bio(b) [ 250()((Ae12)dz
= bio(b)(1)

De manera andloga se calcula para la marginal Ys.

. La funcion condicional es equivalente a
Froiv, Vil Y5 = yi) = 20,0(b1)@(Abiby).

Para ello considere sin pérdida de generalidad el caso 7 =1, dado que
f2120)(Z1] Z) = 2)) = 2¢(21)P(Az122),

asumiendo la transformacion Y7 = 1 — exp(—exp(y, + oy sinh™ (a;—lzl))) entonces

log(— log(1-Y1))— . -
Zy = smh ( og(= Og(o_l 1) 71), la funcion condicional toma la forma

Frirve, (il Y) = yy) = 2b,6(b1) @(Abiby).

. La funcion de distribucion acumulada Yy dado que Y(1) = yq es
P(Y1 <ui|Yu) = ya)) = @(b1) — 2T (b1, Ab2) (5-14)

donde T(+) es la funcion de Owen. En efecto,

Py <Yy =ya)) = /_ (Y0 = yay)dt

si ;== smh (log loggj_Tj))_W> = b; y sustituyendo se obtiene la integral que estudid
[Azzalmz 1985].

b1
P(Yy < w|Yy) = y) = /_ 26(21)B(A\2120)dz1 = B(by) — 2T (b, Aby)
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De acuerdo al articulo [Martinez-Flérez and Tovar-Falon, 2021] cuando o — 0 entonces la

log(—log(1-Y))—y
ao /2

que si a; — 0 para j = 1,2 entonces

variable aleatoria converge a una normal estandar. Se sigue de este resultado

Y ~ SMVSN(v,0,)\).
Si X; = log(—log(1 —Yj)) para j = 1,2 entonces
X ~SMVSHN(a,~v,0,\).

Siguiendo este proceso se tiene que si Y ~ BVUSHN (a,v,0,\) y si

7. - 3 sinh <log(_ log(l - YJ)) — 71) -~ N(O, 1)7

j
& 0j

para todo j = 1,2 tenemos

Z = (Z1,7Zy)" ~ SMSN(0,I,)) (5-15)

De otro lado en el caso bivariado, podemos considerar los casos en los cuales la distribucion
es unimodal, para ello considere oy = ag, 11 =72 =0y 01 =05 = 1.
Derivando el logaritmo de las distribuciones condicionales igualando a cero se tiene que

dlog f(y2|y1) by, / ! ¢()‘by1 byz)
———==" = (14 log(l — = —b b Ab, b, —————==
ay2 ( + Og( yQ)) + b;/Q Y2 Y2 + Y2 Y1 q)(Abylbg&)
dlog f(y1|y2) by, / ! ¢()‘by1 byz)
———=="= = (14 log(1l — — —b, b Ab, b, —————==
ayl ( + Og( yl)) + b;l Y1 Y1 + Y1 Y2 @(}\bylbgm)
obtenemos 2 ecuaciones
by2 / / ¢()‘by by2)
Y2 by D by ) (] 4 log(1 — y)) (5-16)
byz vare v ¢()\byl byz)

/ b ¢(>‘by1 by2)

byl /
noe noez P (Nby, by,)

b/

1

Multiplicando por by, b/y21 y por by, b/y22 y simplificando

/

= —(1+log(1 — 1)) (5-17)

D202 — B2 b b2 — B2BE 4+ b20202, = (1+ log(1 — 11))b2b

Y2-y1 Y2-Y2-y1 Y2-u1 Y2-Yy1"y1 Y2-Yy1

by, — (14 log(1 — y2))by,b,, b,

Y2 y2y1-

Dado que 1 = Y2 €S una solucién de la anterior ecuacion, reemplazamos este valor en [5-16
) p
por lo tanto, se obtiene

byz(l - b;;g)q)()‘byz) + (1 + log(l - y2>)b;;gq)()‘by2) + )‘byzb;;ggb(/\byz) =0
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Notemos que la transformacion
Y; =1 — exp (—exp (0jarcsihn(a; Z;/2) + v5))

que se obtiene del modelo bivariado con condicionales skew normal y el modelo bivariado
con condicionales unitaria sinh normal asimétrica es una transformacién uno a uno, es decir
los valores A para los cuales la distribucién es unimodal coinciden con aquellos donde la
distribucion bivariada skew normal es unimodal, tales valores cumplen la condiciéon A <
\/772. Cabe destacar que la funcion [5-18 es similar a la ecuacion |Arnold et al., 2002] para
la distribucién SBVSN.

(Y23 N) = by (1 = by, )P(Aby,) + (14 1og(1 = y2))b,, P(Aby,) + by by, G(ADy, ). (5-18)

5.2.2. Momentos, covarianza y correlacion de la distribucién

El calculo de momentos es definido en la siguiente ecuacion

ZZ() ey [km(a;/l(z by 7], 5.19)

7=01=0
donde a = "% b = (+) es equivalente a
1 A oo 02
kx(v) = = <U> / u e T du, (5-20)
2\2 0

Para calcular la correlacion se debe hallar la covarianza y varianza de las variables aleatorias.
En el caso de la covarianza se tiene en cuenta la férmula

cov(Y, Yo; A) = E(V1, 3) — E(Y1)E(Y3)

El valor esperado cruzado de la ecuacién anterior se obtiene mediante la doble integral
Y2 =2 [ s, 0(0)6(8,)® (Nby,by,) didys

En el caso de la varianza se emplea la formula var(Y;; \) = E(Y;?) — E?(Y;), de tal modo que
es posible establecer la correlaciéon de acuerdo a la ecuacion [5.2.2]

cov(V1, Ya; M)
\/Var (Y1; A)var(Ya; )\)

corr(Yy, Yo; ) =

Sin embargo, el calculo de la correlacion necesita de métodos numéricos. Hay dos hechos
a resaltar sobre el calculo de la correlacién, es posible demostrar que cov(Yy, Y —A) =
—cov(Y1, Ya; A), por lo cual corr(Yy, Yo; —\) = —corr(Yi, Ya; ). Este hecho permite delimitar
los valores que toma la correlacion, en efecto, si A = 0 se obtiene la independencia, es decir
corr(Y1, Ys;0) = 0, considerando ademas la simetria de la correlacién, el caso cuando lambda
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A aj/ag 0.085 0.5 0.75 1.5 2.25 3.0 5.0 7.5 10.0

0.095 0.0397 0.0396 0.0392 0.0330 0.0271 0.0239 0.0206 0.0179 0.0176

0.45 0.0395 0.0394 0.0390 0.0329 0.0270 0.0238 0.0205 0.0178 0.0175

0.75 0.0391 0.0390 0.0386 0.0326 0.0267 0.0235 0.0203 0.0176 0.0173

1.0 0.0379 0.0378 0.0374 0.0319 0.0268 0.0242 0.0217 0.0195 0.0193

2.0 0.0288 0.0286 0.0283 0.0306 0.0374 0.0433 0.0534 0.0574 0.0599

3.0 0.0240 0.0238 0.0235 0.0321 0.0486 0.0618 0.0825 0.0918 0.0965

5.0 0.0208 0.0204 0.0203 0.0351 0.0618 0.0825 0.1142 0.1290 0.1360

7.5 0.0182 0.0178 0.0176 0.0357 0.0674 0.0918 0.1290 0.1465 0.1546

0.05 10.0 0.0179 0.0175 0.0173 0.0367 0.0705 0.0965 0.1360 0.1546 0.1633

0.095 0.1836 0.1841 0.1830 0.1568 0.1291 0.1136 0.0974 0.0853 0.0824

0.45 0.1839 0.1843 0.1832 0.1568 0.1291 0.1136 0.0974 0.0853 0.0824
0.75 0.1827 0.1831 0.1818 0.1555 0.1280 0.1126 0.0966 0.0846 0.0818
1.0 0.1779 0.1782 0.1770 0.1515 0.1253 0.1108 0.0960 0.0846 0.0821
2.0 0.1366 0.1366 0.1356 0.1222 0.1127 0.1096 0.1103 0.1072 0.1081
3.0 0.1136 0.1135 0.1126 0.1081 0.1113 0.1169 0.1298 0.1332 0.1365
5.0 0.0975 0.0973 0.0966 0.1004 0.1155 0.1298 0.1548 0.1645 0.1703
7.5 0.0855 0.0852 0.0846 0.0928 0.1144 0.1332 0.1645 0.1775 0.1847
0.25 10.0 0.0826 0.0824 0.0818 0.0920 0.1161 0.1365 0.1703 0.1847 0.1923

Tabla 5-1: Coeficiente de correlacién BVUSHN

es negativo es similar al positivo. En las tablas y se fijan los valores 0y =0y =1y
v1 = ¥2 = 0 variando los pardametros oy, s, v A, la siguiente tabla describe los valores de
correlacion para las variables Y7, Y. Cabe destacar que en los valores observados y calculados

como se observa en la tabla a continuacién |cor(Yy, Ya; A)| < 0,9938 y por tanto es viable
afirmar que |cor(Y;, Yj; A)| < 1,0.

5.3. Extension del modelo de regresion USHN al caso
bivariado

Consideremos ¢ = 2 variables aleatorias que miden tasas o proporciones en una muestra de
tamano n, para ¢ =1,2,3,...,n el vector de tamano ¢ x 1

Yi = (Yir, - - - ;yz’q)-
De igual modo p variables explicativas X, X»,..., X, donde parai=1,2,3,...,p
Xi = (ZEﬂ, Ti2y .- ,Iz‘q)—r
es una matriz de tamano ¢ X p asociada a la i—ésima respuesta observada y; con
Lij = (%‘jb Lij2s - - 7xijp)T

para j = 1,2 un vector 2-dimensional de valores de las variables explicativas. Dado que vec(-)
transforma matrices en un vector columna, a partir de las columna de la matriz. Luego,

Yy = Uec(ylayQa s 7yn)

El modelo bivariado de regresién unitario es definido por
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A al/az 0.085 0.5 0.75 1.5 2.25 3.0 5.0 7.5 10.0

0.095 0.5124 0.3401 0.3410 0.3410 0.3388 0.3347 0.3077 0.2846 0.2759

0.45 0.3513 0.3160 0.3169 0.3173 0.3155 0.3117 0.2716 0.2239 0.1966

0.75 0.3524 0.3171 0.3181 0.3183 0.3165 0.3126 0.2722 0.2243 0.1969

0.5 1.0 0.3528 0.3177 0.3186 0.3188 0.3168 0.3128 0.2722 0.2243 0.1969
2.0 0.3507 0.3163 0.3171 0.3169 0.3148 0.3106 0.2697 0.2220 0.1949

3.0 0.3456 0.3119 0.3126 0.3122 0.3099 0.3057 0.2650 0.2180 0.1915

5.0 0.3261 0.2718 0.2722 0.2713 0.2690 0.2650 0.2318 0.1964 0.1775

7.5 0.3170 0.2240 0.2243 0.2234 0.2213 0.2180 0.1964 0.1774 0.1693

10.0 0.3188 0.1967 0.1969 0.1962 0.1943 0.1915 0.1775 0.1693 0.1684

0.095 0.8258 0.5950 0.6003 0.6123 0.6177 0.6183 0.5809 0.5252 0.4904

0.45 0.6192 0.5269 0.5321 0.5442 0.5504 0.5517 0.5070 0.4343 0.3845

0.75 0.6260 0.5331 0.5383 0.5504 0.5565 0.5576 0.5120 0.4381 0.3877

1.0 0.6311 0.5379 0.5431 0.5551 0.5611 0.5621 0.5156 0.4408 0.3900

1.5 2.0 0.6425 0.5497 0.5548 0.5662 0.5717 0.5722 0.5232 0.4460 0.3941
3.0 0.6446 0.5527 0.5576 0.5685 0.5735 0.5736 0.5232 0.4451 0.3932

5.0 0.6140 0.5079 0.5120 0.5207 0.5241 0.5232 0.4774 0.4096 0.3661

7.5 0.5695 0.4349 0.4381 0.4444 0.4464 0.4451 0.4096 0.3610 0.3315

10.0 0.5434 0.3850 0.3877 0.3930 0.3945 0.3932 0.3661 0.3315 0.3117

0.095 0.9317 0.6733 0.6812 0.7013 0.7131 0.7184 0.6878 0.6282 0.5857

0.45 0.6975 0.5875 0.5945 0.6128 0.6242 0.6294 0.5900 0.5163 0.4623

0.75 0.7073 0.5958 0.6030 0.6214 0.6327 0.6379 0.5976 0.5224 0.4677

1.0 0.7154 0.6028 0.6099 0.6284 0.6397 0.6448 0.6036 0.5273 0.4718

0.095 0.9765 0.7038 0.7128 0.7374 0.7531 0.7616 0.7367 0.6801 0.6363

0.45 0.7267 0.6135 0.6214 0.6428 0.6570 0.6645 0.6290 0.5567 0.5025

0.75 0.7379 0.6227 0.6307 0.6523 0.6666 0.6742 0.6379 0.5642 0.5090

1.0 0.7474 0.6307 0.6387 0.6605 0.6749 0.6824 0.6453 0.5705 0.5144

3.5 2.0 0.7755 0.6542 0.6624 0.6845 0.6988 0.7061 0.6662 0.5874 0.5288
3.0 0.7895 0.6659 0.6742 0.6962 0.7102 0.7172 0.6755 0.5945 0.5345

5.0 0.7730 0.6303 0.6379 0.6576 0.6698 0.6755 0.6367 0.5633 0.5098

7.5 0.7297 0.5579 0.5642 0.5805 0.5902 0.5945 0.5633 0.5064 0.4656

10.0 0.6951 0.5035 0.5090 0.5230 0.5311 0.5345 0.5098 0.4656 0.4348

0.095 0.9938 0.7228 0.7324 0.7601 0.7790 0.7903 0.7707 0.7182 0.6763

0.45 0.7446 0.6323 0.6405 0.6643 0.6808 0.6903 0.6583 0.5881 0.5346

0.75 0.7563 0.6418 0.6502 0.6743 0.6910 0.7006 0.6681 0.5967 0.5421

1.0 0.7669 0.6505 0.6590 0.6834 0.7002 0.7099 0.6767 0.6040 0.5486

5.0 2.0 0.7992 0.6772 0.6860 0.7110 0.7281 0.7377 0.7021 0.6254 0.5672
3.0 0.8170 0.6917 0.7006 0.7258 0.7428 0.7523 0.7149 0.6358 0.5760

5.0 0.8061 0.6597 0.6681 0.6913 0.7066 0.7149 0.6803 0.6084 0.5544

7.5 0.7672 0.5894 0.5967 0.6164 0.6291 0.6358 0.6084 0.5521 0.5102

10.0 0.7350 0.5357 0.5421 0.5594 0.5703 0.5760 0.5544 0.5102 0.4776

Tabla 5-2: Coeficiente de correlacion BVUSHN
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ZZ:Xz,B—l-EZ, i:1,2,3,...,n

con z; = log(—log(l — v;;))), B vector de parametros desconocidos de dimension p y los
vectores g; para ¢t = 1,2,3,...,n son vectores de variables aleatorias independientes e identi-
camente distribuidas tales que ; ~ SMVSHN (e, 04,3, \) donde X = diag(oy,09,...,0,),
ademas, 0, es un vector de ceros de dimension q.

Definicién 14 (Modelo de regresién bivariado Sinh-Normal unitario).

Si se define X = diag(X1, Xo,...,X,) donde X; para j = 1,2,...,q es una matriz de
tamano n x p; y X de dimesion ng X (p1 + p2 + ...,p,) entonces el modelo bivariado de
regresion unitario Sinh-Normal es

Z =XpB+e,

donde Z;; = X;;8; + €, 1=1,2,3,...,n, j=1,2 tomando valores z;; = log(—log(1 —
Yij))), con B = vec(By, By, ..., B,) con B; un vector de dimension p; x 1, es decir, B es
un vector de dimension p X 1 siendo p = p; +p2 + -+ ,+pg, € = vec(ey,€,...,€,) e€s
un vector de errores con €; ~ SMVSHN(a,0,4,2,)) donde €; = (15,625, ...,Enj) CON
gij ~ SHN(ay,0,0;) de donde se sigue que zi; ~ SHN (o, X;;8;,05) para j =1,2,3,...,q.

5.3.1. Estimacion por maxima verosimilitud y matriz de informacion

El calculo de estimacién por maxima verosimilitud se puede extender a varias variables es
decir, sii=1,2,3,...,ny j=1,2,3,...,q, en particular si se desea el calculo para el caso
bivariado entonces considere ¢ = 2, luego definamos

51 = (5117 5217 (5317 s 75n1) 51'1 = (51'11’ 52’127 51’137 s 752'1(])
62 - (5127 6227 632a s 76712) 6i2 = (6i217 5’i227 5i237 ce a5i2q)
53 - (5137 5237 5337 v 75713) 6i3 - (51'317 5i327 5i337 cee 75i3q)
2 Zii — Ik
dij = cosh | 29— )
Y ago(1 = yig) (— log(1 — yig)) ( Tj

2 Zij — X
5i2j = — sinh (JW)

Qj 0j
p
5i3j =P | A H 5z'2j
j=1

La funcién de log-verosimilitud para el vector de pardametros @ = (a, 8,3, \) es
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donde,
ti(0) = —3 10g (27) + ZUJ + Zlog — yi;)(log(1 — wij)))
=1 =1
+210g i15) Z 2 +210g(5i3j)- (5-21)
=1 =1

La derivada de £;(0) con respecto a cada uno de los parametros se describen a continuacion,
dichas derivadas se igualan a 0 para establecer el sistema de ecuaciones y asi obtener la
estimacion por maxima verosimilitud.

0;
(5]]4: o Z xz]k <57,1]522j 5 23) + — Z:Ez]k(szl]wz (H 512] ) ) k - 17 cee >pj7 (5_22>
i1lj

J =1 Ji=1 Vi

Jz— le

Ulay) = —— —2512] Xn:wz (ﬁ (5i2j) , (5-23)

n
U(O’j) —_— = Z Vij tanh(vu + — Z vlj511]512] Z 511]% (H 5i2j’> , (5—24)

95 Tji=z1 9j i=1 0j i=1 oy

- (H %) (5-25)

=1
con v;; = (log(—log(1l —yij)) — xiTij)/aj, dondei=1,...,n,5=1,2,3,...p,y
O (AT 0iy)
® (AL, 62y

Iniciar el proceso iterativo requiere de valores iniciales a modo de semilla, para ello es

%

preciso considerar las estimaciones por minimos cuadrados de los parametros, es decir,
1 n

Bo = (X;'X;)"'X;z; de donde 6% = ey L (2 — @ B,0)?, para a; se puede tomar

. o e A _ — — _ 4 n . ] . ’
como valor inicial &jo = y/@; donde a; = - 37" | sinh ( - >, estimar A es posible a través
de algun metodo numérico como uniroot de R. Los elementos de la matriz de informacién

observada g, 4,, son

n 3 —
aja; _7+726122
’ Oé? Oé? =1 ’
A q q q
+7Z H(SZQ] W; ——+ A H5i2j A HéiQJ + w; s
Q5 =1 \j=1 Q; j=1 =1




5.3 Extension del modelo de regresion USHN al caso bivariado 53

o) i)

Y

A L
loja, = Z H i2j
Qi3 \j=1

2

Iajﬁjk 0,0 Zz:lxwkézlg(;ﬁg
q
lejk(sllj (H iojr ) -1+ A (H 512;‘) <)\5i2j (H 5z‘2j') + wz‘) )
@j0j i=1 % j=1 i#i
q
Iajﬂj,k szg'kCSm H digj | wi |[—14+ A H digj | | Adigjr H dioj | +wi ||,
A5 i=1 it =1 it
2
Ia‘U' 7 57/ 51
305 OéJO']ZX;U] 15%%425

)
aJUJ i=1

Z Uz] il 5i2j’
j/

—14+A ()\(51'23‘ (H 5i2j’) + wl)
J'#3

3 {252 TS }
TiikTiik! i T —5 — -5
JR 2 oz? 532j +4/a?

)\ n
+— Zl’ijkﬂﬂijk/ (H i2jr ) —0050 + )\(5 (H 51’2]”) (Adﬂj (H 5i2j’) + Wi)
05 i=1 '] J'# ' #

A
Iﬁjkﬁj/k/ = UJUJ z;xz]kxm’k’ézljézl]’wz [_ ( H 5i2l)
i

I#5,5'

+ A (H (51'2]'/) (H (51'2]'> ()\(sigj/ (H dLQj) + wi)
J'#i J#3’ J#3

Y
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1 & A Z
Iﬁjkgj = 27 injkvij {62'21]' + 632j SGChQUU} - Zl’”sz le + (Z-gjvij) H 51*2]-/
7 i=1 95 i=1 oy
Z LijkUij 12jw7, (H 512] ) <A512j ( 57L2j’) + wi)
i=1 J'#J J'#J
)\ n
Iﬁjkaj, = Z$ijkvij’5ilj5i1j’wi - H diot | + A H 5i2j' H 5i2j
9395 i=1 155" J'#d J#5’
Adjojr (H 512;‘) +wi)
J#£5’
q q
Ign = — Z%yk@l; H digjr | wi [1—A H digj | | A H digj | +wi ||,
95 i=1 J#i Jj=1 Jj=1
2 & 82 1 & 4 82,
Lo = =Y w0100 — —2 | +—=> 02 252A+7_1+#
%3 0_]2 ; J ( 159325 51‘1]’) 0_]2 ; iJ 12j a]g 12] —|—4/Oé
)\ n
+72 Z (H (Sigj/) Wi [ 27}1]5@13 Ui2 (Szgj + )\UU ilj (H 512])
97 i=1 \i'#j 1]

foefe)
'#j

A
Iajaj, = szgvzg'5zlg5zlgfwz {— ( H 5i2l) + A (H 5i2j) (H 5i2j/) ()\5i2j/

0:0: + L o
395" i=1 I#£5,5' J#5! J'#J

i
q
— va i) (H 52‘2]") w; [1 — A (H 5i2j) ()\ (H 5712]’) + wi)
0j i=1 J#j Jj=1 Jj=1
Iy = Z ( 5i2j) wj (/\ (H 5z'2j) +Wi) )
i=1 \j=1 j=1
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Para hallar la matriz de Fisher se halla el valor esperado de los elementos de la matriz de
informacién observada, los cuales se calculan numéricamente.
Koo K/a/B KoY Koo

0((6) Kag BB KAS KB
00 = 56007 | T | Kl Khy mmm K
aY gy XX XA
K,—lc—v\ Ii%)\ K,%/B K\
Si A = 0 las expresiones toman la forma
Roaa = dZag(2/Oé%, 2/0437 T 2/0(2),
kpp = blog.diag(c(ar)@ x1/4, c(a2)ToXs /4, -, clag) Ty Tq/4)

Ky = diag(Koyoy, Kososs " Kogoy)
Kafg = 0
KqX = diag(Kayoy Kasess » Kago,)
Kgs = diag(Kgyoys Bpaoss* » Kgoy)
Kax =0
kg, =0
Ky, =0
2
Kox = —

donde c(aj) = 1+ % — \/E(l — er f(2/a%)"/?] exp(2/a2-)> y erf(xz) es funcién error,

2
erf(z) = % [§ e dt, aifay,0;) = ( {2553 — 1t e D b(ay,05) = E(v;015025)

_ 15 _ al(O‘JvaJ) _ GQ(O‘JvaJ)
and d(aj,0;) = E(v” ), Rojo; = o b(aj,aj), KBjo; = ~ g9, Lj Y Kooy = — g8 +
2 b(aj,05)—d(e,05) _

o2

J

J
Las filas (o columnas) de la matriz Kgg son linealmente independientes, por lo tanto el
determinante es distinto de cero, esto garantiza la existencia de la inversa de kgg-

5.3.2. Estudio de simulacién del modelo de regresion

Para observar el comportamiento de las estimaciones por maxima verosimilitud de los vec-
tores de parametros del modelo de regrresion MVUSHN, se realiz6 una simulacién Monte
Carlo, con Xy; ~ N(0,1) y Xo; ~ U(0,1) para i =1,2,...,n. Donde

MVUSHN (a1, a2), (510, Bi1, P20, B21), (01, 02), A)

Con ap = 1757 Qg = 077’57 610 = _07757 611 = 07507 520 = 07507 621 = 1757 01 = 02 = 27
A= 1,75, 3,5, vy 5,25. Los tamanos de muestra son n = 40,80 y 120 y el ntmero de
iteraciones: 5,000. A continuacién se presenta el algoritmo para generar las muestras:
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A=1,75 A = 3,50 A=5,25
n 6 RB RMSE LCI CP RB RMSE LCI CP RB RMSE LCI CP
40 a; 02279 0.6529 4.3944 0.9992 0.1858 0.5632 4.2347 1.0000 0.1588 0.4897 4.1603 1.0000
ay 05797 0.3882 3.9557 1.0000 0.4186 0.2454 3.7913 1.0000 0.2729 0.1752 3.7730 1.0000
Bio 0.1648 0.0446 0.6471 0.7258 0.1059 0.0301 0.5543 0.7723 0.0844 0.0226  0.5062 0.8373
B 00631 0.0295 0.6283 0.9223 0.0414 0.0218 0.5472 0.9272 0.0314 0.0189 0.5046 0.9346
By 0.0225 0.0313 0.6037 0.8949 0.0210 0.0228 0.5251 0.9103 0.0162 0.0166 0.4833  0.9279
Bor 01725 0.1681 1.1539 0.6816 0.1047 0.0956 0.9631 0.7742 0.0838 0.0685 0.8842 0.7535
o1 0.0546 0.4598 4.5055 0.8934 0.0308 0.4418 4.6131 0.9272 0.0284 0.3935  4.4996 0.9519
oy 03359 0.6907 9.3760 0.7098 0.2693 1.0002 6.5228 0.8036 0.3444 15870 6.2103 0.9096
A 01705 0.7552 34734 0.8446 02084 4.6158 8.5285 0.7551 0.2087 6.2440 10.3860 0.7217
80 a; 0.0422 01841 26664 1.0000 0.0424 0.1732 2.6472 1.0000 0.0396 0.1109 2.7276 1.0000
ay 01206 0.0798 2.6892 1.0000 0.2238 0.0657 2.8055 1.0000 0.2974 0.0727 2.7864 1.0000
Bio 0.1580 0.0270 0.4598 0.8239 0.1048 0.0167 0.3987 0.8683 0.0784 0.0099  0.3591 0.8871
B 0.0549 0.0141 04374 0.9282 0.0403 0.0091 0.3740 0.9424 0.0306 0.0079  0.3440 0.9392
By 00173 0.0118 0.4293 0.9276 0.0152 0.0092 0.3683 0.9380 0.0051 0.0068 0.3269 0.9286
By 0.1698  0.1033  0.7948 0.7658 0.1040 0.0541 0.6637 0.8320 0.0797 0.0336  0.5786  0.8199
o 0.0301  0.2265 3.0365 0.9973 0.0280 0.1868 2.9427 0.9993 0.0223 0.1192  2.7508 1.0000
oy 01044 04867 7.9724 0.9606 0.2363 0.8463 5.8032 1.0000 0.2265 12797 5.8860 1.0000
A 01038 01931 1.8814 09043 0.1782 0.7432 4.0199 09170 0.1674 14969 6.6811 0.8465
120 a; 00363 00903 22934 1.0000 0.0313 0.0793 2.1980 1.0000 0.0208 0.1048 2.0728 1.0000
an 01172 0.0413  2.6855 1.0000 0.1760 0.0594 2.3182 1.0000 0.1853 0.0613  2.4098  1.0000
Bio 01522 0.0196 0.3302 0.8248 0.1037 0.0112 0.3217 0.8755 0.0776 0.0090  0.2899  0.9029
B 0.0537  0.0078 0.3533 0.9294 0.0375 0.0062 0.3008 0.9431 0.0306 0.0051 0.2762 0.9444
Bao 0.0043  0.0092 0.3635 0.9408 0.0116 0.0056 0.2964 0.9448 0.0020 0.0052 0.2672 0.9410
By 01675 0.0790 0.6467 0.8606 0.1042 0.0357 0.5260 0.8499 0.0794 0.0304 0.4765 0.8885
op 00103 0.0793 22790 1.0000 0.0034 0.0690 2.1409 1.0000 0.0104 0.1054 2.2788  1.0000
oy 0.0599 04395 6.8628 1.0000 0.0990 0.5798 3.1258 1.0000 0.2055 0.5280  4.7802  1.0000
A 0.0909 01370 15647 0.9151 0.0893 0.5541 3.2542 0.9274 0.1199 1.3591 4.5803 0.9413

Tabla 5-3: Tabla resultados simulacién para el modelo de regresion MVSUSHN

1. Generar U; ~ U(0,1) y un ntimero z; con distribucién N(0, 1).

2. Generar ¢; = 2arcsinh(a;®71(U1)/2) con ®7'(-) la funcién inversa de la normal
estdndar

3. Sea y1 = 1 — exp(—exp(fio + fu171 + €1)).

4. Calcule b = (2/a;) sinh((log(—log(1 —v1)) — (Bi0 + B1171))/2).

5. Generar otro ntimero aleatorio uniforme (independiente de Uy) Uy ~ U(0,1) y x2 con
distribucion N(0, 1)

6. [-40]Calcule g5 donde e, = 2arcsinh(ap®gy (Us, 0,1, Ab1)/2), donde ®g(+,0,1,-) es la

funcién inversa de la SN arcsinh(-) es la inversa de la funcién seno hiperbdlico.

7. Sea yy = 1 — exp(— exp(fag + Por122 + £2)). El algoritmo itera n veces, obteniendo asi
la muestra bivariada USHN.

En la tabla[5-3] podemos observar el sesgo relativo (RB), la rdiz del error cuadratico medio
(RMSE), longitud de intervalo de confianza (LCI) y la probabilidad de cobertura (CP), del
modelo de regresion MVUSHN, notando que el RB, RSME y LCI disminuyen a medida que
n aumenta, pero en el caso de CP este aumenta a medida que n aumenta.
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5.4. Aplicaciones

A continuacién, se presentan dos aplicaciones a datos reales que ejemplifican la utilidad de las
distribucion BVUSHN, para ello se estiman los parametros desconocidos de la distribucién
por maxima verosimilitud y se compara con dos distribuciones bivariadas como lo son la
distibucion bivariada Johnson SB y el modelo beta bivariado de Cepeda y Cuervo, el modelo
propuesto revela mejor ajuste a los datos mediante pruebas de Kolmogorov-Smirnov. La
segunda aplicacion hace referencia al modelo de regresion, la cual muestra el buen ajuste del
modelo a la base de datos por medio de la prueba bivariada de Kolmogorov-Smirnov.

5.4.1. Aplicacién a datos reales “driving”

La base de datos “driving” cuenta con 1200 observaciones y 56 variables de un estudio

realizado por [Freeman, 2007] sobre la legislacién de conducir en estado de embriaguez y las

muertes por accidentes de transito en 48 estados de Estados Unidos durante el periodo 1980
a 2004, la base de datos esta disponible en el software R en la libreria wooldridge
. En este caso se usard la variable “unem” (y1) que hace referencia a la tasa de
desempleo y “perc1424” (ys) el porcentaje de poblacién de 14 a 24 afios. A continuacion, en
observamos un grafico de dispersién de las variables empleadas.

perci14_24
. 20

percl14_24

Figura 5-6: Grafico de dispersion (y;): “unem” y (yo): “perc1424”

Para ajustar la distribuciéon paramétrica se debe encontrar el valor de los parametros con los
que, con mayor probabilidad, dicha distribuciéon puede generar los datos observados, luego se
utilizan criterios para saber que tan bien se ajusta una distribucion a los datos observados.
Dos de las més criterios mas empleados son AIC (Criterio de informacién de Akaike) y BIC
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(Bayesian information criterion), ambas tienen en cuenta la méxima verosimilitud y permiten
comparar el ajuste entre distribuciones con diferente niimero de parametro. Sea p el nimero
de pardmetros y /(.) la log verosimilitud evaluado en los pardmetros estimados, entonces

AIC = =20(6) +2p y BIC = —20(8) + nlog(n)

Se comparan los modelos beta bivariado de |[Cepeda Cuervo et al., 2014](BVBeta), la dis-
tribucién bivariada Johnson SB (BVSJB), [Lemonte and Moreno-Arenas, 2019, el modelo
bivariado unitario BS y el modelo bivariado USHN. La distribucién beta bivariada de [Ce-
peda Cuervo et al., 2014] estd basada en la copula de Farlie-Gumbel-Morgentern, see Nelsen
(1999), y su fdp conjunta es

[xi3x (%1, 22) = fx, (1) fx, (02) (1 4 0(1 — 2Fx, (1)) (1 — 2Fx, (22))

donde fx,(x;) and Fx,(x;) corresponden respectivamente a la pdf y cdf de la distribucién
beta de pardmetros «; y f; para j = 1,2 and 6 € (—1,1).

El mejor ajuste al modelo de acuerdo al criteio AIC y BIC lo presenta la distribucién
BVUSHN, pues es el menor valor obtenido comparado con las otras dos distribuciones,
como se observa en la tabla[5-4] también en la tabla se observa las estimaciones por méxima
verosimilitud y entre paréntesis se anexa el error estandar asociado a cada distribucion.

Tabla 5-4: Maxima verosimilitud de BVBeta, BVSJB y BVUSHN.

Parametros BVSJB BVBeta BVUSHN

Qq 0.1554(0.0010) 57.0023(2.2745) 1.5520(0.1731)

Qo 0.0624(0.0018) 312.5664(12.5410) -1.7849(0.0035)

51 5.0188(0.9010) 8.2716(0.3220) 0.2001(0.0163)

B 2.7763(0.1020) 128.3064(5.1770) 0.1729(0.1590)

o1 1.7204(0.6972) -2.8302(0.0097)

P 8.0839(0.2439) 4.0036(3.6538)

A 3.2156(0.5746) 0.9995(0.0001) 0.6239(0.0547)
AIC -10980.07 -12446.15 -12559.71
BIC -10944.44 -12440.69 -12524.08

KS test (p-value) D1 = 0.14(6x1071%) D1 = 0.12(5x107%) D1 = 0.5725 (0.8987)
D2 = 0.07 (0.00234) D2 = 0.08 (0.00234) D2 = 0.5175 (0.9518)

Asi
X = log(—log(1 —Yj)) ~ USHN(aj,7;,05)

con j =12y
(X17X2) ~ BVUSHN(Oél,042,71772701,02,/\)-
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Entonces
2 X, —
W@:smh(]%>~NmJ% j=1,2

Q;

(Wl, WQ) ~ BSSN(OQ, IQ, )\)

donde 05 es vector columna de tamano 2 y I, es matriz identidad de tamano 2 x 2.

Una vez definido W; se calcula la prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov Smirnov,
obteniendo los estadisticos de prueba D; = 0,5725 con p — value = 0,8987 y Dy = 0,5175
con p —value = 0,9518, podemos concluir asi que las marginales presentan buen ajuste. Por
tltimo se anexan los graficos de contorno para los modelos ajustados en la figura [5-7]

Figura 5-7: Graficos de contornos para los modelos ajustados. (a) VBJSB, (b) VBBeta y
(c) BVUSHN.

5.4.2. Aplicacién a datos reales (PNUD)

En este apartado se tratara la aplicaciéon del modelo de regresion, para ello se considerd la
base de datos de Programa de las Naciones Unidas para el Desarrollo de Peru (PNUD), to-
mada de la pagina web https://www.undp.org/es/peru. Esta base cuenta con 195 registros
y las variables a modelar son indice de desarrollo humano (Y1) y tasa de analfabetismo (Y2)
como funciones de la proporcién de personas con alto nivel de pobreza (HPL) utilizando el
modelo de regresion BVUSHN.

Considerando el modelo establecido en se establece con ¢ =1, ..., 195 que:

log(—log(1 —Y3;)) = fro + fuuHPL + €1; y log(—log(1l — Y3;)) = Py + for HPL + €9

en que (e1,e2) ~ BVSHN (a1, a2), (0,0), diag(oy, 02), ). Posteriormente se realiza el calcu-
lo de estimadores por el método de maxima verosimilitud, que da como resultado las siguien-
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tes cifras:

a; = 0,3938(0,1539), do = 0,1303(0,0654),
810 = —0,0269(0,0075), BQO = —2,8999(0,0500),
Bn = —0,5734(0,0277), 521 = 3,5010(0,1832),
a1 = 0,3765(0,1384), Go = 7,8736(3,9272)

~

A = —3,1520(0,6167).
Los valores de AIC y BIC son AIC' = —1580,317 and BIC' = —1550,860.

2 log(—log(1 —Yj)) — Bjo — B HPL _
W, = — sinh ( og(~ log(1 = ¥3)) = Bjo = B ) ~N(0,1), j=1,2
% 95
de acuerdo a la ecuacién y basados en [Martinez-Florez and Tovar-Falon, 2021], afirma-

mos que

(Wl, WQ) ~ SBSN(OQ,IQ, )\)

donde 05 es vector columna de tamafno 2 y I es matriz identidad de 2 x 2.
Para evaluar el ajuste del modelo se utiliza la prueba bivariada de Kolmogorov-Smirnov
(BKS) propuesta por Justel (1997), el estadistico es

dn - sup fn(xlaa?Q) - F<$17I2>‘

(z1,22)€R?

donde F,, es la funciéon de distribucion empirica de la muestra y F es la funcion de distribucién
especificada. Cuando la distribucion F es desconocida el estadistico de Kolmogorov-Smirnov,
con G, es la funcién empirica de la muestra es

dn(F) = max{D', D*},
donde

D'=  sup

($1,$2)€R2

Gn(y1,y2) — 11 X ?JQ‘

usando la transformacion y, = Fx, (1) y y2 = Fxy|x, (T2 | 1),

D* = sup |Gu(y2.51) — 2 X yl‘

(z1,72)€ER2

bajo la transformacién y, = Fx,(22) ¥ y1 = Fx,x.(@1 | 22), se obtiene para el caso del
modelo BVSHN que

d,(BPSN) = max{0,08622004, 0,0750111} = 0,08622004,

que es menor a 0,1265 (para n = 200), este ultimo corresponde al valor critico establecido
por Justel (1997), a un nivel de 5%, lo que nos permite afirmar que el modelo se ajusta
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bien a los datos. Se consideraron pruebas de ajuste univariado de Kolmogorov-Smirnov de
Wy y Wy, obteniendo los estadisticos Dy = 0,5282 con p — value = 0,949 y Dy = 0,5076 con
p — value = 0,9898 y se deduce por tanto el buen ajuste de las distribuciones marginales.
En se observan los graficos de envolventes para las distribuciones marginales y de con-
torno de los residuales del modelo ajustado. En cuanto al grafico de envolventes se implemen-
ta la transformacién de los residuales tipo margingale, rMTi, propuesto por [Barros et al.,
2010]. Los residuales estdn definidos como

rMT; = sgn(rMi)\/—Q[TMi + a;log(0; — rM;)]; i=1,2,3,---,n
donde, rM; = 6; +log(S(e;, 9)) es el martingala residual formulado por |Ortega et al., 2003|,
con §; = 0,1 que indica si la i-ésima observacién es censurada, sgn(rM;) es el signo de
rM; and S (ei;é) es la funcién de sobrevivencia e;, donde 6 es la estimacién por méxima
verosimilitud de 6.

-0.1

-02

Standard normal quantile Standard normal quantile

(a) (b) (c)

Figura 5-8: Graficos de envolventes para las marginales y contorno del modelo ajustado.

(a) W1, (b) Wy and (¢) BVUSHN.

El software empleado fue R, |R Core Team, 2022], particularmente los paquetes optim,
rootSolve y stats. Las aplicaciones mostraron gran flexibilidad para modelar datos en el
plano unitario como alternativas a las metodologias existentes en la literatura estadistica
en cuanto al andlisis de Datos Asimétricos no Normales. La distribuciones propuestas y el
modelo de regresion, son ttiles cuando se analizan los datos de proporciones, tasas o indices
a la hora de modelarlos conjuntamente considerando los diferentes grados de correlacién que
puedan existir en las variables de interés.
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El anterior proyecto presenté una nueva familia de distribuciones bivariadas para ajustar
datos cuya respuesta esta acotada en la regién del plano unitario, que implementadas en
base de datos reales mostraron un mejor ajuste bajo el criterio AIC y BIC, en comparacién
con la distribuciéon beta bivariada de Cepeda-Cuervo y la distribuciéon bivariada Johnson,
razéon por la cual la construccion de la BVUSHN es posiblemente una alternativa a dichas
distribuciones a la hora de modelar datos.

De igual modo, se destacan algunas propiedades interesantes de las distribuciones, entre
otras la distribucion BVUBS es independiente para A = 0, si el vector aleatorio se distri-
buye BVUBS entonces las variables aleatorias que componen el vector se distribuyen UBS,
la distribucién presenta bimodalidad bajo cierta elecciéon de parametros aportando mayor
flexibilidad, también se incluy6 el calculo de los estimaciones por el enfoque de maxima
verosimilitud.

En cuanto al modelo de regresion asociado a BVUSHN se establecio junto con sus propieda-
des entre otras la independencia, que las marginales de la funcién de distribucion son USHN,
se establecié un rango para la correlacion y el calculo de los estimadores por méxima verosi-
militud. Se observé por medio de una simulacién de Montecarlo el comportamiento de la es-
timacion por maxima verosimilitud del vector de parametros, tomando A = 1,75, 3,5, y 5,25,
asi como tamanos de muestra n = 40,80 y 120, donde se evidencié por ejemplo que, a me-
dida que las métricas de error disminuyen el tamano de muestra aumenta, ademas se puede
concluir que los estimadores de parametros se comportan asintéticamente bien. En la pri-
mera aplicacién se compard el ajuste entre distribuciones mediante los criterios AIC y BIC,
evidenciando que la distribucion BVUSHN es el mejor ajuste comparado con dos distribucio-
nes BVBeta y BVSJB, ademas mediante Kolmogorov Smirnov se observo el buen ajuste de
las marginales, en la segunda aplicacion el empleo de la prueba Kolmogorov Smirnov tanto
univariada como bivariada mostré buena bondad de ajuste del modelo.
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El objetivo del proyecto fue proponer dos nuevas distribuciones que permitiera modelar datos
con dominio en la regién del plano unitario empleando el concepto de distribuciones condi-
cionalmente especificadas, la distribuciénn Bivariada Birnbaum Saunders Unitaria (BVUBS)
y la distribucién Bivariada Sinh-Normal Birnbaum Saunders Unitaria (BVUSHN), asi como
el modelo de regresion asociado. Dichas distribuciones son ttiles para medir tasas o indica-
dores en el caso bivariado, como se pudo evidenciar en las dos aplicaciones que muestran el
buen ajuste a los datos y en comparacion con otras distribuciones bivariadas conmunmente
empleadas. Cabe destacar la presencia de bimodalidad en las distribuciones lo cual permite
mayor flexibilidad en el modelamiento, asi mismo, se trabajaron las generalidades mas rele-
vantes de las distribuciones y el proceso de inferencia estadistica.

Para terminar, los resultados aqui presentados se pueden extender sin pérdida de generali-
dad al caso multivariado, como observamos en el articulo que publicamos |[Martinez-Florez
et al., 2023|, para el caso de la extensién (USHN), alli se presentaron las densidades margi-
nales y las distribuciones condicionales, y también se present6 la matriz de informacién de
Fisher del modelo de regresion multivariante, se concluye que los estimadores de parame-
tros se comportan asintoticamente bien mediante simulaciéon Monte Carlo. Las metodologia
implementada mostré gran flexibilidad para modelar datos en comparacion con otras dis-
tribuciones, convirtiendolas en excelentes alternativas a las metodologias existentes en la
literatura estadistica.
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