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Resumen

Estudio de la reducción del sobreajuste en arquitecturas de redes neuronales

residuales ResNet en un escenario de clasificación de patrones

Las redes neuronales artificiales son una técnica de aprendizaje automático inspirada en el

funcionamiento biológico de las neuronas, actualmente soportan gran parte de la denominada

Inteligencia Artificial. Pese a su notable evolución estos algoritmos presentan el problema de

sobreajuste, “memorización de los datos de entrenamiento”, lo cual disminuye la capacidad

de generalización. En este trabajo se estudió el sobreajuste en un escenario de clasificación

de patrones y se determinó un método para resolver el problema. Este estudio se realizó para

la arquitectura de neuronal residual (ResNet) y se sustentó en el análisis de las propiedades

matemáticas de la función que representa esta estructura, en particular, la continuidad de

Lipschitz. La validación del método se realizó comparando su desempeño con las técnicas

convencionales de reducción de sobreajuste: la regularización L1, L2 y Dropout. Variando

la profundidad de la red se realizaron dos experimentos de clasificación con los conjuntos

de datos Digits y Fashion de MNIST. También se efectuaron pruebas en arquitecturas de-

finidas para 3 conjuntos de datos convencionales y 3 de datos sintéticos. Adicionalmente,

se realizaron dos experimentos que incluyeron imágenes adversarias. El método desarrollado

presenta un desempeño destacable logrando: comportamiento similar en las curvas de apren-

dizaje para entrenamiento y prueba, menor variabilidad del modelo al cambiar el conjunto

de entrenamiento, reducción de la cota de Lipschitz, tolerancia a las pruebas adversarias. En

śıntesis, el método propuesto resultó idóneo en la reducción del sobreajuste en las arquitec-

turas residuales de los experimentos y tolera de manera sobresaliente ataques adversarios.

Palabras clave: continuidad Lipschitz, generalización, ODENet, regularización, Redes

neuronales, ResNet, sobreajuste.
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Abstract

Study of Overfitting Reduction in Residual Neural Network Architectures

(ResNet) in a Pattern Classification Scenario

Artificial neural networks are a technique of machine learning inspired by the biological

functioning of neurons, currently supporting a significant portion of the so-called Artificial

Intelligence. Despite their notable evolution, these algorithms present the problem of over-

fitting, “training data memorization”, which reduces the capacity of generalization. In this

work, overfitting in a pattern classification scenario was studied and a method to solve the

problem was determined. This study was carried out for the Residual Neural Network ar-

chitecture (ResNet) and was based on the analysis of the mathematical properties of the

function that represents this structure, in particular, the Lipschitz continuity. The method

was validated by comparing its performance with conventional overfitting reduction techni-

ques: L1, L2 and Dropout regularization. Varying the depth of the network, two classification

experiments were performed with the data sets Digits and Fashion MNIST. Tests were also

performed on architectures defined for 3 conventional data sets and 3 synthetic data sets.

Additionally, two experiments were conducted that included adversarial images. The develo-

ped method posed remarkable performance achieving: similar behavior in the learning curves

for train and test set, less variability of the model when changing the train set, reduction

of the Lipschitz bound and adversarial test tolerance. In summary, the method is suitable

to reduce overfitting in residual architectures of the experiments and it tolerates adversary

attacks in an outstanding way.

Keywords: Generalization, Lipschitz continuity, Neural Networks, ODENet, overfit-

ting, regularization, ResNet.



Contenido

Introducción 1

1. Descripción del problema 4
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2.1. Problema de aprendizaje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.1. Backpropagation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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3.1. Propuesta teórica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.1.1. Regularización con restricciones aleatorias . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.1.2. Regularización a través de la cota de Lipschitz . . . . . . . . . . . . . 52

3.2. Experimentos computacionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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4.2.1. Modelo matemático . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.2.2. Proceso de entrenamiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

4.2.3. Condiciones que generan el sobreajuste . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4.3. Trabajo futuro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

A. Anexo: Propiedades funciones de activación 121
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junto de datos sintéticos medias lunas. Experimento D. . . . . . . . . . . . . 100

3-32. Curvas de aprendizaje modelo neuronal 15 capas residuales y conjunto de datos
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γ Factor de perturbación usado en la generación de imágenes adversarias
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Parámetros de la red neuronal, constituye una dupla que resume todas

las matrices de pesos de la red y los valores del bias {W,b}
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Θ⋆ Parámetros óptimos de la red que generalizan a toda la población

λ
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Supeŕındices
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Śımbolo Definición

(ad) Identifica un dato o imagen adversaria.



Introducción

Las tecnoloǵıas para la clasificación de patrones exhiben un amplio desarrollo investigativo

y sus potenciales aplicaciones se encuentran en diferentes áreas, todas de interés mundial.

Estas tecnoloǵıas se soportan por los denominados clasificadores, algoritmos matemáticos

que permiten separar en clases un conjunto de datos. Los clasificadores se construyen teórica

y computacionalmente desde diferentes enfoques, por ejemplo, se distinguen aquellos que se

soportan en inferencias estad́ısticas como es el caso de los clasificadores Bayesianos. Otras

técnicas ampliamente utilizadas son los algoritmos de partición de datos, entre estos se desta-

ca el algoritmo K-NN (k-nearest neighbors), el cual emplea la distancia eucĺıdea para asociar

el elemento a clasificar a la clase de los datos más cercanos.

En los clasificadores también se pueden encontrar técnicas de clasificación jerárquicas, su

funcionamiento radica en emplear uniones que preserven la estructura de las relaciones entre

las observaciones de un conjunto de datos. Otra categoŕıa de algoritmos de clasificación es el

grupo de los métodos basados en funciones Kernel. En esta categoŕıa se encuentra el clasi-

ficador SVM (Support Vector Machine), su funcionamiento implica utilizar una función que

transforma los datos no separables linealmente, es decir, aquellos que no se pueden dividir a

través de hiper-planos, a una dimensión superior donde śı lo sean.

Como se puede notar son diversos los métodos de clasificación, entre estos se destacan las

redes neuronales artificiales. Este método corresponde al tipo de algoritmos de aprendizaje

automático inspirados en la estructura y el funcionamiento del cerebro humano [1]. Desde su

desarrollo la técnica fue creciendo en popularidad, esto puede atribuirse a que se desempeña

de manera óptima cuando se enfrenta a problemas de datos que no son linealmente sepa-

rables. Además, las redes neuronales artificiales se pueden adaptar a diversos conjuntos de

datos y tienen capacidad para trabajar en escenarios multivariables y con gran cantidad de

observaciones. Actualmente las redes neuronales soportan, en gran medida, la denominada

Inteligencia Artificial.

Las redes neuronales artificiales son un algoritmo conexionista y esto permite construir di-

versos modelos variando la topoloǵıa de la red [1]. Actualmente, se cuenta con arquitecturas

de red complejas tal es el caso de las redes neuronales convolucionales CNN (Convolutional

Neural Network) [2, 3], las redes generativas antagónicas GAN (Generative Adversarial Net-
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works) [4] y las redes neuronales residuales ResNet (Residual Neural Networks) [5]. Todas

estas diversas arquitecturas han sido empleadas en innumerables aplicaciones. Por ejemplo,

aplicaciones al sector energético [6, 7], soluciones para problemáticas en agricultura [3], so-

porte al diagnóstico médico [8], entre otras.

A pesar de su adecuado funcionamiento y las diversas aplicaciones de las redes neuronales

artificiales, aún no es posible construir de forma anaĺıtica una frontera óptima de separa-

ción de clases. La frontera debeŕıa ser capaz de dividir las clases sin memorizar los datos

particulares de un experimento y sin ser tan simple que presente un error de clasificación

alto, estos problemas se denominan sobreajuste y subajuste, respectivamente [9, 10, 11]. En

clasificadores sobreajustados, la respuesta del algorimo ante observaciones diferentes a las del

conjunto de entrenamiento genera un desempeño pobre, esta incapacidad de generalización

puede repercutir negativamente en los resultados esperados y vulnera la confiabilidad del

sistema de clasificación.

La problemática del sobreajuste ha sido trabajada en la literatura a través de diversos méto-

dos, sin embargo y en general, la metodoloǵıa empleada continúa dependiendo de técnicas de

prueba-error o de métodos que se particularizan a una aplicación. El problema mencionado

se ha atribuido a diversos factores, por nombrar algunos: ruido en los datos de entrena-

miento, desproporción entre el número de muestras usadas para entrenar y validar, sobre

entrenamiento, inadecuada relación entra la complejidad del modelo y la estructura de los

datos, ineficiente selección de caracteŕısticas y deficiente sintonización de hiper-parámetros

[9, 11, 12]. La metodoloǵıa prueba-error y las diversas fuentes de origen del problema dificul-

tan generar una estrategia de solución que se adapte a diferentes escenarios de clasificación,

actualmente el problema continua abierto.

Por otra parte, en los últimos años un nuevo enfoque para el análisis, entrenamiento y crea-

ción de nuevas arquitecturas de red se ha popularizado. Este marco teórico propone que

ciertas arquitecturas de redes neuronales, particularmente las redes residuales ResNet, son

equivalentes a la discretización de una ecuación diferencial [13, 14, 15]. Lo anterior implica

que la red tendrá un equivalente a un sistema continuo y el problema de entrenamiento se

traslada a un problema de control óptimo [16, 17, 18, 19]. Este enfoque brinda unas herra-

mientas matemáticas novedosas que no se hab́ıan tenido en cuenta y que pueden ser usadas

para contribuir al problema de sobreajuste [20, 21, 22].

Otras investigaciones han propuesto analizar las redes neuronales como funciones matemáti-

cas y estudiar sus propiedades para interpretar y manipular su comportamiento. En esta área

de estudios se destaca el análisis de la propiedad de continuidad de Lipschitz para estructuras

neuronales [23, 24, 25, 26]. En la literatura se señala que esta propiedad tiene relación con
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la capacidad de generalización del clasificador, es decir, esta ligada a su tolerancia al sobre-

ajuste [23, 24, 25, 26]. Además, se menciona que generar estructuras con un cierto control

de la propiedad de continuidad Lipschitz es adecuado para contrarrestar posibles ataques

adversarios [27].

En ese sentido, bajo el enfoque de la representación de las redes como funciones matemáti-

cas, el presente trabajo tiene como objetivo general estudiar un método para disminuir el

sobreajuste. Lo anterior se realiza para un entorno de clasificación de patrones en un esce-

narios de datos no separables linealmente. El método se desarrolla para la arquitectura de

red neuronal residual ResNet.

Para lograr el objetivo planteado se propone como primer objetivo espećıfico, describir el

funcionamiento computacional y matemático de la red neuronal residual ResNet. El segundo

objetivo es estudiar las condiciones que originan el problema del sobreajuste. A partir de

estos resultados, el tercer objetivo busca adaptar un método para disminuir el sobreajuste

en la red residual. Finalmente, se ha trazado como último objetivo espećıfico estimar la efi-

ciencia del método en un escenario de clasificación de patrones.

El presente documento se encuentra dividido en caṕıtulos, el planteamiento del problema

de investigación se expone en el Caṕıtulo 1, en este apartado se encuentra la descripción

del área problemática, la formulación de la pregunta de investigación, la justificación y los

objetivos. En el Caṕıtulo 2 se presenta la contextualización teórica, incluyendo la formula-

ción del problema de aprendizaje en redes convencionales y particularizado a la estructura

ResNet. Al finalizar este capitulo se detalla el análisis del problema de sobreajuste y se in-

cluyen simulaciones computacionales que replican el fenómeno. Estos caṕıtulos engloban los

primeros dos objetivos espećıficos, con sus resultados se impulsa la propuesta del método

para la reducción del sobreajuste y su posterior validación.

Siguiendo los objetivos espećıficos, en el Caṕıtulo 3, se adapta un método para resolver la

problemática del sobreajuste, en este apartado se incluye el análisis teórico y los resultados

de experimentos computacionales para validar el método propuesto. En el Caṕıtulo 4 se

exponen las conclusiones y trabajo futuro, en este capitulo también se incluye una sección

adicional (Sección 4.2) en la cual se resume la perspectiva de la arquitectura ResNet desde el

análisis de un sistema continuo. Para esta sección se consideró incluir el modelo matemático,

el proceso de entrenamiento y las condiciones que derivan estructuras sobreajustadas. Al

finalizar el documento se encuentran los anexos que incluyen demostraciones, propiedades,

definiciones y teoremas relevantes.



1. Descripción del problema

1.1. Área problemática

Las redes neuronales artificiales son clasificadores que realizan la separación entre clases

emulando el comportamiento de las redes neuronales biológicas [28]. Inspirado en el proceso

de aprendizaje biológico, las redes artificiales son una arquitectura computacional conexio-

nista. Las unidades básicas que conforma la red se conocen como neuronas, estas se ubican

en capas y se conectan entre śı con las neuronas de la siguiente capa.

El proceso de aprendizaje, o entrenamiento, consiste en estimar los pesos de las conexiones de

la red a partir de un conjunto de datos previamente etiquetados, t́ıpicamente conocido como

conjunto de entrenamiento. Matemáticamente, el entrenamiento puede ser observado como

un problema de optimización [29]. Los pesos se encuentran aplicando estrategias que gene-

ralmente emplean metodoloǵıas que involucran el gradiente de alguna función relacionada

con el error de clasificación. Se espera que una vez establecidos los pesos de las conexiones el

modelo computacional de la red pueda clasificar un nuevo dato del cual se desconoce su clase.

El modelo más simple de red neuronal se conoce como Perceptrón [30], esta arquitectura,

compuesta únicamente por una capa de entrada y una de salida, realiza la separación entre

clases empleando fronteras lineales. Por ejemplo, para un conjunto de datos con dos carac-

teŕısticas R2 la frontera será una recta, para el caso de tres caracteŕısticas R3 se emplea un

plano, y de forma general para un espacio de caracteŕısticas n-dimensional Rn se emplea un

hiper-plano de dimensión Rn−1 . Lo anterior es realizable siempre y cuando el conjunto de

datos sea linealmente separable, caracteŕıstica que no siempre se cumple en datos de aplica-

ciones reales. Esta situación motivó la aparición de redes con más capas, denominadas capas

ocultas, esta modificación de la arquitectura permite construir fronteras de separación no

lineales.

Las arquitecturas con varias capas ocultas se conocen como Redes Neuronales Profundas

(Deep Neural Network) [31]. Actualmente dentro de este modelo, se encuentran redes más

complejas como es el caso de las redes neuronales convolucionales CNN (Convolutional neural

network), arquitecturas con capas ocultas que incluyen operaciones de convolución, amplia-

mente empleadas en tareas de clasificación de imágenes [2]. Otro ejemplo, son las redes



1.1 Área problemática 5

generativas antagónicas GAN (Generative Adversarial Networks) [4] y las redes neurona-

les residuales ResNet (Residual Neural Networks) [32], estas últimas son la arquitectura de

estudio para esta propuesta. Las arquitecturas de redes continúan en estudio, proponiendo

diferentes tipos y variaciones acordes a las aplicaciones de diferentes campos.

Las neuronas de las capas ocultas se componen por una unidad sumadora y una función que

limita su activación. Estas neuronas reciben los valores de la salida de las neuronas de las

capas anteriores, ponderados por el peso de la conexión, los ingresan a la unidad sumadora y

les aplican la función de activación para propagar esta salida a la siguiente capa. El proceso

se repite hasta la capa de salida, la cual también se compone por neuronas con unidades

sumadoras y una función de activación [29].

Al enfrentarse a un problema de clasificación y elegir una red neuronal artificial como algo-

ritmo para resolverlo, el investigador deberá establecer la arquitectura de la red [33]. Este

proceso implica definir de antemano parámetros como el número de capas de la red, el núme-

ro de neuronas en cada capa, la función de activación, el método de optimización, entre otros.

Los aspectos a sintonizar y la arquitectura de la red establecerán la complejidad del modelo.

El proceso para elegir los valores se conoce como sintonización de hiper-parámetros y se

relaciona directamente con la selección del modelo.

En general, las redes neuronales artificiales son adecuadas y ampliamente usadas para labo-

res de clasificación (y regresión), incluso cuando se enfrentan a datos que no son linealmente

separables. No obstante, este clasificador tiene varias problemáticas que afectan su eficien-

cia, robustez y confiabilidad, entre las principales se encuentra el sobreajuste frecuentemente

conocido como overfitting y el subajuste o underfitting [9, 11].

El sobreajuste sucede cuando la red neuronal se sobre-entrena con ciertos datos, a tal nivel

que un dato con una pequeña variación diferente a la del conjunto de entrenamiento, pero de

la misma clase, arrojará un mayor error y puede clasificarse en la clase incorrecta. En estos

casos el sistema “memoriza” los datos de entrenamiento y no funciona bien con datos sutil-

mente diferentes a estos, es decir, se pierde la capacidad de generalización. Situación análoga

ocurre con el subajuste o underfitting, en este contexto el entrenamiento es tan pobre que la

frontera es muy simple y el error de clasificación entre clases es alto [11, 9, 20].

Actualmente, los estudios y la literatura en el contexto de las redes neuronales artificiales

son amplios, pero existen menos estudios enfocados en analizar y optimizar su desempeño,

comparados con la gran cantidad de publicaciones de las diferentes aplicaciones. Adicional-

mente, se encuentran diferentes herramientas computacionales y libreŕıas, como Statistics

and Machine Learning Toolbox [34] de Matlab, Neuralnet [35] en R o TensorFlow [36] en
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Python, que permiten al usuario una rápida implementación de cualquier arquitectura de

red neuronal. Si bien estas herramientas son útiles y simplifican la implementación compu-

tacional, varios autores se limitan a usarlas sin analizar el problema que desean resolver,

considerándose como cajas negras (black box ), en las cuales se ingresan datos y en poco

tiempo se logra un clasificador que aparentemente tiene un buen desempeño. Sin embargo,

el poco análisis del problema, la inadecuada validación y la sintonización heuŕıstica de los

hiper-parámetros de la red, entre otras malas prácticas, genera fenómenos de sobreajuste o

subajuste [9].

Para solucionar la problemática mencionada los estudios se han enfocado desde diversas

perspectivas, una de ellas es la correcta selección de caracteŕısticas. En este ámbito se han

realizado propuestas que optimizan los resultados de la red al combinarla con métodos que

seleccionan de la totalidad de caracteŕısticas las que mayor relevancia tienen para la clasifi-

cación, o con algoritmos que reducen la dimensión de los datos a través de transformaciones

[37, 38, 9]. Otros estudios que se han realizado corresponden a determinar los hiper-paráme-

tros adecuados que mejoren el desempeño del clasificador. Por ejemplo, en el art́ıculo [10]

se responsabiliza al método de optimización basado en gradiente de generar sobreajuste,

como solución se establece un nuevo método de aprendizaje que mantiene la relación en-

tre la precisión y el sobreajuste. También se puede encontrar en la literatura métodos que

emplean algoritmos heuŕısticos para la sintonización de hiper parámetros en las arquitectu-

ras de redes, algunas de las técnicas utilizadas son: algoritmos genéticos [39], optimización

por enjambre de part́ıculas (PSO) [40], optimización por colonias de hormigas, entre otros

[41, 42].

A nivel nacional, generalmente, el enfoque se concentra en el estudio de aplicaciones a pro-

blemas concretos de clasificación o en sistemas de predicción y regresión de datos a través de

algoritmos de aprendizaje. Las investigaciones desarrolladas abordan desde diferentes tópi-

cos aplicados, por ejemplo en salud [43], en predicción de series de tiempo [44], toma de

decisiones financieras [45, 46], entre otros. Pese a los pocos estudios orientados a estudiar

el problema del sobreajuste y la compresión matemática de las redes neuronales, se han

encontrado algunas investigaciones que se relacionan con el tema, por ejemplo, se destaca un

trabajo de tesis en el cual se presentó un modelo denominado Red Estocástica Generativa

de aprendizaje supervisado basado en funciones kernel [47].

En importante señalar que la mayoŕıa de las contribuciones para solventar el problema des-

crito, se soportan en métodos heuŕısticos, en particular aquellos métodos trabajados para la

sintonización de los hiper-parámetros de la red neuronal. Actualmente el uso de clasificadores

depende de múltiples parámetros y para su construcción y validación se emplea, en general,

la metodoloǵıa prueba-error. Además, la causa del problema se atribuye a diferentes factores
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y no existe una forma estándar para abordar y solucionar parcial o totalmente la problemáti-

ca. En este sentido, son válidas todas las contribuciones para mejorar el rendimiento de los

clasificadores, y en particular el desempeño de las redes.

Por otra parte, en los últimos años se ha destacado un nuevo enfoque para el análisis, en-

trenamiento y creación de nuevas arquitecturas de red. Esta novedosa perspectiva teórica

propone que ciertas arquitecturas de redes neuronales, particularmente las redes residuales

ResNet, pueden ser vistas como la discretización de una ecuación diferencial [13, 48]. En

consecuencia, la red tendrá un equivalente a un sistema continuo y el problema de entre-

namiento se traslada a un problema de control óptimo [17, 18, 19, 49] o un problema de

control simultaneo [50, 51]. Este enfoque está en continua exploración y brinda un marco

teórico novedoso y flexible que puede ser empelado como escenario para atender el problema

de sobreajuste y subajuste [17, 20].

Otro enfoque motivado desde el análisis matemático sugiere que los modelos robustos a pe-

queñas variaciones de los datos de entrada pueden generalizar de forma adecuada, es decir,

presentan menor sobreajuste. La sensibilidad a las variaciones en la entrada ha sido caracte-

riza por la propiedad de continuidad de Lipschitz de la red neuronal [23]. La idea general del

planteamiento de las investigaciones en esta área es acotar la constante de Lipschitz de la

red o forzar que la red tenga un valor deseado de la constante [25, 24]. Los estudios de este

tipo presentan algunas dificultades, por ejemplo, encontrar el valor preciso de la constante de

Lipschitz de la función que caracteriza una determinada arquitectura de red es un problema

NP-Hard, esta dificultad ha motivado algoritmos para un calculo que se aproxime al valor

buscado [52, 53]. Por otra parte, la modificación teórica que sugieren este tipo de estudios

implica la ejecución de algoritmos computacionales complejos, lo que afectaŕıa el tiempo de

entrenamiento de los modelos y la capacidad de extender los métodos a arquitectura y datos

de alta dimensión.

En relación a lo mencionado, es evidente que existe una problemática a resolver en los clasi-

ficadores y concretamente en el caso de las redes neuronales artificiales. Si bien la literatura

ha considerado el problema del sobreajuste y subajuste y lo ha intentado resolver a través

de diferentes métodos, el área aún continúa abierta a diferentes aportes. Además, los nuevos

enfoques teóricos, el análisis de las redes neuronales residuales como sistemas continuos y la

continuidad de Lipschitz, son una oportunidad para realizar aportes teóricos y computacio-

nales novedosos que contribuyan al problema expuesto.
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1.2. Formulación del problema

¿Cómo reducir el sobreajuste (overfitting) en arquitecturas de redes neuronales residuales

(ResNet) para un escenario de clasificación de patrones?

1.3. Justificación

Las redes neuronales artificiales son una herramienta matemática y computacional que ha

permitido solucionar varios problemas prácticos de diferentes áreas, para ilustrar algunos

ejemplos se pueden consideran las siguientes aplicaciones: gestión energética y redes eléctri-

cas inteligentes Smart Grid [54, 55, 56, 57], agricultura 4.0 [3, 58, 59], soporte al diagnóstico

médico [8, 60, 61], entre otros. Como puede notarse las redes neuronales artificiales abarcan

una amplia gama de aplicaciones en diferentes áreas. De forma general se puede decir que los

clasificadores, entre los que se encuentran las redes neuronales, tienen aplicaciones diversas

y relevantes en diversas áreas de conocimiento. Es por esto que ocupan un lugar importante

en la producción cient́ıfica, actualmente se cuenta con ĺıneas de investigación activas dedi-

cadas exclusivamente al estudio de los algoritmos de clasificación y en particular a las redes

neuronales.

En el caso de Colombia, el Plan Nacional de CTeI para el desarrollo del sector TIC [62] plan-

tea 10 programas para dar solución a los retos que se enfrenta el páıs. En el primer programa

denominado “Computación Centrada en las Personas” se prioriza el tema de procesamiento

de imágenes y en el segundo programa “Sistemas Inteligentes” se hace énfasis en las temáticas

de machine learning, reconocimiento de patrones e inteligencia artificial, tópicos en los cuales

se engloba esta propuesta. Además, las diversas aplicaciones de los clasificadores responden

a las necesidades expuestas en el Plan de Desarrollo Nacional 2018-2022 “Pacto por Colom-

bia” [63] y se contemplan dentro de la linea transversal la cual prioriza la transformación

digital del páıs. Estas aplicaciones también se articulan con la Poĺıtica Nacional de Ciencia

e Innovación para el Desarrollo Sostenible - Libro Verde 2030 [64], la Agenda 2030 y los

Objetivos de Desarrollo Sostenible, poĺıticas que exponen las necesidades actuales y señalan

una ruta de acción para el desarrollo cient́ıfico. En concreto, y para ilustrar dos ejemplos de

áreas en las cuales son relevantes los estudios de clasificación y que responden a las necesida-

des y proyecciones del páıs, se resalta el sector salud y el sector agropecuario y agroindustrial.

Son amplias las aplicaciones en salud que pueden cubrirse desde la clasificación de datos y que

resultan de interés nacional y mundial. Estudios en soporte al diagnóstico médico en enfer-

medades de ligamentos y tendones, clasificación de tumores, diagnóstico oportuno de cáncer,

son solo algunos ejemplos que se pueden citar de las amplias aplicaciones de gran relevancia

para la comunidad médica [65, 66]. En el caso del sector agropecuario y agroindustrial, al-
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tamente priorizado en la poĺıtica pública, la clasificación de datos puede solucionar distintas

problemáticas. Dentro de los retos que se pueden resolver a través de esta técnica se encuen-

tra la correcta fertilización de cultivos, la distinción de plantas con presencia de maleza [67],

la acertada determinación de áreas para el riego [68], la clasificación de estados fisiológicos y

fitopatológicos de una planta [69], la predicción de productividad de una cosecha, entre otras.

La variedad de aplicaciones pertinentes para la región permiten reconocer que los algoritmos

de clasificación son de gran importancia y de interés nacional y global. Estas herramientas

matemáticas y computacionales atienden a la solución de las problemáticas nacionales ac-

tuales y son tecnoloǵıas a la vanguardia de las tendencias de innovación mundial. En este

sentido, los estudios que aporten a esta ĺınea de investigación son también significativos y en

particular, las investigaciones orientadas a mejorar el desempeño del clasificador, como en el

caso de este trabajo, son trascendentales y de interés no solo para la comunidad cient́ıfica,

sino para la sociedad en general.

Por otra parte, las investigaciones de aplicaciones que emplean las redes neuronales artificia-

les son múltiples en comparación con sus estudios teóricos. De estos últimos, algunos se han

enfocado en resolver el problema de sobreajuste, pero las técnicas mayormente desarrolladas

corresponden a métodos heuŕısticos que se condicionan y particularizan a la aplicación que

se desea atender. A diferencia de estos métodos, en este trabajo se pretende realizar un es-

tudio con un enfoque distinto; se propone analizar las propiedades matemáticas subyacentes

en la función que representa la red neuronal residual. La perspectiva propuesta brinda un

enfoque teórico–matemático para finalmente lograr determinar un método que contribuya

parcialmente a resolver el problema mencionado, pero no se fundamenten netamente en una

metodoloǵıa prueba-error.

El resultado de esta investigación podrá ser utilizado en estudios posteriores que requie-

ran una clasificación robusta de diferentes tipos de datos. Además, con el estudio de la

problemática se darán las pautas para continuar con investigaciones equivalentes en arqui-

tecturas de redes neuronales que sean similares a las redes residuales. Se espera que se pueda

adaptar, en cierta medida, los resultados a diversos clasificadores que aśı lo permitan y con-

tribuir a incrementar la documentación en el área de estudio.

Es importante resaltar que para esta investigación se contó con los recursos bibliográficos

y de infraestructura computacional dispuestos por la Universidad Nacional de Colombia –

Sede Manizales, el apoyo del grupo PCM Computational Applications el cual ha logrado una

clasificación en categoŕıa A1 y prioriza dentro de sus ĺıneas de investigación los tópicos en

los cuales se enmarca el presente trabajo. El trabajo se desarrolló con la asesoŕıa del docente

Juan Carlos Riaño Rojas, quien se dedica ampliamente a la investigación de procesamiento
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de señales e imágenes y los tópicos relacionados con el aprendizaje de máquina. Además, se

contó con el apoyo en el rol de co-asesor del docente Fernando Andrés Gallego Restrepo, quien

se destaca por sus amplios conocimientos en las áreas de Análisis Matemático y Ecuaciones

Diferenciales Parciales.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Determinar un método para reducir el sobreajuste en arquitecturas de redes neuronales

residuales ResNet en un escenario de clasificación de patrones.

1.4.2. Objetivos espećıficos

Describir el funcionamiento matemático y computacional de la red neuronal residual

ResNet en un escenario de clasificación de patrones.

Estudiar las condiciones que originan sobreajuste en la red neuronal residual ResNet.

Adaptar un método que reduzca el sobreajuste en la arquitectura de red neuronal

residual ResNet, teniendo en cuenta de las condiciones que originan este problema.

Evaluar la eficiencia del método en relación a las técnicas convencionales en un escenario

de clasificación de patrones.
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En el año 1958 el investigador Frank Rosenblatt introdujo la primera idea de una red neu-

ronal artificial. Rosenblatt inspirado por investigaciones sobre el funcionamiento del cerebro

humano propuso la arquitectura artificial más sencilla denominada Perceptrón [30], esta

estructura emula el comportamiento de una neurona biológica. La solución aportada en este

trabajo permitió establecer un clasificador binario que pod́ıa separar correctamente datos

a través de fronteras lineales. Se considera que el Perceptrón es el inicio de las diferentes

arquitecturas de red neuronal construidas hasta la fecha.

En el Perceptrón, la capa de entrada recibe un vector de caracteŕısticas que representa

matemáticamente a un individuo del conjunto de entrenamiento1. Estas entradas son ponde-

radas por los pesos de la conexión y se transmiten a una unidad sumadora y con una cierta

función de activación. La función de activación finalmente genera la salida de la red. Esta

estructura es un discriminante lineal el cual puede realizar la separación entre dos clases. En

la Figura 2-1 se presenta un diagrama de la arquitectura de esta configuración.

Matemáticamente el problema de clasificación dada la estructura del Perceptrón se puede

expresar de la siguiente manera. Considere el conjunto de las entradas X ⊆ Rn, con n

arbitrario según el problema, y las etiquetas Y , usualmente corresponden al conjunto binario

{0, 1}. Entonces, el Perceptrón es una función f : X → Y que tiene la forma descrita en la

ecuación 2-1.

ŷ = f

(
n∑

j=1

wjxj + b

)
(2-1)

La Ecuación 2-1 se puede expresar de forma vectorial como ŷ = f(wTx+b), en esta expresión

x ∈ Rn, w ∈ Rn y b ∈ R. El parámetro b se denomina bias, la función f es conocida como la

activación de la neurona, los pesos de las conexiones emulan la ponderación de las dendritas

en un neurona biológica, la unidad sumadora es similar a su soma y la salida es el axón [30].

1En clasificación de imágenes se pueden extraer caracteŕısticas representativas de la señal o usar como

vector de entrada directamente los ṕıxeles de la imagen, esta última técnica es el fundamento del Deep

learning
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Figura 2-1.: Diagrama de la arquitectura Perceptrón. Fuente: elaborado por el autor. (En

adelante todas las figuras que no mencionen fuente se atribuyen a la elaboración

del autor).

Para el problema de aprendizaje considere que se tienen K duplas de la forma {xi, yi}, con

xi ∈ X y y ∈ Y , ∀i = 1 : K. Es decir dado un vector xi caracteŕıstico del individuo i se

conoce su etiqueta yi, entonces con los K individuos se pretende encontrar los valores de

los pesos w óptimos de manera que la Ecuación 2-1 permita generalizar ante datos x de los

cuales se desconoce su clasificación. En la Sección 2.1 se describe el problema de aprendizaje

de las redes neuronales para una estructura general.

A partir de los estudios realizados por Rosenblatt y la creación de la arquitectura del Per-

ceptrón las investigaciones en torno a su teoŕıa continuaron extendiéndose. En el año 1969 los

autores Minsky y Papert, encontraron que el Perceptrón no funcionaba de manera adecuada

si los datos no eran linealmente separables [70]. El ejemplo más sencillo de una estructura

con estas condiciones es imitar la función XOR. Para resolver el problema y generalizar la

estructura de red neuronal artificial a cualquier conjunto de datos, los autores proponen

incluir más capas completamente conectadas. Con esta nueva perspectiva se logra establecer

fronteras de separación no lineales.

La idea de incluir más capas y funciones de activación no lineales motivó el Teorema de

Aproximación Universal, una primera versión fue realizada en el año 1989 [71] y se res-

trinǵıa al uso de funciones de activación sigmoideas. Este teorema establece que una red

neuronal compuesta por una capa oculta y un número finito de neuronas, es un aproxima-

dor universal entre funciones continuas en un subconjunto compacto de Rn, si se realizan

algunas suposiciones sobre la función de activación. Esto implica que una arquitectura de
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red podŕıa representar una amplia variedad de funciones si los pesos de las conexiones son

los adecuados. Sin embargo, el teorema no indica como debeŕıan ser los pesos, solo señala

que tal construcción es posible.

Al agregar capas y neuronas la cantidad de pesos que se deben hallar crece significativa-

mente. Para el año 1986 se presentó una perspectiva teórica para encontrar los pesos de

las conexiones [72]. La técnica consistió en propagar el error de la salida de la red hacia

atrás a través de las capas. Este método sentó las bases para lo que hoy se conoce como

backpropagation y es el algoritmo más empleado en el entrenamiento de redes neuronales.

Esta metodoloǵıa resulta viable independiente de la arquitectura de la red.

Resolver el problema de aprendizaje impulsó el desarrollo de diversas arquitecturas de redes

neuronales, aplicaciones e investigaciones en torno a esta temática. En las últimas décadas

gracias al poder computacional y tecnológico disponible, se han generado arquitecturas avan-

zadas que requieren establecer los pesos para un número elevado de conexiones. Entre estas

arquitecturas se destacan las redes convolucionales CNN (Convolutional Neural Network),

las cuales realizan operaciones de convolución entre sus capas y son útiles para la clasifica-

ción de imágenes [2]. También se encuentran las redes LSTM (Long Short Time Memory)

arquitectura de carácter recurrente generalmente usada en aplicaciones de reconocimiento de

voz, reconocimiento de texto, predicción de series de tiempo, entre otras [73]. En los últimos

años se han popularizado modelos como las redes adversarias GAN (Generative Adversarial

Networks), Encoders, Tranformers, cada uno con sus propias cualidades y aplicaciones [4, 74].

Otra topoloǵıa de red neuronal destacada es la Red Neuronal Residual ResNet (Residual

Neural Network). Este trabajo se enmarca en el estudio de esta arquitectura. A continuación,

en la Sección 2.1 se describe el problema de aprendizaje y el algoritmo backpropagation

empleado para encontrar los parámetros de cualquier arquitectura de red, en la Sección 2.2 se

describe a detalle el modelo matemático y algunas propiedades se la ResNet. En la Sección 2.3

se presenta el problema de sobreajuste y subajuste desde el enfoque general y al finalizar el

capitulo se exponen algunos métodos de solución que se han empleado para la problemática

descrita.

2.1. Problema de aprendizaje

Considere el conjunto de las entradas X ⊆ Rn, con n arbitrario según el problema, y las

etiquetas Y . De forma general, para un problema de clasificación multiclase se considera

Y ⊆ Rp. Denotaremos W las matrices de pesos de las capas de la red. Si se conecta una

capa de q neuronas con una capa de q′ neuronas, la matriz W se identifica con los elementos

de la ecuación Ecuación 2-2.
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W =


w11 w12 · · · w1q′

w21 w22 · · · w2q′

...
...

. . .
...

wq1 wq2 · · · wqq′


T

(2-2)

En la Ecuación 2-2 los elementos de la matriz corresponden a los pesos de las conexiones,

es decir representan el valor de ponderación de la salida de la neurona i de la capa de q

neuronas que se dirige a la neurona j de la capa de q′ neuronas, esto se denota como wji. Por

ejemplo, el peso w35 indica el valor de la ponderación de la salida de la neurona 5 de la capa

q que se conecta con la neurona 3 de la capa q′. El diagrama de la Figura 2-2 representa la

notación sugerida.

Figura 2-2.: Diagrama de la conexión entre dos capas de una arquitectura convencional de

red neuronal con q neuronas en la capa de salida y q′ en la capa de llegada.

Considere que se cuenta con una arquitectura convencional de red neuronal con L capas

ocultas, denotaremos la función de activación como σ : R→ R. Entonces la salida de la red

para algún x queda determinada por la Ecuación 2-3.
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ŷ = σ̄(l)(W(L)(σ̄(L−1)(W(L−1) · · · (σ̄(2)(W(2)(σ̄(1)( W(1)x + b(1)︸ ︷︷ ︸
Transformación af́ın

)) + b(2)) · · ·+ b(L−1)) + b(L)))︸ ︷︷ ︸
Composición de L funciones

.

(2-3)

La Ecuación 2-3 corresponde a la propagación hacia adelante de alguna entrada x. En la

ecuación los supeŕındices indican el número de la capa. Es importante resaltar que la función

σ̄(j), en esta versión general, es una función vectorial de la forma σ̄ : R→ Rnj , donde nj serán

las neuronas de la capa siguiente j. En el caso que nj sea mayor que la unidad, entonces la

función σ̄(j) tendrá la forma σ̄(j) = [σ
(j)
1 , · · · , σ(j)

nj ]T , donde cada componente es una función

de activación σ
(j)
i : R→ R, la cual es idéntica para todas las neuronas, por lo que podemos

escribir σ̄(j) = [σ(j), · · · , σ(j)]T .

Entonces, la red neuronal corresponde a una función f : X → Y que es la composición af́ın

lineal de funciones de activación y tiene la forma funcional descrita por la Ecuación 2-3. El

problema de aprendizaje implica encontrar todos los parámetros θ que corresponden a los

pesos y bias de cada capa y cada neurona θ = {W,b} de manera que dadas las K tuplas

de la forma {xi, yi}, con xi ∈ X y y ∈ Y , ∀i = 1 : K, se minimice una función de costo que

representa la diferencia entre el valor ŷi = f(xi, θ) y la verdadera etiqueta yi. Esto se realiza

para poder encontrar, con los K datos etiquetados disponibles, los parámetros óptimos θ⋆
para los cuales la función f(x, θ) mapea correctamente al espacio Y datos sin etiquetar.

La función de costo se denota como l(ŷ, y) : Y × Y → R, dependiendo la aplicación l puede

tener diferentes formas funcionales. No obstante, independiente de su forma, su objetivo es

cuantificar la diferencia entre el valor estimado por la red ŷ y la etiqueta verdadera y. Algunas

de las funciones de costo mayormente empleadas son: el error cuadrático medio (Ecuación 2-

4), la entroṕıa cruzada binaria (Ecuación 2-5), entroṕıa cruzada categórica (Ecuación 2-6);

adecuada para problemas de clasificación con C clases con la salida codificada one-hot2, y

entroṕıa cruzada categórica dispersa con la misma forma funcional de la Ecuación 2-7 pero

para una codificación de la salida en números enteros.

l(ŷ, y) =
1

2
||ŷ − y||22 (2-4)

l(ŷ, y) = −(y log(ŷ) + (1− y) log(1− ŷ)) (2-5)

2La codificación one-hot hace referencia a emplear C neuronas de salida, con C igual al número de clases. En

esta codificación las etiquetas de alguna clase ci se representan como un vector con todas las componentes

nulas y valor de unidad en la posición que represente la clase i
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l(ŷ, y) = −
C∑

j=1

(yj log(ŷj) (2-6)

Definida la función de costo a minimizar, el problema de entrenamiento puede formularse

como un problema de optimización representado por la expresión 2-7 y con las restricciones

de la Ecuación 2-8. Dado que se cuenta con K duplas es necesario encontrar los parámetros

que minimicen la función de costo sobre todo el conjunto, por esta razón se minimiza el

promedio.

θ⋆ = arg mı́n
θ

(
1

K

K∑
i=1

l(ŷi, yi)

)
(2-7)

s.a. ŷi = f(xi, θ),∀i = 1 : K (2-8)

2.1.1. Backpropagation

Los parámetros θ de la red neuronal se obtienen al resolver el problema de optimización

planteado en la Ecuación 2-7, sujeto a lo expresado en 2-8. Dada la complejidad de la for-

ma funcional f , la extensión del modelo neuronal, el ruido y la cantidad de datos, no hay

una forma anaĺıtica de resolver el problema. Uno de los enfoques mayormente empleado en

problemas de optimización que no se resuelven anaĺıticamente es el algoritmo del Gradiente

descendente (“Steepest Descent”). Para encontrar un minimizador de alguna función dife-

renciable el algoritmo del Gradiente descendente verifica la condición necesaria de primer

orden (FONC - First order necesary condition), desplazando un punto inicial en la dirección

contraria al gradiente de la función a optimizar (o una aproximación de este).

En el contexto de las redes neuronales el proceso iterativo de Gradiente Descendente para

establecer los parámetros θ partiendo de algún punto inicial θ0, puede formularse con la

Ecuación 2-9. En la ecuación η, asociado al paso del gradiente en cada iteración, se denomina

tasa de aprendizaje y ∇l es el gradiente de la función de costo respecto a los parámetros

θ.

θi+1 = θi − η∇lθi (2-9)

Para aplicar el método del Gradiente Descendente es necesario contar con la estimación de

∇lθi o considerar una aproximación. Este valor resulta complicado de obtener anaĺıticamente,
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por lo tanto y como resultado del desarrollo computacional en las décadas de 1970-1990 se

platearon algunas formas de realizar esta estimación. En el año 1986 se introdujo el término

backpropagation [72], los autores lo describen como el proceso de aprendizaje de una estruc-

tura neuronal. Este método continua siendo empleado para estimar el gradiente de la función

de costo (error cometido) respecto a los pesos.

En el algoritmo de backpropagation se fracciona el error total cometido por la red, cuantificado

por la función de costo, por la contribución individual de cada unidad neuronal. El algoritmo

comienza calculando la derivada parcial de la función de costo respecto a la salida de alguna

neurona. Luego, se calcula la derivada parcial de la salida de la neurona previa respecto

a la actual. Este proceso continúa a través de la red y finalmente se establece la derivada

parcial del error respecto a algún peso w como el producto de las derivadas parciales de

entrada-salida a lo largo del trayecto que comienza en la salida y se propaga hacia atrás en

la red.

2.1.2. Hiper-parámetros

Antes de iniciar el proceso de aprendizaje en las redes neuronales se necesitan fijar algunos

parámetros, ya que estos no se obtienen directamente del proceso de optimización de la

función de costo y son de libre elección se conocen como hiper-parámetros. A nivel general

los hiper-parámetros se pueden agrupar en dos clases, los correspondientes a la arquitectura

del modelo y aquellos que se relacionan el proceso de optimización, su elección incidirá en el

resultado alcanzado al finalizar el aprendizaje.

Hiper-parámetros de la arquitectura de la red

En este tipo de factores se encuentran aspectos como el número de capas L, el número de

neuronas en cada capa, la función de activación σ y las operaciones en la red. Estos elementos

definen la complejidad del modelo, una elección inadecuada podŕıa generar modelos sobre-

parametrizados o insuficientes para aprender las caracteŕısticas de un conjunto de datos.

En el caso de las funciones de activación se considera usar las mismas funciones en las capas

ocultas de la red, se podŕıan considerar mezclas de funciones no obstante, esta perspectiva

es de dif́ıcil compresión e implementación computacional. La función de la capa final de-

pende del problema de clasificación, la forma en la que es abordado y la función de costo.

Por ejemplo, en una clasificación multiclase se emplea la codificación one-hot, función de

entroṕıa cruzada y funciones de activación sigmoideas, en particular la función loǵıstica, que

permiten obtener un valor entre (0, 1) que puede ser interpretado como una probabilidad

de pertenecer a una clase. En las capas ocultas de la red se pueden considerar funciones de

activación diferenciales no lineales, esta ultima caracteŕıstica permite la construcción de fron-
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teras de separación no lineales. Generalmente, las funciones mas empleadas son: Rectificador

lineal ReLU(x) = máx{0, x}, loǵıstica (sigmoidea) S(x) = (1+e−x)−1 y tangente hiperbólica

tanh(x) = (ex−e−x)/(ex +e−x). Algunas propiedades de estas funciones se pueden consultar

en el Apéndice A.

En la literatura también se menciona el uso de funciones periódicas, sin embargo este enfo-

que no se ha sido ampliamente explorado y se considera podŕıan generar dificultades en el

proceso de aprendizaje [75]. Las funciones de activación también pueden ser adaptativas y

variar sus formas funcionales o sus parámetros de configuración durante el proceso de apren-

dizaje [76, 77], estas modificaciones pueden mejorar el rendimiento del sistema y generar

estructuras flexibles, no obstante su interpretación e implementación computacional puede

ser complicada.

Hiper-parámetros del proceso de optimización de la red

El proceso de optimización también requiere definir algunos parámetros, el algoritmo de op-

timización es uno de estos. Como se mencionó en la sección anterior t́ıpicamente el proceso

de aprendizaje se realiza con las técnicas del Gradiente Descendente, sin embargo, esta no

es la única perspectiva, en la comunidad se ha incursionado en diferentes metodoloǵıas con

técnicas heuŕısticas que permiten encontrar los parámetros de la red [78, 79]. En general, los

algoritmos de optimización tradicionales continúan preservando la idea general de emplear el

gradiente para establecer la dirección de mayor descenso, pero incluyen modificaciones a las

reglas de actualización de pesos. Algunos de los algoritmos más empelados son Adagrad,

RMSprop, Adam, Adadelta.

En en el algoritmo Adagrad (Adaptative Gradient Algorithm) [80] se disminuye la tasa de

aprendizaje en función de los valores históricos del cuadrado del gradiente. Similar a este

proceso en RMSprop (Root Mean Square Propagation) se evita la acumulación excesiva de

los valores del cuadrado del gradiente incluyendo un promedio exponencial ponderado, este

promedio se pondera según la proximidad de los valores históricos del gradiente. El algoritmo

Adam [81] puede interpretarse desde el enfoque f́ısico como incluir los factores de inercia y

fricción en la optimización. El algoritmo emplea como primer momento el promedio de los

gradientes (inercia) y segundo momento la varianza (fricción). Los pesos se actualizan en

función del decaimiento exponencial de ambos momentos. En Adadelta [82] se realiza una

actualización teniendo en cuenta el valor RMS de un promedio exponencial ponderado de los

valores cuadrados del gradiente. Este algoritmo de optimización parte de la idea básica de

incluir una función de corrección de desajuste de unidades entre los valores de actualización

y los parámetros originales.

Otro hiper-parámetro es la tasa de aprendizaje, este valor indica la ponderación del paso en
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contra del gradiente (Ecuación 2-9). La elección de este valor es fundamental para el desem-

peño del proceso de optimización, un valor inadecuado puede conducir a escenarios donde

no se logre la convergencia o se puede generar la tendencia a caer en mı́nimos locales. Los

optimizadores, en general, se pueden interpretar como algoritmos que pretenden establecer

una tasa de aprendizaje adaptativa. Sin embargo, incluso en estos algoritmos es necesario

fijar este valor y las constantes dependiendo la rutina del optimizador. Todos estos valores

se consideran hiper-parámetros del proceso de optimización, su elección cambia el resultado

y condiciona el desempeño del modelo.

Por otra parte, los algoritmos de optimización basados en gradiente que se resuelven ite-

rativamente requieren en cada iteración usar todo el conjunto de datos disponible para el

entrenamiento, esta forma de operación puede ser lenta y computacionalmente costosa. Una

manera de mejorar el proceso iterativo es conocida como Descenso de Gradiente Es-

tocástico (Stochastic gradient descent SGD), algoritmo muy popular, y el más común, en el

entrenamiento de redes neuronales [83, 84]. A diferencia del enfoque tradicional, la actuali-

zación de los pesos se realiza para cada muestra del conjunto de datos, no sobre su totalidad,

cuando todas las muestras han intervenido en el proceso se dice que se cumple una época.

El algoritmo 2.1 presenta el proceso realizado en este tipo de optimización.

Algoritmo 2.1: Descenso de Gradiente Estocástico

Entrada:

X conjunto de datos de entrenamiento,

η tasa de aprendizaje,

Ne número de épocas,

f(X; θ) modelo red neuronal

Salida: θ = {W,b, } parámetros del modelo, pesos y bias

θ0 ← Aleatorio;

para epoch = 1 : Ne hacer

Barajar datos de entrenamiento Xs ← X;

i← 0;

para cada x ∈ Xs hacer
Calcular gradiente función de costo

ŷ = f(x; θi);

∇lr = ∇θi(l(y, ŷ));

Encontrar θi+1 ← θi − η∇lr ;

i← i + 1;

θ0 ← θi+1;

devolver [θ0]
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En escenarios con numerosas observaciones en el conjunto de entrenamiento también es in-

eficiente actualizar los parámetros para todas en cada una de las épocas, como se propone

en el SGD. Entonces, una de las variantes consideradas, que preserva una relación adecuada

ante el número de observaciones, es la optimización estocástica por “Mini-Lotes” o (Mini-

batch gradient descent) [83]. En este proceso para cada época se actualizan los parámetros

para conjuntos de lotes más pequeños del conjunto de entrenamiento. En el Algoritmo 2.2

se indica la rutina que se considera para realizar el entrenamiento de una red neuronal. Es

importante considerar el efecto de las iteraciones, el número de lotes y las épocas. Si se fija el

número de lotes entonces se definirá indirectamente la cantidad de elementos sobre los cuales

se calculará el gradiente y el numero de iteraciones necesarias para completar una época.

Algoritmo 2.2: Descenso de Gradiente Estocástico por Mini-Lotes

Entrada:

X Matriz de observaciones datos de entrenamiento,

η tasa de aprendizaje,

Ne número de épocas,

Nb número de lotes,

f(X; θ) modelo red neuronal

Salida: θ = {W,b} parámetros del modelo pesos y bias

θ0 ← Aleatorio;

para epoch = 1 : Ne hacer

Barajar datos de entrenamiento Xs ← X;

Generar los Nb lotes del conjunto Xs;

i← 0;

para batch = 1 : Nb hacer
Calcular gradiente función de costo

ŷ = f(Xs[batch]; θi);

∇lr = ∇θi(l(y, ŷ));

Encontrar θi+1 ← θi − η∇lr ;

i← i + 1;

θ0 ← θi+1;

devolver [θ0]

Dado que el aprendizaje es un proceso iterativo es necesario fijar los parámetros iniciales

θ0. La elección de este parámetro puede afectar el algoritmo atrapándolo en minimizadores

locales o situándose muy lejos del mı́nimo. En general se considera que su valor sea aleatorio y

no se recomienda definirlo con valores nulos o con un valor similar para todos, esto estancaŕıa

el proceso de aprendizaje.
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2.2. Redes neuronales artificiales residuales (ResNet)

En el año 2015 el equipo de Microsoft Research Asia presentó la red neuronal residual Res-

Net. En esta configuración la topoloǵıa de red inclúıa un salto entre conexiones de capas,

esto implica que la entrada y salida de la red, para algún bloque, se suman antes de ingresar

al siguiente [32]. Esta arquitectura logró resultados bastante favorables obteniendo el primer

lugar en el desaf́ıo ImageNet Large Scale Visual Recognition Challenge 20153 (ILSVRC 2015)

con un error por debajo de la percepción humana.

La Figura 2-3 presenta un diagrama de la estructura de los bloques residuales que componen

los modelos ResNet. Es importante aclarar que los bloques al interior del residual pueden

contener diferentes operaciones, por ejemplo, convoluciones, normalizaciones, pooling, entre

otras. Sin embargo, la dimensión de la entrada y salida del bloque residual deben ser iguales

para que la operación se pueda realizar.

Figura 2-3.: Diagrama de la arquitectura de red neuronal residual. a) Arquitectura bloque

residual. b) Arquitectura modelo general ResNet.

3https://image-net.org/challenges/LSVRC/2015/

https://image-net.org/challenges/LSVRC/2015/
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Matemáticamente, en la estructura ResNet la salida para alguna capa j queda determinada

por la Ecuación 2-10. La función h representa las operaciones realizadas en el bloque residual,

esta función depende de los parámetros θ(j−1) y x(j−1), con x ∈ X y X ⊆ Rn. La función

h mapeará al mismo espacio que pertenece x, esto es fundamental para que la operación

de adición pueda ser realizada. En la Ecuación 2-10 θ(j−1) son todos los parámetros que se

deben estimar.

x(j) = x(j−1) + h(x(j−1), θ(j−1)) (2-10)

En el modelo mas simple de la arquitectura ResNet se considera que la operación al interior

del bloque residual corresponde a σ̄(Wx+b). En este caso σ̄ es la función de activación de las

neuronas, W la matriz de pesos de las conexiones y b el valor de bias, entonces la Ecuación 2-

10 se transforma en la Ecuación 2-11. Asumiendo que x ∈ X con X ⊆ Rn, entonces la función

σ̄ de la Ecuación 2-11 es una función de la forma σ̄ : X → Rn, y esta representada por la

Ecuación 2-12, donde σi : X → R, ∀i = 1 : n, es una función de activación convencional. En

la Ecuación 2-12 los pesos wi ∈ Rn y los bias bi ∈ R, con i = 1 : n.

x(j) = x(j−1) + σ̄(W(j−1)x(j−1) + b(j−1)) (2-11)

σ̄ = [σ1(w
T (j−1)
1 x(j−1) + b

(j−1)
1 ), · · · , σn(wT (j−1)

n x(j−1) + b(j−1)
n )]T (2-12)

Como se puede advertir en el bloque residual (operaciones y capas antes dentro del salto

residual) s la salida de la red x(s) estará en el mismo espacio que la entrada para la pri-

mera capa residual x(1). La situación mencionada permite analizar que a diferencia de otras

estructuras a menos que el espacio de las etiquetas Y coincida con el espacio X se podrá

definir la función de costo tomando la salida en la ultima capa residual x(s). Generalmente

los espacios de los datos de entrada y las etiquetas son diferentes, entonces, la ResNet debe

acondicionarse incluyendo una o mas capas que tomen el último estado x(s) y lo mapeen al

espacio de etiquetas, denotaremos esta función como g : Rn → Y .

Teniendo en cuenta lo mencionado, en esta arquitectura particular el problema de aprendi-

zaje, formalizado como la minimización de la Ecuación 2-7 sujeto a las restricciones de la

Ecuación 2-8, se modifica como se observa en la Ecuación 2-13, sujeto a las restricciones de

la Ecuación 2-14.

θ⋆ = arg mı́n
θ

(
1

K

K∑
i=1

l
(
g
(
x
(s)
i

)
, yi

))
(2-13)
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s.a. x
(j)
i = x

(j−1)
i + h(x

(j−1)
i , θ(j−1)), ∀i = 1 : K, j = 1 : s (2-14)

Las ecuaciones planteadas modelan una arquitectura que corresponde a la secuencia de s

capas residuales y una capa final modelada por la función g. No obstante, las estructuras

neuronales que involucran bloques residuales pueden tener diferentes configuraciones, se pue-

den combinar algunas capas completamente conectadas dentro del bloque residual, incluir

ponderaciones u operaciones en la conexión de salto, generar capas convolucionales fuera de

los saltos residuales o agregar capas paralelas. Estas configuraciones son dif́ıciles de modelar

con expresiones matemáticas, sin embargo las ecuaciones 2-13 y 2-14 son adecuadas para un

modelo con bloques residuales que únicamente incluyen una capa completamente conectada

y un salto. Incluso, dado que el bloque residual modelado por al función h puede contener

operaciones de convolución, pooling, normalización, entre otras, el modelo más sencillo es

asumir que únicamente se realizan las operaciones definidas por la Ecuación 2-11.

2.3. Problema de sobreajuste y subajuste

Pese a la notable evolución de las redes neuronales artificiales, su diversificación en mo-

delos y arquitecturas, la cantidad de aplicaciones en las que son empleadas y la facilidad

computacional de implementación, estas estructuras continúan presentando problemas de

sobreajuste [9]. Esta cuestión ha sido ampliamente discutida y se considera uno de los prin-

cipales riesgos de los algoritmos de aprendizaje de máquina. En el año 1997 los autores

Lawrence, Giles y Tsoi expusieron que esta problemática era de los aspectos más relevantes

a corregir, sin embargo, en su art́ıculo también encontraron que t́ıpicamente no hab́ıa una

solución óptima [85].

En el desarrollo de procesos de clasificación t́ıpicamente el conjunto de K duplas se dividen

en tres subconjuntos denominados entrenamiento (train), validación (validation) y prueba

(test). El mayor porcentaje de los datos se asigna para el entrenamiento y se destina una

cantidad menor para validación y prueba. Los datos de entrenamiento se emplean para reali-

zar el proceso de aprendizaje y encontrar los parámetros θ que minimicen el promedio de la

función de costo en este conjunto. Al mismo tiempo y en cada época (o iteración) se emplea

el conjunto de validación para determinar el desempeño del clasificador con datos que no han

sido involucrados en el entrenamiento. El modelo resultado del proceso de entrenamiento se

evalúa al finalizar con los datos de prueba, esto brinda una medida del ajuste realizado. En

algunas aplicaciones es usual dividir el conjunto únicamente en datos para entrenamiento y

prueba, estos últimos se emplean para la evaluación iterativa y final del modelo.
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El sobreajuste se puede relacionar con la incapacidad de generalización del modelo neuronal,

esta condición se puede analizar al comparar el desempeño entre los resultados logrados con

los conjunto de entrenamiento, validación y prueba. Las curvas de aprendizaje ayudan a

establecer esta comparación, estas gráficas describen las métricas de desempeño del clasifi-

cador. Se espera que el comportamiento para el conjunto de entrenamiento se replique en el

de validación, cuando esta condición no sucede se esta ante un problema de sobreajuste o

subajuste. En el primer caso, el desempeño alcanzado en el entrenamiento es superior que

los resultados en validación, en consecuencia se espera que el modelo no generalice bien y su

buen desempeño sea resultado del ajuste excesivo a los datos que se usaron para resolver el

problema de aprendizaje. En el segundo fenómeno, el desempeño del clasificador en el con-

junto de entrenamiento resultara insuficiente y esto implicaŕıa que el ajuste es inadecuado,

en consecuencia la inferencia del modelo a datos no visto también será carente de buenos

resultados.

Formalmente se podŕıa definir el problema de sobreajuste de la siguiente manera. La pobla-

ción de los datos representada por X sigue alguna distribución de probabilidad PX descono-

cida. Considere que todos los individuos de la población X tienen asignada una etiqueta que

identifica su clase, y se cuenta con una función de costo l que cuantifica la diferencia entre

dos etiquetas asignadas a un individuo de la población X (ver Sección 2.1), particularmente

la diferencia entre la etiqueta real del individuo y la etiqueta estimada por algún modelo

neuronal. Dada la aleatoriedad y naturaleza de los datos X para toda esta población se defi-

niŕıa la función de costo como el valor esperado sobre todo el conjunto X, como se presenta

en la Ecuación 2-15. La notación yX corresponde a la etiqueta real para el individuo de la

población y ŷX = f(X, θ) es el valor estimado por la red neuronal.

L(y, ŷ) = EX∼PX
[l(yX , ŷX)]. (2-15)

En la practica solo se tiene una muestra finita de K pares (dato y etiqueta) entonces la

Ecuación 2-15 se aproxima con el promedio sobre la muestra (conjunto de datos), de tal

manera que

lK(y, ŷ) =
1

K

K∑
i=1

[l(yi, ŷi)], (2-16)

en esta ecuación el valor ŷi = f(xi, θ). Como se analizó en Sección 2.1 el objetivo es minimizar

la función de costo, lo ideal seŕıa realizar el proceso sobre la población, sin embargo se espera

que la minimización de Ecuación 2-16 permita encontrar los parámetros que generalicen a

toda la población. Entonces, el proceso de aprendizaje busca establecer que min
θ

l(y, ŷ) sea

equivalente a min
θ
L(y, ŷ). Es decir, los minimizadores logrados al resolver el problema de
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aprendizaje para la muestra (conjunto de K datos) denotados como θ⋆ deben ser buenos

estimadores de los minimizadores que resultaŕıan de optimizar la Ecuación 2-15, denotados

como Θ⋆. Esto se puede ver como

min
θ

lK(y, ŷ) ≡ min
θ
L(y, ŷ). (2-17)

Entonces se espera que

arg mı́n
θ

(lK(y, ŷ)) ≈ arg mı́n
θ

(L(y, ŷ)) (2-18)

θ⋆ ≈ Θ⋆. (2-19)

Cuando se logra una buena minimización de la función de costo para el conjunto de datos,

pero no se satisface la Ecuación 2-19 el modelo estará sobreajustado. En la práctica los

parámetros de la población son desconocidos, por lo tanto Θ⋆ no se puede contrastar con

θ⋆. Sin embargo, si el desempeño del clasificador difiere entre el conjunto de entrenamiento

y los conjuntos de datos que no formaron parte del ajuste de θ⋆ (validation, test), se puede

concluir que el proceso de minimización de la función de pérdidas del conjunto de datos no es

equivalente a la minimización sobre la población, es decir no se mantiene la Ecuación 2-17,

en consecuencia tampoco se satisface Ecuación 2-19.

2.3.1. Causas identificadas y métodos de solución

Con el problema del sobreajuste identificado múltiples estudios han buscado, desde dife-

rentes enfoques, comprender sus causas y brindar soluciones [9, 11]. Una de las estrategias

empleadas es conocida como parada temprana (Early Stopping), la idea es detener el en-

trenamiento cuando la estructura neuronal alcance un buen desempeño. Esta perspectiva

teórica se fundamenta en que después de una cierta época, el clasificador logra una buena

respuesta evitando el subajuste, no obstante continuar el entrenamiento hará que no reciba

mejoras significativas y por el contrario puede generar un sobreajuste en los datos. Los méto-

dos inspirados en esta estrategia son diversos [86, 87], sin embargo, esta solución requiere

contar con un conjunto de validación apropiado y no garantiza resolver el problema [88]. Ac-

tualmente, se han estudiado otras versiones del algoritmo de parada temprana, por ejemplo

en [89] los autores usan medidas estad́ısticas del comportamiento del gradiente de la función

de pérdidas para establecer un punto óptimo de parada. Esta técnica no requiere conjunto de

validación, sin embargo, como los autores lo mencionan pese a que se cuente con un conjunto

de entrenamiento “grande” finalmente solo se tiene una muestra finita de una población que

distribuye con parámetros desconocidos.
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Una de las causas a las que le atribuyen el problema de sobreajuste es la falta de un conjunto

considerable y representativo de datos de entrenamiento y validación. Desafortunadamente

en muchas aplicaciones el conjunto de datos es costoso de obtener, un ejemplo de esta si-

tuación son las imágenes médicas. Una solución es incrementar y mejorar las caracteŕısticas

de este conjunto, esta técnica se conoce como Aumento de Datos (Data Augmentation).

Algunos estudios relacionan esta metodoloǵıa con la disminución de sobreajuste y subajus-

te [90, 91]. No obstante, esta técnica se condiciona a la aplicación que se desea desarrollar,

además los datos generados sintéticamente siempre llevan información de los originales, por

lo tanto no se consideran nuevas observaciones. Además, en este proceso se podŕıan replicar

algunas caracteŕısticas o patrones no deseados, por ejemplo ruidos.

El sobreajuste esta ligado a las caracteŕısticas del conjunto de datos, por ejemplo, algunos

estudios mencionan la presencia del problema como resultado de un procesamiento inade-

cuado del conjunto de datos. En estas investigaciones se considera que la presencia de ruidos,

patrones no deseados, valores at́ıpicos o datos sesgados puede repercutir negativamente en el

proceso de aprendizaje y generar una estructura con tendencia al sobreajuste. Por ejemplo,

en el estudio [92] los autores señalan que la presencia de datos at́ıpicos, denominados border

instances, son la causa del sobreajuste. Esta afirmación la relacionan con la interpretación

del proceso de aprendizaje de los seres humanos, cuando los ejemplos son at́ıpicos o confu-

sos se requerirá mayor tiempo (mas épocas) para aprender, incrementar el tiempo (épocas)

terminará fomentando el fenómeno de sobreajuste.

En la misma linea de pensamiento, otras investigaciones exponen que el problema surge

cuando se ingresan datos de alta dimensional y no se realiza una efectiva selección de carac-

teŕısticas o un adecuado proceso de reducción de dimensión [37, 38, 93, 94]. Actualmente, el

desarrollo computacional permite trabajar con datos que se encuentran en espacios de alta

dimensión, sin embargo el constante uso de las redes neuronales, y en general de cualquier

clasificador, como herramientas de tipo black box permite eludir la interpretación del proceso

e incita a trabajar con conjuntos de datos que presentan un elevado numero de caracteŕısti-

cas de las cuales no se cuantifica su aporte y se desconoce su significado.

Una técnica que también se ha explorado consiste en desconectar aleatoriamente, con algu-

na distribución de probabilidad, algunas neuronas. Este método conocido como Dropout

ayuda a controlar la complejidad del modelo, sin embargo, implica la necesidad de un en-

trenamiento con mayores épocas, lo cual puede resultar contraproducente [95, 96]. Se han

investigado algunos modelos más robustos de Dropout, por ejemplo, perspectivas adaptativas

[97], técnicas controladas de desconexión de neuronas [98], interpretaciones bayesianas [99],

entre otras. El gráfico presentado en la Figura 2-4 ilustra una red convencional y el método

de Dropout.
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Figura 2-4.: Diagrama de interpretación del método Dropout. (izquierda) Red neuronal

estándar multicapa. (derecha) Red neuronal aplicando método de Dropout.

Otra alternativa ampliamente explorada es la regularización de la red neuronal artifi-

cial. Este procedimiento busca restringir la complejidad del modelo penalizando los pesos y

forzando a que algunos pesos no relevantes para el aprendizaje decaigan a cero [12]. Esta

regularización también puede analizarse como una restricción que fuerza a que la norma de

los pesos se mantenga por debajo de un umbral. La forma de realizar este proceso es añadir

al problema de aprendizaje el factor de penalización relacionado alguna norma de los pesos,

cuando se emplea el valor absoluto de la suma de todos los pesos nos encontramos con la

regularización tipo L1. También se puede usar como factor la suma del cuadrado de todos

los pesos, denominado regularización L2 [100]. Cada enfoque tiene sus consideraciones, por

ejemplo, la regularización L2 puede ser empleada en estructuras de datos que exhiban alta

no linealidad, sin embargo, es sensible a valores at́ıpicos, situación que es contraria en la

regularización L1.

De forma general, la ecuación que representa la regularización se puede analizar en la expre-

sión Ecuación 2-20. La función l denota la función de costo convencional (ver Sección 2.1),

el término Ω(W) corresponde a una función que penaliza la complejidad del modelo, ya que
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la regularización solo se realiza sobre los valores de las matrices de pesos se desprecia la

dependencia del bias y λ es el factor que pondera la penalización.

lr(y, ŷ) = l(y, ŷ) + λΩ(W) (2-20)

Al considerar la regularización L2, denominada en algunas investigaciones como Weight De-

cay, la función Ω(W) = 1
2
||W||22, corresponde a la suma de todos los pesos wj

i,t en la posición

i, t en alguna capa j. En la regularización L1 la función Ω(W) tendrá la forma ||W||1. En

cualquier caso dependiendo el proceso de entrenamiento el valor de λ debe ser escalado por

el número de datos que se consideraran en una iteración del algoritmo.

La filosof́ıa de las regularizaciones es restringir la complejidad del modelo, se considera que

un modelo sobre parametrizado, podŕıa conducir al sobreajuste. En general y analizando la

Ecuación 2-20 se puede considerar que al optimizar la función de costo regularizada se busca

obtener un clasificador con buenos resultados y menor complejidad. Según se menciona en

el estudio [101], este postulado se puede ver como:

Costo = Error de clasificación + λ Complejidad del modelo. (2-21)

Restringir la complejidad del modelo también se relaciona con el principio de parsimonia,

“en igualdad de condiciones la explicación más sencilla suele ser la más probable”, traduci-

do al contexto de las redes neuronales se podŕıa interpretar como que el modelo de menor

complejidad presentará mejor capacidad de generalización. En la literatura se encuentra que

algunos autores proponen estimar la complejidad del modelo para establecer su capacidad

de generalización en un entorno comparativo. Por ejemplo, en [102] se determinó una forma

para establecer la complejidad del modelo a través de la medida denominada Kolmogorov

Growth. Una vez establecido este valor los autores proponen una regularización para mini-

mizar la medida mientras se realiza el aprendizaje.

Otra medida de la complejidad del modelo es la capacidad de Vapnik-Chervonenkis, cono-

cida como CV dimension, este valor representa el cardinal del máximo de conjuntos que el

modelo podrá separar. Esta medida es la inspiración del estudio [26] en el cual se propo-

ne la estimación de la complejidad del modelo con la caracteŕıstica denominada Geometric

Complexity. Como se puede advertir son diferentes perspectivas que enfocan en medir y

controlar la complejidad de una arquitectura de red para mejorar su rendimiento y evitar

problemáticas como el sobreajuste.
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La problemática del sobreajuste también se ha analizado desde la compensación que el mo-

delo debe tener entre el “sesgo” y la “varianza”, t́ıpicamente conocido como bias variance

tradeoff. Al incrementar la complejidad del modelo se espera que el sesgo disminuya, es decir

se ajusten mejor los datos de entrenamiento, sin embargo, la varianza presenta una relación

inversa. Esta perspectiva ha cambiado en los últimos años, se ha observado que en redes so-

bre parametrizadas existe la tendencia a mejorar la generalización [103, 104, 105, 106], estas

nuevas investigaciones cuestionan que la dicotomı́a sesgo varianza se continúe cumpliendo

en modelos de alta dimensión. Los resultados encontrados exceden el alcance de esta inves-

tigación, por lo tanto no serán considerados. No obstante, esta nueva perspectiva permite

analizar el dilema de bias variance tradeoff en modelos sobre parametrizados y con esto

mejorar la capacidad de generalización. Es importante resaltar que, de ser comprobada la

hipótesis de que la sobre parametrización mejora la facultad de generalización se requerirá

una suficiencia computacional para entrenar los modelos.

Usualmente la compensación entre el sesgo y la varianza se ha abordado desde el enfoque

de la selección óptima del modelo neuronal. La metodoloǵıa consiste en proponer diferentes

arquitecturas de red variando los hiper-parámetros4. Por ejemplo, analizar modelos incre-

mentando el número de capas ocultas, o el número de neuronas. También se puede pensar en

las variaciones de los hiper-parámetros asociados con el entrenamiento, tasa de aprendizaje,

optimizador, batches, etc.

Los modelos construidos se entrenan y se selecciona el de mejor desempeño. Una de las

formas para evaluar el desempeño del clasificador es la técnica denominada validación cru-

zada (cross validation CV) [107]. Esta técnica tiene algunas variantes pero en general la

metodoloǵıa requiere dividir aleatoriamente el conjunto de datos de entrenamiento en Kf

“pliegues”, fracciones del conjunto original. A continuación se realiza el entrenamiento con

Kf − 1 particiones y se valida en el pliegue restante. El desempeño alcanzado se mide a

través del promedio de las métricas en cada entrenamiento, la desviación estándar de estos

valores permitirán conocer en un cierto sentido la posible variación del modelo. Teniendo en

cuenta estos resultados se selecciona el modelo con mejores métricas promedio y con menor

desviación estándar.

Por otra parte, el análisis matemático motivó un nuevo enfoque, se considera que los modelos

robustos a pequeñas variaciones de los datos de entrada pueden generalizar de forma adecua-

da, en consecuencia exhibirán menor tendencia al sobreajuste. La propiedad de continuidad

de Lipschitz de la red neuronal [23] es la caracteŕıstica que relaciona la magnitud de las

4A nivel general esta metodoloǵıa se aplica para seleccionar el modelo variando el tipo de clasificador, por

ejemplo se pueden construir un modelo de clasificador Bayesiano, una red neuronal, una maquina de

soporte de vectores y efectuar la comparación.
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variaciones en la entrada con el acotamiento de las salidas. La idea general del planteamiento

de las investigaciones en esta área es acotar la constante de Lipschitz de la red o forzar que

la red tenga un valor deseado de la constante [25, 24, 108, 109]. Los estudios de este tipo

presentan algunas dificultades, por ejemplo, encontrar el valor preciso de la constante de

Lipschitz de la función que caracteriza una determinada arquitectura de red es un problema

NP-Hard, esta contrariedad ha motivado algoritmos de cálculo que se aproximen al valor

buscado [52, 53]. Por otra parte, la modificación teórica que sugieren este tipo de estudios

implica la ejecución de algoritmos computacionales complejos, lo que afectaŕıa el tiempo de

entrenamiento de los modelos y la capacidad de extender los métodos en arquitecturas y

datos de alta dimensión.

La continuidad de Lipschitz de la red neuronal esta ligada con la complejidad del modelo. En

el estudio [26] los autores proponen una noción para estimar la complejidad de la arquitec-

tura, denominada Geometric Complexity (GC). En su estudio se encontró que esta cantidad

está acotada por la cota de Lipschitz de la red, de hecho esta ultima se puede pensar como

una estimación de la complejidad. Además se identificó, en un modelo lineal, que la regula-

rización L2 es análoga a realizar una regularización expĺıcita GC y que restringir la cota de

Lipschitz contraerá el valor GC.

Las condiciones y métodos mencionados son aplicables a cualquier arquitectura de red, evi-

dentemente en cada nueva configuración o variación de la red se modifica su desempeño,

el proceso de entrenamiento, la aplicación que mejor resuelve, entre otras caracteŕısticas.

Sin embargo el sobreajuste puede analizarse, desde el enfoque general, dentro de los estu-

dios mencionados. Particularmente en la red neuronal residual (ResNet) también se puede

presentar el sobreajuste como consecuencia de alguna de las causas descritas. De forma análo-

ga, los métodos mencionados se pueden adaptar sin mayor inconveniente a esta arquitectura.

La variación fundamental de las redes neuronales residuales, en comparación con modelos

estándar, es el salto entre capas [32]. Esta caracteŕıstica impacta en la propiedad de genera-

lización, computacionalmente se ha observado que las ResNet logran mayor generalización

que modelos convencionales y es posible construir modelos profundos (más capas) con menor

tendencia al sobreajuste. En el salto residual, al sumar la salida de una capa con la entrada

de la misma se preserva, en un cierto sentido, la entrada. Esto último es útil, por ejemplo, si

una capa sufre desvanecimiento del gradiente y genera salidas casi nulas, este fenómeno se

propagaŕıa en una red convencional, sin embargo, en el modelo residual no se reproduciŕıa

el desvanecimiento.
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Figura 2-5.: Diagrama de śıntesis de algunas causas y métodos de solución del problema de

sobreajuste en redes neuronales artificiales.
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Las arquitecturas residuales, además de lo descrito anteriormente, también motivaron un

nuevo enfoque para el análisis teórico de las redes, la representación en tiempo continuo [13].

El postulado general de esta teoŕıa es que las redes residuales se pueden interpretar como una

discretización de una ecuación diferencial ordinaria. Este enfoque permite explorar variedad

de perspectivas matemáticas para relacionar propiedades de las dinámicas que sugiere la

EDO con caracteŕısticas del aprendizaje. En cuanto al sobreajuste se considera que las ar-

quitecturas “estables” previenen este fenómeno [20, 21], esto implica que existe una relación

latente entre la estabilidad de la ecuación diferencial que representa el modelo neuronal y

su capacidad de generalización. Un análisis más detallado de este enfoque se presenta en la

Sección 4.2, incluida como una perspectiva teórica relevante de ser trabajada en investiga-

ciones futuras.

Como se puede notar, particularizado a la arquitectura residual o visto desde el enfoque

general, son diferentes las perspectivas empleadas para analizar y proponer una solución al

problema de sobreajuste. Incluso, se han considerado técnicas menos convencionales, por

ejemplo, diseños de arquitecturas de redes robustas [110], métodos que adaptan enfoques de

la teoŕıa f́ısica [111] y se ha pensado en combinaciones de varias técnicas [9]. No obstante, el

problema del sobreajuste continúa abierto a diferentes aportes, aún no existe una solución

general ni un estándar que se pueda emplear independiente de la arquitectura, de los datos

de entrada y de la aplicación.

2.3.2. Experimentos computacionales

En esta sección se proponen experimentos computacionales para analizar y reproducir algu-

nos escenarios que conduciŕıan al sobreajuste de una red neuronal residual.

Experimento A

En este experimento se trabajó con el conjunto de datos MNIST5 [112] de imágenes de la

escritura manual de los d́ıgitos (0 a 9). El conjunto de datos esta dividido en 60,000 ele-

mentos para el entrenamiento y 10,000 para prueba. Cada imagen del conjunto tiene una

dimensión de 28 × 28 ṕıxeles y están únicamente en un canal de color. La Figura 2-6 es

una representación de algunos elementos de este conjunto de datos. Para el experimento se

tomaron únicamente 10,000 datos del conjunto de entrenamiento, esto con el fin de tener un

número menor de datos y que se caiga más fácil en escenarios de clasificadores sobreajustados.

5Base de datos modificada del Instituto Nacional de Estándares y Tecnoloǵıa (NIST)
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Figura 2-6.: Representación gráfica de algunas imágenes de los d́ıgitos 0 al 9 de la base de

datos MNIST. Fuente: a partir de [112].

Para el desarrollo del experimento se consideró entrenar 6 modelos variando en cada uno el

número de capas residuales iniciando en 2, finalizando en 12 y con incrementos de 2 capas.

En cada entrenamiento se efectuó la metodoloǵıa de validación cruzada con el método de

K-fold para 5 pliegues. Esta estrategia no se realizó para sintonizar ningún hiper-paráme-

tro, si no para establecer métricas en un escenario repetitivo. En cada pliegue se realizó la

prueba con las 10,000 muestras incluidas en el conjunto de test. La codificación y simula-

ción se realizo en el entorno Google Colaboratory6 en el lenguaje de programación python.

En la implementación utilizaron alguna clases, funcioens y rutinas de la libreŕıa TensorFlow 7.

En cuanto a los hiper-parámetros relacionados con el entrenamiento, como optimizador se

eligió el Gradiente Estocástico (SGD), dispuesto para recibir 100 lotes por iteración y con un

número de 60 épocas. La tasa de aprendizaje se fijó en 0,01, no se consideró añadir paráme-

tros adicionales como momentum o activación de la subrutina nesterov 8. En la arquitectura

del modelo se incluyó una capa inicial completamente conectada de 20 neuronas, conectada

a los saltos residuales, seguido por una capa final completamente conectada de 10 neuronas.

La capa final se puede analizar como una transformación af́ın que mapea del espacio de los

saltos residuales al espacio de las etiquetas con codificación one-hot. La arquitectura men-

cionada se presenta en la Figura 2-7.

6https://colab.research.google.com/
7https://www.tensorflow.org/
8Los elementos mencionados corresponden a modificaciones del algoritmo SGD en las cuales se incluyen

variaciones en la regla de actualización de los pesos. La información detallada de estos parámetros se

encuentra en la documentación https://www.tensorflow.org/api_docs/python/tf/keras/optimize

rs/SGD

https://colab.research.google.com/
https://www.tensorflow.org/
https://www.tensorflow.org/api_docs/python/tf/keras/optimizers/SGD
https://www.tensorflow.org/api_docs/python/tf/keras/optimizers/SGD
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Figura 2-7.: Diagrama de la arquitectura del modelo neuronal implementado en los expe-

rimentos.

Los resultados de la curva de aprendizaje a través de las épocas se presentan en la Figura 2-

8. Como se puede observar a medida que el modelo incrementa su complejidad añadiendo

capas residuales la precisión lograda en el entrenamiento también aumenta. Contrario a este

resultado se puede notar que la curva de validación se queda por debajo de la entrenamiento

y la distancia es más pronunciada a medida que se incrementan las capas. La variabilidad

del modelo también va cambiando, en los modelos más simples se presenta una desviación

estándar pequeña, sin embargo en los modelos con mayor complejidad se observa una disper-

sión mayor. En las gráficas se denota la desviación con σ y corresponde al área sombreada

en color azul para el entrenamiento y rojo para validación.

El comportamiento para la función de costo presentada en la Figura 2-9 es similar, a medida

que aumenta el número de capas residuales la diferencia entre entrenamiento y validación

crece, igual que la dispersión de los resultados. Estos resultados indican que los modelos

con mayores parámetros para el ajuste tienden al sobreajuste, presentando diferencias entre

los comportamientos de la validación y el entrenamiento y evidenciando una variabilidad

acentuada.
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Figura 2-8.: Curvas de aprendizaje para modelos neuronales con diferente cantidad de capas

residuales. Experimento A de la Subsección 2.3.2.
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Figura 2-9.: Curvas de la función de pérdida para modelos neuronales con diferente cantidad

de capas residuales. Experimento A de la Subsección 2.3.2.
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Tabla 2-1.: Resultados de la precisión en el entrenamiento y la prueba de los diferentes

modelos de redes neuronales residuales para el Experimento A de la sección

Subsección 2.3.2. Fuente: elaborado por el autor. (En adelante todas las tablas

que no mencionen fuente se atribuyen a la elaboración del autor).

Número de capas residuales 2 4 6 8 10 12

% Promedio precisión en entrenamiento 95.16 96.85 97.91 97.49 95.71 90.58

% Promedio precisión en prueba 91.96 92.00 91.56 90.41 89.04 84.77

% Diferencia del promedio de la preci-

sión entre entrenamiento y prueba
3.20 4.85 6.35 7.08 6.67 5.81

± Desviación estándar de la precisión en

entrenamiento
0.486 0.442 0.641 0.970 1.888 4.088

± Desviación estándar de la precisión en

prueba
0.311 0.292 0.309 0.909 1.183 3.782

Al finalizar cada pliegue de la validación cruzada se evaluó el clasificador con el conjunto de

test de 10,000 imágenes. En la Tabla 2-1 se presenta el resultado del promedio y la desviación

estándar de la precisión en la prueba y el entrenamiento. En la Tabla se resaltaron los valores

que sugieren un desempeño inferior, señalando los valores mı́nimos de promedio en precisión

y el valor máximo para las diferencias de estos promedios y las desviaciones estándar. Como

se puede notar los resultados refuerzan las conclusiones previas, los modelos con más capas

fueron los que menor desempeño presentaron con el conjunto de prueba, contrario a sus

buenos resultados en el entrenamiento. La diferencia entre el valor logrado en entrenamiento

y prueba se acentúa cuando el modelo tiene más capas, igual comportamiento exhibe la des-

viación estándar, esta medida también se incrementa incluso en el conjunto de entrenamiento.

Para los modelos también se realizaron las simulación de su desempeño de acuerdo con el

número de datos empleados para el entrenamiento. En esta simulación se optó por entrenar

los clasificadores con muestras de 2,000 a 10,000 datos, incrementando en grupos de 2,000.

Los resultados logrados para la precisión en entrenamiento y validación se presentan en

la Figura 2-10 y la función de pérdida se ilustra en la Figura 2-11. En las gráficas se

puede observar que a medida que se incrementan los datos para el proceso de aprendizaje

se mejora el desempeño del clasificador, tanto en el entrenamiento como en la validación.

También se puede advertir que la variabilidad del modelo es mayor cuando se tienen pocas

muestras, y esto afecta más a los modelos que requieren la estimación de un elevado número

de parámetros, por ejemplo en las Figuras 2-10f y 2-11f se puede observar una variabilidad

alta cuando se tienen pocos datos de entrenamiento, tanto en la precisión como en la pérdida.
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Figura 2-10.: Curvas de aprendizaje para modelos neuronales entrenados con diferentes

tamaños de observaciones. Experimento A de la Subsección 2.3.2.
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Figura 2-11.: Curvas de la función de pérdida para modelos neuronales entrenados con

diferentes tamaños de observaciones. Experimento A de la Subsección 2.3.2.
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Experimento B

En este experimento se consideraron los mismos hiper-parámetros y metodoloǵıa que se de-

sarrolló en el Experimento A, ahora para el conjunto de datos Fashion MNIST [113]. El

nuevo conjunto comparte caracteŕısticas similares con el trabajado en el Experimento A,

contiene 70,000 imágenes distribuidas en 60,000 para entrenamiento y 10,000 para prueba.

En este conjunto de datos las observaciones corresponden a imágenes de prendas de vestir

las cuales se encuentran en un solo canal, tiene 28 × 28 ṕıxeles y están distribuidas en 10

clases, para cada clase la Figura 2-12 presenta una imagen disponible en el conjunto de

datos. A diferencia del experimento pasado en los 6 modelos entrenados se varió el número

de capas iniciando en 1 y finalizando en 11 (número de capas impares), con incremento de

2. La arquitectura de la red se presenta en la Figura 2-7. El proceso de aprendizaje de la

red se realizó con 10,000 datos del conjunto de entrenamiento.

Figura 2-12.: Representación gráfica de algunas imágenes del conjunto de datos Fashion

MNIST por clase. Fuente: a partir de [113]

Las curvas de aprendizaje para este experimento se presentan en la Figura 2-13 y la curvas

de la función de pérdida en la Figura 2-14. Los resultados indican un comportamiento

similar al obtenido en el Experimento A. A medida que incrementan las capas el modelo

amplia la diferencia entre los resultados del conjunto de entrenamiento y de validación, este

comportamiento se replica en ambas curvas, precisión y pérdida. Otro factor que también

se acentúa con el incremento de capas es la variabilidad, lo que indica que modelos de

más capas cambian su desempeño dependiendo la muestra del conjunto que se use para su

entrenamiento. A diferencia del Experimento A se puede notar que en los modelos de 9 y

11 capas no se logra un entrenamiento adecuado, existiendo un subajuste, esta contrariedad

puede ser explicada porque el modelo debe estimar un gran número de parámetros con una

muestra insuficiente de datos.
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(d) Modelo 7 capas residuales
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(e) Modelo 9 capas residuales
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Figura 2-13.: Curvas de aprendizaje para modelos neuronales con diferente cantidad de

capas residuales. Experimento B de la Subsección 2.3.2.
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Figura 2-14.: Curvas de la función de pérdida para modelos neuronales con diferente can-

tidad de capas residuales. Experimento B de la Subsección 2.3.2.
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Para este experimento también se estimaron métricas finales, correspondientes al promedio y

desviación estándar de la precisión de los 5 pliegues de la validación cruzada en entrenamien-

to. También se estimó la medida de precisión en el conjunto de prueba, métrica resultado de

evaluar el clasificador entrenado en cada pliegue con los 10,000 datos de prueba. Los resulta-

dos se presentan en la Tabla 2-2, similar a la Tabla reportada para el experimento anterior se

señalaron los valores que indican el peor desempeño del clasificador, destacando los valores

mı́nimos de precisión y máximos para la diferencia y las desviaciones estándar. Los valores

verifican que existe problema de sobreajuste en modelos con mayor complejidad, además se

puede caer en escenarios de subajuste a tener muchos parámetros que estimar y una muestra

que no sea representativa y lo suficientemente “grande” para realizar el entrenamiento. En

la Tabla 2-2 se ha señalado en negrita los valores máximos de cada fila, se puede ver que en

los modelos de más capas es donde mayor es la diferencia entre entrenamiento y prueba.

Tabla 2-2.: Resultados de la precisión en el entrenamiento y la prueba de los diferentes

modelos de redes neuronales residuales para el Experimento B de la Subsec-

ción 2.3.2.

Número de capas residuales 1 3 5 7 9 11

% Promedio precisión en entrenamiento 86.19 87.76 88.58 88.27 83.85 75.52

% Promedio precisión en prueba 82.52 82.74 82.81 81.90 77.81 72.38

% Diferencia del promedio entrenamien-

to y prueba
3.17 5.27 6.40 6.36 5.49 2.77

± Desviación estándar de la precisión en

entrenamiento
0.444 0.437 0.337 1.040 3.415 8.592

± Desviación estándar de la precisión en

prueba
0.563 0.484 0.642 1.010 2.301 6.668

El Experimento B también se desarrolló en un escenario de simulación con segmentos de

muestras del conjunto de 10,000 datos, igual que en el experimento anterior se distribuyeron

los datos iniciando en 2,000 muestras y realizando incrementos del 20 % hasta 10,000. Los

resultados indican que a menor datos el desempeño del clasificador es bastante regular y pre-

senta una alta variabilidad condicionada a la elección de las muestras para el entrenamiento.

Las curvas de aprendizaje se presentan en la Figura 2-15 y la gráficas del desempeño de la

función de costo se indican en Figura 2-16.
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(f) Modelo 11 capas residuales

Figura 2-15.: Curvas de aprendizaje para modelos neuronales entrenados con diferentes

tamaños de observaciones. Experimento B de la Subsección 2.3.2.
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Figura 2-16.: Curvas de la función de pérdida para modelos neuronales entrenados con

diferentes tamaños de observaciones. Experimento B de la Subsección 2.3.2.
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Discusión de los experimentos

Con los experimentos realizados en esta sección se pueden resumir los siguientes aspectos

relevantes:

Los resultados indican que en los modelos con más capas se evidencia un mayor sobre-

ajuste del modelo, esto se refleja en que se logran buenos rendimientos en el entrena-

miento, pero no se replican los resultados en las curvas de prueba.

La dependencia del conjunto de datos se refleja en la variabilidad de las curvas de

aprendizajes, este fenómeno se ilustra como franjas de desviación estándar. Al incre-

mentar el número de capas en la arquitectura del modelo la variabilidad aumenta,

plasmando que los modelos más complejos resultan más dependientes del conjunto de

datos que se empleó para entrenar. Esta dependencia no es deseada ya que se considera

que los parámetros de la red θ deben ser independientes de la elección de una muestra

representativa de datos para el entrenamiento, y deben ser cercanos a los parámetros

que permitan generalizar a la población. Por lo tanto, una mayor variabilidad señala

estructuras con deficiencia en la generalización y posible sobreajuste.

En las Figuras 2-10, 2-15, 2-11, 2-16 se puede observar que a menor tamaño de

observaciones el desempeño logrado por el clasificador es también menor. Este com-

portamiento sugiere y verifica el planteamiento de que es necesario contar con un

conjunto de datos de tamaño suficiente que garantice una muestra representativa de la

población.

En las arquitecturas con 12 capas (Experimento A) y 11 (Experimento B) se puede

evidenciar menor convergencia y mayor variabilidad. Este comportamiento se puede

relacionar con el balance inadecuado entre la cantidad de parámetros que se requieren

estimar y la cantidad de observaciones empleadas en el proceso. Con esto se verifica la

idea que es necesario establecer modelos acordes con la dimensión de las observaciones y

el número disponible de estas. Además se puede interpretar que no siempre es adecuado

incrementar la complejidad del modelo para resolver un problema, por el contrario es

mejor encontrar el modelo más simple que resuelva la aplicación particular.

Para los experimentos realizados se puede afirmar que es necesario emplear estrate-

gias para enfrentar el sobreajuste, sin estos métodos los modelos presentan diferencias

significativas entre el los resultados de aprendizaje y la generalización, además se ob-

serva dependencia del conjunto de entrenamiento y dificultad de convergencia. Estas

problemáticas se agudizan en modelos de arquitecturas más complejas.



3. Método propuesto

La problemática del sobreajuste, de acuerdo con lo estudiando en la Sección 2.3, responde a

diversos factores, razón por la cual los métodos de solución actuales también son variados.

En general, se pueden discriminar dos causas globales que inciden en el fenómeno. En primer

lugar la estructura del modelo, ya que, la variación de la arquitectura y los hiper-parámetros

determinan el comportamiento posterior que solo se conoce a medida que avanza el entre-

namiento y al final de este proceso. Por otra parte, la distribución y naturaleza de los datos

disponibles para el entrenamiento es también determinante en el resultado final. Desde esta

perspectiva se considera, en esta investigación, que una forma general de afrontar la pro-

blemática del sobreajuste es enfocar la atención en la estructura neuronal. Esto debido a que

la estructura, incluyendo la arquitectura y los hiper-parámetros, impacta en el desempeño del

modelo y determina su robustez ante variaciones de datos de entrada. Por lo tanto, se pueden

orientar los esfuerzos por construir estructuras adaptativas las cuales sean capaces de lograr

un desempeño adecuado tanto en el proceso de aprendizaje como en la fase de generalización.

La estructura del modelo se relaciona con su complejidad y es resultado de la definición

de los hiper-parámetros, tanto de la arquitectura como del entrenamiento. La capacidad de

generalización se puede vincular con la robustez de la red para tolerar variaciones en la

entrada. T́ıpicamente las técnicas de regularización funcionan de forma adecuada restrin-

giendo la complejidad del modelo [12, 100], por su parte, la teoŕıa para afrontar la robustez

se ha encaminado al estudio de la propiedad de continuidad de Lipschitz de la red neuronal

[25, 24]. Estos dos enfoques se combinaron y adaptaron para establecer un método teórico

y computacional para reducir el sobreajuste en estructuras neuronales residuales convencio-

nales. En la propuesta también se consideró la facilidad de implementación y evitar, en la

medida de lo posible, un elevado costo computacional.

En este Caṕıtulo se describe la propuesta teórica y los resultados computacionales de la

implementación del método. Inicialmente se plantea la formulación matemática del procedi-

miento y el algoritmo resultante. También se incluyen algunas demostraciones matemáticas

que relacionan la propuesta teórica con las perturbaciones en los datos de entrada, el gra-

diente de la función de costo y la equivalencia entre normas convencionalmente usadas en

la regularización. En diferentes arquitecturas de modelos neuronales residuales se verificó el

desempeño del método a través de simulaciones para tareas de clasificación. Las validaciones
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se realizaron en conjuntos estándar de datos, además se incluyó la metodoloǵıa de validación

con imágenes adversarias.

3.1. Propuesta teórica

El método propuesto, denominado Regularización Adaptativa con Restricciones Alea-

torias (simplificado Regularización LBA), se fundamenta en dos modificaciones del algorit-

mo tradicional de regularización. En primer lugar se consideró incluir restricciones aleatorias

de carácter individual para las matrices de pesos de las capas de la red. Esto implica que

en cada iteración se elige de manera aleatoria una capa de la red y se penaliza su matriz

de pesos. La segunda modificación consiste en escoger un parámetro de regularización adap-

tativo, relacionado con el aporte de la capa aleatoria al sobreajuste del modelo. Estas dos

modificaciones y las consideraciones que motivaron su propuesta se detallan en las siguientes

secciones.

3.1.1. Regularización con restricciones aleatorias

En una estructura convencional de red neuronal con capas completamente conectadas, si

se aplica una regularización tal que se produzca un decaimiento acentuado de los pesos de

alguna capa, entonces la propagación hacia adelante se verá afectada. Supongamos que para

algún ı́ndice de capa h la capa W(h) decae sus pesos, es decir ||W(h)||F → 0, donde ||W(h)||F
denota la norma de Frobenius, entonces la propagación hacia adelante se restringirá dado

que las componentes wh
i,j ≈ 0. En este escenario la salida de la capa W(h), sin importar

el resultado de la propagación de los datos de entrada hasta la capa h − 1, se mantendrá

siempre en valores nulos, los cuales, a su vez, se propagaran hacia adelante impidiendo

completamente el proceso de aprendizaje. Este fenómeno se puede asimilar como un corte

en el proceso del flujo de información, la Figura 3-1 presenta una interpretación de este caso.

El fenómeno descrito se puede evitar en las estructuras residuales, dado que, si ||W(h)||F → 0

se bloqueará la activación de la capa h, pero por acción del salto de conexión se recibe la

salida de la capa h− 1. Esta caracteŕıstica no afecta el proceso de aprendizaje al mantener

la propagación de información, el efecto que causa es la disminución de complejidad del mo-

delo que se puede interpretar como la “eliminación de una capa”. Otra forma de evitar el

decaimiento de los pesos de una capa es considerar incluir la restricción de manera aleatoria

durante el proceso iterativo. En general la regularización se aplica en cada iteración para

todas las capas, o algunas de estas, sin embargo es complicado identificar para cuales capas

incluir esta técnica. Estas consideraciones motivaron la primera modificación del algorimo

de regularización para una estructura residual.
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50 3 Método propuesto

Modificación 1. Regularización con restricciones aleatorias

Se propone considerar las regularizaciones individuales por cada capa de forma alea-

toria a través de la norma de Frobenius. Es decir, se incluye en la función de costo la

penalización para alguna capa elegida de manera aleatoria durante el proceso iterati-

vo. Esta metodoloǵıa se propone para algoritmos de aprendizaje con optimización por

lotes, en particular para el Gradiente Estocástico y en la estructura de red residual

(ResNet). La Ecuación 3-1 presenta la función de costo modificada. En la ecuación

el súper ı́ndice a corresponde a un valor aleatorio generado uniformemente entre los

ı́ndices de las capas residuales, denotados con l
(1)
s el primer ı́ndice y l

(f)
s para el final,

de manera que l
(1)
s ≤ a ≤ l

(f)
s . En algoritmo 3.1 se presenta el pseudocódigo de esta

propuesta.

lr(y, ŷ) = l(y, ŷ) + λ||W(a)||F (3-1)

Algoritmo 3.1: Entrenamiento regularización aleatoria
Entrada:

X conjunto de datos de entrenamiento,

λ factor de regularización,

η tasa de aprendizaje,

Ne número de épocas,

Nb número de lotes,

f(X; θ) modelo red neuronal residual

Salida: θ = {W,b} parámetros del modelo, pesos y bias

θ0 ← Aleatorio;

para epoch = 1 : Ne hacer

Barajar datos de entrenamiento Xs ← X;

Generar Nb lotes del conjunto de entrenamiento barajado Xs;

i← 0;

para batch = 1 : Nb hacer

Generar ı́ndice capa residual aleatoria a← Aleatorio;

Calcular gradiente función de costo

ŷ = f(X[batch]; θi);

∇lr = ∇θi(l(y, ŷ) + λ||W(a)||F );
Encontrar θi+1 ← θi − η∇lr ;

i← i+ 1;

θ0 ← θi+1;

devolver [θ0]
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Para la modificación propuesta se debe tener en cuenta la relación entre el número de lotes y

la cantidad de capas del modelo. Un número alto de lotes en relación a la cantidad de capas

permitirá, en cada época, que se tengan en cuenta la mayoŕıa de las capas. En el caso con-

trario, si los lotes son pocos, y hay muchas capas no se puede garantizar que la penalización

aleatoria se lleve a cabo para todas las capas.

Por otra parte, se observó que puede existir una relación de la solución de un problema de

múltiples restricciones cuando se trabaja con restricciones aleatorias iterativas. Estas ideas

se formalizan matemáticamente con las siguiente proposición (por simplicidad únicamente

se consideran como variables de decisión los pesos de las capas W).

Proposición 3.1.1

Considere la función de costos a optimizar l(y, f(X,W)) donde W es un arreglo de

variables que corresponde a las matrices de pesos de las capas y el bias de la forma

W = [W(1),W(2), · · · ,W(L)], X ∈ Rk×n es la matriz de todos los individuos y y es

el vector de todas las etiquetas para los K individuos. La función esta sujeta a L

restricciones de la forma 0 ≤ ||W(j)||F ≤ Uj, con Uj > 0, independientes entre śı.

Entonces, por multiplicadores de Lagrange el problema se puede expresar como

l(y, f(X,W)) + Λg(W), (3-2)

con Λ = [λ1, · · · , λl] y g(W) = [||W(1)||F , · · · , ||W(L)||F ]T . Considere que este

problema se puede resolver aproximadamente con un proceso iterativo en algún

número de épocas Ne (iteración) con estrategias de gradiente descendente.

Al considerar una estrategia de solución que emplee el método del gradiente estocástico

por lotes, entonces para cada época el proceso se fracciona la matriz X en matrices

Xj con j ∈ Z, 1 < j < L y de modo que Xj ∈ Rb×n, con b un divisor de k y b < k.

(Este mismo análisis de replica para y fraccionándolo en yj). Cada época se considera

como el paso de todos los lotes (Xj,yj). Si en esta misma estrategia se alternan de

forma aleatoria las restricciones, con a un valor aleatorio entre los ı́ndices de las capas,

resolviendo para cada iteración el sub-problema

l(yj, f(Xj,W)) + λa||W(a)||F . (3-3)

Además, si la relación entre Nb = k
b

(número de lotes) y L (número de capas) es de

forma que Nb ≫ L, entonces, el minimizador que se alcanza al resolver el problema de

la Ecuación 3-3 se aproxima al minimizador solución del problema de la Ecuación 3-2.
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Considerando la relevancia de la Proposición anterior se sugiere su análisis y demostración

para un trabajo futuro. Las ideas que motivaron la modificación del algoritmo, expresadas

al inicio de esta sección, se orientan a efectuar estrategias efectivas de reducción del so-

breajuste sin impactar negativamente el proceso de aprendizaje. Por otra parte, como se

puede observar en la Ecuación 2-20, el valor λ puede ser interpretado como la formulación

en multiplicadores de Lagrange de restricciones de desigualdad para Ω. Esto se estudio en

la formulación de la proposición, particularmente tomando como Ω = ||.||F , entonces las

restricciones indicaran que ||W||F ≤ U . T́ıpicamente se desconoce que valor debe tener U ,

pero este parámetro condicionará la norma de los pesos a moverse dentro de una bola de

radio U .

Para resolver el problema con restricciones (convencional o aleatorias) por multiplicadores

de Lagrange, se debe conocer el valor de U verificando que las restricciones de desigualdad

se cumplan. Además, los valores de los multiplicadores deben satisfacer ser no negativos y

cumplirse que λj||W(j)||F ≤ 0, ∀j = 1 : L, y cuando W(j) sea el valor óptimo. Dado que no

se conoce U y usualmente el problema no se interpreta como un problema de optimización

con restricciones, la solución se realiza ajustando el valor de λ como un hiper-parámetro.

La sintonización de λ se puede realizar por métodos de validación cruzada, búsqueda en

grillas, búsquedas aleatorias, o algoritmos especializados de configuración automática de

hiper-parámetros [114, 115]. Sin embargo, en su mayoŕıa las técnicas implican metodoloǵıas

prueba-error, siendo necesario entrenar varios modelos y evaluar su rendimiento. La dificultad

para establecer un valor adecuado de λ motivó la segunda modificación del algoritmo, la

regularización a través de la cota de Lipschitz.

3.1.2. Regularización a través de la cota de Lipschitz

Para esta regularización se propone que el valor de λ se relacione con el aporte de la capa

a al problema de sobreajuste, el cual se denotará λa. Un valor alto de λa para la penali-

zación ||W(a)||F , se efectuará cuando la capa exhiba una alta contribución al sobreajuste,

por el contrario se tendrá λa “pequeño” cuando la capa no aporte significativamente en la

generación de una red sobre-ajustada. La idea ahora se traslada a como medir, de acuerdo

con las matrices de pesos W, el sobreajuste del modelo. Esto se podŕıa resolver incluyendo

medidas de la complejidad y robustez del modelo, una de estas perspectiva es el análisis

de la propiedad de continuidad Lipschitz [23, 25, 24, 108, 109]. Este enfoque asume la

red neuronal como una función, en el sentido matemático, y sostiene que su capacidad de

generalización mejora en aquellas arquitecturas que soporten pequeñas variaciones en los

datos de entrada, lo que se relaciona con la continuidad de Lipschitz de la función. Para

este análisis se iniciará definiendo la propiedad de continuidad Lipschitz, la constante

de Lipschitz y cota superior de Lipschitz.
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Definición 3.1.1

Considere x, y ∈ X y f : X → Y , una función que además depende de unos ciertos

parámetros W. Con X y Y espacios métricos, de manera que denotamos dX la métrica

de X y dY la métrica de Y . Entonces si existe un KL > 0 ∈ R tal que ∀x, y ∈ X

dY(f(x), f(y)) ≤ KLdX (x, y),

se dice que la función f es Lipschitz Continua.

Considerando la norma inducida por la métrica, se puede establecer que, si existe un

KL > 0 ∈ R tal que ∀x, y ∈ X

||f(x)− f(y)||Y ≤ KL||x− y||X ,

entonces se dice que la función f es Lipschitz Continua.

Definición 3.1.2

Si una función f es Lipschitz Continua, entonces se denominará Constante de Lips-

chitz a la constante KL tal que

KL = sup
x,y ∈ X

{
||f(x)− f(y)||Y
||x− y||X

}
,

si se tiene que

LB ≥ KL,

entonces se dice que LB es una cota superior de Lipschitz.

Al considerar toda la red neuronal como una función f(X;W) se puede plantear si esta

estructura cumple la propiedad de la continuidad de Lipschitz. Inicialmente consideremos

esta proposición para una red neuronal convencional, representada por la Ecuación 2-3.

En este tipo de arquitecturas la función es la composición de funciones de activación σ y

transformaciones afines. Como se puede verificar en el Apéndice A, en general, las funcio-

nes comúnmente usadas para la activación son Lipschitz continuas. De acuerdo con esta

información se establece la siguiente proposición.
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Proposición 3.1.2

Sea f(X;W) la función que representa una arquitectura neuronal convencional, donde

f corresponde a la composición finita de funciones de activación y transformaciones

afines. Si las funciones de activación de las neuronas son Lipschitz continuas, entonces,

f también lo es.

Demostración:

Las transformaciones afines son Lipschitz continuas (Anexo Sección B.2).

Las funciones de activación son Lipschitz continuas (Anexo A).

Las composición de funciones Lipschitz continuas también es Lipschitz continua (Anexo

Sección B.1).

□
Por otro lado, de acuerdo con lo detallado en el Anexo Sección B.3 y en general en el Anexo

B, una cota de Lipschitz para esta estructura será el producto de las normas espectrales de

las matrices de pesos, como se presenta en la Ecuación 3-4.

LB =
L∏
i=1

√
ρ(W(i)TW(i)), (3-4)

donde ρ(·) representa el radio espectral, que corresponde al máximo de los valores propios

en valor absoluto.

Finalizada la demostración de la continuidad de Lipschitz para una red neuronal conven-

cional también es importante indagar sobre la propiedad en una red de estructura residual.

Para esto se considera la siguiente proposición.

Proposición 3.1.3

Sea f(X;W) la función que representa una arquitectura neuronal residual convencio-

nal, donde f corresponde a la composición finita de funciones de activación y trans-

formaciones afines con saltos entre conexiones. Si las funciones de activación de las

neuronas son Lipschitz continuas, entonces, f también lo es.

Demostración:

Se ha establecido que la composición de funciones Lipschitz conservan la propiedad y que las

transformaciones afines lo son. El salto residual corresponde a una suma de dos funciones, el
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acumulado previo y la identidad. En el Anexo Sección B.4 se demuestra que la suma de dos

funciones Lipschitz es también Lipschitz continua. En consecuencia, una estructura residual

convencional también preserva esta propiedad, si las funciones de activación lo son y si el

salto de conexión también es una función de este tipo.

□
Hasta este momento se ha demostrado que una estructura neuronal convencional, sin o con

saltos residuales, se cumple la propiedad de la continuidad de Lipschitz si las funciones de

activación también lo son. A continuación, se realizan algunos análisis que relacionan el

comportamiento de la red con esta propiedad.

Relación de la cota de Lipschitz con las perturbaciones en los datos de entrada

Considérese que se tiene una observación x0 ∈ X para la cual se ha establecido una eti-

queta y0 ∈ Y , además la red representada por la función f(X;W) puede mapear de for-

ma adecuada para el dato x0, de modo que y0 = f(x0;W). Ahora, se asume que existen

errores o ruidos en la estimación del dato x0, se tiene entonces una bola definida como

BX (x0, ϵ) = {x ∈ X | ||x0 − x||X ≤ ϵ}, para ϵ > 0 un valor arbitrariamente pequeño.

Además considérese que si se toma un xn ∈ BX (x0, ϵ) la red generará una salida yn =

f(xn;W). Los valores yn y y0 debeŕıan ser cercanos al ser el resultado de observaciones que

provienen de un valor y su perturbación. La “cercańıa” de los valores se puede analizar con

la norma de sus diferencias ||y0 − yn||Y = ||f(x0) − f(xn)||Y . La función f representa una

red neuronal convencional con funciones de activación Lipschitz continuas, incluyendo o no

saltos residuales. Entonces, como ya se demostró, esta función es Lipschitz continua. De

acuerdo con lo anterior se satisface para algún LB > 0 que

||y0 − yn||Y ≤ LB||x0 − xn||X .

Además, como xn ∈ B(x0, ϵ), por definición se cumple en particular para xn que ||x0−xn|| ≤
ϵ, de modo que

||y0 − yn||Y ≤ LBϵ.

Entonces se puede decir que la salida yn ∈ BY(y0, LBϵ), es decir la distancia entre el valor

de la etiqueta y0 y la salida de la red para entradas arbitrarias xn en la bola BX (x0, ϵ) estará

acotada por LB veces el valor del radio de dispersión ϵ del dato x0.

Del análisis desarrollado se puede interpretar que si se tienen datos de entrada similares

(“cercanos”), que se podŕıa intuir son de la misma clase, la red genera salidas que distan
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de manera proporcional a la distancia de los datos ponderada por una cota de Lipschitz.

Otra interpretación que se puede establecer es que la perturbación o el ruido en los datos se

propaga y se escala a través de la red de manera proporcional al ruido de entrada y a una

cota Lipschitz, la Figura 3-3 ilustra el comportamiento de la propagación de este tipo. La

perspectiva del análisis de la continuidad de Lipschitz, en general, ha motivado la idea de

construir estructuras neuronales que fuercen la continuidad de Lipschitz [23, 24, 108, 109]. En

particular conseguir arquitecturas con constantes de Lipschitz igual a la unidad [25] permite

relacionar las métricas originales entre los datos de entrada y sus imágenes a través de la

red. Es importante resaltar que la restricción sobre la cota o la constante de Lipschitz debe

permitir que se continúe optimizando la función de costo, la cual finalmente indica el error

de ajuste y determina el aprendizaje del modelo.

Espacio de los datos de entrada Espacio de las etiquetas

YX

x0
y0

f(x;W)
ε LBε

xn

yn

Figura 3-3.: Diagrama de la propagación de la perturbación en los datos de entrada a través

de la función que representa la red neuronal.

Relación de la cota de Lipschitz con el gradiente de la función de costo

De acuerdo con lo expuesto en la Sección 2.1 la forma de establecer los parámetros de la red

neuronal depende de la magnitud del gradiente de la función de pérdida. En el entrenamiento

de las redes neuronales un problema usual es el desvanecimiento del gradiente, la situación

contraria es la explosión. En el primer caso el valor del gradiente se desvanece, es decir,

toma valor pequeños que se propagan a través de las capas impidiendo la actualización de

los pesos y estacando al algoritmo en minimizadores locales. En la explosión del gradiente
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sucede el efecto contrario, el gradiente crece a través de las capas provocando un cambio

en los parámetros de magnitud agigantada, esto ocasiona problemas en la convergencia del

algoritmo de aprendizaje.

No es clara la relación de ambos fenómenos con el problema de sobreajuste, sin embargo, la

tendencia a detener el algoritmo en minimizadores locales, consecuencia del desvanecimien-

to, y la divergencia del algoritmo cuando existe explosión del gradiente, son problemas que

afectan el proceso de establecer el valor óptimo de los parámetros de la red. En consecuen-

cia, tanto el desvanecimiento del gradiente como su explosión son escenarios no deseados. A

continuación se propone establecer un análisis para determinar una cota sobre la magnitud

de las componentes del gradiente de la función de costo, este valor permitirá identificar que

elementos inciden en la explosión o desvanecimiento del gradiente.

Análisis 1. Perceptrón

Proposición 3.1.4

Si se cuenta con una estructura de red neuronal de tipo Perceptrón con función de

activación sigmoide, entonces la magnitud de la derivada parcial de la función de costo

respecto a algún peso wj esta acotada por la constante de Lipschitz LB.

Para esta demostración se toma como función de costo la entroṕıa cruzada, de manera que

el proceso de aprendizaje del Perceptrón se sintetiza en resolver el problema de optimización

min
θ

1

K

K∑
i=1

yi ln (ŷi) + (1− yi) ln (1− ŷi).

Donde ŷi = f(xi; θ), es decir, ŷi corresponde a la salida de la red f que depende de los

parámetros θ, y xi es el vector i-ésimo de entrada, tal que xi = [x1, · · · , xn]. Entonces

respecto a cada uno de los pesos wj, se tiene

∂l

∂wj

=
1

K

[
K∑
i=1

∂

∂wj

(yi ln (f(xi; θ)) + (1− yi) ln (1− f(xi; θ)))

]
.

En la arquitectura de Perceptrón con función de activación sigmoide la función f esta de-

terminada como f(xi; θ) = σ(wTxi + b), en este caso w es un vector de pesos de la forma

wT = [w1, · · · , wn]. Para efectos de esta prueba no se tendrá en cuenta el valor del bias, de

modo que f(xi;w) = σ(wTx). Entonces se tendŕıa que
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∂l

∂wj

=
1

K

[
K∑
i=1

∂

∂wj

(
yi ln (σ(wTxi)) + (1− yi) ln (1− σ(wTxi))

)]

=
1

K

[
K∑
i=1

yi
σ(wTxi)

σ(wTxi)(1− σ(wTxi))xji −
(1− yi)

(1− σ(wTxi))
σ(wTxi)(1− σ(wTxi))xji

]
.

La notación xji hace referencia a la componente j-ésima de la observación i-ésima del con-

junto de datos {xi, yi}.

∂l

∂wj

=
1

K

[
K∑
i=1

yi
σ(wTxi)

σ(wTxi)(1− σ(wTxi))xji −
(1− yi)

(1− σ(wTxi))
σ(wTxi)xji(1− σ(wTxi))

]

=
1

K

[
K∑
i=1

(σ(wTxi)(1− σ(wTxi))xji)

(
yi

σ(wTxi)
− (1− yi)

(1− σ(wTxi))

)]

=
1

K

[
K∑
i=1

(σ(wTxi)(1− σ(wTxi))xji)

(
yi(1− σ(wTxi))− (1− yi)(σ(wTxi))

σ(wTxi)(1− σ(wTxi))

)]

=
1

K

[
K∑
i=1

xji(yi(1− σ(wTxi))− σ(wTxi) + yiσ(wTxi)

]

=
1

K

[
K∑
i=1

xji(yi − yiσ(wTxi)− σ(wTxi) + yiσ(wTxi)

]

=
1

K

[
K∑
i=1

xji(yi − σ(wTxi))

]

=
1

K

[
K∑
i=1

xji(ei))

]
.

El coeficiente ei representa la diferencia entre el valor estimado por la red para la observación

xi y la etiqueta verdadera yi. Calculando la norma del gradiente de ∂l
∂wj

se tiene que:

∣∣∣∣ ∂l∂wj

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

K

K∑
i=1

xjiei

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

K

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

K∑
i=1

xjiei

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1

K

∣∣∣∣
(

K∑
i=1

x2
ji

) 1
2
(

K∑
i=1

e2i

) 1
2
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Asumamos que existe un valor |emax| tal que |emax| ≥ |ei|, ∀i = 1 : K. Entonces se puede ver

que:

∣∣∣∣ ∂l∂wj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

K

∣∣∣∣
(

K∑
i=1

x2
ji

) 1
2
(

K∑
i=1

e2max

) 1
2

Previamente se establecieron dos aspectos importantes: (i) Las arquitecturas neuronales

convencionales con funciones de activación continuas en el sentido Lipschitz son también

Lipschitz continuas, (ii) la diferencia entre dos valores de la imagen de una función Lipschitz

esta acotada por el producto de la cota de Lipschitz y el error en los datos de entrada

||y0−yn||Y ≤ Kϵ. Entonces, dado que el Perceptrón es una función continua en el sentido de

Lipschitz se tiene que el error en la salida ei esta acotada por LBϵi, con ϵi la perturbación

al dato xi. Lo anterior se cumple en particular para emax, que se relacionaŕıa con algún ϵmax

de alguna observación, entonces:

∣∣∣∣ ∂l∂wj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

K

∣∣∣∣
(

K∑
i=1

x2
ji

) 1
2
(

K∑
i=1

|emax|2
) 1

2

≤
∣∣∣∣ 1

K

∣∣∣∣
(

K∑
i=1

x2
ji

) 1
2

K
1
2 |emax|

≤
∣∣∣∣ 1

K

∣∣∣∣
(

K∑
i=1

x2
ji

) 1
2

K
1
2LBϵmax

Considérese también que existe una componente j en las K observaciones que satisface que

|xjmax| ≥ |xji|, ∀i = 1 : K, por lo tanto:

∣∣∣∣ ∂l∂wj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

K

∣∣∣∣
(

K∑
i=1

|xji|2
) 1

2

K
1
2LBϵmax

≤
∣∣∣∣ 1

K

∣∣∣∣K 1
2 |xjmax|K

1
2LBϵmax

≤ |xjmax|ϵmaxLB.

Al considerar una normalización sobre los datos de entrada entonces:

∣∣∣∣ ∂l∂wj

∣∣∣∣ ≤ ϵmaxLB.
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Lo anterior implica que la magnitud de las componentes del gradiente de la función de costo

para algún peso wj esta acotada por la cota de Lipschitz, y factores asociados a la pertur-

bación de los datos. La norma del gradiente esta asociada directamente con el proceso de

aprendizaje y permite, junto con la tasa η, establecer el paso de actualización de los pesos. La

dirección del gradiente es fundamental, sin embargo una magnitud muy “grande” afectaŕıa

la convergencia del método y podŕıa llegar a generar saltos en el espacio de búsqueda de los

parámetros óptimos, incluso se puede relacionar con el fenómeno de explosión del gradiente.

Por el contrario, al tener escenarios para los cuales se generen normas del gradiente “pe-

queñas” no se efectúan cambios significativos de los parámetros, esto afecta la convergencia

y dificulta la capacidad de evadir de mı́nimos locales.

Análisis 2. Estructura residual convencional de una capa

Proposición 3.1.5

Si se cuenta con una estructura de red neuronal residual con una capa oculta como se

presenta en la Figura 3-4 y con función de activación sigmoide, entonces la magnitud

de la derivada parcial de la función de costo respecto al peso w
(2)
1j esta acotada por la

constante LB. La notación del súper ı́ndice entre paréntesis representa la capa en la

cual está presente el peso.

+

+

+

Figura 3-4.: Diagrama de la arquitectura de red neuronal residual de una capa oculta.

En el modelo presentado en la Figura 3-4 la notación a señala la pre-activación de la neurona

y z las activaciones, el súper ı́ndice hace referencia a la capa. De forma general se pueden

establecer las siguiente ecuaciones:
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a
(1)
j = x1w

(1)
j1 + · · ·+ xjw

(1)
jj + · · ·xnw

(1)
jn , (3-5)

z
(1)
j = σ(a

(1)
j ) + xj, (3-6)

a
(2)
1 = z

(1)
1 w

(2)
11 + · · ·+ z

(1)
j w

(2)
1j + · · · z(1)n w

(2)
1n , (3-7)

z
(2)
1 = σ(a

(2)
1 ). (3-8)

Las Ecuaciones 3-5 y 3-7 señalan las pre-activaciones de las neuronas en la primera y segun-

da capa, respectivamente. Por su parte, las Ecuaciones 3-6 y 3-8 indican la activación en la

primera y segunda capa. El factor e
(3)
1 se considera el error cometido en la salida de la red,

el súper ı́ndice (3) denota que ocurre posterior a la activación de la capa (2).

Calculando la derivada de la función de costo respecto al peso w
(2)
1j , se tiene

∂l

∂w
(2)
1j

=
∂e

(3)
1

∂z
(2)
1

∂z
(2)
1

∂a
(2)
1

∂a
(2)
1

∂w
(2)
1j

.

Las derivadas parciales tienen la siguiente forma,

∂e
(3)
1

∂z
(2)
1

=
1

K

K∑
i=1

(
yi

z
(2)
1

−

(
1− yi

1− z
(2)
1

))

=
1

K

K∑
i=1

(
yi

σ(a
(2)
1 )
−

(
1− yi

1− σ(a
(2)
1 )

))
,

∂z
(2)
1

∂a
(2)
1

= σ
(
a
(2)
1

)(
1− σ

(
a
(2)
1

))
,

∂a
(2)
1

∂w
(2)
1j

= z
(1)
j .

De manera que se tiene:
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∂l

∂w
(2)
1j

=
∂e

(3)
1

∂z
(2)
1

∂z
(2)
1

∂a
(2)
1

∂a
(2)
1

∂w
(2)
1j

=
1

K

K∑
i=1

(
yi

σ(a
(2)
1 )
−

(
1− yi

1− σ(a
(2)
1 )

))
σ(a

(2)
1 )(1− σ(a

(2)
1 ))z

(1)
j

=
1

K
z
(1)
j

K∑
i=1

(yi − yiσ(a
(2)
1 )− σ(a

(2)
1 ) + yiσ(a

(2)
1 ))

=
1

K
z
(1)
j

K∑
i=1

(yi − σ(a
(2)
1 ))

=
1

K
z
(1)
j

K∑
i=1

ei

De forma análoga al análisis anterior se asume que existe un valor |emax| tal que |emax| ≥ |ei|,
∀i = 1 : K. Entonces,

∂l

∂w
(2)
1j

=
1

K
z
(1)
j

K∑
i=1

ei

≤ 1

K
z
(1)
j

K∑
i=1

|ei|

≤ z
(1)
j |emax|.

Ahora, tomando la norma de
∂l

∂w
(2)
1j

y asumiendo el mismo análisis planteado para la estruc-

tura del perceptron se tiene:

∣∣∣∣∣ ∂l

∂w
(2)
1j

∣∣∣∣∣ ≤ |z(1)j ||emax|

≤ |z(1)j |ϵmaxLB.

Proposición 3.1.6

Si se cuenta con una estructura de red neuronal residual con una capa oculta como

se presenta en la Figura 3-4 y con función de activación sigmoide, la magnitud de

la derivada parcial de la función de costo respecto al peso w
(1)
jj esta acotada por la

constante LB. La notación del súper ı́ndice denota la capa en la cual esta presente el

peso, en este caso es la capa interna.
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La derivada parcial de la función de costo respecto al peso w
(1)
jj corresponde a

∂l

∂w
(1)
jj

=
∂e

(3)
1

∂z
(2)
1

∂z
(2)
1

∂a
(2)
1

∂a
(2)
1

∂z
(1)
j

∂z
(1)
j

∂a
(1)
j

∂a
(1)
j

∂w
(1)
jj

=
1

K
w

(2)
1j σ(a

(1)
j )(1− σ(a

(1)
j ))

K∑
i=1

eixij

Tomando la magnitud de
∂l

∂w
(1)
jj

, se tiene:

∣∣∣∣∣ ∂l

∂w
(1)
jj

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

K
w

(2)
1j σ(a1j)(1− σ(a1j))

K∑
i=1

eixij

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

K

∣∣∣∣ |w(2)
1j ||σ′(a

(1)
j )|

∣∣∣∣∣
K∑
i=1

eixij

∣∣∣∣∣
<

∣∣∣∣ 1

K

∣∣∣∣ |w(2)
1j ||σ′(a

(1)
j )|

(
K∑
i=1

e2i

) 1
2
(

K∑
i=1

x2
ij

) 1
2

.

Dado que |σ′(a
(1)
j )| ≤ 1/4 entonces |σ′(a

(1)
j )| < 1, y

∣∣∣∣∣ ∂l

∂w
(1)
jj

∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣ 1

K

∣∣∣∣ |w(2)
1j |

(
K∑
i=1

e2i

) 1
2
(

K∑
i=1

x2
ij

) 1
2

.

Realizando el mismo análisis que se llevo a cabo para el Perceptrón se tiene:

∣∣∣∣∣ ∂l

∂w
(1)
jj

∣∣∣∣∣ ≤ |w(2)
1j ||xjmax|ϵmaxLB.

Sin pérdida de generalidad, considerando que los datos están normalizados, se tiene que:

∣∣∣∣∣ ∂l

∂w
(1)
jj

∣∣∣∣∣ ≤ |w(2)
1j |ϵmaxLB.

Este análisis permite considerar que la magnitud de la función de costo para algún peso de

la capa interna de la arquitectura propuesta queda acota por la cota de Lipschitz y factores

de los pesos de la siguiente capa. Esta arquitectura y el Perceptrón puede generalizarse en

redes de mayor profundidad, de manera que, en general se puede considerar que la magnitud

de todas las derivadas parciales de los pesos frente a la función de costo se acotan por LB.
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Relación de la cota de Lipschitz con normas equivalentes

En los procesos de regularización generalmente se usan expresiones relacionadas con normas

||·||, por ejemplo al considerar la regularización L2, sobre las matrices de pesos por capa, esta

regularización es el cuadrado de la norma de Frobenius. Dado que en Rn×n todas las normas

son equivalentes (ver Anexo Sección C.3), entonces, las normas matriciales de Mn,n(R)

también lo son. Esto es consecuencia de que el espacio Rn×n es isomorfo a Mn,n(R). En

particular se puede ver que la norma de Frobenius || · ||F , definida como se presenta en la

Ecuación 3-9 es una cota superior de la norma espectral || · ||2.

||W||F =

(
n∑

i=1

n∑
j=1

w2
ij

) 1
2

(3-9)

Proposición 3.1.7

Si se tiene una matriz de entradas reales W y tamaño n× n, es decir, W ∈Mn,n(R),

entonces su norma de Frobenius, defina en la Ecuación 3-9, es una cota superior de su

norma espectral.

||W||F =

(
n∑

i=1

n∑
j

w2
ij

) 1
2

=< W,W >
1
2

=
[
Tr(WTW)

] 1
2

=

[
n∑

i=1

(λi(W
TW))

] 1
2

≥
[

máx
1≤ i ≤n

λi(W
TW)

] 1
2

= ||W||2

Proposición 3.1.8

Si se tiene una matriz de entradas reales W y tamaño n× n, es decir, W ∈Mn,n(R),

entonces la norma de Frobenius, definida en la Ecuación 3-9, es una cota inferior del

producto
√
n||W||2.
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||W||F =

[
n∑

i=1

(λi(W
TW))

] 1
2

≤

[
n∑

i=1

(λmax(W
TW))

] 1
2

=
√
n[(λmax(W

TW))]
1
2

=
√
n||W||2

Entonces, se tiene que

||W||2 ≤ ||W||F ≤
√
n||W||2. (3-10)

Como se ha establecido la norma espectral ||W||2 de una matriz de pesos, en una arquitec-

tura neuronal, corresponde a la constante de Lipschitz particular de una capa. Al aplicar

técnicas de regularización L2 se puede observar por la Desigualdad 3-10 que se restringe la

cota de la ||W||2 y si la regularización disminuye significativamente el valor de ||W||F se

reducirá la cota de Lipschitz también. Este hecho puede explicar la tendencia a la reducción

de la cota de Lipschitz en los experimentos computacionales de este Caṕıtulo.

Los análisis teóricos realizados en este Caṕıtulo permiten concluir que la propiedad de la

continuidad de Lipschitz en redes neuronales, vistas como funciones, se relaciona con la ca-

pacidad de tolerancia a las variaciones en las entrada. Además, la norma del gradiente y la

variación de los pesos esta acotado por la cota de Lispchitz, y en un sentido más estricto,

por la constante. Estos dos elementos señalan como buen candidato de la medida del so-

breajuste y robustez a la constante o una cota de Lipschitz. A continuación se presentan

algunas simulaciones computacionales en las que se estimaron las cotas de Lipschitz para los

modelos neuronales en los escenarios de los Experimentos A y B realizados en el caṕıtulo

anterior. En ambos experimentos se forzaron estructuras sobre-ajustadas, y se concluyó que

caracteŕısticas como la insuficiencia de datos para el entrenamiento y la complejidad del

modelo, determinada en estos experimentos por el número de capas, inciden en escenarios

con mayor tendencia al sobreajuste.
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(a) Modelo 2 capas residuales
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(b) Modelo 4 capas residuales
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(c) Modelo 6 capas residuales
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(d) Modelo 8 capas residuales
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(e) Modelo 10 capas residuales
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(f) Modelo 12 capas residuales

Figura 3-5.: log10(LB) Cota de Lipschitz para modelos neuronales con diferente cantidad

de capas residuales. Experimento A Subsección 2.3.2.
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(a) Modelo 1 capas residuales
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(b) Modelo 3 capas residuales
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(c) Modelo 5 capas residuales
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(d) Modelo 7 capas residuales
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(e) Modelo 9 capas residuales
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(f) Modelo 11 capas residuales

Figura 3-6.: log10(LB) Cota de Lipschitz para modelos neuronales con diferente cantidad

de capas residuales. Experimento B Subsección 2.3.2.
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Los resultados para la constante de Lipschitz refuerzan la conclusión y permiten constatar

que esta medida puede servir como gúıa para evaluar el sobreajuste en un modelo. Las Fi-

guras 3-5 y 3-6 presentan la evolución de la cota de Lipschitz a través de las épocas y para

cada uno de los modelos. Se puede analizar que en los modelos que resultaron con mayor

sobreajuste (Ver Subsección 2.3.2) la cota alcanza un valor más elevado, que incrementa su

orden al añadir capas al modelo. Lo anterior tiene sentido aritmético, ya que, la cota es el

producto de las normas espectrales de todas las capas. También se observa que la cota de

Lipschitz presenta una elevada variabilidad en escenarios repetitivos como el entrenamiento

por validación cruzada, esta variabilidad es más acentuada en modelos complejos por ejem-

plo se puede notar en Figura 3-5f y en Figura 3-6f que la franja de la desviación entandar

abarca más área.

La discusión anterior y lo desarrollado en la propuesta de restricciones aleatorias se sintetiza

en la segunda modificación del algoritmo. Se propone usar como valor λ de penalización de

la restricción la norma espectral de la capa aleatoria elegida en cada iteración. Cuando la

capa tenga un aporte significativo a la cota de Lipschitz se penalizará fuertemente la norma

de Frobenious de los pesos, en caso contrario la penalización será débil. Si en una capa los

pesos tienden a cero, el algoritmo y la estructura residual recuperaran su aporte al proceso

de entrenamiento, o se considerará que la capa se apagó, esto no afectará la propagación

hacia adelante dado que es una estructura residual. Formalmente se presenta el algoritmo

propuesto como sigue:

Modificación 2. Regularización adaptativa de Lipschitz con restricciones aleatorias

Considere el algoritmo con la Modificación 1 en el cual las regularizaciones individuales

por cada capa se trabajan de forma aleatoria. Esta metodoloǵıa está propuesta para

algoritmos de aprendizaje con optimización por lotes, en particular para el Gradiente

Estocástico y en la estructura de red residual (ResNet). Ahora, trabajando con la

norma de Frobenius como función de penalización, se modifica la Ecuación 3-1 por la

Ecuación 3-11. La elección del parámetro λa en cada iteración corresponde a la norma

espectral de la capa a, denotada como
√

ρ(W(a)TW(a)). En el algoritmo 3.2 se presenta

el pseudocódigo de esta propuesta.

lr(y, ŷ) = l(y, ŷ) +
√

ρ(W(a)TW(a))||W(a)||F (3-11)



3.2 Experimentos computacionales 69

Algoritmo 3.2: Entrenamiento regularización adaptativa de Lipschitz con

restricciones aleatorias
Entrada:

X conjunto de datos de entrenamiento,

η tasa de aprendizaje,

Ne número de épocas,

Nb número de lotes,

f(X; θ) modelo red neuronal residual

Salida: θ = {W,b} parámetros del modelo, pesos y bias

θ0 ← Aleatorio;

para epoch = 1 : Ne hacer

Barajar datos de entrenamiento Xs ← X;

Generar Nb lotes del conjunto de entrenamiento barajado Xs;

i← 0;

para batch = 1 : Nb hacer

Generar ı́ndice capa residual aleatoria a← Aleatorio;

Calcular la norma espectral de la capa a λa ←
√
ρ(W(a)TW(a));

Calcular gradiente función de costo

ŷ = f(X[batch]; θi);

∇lr = ∇θi(l(y, ŷ) + λa||W(a)||F );
Encontrar θi+1 ← θi − η∇lr ;

i← i+ 1;

θ0 ← θi+1;

devolver [θ0]

3.2. Experimentos computacionales

En esta sección se presentan algunos resultados comparativos del desempeño del método

propuesto. En la Subsección 3.2.1 se proponen algunos experimentos evaluados con conjuntos

estándar de datos y en la Subsección 3.2.2 se evalúa la robustez del clasificador al enfrentarse

a imágenes adversarias.

3.2.1. Validación en conjuntos estándar de datos

Los experimentos de este apartado se enfocan en comparar el desempeño del método pro-

puesto con técnicas convencionales para la reducción del sobreajuste. En los experimentos

se contrastan los resultados del entrenamiento con los métodos de regularización L1, L2 y

la técnica de Dropout, además se construyeron diferentes arquitecturas variando el número
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de capas residuales del modelo. Es importante señalar que para los métodos L1 y L2 se

realizó una sintonización previa del parámetro λ utilizando una búsqueda de grilla para cada

arquitectura neuronal, en la selección se optó por el valor que mejor resultado promedio

presentara en la evaluación con el conjunto de validación. Metodoloǵıa similar se aplicó en

el caso del método de Dropout, la probabilidad de desconexión, aplicada en todas las capas

de la arquitectura, se eligió después de una búsqueda de grilla con validación cruzada. Las

arquitecturas de red para los Experimentos A y B coinciden con la propuesta en la Figu-

ra 2-7 y evaluados con diferente numero de capas residuales. En el caso de los experimentos

C y D se fijó un número de capas residuales y se acondicionó la capa de entrada de acuerdo

con el número de caracteŕısticas del conjunto de datos.

Experimento A

Para este experimento se empleó el conjunto de datos MNIST de imágenes de escritura de

los d́ıgitos. De forma similar al escenario del Experimento A de la Subsección 2.3.2 se

emplearon 10.000 imágenes de entrenamiento y 10.000 de prueba, con validación cruzada

de 5 pliegues. Los demás parámetros de configuración se fijaron igual que en el caso del

Experimento A (Subsección 2.3.2). Las pruebas se realizaron para un número de capas

residuales de 4, 6 y 8.

En la Figura 3-7 se presenta la curva de aprendizaje para el modelo neuronal de 4 ca-

pas residuales. El método propuesto el cual se denominó Regularización adaptativa de

Lipschitz con restricciones aleatorias, se notará como Regularización LBA. Para esta

arquitectura los resultados indican que en el método de regularización LBA las curvas de

aprendizaje mantiene un comportamiento similar tanto en entrenamiento como en valida-

ción, esta caracteŕıstica resalta la factibilidad del método para contrarrestar el sobreajuste.

La regularización L1 y L2 generan curvas más distanciadas para los datos de entrenamiento

y prueba. En el método de Dropout se puede observar que la curva de validación se ubica

por encima que la de entrenamiento.

La Figura 3-7 también indica que la variabilidad de los modelos con diferentes técnicas de

entrenamiento cambia para cada una. En la regularización LBA se observa en las primeras

épocas una variación mayor, sin embargo en la etapa de convergencia esta variación se

reduce. En el caso de la regularización L2, también se observa una zona con variación más

pronunciada al inicio del proceso de aprendizaje, similar a los resultados de la regularización

L1. En el caso del método de Dropout las franjas de la desviación estándar se mantienen

constantes alrededor del valor promedio de la precisión, estas franjas disminuyen a medida

que se incrementan las épocas.
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(a) Regularización LBA
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(b) Regularización L2
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(c) Regularización L1
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(d) Regularización Dropout

Figura 3-7.: Curvas de aprendizaje modelo de 4 capas residuales. Experimento A.

La Figura 3-8 presenta el comportamiento de la cota de Lipschitz, en escala logaŕıtmica,

para el modelo de 4 capas residuales. Como se puede observar, al emplear el método de

la regularización LBA la curva decrece, en la escala logaŕıtmica preserva un decaimiento

exponencial. La regularización L1 también indica un comportamiento decreciente para la cota

de Lipschitz, sin embargo, presenta franjas de desviación estándar acentuadas. El método de

regularización L2 establece una cota de carácter incremental, que converge en su valor medio

a partir de la época 20. En el caso de Dropout también se tiene un comportamiento creciente,

pero no se evidencia un valor de convergencia, en este caso también son pronunciadas las

franjas que ilustran la desviación estándar. Para esta arquitectura el método que menor

variabilidad presenta en la cota de Lipschitz es la regularización LBA, también es la curva

que menor valor alcanza.
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(a) Regularización LBA
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(b) Regularización L2
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(c) Regularización L1
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(d) Regularización Dropout

Figura 3-8.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo de 4 capas residuales. Experimento A.

Los resultados para el modelo neuronal de 6 capas se presentan en la Figura 3-9. Para este

modelo los resultados son bastante similares a los expuesto en el modelo de 4 capas, con

la diferencia que todas las curvas de aprendizaje tienden a incrementar la diferencia entre

entrenamiento y validación. De los métodos de entrenamiento presentados la regularización

LBA continua siendo la que menor diferencia presenta entre los resultados de entrenamiento

y validación. En el caso de la regularización L1 se observa una área de alta variabilidad

en la cual las franjas de desviación estándar están pronunciadas, este fenómeno ocurre en

las primeras capas. El método de regularización LBA también presenta esta caracteŕıstica,

aunque menos acentuada que en el caso L1. En el caso de la regularización por Dropout se

continua la tendencia a tener una curva de validación por encima de la de aprendizaje.
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(a) Regularización LBA

0 10 20 30 40 50 60
Época

0.20

0.30

0.40

0.50

0.60

0.70

0.80

0.90

1.00

Pr
ec

is
ió

n

Precisión entrenamiento
Precisión validación
 precisión entrenamiento
 precisión validación

(b) Regularización L2
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(c) Regularización L1
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(d) Regularización Dropout

Figura 3-9.: Curvas de aprendizaje modelo de 6 capas residuales. Experimento A.

Para la arquitectura de 6 capas residuales la cota de Lipschitz se ilustra en la Figura 3-10.

En el método de regularización LBA se puede observar el decaimiento en la cota de Lips-

chitz, además la curva mantiene franjas de desviación estándar que abarcan menor área en

comparación con los otros métodos. La regularización L1 y L2 también generan comporta-

mientos decrecientes en la cota de Lipschitz, pero ambos presentan mayor variabilidad en

comparación con la regularización LBA. A diferencia de estos métodos, la cota de Lipschitz

tiene un comportamiento incremental para la estrategia de regularización Dropout.
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(c) Regularización L1
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Figura 3-10.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo de 6 capas residuales. Experimento A.

En la ultima arquitectura los resultados de las curvas de aprendizaje presentados en la

Figura 3-11 indican que se conserva la tendencia a mantener comportamientos similares

entre validación entrenamiento para el método de regularización LBA. En las curvas de

aprendizaje para las regularizaciones L1 y L2 se puede evidenciar mayor diferencia entre los

resultados de validación y entrenamiento, además, de una elevada variabilidad reflejadas en

el aumento de las franjas de desviación estándar. En el caso del método de regularización

LBA en las primeras épocas se observar una área marcada de variabilidad, sin embargo,

cuando se aproxima a la zona de convergencia esta variabilidad disminuye. El método de

Dropout conserva la tendencia de generar curvas de validación que se ubican por encima

de las de aprendizaje, sin embargo, para esta arquitectura con más capas, la variabilidad

aumenta, incrementando la dependencia de los resultados con el conjunto de entrenamiento.
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(a) Regularización LBA
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Figura 3-11.: Curvas de aprendizaje modelo de 8 capas residuales. Experimento A.

En cuanto a la variabilidad general de las curvas de aprendizaje de los modelos al cambiar

de conjuntos de entrenamiento se observa que al incrementar el número de capas se tiene un

incremento en la variación que se sufre. En especial los modelos presentan altas variaciones

en las épocas previas a alcanzar convergencia. Los métodos que más variabilidad exponen

son la regularización L1 y LBA, no obstante, en la etapa de convergencia LBA disminuye la

variabilidad, tanto para el conjunto de prueba como de validación.

La evolución de la cota de Lipschitz para la arquitectura de 8 capas residuales es presentada

en escala logaŕıtmica en la Figura 3-12. Se puede evidenciar que en el método de regu-

larización LBA se mantienen los resultados alcanzados en las otras arquitecturas, la cota

de Lipschitz presenta un comportamiento decreciente. Estas dinámicas también se replican

en la regularización L2, aunque, las curvas muestran mayor variabilidad. En el caso de la
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regularización L1 y Dropout las curvas tienden a incrementar conforme avanza el proceso de

aprendizaje. En ambos métodos se puede observar una variabilidad alta, ilustrada por las

franjas de desviación estándar.
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Figura 3-12.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo de 8 capas residuales. Experimento A.

En general, el comportamiento de la cota de Lipschitz es distinto al método convencional

presentado en la Figura 3-5, en el método LBA se observa que independiente de la arquitec-

tura se disminuye el valor de la cota de Lipschitz. Un comportamiento similar ocurre para

los métodos L1 y L2, sin embargo, no es constante a través del número de capas residuales

de la arquitectura. Por ejemplo, en Figura 3-8b la cota crece hasta un punto y se mantiene

constante, mientras que en Figura 3-10b y Figura 3-12b disminuye su valor. En el caso del

método Dropout se observa un crecimiento de la cota que se compara con el entrenamiento

convencional, pero no es exactamente igual.
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Finalizado el entrenamiento de las estructuras residuales se realizó la evaluación con el con-

junto de prueba que dispone de 10.000 imágenes. Los resultados de esta evaluación se pre-

senta en la Tabla 3-1. Las métricas %TrainĀcc y %TestĀcc corresponden al porcentaje

de la precisión promedio al evaluar el modelo con los conjuntos de entrenamiento y prueba,

respectivamente. Los valores de std(TrainĀcc) y std(TestĀcc) indican la desviación estándar

a través de los pliegues de la validación cruzada para los valores de la precisión en entre-

namiento y prueba. En la Tabla 3-1, también se indica el tiempo empleado en el entre-

namiento y la diferencia entre la precisión promedio de entrenamiento y prueba, denotado

como %|TrainĀcc − TestĀcc|. Estas mismas convenciones se utilizarán para las tablas de

evaluación de los experimentos de esta sección. En cada tabla se resalta en negrita los valores

máximos para las precisiones promedios y los mı́nimos para las desviaciones, la diferencia

entre los promedios de precisión en entrenamiento y prueba, y para el tiempo.

En los resultados de evaluación se puede observar, para el modelo de 4 capas residuales, que

el método de regularización LBA presenta una diferencia menor entre lo logrado en entre-

namiento y prueba. El mejor resultado en precisión se logra al aplicar regularización L2, sin

embargo, es el método con mayor diferencia entre el entrenamiento y prueba. El método con

menor tiempo de entrenamiento es la regularización L1, la cual también presenta la menor

desviación estándar para los datos de prueba. El método de Dropout resulta ser el menos

conveniente, presenta altos valores para la desviación estándar y bajos valores de precisión.

La Tabla 3-1 también nos indica los resultados para la arquitectura de 6 capas, se puede

observar que la menor diferencia de la precisión promedio con los datos de entrenamiento y

prueba es para el método Dropout, no obstante, es el que menor precisión alcanza. Situación

similar sucede en el modelo de 8 capas, Dropout señala la menor diferencia pero es el método

de mas bajo desempeño para la métrica de precisión. Las regularizaciones L1 y L2 alcanzan

valores altos de precisión pero son los método en los cuales más se acentúa la diferencia entre

el conjunto de prueba y entrenamiento.

Independientemente de la arquitectura el método de regularización LBA mantiene las des-

viaciones estándar alrededor de un valor, contrario al comportamiento de los demás métodos

que cambian estos valores al agregar más capas residuales. El tiempo de entrenamiento señala

que el método de regularización LBA requiere más tiempo, no obstante, este valor no difiere

significativamente de los otros métodos, incluso para la arquitectura de 8 capas el método

L2 resulta en un tiempo mayor.
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Tabla 3-1.: Resultados de la precisión en el entrenamiento y la prueba de los diferentes

modelos de redes neuronales residuales para el Experimento A de la Subsec-

ción 3.2.1.

# de

capas

residuales

Métricas LBA L2 L1 Dropout

4

% TrainĀcc 90.29 97.06 95.92 88.68

% TestĀcc 88.67 92.20 92.19 91.22

% |TrainĀcc − TestĀcc| 1.62 4.86 3.73 2.54

± std(TrainĀcc) 0.377 0.211 0.382 3.865

± std(TestĀcc) 0.356 0.257 0.215 0.477

Tiempo de entrenamiento [s] 144 136 116 122

6

% TrainĀcc 92.93 96.01 96.96 88.87

% TestĀcc 90.63 92.32 92.05 90.09

% |TrainĀcc − TestĀcc| 2.30 3.69 4.91 1.22

± std(TrainĀcc) 0.353 0.260 0.207 2.221

± std(TestĀcc) 0.394 0.231 0.187 1.374

Tiempo de entrenamiento [s] 159 157 132 132

8

% TrainĀcc 94.19 96.41 97.34 84.77

% TestĀcc 91.17 91.99 89.17 87.38

% |TrainĀcc − TestĀcc| 3.02 4.42 8.17 2.61

± std(TrainĀcc) 0.356 0.345 1.736 3.865

± std(TestĀcc) 0.300 0.750 1.788 2.404

Tiempo de entrenamiento [s] 175 183 148 148

Experimento B

En este experimento se empleó el conjunto de datos Fashion MNIST utilizado en el Experi-

mento B de la Subsección 3.2.1. Se usaron 10.000 imágenes en el conjunto de entrenamiento

y el mismo número para prueba, los demás parámetros se fijaron igual que la configuración

del Experimento B (Subsección 3.2.1). El experimento se realizó para arquitecturas neuro-

nales de 3, 5 y 7 capas residuales con la estructura que presenta la Figura 2-7.



3.2 Experimentos computacionales 79

La Figura 3-13 presenta las curvas de aprendizaje contrastando el resultado logrado con el

método propuesto de Regularización LBA y los métodos L1, L2 y Dropout. En las gráficas

se puede observar un comportamiento análogo al Experimento A de esta sección, el método

de regularización LBA es, entre los métodos que se probaron, el que mejor mantienen la

relación de las curvas con los datos de entrenamiento y validación. La regularización L2 y

L1 generan curvas con diferencias en los resultados de entrenamiento y validación. Por su

parte el método de Dropout presenta resultado de validación por encima que los alcanzados

en entrenamiento. La variabilidad no es muy alta para los método de regularización LBA,

L1 y L2, pero si se evidencia mayor tendencia a variaciones en Dropout.
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Figura 3-13.: Curvas de aprendizaje modelo de 3 capas residuales. Experimento B.
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En la Figura 3-14 se muestran las cotas de Lipschitz en escala logaŕıtmica. Para esta arqui-

tectura se puede observar que el comportamiento de la cota se reduce a través del proceso de

aprendizaje al emplear el método de regularización LBA. Una situación similar se presenta

en la regularización L1, sin embargo, el decaimiento es menos pronunciado y se observa en las

primeras épocas una tendencia incremental que luego decae. En la regularización L1 también

se observan marcadas franjas de desviación estándar, señalando una dependencia mayor del

conjunto de entrenamiento. En el caso de regularización L2 y Dropout el comportamiento de

la cota es incremental, en ambas técnicas la cota aumenta sin convergencia a ningún valor.

Además, se reflejan franjas de desviación estándar ampliamente marcadas.
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Figura 3-14.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo de 3 capas residuales. Experimento B.
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La Figura 3-15 presenta las curvas de aprendizaje para la estructura de 5 capas residuales.

En las figuras se puede observar un incremento de la variabilidad, en comparación con la

arquitectura anterior, por ejemplo en el caso de la regularización L1, durante la mitad del

entrenamiento el área que representa la desviación estándar está ampliamente acentuada. En

el caso de la regularización L2 se observa una variabilidad considerable, además, las curvas

de validación y entrenamiento tiene una separación notable. El método de Dropout también

incrementa sus variaciones, estas franjas no reducen incluso en la zona donde se esperaŕıa

el método converja. De los método presentados la regularización LBA conserva la similitud

entre entrenamiento y validación, aśı mismo, es el método que menor variabilidad expone.
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Figura 3-15.: Curvas de aprendizaje modelo de 5 capas residuales. Experimento B.
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Las cotas de Lipschitz para la arquitectura de 5 capas residuales se encuentran ilustradas en

la Figura 3-16. En el método de regularización LBA se puede notar una clara disminución

de la cota, además de tener una desviación estándar menor. En el caso de las regularizaciones

L1, L2 y Dropout la tendencia de la cota es de tipo incremental, en ninguno de estos métodos

la cota logra estabilizarse cerca de algún valor. El crecimiento mantiene una forma similar en

los tres casos, pero la variación es notablemente mayor en la técnica L1. Los demás métodos

también presentan franjas de desviación estándar más altas que la Regularización LBA. A

modo de comparación, usando la regularización LBA la medida de la cota de Lipschitz es

robusta a la elección del conjunto de entrenamiento con el cual se entrene el modelo.
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Figura 3-16.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo de 5 capas residuales. Experimento B.

En la arquitectura final con 7 capas residuales la complejidad del modelo se incrementa,

y esto impacta la variabilidad de las curvas de aprendizaje presentadas en al Figura 3-17.

Como se puede notar los métodos han incrementado las franjas que señalan la desviación



3.2 Experimentos computacionales 83

estándar, en particular para la regularización L2 y Dropout. La similitud entre los resultados

de entrenamiento y validación se conserva para el método de regularización LBA, además,

es el que menor variabilidad presenta. Otro aspecto a resaltar es que en esta arquitectura la

técnica de Dropout no logra alcanzar una precisión adecuada disminuyendo la capacidad de

aprendizaje del clasificador.
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Figura 3-17.: Curvas de aprendizaje modelo de 7 capas residuales. Experimento B.

En general, el método de regularización LBA es, entre los métodos que se probaron, el que

mejor mantienen la relación de las curvas con los datos de entrenamiento y validación. Similar

a lo observado en el caso anterior, el método de Dropout en todas las arquitecturas presenta

una curva de validación que se ubica por encima de la curva con los datos de entrenamiento.

Las regularizaciones L1 y L2 alcanzan el más alto valor final con los datos de validación,

pero es muy cercano al logrado en LBA, además, en ambos método se puede observar una

diferencia notable entre los conjuntos de validación y prueba. Otro aspecto a resaltar es la
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convergencia, el método LBA requiere menos épocas para estabilizar su comportamiento,

contrario a los demás métodos que logran estabilizarse en un número mayor de épocas.
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Figura 3-18.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo de 7 capas residuales. Experimento B.

En la Figura 3-18 se muestran las curvas de la evolución de la cota de Lipschitz para la

arquitectura de 7 capas residuales. Como ocurrió las arquitecturas previas, el método de

regularización LBA genera un decaimiento de la cota. Por el contrario en Dropout se en-

cuentra un crecimiento sin evidente valor que permita analizar algún tipo de estabilización.

Los métodos L1 y L2 para esta arquitectura también tiene cotas que decrecen, sin embargo

ambos métodos tienen mayor variabilidad que la regularización LBA.

En las tres arquitecturas el método regularización LBA genera una cota de Lipschitz que

disminuye a través de las épocas, este comportamiento también se obtiene para la cota de la

regularización L2, únicamente en la arquitectura de 7 capas Figura 3-18b y para L1 en las
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arquitecturas de 3 y 7 capas como se muestra en la Figura 3-14c y Figura 3-18c. Además, el

método de regularización LBA se destaca por presentar una menor variación para las curvas

de la cota de Lipschitz.

Tabla 3-2.: Resultados de la precisión en el entrenamiento y la prueba de los diferentes

modelos de redes neuronales residuales para el Experimento B de la Subsec-

ción 3.2.1.

# de

capas

residuales

Métricas LBA L2 L1 Dropout

3

% TrainĀcc 78.13 87.56 86.19 78.80

% TestĀcc 76.79 83.03 82.80 81.07

% |TrainĀcc − TestĀcc| 1.34 4.53 3.39 2.27

± std(TrainĀcc) 1.039 0.539 0.486 2.855

± std(TestĀcc) 0.620 0.391 0.576 2.247

Tiempo de entrenamiento [s] 121 78 117 88

5

% TrainĀcc 81.77 87.47 86.76 77.95

% TestĀcc 79.87 81.84 81.73 79.63

% |TrainĀcc − TestĀcc| 1.90 5.63 5.03 1.68

± std(TrainĀcc) 0.357 1.741 1.080 3.920

± std(TestĀcc) 0.509 1.635 0.614 3.241

Tiempo de entrenamiento [s] 153 90 135 102

7

% TrainĀcc 83.51 86.23 86.08 74.23

% TestĀcc 80.66 81.05 81.44 76.35

% |TrainĀcc − TestĀcc| 2.85 5.18 4.64 2.12

± std(TrainĀcc) 0.467 1.094 1.134 4.644

± std(TestĀcc) 0.500 1.481 0.844 4.215

Tiempo de entrenamiento [s] 208 104 153 117

Los resultados de la evaluación con el conjunto de prueba se resumen en la Tabla 3-2.

Para la arquitectura de 3 capas residuales el método de regularización LBA presenta la

menor diferencia del promedio de precisión con el conjunto de entrenamiento y prueba, sin

embargo, también es el método que menor precisión logra. En las arquitectura de 5 y 7

capas la regularización LBA presenta el más bajo nivel de desviación estándar, lo cual indica
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una menor dependencia del conjunto que se emplea para entrenar el modelo. Los método de

regularización L1 y L2 son lo que mejor desempeño alcanzan en precisión, pero también son

los que mas acentúan la diferencia entre los conjuntos de entrenamiento y prueba. Para esta

métrica el método de Dropout logra la menor diferencia en las arquitecturas de 5 y 7 capas,

pero es el método que menor precisión alcanza. En cuanto al tiempo, la regularización LBA

es el método que más tarda, pero no se diferencia mucho de los otros métodos.

Experimento C

En este experimento se implementó el método de regularización LBA, L1, L2 y Dropout para

los conjuntos de datos Flor Iris 1 [116], Wine Dataset2 [117] y Breast Cancer Wisconsin3

[117]. Iris Dataset cuenta con 120 muestras distribuidas en proporciones iguales en 3 clases,

cada observación es un vector de 4 posiciones. Esta base de datos clasifica la especie de

flor Iris de acuerdo con los parámetros relacionados con las medidas del sépalo y pétalo. El

conjunto de datos Wine Dataset esta conformado por un total de 178 observaciones, identifi-

cadas en tres clases. Cada observación contiene 13 medidas resultado de un análisis qúımico

de vinos y su clasificación establece el tipo de vino. En el ultimo conjunto de datos Breast

Cancer Wisconsin la clasificación es binaria, discriminando entre pacientes con tumores be-

nignos y malignos. Cada observación consta de 30 caracteŕısticas, extráıdas de una imagen

mamaria, en total se cuenta con 569 muestras.

Para cada uno de los conjuntos de datos se acondicionó la arquitectura presentada en Fi-

gura 2-7 adaptando la primera capa de acuerdo con la dimensión de los datos de entrada.

Para los 3 conjuntos de datos se utilizaron 3 capas residuales ocultas con 10 neuronas. En

el caso de la clasificación binaria (Breast Cancer Dataset) en la capa de salida se consideró

la función sigmoide como activación. De forma similar a los experimentos anteriores, y para

todos los conjuntos de datos, se consideró un escenario repetitivo con validación cruzada en

5 pliegues. Para todos los conjuntos de datos también se realizó el entrenamiento convencio-

nal (denotado Base Line), sin usar ningún método de reducción de sobreajuste. Para este

entrenamiento las curvas de precisión y la evolución de la cota de Lipschitz se presentan en

la Figura 3-19.

1https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.datasets.load_iris.html
2https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.datasets.load_wine.html
3https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.datasets.load_breast_cancer.

html

https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.datasets.load_iris.html
https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.datasets.load_wine.html
https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.datasets.load_breast_cancer.html
https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.datasets.load_breast_cancer.html
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(a) Conjunto de datos Iris
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(b) Conjunto de datos Iris

0 10 20 30 40 50 60
Época

0.40

0.50

0.60

0.70

0.80

0.90

1.00

1.10

Pr
ec

isi
ón

Precisión entrenamiento
Precisión validación
 precisión entrenamiento
 precisión validación

(c) Conjunto de datos Wine
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(d) Conjunto de datos Wine
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(e) Conjunto de datos Breast Cancer
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(f) Conjunto de datos Breast Cancer

Figura 3-19.: Curvas de aprendizaje y log10(LB) cota de Lipschitz del entrenamiento con-

vencional. Experimento C.
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(a) Regularización LBA
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(b) Regularización L2
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(c) Regularización L1
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(d) Regularización Dropout

Figura 3-20.: Curvas de aprendizaje modelo neuronal con 3 capas residuales y conjunto de

datos Iris Dataset. Experimento C.

La Figura 3-20 presenta las curvas de aprendizaje para el conjunto de datos Iris. Se puede

observar que el método regularización LBA presenta curvas de precisión promedio muy

cercanas entre el comportamiento de validación y prueba, como se indica en la Figura 3-

20a. Además la desviación estándar tiene franjas menos acentuadas. Los método L1 y L2

alcanzan mayor precisión en entrenamiento, pero indican mayor separación con el conjunto

de prueba, también se observan franjas de desviación estándar con mayor área Figuras 3-

20c y 3-20b. El método de Dropout presenta un comportamiento contrario a los demás

métodos, la curva para la prueba se ubica por encima de la lograda en entrenamiento 3-

20d, este método también indica una pronunciada variabilidad. La cota de Lipschitz para

este conjunto de datos se presenta en la Figura 3-21. Se puede notar que en el método

de regularización LBA (Figura 3-21a) la cota decrece a través de las épocas, distinto al
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comportamiento de los otros métodos en los cuales se observa un crecimiento. Las franjas de

desviación estándar son menos pronunciadas en la regularización LBA, en los otros métodos

la desviación de la cota es considerable.
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(c) Regularización L1
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(d) Regularización Dropout

Figura 3-21.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo neuronal con 3 capas residuales y con-

junto de datos Iris Dataset. Experimento C.

La Figura 3-22 indica las curvas de precisión para el conjunto de datos Wine Dataset.

En el entrenamiento realizado con el método de regularización LBA se puede notar una

convergencia en un número de epocas menor, y un comportamiento similar entre los datos

de entrenamiento y prueba. Los métodos de regularización L1 y L2 preservan una separación

entre los resultados de los conjuntos de entrenamiento y prueba, además, muestran una

variabilidad mayor. Por su parte en el método de regularización Dropout las curvas del

conjunto de prueba supera a la del conjunto de entrenamiento, pero finalmente convergen.
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(b) Regularización L2
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(c) Regularización L1
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(d) Regularización Dropout

Figura 3-22.: Curvas de aprendizaje modelo neuronal 3 capas residuales y conjunto de datos

Wine Dataset. Experimento C.

En las Figuras de la cota de Lipschitz 3-23 para el conjunto de datos Wine Dataset se

observa un comportamiento decreciente en la regularización LBA y L2. Los métodos L1

y Dropout presentan la tendencia a incrementar el valor de la cota a través de las capas.

Las franjas de desviación estándar son menos pronunciadas en el método L2, seguido por

la regularización LBA. Un comportamiento contrario se presenta en L1 y Dropout ambos

métodos indican alta variabilidad.
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(b) Regularización L2
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(c) Regularización L1
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(d) Regularización Dropout

Figura 3-23.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo neuronal con 3 capas residuales y con-

junto de datos Wine Dataset. Experimento C.

Las curvas de precisión mostrada en la Figura 3-24 corresponden al desempeño de clasifica-

ción con el conjunto de datos Breast Cancer Wisconsin. En las figuras se destaca el método

LBA por presentar un comportamiento muy similar para la precisión del entrenamiento y

prueba, aśı como una variabilidad pequeña. Un comportamiento similar se observa para la

regularización L1, logrando incluso mejor precisión final, sin embargo, en comparación con

la regularización LBA presenta una separación entre entrenamiento y prueba considerable.

En el método de regularización Dropout no se logra una precisión alta, además, la curva de

prueba se sitúa por encima de la entrenamiento y ambas presentan una variación alta.
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(b) Regularización L2
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(c) Regularización L1
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(d) Regularización Dropout

Figura 3-24.: Curvas de aprendizaje modelo neuronal 3 capas residuales y conjunto de datos

Breast Cancer Dataset. Experimento C.

El comportamiento a través de las épocas para la cota de Lipschitz se ilustra en la Figu-

ra 3-25. El método de regularización LBA muestra una disminución de este valor, con una

variabilidad pequeña. Comportamiento similar se presenta para la regularización L2, sin

embargo, presenta una desviación estándar mayor, como se indica en las franjas de color

azul. Los método de regularización L1 y Dropout fomentan el incremento de la cota, ambos

presentan franjas de desviación altamente pronunciadas.
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(a) Regularización LBA
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(c) Regularización L1
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(d) Regularización Dropout

Figura 3-25.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo neuronal con 3 capas residuales y con-

junto de datos Breast Cancer Dataset. Experimento C.

La Tabla 3-3 indica los resultados de la evaluación de los modelos, para esto se empleó el 20 %

de las observaciones del conjunto de datos. El método de regularización LBA se destaca por

tener la mayor precisión en el conjunto de prueba, la menor diferencia entre entrenamiento

y prueba y la menor desviación estándar en entrenamiento, esto para los tres datasets. En

cuanto al tiempo de entrenamiento, la regularización LBA no difiere significativamente del

modelo convencional (Base line). La regularización L1 y L2 alcanzan valores altos para

la precisión promedio del conjunto de entrenamiento, sin embargo, presentan diferencias

al compararse con la precisión del conjunto de prueba. En cuanto al método Dropout se

evidencia que la precisión alcanzada en entrenamiento es menor que la lograda en prueba,

además la desviación estándar para los primeros dos dataset es la más elevada.



94 3 Método propuesto

Tabla 3-3.: Resultados de la precisión en el entrenamiento y la prueba de los diferentes

modelos de redes neuronales residuales para el Experimento C de la Subsec-

ción 3.2.1.

Dataset Métricas Base Line LBA L2 L1 Dropout

Flor Iris

% TrainĀcc 94.44 93.33 95.78 94.67 83.56

% TestĀcc 89.33 92.67 91.33 91.33 91.33

% |TrainĀcc − TestĀcc| 5.11 0.66 4.45 4.23 7.77

± std(TrainĀcc) 2.534 2.629 1.474 1.912 6.222

± std(TestĀcc) 6.799 3.887 5.416 4.522 5.416

Tiempo de entrenamiento [s] 10 11 14 14 11

Wine

Dataset

% TrainĀcc 99.64 99.27 99.45 99.45 94.73

% TestĀcc 96.11 98.89 98.33 97.22 97.78

% |TrainĀcc − TestĀcc| 3.53 0.38 1.12 2.23 3.05

± std(TrainĀcc) 0.357 0.455 0.727 0.727 1.763

± std(TestĀcc) 2.833 1.361 1.361 3.043 2.079

Tiempo de entrenamiento [s] 9 14 14 15 17

Breast

Cancer

Wisconsin

% TrainĀcc 99.33 97.72 98.83 99.22 96.83

% TestĀcc 96.67 97.37 96.67 97.37 97.19

% |TrainĀcc − TestĀcc| 2.66 0.35 2.16 1.87 0.36

± std(TrainĀcc) 0.283 0.643 0.656 0.304 1.133

± std(TestĀcc) 1.404 0.961 1.023 0.961 0.859

Tiempo de entrenamiento [s] 30 33 26 41 35

Experimento D

En este experimento se verificó el desempeño del método de regularización LBA, L1, L2 y

Dropout con conjunto de datos sintéticos. Los datos sintéticos empleados son estructuras

comúnmente usadas para verificar algoritmos de separación de clases. La arquitectura em-

pleada es similar a la propuesta en Figura 2-7, adaptando la capa de entrada para recibir

dos componentes y utilizando la función sigmoide en la capa de salida. El número de capas

empleado para cada dataset ser se explica a continuación.
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El primer conjunto de datos corresponde a una clasificación binaria de 1500 observacio-

nes diferenciando distribuciones de datos en ćırculos concéntricos, Figura 3-26a, para este

conjunto la arquitectura empleada fue de 5 capas residuales, con 30 épocas y lotes de 10

observaciones. El segundo dataset con el mismo número de observaciones corresponde a dos

medios ćırculos intercalados Figura 3-26b, se denominara el conjunto de datos medias lunas.

Para este dataset se utilizaron 10 capas residuales, 30 épocas y lotes de 10 observaciones.

Para el tercer conjunto de datos se generaron 3000 puntos que tiene una estructura de es-

pirales concéntricos como se presentan en la Figura 3-26c. Dada la complejidad de este

dataset se consideró usar una arquitectura de 15 capas residuales, 60 épocas y lotes de 100

observaciones.

(a) Ćırculos concéntricos (b) Medias lunas

(c) Espirales concéntricos

Figura 3-26.: Conjunto de datos empleados en el Experimento D.

Para tener una referencia del comportamiento de un modelo convencional se realizó el entre-

namiento para los 3 conjuntos de datos sin emplear ningún método de reducción de sobre-

ajuste. La Figura 3-27 presenta los resultados para las curvas de precisión y de la evolución

de la cota de Lipschitz para este entrenamiento convencional.
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(a) Conjunto de datos ćırculos concéntricos
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(b) Conjunto de datos ćırculos concéntricos
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(c) Conjunto de datos medias lunas
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(d) Conjunto de datos medias lunas
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(e) Conjunto de datos espirales concéntricos
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(f) Conjunto de datos espirales concéntricos

Figura 3-27.: Curvas de aprendizaje y log10(LB) cota de Lipschitz del entrenamiento con-

vencional. Experimento D.
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La Figura 3-28 presenta las curvas de aprendizaje para la métrica precisión con el conjunto de

datos de los ćırculos concéntricos. En las 30 épocas todos los métodos alcanzan un desempeño

adecuado, en particular la regularización LBA. La regularización Dropout indica que la curva

de prueba supera la de entrenamiento, y es el que menor precisión alcanza. Las franjas de

al desviación estándar son similares para todos los métodos. La evolución de la cota de

Lipschitz para este dataset de los ćırculos concéntricos se presenta en la Figura 3-29. El

método de regularización LBA indica un decrecimiento, contrario al método L1 y Dropout, en

los cuales la tendencia es incremental. La regularización L2 también indica un decrecimiento,

pero es más pronunciado en LBA. Las franjas que ilustran la desviación estándar son más

pronunciadas en los métodos L2, L1 y Dropout.
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(b) Regularización L2
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(c) Regularización L1

0 10 20 30
Época

0.60

0.70

0.80

0.90

1.00

Pr
ec

is
ió

n

Precisión entrenamiento
Precisión validación
 precisión entrenamiento
 precisión validación

(d) Regularización Dropout

Figura 3-28.: Curvas de aprendizaje modelo neuronal con 5 capas residuales y conjunto de

datos ćırculos concéntricos conjunto de datos sintéticos ćırculos concéntricos.

Experimento D.
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(b) Regularización L2
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(d) Regularización Dropout

Figura 3-29.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo neuronal con 5 capas residuales y con-

junto de datos sintéticos ćırculos concéntricos. Experimento D.

La Figura 3-30 muestra las curvas de aprendizaje para el segundo dataset. Los métodos

de entrenamiento tienen un desempeño similar. En la regularización Dropout la precisión es

menor y se mantiene la tendencia a tener una curva de validación por encima de la lograda

en entrenamiento. La desviación estándar es un poco mayor en el método de regularización

LBA y se presentan algunos picos en la regularización L2.
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Figura 3-30.: Curvas de aprendizaje modelo neuronal 10 capas residuales y conjunto de

datos sintéticos medias lunas. Experimento D.

En la Figura 3-31 se presenta la evolución de la cota de Lipschitz para el segundo data-

set. Pese a que las curvas de aprendizaje no presentaban diferenciar notables, las cotas de

Lipschitz si. En el método de regularización LBA la cota disminuye con el tiempo, similar a

la regularización L1, en ambos casos la franja que ilustra la desviación estándar es reduci-

da. Los métodos L2 y Dropout tienen alta variabilidad, en el primero la cota crece y luego

disminuye, en Dropout se observa un incremento.
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Figura 3-31.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo neuronal con 10 capas residuales y con-

junto de datos sintéticos medias lunas. Experimento D.

El conjunto de datos de espirales concéntricos exhibe una mayor complejidad. Durante las

60 épocas de entrenamiento se pueden observar en la Figura 3-32 curvas de aprendiza-

je ruidosas de un comportamiento similar para los métodos regularización LBA, L2 y L1.

El método de regularización Dropout no logra un buen desempeño manteniendo la precisión

por debajo del % 80, además también es el método con franjas de variabilidad muy marcadas.
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Figura 3-32.: Curvas de aprendizaje modelo neuronal 15 capas residuales y conjunto de

datos sintéticos espirales concéntricos. Experimento D.

La cota de Lipschitz para los espirales concéntricos se muestra en Figura 3-33. El método L2

muestra un comportamiento incremental, en la regularización L1 se observa un crecimiento

y posterior decrecimiento de la cota. En el método de Dropout la constante decrece, igual a

como ocurre con LBA, sin embargo en este ultimo la variación es menor.

El proceso de validación para los 3 conjuntos de datos se realizó con el 20 % de las obser-

vaciones. Para los ćırculos concéntricos el método LBA alcanza el mejor resultado para la

precisión con el conjunto de prueba. Los resultados para el segundo dataset indican nueva-

mente que la mayor precisión en test se logra con el método LBA, también es el método

que presenta menor diferencia entre la precisión de entrenamiento y prueba. En los espirales

concéntricos el método L2 es el que mejor se desempeña logrando la mayor precisión en
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entrenamiento y prueba, y la menor diferencia entre estos dos conjuntos. El método de regu-

larización LBA obtiene unos resultados bastantes similares pero inferiores a L2 y L1. Otro

aspecto a considerar es que el método LBA requiere mayor tiempo para la ejecución, pero

este valor no dista considerablemente de los demás métodos. Estos resultados se sintetizan

en la Tabla 3-4.
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Figura 3-33.: log10(LB) Cota de Lipschitz modelo neuronal con 15 capas residuales y con-

junto de datos sintéticos espirales concéntricos. Experimento D.
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Tabla 3-4.: Resultados de la precisión en el entrenamiento y la prueba de los diferentes

modelos de redes neuronales residuales para el Experimento D de la Subsec-

ción 3.2.1.

Dataset Métricas Base Line LBA L2 L1 Dropout

Ćırculos

concéntricos

(Modelo 5

capa

residuales)

% TrainĀcc 98.25 98.14 98.44 98.28 97.08

% TestĀcc 97.20 97.40 97.23 97.13 96.73

% |TrainĀcc − TestĀcc| 1.05 0.74 1.21 1.15 0.35

± std(TrainĀcc) 0.324 0.470 0.184 0.336 0.541

± std(TestĀcc) 0.245 0.271 0.309 0.618 0.602

Tiempo de entrenamiento [s] 30 45 38 37 31

Medias

lunas

(Modelo 10

capas

residuales)

% TrainĀcc 97.83 97.00 97.83 97.47 95.03

% TestĀcc 95.67 96.10 95.63 95.50 96.00

% |TrainĀcc − TestĀcc| 2.16 0.90 2.20 1.97 0.97

± std(TrainĀcc) 0.242 0.336 0.286 0.468 0.726

± std(TestĀcc) 0.435 0.389 0.542 0.650 0.408

Tiempo de entrenamiento [s] 49 69 60 61 51

Espirales

concéntricos

(Modelo 15

capas

residuales)

% TrainĀcc 99.33 98.19 99.83 99.10 67.80

% TestĀcc 98.83 98.80 99.80 99.53 66.40

% |TrainĀcc − TestĀcc| 0.50 0.61 0.03 0.43 1.40

± std(TrainĀcc) 0.205 1.742 0.242 0.334 2.290

± std(TestĀcc) 1.304 0.620 0.155 0.239 13.332

Tiempo de entrenamiento [s] 26 39 34 34 31

3.2.2. Validación con imágenes adversarias

Una imagen adversaria4 es el resultado de modificar sutilmente una imagen original, sin

embargo, pese a que la modificación es imperceptible para el ojo humano, estas imágenes

tienden a “confundir” al algoritmo de clasificación y en consecuencia afectan su rendimiento

[118, 119]. Las imágenes adversarias se utilizan para evaluar la robustez de los algoritmo de

aprendizaje automático y analizar su desempeño ante pequeñas variaciones en los datos de

entrada. Por lo anterior, las imágenes adversarias con adecuadas para comprobar la capacidad

de generalización de algoritmos de clasificación.

4También se podŕıan considerar datos adversarios que representen necesariamente una imagen, pero en

general se ha abordado la idea de imágenes adversarias por la facilidad de identificación y prueba del ojo

humano.
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Matemáticamente, consideremos una imagen x de algún problema de clasificación etiquetada

con y y la imagen adversaria x(ad), resultado de la corrupción de x. Entonces, para que x(ad)

sea un cambio sutil de x de manera que x ≈ x(ad) se espera que ||x(ad)−x|| < ϵ, con ϵ > 0 un

valor arbitrariamente pequeño. Además, la imagen adversaria debe ser capaz de perturbar

la respuesta del clasificador, entonces

máx
x(ad)

l(f(x(ad); θ), y).

Asumiendo las dos condiciones impuestas a x(ad), el cambio sutil y la perturbación del cla-

sificador entonces x(ad) se puede ver como

mı́n
x(ad)
− l(f(x(ad); θ), y) + γ||x(ad) − x||,

el factor γ pondera el factor relacionado con la distorsión. Este problema t́ıpicamente se puede

resolver con las condiciones de optimalidad, en particular tomando ∇(−l(f(x(ad); θ), y) +

γ||x(ad) − x||) = 0. Siguiendo estas hipótesis una forma de resolver el problema y encontrar

la imagen x(ad), corresponde a

x(ad) = x + Γsign(∇x(l(f(x; θ), y)),

el la expresión Γ se relaciona con el factor de distorcion que sufrirá la imagen original, por su

parte sign es la función que regresa el signo del gradiente, en este caso, de la función de costo

respecto a x ∇x(l(f(x; θ), y). Esta forma de generar imágenes adversarias se conoce como

FGSM: Fast Gradient Sing Method [118], en esta sección se emplea este método con diferentes

niveles de perturbación Γ para generar imágenes adversarias de los conjuntos de datos MNIST

y Fashion MNIST. Estas imágenes se evalúan en modelos neuronales entrenados con los

métodos de regularización LBA, L1, L2 y Dropout.

Experimento A

(a) Γ = 0,01 (b) Γ = 0,02 (c) Γ = 0,03

Figura 3-34.: Imágenes adversarias del conjunto Digits MNIST con diferentes niveles de

perturbación Γ. Fuente: elaborado por el autor y a partir de [112].
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Usando la arquitectura presentada en la Figura 2-7 para modelos de 4, 6 y 8 capas residuales

se realizó el entrenamiento con el conjunto de datos de digitos MNIST. Los hiper-parámetros

se configurarón igual que el Experimento A de la Subsección 3.2.1. Finalizado el entrena-

miento para cada modelo se generaron 1000 imágenes adversarias con factores de distorsión

Γ de 0.01, 0.02 y 0.03, un ejemplo de como se observan estas imágenes se presenta en la Figu-

ra 3-34. Con estos conjuntos se evaluó el clasificador linea base (Base Line), y los entrenados

con los métodos LBA, L2, L1 y Dropout.

Tabla 3-5.: Resultados de la precisión al evaluar diferentes arquitecturas neuronales residua-

les con imágenes adversarias de Digits MNIST. Experimento A Subsección 3.2.2.

# de

capas

residuales

Dataset de validación
Base

Line
LBA L2 L1 Dropout

4

TrainSet 96.42 90.22 96.84 97.30 88.86

TestSet 92.42 89.21 92.99 92.68 90.80

Imágenes adversarias Γ = 0,01 74.80 83.40 78.10 73.90 76.10

Imágenes adversarias Γ = 0,02 46.90 77.70 50.90 46.90 56.80

Imágenes adversarias Γ = 0,03 24.40 70.20 23.90 21.50 41.40

6

TrainSet 97.80 93.04 97.21 97.16 90.83

TestSet 91.93 90.95 91.70 92.62 91.73

Imágenes adversarias Γ = 0,01 70.40 84.00 73.40 81.90 77.50

Imágenes adversarias Γ = 0,02 44.20 77.50 50.00 66.10 60.00

Imágenes adversarias Γ = 0,03 23.40 69.90 29.30 45.10 44.40

8

TrainSet 97.10 94.99 96.22 95.81 88.88

TestSet 91.20 92.12 92.39 91.73 90.68

Imágenes adversarias Γ = 0,01 64.70 84.12 82.10 80.00 68.20

Imágenes adversarias Γ = 0,02 34.30 75.00 64.50 61.10 45.90

Imágenes adversarias Γ = 0,03 18.20 63.70 45.20 39.00 29.40

La Tabla 3-5 presenta los resultados de la evaluación usando la métrica de precisión. En los

resultados se puede observar que independientemente de la arquitectura empleada el método

de regularización LBA logra la mayor precisión al ser evaluado con el conjunto de imágenes

adversarias. La diferencia de este método respecto a los demás es considerable, tolerando la

contaminación presente en las imágenes incluso para el factor Γ = 0,03.
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Experimento B

Similar al experimento anterior, en esta sección se presentan los resultados de la validación

con conjuntos de imágenes adversarias contaminadas con perturbaciones Γ de 0.01, 0.02 y

0.03. En la Figura 3-35 se detallan algunas imágenes adversarias generadas. Para este ex-

perimento se empleó el conjunto de datos Fashion MNIST y se fijaron los hiper-parámetros

de forma similar al Experimento B de la Subsección 3.2.1. Las arquitecturas de este experi-

mento se construyeron siguiendo la Figura 2-7 con 3, 5 y 7 capas residuales.

En la Tabla 3-6 se exponen los resultados de la precisión para los entrenamientos con los

métodos LBA, L2, L1 y Dropout, además de incluir el modelo convencional Base Line. Los

resultados indican que en la mayoŕıa de los casos el método de regularización LBA presenta

mejor desempeño con las imágenes adversarias que los demás métodos.

Tabla 3-6.: Resultados de la precisión al evaluar diferentes arquitecturas neuronales resi-

duales con imágenes adversarias de Fashion MNIST. Experimento B Subsec-

ción 3.2.2.

# de

capas

residuales

Dataset de validación Base Line LBA L2 L1 Dropout

3

TrainSet 88.48 79.13 87.88 88.70 81.41

TestSet 83.12 77.68 83.48 83.61 83.06

Imágenes adversarias Γ = 0,01 63.60 73.70 69.10 68.30 71.70

Imágenes adversarias Γ = 0,02 40.50 67.30 49.00 46.60 58.10

Imágenes adversarias Γ = 0,03 19.80 61.30 29.80 26.30 45.80

5

TrainSet 87.49 81.46 87.52 86.74 80.02

TestSet 79.92 80.28 82.84 83.50 80.06

Imágenes adversarias Γ = 0,01 60.70 74.30 66.80 74.40 66.20

Imágenes adversarias Γ = 0,02 32.70 66.80 43.10 60.10 52.40

Imágenes adversarias Γ = 0,03 16.20 54.60 26.60 46.90 42.30

7

TrainSet 89.76 83.81 88.85 84.94 77.31

TestSet 82.82 80.28 83.29 80.67 78.19

Imágenes adversarias Γ = 0,01 63.30 75.30 65.20 61.20 60.30

Imágenes adversarias Γ = 0,02 38.70 65.20 42.20 38.40 46.80

Imágenes adversarias Γ = 0,03 23.50 58.30 25.30 25.90 36.70
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(a) Γ = 0,01 (b) Γ = 0,02 (c) Γ = 0,03

Figura 3-35.: Imágenes adversarias del conjunto Fashion MNIST con diferentes niveles de

perturbación Γ. Fuente: elaborado por el autor y a partir de [113].

3.3. Discusión de resultados

3.3.1. Discusión del análisis teórico

El análisis teórico realizado como parte de la propuesta del método de regularización LBA

motiva los siguientes tópicos de discusión:

Como se demostró en la Subsección 3.1.2 las redes neuronales que incluyen capas

completamente conectadas preservan la propiedad de continuidad de Lipschitz si sus

funciones de activación lo son. Este análisis también se extiende a versiones residuales

convencionales con una sola capa completamente conectada dentro del bloque residual.

Dependiendo de las funciones de activación la cota de Lipschitz de una red neural

depende del producto de la norma espectral de las matrices de pesos de las conexiones.

Según lo expuesto en la Sección 3.1.2 las perturbaciones presentes en la entrada de la

red se propaga a la salida (forward) de forma proporcional a la cota de Lipschitz de la

red.

En la Sección 3.1.2 se estableció que para las arquitecturas de Perceptrón y red neuronal

residual de una capa oculta la magnitud de las componentes del gradiente de la función

de pérdida está acotada por la cota de Lipschitz. Si bien el análisis fue realizado para

estas arquitecturas se puede generalizar a redes con más capas.

Los dos puntos de análisis previamente mencionados muestran una relación directa

entre la cota de Lipschitz y el proceso de aprendizaje. Como se explica en Subsec-

ción 2.1.1, este algoritmo se utiliza para calcular el gradiente de la función de pérdida

con respecto a los parámetros de la red neuronal. En su funcionamiento, se propaga la

salida de la red hacia adelante y se calculan las derivadas parciales de los pesos de las

conexiones al propagarse hacia atrás. Por la discusión previa se puede decir que la cota

de Lipschitz limita la propagación de ruido en el proceso, tanto hacia adelante como

hacia atrás. En otras palabras, establece un ĺımite máximo para la magnitud de los
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cambios que pueden ocurrir en la salida de la red debido a perturbaciones en la entrada

y limita la propagación de ruido en el proceso del cálculo de las derivadas parciales.

La equivalencia de la norma espectral con la norma de Frobenius permite asumir la

regularización utilizando esta ultima para acotar la norma espectral, siempre y cuando

se considere un factor de escalamiento apropiado (Sección 3.1.2). Por otra parte, el

usar la norma de Frobenious como parte de la función a optimizar también representa

una ventaja computacional, ya que su minimización requiere menos operaciones.

3.3.2. Discusión de los experimentos

Los experimentos realizados permiten establecer algunos puntos de discusión:

En los experimentos A y B, independientemente del método de entrenamiento empleado

(regularización LBA, L1, L2 o Dropout), al comparar las curvas de aprendizaje con el

modelo que carece de una estrategia de reducción del sobreajuste, presentado en la

Subsección 2.3.2, se evidencian mejoras en la capacidad de generalización. Lo anterior

se puede analizar al observar la distancia entre las curvas de aprendizaje con los datos

de entrenamiento y los de validación.

En los experimentos A y B, el método de regularización LBA presentó un desempeño

adecuado, destacándose entre todos los métodos como el que mantiene la menor di-

ferencia entre las curvas de aprendizaje realizadas con los datos de entrenamiento y

prueba. Esto implica que los resultados logrados durante el entrenamiento fueron re-

plicables al conjunto de validación, es decir, se mejoró la capacidad de generalización.

En el experimento B también se observa, en las curvas de aprendizaje, una menor va-

riabilidad lograda al aplicar el método LBA, este resultado es adecuado ya que indica

una robustez al cambio de conjunto de entrenamiento, esto se relaciona con la estima-

ción de parámetros que pueden generalizar mejor a la población. En el experimento A

también se logran variaciones pequeñas en la regularización LBA, en especial en la zona

de convergencia. No obstante, en las primeras épocas el método tiende a variar. Pese a

que esta condición no es deseable el algoritmo se recupera adecuadamente reduciendo

su variabilidad y convergiendo de forma estable.

En las tablas de evaluación de resultados de los experimentos A y B se puede notar que

el algoritmo de Dropout y regularización LBA son los que menor diferencias presentan

entre los valores de precisión de entrenamiento y prueba. Sin embargo, Dropout tiende a

tener menores valores de precisión con los datos de prueba. Además, en el experimento

B la regularización LBA se destaca en las arquitecturas de 5 y 7 capas por tener

la menor desviación estándar en la evaluación con los conjuntos de entrenamiento y

prueba.
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En el experimento C, realizado con conjuntos de datos de aplicaciones reales, se ob-

serva para el primer conjunto de datos un comportamiento similar de las curvas de

aprendizaje de los métodos empleados. Sin embargo, en el método de regularización

LBA el área de las franjas que indican la desviación estándar de la precisión a través

de los pliegues de la validación cruzada es significativamente menor. En el segundo

conjunto de datos el método de regularización LBA resuelve adecuadamente la tarea

de clasificación, logrando una convergencia tanto en entrenamiento como prueba muy

cercana al 100 %. En el tercer conjunto de datos, las curvas de aprendizaje indican una

diferencia menor entre entrenamiento y prueba para la regularización LBA.

Los resultados de validación del experimento C indican que para todos los conjuntos

de datos de este experimento la mejor precisión, al evaluar el modelo con los datos

de prueba, se logra en el método de regularización LBA. Además, este método es el

que menor diferencia presenta entre la precisión de entrenamiento y prueba, y también

indica la menor desviación estándar de la precisión en el conjunto de prueba.

El experimento D se realizó con el propósito de evaluar el método de regularización

LBA con datos sintéticos que generen geometŕıas espaciales no separables linealmente.

En todos los casos la regularización LBA logró resolver el problema de clasificación,

de acuerdo con estos resultados se puede inferir que el método es robusto a las condi-

ciones de distribución geométricas, ćırculos concéntricos, medios ćırculos intercalados

y espirales concéntricos. En el caso de esta ultima estructura geométrica, el método de

Dropout no fue capaz de resolver el problema.

En los experimentos de la Subsección 3.2.1 se puede apreciar que en el método Dropout

las curvas de precisión con el conjunto de validación quedan por encima de las de

entrenamiento. Este fenómeno se puede explicar debido a que durante el entrenamiento

el método desconecta aleatoriamente neuronas y pierde tanto su complejidad como la

capacidad de aprendizaje, por el contrario, en el momento de la validación se emplean

todas las conexiones y se logra una estructura que evidencia resultados superiores.

En los experimentos de la Subsección 3.2.1 las gráficas que presentan la evolución de

la cota de Lipschitz señalan que al emplear el método de regularización LBA el valor

de la cota decae. Este es el único método que mantiene durante todos los experimentos

la tendencia a disminuir de la cota de Lipschitz. De acuerdo con esto se puede afirmar

que para los experimentos realizados se cumple el propósito planteado en el análisis

teórico, reducir la cota de Lipschitz. En algunas ocasiones la regularización L1 y L2

también lo hacen, sin embargo, sus comportamientos son impredecibles ya que en

algunos escenarios tienen tendencias opuestas. También se considera relevante resaltar

que, en comparación con los demás métodos, la desviación estándar de la cota de

Lipschitz es menor en el método de regularización LBA.
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En la Subsección 3.2.2 los resultados logrados en la validación con imágenes adversarias

indican que la regularización LBA logró valores de precisión adecuados para los tres

niveles Γ de perturbación. En ambos experimentos se puede destacar la capacidad

del método el cual supera, en el Experimento A, en hasta 46 puntos porcentuales la

precisión lograda en el entrenamiento convencional y en el Experimento B, hasta un

41 %, esto para el nivel más alto de perturbación Γ = 0,03. En estos experimentos se

puede inferir que el método de regularización LBA es adecuado para tolerar ataques

con imágenes adversarias.

En general, el método de regularización LBA requirió mas tiempo de ejecución para

realizar el mismo número de épocas que los métodos convencionales. El tiempo reque-

rido en el método se ve afectado por el tamaño de las matrices de pesos de la red, al

incrementar el número de neuronas el tamaño de las matrices también lo hace y resulta

computacionalmente costoso calcular la norma espectral de estas matrices.



4. Conclusiones y trabajo futuro

4.1. Conclusiones

En el presente trabajo se realizó un estudio del problema de sobreajuste, y cumpliendo el

objetivo general, se determinó un método para reducir esta problemática en arquitecturas

de redes neuronales residuales (ResNet) en un escenario de clasificación de patrones. De

acuerdo con la metodoloǵıa empleada, enfocada en determinar las propiedades matemáti-

cas subyacentes en la función que representa a la totalidad de la arquitectura de una red

neuronal, se puede concluir que la continuidad de Lipschitz de la función está relacionada

con el fenómeno de sobreajuste. En esta investigación se demostró que, usando funciones

de activación Lipschitz continuas, las arquitecturas de red neuronal convencional y residual,

compuestas por composiciones de funciones de activación y transformación afines, son con-

tinuamente Lipschitz, si las funciones de activación lo son. Para este tipo de arquitecturas

se estableció una cota de Lipschitz y se encontró que acotar su valor permitió reducir, en los

experimentos realizados, el problema de sobreajuste.

A partir del análisis teórico se desarrolló el método Regularización adaptativa de Lipschitz

con restricciones aleatorias (Regularización LBA), este método reduce la cota de Lipschitz

a través de una regularización aleatoria, generando restricciones únicamente en alguna capa

en cada iteración, y con parámetro de ponderación adaptativo. La adaptación del paráme-

tro esta relacionada con el aporte a la cota de Lipschitz de la capa escogida aleatoriamente

en cada iteración. El método fue evaluado a través de diferentes experimentos y variando

algunos hiper-parámetros de las arquitecturas neuronales. Los resultados permiten concluir

que el método regularización LBA presenta un desempeño destacable logrando: disminución

significativa de la diferencia entre las curvas de aprendizaje y validación, menor variabilidad

del modelo al cambiar el conjunto de entrenamiento y dinámica descendente del comporta-

miento de la cota de Lipschitz a través del proceso de aprendizaje.

A través de los experimentos realizados, que incluyeron la evaluación en: tres arquitecturas

de red residual para los conjuntos de datos Digits MNIST y Fashion MNIST, tres conjun-

tos de datos sintéticos y tres de aplicaciones de contextos reales, se pudo verificar que el

método desarrollado se destaca por disminuir la diferencia entre las curvas de aprendizaje

y validación y mantener, en todos los experimentos, la tendencia a disminuir la cota de
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Lipschitz. Además, en los experimentos de validación con imágenes adversarias generadas

para los conjuntos Digits MNIST y Fashion MNIST se logró un desempeño favorable de la

regularización LBA. Al validar las imágenes adversarias de Digits MNIST se superó en 46

puntos porcentuales la precisión lograda en el entrenamiento convencional y con las imágenes

adversarias de Fashion MNIST, hasta un 41 %, esto para el nivel más alto de perturbación

Γ = 0,03.

Los buenos resultados del método al ser validado en conjuntos con imágenes adversarias se

puede explicar por la evidente reducción de la cota de Lipschitz. Dado que las imágenes ad-

versarias son generadas agregando ruido a las originales y como se demostró en el apartado

de análisis teórico, el ruido es acotado por la cota de Lipschitz, preservando que “datos simi-

lares se ubiquen en etiquetas similares”. Entonces, debido a que el método disminuye la cota,

también se disminuye la propagación del ruido presente en las imágenes adversarias. Por lo

anterior, se puede concluir que para experimentos similares, el método propuesto puede ser

empleado y escalado para generar arquitecturas robustas a ataques adversarios.

A nivel teórico se destaca que en esta investigación se empleó la idea de analizar la red

neuronal como una función, en el sentido matemático, que mapea del espacio de los datos a

las etiquetas. Esta propuesta brinda un marco conceptual que permite continuar estudiando

propiedades y comportamientos de la función para relacionarlos con el desempeño de una

red neuronal. Otra conclusión relevante radica en que se estableció que las técnicas de re-

gularización que emplean funciones relacionadas con las normas de los pesos de la red son

equivalentes entre ellas. En particular, el método propuesto emplea la norma de Frobenius

de la matrices de pesos de alguna capa aleatoria, se encontró que esta norma es una cota

superior de la norma espectral, función relacionada con el aporte a la cota de Lipschitz de la

capa aleatoria. Esto permite concluir que al elegir parámetros de regularización adecuados

se podŕıa reducir la norma espectral optimizando la norma de Frobenius. Dado que en todos

los experimentos la cota de Lipschitz disminuyó al usar la regularización LBA, se puede

establecer que el parámetro de regularización adaptativo propuesto es adecuado para que

la optimización de la norma de Frobenius incida en la disminución de la norma espectral,

logrando disminuir la cota de Lipschitz.

Otro aspecto teórico relevante resulta en el acotamiento de la norma del gradiente de la

función de pérdida por la cota de Lipschitz. Este hallazgo, realizado para el Perceptrón y

una arquitectura simple de red residual, permite concluir que fenómenos como la explosión

del gradiente se evitaŕıa al restringir la cota de Lipschitz. De acuerdo con lo expuesto se

puede concluir que la cota de Lipschitz es un factor crucial en el proceso de aprendizaje, ya

que afecta directamente el funcionamiento del algoritmo de Backpropagation. Al utilizar este

algoritmo, las perturbaciones en la entrada se propagan a través de la red, escaladas por la
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cota de Lipschitz. Este efecto también se produce en la propagación hacia atrás, donde la

magnitud de las derivadas parciales del error depende de la cota de Lipschitz. Por lo tanto,

la cota puede tener un impacto significativo en la precisión y la estabilidad del proceso de

aprendizaje.

Pese a las bondades del método propuesto también es importante mencionar que requiere el

cálculo, en cada iteración, de la norma espectral de alguna matriz, este proceso es compu-

tacionalmente costoso y se dificulta a medida que aumenta la dimensión de la matriz. No

obstante, se pueden implementar algoritmos que mejoren la eficiencia en el cálculo de la

norma espectral. Por otra parte, la constante disminución de la cota de Lipschitz, limita

en cierta medida, la posibilidad de alcanzar buenos desempeños en clasificación y al mismo

tiempo satisfacer las restricciones impuestas sobre la cota de Lipschitz. En el método de

regularización LBA se fortalece la capacidad de generalización, pero se reduce la precisión

del aprendizaje, sin embargo, este valor es similar al logrado con los otros métodos.

Por otra parte, debido a que el método requiere cálculos iterativos para cada lote de observa-

ciones es necesario establecer una relación entre el número de lotes y las capas del modelo. En

arquitecturas con elevado número de capas se debe considerar un número de lotes compara-

ble con el de capas, y de la misma manera en el caso de estructuras con pocas capas. Si bien

el método desarrollado elimina la necesidad de sintonizar el parámetro de regularización, si

requiere fijar de manera adecuada la relación de capas y el número de iteraciones en cada

época. Esta sintonización puede resultar beneficiosa y mejorar los resultados del método. Sin

embargo, en otros escenarios y debido al número de observaciones podŕıan no encontrarse

un hiper-parámetro adecuado para la arquitectura deseada.

4.2. Perspectiva en tiempo continuo

En esta investigación se abordó la red neuronal residual desde el enfoque de una función que

mapea del espacio de los datos al de las etiquetas. Otro enfoque relevante es el análisis en

tiempo continuo, esta perspectiva se puede aplicar a redes de carácter residual y se analiza

desde el enfoque de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Este paradigma aparece en la lite-

ratura en el año 2018 cuando los investigadores Chen y otros acuñaron el termino Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias Neuronales ODENet [13]. En su investigación se propone considerar

que la red neuronal residual ResNet corresponde a la discretización de una ecuación diferen-

cial ordinaria (Ordinary Differential Equation - ODE). Si bien el término ODENet aparece

referenciado en la literatura desde la publicación del art́ıculo, ya se conoćıan algunos trabajos

que siguen el enfoque teórico presentado por Chen y otros. Las investigaciones alrededor de

este planteamiento están en continua exploración, ya que con el nuevo enfoque se brinda un

marco teórico novedoso y flexible que puede ser empelado como escenario estudiar diversas
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propiedades matemáticas, computacionales y aplicativas de la ResNet.

El estado del arte de este enfoque teórico ha generado diversos tipos de investigaciones. Por

una parte se encuentran los estudios que consideran el problema de entrenamiento, definido

por la Ecuación 2-10 y restringido con la Ecuación 2-11, en el modelo de tiempo continuo

como un problema de control óptimo o control simultaneo [17, 120, 16, 121, 18, 50, 19]. Otras

investigaciones se orientan a modificar el proceso de entrenamiento incluyendo bloques que

resuelven numéricamente ecuaciones diferenciales al interior de la red neuronal, cada bloque

corresponde a la propagación por alguna red residual de s capas [13, 122, 123].

Los estudios de la ResNet desde en enfoque del modelamiento en tiempo continuo también

incluyen investigaciones que relacionan la robustes de la arquitectura con las propiedades

matemáticas de la ecuación diferencial subyacente [20, 17, 21, 22]. En esta sección se presenta

una breve śıntesis de este enfoque y su posible relación con las condiciones que generan el

problema de sobreajuste en redes de tipo residual.

4.2.1. Modelo matemático

Teniendo en cuenta el modelo que define la propagación a través de la red neuronal resi-

dual ResNet, formalizado en la Ecuación 2-10, se realiza la siguiente consideración h = δf ,

entonces se puede expresar el modelo como se describe a continuación

x(j+1) = x(j) + δf(x(j), θ(j)).

En la Ecuación anterior, δ es un valor suficientemente pequeño de manera que la propagación

pueda ser considerada como la discretización de Euler para la ecuación diferencial ordinaria

de primer orden presentada en la expresión 4-1.

ẋ = f(x(t), θ(t)) (4-1)

Este modelo es la perspectiva general abordada en la literatura [13, 21], el parámetro δ co-

rresponde al tamaño de paso de la discretización. Algunos autores mencionan que δ = 1 y

no realizan el cambio de notación [17, 15]. Sin embargo, sin perdida de generalidad, la Ecua-

ción 4-1 es el modelo en tiempo continuo de las capas residuales. Es importante resaltar que

el valor del estado final x(T ) es el correspondiente en la versión discreta a x(s). Lo anterior

implica que cuando el tiempo t, de la ODE 4-1, es igual horizonte final t = T , entonces el

valor del estado x, es análogo al valor de la propagación en la capa residual final. En este

sentido, el número de capas residuales s corresponde a s = T/δ.
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Otra consideración relevante es la dimensión de la Ecuación 4-1. El vector de estados ẋ ∈ X ,

con X ⊂ Rn. Consideremos que las operaciones al interior del bloque residual corresponden

a la función de activación de la transformación lineal Wx + b definida como se expresó en

la Ecuación 2-11. En este caso el modelo continuo equivalente corresponde al sistema de

ecuaciones diferenciales presentado en la Ecuación 4-2


ẋ1 = σ(W1(t)x + b1(t))

ẋ2 = σ(W2(t)x + b2(t))
... =

...

ẋn = σ(Wn(t)x + bn(t))

(4-2)

En la expresión 4-2 x = [x1, x2, · · · , xn]T , con xi funciones que evolucionan en el tiem-

po. También se puede observar que Wi, con i = 1 : n, es una función vectorial de la forma

Wi = [wi1(t), wi2(t), · · ·win(t)] con wji funciones R→ R dependientes de t, al igual que bi(t).

El sistema dinámico planteado en la Ecuación 4-2 es, generalmente, no lineal, por la na-

turaleza de la función de activación σ. Además, es variante en el tiempo si se considera la

dependencia temporal de las funciones W y b. El estado final x(T ) se encontrará en el espacio

X , sin embargo en el problema de aprendizaje la salida de la red, relacionada con la etiqueta

se encuentra en Y , por lo tanto se considera una función final g : X → Y . Esta función se

interpreta como la capa de conexión final del bloque residual, y dependerá exclusivamente

del estado final alcanzado.

4.2.2. Proceso de entrenamiento

Bajo la perspectiva planteada diversos autores relacionan el problema de aprendizaje con un

problema de control óptimo. En particular el estudio [17] describe que dadas las dinámicas

descritas por la Ecuación 4-2 y la función g(x(T )), entonces partiendo de un estado inicial

x(0), correspondiente a una observación x de las parejas de datos de entrenamiento {x, y},
se requiere que el valor de g(x(T )) sea lo más cercano a y. Esto se realiza a través de una

función que estima la proximidad entre los valores, análogo a lo descrito en Sección 2.1 se

pueden emplear las mismas funciones de costo, de manera que, siendo Φ : Y ×Y → R como

a función de proximidad entre g(x(T )) y y, el aprendizaje requiere minimizar esta función,

sujeto a sus dinámicas.

La minimización anteriormente propuesta se puede realizar al encontrar las funciones W y

b, en este análisis denominados los controles. Tanto W y b deben pertenecer al conjunto

de los controles factibles. Además, en el problema se cuenta con K parejas de la forma

{x, y}, y se debe realizar la minimización para todas, por lo cual se considera minimizar
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∑K
i=1 Φ(xi, yi). Sobre los controles {W,b} se pueden también establecer ciertas condiciones,

por ejemplo, se podŕıa considerar que su “enerǵıa” se minimice también durante el proceso,

este planteamiento es análogo al uso de regularización en la función de costo en la versión

discreta. De acuerdo con lo anterior, de manera general se puede plantear el problema de

control óptimo como sigue

mı́n
W(t),b(t)

K∑
i=1

Φ(g(xi(T ), yi) +

∫ T

0

W(t)dt (4-3)

s.a ẋi = f(x(t)i,W(t),b(t)), (4-4)

con x0 = xi, ∀i = 1, · · · , K, y, 0 ≤ t ≤ T. (4-5)

En [17] el uso del Principio del mı́nimo de Pontryagin es postulado como forma de solución

al problema de la Ecuación 4-3, sujeto a las dinámicas expresadas en Ecuación 4-4 y para las

condiciones iniciales descritas por la Ecuación 4-5 . En la metodoloǵıa propuesta se busca

establecer el máximo para la función relacionada con el Hamiltonianio del sistema dinámico

y sus funcionales.

La formulación del problema de aprendizaje bajo el enfoque del control óptimo permite, en-

tre otras ventajas, analizar las condiciones de optimalidad, controlabilidad y estabilidad del

problema y el sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna las dinámicas. Por otra parte,

esta propuesta permite pensar en la construcción de estrategias de solución desde el enfoque

continuo y posteriormente discretizarlas para ser aplicables a la solución del problema de

aprendizaje, similar a estudios como [17, 18].

Otro enfoque se plantea en [50], el problema de aprendizaje se trabaja desde el control

simultaneo. En esta perspectiva cada observación xi del conjunto de duplas {xi, yi}, i =

1, . . . , K corresponde a un dato inicial diferente que se deben de enviar al espacio correcto

de etiquetas yi. Todos los datos iniciales se deben mapear correctamente con un control

único {W(t),b(t)}, y bajo las dinámicas del sistema de ecuaciones que representa la red

neuronal. En este estudio se destaca la propiedad de las funciones de activación de mantener

la mitad del espacio invariante, condición de no linealidad que t́ıpicamente no se encuentra

en sistemas dinámicos de inspiración mecánica.

4.2.3. Condiciones que generan el sobreajuste

El modelamiento en tiempo continuo de las estructuras residuales también permite estudiar

el problema de sobreajuste y generalización. En el estudio [20] se planeta la importancia

de considerar redes neuronales residuales estables y relaciona la capacidad de generalización

con la estabilidad de la ecuación diferencial que representa la arquitectura. Existen diversos
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conceptos para la estabilidad de un sistema dinámico, en particular el concepto de estabili-

dad de Lyapunov establece que si se parte de condiciones iniciales cercanas a un equilibrio,

a través del tiempo la evolución del sistema se mantendrá en una distancia limitada de ese

punto de equilibrio. La idea anterior se complementa con la importancia de los problemas

bien definidos, se espera que la salida del sistema sea continua respecto a la entrada, de

hecho esta noción de continuidad es la continuidad de Lipschtiz.

La Ecuación 4-2 modela una estructura neuronal residual, sin embargo este sistema de ecua-

ciones es no lineal y no autónomo, caracteŕısticas que dificultan el análisis de la estabilidad

(en cualquier sentido). En sistemas no lineales pero autónomos el análisis de la estabilidad

local alrededor de un punto de equilibrio se puede encontrar con el Teorema de Hartman-

Grobman [124, 125]. Este Teorema establece que en sistemas dinámicos con puntos de equi-

librio hiperbólicos, los valores propios del Jacobiano pueden caracterizar la estabilidad del

sistema en una cierta vecindad y bajo ciertas condiciones (ver Sección C.4).

Asumiendo una versión invariante en el tiempo del sistema de ecuaciones diferenciales esta-

blecido en la Ecuación 4-2 al eliminar la dependencia temporal de W(t) ≡W y b(t) ≡ b.

Esta acción equivale a “congelar los coeficientes” de la matriz relacionada con el Jacobiano,

también se puede interpretar como el análisis en un determinado tiempo, lo que es análogo

a analizar en una determinada capa. En este caso se tiene las ecuaciones con matrices cons-

tantes de pesos y bias, como se presenta en Ecuación 4-6. El Teorema de Hartman-Grobman

puede ser aplicado para analizar las condiciones de estabilidad en este sistema de ecuaciones

diferenciales no lineal e invariante en el tiempo.


ẋ1 = σ(W1x + b1)

ẋ2 = σ(W2x + b2)
... =

...

ẋn = σ(Wnx + bn)

(4-6)

Encontrando el Jacobiano asociado al sistema de ecuaciones se tiene que

J =

σ
′(W1x + b1)w11 · · · σ′(W1x + b1)w1n

...
. . .

...

σ′(Wnx + bn)wn1 · · · σ′(Wnx + bn)wnn

 .

J se puede factorizar como
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J =

σ
′(W1x + b1) · · · 0

...
. . .

...

0 · · · σ′(Wnx + b1)


︸ ︷︷ ︸

Σ

w11 · · · w1n

...
. . .

...

wn1 · · · wnn


︸ ︷︷ ︸

W

.

Para analizar la parte real de los valores propios del Jacobiano se propone considerar el máxi-

mo valor de las partes reales, si este valor es menor que 0 entonces el sistema será estable en

una vecindad de los puntos de equilibrio. Observe que el valor de los estados x se encuentra

únicamente las componentes de la matriz diagonal Σ de la forma σ′(Wix+ bi), con i = 1 : n,

estos son también los valores propios de esta matriz. Asumiendo que σ es una función de

activación convencional que satisface la propiedad de ser monótonamente creciente entonces,

σ′(·) > 0. Denotando λσ como el máximo de los valores propios de la matriz Σ entonces,

Re(λσ) > 0.

Ahora, asumiendo que W es simétrica y definiendo la matriz Jc = Σ
1
2WΣ

1
2 , se tiene que W

es congruente con Jc. Consecuencia de la Ley de Inercia de Sylvester las matrices Jc y W

al ser simétricas y congruentes tienen la misma signatura, es decir poseen el mismo número

de valores propios con parte real negativa, positiva y cero. Por otra parte, se puede verificar

que Σ
1
2JcΣ

− 1
2 = ΣW. De lo anterior se establece que Jc es similar a ΣW, de modo que tiene

idénticos valores propios. Entonces W tiene la misma signatura que ΣW.

De acuerdo con este análisis el número de valores propios con parte real negativa, positiva y

cero del Jacobiano J depende de los valores propios de W. Si la matriz W posee todos sus

autovalores con parte real negativa, el Jacobiano también y el sistema de la Ecuación 4-6

será estable. Para este análisis se consideró que la restricción de simetŕıa sobre W, condición

que no es siempre alcanzable en las matrices de pesos de una estructura neuronal. Además,

se ha eliminado la dependencia temporal para establecer una versión invariante en el tiempo

del sistema diferencial, este supuesto también debe ser analizado en el efecto del modelado

del la arquitectura neuronal residual.

4.3. Trabajo futuro

La investigación desarrollada permite considerar, desde el análisis matemático de la función

que representa la red neuronal, el control de propiedades para generar otros métodos de en-

trenamiento que tengan como propósito reducir el sobreajuste o mejorar el desempeño de las

redes neuronales. Continuando con el estudio de la continuidad de Lipschitz y la propuesta

de reducir la cota, se pueden proponer métodos adaptativos en los cuales la complejidad del

modelo cambie de acuerdo con el acotamiento de la cota de Lipschitz. También se pueden
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establecer otras cotas e indagar en el uso de métricas distintas, por ejemplo se podŕıa consi-

derar la norma nuclear de las matrices de pesos o combinaciones entre varias normas. A nivel

teórico también se considera relevante estudiar la Proposición 3.1.1, en la cual se plantea que

la optimización iterativa, fraccionando restricciones, puede ser similar a un problema sujeto

a múltiples restricciones.

El método de regularización LBA se implementó en experimentos de arquitecturas residuales

convencionales, como trabajo futuro se considera escalar la implementación hacia arquitectu-

ras más complejas. Por ejemplo, se pueden proponer estructuras neuronales con operaciones

convoluciones, normalización y pooling. Para realizar estos estudios es necesario demostrar

que a través de estas operaciones se preserva la propiedad de continuidad de Lipschitz y

establecer las cotas de cada capa de pesos para ser empleadas como factor adaptativo de

regularización. A futuro también se puede indagar en la replica del método de regularización

LBA para tareas diferentes a clasificación, se podŕıan considerar regresión, segmentación de

imágenes y aplicaciones en series temporales.

Por otra parte, en el Sección 4.2 se presentó una breve perspectiva del análisis de las redes

neuronales residuales como sistemas continuos. Este enfoque sugiere una diversidad de estu-

dios que se pueden llevar a cabo. Estableciendo las redes neuronales como sistemas dinámicos

continuos el proceso de aprendizaje puede trasladarse a resolver un problema de control ópti-

mo o control simultaneo. Investigaciones futuras pueden incluir el desarrollo de algoritmos

de entrenamiento en tiempo continuo que posteriormente puedan ser discretizados e im-

plementados para las redes neuronales. Se espera que los nuevos algoritmos mejoren algún

elemento del proceso de aprendizaje convencional, por ejemplo, la precisión, la convergencia,

la memoria, entre otros. Además, en esta perspectiva se pueden estudiar propiedades como

la controlabilidad, observabilidad y estabilidad, estos análisis podŕıan relacionarse con la

reducción del sobreajuste u otras problemáticas de las redes neuronales.

Los experimentos llevados a cabo en este trabajo se realizaron con conjuntos de datos

estándares, ampliamente usados en la validación de algoritmos de clasificación. Como tra-

bajo futuro se propone indagar en la implementación y validación de la técnica propuesta

en una aplicación del contexto real. Actualmente diversas aplicaciones requieren el uso de

algoritmos de clasificación, a futuro se pueden guiar investigaciones en las cuales se establez-

ca para una necesidad particular de cualquier sector y se acondicione el método propuesto

para evaluar su desempeño. Se estima que la regularización LBA propuesta en este trabajo

alcanza un nivel de maduración tecnológica (Technology Readiness Level) TRL 41 [126], lo-

grando resultados adecuados en un entorno de simulación. El método tiene potencial para

ser usado como tecnoloǵıa de nivel operativo en entornos de aplicaciones reales, pero para

1Niveles de maduración tecnológica establecidos por el Ministerio de ciencia, tecnoloǵıa e innovación
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esto es necesario desarrollar investigaciones que abarquen todas las etapas de la maduración

tecnológica partiendo desde el punto en que se encuentra.



A. Anexo: Propiedades funciones de

activación

A.1. Función loǵıstica

La función loǵıstica, en su forma univariada, tiene la forma funcional descrita por la Ecua-

ción A-1. Esta función σ : R → R, tiene como rango el intervalo (0, 1) y como dominio

R.

σ(x) =
1

1 + e−x
(A-1)

La función loǵıstica tiene las siguientes propiedades:

Es monótonamente creciente

Es continua en todo su dominio

Es derivable en todo su dominio y su derivada es σ(x)(1− σ(x))

Es Lipschtiz continua

La derivada de la función está acotada

Las dos últimas propiedades enunciadas se demuestran a continuación. Primero se verifica

que la derivada de la función σ está acotada.

|σ′(x)| = |σ(x)(1− σ(x))|
= |σ(x)||(1− σ(x))|
≤ |σ(x)||(1− σ(x))|

≤
∣∣∣∣1− 1

1 + e−x

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ e−x

(1 + e−x)2

∣∣∣∣
≤ 1

4
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□
A continuación, sean dos entradas arbitrarias xa, xb ambas ∈ R, una tercera entrada xc tal

que xa < xc < xb y empleando el Teorema del Valor Medio se tiene

σ(xb)− σ(xa)

xb − xa

= σ′(xc)∣∣∣∣σ(xb)− σ(xa)

xb − xa

∣∣∣∣ = |σ′(xc)|

|σ(xb)− σ(xa)|
|xb − xa|

≤ 1

4

|σ(xb)− σ(xa)| ≤
1

4
|xb − xa|,

en consecuencia la función σ es Lipschitz □. La constante de Lipschitz denotada como LBσ

se puede encontrar de la siguiente manera:

LBσ = sup

∣∣∣∣σ(xb)− σ(xa)

xb − xa

∣∣∣∣
= sup |σ′(xc)|

=
1

4
.

□
Dado que la función loǵıstica satisface |σ(xb) − σ(xa)| ≤ LB|xb − xa| para 0 ≤ LB < 1,

se denomina contracción o función corta. En este tipo se funciones, definidas en un espacio

métrico, se satisface el Teorema del punto fijo de Banach, el cual establece que para una

contracción definida en algún espacio métrico completo tiene un único punto fijo. Para el

caso particular univariado de la función loǵıstica y por su definición en el espacio R (métrico

y completo), se tiene que para algún x∗ σ(x∗) = x∗, además, la secuencia de composiciones

del tipo

{x, σ(x), σ ◦ σ(x), · · · , σ ◦ · · ·σ(x)}
{x, σ(x), σ(σ(x)), · · · , σ(· · · (σ(x)))}

converge al punto fijo.

A.2. Función ReLU

La función Rectificador Lineal ReLU, en su forma univariada, tiene la forma funcional des-

crita por la Ecuación A-2, tambien es posible describirla por trozos como se presenta en la
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Ecuación A-3. Esta función se define en ReLU : R→ R, tiene como rango el intervalo [0,∞)

y como dominio R.

ReLU(x) = máx (0, x) (A-2)

ReLU(x) =

{
0 si x ≤ 0

x si x > 0
(A-3)

La función ReLU tiene las siguientes propiedades:

Es monótonamente creciente

Es continua en todo su dominio

Es diferenciable en todo su dominio salvo en x = 0, para cualquier otro punto la

derivada se define a trozos como

ReLU′(x) =


0 si x < 0

1 si x > 0

indeterminado si x = 0

(A-4)

Es convexa

Es 1-Lipschtiz

Se demuestra el ultimo ı́tem, para esto considere x1, x2 ∈ R ≥ 0 entonces,

|f(x1)− f(x2)| = |x1 − x2|,

por lo tanto, la constante de Lipschitz denotada como LBReLU corresponde a 1.

Si se tiene que x1 ≥ 0 y x2 < 0 entonces x2 ≤ x1, por lo tanto

|f(x1)− f(x2)| = |x1 − 0|
= |x1|,

luego, x1 − x2 ≥ 0, por lo tanto, |x1| ≤ |x1 − x2| y aśı LBReLU = 1.

Ahora, si se tiene x1 < 0 y x2 ≥ 0 entonces,
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|f(x1)− f(x2)| = |0− x2|
= |x2|.

Dado que x2−x1 ≥ 0 luego |x2−x1| ≥ 0, |x2| ≤ |x2−x1|, lo que es equivalente a |x2| ≤ |x1−x2|
con LBReLU = 1.

En el caso que x1 < 0 y x2 ≤ 0, entonces |f(x1)− f(x2)| = 0, y como |x1−x2| > 0, entonces

|f(x1)− f(x2)| ≤ |x1 − x2| y LBReLU = 1.

A.3. Función tangente hiperbólica

La función tangente hiperbólica tiene la forma funcional descrita por la Ecuación A-5

tanh(x) =
ex − e−x

ex + e−x
. (A-5)

El dominio de esta función corresponde al conjunto de los números R, y el rango es el inter-

valo (−1, 1).

La siguientes son algunas propiedades de la función:

Es monótonamente creciente

Es continua en todo su dominio

Es diferenciable en todo su dominio con derivada

tanh′(x) = 1− tanh2(x)

Es convexa en el intervalo (−∞, 0) y cóncava en (0,+∞)

Es Lipschitz continua

La derivada de la función está acotada

Las dos últimas propiedades enunciadas se demuestran a continuación. Primero se verifica

que la derivada de la función tanh está acotada, esto se puede analizar fácilmente, ya que



A.3 Función tangente hiperbólica 125

tanh′(x) = 1− tanh2(x)

= sech2(x)

≤ 1.

Siguiendo el análisis desarrollado para la función sigmoide, entonces se puede concluir que

la función tangente hiperbólica es también Lipschitz continua. La constante de Lipschitz

denotada como LBth, se puede encontrar de la siguiente manera:

LBth = sup

∣∣∣∣σ(xb)− σ(xa)

xb − xa

∣∣∣∣
= sup |σ′(xc)

= 1.

□



B. Anexo: Propiedad Lipschitz en

algunas redes neuronales

B.1. Composición de funciones Lipschitz

De acuerdo a lo estudiado en el Capitulo 3, las redes neuronales pueden ser vistas como la

composición, generalmente no lineal, de transformaciones afines, su formulación matemática

se presenta en la Ecuación 2-3. Las funciones de activación σ, en la mayoria de arquitectu-

ras, son Lipschitz Continuas, esto motiva cuestionarse si la composición de la Ecuación 2-3

preserva esta propiedad.

Una proposición a considerarse es la siguiente:

Proposición B.1.1

Sean f1 : X → Rm con X ⊆ Rn y f2 : Y → Rp con Y ⊆ Rm, funciones Lipschitz

continuas, con constantes M1 y M2, respectivamente. De tal manera que para xa, xb ∈
X se tiene que,

||f1(xa)− f1(xb)|| ≤M1||xa − xb||

y para ya, yb ∈ Y

||f2(ya)− f2(yb)|| ≤M2||ya − yb||

Entonces la función

f3(x) = f1 ◦ f2

es también Lipschtiz continua, y su constante de Lipschitz es M1M2.

Considérese que para ya, yb la función f2 actúa de la siguiente manera xa = f2(ya) y xb =

f2(yb). Entonces, se puede observar que:
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||f1(f2(ya)))− f1(f2(yb)))|| = ||f1(xa)− f1(xb)||
≤M1||xa − xb||
= M1||f2(ya)− f2(yb)||
≤M1M2||ya − yb||

Entonces se cumple que,

||f3(ya)− f3(yb)|| ≤M1M2||ya − yb||

Por lo tanto, f3, composición de las funciones f1 y f2, es Lipschitz Continua. □

Esta propiedad se puede generalizar para la composición de l funciones Lipschitz, t́ıpicamente

este seŕıa es el caso de las redes neuronales. En este escenario, una cota superior para una red

neuronal con l capas completamente conectadas será el producto de la constantes de Lipschitz

de cada una de las capas. Teniendo en cuenta que las funciones matemáticas que representan

la transformación entre las capas garanticen la continuidad de Lipschitz. Entonces, si para

cada capa j la constante de Lipschitz se denota como Li(σ
(j)), la cota superior de toda la

red denotada como LB será:

LB =
L∏

j=1

Li(σ
(j))

B.2. Transformación af́ın

En este apartado se analiza si una transformación del tipo T : Wx+b es una Lipschitz Con-

tinua. Dado que una red neuronal convencional es la composición de funciones de activación

con transformación de este tipo y se estudió que la composición de funciones Lipschitz tam-

bién lo es, entonces para estudiar el comportamiento general de la red es necesario analizar

la propiedad en la transformación.

Proposición B.2.1

Sean T : X → Rm con X ⊆ Rn una transformación af́ın definida como T (x) = Wx+b,

T satisface la propiedad de ser Lipschitz Continua. De tal manera que para xa, xb ∈ X
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se tiene que existe un MT ≥ 0 ∈ R tal que:

||T (xa)− T (xb)|| ≤MT ||xa − xb||

Veamos que:

||T (xa)− T (xb)||2 = ||(Wxa + b)− (Wxb + b)||2

= ||W(xa − xb)||2,

denotando la matriz W de dimensión m× n por los vectores filas de manera que

W =


W1

W2

...

Wm

 =


w11 w12 · · ·w1n

w21 w22 · · ·w2n

...

wm1 wm2 · · ·wmn

 ,

y llamando u = xa − xb, entonces tenemos

||T (xa)− T (xb)||2 = ||W(xa − xb)||2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


W1

W2

...

Wm

u

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


< W1, u >

< W2, u >
...

< Wm, u >


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Ahora, tomando la norma euclidiana se tiene que:

||T (xa)− T (xb)||2 = ||W(xa − xb)||2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


< W1, u >

< W2, u >
...

< Wm, u >


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=< W1, u >2 + < W2, u >2 + · · ·+ < Wm, u >2

= | < W1, u > |2 + | < W2, u > |2 + · · ·+ | < Wm, u > |2,
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y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz entonces | < Wi, u > |2 ≤ ||Wi||2||u||2,
∀i = 1 : m, de modo que

||T (xa)− T (xb)||2 = | < W1, u > |2 + | < W2, u > |2 + · · ·+ | < Wm, u > |2

≤ ||W1||2||u||2 + ||W2||2||u||2 + · · ·+ ||Wm||2||u||2

≤ ||u||2(||W1||+ ||W2||+ · · ·+ ||Wm||2).

llamando ||W1|| + ||W2|| + · · · + ||Wm||2 = M2
T , claramente una constante positiva M2

T ≥ 0,

entonces tenemos que:

||T (xa)− T (xb)||2 ≤ ||u||2(||W1||+ ||W2||+ · · ·+ ||Wm||2) ≤M2
T ||u||2 ≤M2

T ||xa − xb||2,

finalmente, tomando la ráız positiva en ambos lados de la desigualdad se tiene

||T (xa)− T (xb)|| ≤ |MT | ||xa − xb||
||T (xa)− T (xb)|| ≤MT ||xa − xb||

Por lo tanto, T , una transformación af́ın, es Lipschitz Continua. □

B.3. Constante de Lipschitz transformación af́ın

De acuerdo a la demostración A1 una cota superior para la constante de Lipschitz co-

rresponde al producto de las constantes de las funciones involucradas en la composición.

Para alguna capa j la salida x(j+1) y se asocia con una función fc de tal manera que

x(j+1) = fc(x
(j)) = σ(Wx(j) + b). La función fc es la composición de una función σ y

de una transformación af́ın Wx + b.

A continuación se determina el valor de la constante de Lipschitz para la función af́ın T :

X → Rm, X ⊆ Rn, tal que T (x) = Wx + b. Dado que las funciones afines son Lipschitz

continuas se satisface que para xa, xb ∈ X :

||T (xa)− T (xb)|| ≤MT ||xa − xb||
||(Wxa + b)− (Wxb + b)|| ≤MT ||xa − xb||

||Wxa −Wxb|| ≤MT ||xa − xb||
||W(xa − xb)|| ≤MT ||xa − xb||
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Se puede denotar y = xa−xb, dado que xa ̸= xb entonces y ̸= 0, de manera que la expresión

anterior puede verse como:

||W(xa − xb)|| ≤MT ||xa − xb||
||Wy|| ≤MT ||y||
||Wy||
||y||

≤MT

De modo que,

MT = sup

{
||Wy||
||y||

}
De acuerdo con lo anterior se puede establecer que la constante de Lipschitz para una trans-

formación af́ın es la norma inducida de la matriz W. Tomando la norma euclidiana, la norma

inducida corresponde a la norma espectral que se define como el mayor valor singular de W,

o a la ráız cuadrada del máximo valor propio de la matriz semidefinida positiva WTW.

MT =
√
ρ(WTW) =

√
máxλi(WTW)

B.4. Propiedad Lipschitz de un bloque residual

Considere una red neuronal compuesta por un bloques residuales de tal manera que la salida

para alguna capa j + 1 denotada como x(j+1) esta determinada por la función

x(j+1) = fs(x
(j), θ(j)s ) + f(x(j), θ(j)) (B-1)

Con f la función del bloque residual tal que f : X → Rn y fs la función del salto, igual que

f se tiene que preservar que fs : X → Rn con X ⊆ Rn. Donde θ
(j)
s son los parámetros de la

función de salto y θ(j) parámetros de la función del bloque residual.

Asumiendo que la función del bloque residual f y de la conexión de salto fs son Lipschitz

Continuas, de tal forma que para dos entradas cualesquiera en la capa j xa y xb, se cumple

que:

||f(xa)− f(xb)|| ≤Mf ||xa − xb|| (B-2)
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||fs(xa)− fs(xb)|| ≤Ms||xa − xb|| (B-3)

Entonces bajo estas condiciones, se plante la siguiente proposición:

Proposición B.4.1

Sean f, fs : X → R con X ⊆ Rn con parámetros θ(j) y θ
(j)
s , funciones Lipschitz

continuas, con constantes Mf y Ms, Entonces la función

fBR(x) = f(x, θ(j)) + fs(x, θ
(j)
s )

es también Lipschtiz continua, y su constante de Lipschitz es (Mf + Ms).

Entonces, se puede observar que para xa, xb ∈ X :

||fBR(xa)− fBR(xb)|| = ||(f(xa, θ
(j)) + fs(xa, θ

(j)
s ))− (f(xb, θ

(j)) + fs(xb, θ
(j)
s ))||

= ||(f(xa, θ
(j))− f(xb, θ

(j))) + (fs(xa, θ
(j)
s )− fs(xb, θ

(j)
s )||

≤ ||f(xa, θ
(j))− f(xb, θ

(j))||+ ||fs(xa, θ
(j)
s )− fs(xb, θ

(j)
s )||

≤Mf ||xa − xb||+ Ms||xa − xb||
= (Mf + Ms)||xa − xb||

Entonces se cumple que,

||fBR(xa)− fBR(xb)|| ≤ (Mf + Ms)||xa − xb||,

por lo tanto, fBR es Lipschitz Continua. □

De acuerdo a lo anterior, en una red neuronal con bloque residuales la función del bloque

fBR, que transforma la entrada de la capa x(j) en x(j+1), preserva la continuidad de Lipschitz

si las funciones del bloque y del salto satisfacen esta propiedad. En el caso que fs sea la

función identidad, la cual es Lipschitz continua con constante igual a la unidad, entonces la

función del bloque residual fBR es Lipschitz Continua con constante 1 + Mf .



C. Anexo: Demostraciones y teoremas

relevantes

C.1. Combinación lineal de funciones Lipschitz

Teorema C.1.1

Sean f1, f2 funciones Lipschitz y sean a y b constantes ∈ R, entonces la función

h = af1 + bf2, es Lipschitz, con h : X → Y y la definición de f1 y f2 coherente con los

espacios de definición de h.

Sean x1, x2 ∈ X , se debe mostrar que existe un LB ∈ R > 0, tal que

||h(x1)− h(x2)|| ≤ LB||x1 − x2||.

Dado que f1 y f2 son Lipschitz entonces satisfacen que

||f1(x1)− f1(x2)|| ≤ LB1||x1 − x2||

y

||f2(x1)− f2(x2)|| ≤ LB2||x1 − x2||,

respectivamente.

Veamos que

||(af1 + bf2)(x1)− (af1 + bf2)(x2)|| = ||(af1(x1) + bf2(x1)− (af1(x2) + bf2(x2)||
= ||a(f1(x1)− f1(x2)) + b(f2(x1)− f2(x2)||
≤ ||a(f1(x1)− f1(x2))||+ ||b(f2(x1)− f2(x2))||
≤ |a|||f1(x1)− f1(x2)||+ |b|||f2(x1)− f2(x2)||
≤ |a|LB1|x1 − x2|+ |b|LB2|x1 − x2|
≤ (|a|LB1 + |b|LB2)|x1 − x2|.
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Se puede ver que (|a|LB1 + |b|LB2) es una constante positiva, se denominara LBh, entonces

se tiene que

||(af1 + bf2)(x1)− (af1 + bf2)(x2)|| ≤ (|a|LB1 + |b|LB2)|x1 − x2|,

lo que implica que la función h definida como una combinación lineal de dos funciones

Lipschitz h = af1 + bf2, es también Lipschitz. □

C.2. Subespacio vectorial de funciones Lipschitz

Definición C.2.1

Sea L = {f : X → Y : f es Lipschitz} con X y Y espacios métricos se define L como

el Conjunto de Funciones Lipschitz.

Proposición C.2.1

L es un subespacio vectorial del conjunto de funciones f : X → Y .

Usando el Teorema demostrado en Sección C.1 se sabe que L es cerrado para la suma y el

producto escalar.

C.3. Equivalencia de las normas en Rn

Definición C.3.1

Sea V un espacio vectorial normado y || · ||1 y || · ||2 dos normas en V , las dos normas

son equivalentes si y solo si existen a, b > 0 ∈ R tal que se satisface:

a|| · ||1 ≤ || · ||2 ≤ b|| · ||1.

Proposición C.3.1

En Rn como espacio vectorial dos normas cualesquiera son equivalentes.

Para demostrar esta proposición partimos de establecer que la relación de equivalencia cum-

ple las propiedades de ser reflexiva, simétrica y transitiva. Esta última propiedad permite

concluir que si una norma cualquiera || · || es equivalente a la norma || · ||1, entonces cua-

lesquiera dos normas serán equivalentes entre śı, entonces bastará encontrar que dada una
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norma cualquiera || · || esta será equivalente a la norma || · ||1.

En Rn, un elemento cualquiera de la forma x = [x1, x2, ..., xn] pueden representarse en

relación a las bases canónicas e1 = [1, 0, ..., 0], e2 = [0, 1, 0, ..,0], ..., en = [0, 0, ..., 1], aśı

x = x1e1 + x2e2 + ... + xnen,

con xi ∈ R, y los elementos xiei vectores. Por lo tanto la || · ||, puede representarse

||x|| = ||x1e1 + x2e2 + ... + xnen||.

Dado que los xi corresponden a números reales por propiedades se tiene que:

||x|| = ||x1e1 + x2e2 + ... + xnen||
≤ ||x1e1||+ ||x2e2||+ ...||xnen||

=
n∑

i=0

||xiei||

=
n∑

i=0

|xi|||ei||.

Definiendo b = máx ||ei||,∀i = 1 : n, entonces,

||x|| ≤
n∑

i=0

|xi|||ei||

≤
n∑

i=0

|xi|b

= b||x||1.

Este resultado implica que

||x|| ≤ b||x||1. (C-1)

Ahora, considerando S = {x : ||x||1 ≤ 1}, este conjunto tendrá un mı́nimo ||m||1 para el cual

se cumple que ||m||1 < ||n||1, para todo ||n||1 ∈ S. ahora bien, no se considera al elemento

x = 0, por lo tanto ||m|| > 0. Los elementos de la forma x/||x||1 están contenidos en el

conjunto S, ya que
∣∣∣∣∣∣ x

||x||1

∣∣∣∣∣∣ = 1. Entonces, ||m||1 también es menor para
∣∣∣∣∣∣ x

||x||1

∣∣∣∣∣∣. Denotando

a = ||m||, entonces
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a ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣ x

||x||1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
por lo tanto

a||x||1 ≤ ||x||. (C-2)

De las ecuaciones C-1 y C-2, se tiene que para dos números reales positivos a, b

a||x||1 ≤ ||x|| ≤ b||x||1.

demostrada esta equivalencia y por la propiedad de transitividad se demuestra que dos

normas cualesquiera en Rn son equivalentes. □

C.4. Enunciado del Teorema de Hartman-Grobman

Definición C.4.1

Sea el sistema de n ecuaciones diferenciales ẋ = f(x) y x0 ∈ Rn, se dice que x0 es un

punto de equilibrio hiperbólico si ningún valor propio de la matriz Df(x0) tiene parte

real nula.

Teorema C.4.1

Sea x0 ∈ Rn un equilibrio hiperbólico del sistema de ecuaciones diferenciales ẋ = f(x),

con f : Rn → Rn, f ∈ C1. Entonces existe un entorno U de x0, y V de 0, tales que los

sistemas diferenciales

ẋ = f(x)

ẋ = Df(x0)x,

son topológicamente conjugados.



D. Implementación computacional

La implementación computacional se encuentra en el repositorio https://github.com/mav

ivi95/overfittingLipschitzBoundLPAR. A continuación se detalla por experimento su

ubicación:

Experimento A, Subsección 2.3.2: https://github.com/mavivi95/overfittingLip

schitzBound/blob/main/overfittingExperimentoA.ipynb.

Experimento B, Subsección 2.3.2: github.com/mavivi95/overfittingLipschitzBo

und/blob/main/overfittingExperimentoB.ipynb.

Experimento A, Subsección 3.2.1: https://github.com/mavivi95/overfittingLip

schitzBound/blob/main/validationMethodLBExperimentoA.ipynb.

Experimento B, Subsección 3.2.1: https://github.com/mavivi95/overfittingLip

schitzBound/blob/main/validationMethodLBExperimentoB.ipynb.

Experimento C, conjunto de datos Iris, Subsección 3.2.1: https://github.com/mav

ivi95/overfittingLipschitzBound/blob/main/validationMethodLBExperiment

oC1.ipynb

Experimento C, conjunto de datos Wine dataset, Subsección 3.2.1: https://github

.com/mavivi95/overfittingLipschitzBound/blob/main/validationMethodLBEx

perimentoC2.ipynb

Experimento C, conjunto de datos Cancer dataset, Subsección 3.2.1: https://github
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Información TIC 2017 - 2022,,” Bogotá, Colombia, 2017.
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[64] Colciencias, “Poĺıtica Nacional de Ciencia e Innovación para el Desarrollo Sostenible

Libro Verde 2030,” Bogotá, Colombia, 2018.
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de Colombia., Bogotá, Colombia, 2015.
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