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Resumen

Estudio y analisis de un modelo deterministico SIQR
para la transmision del cdélera

La pandemia de Covid-19 es reflejo de las consecuencias de las enfermedades
infecciosas. Parte de la respuesta ante tales riesgos para la salud publica,
incluye la posibilidad de entender y predecir la dinamica de los contagios vy,
a partir de ello, tomar decisiones oportunas. Es aqui donde las matematicas
aplicadas a la epidemiologia destacan como una herramienta fundamental.

Una forma de entender la evolucion de una epidemia es mediante la apli-
cacion de modelos compartimentales, ajustados a las caracteristicas propias
de cada enfermedad. Estos agrupan a la poblacion en varios compartimien-
tos, dependiendo de su condicién médica. Modelos epidemiolégicos como el
SIQR pueden ser adaptados para predecir el comportamiento de enfermeda-
des como el colera, que, como lo evidencian los acontecimientos mas recientes
vividos en Siria y Haiti, pueden llegar rapidamente a pasar de un brote a una
epidemia dificil de controlar, si no se toman las medidas de control adecuadas.

En vista de lo anterior, este trabajo estudia y analiza un modelo deter-
ministico SIQR para la transmisién del colera. Ademas, se realiza simulacion
numérica usando el lenguaje de programacion Python, que permita obser-
var la dindmica de la enfermedad desde la evolucion de los diferentes grupos
poblacionales en el tiempo. Se realiza el analisis de sensibilidad al ntimero
reproductivo basico, el cual permite evaluar estrategias de control. También
se disefia una interfaz web, utilizando la libreria Streamlit, que permite evi-
denciar la respuesta de la dinamica del modelo, en funcién de los parametros.
Esta sirve como insumo para estudios posteriores. el analisis de sensibilidad
al niimero reproductivo basico

Palabras clave: modelo epidemiolégico compartimental, célera, modelo
SIQR, simulacion numérica.



Abstract

Study and analysis of a deteriministic model SIQR. for
the transmission of cholera

The Covid-19 pandemic is a reflection of the consequences that infec-
tious diseases can generate. Part of the response to these risks for public
health includes the possibility of understanding and predicting the dynamics
of infections and, on this basis, taking opportune decisions. Here is where
mathematics applied to epidemiology stands out as a fundamental tool.

One way of understanding the evolution of an epidemic is through the
application of compartmental models, adjusted to the specific characteristics
of each disease. These divide the population into various compartments, de-
pending on their medical condition. Epidemiological models like SIQR can
be adapted to predict the behavior of diseases as cholera, that, as evidenced
by the most recent events in Syria and Haiti, can quickly progress from an
outbreak to an epidemic difficult to control, if adequate control measures are
not taken.

In consideration of the above, this work studies and analyzes a determi-
nistic SIQR model for cholera transmission. In addition, numerical simulation
using Python programming language is performed to observe the dynamics of
the disease from the evolution of different population groups over time. Sen-
sitivity analysis to the basic reproductive number is developed, which allows
the evaluation of control strategies. A web interface is also designed, using
Streamlit library, which allows to evidence the response of the dynamics of
the model, depending on the parameters. This will serve as an instrument
for further studies.

Key words: Compartmental epidemic model, cholera, SIQR model, nu-
merical simulation.
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Capitulo 1

Introduccion

Los tultimos afios han demostrado lo riesgoso que puede llegar a ser para
la salud publica, la economia, la politica y el ambito social, la propagacion
de una enfermedad contagiosa. El terror que puede causar la palabra “pan-
demia” ha quedado grabado en la mente del colectivo. Esto ha motivado el
interés cientifico por simular la dinamica de contagios, procurando que el
comportamiento de este tipo de enfermedades sea predecible y controlable.

Dentro de las numerosas enfermedades que existen, sin duda, unas de
las mas peligrosas son las enfermedades infecciosas con alta transmisibilidad,
debido al riesgo de que un gran porcentaje de la poblacion se contagie, incre-
mentando la dificultad para controlarla y tratarla. Cuando hay un aumento
stubito e inusual de contagios en un espacio concreto, se habla de un brote.
Cuando la ocurrencia de casos es mayor a la esperada en un area geografica
especifica, se trata de una epidemia. Por otra parte, se habla de pandemia
cuando los casos de contagio se dan en miltiples paises y por lo menos en
dos continentes [1]. La rama de la ciencia que estudia, modela y analiza este
tipo de enfermedades es la epidemiologia.

Historicamente, las epidemias han sido uno de los grandes flagelos que ha
padecido la humanidad, llegando a diezmar grandes poblaciones en multiples
ocasiones. Por esta razon, es de vital importancia entender la dindmica de
los contagios, a fin de poder trazar planes de acciéon que permitan reaccionar
efectivamente y establecer un control sobre la propagaciéon de las epidemias
2]. En este sentido, las matematicas constituyen una herramienta fundamen-
tal, a través de la cual se desarrollan modelos epidemiologicos especificos para
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cada enfermedad.

El importante papel que juega la matematica en el manejo y control de las
epidemias, es reconocido desde inicios del siglo XX. El médico britanico Ro-
nald Ross (1857-1932), después de anos de estudiar la malaria, lo expresaria
en estas palabras:

“En rigor toda la epidemiologia, relacionada como esta con la va-
riacion de una enfermedad en el tiempo y de un lugar a otro, debe
ser considerada mateméaticamente, sin importar cuantas variables
implicadas haya, si es que se la quiere considerar de manera cien-
tifica”

(Amster, 2020: 7)

En términos practicos, los modelos matematicos son los que se requieren para
entender la dinamica de los contagios y asi poder tomar decisiones basadas
en la predicciéon del comportamiento de la epidemia, mas alla de los datos
[3]. En consecuencia, es imperativo darles un manejo matematico a las en-
fermedades con alta transmisibilidad, tales como el colera.

A lo largo de la historia, la humanidad ha enfrentado diferentes epidemias.
Incluso se encuentran referencias tan tempranas como en el Papiro de Ebers
(1500 a.C aprox), documento en el que se estudian enfermedades infecciosas
(probablemente malaria) [3]. Durante mucho tiempo este tipo de enfermeda-
des se estudiaron desde la perspectiva de la medicina y de la biologia, con un
enfoque hacia la descripcion y la comprension, pero sin enfatizar en la dina-
mica de los contagios. Aunque se realizaron algunos estudios relativamente
sistematicos, no fue sino hasta el ano 1760 cuando el matematico, fisico y
médico suizo Daniel Bernoulli (1700-1782), formulé un modelo epidemiol6gi-
co para la viruela [4].

El ano 1927 marca un hito en la historia de la epidemiologia, ya que
fue este momento en que el bioquimico escocés William Ogilvy Kermack
(1898-1970) y el médico epidemidlogo escocés Anderson Gray McKendrick
(1876-1943) desarrollaron el primer modelo epidemiol6gico matemético, que
involucra un sistema de ecuaciones diferenciales al cual llamaron el modelo
SIR. En dicho modelo se distinguen tres tipos de individuos: susceptibles,
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infectados y recuperados. Los individuos susceptibles son aquellos que estan
propensos a contagiarse de la enfermedad al tener contacto con un individuo
infeccioso. Los infectados son quienes han contraido la enfermedad y pueden
o no desarrollar sintomas. Los recuperados son los que ya tuvieron la enfer-
medad y adquieren inmunidad. Este tipo de modelo, en el que la poblacion
se encuentra dividida en clases diferentes de individuos segiin su rol en la
epidemia, se llama modelo compartimental. [5] [6].

El trabajo de Kermack y McKendrick constituye el antecedente més im-
portante en el modelamiento matematico de las epidemias, ya que es a partir
del SIR que se han desarrollado otros modelos epidemiolégicos compartimen-
tales, los cuales involucran otras clases de individuos, de acuerdo a las par-
ticularidades de cada enfermedad. Por ejemplo, el modelo SIS (Susceptibles,
Infectados y Susceptibles), donde los recuperados no adquieren inmunidad y
vuelven a ser susceptibles, el cual ha sido ampliamente usado para enferme-
dades como la gripa, neumonia, gonorrea, entre otras. Otro ejemplo puede
ser el modelo SEIR (Susceptibles, Expuestos, Infectados y Recuperados), en
el cual la enfermedad tiene un periodo de incubacién asintomatico y a estos
individuos se les llama expuestos, utilizado en el modelado de enfermedades
como varicela, tuberculosis, malaria, zika, dengue, entre otras. [7].

Considerando la variedad de enfermedades infecciosas, El colera ha sido,
durante la historia de la humanidad, una de las enfermedades que la ha azo-
tado con mas intensidad. Ha estado presente en casi todas las civilizaciones,
imperios y paises, ocasionando epidemias, pandemias y dejando millones de
muertos en todo el planeta. Se han encontrado registros de siete pandemias
por colera a lo largo de la historia, pero es posible que hayan sido méas. Siendo
una de las enfermedades con un indice alto de transmision y una alta tasa de
letalidad, constituye uno de los grandes desafios para la medicina. A pesar de
los avances de la ciencia, el colera contintia siendo una amenaza letal para las
personas. Colombia no ha sido ajena a esta amenaza a la salud publica, ya
que desde sus albores (1849) fue afectada en su zona norte por una epidemia
de célera. El célebre escritor y premio nobel de literatura, Gabriel Garcia
Maérquez (1927-2014) lo documenté en su obra “El amor en los tiempos del
colera” [8]. Por lo tanto, es de vital importancia que existan modelos epide-
mioldgicos adaptados a las caracteristicas especificas de la region.

Esta enfermedad es méas comtn en paises en via de desarrollo, concreta-
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mente en lugares que tienen acceso restringido a agua potable, inadecuado
manejo de las excretas, mal sistema de acueducto y alcantarillado, asi como
un control de saneamiento publico ineficiente [9]. Esto, dado que su transmi-
sién se da de manera fecal-oral, es decir, se contrae a partir del contacto con
residuos fecales, aguas y alimentos contaminadas con la bacteria. Lo anterior
podria haber ocasionado que los paises desarrollados, no hayan prestado un
significativo interés en las investigaciones acerca de la propagacion del célera,
ante el bajo riesgo que representa dicha enfermedad para sus ciudadanos.

El célera es una de las enfermedades transmisibles de mayor relevancia
para la salud publica mundial. En el presente, continiia siendo de caracter
endémico y epidémico, lo cual se traduce en un elevado riesgo para la gene-
racién de una nueva pandemia [1]. Ejemplo de esto es el brote més reciente
de colera en el mundo, que se estd dando en la actualidad en las regiones no-
rorientales de Siria y en Hait{, anunciados el 10 de septiembre del 2022 [10] y
el 2 de octubre de 2022 [11], respectivamente. Por lo tanto, el modelamiento
de esta enfermedad tiene un gran interés a nivel cientifico.

Varios modelos han sido desarrollados para la descripcion de la propaga-
cién de la enfermedad. Por ejemplo, Nyaberi y Malonza [12] implementaron
un modelo deterministico SIQR-B, el cual consiste en un sistema de equacio-
nes diferenciales ordinarias, para estudiar la dinamica de la propagacion del
colera.Este estudio involucra campanas pedagogicas y tratamiento durante
la cuarentena como medios de control de la epidemia. En este se analiza, de
forma detallada, el sistema dindmico y el niimero reproductivo basico. Tam-
bién se realizan simulaciones numéricas con datos obtenidos de la literatura.
Este modelo se destaca porque analiza el efecto de las campafas de educacién
sobre el niimero de infectados. Sin embargo, aunque este se hace mediante
simulaciéon numeérica, se podria complementar con un analisis de sensibilidad
del niimero reproductivo basico.

Por su parte, Azaele, Maritan, Bertuzzo, Rodriguez-Iturbe y Rinaldo [13]
abordan la epidemia de colera ocurrida entre 2000 y 2001 en Sudafrica. Para
ello utilizan un modelo SIR estocastico, a partir de un tnico brote inicial.
Este modelo se compara con datos reales tomados de dicha epidemia para
describir la evolucién en el tiempo del niimero de individuos infectados. Si
bien, este tipo de modelos estan mas acorde con la realidad, dada la variabi-
lidad de los factores ambientales y poblacionales que influyen en la dinamica
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de contagios, también son limitados, ya que para asegurar que sean analiti-
camente manejables, se debe tener en consideracion una cantidad minima de
variables.

También existen investigaciones que abordan tanto el tipo deterministico
como el estocastico y realizan comparaciones entre ellos, como el de Gani y
Swift [14]. Dichos autores desarrollan un modelo deterministico que relaciona
la concentracion de la bacteria en el agua con el nimero de individuos infec-
tados, tomando los datos del brote en Sierra Leona en 2006. Posteriormente,
desarrollan un modelo estocastico equivalente, en el cual demuestran que la
curva de infectados en el modelo deterministico es igual al valor esperado
del proceso estocastico del nimero de infectados. Estos modelos presentan
una perspectiva relevante para futuros estudios que se acerquen mas a la
situacion real de una epidemia de célera, pudiéndose aplicar a modelos com-
partimentales mas complejos que los modelos desarrollados en el trabajos de

Gani y Swift [14].

Dentro de los estudios méas actuales relacionados con la propagacion del
cOlera, se encuentran algunos como el de Yang [15], quien aborda el tema
proponiendo miiltiples modelos. Por ejemplo, considera un modelo SIR-B,
donde B representa la concentracién de bacteria en el agua contaminada y
un modelo multi-escala, incorporandole la disponibilidad de recursos médicos,
para luego aplicarlo a los datos obtenidos en la epidemia de Yemen durante
2017-2018. Esta investigacién mostré que diferentes niveles de prevalencia
y gravedad de la enfermedad estan asociados con las diferentes regiones de
Yemen. Los resultados también mostraron que las acciones de prevencion e
intervencion deben estar focalizadas de acuerdo con dichas regiones, teniendo
en cuenta factores tanto ambientales como socio-econdémicos. Este tipo de in-
vestigaciones reflejan la importancia de que los estudios epidemiolégicos estén
ligados a las particularidades de las regiones en las cuales se da una epidemia.

Otro ejemplo de una investigacion reciente es la de Belayneh, Tibebu
y Rao Koya [16], quienes desarrollaron un modelo compartimental SIQR-
B teniendo en cuenta solo la transmision ambiente-humano y sin inmunidad
permanente para el compartimiento de recuperados. Un punto a favor de este
estudio es su enfoque hacia las medidas de control y tratamiento, las cuales
consisten en tratamiento durante la cuarentena y vacunacion. Para deter-
minar la influencia de dichas medidas, se elaboraron analisis de sensibilidad
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respecto al nimero efectivo de reproduccion, encontrando que el tratamien-
to durante cuarentena, pero sobre todo la tasa de vacunacion, son factores
relevantes para el analisis de la enfermedad. Este estudio permite identificar
que las acciones de prevencién y control son aspectos imprescindibles dentro
de las investigaciones epidemiolédgicas.

De manera complementaria, conviene presentar otras perspectivas respec-
to al estado del arte, que se centran los aspectos médicos, biologicos, bacte-
riologicos entre otros. De esta forma, el modelado matematico se aprovecha
de forma interdisciplinar en articulacién con otras areas ya mecionadas, para
poder brindar una respuesta efectiva en salud publica. Ejemplo de lo anterior
es la investigacion de Finger et al [17], la cual utiliza modelos matematicos
para determinar la efectividad de las intervenciones enfocadas en casos-area
(CATISs por sus siglas en inglés) implementadas durante el brote de cdlera en
Chad en 2011. Los resultados de este estudio muestran que las intervenciones
enfocadas en casos-area son mas efectivas que las intervenciones generales.

El objetivo general de este trabajo es estudiar y analizar un modelo deter-
ministico SIQR-B para la descripcion de la propagacion del célera, tomando
como base el presentado por Nyaberi y Malonza [12], el cual contribuya al
manejo y control de un eventual brote de la enfermedad. Para ello, se elabo-
r6 una descripciéon matematica detallada del modelo deterministico SIQR-B,
analizando las ecuaciones del sistema y se realizaron simulaciones numéricas
que representaran la dindmica de transmision del colera. El modelo presen-
tado en este trabajo se diferencia del que proponen los citados autores, en
que no se tiene en cuenta la transmision de humano a humano. La razén
para esta decision es que, como se evidencia en la literatura, con apoyo en el
concepto de expertos consutados, el contagio del patéogeno entre humanos es
despreciable en comparacion con el que se ocasiona por medio de la ingesta
de agua o alimentos contaminados con la bacteria. Esto, cuando el interés se
centra en analizar una epidemia y no un conglomerado [18].

El trabajo esta estructurado de la siguiente manera: en primer lugar se
presenta el marco teérico, el cual introduce los conceptos epidemioldgicos y
matematicos que componen la teoria base. Ademas, se profundiza en algu-
nas investigaciones con enfoque epidemioldgio, centradas en el colera, con el
fin de establecer los principales antecendentes del presente trabajo. En el si-
guiente capitulo se describe y analiza el modelo SIQR-B para la propagacion
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del colera. Esto se hace encontrando los puntos de equilibrio del sistema y
el nimero reproductivo bésico, para después realizar su respectivo analisis
de estabilidad. Posteriormente, se muestra la implementacion del modelo, las
simulaciones y su aplicaciéon con datos obtenidos de la literatura. También
se realiza un analisis de sensibilidad para el nimero reproductivo basico. Fi-
nalmente, se presentan las conclusiones, recomendaciones y futuros estudios.



Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo se presentan los conceptos epidemioldgicos y matemaéti-
cos necesesarios para el desarrollo del trabajo. La primer seccion habla sobre
algunos modelos compartimentales utilizados en el estudio de las enferme-
dades infecciosas. La segunda seccion presenta diversos teoremas necesarios
para el andlisis del modelo visto como un sistema dindmico no lineal. La
tercera describe la enfermedad del célera desde una perspectiva médica e
historica.

2.1. Modelos compartimentales epidemiol6gi-
cos

Como se dijo en la introduccion, Kermack y McKendrick desarrollaron el
modelo SIR, primer modelo compartimental [5]. Los modelos compartimen-
tales son aquellos que clasifican a la poblacién en compartimentos segin su
estado de salud dentro de la dinamica de la epidemia, asumiendo que cada
individuo en un mismo compartimento tiene las mismas caracteristicas. Si-
guiendo las ideas de Kermack y McKendrick, se han desarrollado otros tipos
de modelos compartimentales, los cuales incluyen més o menos comparti-
mentos. Dependiendo del tipo de enfermedad algunos de estos pueden ser: F
expuestos, V vacunados, H hospitalizados y @) en cuarentena.

Ejemplos de algunos modelos compartimentales son el SI, en el cual los

individuos infectados nunca dejan de ser infecciosos, como en el caso del
VIH, herpes [19] y la enfermedad de Chagas [20]. El modelo SIS, donde el

16
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individuo infectado no adquiere inmunidad al recuperarse y vuelve a ser sus-
ceptible a la enfermedad, como se model6 para la gonorrea [21]. El modelo
SEIRS considera el periodo de incubacién de la enfermedad durante el que
los individuos son asintométicos (Expuestos), ademés después de que un in-
dividuo se recupera vuelve a ser susceptible; por ejemplo este tipo de modelo
se ha implementado para la clamidia [22]. Otro ejemplo es el modelo SVEIR
que incluye un compartimento para individuos vacunados, el cual se ha im-
plementado para la varicela [23].

Dichos modelos pueden ser deterministicos o estocasticos. En los modelos
deterministas se obtiene una tnica prediccion o soluciéon al modelo a través
de los parametros, por lo general consisten en sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (EDO’s). En tanto que en los modelos estocasticos se asume
que las variables explicativas presentan posibles fluctuaciones, que inciden en
la variable respuesta, la cual esta representada por una variable aleatoria con
su distribucion de probabilidad. Este tipo de modelos permiten introducir al-
teraciones de la enfermedad que se esta describiendo, tales como los cambios
climéticos y la migracién [24]. En conclusion, cuando se pretende analizar
matematicamente una epidemia, es necesario tener en cuenta las caracteris-
ticas especificas de la enfermedad y a partir de estas, encontrar el modelo
compartimental que mejor se ajuste. Para el caso de esta investigacion se
considerara un modelo compartimental deterministico.

Otra de las consideraciones a tener en cuenta es la dindmica vital en
el modelado de una epidemia. Esta se refiere a considerar los nacimientos
y las muertes por causas naturales dentro del modelo. En el modelo origi-
nal de Kermack y McKendrick [5], se asume que el tamano de la poblacion
permanece constante en el tiempo, es decir, se desprecian las muertes y los
nacimientos, ya que no afectan la dinamica de la epidemia. Este podria ser
el caso de enfermedades que se estudian en un intervalo de tiempo corto.
Por el contario, para epidemias que se extienden mas en el tiempo, se hace
necesario incluir la dindmica vital en el modelo.

A continuacién se presentan cuatro subsecciones. Las primeras dos intro-
ducen los modelos SIR y SIQR. El SIR es el modelo base del que se derivan
otros modelos compartimentales como el que se presenta posteriormente. El
SIQR es el modelo referencial para esta investigacion. Las tltimas dos sub-
secciones definen el niimero reproductivo basico, siendo este la métrica mas
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representativa en el andlisis de las epidemias, y la matriz de préxima gene-
racion, un método para poder calcular dicho niimero.

2.1.1. Modelo compartimental SIR

El SIR es uno de los modelos compartimentales epidemiologicos mas sim-
ples. Este, segtin sus siglas, describe la dindmica de las epidemias en las que
los individuos susceptibles pueden ser infectados y luego pasan a ser recu-
perados, bien sea porque desarrollan inmunidad a la enfermedad o porque
mueren. Este modelo ha sido utilizado para analizar enfermedades tales co-
mo la rubeola, el sarampion, la varicela, dengue [25], Zika [26]. Enfermedades
como estas suelen producir inmunidad temporal o permanente.

El modelo SIR que aqui se presenta, no considera la dinamica vital. Esto
es, si N representa la poblacion total, S(t) los individuos susceptibles , I(t)
los individuos infectados y R(t) los individuos recuperados, entonces:

N = S(t) + 1(t) + R(t) = Constante

en cualquier tiempo t de la epidemia.

En la tabla 2.1 se describen las variables y los parametros que considera
el modelo basico SIR. Este modelo consiste en un sistema de 3 ecuaciones
diferenciales, donde cada una de ellas representa el flujo de individuos de
cada compartimento poblacional. La variacién de los susceptibles, posee un
unico flujo de salida SST que corresponde a la cantidad de nuevas personas
infectadas por estar en contacto con individuos infecciosos. Asi la variacion
de los infectados tiene como flujo de entrada a ST y como flujo de salida a
el nimero de personas infectadas que se recuperaron por unidad de tiempo
al, siendo este término el tnico flujo de entrada en el compartimento de los
individuos recuperados. El sistema de ecuaciones (2.1) y el diagrama de flujo
2.1 representan la dindmica de la enfermedad para el modelo SIR.

ds
i —BSI
1
th =pSI —al (2.1)
dR ol

dt
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’ Variable\ Parametro \ Descripcion

S(t) Numero de individuos susceptibles en el tiempo t
I(t) Numero de individuos infectados en el tiempo t
R(t) Numero de individuos recuperados en el tiempo t

N Tamano constante de la poblacion
15} Tasa de infectividad
Q Tasa de recuperacion de invididuos infectados

Tabla 2.1: Variables y pardametros del modelo SIR

BSI al

Figura 2.1: Diagrama de flujo del modelo STR

2.1.2. Modelo compartimental SIQR

El modelo compartimental SIQR surge a partir de una modificacion al
modelo basico SIR, la cual consiste en incorporar un compartimento adicio-
nal @ a la dindmica de la propagacién de la epidemia [27]. El compartimento
() denota la poblacién de infectados que entran a cuarentena, es decir, aque-
llos individuos que se aislan, evitando asi propagar el patégeno. Este modelo
se basa en el argumento de que el aislamiento se considera como la primera
estrategia de control de las enfermedades infecciosas, ya que ha sido usada
desde siglos atras para disminuir el contagio de enfermedades tales como le-
pra, fiebre amarilla, tuberculosis, célera, ébola, entre otras.

En esta investigacion se va a considerar el modelo deterministico SIQR
con dinamica vital. Este divide la poblacién en cuatro compartimentos S,
I, Q y R, donde S(t) denota el nimero de individuos susceptibles de con-
traer la enfermedad en el tiempo t, I(t) el nimero de individuos capaces de
transmitirla, es decir, individuos infectados, Q(t) el nimero de individuos
que se encuentran en cuarentena, por lo tanto ya no pueden transmitir la
enfermedad y R(t) el nimero de individuos que han perdido la posibilidad
de ser infectados, ya sea por adquirir inmunidad o por haber muerto como
consecuencia de la enfermedad [28][7].
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El sistema de ecuaciones diferenciales (2.2) no lineales describe el modelo,
consta de 4 ecuaciones diferenciales ordinarias y cada una de ellas representa
la variacién de los indviduos en cada compartimento poblacional. La tabla
(2.2) describe las variables y los pardmetros que considera el modelo.

ds

= — A—BSJ—

dt ST = ps

dI

d

dcg = I —(n+0d+p)@Q (2.2)
dR

= = al -

7 al +1Q — pR

| Variable\Pardmetro | Descripcion

S(t) Nimero de individuos susceptibles en el tiempo t
I(t) Numero de individuos infectados en el tiempo t
Q(t) Numero de individuos en cuarentena en el tiempo t
R(t) Numero de individuos recuperados en el tiempo t
N(t) Tamano de la poblacién en el tiempo t

A Ntumero de nacimientos por unidad de tiempo

0 Tasa de muerte natural

) Tasa de muerte por la enfermedad

15} Tasa de infectividad

Q@ Tasa de recuperacion de invididuos infectados

v Tasa de infectados que entran a cuarentena

n Tasa de recuperacion de infectados en cuarentena

Tabla 2.2: Variables y parametros del modelo SIQR

La Figura 2.2 describe el flujo entre las poblaciones del modelo SIQR.
Una caracteristica importante es que la porcién de individuos que abando-
nan el compartimento de infectados se divide en el nimero de individuos
que entran al compartimento de cuarentena (vyI) y el nimero de individuos
que se recuperan («f) sin haber pasado por cuarentena, es decir, individuos
asintomaticos o que no fueron puestos en cuarentena.

Ejemplo de lo anterior es el COVID-19, en el cual existen individuos infec-
tados (identificados mediante prueba diagnéstica), individuos infectados no
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identificados e individuos asintomaticos, donde estos dos 1ltimos correspon-
den a la poblaciéon que pasa directamente de infectados a recuperados, sin
haber estado en cuarentena. Diversos estudios han implementado modelos
SIQR para esta enfermedad [29, 30, 31, 32]. Por otra parte, existen enferme-
dades como la varicela, la influenza, la neumonia, el célera, entre otras, en
las que es muy poco comin que haya individuos infectados asintoméaticos. En
este sentido, resulta importante tener un control y supervision sobre la pobla-
cién identificada como infectada, la cual se clasificaria en el compartimento
Q (individuos en cuarentena).

1”5 1(5+M)I lﬂR

Figura 2.2: Diagrama de flujo del modelo SIQR

2.1.3. Numero reproductivo basico R

El primer acercamiento al concepto del niimero reproductivo basico se le
atribuye a Ross [33], el cual en su estudio sobre la transmisién de la malaria,
establecié que existe un umbral por debajo del cual no se desarrolla la enfer-
medad, pero por encima de este se genera una epidemia. Mas adelante, en el
ano 1927, Kermack y McKendrick propusieron y demostraron el teorema del
umbral [5], el cual establece que el ingreso de un individuo infeccioso en una
comunidad, no dard lugar a un brote epidémico a menos que la densidad de
la poblacién susceptible exceda cierto valor critico [5]. Sin embargo, ni Ross
ni Kermack y McKendrick identificaron a este umbral con un nombre. Apa-
rentemente quien utilizd6 por primera vez el término “nimero reproductivo
bésico" fue MacDonald [34] en su trabajo en malaria [35].



2.1. MODELOS COMPARTIMENTALES EPIDEMIOLOGICOS 22

En los modelos epidemiolégicos compartimentales se define el ntimero
reproductivo basico R, como el nimero de infecciones secundarias que
resultan de una tunica infeccién primaria en una poblacién susceptible [36].
Matematicamente el Ry es visto como un parametro para determinar el ries-
go de infeccién y la aparicion de una epidemia, si Ry < 1 la enfermedad se
extingue y si Ry > 1 es inevitable el desarrollo de una epidemia.

En modelos compartimentales simples como el SIR, el nimero reproducti-
vo basico puede calcularse directamente a partir de la definicién. Sin embargo,
cuando el modelo compartimental contiene varios grupos de poblacion infec-
tada, como es el caso del SIQR, es necesario considerar todas las infecciones
secundarias generadas por cada grupo por separado. Para poder hallarlo, se
implementa el método de la matriz de préxima generacién [37, 38, 39].

2.1.4. Matriz de préxima generacion

El método de la matriz de proxima generacion es utilizado para calcu-
lar el niimero reproductivo basico en modelos compartimentales que tienen
multiples tipos de compartimentos de poblacion infectada. El concepto clave
es determinar el promedio del niimero esperado de nuevas infecciones sobre
todos los tipos de infectados[36]. Este método fue introducido por Diekmann,
Heesterbeek y Metz [38] como una definicién formal matematica de Ry. Este
se define como el valor propio dominante de la matriz de proxima generacion,
la cual se introducird a continuacion.

Este método se basa en el sistema dinamico epidemiolégico, entendido
como el sistema de ecuaciones diferenciales que describen al modelo compar-
timental. Este método se analiza en el punto de equilibrio libre de enfermedad
(E?), es decir, cuando las ecuaciones diferenciales del sistema son iguales a
0, lo que lo define como punto de equilibrio y cuando la poblacion infectada
es igual a 0, lo que lo define como libre de enfermedad.

{Como calcular el niimero reproductivo basico R, usando el método
de la matriz préxima generacion?

Considérese X'(t) = ¢g (X(t)) un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, que representan un modelo compartimental epidemioldgico, en el cual
se tiene mas de un compartimento relacionado con el flujo de la poblacion
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infectada. Supéngase n > 1 compartimentos y sea y = (y1,...,%,)" el vector
de las variables que representan dichos compartimentos. Se debe expresar el
sistema reducido en la forma:

g) =fly) —v@);  vy) = —v)(y) (2.3)

donde f = (fi, far- o+ fu) s vF = (W, 0, 0P)T y 0= = (o, v, v

son funciones no negativas definidas como:
» f; flujo de nuevos infectados en el compartimento ¢ € {1,2,...,n}.

» v; = v; —o; flujos salientes menos otros flujos entrantes en el compar-
timento ¢ € {1,2,...,n}.

La figura 2.3 ilustra el flujo para cada compartimento y; segin las funciones
definidas.

Figura 2.3: Diagrama de flujo del compartimento y;

La matriz de préxima generacion es una matriz de tamano n x n, definida
como G = FyVy ', donde:

Fo - [2005] o
o [

Es decir, Fy y V) son las matrices jacobianas evaluadas en el punto de
equilibrio libre de infeccion Ej de los vectores f; y v; respectivamente.

Por lo tanto, siguiendo la definiciéon y demostracion dadas por Diekmann,
Heesterbeek y Metz [38], el nimero reproductivo basico Ry es el valor propio
dominante de la matriz G

Ry = p(FoVy ) (2.6)
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Uso del método de la matriz de préxima generacién para el niimero
reproductivo basico del SIQR

Los siguientes calculos se basan en el método presentado anteriormente,
aplicado al modelo SIQR descrito en la subseccion 2.1.2. Este posee dos
compartimentos con flujo de infectados, I y Q. Por lo tanto, se obtiene el
sistema reducido:

dl
d
;§=71—0%+&+WQ

Aplicando el método de la matriz de préxima generacion, descrito ante-
riormente, se obtiene:

BSI
fill,Q) =
0
(a+v+0+p)l
Uz([7Q) =

(n+0+pm)@Q—~1
Por lo tanto

BS 0
F(1,Q) = (2.7)
0 0
(a+v+0+p 0
V(I,Q) = (2.8)
— (n+0+p)

El punto de equilibrio libre de enfermedad del modelo STQR es E° = (%, 0,0, O),
s dI  dQ dR
1 cual iene haci — = =—=—= I=0.Porl
el cual se obtiene haciendo i i i i 0y 0. Por lo tanto,
evaluando las ecuaciones (2.7) y (2.8) en el punto E° se obtiene:

A
B= 0
F=| "

0 0
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(@474 0+ p) 0
Vp = (2.10)
-7 (n 406+ n)
1
Utilizando la férmula Vy! = Tor (V>adj (Vo), donde adj(Vjy) representa la
€t Vo
matriz adjunta de V{, se obtiene:
V-l 1 {W+5+m v }
N R R [ R ) 0 (a+7+0+p)
Multiplicando
1 gl
at+y+do+p  (a+ty+d+p)n+0+p)
Vol = (2.11)
0 b
n+o+pu

Asi la matriz de préxima generacion para el modelo SIQR es el producto de
las matrices (2.9) y (2.11):

1 gl
A
B— O la+y+d+pu  (a+~y+0+u)(n+6+pu)
BVit=]| #
1
0 0 0 -
n+0+
BA BAy

(o 4+~v+ 6+ p) pla+ 7+ 0+ p)(n+ 0+ ) (2.12)

0 0

El niimero reproductivo béasico Ry es el valor propio dominante de la matriz
(2.12), el cual claramente es:
BA

R, = 2.13
" plat+y+d+p) (2.13)
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2.2. Definiciones y teoremas de sistemas di-
namicos

Como se mencion6 en la seccién anterior, los modelos compartimentales
deterministicos son sistemas dinamicos. Por lo tanto, es necesario profundi-
zar en estos para proporcionar las bases matematicas sobre las que, en parte,
se soporta el andlisis del modelo estudiado en este trabajo. En los sistemas
dindmicos es importante realizar un analisis de estabilidad para los puntos de
equilibrio. Para esto, primero se daran unas definiciones preliminares inclu-
yendo puntos de equilibrio y estabilidad local y global. Ademas, se enunciaran
algunos teoremas necesarios para demostrar la estabilidad de los puntos.

Definicion 2.2.1. Un sistema dindmico continuo es una coleccion de n ecua-
ciones diferenciales interrelacionadas, de la forma:

/
Ty = fl(t,l'l,l’g, ce ,.’En)
/
xy = fo(t,x1, e, ..., x,)
/
x, = fult,xy,29,...,2,)
donde las f; son funciones reales de las n 4+ 1 variables x1,xs,..., 2, y el

tiempo t.
Para simplificar la notacion, se escribe el sistema de la forma X' =
F(t,X), donde:

x/l fl(taxlw"awn)
X=1: y F(t,X)= :

x falt,zr, .. xy)
En caso de que ninguna de las funciones f; dependan explicitamente del
tiempo, entonces el sistema es llamado auténomo y se denota X' = F(X)

([40], p.p- 21).

Definicion 2.2.2. Un sistema dindmico lineal es aquel que se puede repre-

sentar de la forma:
X' =AX (2.14)
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donde X € R™ y A es una matriz n X n.

Si el sistema dindmico no se puede expresar de la forma (2.14), entonces
se dice que es un sistema dinamico no lineal ([41], p.p. 1).

Ejemplos de sistemas dindamicos no lineales son los modelos comparti-

mentales SIR Y SIQR, descritos en la seccién 2.1, donde las ecuaciones dife-
as dI

renciales Y
el cual contiene la multiplicacion de las variables S y I que provoca la no
linealidad.

que forman parte de los modelos, poseen el término BS1,

Definicién 2.2.3. (Punto de equilibrio)

Sea X' = F(X) un sistema dindmico. Un punto de equilibrio del sistema es
un vector X* € R" tal que F(X*) = 0. Es decir, es el valor o valores de X
que hacen que las ecuaciones diferenciales del sistema sean 0 ([40], p.p. 22).

En particular para los modelos compartimentales, existen dos tipos de
puntos de equilibrio, los cuales son: el punto de equilibro libre de enfermedad
DFE (abreviacion en ingles) y el punto de equilibrio endémico. El primero se
define como el punto de equilibrio en el que el compartimento de infectados
esigual a 0 (I = 0), es decir, no hay epidemia y se denota por E°. El segundo
es aquel en el que la poblacién infectada es mayor que 0 (I > 0), detonado
E* e indica que hubo epidemia.

Para los puntos de equilibrio del sistema, es importante demostrar su
estabilidad o inestabilidad. En el caso de los sistemas dindmicos no lineales,
esta estabilidad puede ser local y global; mientras que para los sistemas
dinamicos lineales solo se habla de estabilidad en general. Como el modelo
SIQR que se analiza en este trabajo es un sistema dinamico no lineal, a
continuaciéon se introducen definiciones y algunos teoremas sobre estabilidad
local y global.

Definicién 2.2.4. (Estabilidad Local)

Supongase que X* € R™ es un punto de equilibrio del sistema de ecuaciones
diferenciales X' = F(X). Entonces, X* es un punto de equilibrio estable si
para cada vecindad O de X* en R™ existe una vecindad O; de X* en O tal
que, para cada solucion X (t) con X(0) = Xy en Oy dicha solucion estd defi-
nida y se mantiene en O para todo t > 0.
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Un punto X* es asintdticamente estable si es estable y limy_o X (t) = X*.
Un punto de equilibrio X* se dice inestable si existe una vecindad O de X*
tal que para cada vecindad O de X* en O, existe al menos una solucion
X(t) comenzando en X(0) € Oy que no se mantiene completamente en O
para todo t >0 ([40], p.p. 175).

Definicién 2.2.5. (Estabilidad global)

Un punto de equilibrio X* se dice globalmente estable, si para todo punto
inicial Xo € R™ existe un t* tal que para todo t > t* se cumple que X (t) = X*
y se dice asintoticamente estable de forma global, si para todo punto inicial
Xo € R" se tiene que limy_oo X (t) = X* ([40], p.p. 175).

Las definiciones anteriores se pueden interpretar de la siguiente manera:
La estabilidad local de un punto de equilibrio significa que si el sistema se
ubica en algin lugar cercano al punto, este se movera o tendera al punto de
equilibrio en algin momento. La estabilidad global significa que el sistema
llegara al punto de equilibrio desde cualquier punto de partida posible, es
decir, no hay una condicién de cercania.

Desde la perspectiva epidemioldgica, si el punto de equilibrio libre de en-
fermedad y el endémico son localmente estables, entonces todos los posibles
puntos de la epidemia cercanos al de equilibrio, evolucionaran con el tiempo
hacia el punto de equilibrio. Es decir, las soluciones de equilibrio son esta-
bles ante pequenas variaciones alrededor de éste. Ademas, si son globalmente
estables, el punto de equilibrio puede describirse como el destino inevitable
de la propagacion de la epidemia, independientemente de su situacién inicial.

Para analizar la estabilidad local de los puntos de equilibrio de un sistema
dindmico no lineal, es necesario recurrir a la teoria de linealizacién. Para esto
se presenta la siguiente definicion:

Considérese un sistema dinamico no lineal de la forma

X' = F(X) (2.15)

El comportamiento del sistema (2.15) cerca de el punto de equilibrio X* €
R™, estd determinado por el comportamiento del sistema lineal:

X' = AX (2.16)
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donde A = Jp(X*) es la matriz jacobiana n x n del sistema evaluada en el
punto de equilibrio. El sistema lineal (2.16) se llama la parte lineal de F' en
X* ([41], p.p. 102).

El siguiente teorema establecen las condiciones necesarias para que el
punto de equilibrio X* sea estable asintéticamente y localmente.

Teorema 2.2.1. (Teorema de Hartman-Grobman)

Supdngase el sistema dindmico no lineal X' = F(X) y F el vector de funcio-
nes asociadas al sistema de clase C* (sus derivadas parciales son continuas).
Sea X* € R™ un punto de equilibrio del sistema y A = Jp(X*) la matriz ja-
cobiana del vector F' en el punto X*. Si todos los valores propios de la matriz
A tienen parte real negativa, entonces el punto de equilibrio X* es estable
asintdoticamente y localmente ([41], p.p. 120).

Para probar la estabilidad global de los puntos de equilibrio, es comun-
mente usado el teorema de estabilidad de Lyapunov, enunciado a continua-
cion:

Teorema 2.2.2. (Estabilidad de Lyapunov)

Sea X* € R"™ un punto de equilibrio del sistema X' = F(X). Sea L : O —
R wuna funcion diferenciable, definida en el conjunto abierto O C R™ que
contiene al punto X*. Si L satisface que:

(a) L(X*) =0y L(X) >0 si X # X*.

(b) L' <0' en O — {X*}.
Entonces, X* es globalmente estable, ademds, si L' también satisface:

(c) L'’ <0 enO—{X"},
entonces X* es estable asintoticamente y globalmente.

Una funcién L que satisface (a) y (b) es llamada una funcion de Lyapunov
para X*. Si también satisface (c), entonces se llama una funcién estricta de

'En [40], p.p. 195 se define la funcién L' : F~1(0) — R dada por L'(X) = DLx (F(X)),
si ¢:(X) es la solucién al sistema pasando por X cuando ¢t = 0, entonces, por la regla de

la cadena: 4
L'(X)= — Lo ¢y(X)
dt],—

El hecho de que L'(X) < 0 significa que L es decreciente a lo largo de la curva solucién
que pasa por X.
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Lyapunov ([40], p.p. 195).

La utilizacion de las definiciones y la aplicacién de los teoremas expuestos
en esta secciéon, se hara en el capitulo 3 para el analisis del modelo determi-
nistico SIQR para la transmision del cdlera.
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2.3. Coblera

En los ultimos anos, el interés cientifico epidemiolégico se ha centrado
de forma mayoritaria, en enfermedades de aparicion y propagacion reciente,
tales como el Covid-19, asi como otras que afectan a todos los paises. Por
su parte, enfermedades como el célera, que afectan mas a paises en via de
desarrollo, han recibido poca atencién [1]. Tal situacién constituye un riesgo
para la salud a nivel mundial, teniendo presente que, en cualquier momento,
un brote de esta enfermedad podria desencadenar una préxima pandemia,
con una letalidad mucho mayor que la vivida en los ultimos afios. Dado que
el modelo epidemiolégico que se estudia y analiza en esta investigacion, es
aplicado a la propagacion del célera, resulta importante dar un contexto so-
bre la enfermedad.

El colera es una enfermedad infecciosa bacteriana del intestino delgado.
Esta enfermedad extremadamente virulenta se produce a partir de la presen-
cia del bacilo Vibrio cholerae. Esta bacteria secreta una toxina que aumenta
la cantidad de agua que liberan las células que recubren los intestinos. Dicho
aumento ocasiona una diarrea severa, acuosa y masiva acompanada con vo-
mitos, lo que provoca una deshidratacion leve o grave. Llama la atencién que
durante el cuadro clinico no se presenta fiebre. Los sintomas pueden surgir en
un lapso, bien sea de pocas horas o hasta cinco dias después de la exposicion
y, de no ser tratados oportunamente, podrian llevar al paciente a un colapso
del sistema circulatorio y a la muerte [18].

El habitat idéneo para la reproduccion del Vibrio cholerae son los am-
bientes acuaticos en climas templados y tropicales, tales como los estuarios,
pantanos costeros, aguas salobres, areas riverefias y en general, ecosistemas
acudticos y marinos [42]. La dindmica de la epidemia de célera es altamente
dependiente de factores ambientales tales como la temperatura y salinidad
del agua, ya que éstos influyen en la concentracion de la bacteria [43].

La diseminacion de la bacteria se da a través de la materia fecal de una
persona infectada. Su contagio se da al consumir alimentos o beber agua con-
taminados. Esta transmisién se puede presentar al entrar en contacto, bien
sea con el medio ambiente contaminado con la bacteria, o con una persona
infectada. Sin embargo, de acuerdo a la literatura médica este tltimo caso se
presenta rara vez [44].
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Esta enfermedad es de caracter endémico o epidémico, debido a la facil
propagacién de la bacteria en el medio ambiente. Una sola persona infectada
podria representar un foco de contagio, dado el caso de que sus excretas no
sean manejadas adecuadamente y contaminen fuentes de agua. Este tipo de
situacion se presenta en lugares que no poseen un buen sistema de alcan-
tarillado y manejo de aguas residuales. Esto genera el peligro de que, con
un solo brote de la enfermedad, ésta se podria convertir en epidemia. Estas
caracteristicas hacen que el colera sea especialmente peligroso en paises en
via de desarrollo [9].

Dentro de las enfermedades diarreicas agudas, el colera es considerada la
més grave. Su tasa de letalidad esté entre el 50-70 % y sin tratamiento podria
provocar la muerte en cuestiéon de horas después del inicio de los sintomas.
Respecto al manejo de la enfermedad, los pacientes con célera o caso sospe-
choso, deben ser priorizados y aislados del resto de enfermos en los centros
de salud. El tratamiento se debe iniciar de manera inmediata, partiendo por
controlar la deshidratacion, de manera oral o intravenosa. A partir de ello,
se inicia tratamiento antibi6tico [1].

El diagnoéstico por célera se ha establecido mediante dos formas: por la-
boratorio, donde el paciente tiene un cultivo de heces positivo para Vibrio
cholerae y por nexo epidemioldgico, es decir, que haya tenido contacto con
un caso confirmado de célera en los tltimos diez dias o que haya estado en
un entorno donde se encuentra activa la bacteria. La OMS exige desde el
Reglamento Sanitario Internacional el reporte inmediato de los casos (siendo
el célera una de las tres enfermedades en el mundo que requiere esta alarma)
debido a que se pueden presentar riesgos que atenten contra la seguridad
sanitaria nacional e internacional[l].

El célera es considerada como una de las primeras enfermedades infeccio-
sas que ha sacudido a la humanidad. Los registros historicos mas antiguos se
refieren a Hip6crates (460-377 a. C.), Galeno (129-216) y Wang Shuhe (180-
270), quienes mencionaban en sus escritos una enfermedad que posiblemente
era colera. En la historia de la India antigua, existen escritos que describen
la enfermedad en las poblaciones asentadas en la ribera del rio Ganges. Esto
podria deberse a las practicas religiosas que se relacionan con dicho rio, en
donde confluyen personas con diferentes enfermedades, deposiciones, entre
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otros y cuyas aguas son ingeridas por la poblacién, como una practica ritual.
Sus sintomas y alta letalidad han sido histéricamente documentados. No obs-
tante, solo se cuenta con registros epidemiologicos a partir de la denominada
primera pandemia del célera, ocurrida en el siglo XIX [1].

Un brote relevante de colera, ocurrié en Haiti en el ano 2010. En enero
de ese ano se presentd un terremoto que destruyé casi toda la infraestructura
del pais, esto sumado a que es uno de los paises mas pobres del mundo, dio
inicio a la peor epidemia de coélera que han padecido los haitianos. Debido
al desplazamiento de viajeros, esta enfermedad se propago en otros paises de
Latinoamérica, tales como Repiblica Dominicana, Cuba, Venezuela y Méxi-
co [1].

Ahora bien, en la actualidad Haiti sigue siendo asolado por la enferme-
dad. En una noticia del 11 de octubre de 2022 se revelé que en una prision
en Puerto Principe, se dié un brote de célera ocasionado por las condiciones
de asinamiento y precaria sanidad en este recinto. Aunque los informes no
son claros, se habla de entre 32 y 80 muertes en los dos dias posteriores al
primer caso confirmado [45]. Por su parte, un informe oficial de la Organi-
zacion Panamericana de la Salud (OPS) reporta dos casos confirmados el 2
de octubre de 2022. Para el 13 de octubre, el Ministerio de Salud de Haiti
informaba de 655 casos sospechosos, 197 internados y 36 muertes [11]. Al
11 de diciembre, el citado Ministerio inform¢é de 14.777 casos sospechosos,
1262 confirmados y 291 defunciones [46]. Lo que representan estos datos es
la alarmente velocidad de propagacion de esta enfermedad y lo dificil que
puede llegar a ser controlarla. Este hecho genera un llamado de alerta para
Colombia ante la posibilidad de una reintroduccién del célera.

Otro ejemplo de lo peligrosa que continia siendo esta enfermedad, es el
brote actual de colera que estan sufriendo las regiones nororientales de Siria.
El 10 de septiembre del 2022, el Ministerio de Salud anunci6 el brote luego
de 15 casos confirmados y 1 muerte. Para el 27 de septiembre ya se hablaba
de 5.900 casos sospechosos, alrededor de 98 casos confirmados y 36 muertes
relacionadas; peor aun, podrian ser muchos mas los casos, dada la limitada
capacidad para aplicar pruebas. Se sospecha que el brote esta relacionado
con el hecho de que cerca de 5 millones de sirios toman agua proveniente del
rio Eufrates, el cual estd contaminado directamente con aguas negras [10].
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En Colombia, se produjo una epidemia de coélera en el ano 1849, en la
cual muri6 la cuarta parte de la poblacién de Cartagena [47]. Esta epidemia,
fue narrada por el célebre escritor colombiano Gabriel Garcia Marquez en
su obra “El amor en los tiempos del célera” [8]. En el afio 1991, se presentd
un brote de colera en el municipio de Tumaco, Narino. Dadas las deficientes
condiciones de higiene, el mal sistema de acueducto y alcantarillado de este
municipio, la enfermedad se diseminé rapidamente a través de la costa paci-
fica, la costa atlantica e incluso al interior del pais [48].



Capitulo 3

Modelo epidemiolégico SIQR-B
para la transmision del cdlera

Una vez presentado el soporte tedrico de este estudio, se procede a la pre-
sentacion del modelo epidemiolégico y su respectivo andlisis. Para esto, en
primer lugar se introduce el modelo con sus suposiciones, ecuaciones, para-
metros y diagrama de flujo. Posteriormente se presenta el anélisis del modelo,
con base en la teoria presentada en el capitulo anterior.

El modelo que aqui se presenta esta basado en el propuesto por Nyaberi
y Malonza [12]. Los citados autores asumen dos formas de contagio, por con-
tacto de un individuo susceptible con el medio ambiente contaminado o el
contacto con un individuo infectado. Por su parte, el modelo aqui presentado
asume una Unica forma de contagio: por contacto con el medio ambiente. La
razon de esto se deriva de que, de acuerdo con el concepto de epidemidlo-
gos consultados, la probabilidad de contagio del célera de humano a humano
es tan pequena que se considera despreciable en el modelo; mientras que la
probabilidad de contagio por el medio ambiente es significativamente mayor,
siendo la que da lugar a la epidemia.

3.1. Presentacion del modelo

Para la transmision del coélera, se considerara el modelo deterministico
compartimental SIQR — B, el cual divide la poblaciéon en cuatro comparti-

35
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mentos S(t), I(t), Q(t), R(t) y considera un compartimento adicional B(t),
que representa la concentracion de la bacteria Vibrio cholerae en el agua con-
taminada. Este compartimento es fundamental para modelar la propagacion
del célera, ya que, la concentracion de la bacteria influye en la dinamica de la
epidemia. Lo anterior dado que los individuos susceptibles se contagian por
estar en contacto con la bacteria y los infectados diseminan la bacteria en el
medio ambiente. Para el modelo se consideran las siguientes suposiciones:

s Se considera la dindmica vital

= Nacimientos y muertes de la poblacién son considerados con tasas di-
ferentes.

= Se tiene en cuenta el efecto en la tasa de contagio de las campanas de
educacién y tratamiento.

s Los individuos en cuarentena no diseminan la bacteria Vibrio cholerae
en el medio ambiente.

= Se considera el contagio a través del medio ambiente pero no de humano
a humano.

» Los individuos recuperados adquieren inmunidad.

= Se considera el aporte de la bacteria al medio ambiente por parte de
los infectados.

= Se considera la tasa de muerte de la bacteria en el medio ambiente.

En la tabla (3.1) se describen cada una de las variables y de los pardame-
tros utilizados para la definicion del modelo deterministico SIQR — B para
la transmision del coélera. Este modelo se describe a través de un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales, donde cada una representa el cambio po-
blacional de cada compartimento en el tiempo. Para el planteamiento de estas
ecuaciones se considera el diagrama de flujo que se presenta en la figura (3.1).

El cambio de la poblacién susceptible S esta dado por un flujo de entrada

A, que representa la cantidad de personas que nacen, y por dos flujos de

salida (1 — w)ﬁ—%S y wS, donde el factor k%} es la probabilidad de conta-

giarse de colera por estar en contacto con la bacteria, asi 5e—ka es la tasa
. ’ . . B
de contagio del célera por contacto con el medio ambiente, y (1 — w)B.:75 B
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] Variable\Pardmetro \ Descripcién

S(t) Ntumero de individuos susceptibles en el tiempo t
I(t) Ntamero de individuos infectados en el tiempo t
Q(t) Numero de individuos en cuarentena en el tiempo t
R(t) Ntmero de individuos recuperados en el tiempo t
B(t) Concentracion de la bacteria Vibrio cholerae en el tiempo t
N(t) Tamano de la poblacién humana en el tiempo t
A Numero de nacimientos por unidad de tiempo
7 Tasa de muerte natural
Be Tasa de exposicion de los humanos con la bacteria
Vibrio cholerae
k Concentracion necesaria de la bacteria tal que la
probabilidad de infectarse es del 50 %
6%%9 Tasa de contagio, donde k%s es la probabilidad de contagio
del célera de un humano en contacto con la bacteria.
n Tasa de recuperacion por colera
0 Tasa de muerte por célera
Tasa de contribucion de los infectados a la bacteria
en el medio ambiente.
o Tasa de muerte de la bacteria en el medio ambiente
€ Tasa de infectados que entran a cuarentena
Efecto de la campana de educacion sobre la tasa de
contagio por el medio ambiente (0 < w < 1).

Tabla 3.1: Variables y parametros del modelo SIQR-B (3.6) para la transmi-
sion del coélera.

es la tasa reducida de contagio por el efecto de las campanas de educacién y
tratamiento. Por lo tanto, el término (1 —w) f_‘;l;S representa la cantidad de
personas susceptibles que pasan a estar infectadas por contacto con el medio
ambiente. Por otra parte, el término uS representa la cantidad de personas
susceptibles que mueren de forma natural. Lo anterior se describe a través
de la ecuacion diferencial:

ds _ BB
dt k+ B
El cambio de la poblacién infectada I estda dado por el flujo de entrada

A—(1-w)

S —puS (3.1)
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Figura 3.1: Diagrama de flujo del modelo SIQR-B

(1-— w)fﬁs y por los flujos de salida €I, 61 y pul, donde eI representa la
cantidad de individuos infectados que entran a cuarentena y reciben trata-
miento para la enfermedad; los términos 0/ y pul representan la cantidad de
personas infectadas que mueren, unos por causa de la enfermedad y los otros

por muerte natural respectivamente. Esto se describe a través de la ecuacion

diferencial:

dl BB

—=(1-w)

dt k+ B

El cambio de la poblacién en cuarentena ) estd dado por el flujo de

entrada €[ y los flujos de salida nQ 0Q y pu@, donde n@ es la cantidad de
personas que se recuperan de la enfermedad después de recibir tratamiento;
los términos 0Q) y u@ representan la cantidad de personas en cuarentena
que mueren, unos por causa de la enfermedad y los otros por muerte natural
respectivamente. Esto se describe a través de la ecuacién diferencial:

dqQ

dt

El cambio de la poblacion recuperada R esta dado por el flujo de entrada

nQ@ y el flujo de salida pR, que representa la cantidad de personas recupe-

radas que mueren de forma natural. Esto se describe a través de la ecuacion
diferencial:

S—(e+6+pl (3.2)

el —(n+0+p)Q (3.3)

dR

— = — uR 3.4

O (3.4)
Finalmente, la variacién de la concentracion de la bacteria B en el medio

ambiente tiene un flujo de entrada (1 —w)al y el flujo de salida o B, donde el
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factor ol representa la cantidad de bacteria que aporta un individuo infec-
tado al medio ambiente, y (1 —w)al es la cantidad reducida de bacteria por
efecto de las campanas de educacién. Esto se describe a través de la ecuacion
diferencial:

dB
—=(1—-w)al —0B (3.5)

dt
Por lo tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales que describe al modelo
epidemiologico SIQR — B para la trasmision del colera esta conformado por

las ecuaciones (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) y (3.5) es:

(szf_A_(l_“)kﬁiBBS_’“‘S

= (1-w) s — (e 5 )T
ﬁza[—(n—l—d—l—u)@ (3.6)
fzn@—uR

kcillj:(l—w)al—aB

3.2. Analisis del modelo SIQR-B

En esta seccion se va a demostrar la existencia y positividad de las solu-
ciones de las ecuaciones que describen al modelo, con lo cual se verifican la
funcionalidad y viabilidad del modelo SIQR-B, desde la perspectiva epide-
mioldgica y como sistema dindmico del modelo presentado, esto a través de
demostrar la positividad de las soluciones del modelo y el analisis del modelo
visto desde la perspectiva epidemiolégica y como sistema dindamico no lineal.
Algunas de estas demostraciones estan basadas en ideas utilizadas por Nya-
beri y Malonza [12].

Teorema 3.2.1. (Ezistencia y unicidad de las soluciones)
El sistema de ecuaciones diferenciales (3.6) de la forma X' = F(X) con
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X =(S5,1,Q, R, B), sujeto a la condicion inicial:
X(O) = XO = (SOa IOa Q07 ROa BO) 2 0

posee una unica solucion X (t) = (S(t),I1(t),Q(t), R(t), B(t)) para cualquier
t>0.

Demostracion. Considerése el conjunto:
U=R"—{(S,I,Q,R,B) € R°|B = —k}

el cual es un conjunto abierto con la topologia usual de R®, adema4s, la funcién
F : U — R® es de clase C'. Por otro lado, cualquier condicién inicial X
tal que By > 0 va a pertenecer al conjunto U, asi por el teorema A.0.1 se
garantiza que el problema:

X' =F(X), X(0)=X
tiene una tnica solucién con t € (0, 00), pues, tenemos que:

A—(1—-w)Bei2s8 — uS
(1—w)BeiZsS — (e + 0+ p)l

F(S,1,Q,R,B) = el —(n+5+p)Q
ne — uR
(1-w)al —oB

Para tener existencia y unicidad global se debe probar que F' es Lipschitz, esto
se tiene ya que dados (S, I1, Q1, Ry, B1) y (S2, Iz, Qa, Ra, B2) con Si, I;, Qi, Ry, By >
01 € {1,2} se tiene que

||F(51, I,Qn, Ry, Bl) - F(S2,]2,Q2,R2, BQ)H =

Bl BZ
’A_(1_w)6ek+B151_MSI_A+(1_M>561€—I—BQSQ+MSQ +
(1= w28y — (e 46+ m) — (L —w)Be2 Sy 4 (e + 6+ W)I| +
“ ‘k+ B " c #14 “ ‘k+B,"" c ol

lelh — (n+ 0+ u)Q1 — el + (n+ 0 + 1) Qa|+

InQ1 — Ry — nQ2 + pRs|+
‘(1 — (.U)Oé[l — UBl — (1 — W)Oélz + O’BQ‘
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Agrupando y utilizando la desigualdad triangular se concluye

HF(Sb[lanaRlaBl) - (527[27Q27R27BQ)H S

B,
. Sy — S S — 8.
(1-w)s k+B k+Bz+M|1 2|+
By
I — 1 I — I
(1-— )Bek+BS k+3252 (e+ 0+ — L +e|ll, — L]+
(n+0+w)|Q1 — Q2 +1|Q1 — Q2| + p|R1 — Ro| + (1 —w)ally — L+
O'|Bl —B2|
sin pérdida de generalidad supongase que k;fZBQ > B

By s, By
k+ By k+ B,

/B€B2

(1—w)Be S §<1_“)k+32‘S2‘51|

B
< (1 —w)Be|sy — S (ya que k+2Bg < 1)
por lo tanto

[F'(S1, [1,Q1, B, Br) — F(S2, I, Qa, o, Bo)|| <
2(1 —w)Be|S1 = So| + pulS1 = Sa| + (e + 0 + p) |1 — L +elly — L[+
(n+ 0+ w)|Q1 — Q2| +n|Q1 — Q2| + p[ Ry — Ro| + (1 —w)ally — L[+
o|By — Bs| =
(21 —w)Be + )|S1 — So| + e + 6+ p+ (1 —w)a) |, — L]+
(20 + 0+ p)|Q1 — Q| + p| Ry — Ry| + 0| By — By| <
K([s1 = so| + |1 — L[ +|Q1 — Q2| + [R1 — Ro| + |B1 — Bs)

siendo k£ = max{2(1 —w)fe + p,2¢ + 6+ p+ (1 —w)a,2n+ 6+ p, p, 0} O

Debido a que se esta trabajando con un modelo poblacional, todas las
soluciones de éste deben ser positivas o iguales a 0, lo cual lleva a probar el
siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. Las soluciones (S(t), I(t), Q(t), R(t), B(t)) del sistema (3.6)
son no negativas para todo t > 0 con condiciones iniciales no negativas.
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Demostracion. Considérese el conjunto €(v) = {t|v(t) =0} conv € {S,I,Q, R, B}.
Entonces se tiene que:

s

= = A>0

dI B

el I A
dt {gp k+ B

@ = el >0

dt |g(g)

in = nQ >0

B

a5 = (1-w)al >0

Luego aplicando el lema A.1, cualquier solucién del sistema (3.6)
(S(t),1(1),Q(t), R(t),B(t)) € (Rf)® paratodo t >0
O

Para la demostracion de los teoremas de las subsecciones 3.2.1 y 3.2.2 es
de utilidad tener en cuenta que en el sistema de ecuaciones (3.6), la ecuacién

dR
— =@ — R es la inica que contiene términos dependientes de R y por

lo tanto la solucion a esta ecuacion se podria hallar obteniendo las demas
soluciones del sistema. Esto nos lleva a considerar el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales reducido:

(dS BB

A (1= _

dt (L—w)rpd—ns

dl B.B

(3.7)

d@

A

o =€ (n+d+p)Q

dB
\ E:(l—w)al—aB
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3.2.1. Puntos de equilibrio y ntimero reproductivo ba-
sico

Teorema 3.2.3. El punto de equilibrio libre de enfermedad del sistema de
ecuaciones (3.7) es B = <%,0,0,0>

Demostracion. El punto de equilibrio libre de enfermedad abreviado (DFE),
es la solucion estacionaria del modelo en ausencia de la enfermedad. Por lo
tanto igualando el sistema (3.7) a 0 y considerando que:

S =5° I=1"=0, Q=Q°=0 y B=B"=0
Se obtiene que:

A—pS®=0
so=2
i

de donde, E° = (£,0,0,0) O

Numero reproductivo basico

Para calcular el niimero reproductivo basico Ry del modelo SIQR-B, se
considera el sistema de ecuaciones reducido:

¢ dl 5.B
d
Cg—d—(n—i-(%Lu)Q (3.8)
dB

\ E:(l—w)al—aB

Las ecuaciones del sistema (3.8) son aquellas que contienen flujo de la po-
blacién infectada en el modelo. Siendo estas las necesarias para aplicar el
método de la matriz de préxima generacion descrito en la seccion 2.1.4.
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Aplicando el método mencionado al sistema (3.8) se tiene que:

B ]
(1= w>kﬁ+ B>

0

(e+d6+pu)l

w([,Q.B) = |(n+ 8+ p1)Q — eI

oB— (1 —-w)al
Por lo tanto
i 1 —w)B.kST
’ ’ | (k +)l§)2
F(I,Q,B) = |, . . (3.9)
0 0 0 |
(e+d+n) 0 0
V(I,Q,B) = e (n+d+p 0 (3.10)
—(1 —w)a 0 o
Evaluando (3.9) y (3.10) en el punto E° = (%, 0,0, O), se obtiene:
t p
R = |, 0 0 (3.11)
0 0 0




3.2. ANALISIS DEL MODELO SIQR-B

(e+0+4 ) 0 0
Vo= —€ (n+d+p) 0O
—(1 —w)a 0 o

La inversa de la matriz (3.12) estd dada por:

o(n+6+ p) eo n+0+p)(l —w)a
1
Vol = 0 ole+d+ 0
0 om+0+p)(e+0+p ( 2
0 0 (e4+d4+p)n+d+p
de donde se obtiene:
— 1 -
— 0 0
(e+ 04 )
vl = ‘ ! (3.13)
C s+ u)in+o+p) (n+d+p) '
(1 —-w)a 1
O _
a ole+0+p) o
Por lo tanto, la matriz de préxima generacion es igual a:
" (1 —w)?aB.A (1 —w)BAT
0 S~ P
kuo(e + 9+ p) kuo
-1
Vit = 0 0 0 (3.14)
| 0 0 0 |
de donde el valor propio dominante de esta matriz es:
_ 1 —w)?aB.A
Fovit) = s
pLEVo ) kpo(e + 6 + p)
el cual corresponde al nimero reproductivo basico, es decir:
1 —w)?aB.A
Ry = L w)rab (3.15)

* " kpo(e + 0+ p)

45

(3.12)

T
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Teorema 3.2.4. Si Ry > 1, entonces el punto de equilibrio endémico E* es

Unico.

Demostracion. Considérese el sistema de ecuaciones (3.7)

( CsizA—(l—w)kﬁ_T_BBS—uS
‘Z:( —w)kﬂj_BBS—(e—i—é—i—u)]
f—a[—(n+5+u)@

\ (ff:(l—w)ozl—aB

Igualando a cero todas las derivadas anteriores, se obtiene el sistema de

ecuaciones:

BeB*

A—(1— * St =

( w)k+B*S S 0
BeB* * *

(1—w)k+B*S (e+d+p)I* =0

el —(n+d+p)Q =0
(1 -—w)al*—oB*=0

(3.16)

(3.17)

(3.18)
(3.19)

donde (S*, I*, Q*, B*) representan el punto de equilibrio endémico. Gra-
cias a las ecuaciones (3.18) y (3.19) anteriores, se obtienen ecuaciones para

B* y * en términos de [, asi:

B — (1_("])@]*
o
. el*
¢ R

Por otra parte, de (3.17) se obtiene :

BB
1 —
U=

S =(e+o+plI”

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Luego, reemplazando (3.22) en (3.16), se tiene lo siguiente:

A—(e+0+p)"—pS =0
De donde, despejando S*, se tiene :
A—(e+64+p)I*

S* = 3.23
. (3.23)

Finalmente, al usar (3.20) y (3.23) en (3.16), resulta una ecuaciéon para
determinar el valor de I* as:

Be(l —w)al*
A A-w)———— <A—(5+5+,u)]*) <A—(5+5+M)]*)_0
B N Be(1 —w)al* i — H B
_|_—
o
Es decir:

Be(1 —w)2al* (A— (e+d+p)I*

ok + Be(1 —w)al* L )—(s+5—|—,u)l =0

Claramente I* = 0 es solucién de la ecuacién anterior, sin embargo se
debe satisfacer que S*, B*, Q*, [* > 0 y en consecuencia:

Be(1 — w)a
ok + f.(1 —w)al*

A—(e+0+uw)I")—(e+0+u)u=0

(e+d+mpuok (e+0d+pul”

A — ) I" — 0
(e+0+u) Be(1l —w)?a l—w
Asi, despejando I* se obtiene:
A_ (e+d+ p)ouk
— )2
I = Bel = w)*a (3.24)

(e4+0+p) <1+15w)

Como I* > 0, se tiene de (3.24):
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(e+ 6+ p)ouk
Pear(1 — w)?

(e+0+p) <1+15w>

>0

e+ d+p)ouk

Bea(1 — w)? >0

(e+ 0+ p)ouk

A> Pear(1 — w)?

Boa(l — w)?

A>1
(e+ 6+ p)ouk

donde la expresion algebraica en el lado izquierdo de la igualdad es el nimero
reproductivo basico Ry y por lo tanto se obtiene Ry > 1. O]

3.2.2. Analisis de estabilidad
Estabilidad local punto de equilibrio libre de enfermedad

Teorema 3.2.5. El punto E° del sistema (3.7) es estable asintéticamente y
localmente si Ry < 1 e inestable si Ry > 1.

Demostracion. La matriz jacobiana del sistema (3.7) estd dada por:

"—B.B(1 - w) —BuSk(1 — w)T
k+B " 0 0 (k + B)?
BeB(1 — w) BeSk(1 — w)
J(E) = k+ B —E+o+p 0 (k+ B)?
0 £ —(n+d+p) 0
i 0 (1-w)a 0 —

(3.25)
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Evaluando en E°:

-—M 0 0 _(1 _W)Aﬁe-
k
(]‘ _w)ABe
J(E%) = 0 —(e+d+np) 0 ok
0 € —m+d+p) 0
| 0 (1—-w)a 0 —0 ]

49

(3.26)

Para que el sistema sea local y asintéticamente estable se debe cumplir
que todos sus valores propios sean negativos. Ahora bien, la ecuaciéon carac-

teristica de J(EV), est4 dada por:

—p— A 0 0
0 —(e+0+p)—A 0

0 £ —n+0+p) —A
0 (1—-w)a 0

Es decir:

—(e+64p)— A 0

—(u+ ) £ —M+0+pu) —A
(1—-w)a 0

_(1 - w)‘/\ﬁe

wk
(1 B w)Aﬂe
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de donde:

—(p+N[=(E+d+pu+XNn+d+pu+X)(o+ )

+“‘ﬁmﬁe(nwwﬂm—w)ozzO
(L+AN)N+0+pn+A) (e+5+u+)\)(a+)\)—<1_:;€)/\ﬁe(1—w)a =0

Claramente los valores propios A = —p y A = —(n+ 0 + ) tienen parte
real negativa, resta ver que las soluciones de la ecuacion

(1 —w)’Abea

pk =0

(e+d+pu+AN(oc+ ) —
tengan parte real negativa, asi:

(1 —w)*Aba

=0
wk

N4 (e+d+p+o)d+ole+6+pu) —
Notese que este polinomio tiene la forma:
N +BA+C =0

Por lo tanto, sus raices son:

_ —-BxVB>—4C
a 2

Para satisfacer el objetivo es necesario que B > 0, lo cual claramente sucede,
o bien que —B £ v/ B2 — 4C < 0 cuando B? > 4C, es decir, vVB? — 4C < B,
se tiene entonces B? — 4C < B2, lo que equivale a C' > 0, de donde:

A

(1-w)?Aba

ke !

ole+d+p) —

o(e+ 0+ p)uk

(1= w)PApa
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1
—>1
Ry

Ry <1

Y asi, el sistema serd local y asintéticamente estable si Ry < 1 e inestable
si Ry > 1. ]
Estabilidad global punto de equilibrio libre de enfermedad

Utilizando la idea de Castillo Chavez [49], el sistema de ecuaciones inicial
puede escribirse de la siguiente manera:

dX
W Fx2)
‘fi _ G(X,Z), G(X,0) =0

Siendo X = S € Ry Z = (I,Q, B) € R3. Luego para que el sistema
sea globalmente estable en el equilibrio libre de enfermedad, se debe cumplir
que:

dX
T F(X,0), X° es globalmente estable asintéticamente.

2. G(X,2)=WZ—-G(X,Z), G(X,Z) >0, para (X, Z) € Q.

1.

donde W = DzG(X°,0) es una M-matriz cuyos elementos fuera de la
diagonal son positivos y representa al jacobiano de la funcion G(X, Z) vista
como una funcién de Z para un valor de X constante, en este caso X = XY,

Teorema 3.2.6. El punto de equilibrio libre de enfermedad es globalmente
estable asintoticamente para Ry < 1

Demostracion. Véase que en E° el sistema satisface (3.16) y (3.17). En efecto,

dX
para que se satisfaga (3.16) se debe cumplir que prl F(X,0), X sea

—S:A—MS,Sozésea
[

globalmente estable asintoticamente, es decir, i

globalmente estable asintéticamente, pero:
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ds
0 A
dt S
ds
=dt
A —puS
—In(A — uS) LCO—t
,u

A
Y claramente S — — cuando t — 0o, luego S° es globalmente estable

W
asintoticamente.

Se tiene que:

W = D;G(X°,0)

_<1;?%BS —(e+o+ml
=Dz el —(n+06+p)Q
| (1-wal-oB |
(e 45+ p) 0 (112@A_
- £ —(n+ 6+ p) 0
(1-w)a 0 o

Por lo tanto:
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I 1 — w)B.BAT
—@+5+m1+(i%3

Wz = el — (406 +1Q
i (1 —w)al —oB |

Luego:
G(X,Z)=-G(X,Z)+WZ
(1= w)B.BS (e+6+ )I_ |
k+ B a
= el — (n+ 08+ p)Q +

i (1 -w)al —oB 1L
[ (1—-w)B.BS (1 —w)B.BAT

 k+B 11k

Se debe cumplir que:

_(L-w)BBS | (-w)BBA

0

k+ B Lk

A(k+ B) — pkS >0

Ak — pkS+AB >0

—(e+d+pu)I+

93

(1 —w)B.BAT

wk

el —(n+0+p1)Q

(1 -w)al —oB
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A
Pero — = S% > S, entonces la desigualdad se satisface.

Ademas se puede notar que la matriz W ya fue estudiada previamente,
pues aparece como un bloque de la matriz J(E°), por lo tanto se puede
afirmar que sus valores son negativos cuando Ry < 1, terminando asi la
prueba. O

Estabilidad local punto de equilibrio endémico

Teorema 3.2.7. El punto de equilibrio endémico E* del sistema inicial, es
localmente estable asintoticamente cuando Ry > 1.

Demostracion. En el teorema 3.2.5 se encontrd J(E), reemplazando en E*,
se tiene:

[—f.B*(1 - w) —B.57k(1 — w)
k+B- ! ’ ’ (k+ B)?
B.B*(1 — w) B.5* k(1 — w)
J(E*) = k + B* —Etotw ! (k + B*)?
0 £ —(n+0+p) 0
L 0 (1-w)a 0 —0
(3.27)

Para simplificar la notacion se consideran las correspondencias:

BB (1 -w)
k4B
 B.SUE(1 - w)
T (k1 B2

(e+0+p

L=
M = (n+6+p)
N=(1-wa
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entonces el respectivo polinomio caracteristico es:

—X—pu—A 0 0 -Y
X —L -\ 0 Y 0
0 € —M — X 0
0 N 0 —0— A
—X—pu—2A 0 -Y
—(M 4+ )\) X —L— A Y =0
0 N —0— A

(M A N[—(X +p+N[(L+N(e+X)—NY]— XNY] =0

Distribuyendo y reuniendo términos semejantes, se obtiene la siguiente
ecuacion:

(M 4+ N[N + a1 \* + agA +as) =0
donde :
l.ag=(X+pu+L+o0)
2. ag=(Xo+ XL+ puL+ po+oL—NY)
3. a3 = (XLo+ uLo —YNpu)

Ahora bien, se debe ver que todas las raices del polinomio A3 + a;\? +
as A+as tienen parte real negativa, asi utilizando el criterio de Routh Hurwitz
enunciado en el apéndice A.0.2, se tiene:

1 Qo 0
aq as 0
aiaz—as 0 0

al
Para que el sistema sea estable, se debe satisfacer que a1, as,a3 > 0 y que
aijas — ag > 0. Asi:

BeB* (1 —w)

a=X+pu+L+o= B

+pu+(e+d+p)+0>0

Pues todos los niimeros son positivos y se estan sumando.
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Por otro lado:

ag =ay = (Xo+ XL+ pL+ po+ol —NY)

donde oL = (¢ + p + d)o, sin embargo de (3.22), se obtiene:
(1 -w)p.B* S

(e+pu+d)o= Ry T

(1-w

y por (3.19), o = BZO‘I*. Ahora bien, reemplazando:

(1 —w)?af.S*
k + B*

ol =

Por otra parte,

NY — (1 —w)a(l —w)BeksS* (1 —w)afkS*
B (k + B*)? - (k+B)?
Luego:
B (I —w)*aBkS* .
PL-NY = S kB R
(I -w)*aB.kS*B*
= +pyp 0

Y asi, as > 0, por su parte, para as:
az = (XLo+ uLo —YNp) = XLo+ pu(Lo —YN)
Como ya se vi6 que (Lo — Y N) > 0, resta ver que ajas — ag > 0, lo cual
se tiene, puesto que:
ajas—az = (X+p+L+o)(Xo+XL+puL+puoc+oL—NY)—XLo—pLo+NuY

Al hacer las respectivas distribuciones y reunir términos semejantes, se
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obtiene la siguiente ecuacion:

X?0+ X*L+ XpuL+ Xpo + X(oL — NY)
+pXo + puXL+ pPL + p*o + poL
+ XL*+ pLl? + L(Lo — NY)

+ Xo* + XLo+ poL + po* + o(cL — NY) > 0

Estabilidad global punto de equilibrio endémico

Teorema 3.2.8. El punto de equilibrio endémico E* es globalmente estable
asintoticamente si Ry > 1

Demostracion. Considerése el siguiente sistema reducido de ecuaciones:

ds 3.B
= A= -w) s s (3.28)
I 3.B

a—( —w)k+BS—(€~I—(5—|—u)[ (3.29)

B
Cilt =(l—w)al —oB (3.30)

. iy dQ
En este caso, no se considera la ecuacion para g ya que esta se puede

hallar en términos de las demaés.

Ahora, considérese la siguiente funciéon de Lyapunov:

L(S, I, B) = (S=S")+(I-I")+(B=B")—S"In (5) Il (II) _BIn (;)
(3.31)
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Se tiene que

oL _, _ 5"
oS S
oL_, I
or 1
o_ B
OB = B
Igualando a 0 se concluye:
2 1— = — 1— = =
S 0 7 0 Iz 0

luego, S = S*, I = I* y B = B* es un punto critico de la funciéon L, por su
parte, construyendo la matriz Hessiana se infiere:

Z 0 0
HS,IL,By=( 0 %L 0
0 0 5
luego
= 0 0
H(S,I,By=[ 0 £ 0
0 0 =

Esta matriz es definida positiva, con lo cual, este punto es un minimo, por
lo tanto, L(S,1,B) >0y L(S,I,B) =0siy sélosi (S,1,B) = (S*I*, B).

Por otro lado, derivando la funcién (3.31) con respecto al tiempo, se tiene:
dL S*) dsS ( I*> dl ( B*) dB
dt_(l 5 E+ 1 T E—i— 1—§ a7 (3.32)

Reemplazando (3.28), (3.29) y (3.30) en (3.32) se obtiene:

dL oA (1-w)bB
+(I -1 {(1]_(;15;?5 —(e+ 6+u)}

+ (B — B") {(1 — w)aé — 0':|
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utilizando las férmulas para E* = (S*, I*, B*) (3.23), (3.24) y (3.20) res-
pectivamente, se tiene:

dL

dL A 1-wpB A N (1— w)ﬁeB*}
dt

S k+B S* k+ B*

*%I—F)VL“W&BS_(l—meyy}

I(k+ B) I* (k + B*)

+ (B — B") [(1 - w)aé — 0]

Sumando y restando las expresiones entre corchetes, se obtiene:

L _ 5 _ s [A (5°=8) , (1-w)f[-kB — BB + kB + BB']
dt SS (k + B) (k + B*)
G M= =w)be yrpg ) P BBS - KBS — IBB'S]

II(k+ B) (k + B")

(B—B*)(1—-w)a

IB* — BI”
BB* [ ]

Multiplicando y factorizando apropiadamente, se tiene:

dL  A(S—-S? (1—w)Bk(S—S*)(B" - B)

dt S5 (k + B) (k + B*)

L (1-wia-1)
11(k + B) (k + B")

[kI*BS + I*"B*BS — kI B*S* — IBB*5"]

(1 —w)a (B — B*)

- [IB* — BI*] (3.33)

Sumando el segundo y tercer término de (3.33) se tiene:
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(1 — w)ﬁe
II*(k+ B) (k + B¥)
+ (I —-I")I"B*BS — (I — I")kIB*S* — (I — I*) IBB*S*| (3.34)

[kII* (S — S*) (B* — B) + (I — I") kI"BS

Reduciendo la expresion entre corchetes de (3.34), resulta:

[(k + B)B*I (SI* — §*I) + (k + B*) BI* (5" — SI*)] (3.35)
Remplazando (3.35) en (3.33), se tiene:

dL  A(S— 5%’ N (1 —w)B.B*(SI* — S*I)

dt S5 I* (k + B)
(1 _W)BEB * *
T B (S*I — SI*)

(1—w)a (B — B*)(B*I — BI)
* BB

dL _ A(S-5)°  (1-w)b.B’

dt ~  SS* + I (k + B*) [ (S —8%) = 85" (I -1
(1_w)ﬁeB « "
m[—[(S—S)—{—S([—I)]

(1 —w)a (B — B*)
BB*

I (B*—-B)+ B —1I)]

dL
De donde o < 0 por lo tanto por el teorema de estabilidad de Lyapunov

2.2.2, el punto de equilibrio endémico E* es globalmente estable asintética-
mente

]



Capitulo 4

Implementaciéon del modelo

SIQR-B

En este capitulo se aplica el modelo deterministico SIQR, con el fin de
observar la dinamica de la enfermedad del célera en el tiempo. Esto, a través
de la obtencién de graficas que describen el comportamiento de cada uno de
los grupos poblacionales (variables S, I, Q, R, B), y analizar la efectividad de
la campana de educacion y del tratamiento mediante cuarentena. El capitulo
se divide en tres secciones: en la primera se realiza la simulacién numérica
del sistema de ecuaciones diferenciales 3.6, permitiendo comparar el analisis
matematico desarrollado en el capitulo anterior, con las soluciones compu-
tacionales obtenidas. La segunda seccion presenta el andlisis de sensibilidad
del nimero reproductivo basico Ry, el cual permite evaluar posibles politi-
cas de control. En la tercera seccién, se presenta una interfaz web disenada
para que el usuario pueda interactuar con el modelo y ver la dindmica de la
enfermedad.

4.1. Simulaciéon numeérica

Esta seccién presenta los resultados obtenidos tras solucionar el sistema
de ecuaciones diferenciales 3.6 que describen al modelo estudiado. El algorit-
mo para lograr esto se implementa en Python, un lenguaje de programacion
de alto nivel, orientado a objetos, principalmente usado para el desarrollo
web y de aplicaciones informaticas. Se utiliza la libreria scipy y, en partcu-
lar, el método numérico Isoda [50]. En primer lugar, se verifica la consistencia
entre el andlisis matematico en la seccién 3.2 y las soluciones numéricas ob-

61
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tenidas. En segundo lugar, se realizan simulaciones para diferentes valores
del pardmetro w y de esta manera se analiza la efectividad de las campafas
de educacion y del tramiento medidante cuarentena.

Para el desarrollo de esta seccidn, se presenta la tabla 4.1 que describe
los valores de los parametros, los cuales fueron determinados en estudios pre-
vios a este y seran considerados en la simulacién del modelo deterministico
SIQR-B, también se asumen las condiciones inciales S(0) = 10°, I(0) = 1
Q(0) =0, R(0) = 0y B(0) = 10%, y se considera como unidad de tiempo a
t € [0,100] en dias.

’ Parametros ‘ Valores ‘ Unidades ‘ Referencia ‘
A 3.4976 x 1071 /dia [51]
1 1.3299 x 107° /dia [51]
Be 0.75 /dia [52]
k 106 células/ml (53]
n 0.3 /dia [52]
) 0.015 /dia [54]
a 10 células/(ml-dia) [55]
o 0.23 /dia [54]
£ 0.3 /dia [52]
w 0<w<1 Se asume

Tabla 4.1: Valores de los parametros del modelo SIQR-B

La primera parte de esta seccion considera los siguientes casos para el
numero reproductivo béasico Ry: Ry < 1y Ry > 1, teniendo en cuenta que la
existencia o no de una epidemia depende de este umbral.

» Caso 1 (Ry < 1)
Para este caso se considera la tasa de exposicion a la bacteria B, =
0.015. Los demas parametros y las condiciones iniciales se mantienen
iguales. Se realiza la simulacion para los individuos susceptibles, infec-
tados, en cuarentena, recuperados y la concentracion de la bacteria.
Los resultados obtenidos se muestran en la figura 4.1.
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+1es Individuos susceptibles

—60 4

Susceptibles S(t)

—80 4

—100 1

Infectados I(t)

[ 20 40 60 80 100
Tiempo (dias)

(a)

Individuos en cuarentena

En cuarentena Q(t)

T u T
0 20 40 60 80 100
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Individuos infectados

254

2.0
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1.0+

0.5 4

0.0 4

a0 60 80 100
Tiempo (dias)

(b)

Individuos recuperados

o
~
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Recuperados R(t)

y T T
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Tiempo (dias)

(d)

o4
I
°©

Concentracion de la bacteria

1000

400 1

Vibrio cholerae B(t)

60 80 100

Figura 4.1: Dinamica de los compartimentos S,I,Q,R y B para 5. = 0.015

(RO < 1)
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En la figura 4.1b se puede observar que la poblacién infectada parte con
un valor inicial de una persona y alcanza un valor maximo cercano a 2.5
personas, decreciendo y estabilizandose en 0. Ademas, en la figura 4.1e la
concentracion de la bacteria parte de un valor de 1000 células/ml y decrece
hasta estabilizarse en 0 en un tiempo menor a 30 dias. Esto concuerda con
el analisis matematico realizado en las subsecciones 3.2.1 y 3.2.2, donde se
muestra que para Ry < 1 no hay epidemia y el sistema se estabiliza en el
punto libre de enfermedad.

» Caso 2 (Ry > 1)
Para este caso se consideran los valores de los parametros descritos en
la tabla 4.1 y las condiciones iniciales definidas anteriormente. Para
estos valores, el nimero reproductivo basico resulta ser mayor que 1.

La figura 4.2 muestra las soluciones del modelo. Noétese que las curvas
varian considerablemente con respecto al caso anterior, ya que en este
escenario segin lo demostrado en el capitulo anterior si hay epidemia
cuando Ry > 1. Esto lo evidencian las figuras 4.2b y 4.2e, donde la po-
blacién infectada alcanza su valor maximo aproximadamente en 30.000
personas y la concentracion de la bacteria crece rapidamente.

Ahora se realizan simulaciones para diferentes valores del parametro
omega (w) y los valores de los demds parametros descritos en la tabla
4.1, con el fin de observar el efecto de las campanas de educacion y el
tratamiento mediante cuarentena.

Los resultados obtenidos se presentan en la figura 4.3. Estos muestran
que las campanas de educacién y el tratamiento en cuarentena pueden
reducir el nimero de personas infectadas y en cuarentena, asi como la
concentracion de la bacteria. Esto significa que la poblacion debe ser
educada respecto a la infeccién por célera y cémo prevenirla, especial-
mente en aquellos lugares donde no se tenga acceso a agua potable y
un adecuado manejo de las aguas residuales.
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Individuos infectados
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Figura 4.2: Dinamica de los compartimentos S,I,Q,R y B para . = 0.75
(Ro > 1)
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Individuos infectados Individuos en cuarentena
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Figura 4.3: Efecto de las campaiias de educacién y tratamiento en los com-
partimentos [,QQ y B

4.2. Analisis de sensibilidad

En esta seccion se presenta el analisis de sensibilidad del namero de re-
productivo basico Ry con respecto a los parametros que en este influyen.
En particular, se calculan los indices de sensibilidad para determinar
cual pardmetro influye mas en el valor de Ry tomando de referencia los
valores en la literatura [52, 54, 55].

El analisis de sensibilidad se utiliza para determinar cuales parametros
influyen més en las soluciones del modelo. Asi, al anlazar un mode-
lo epidemiolégico, es de gran importancia reconocer que medidas de
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control son las mas eficaces [56]. Para esto se determina el indice de
sensibilidad normalizado del parametro, el cual esta dado por:

__poOP

P —_—
% =5 (4.1)

Donde P es el pardmetro dependiente del parametro p [57].

Analisis de sensibilidad del niimero reproductivo basico R,

Uno de los pilares importantes en las investigaciones epidemiolégicas es
determinar las estrategias necesarias para detener/mitigar la epidemia
y prevenir futuros brotes. Siendo el nimero reproductivo basico Ry el
umbral que determina la existencia o no de una epidemia, el mencio-
nado objetivo se logra con la disminucién de este valor [57]. Para esto
se realiza un andalisis de sensibilidad con respecto a los parametros del
que este depende.

El ntimero reproductivo basico Ry del modelo SIQR-B que en este tra-
bajo se analiza, estd dado por:

(I —w)?aBA
~ kpo(e + 6+ p)

0

e Los indices de sensibilidad de Ry con respecto a los parametros «
y B estan dados por:

Ro_i%_

Qa_RQaOé_1>O
ro_ B OB
% =R 7

Por lo tanto, el aumento de estos parametros haria que el niimero
reproductivo basico también aumente. Asi, las medidas de control
que se tomen, deben ir encaminadas a lograr que la tasa de expo-
sicién de los humanos a la bacteria (3.) y la tasa de contribucion
de la bacteria por parte de los infectados (a) disminuya.
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o Los indices de sensibilidad de Ry con respecto a los parametros
y 0 estan dados por:

B e ORy —€
o= — 20 _ 0
=R e ciiia-

TRy 30 e+0+pu

Debido a que estos indices son negativos, para que el niimero re-
productivo basico disminuya, estos deberian aumentar. Sin em-
bargo, esto solo es factible para la tasa de infectados que entran a
cuarentena (g) , lo cual se lograria estableciendo medidas mas efi-
caces para la indentificacion de inviduos infectados. Por su parte,
no es posible considerar el aumento del parametro ¢, ya que este
representa la tasa de muerte por célera.

e Los indices de sensibilidad de Ry con respecto a los parametros o
y w estan dados por:

m_ 99y
QU Roaa'
Qfozia}zoz —2w <0

Rom 1—w

De esta manera, se podria investigar en adecuadas medidas de
control para aumentar la tasa de muerte de la bacteria en el me-
dio ambiente (o). Ademds, si se logra aumentar el efecto de las
campanas de educacion sobre la tasa de contagio por el medio am-
biente (w) disminuiria el nimero reproductivo bésico.

Ahora bien, como se tienen los valores de los parametros de la literatura
[52, 54, 55] es posible determinar los valores exactos de estos indices.
En las tablas 4.2 y 4.3 se muestran los respectivos valores.
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Parametros Be | @ € ) o
Indice de sensibilidad | 1 | 1 | -0.95 | -0.048 | -1

Tabla 4.2: Indices de sensibilidad de R,

En la tabla 4.2 se observa que los indices mas sensibles para el niimero
reproductivo basico Ry son ., a y o seguidos de £ y §. Por lo tan-
to, resulta conveniente buscar estrategias de control que contribuyan a
disminuir o a aumentar (dependiendo del caso) para detener o mitigar
la epidemia. Por ejemplo, se podrian considerar las siguientes estrate-
gias: vacunacion, asegurar acceso a agua potable, buen manejo de las
excretas, entre otras.

Por otra parte, como el pardmetro w se asume (0 < w < 1) en la tabla
4.3, se presentan los respectivos indices de sensibilidad dado el valor de
w. Se puede observar que, para un valor de w aproximadamente mayor a
0.33, este seria el parametro mas sensible para Ry, generando la mayor
influencia en la disminucion de este valor. Esto, en términos epidemio-
logicos, se traduce en que las campanas de educacion masivas resultan
ser una 6ptima estrategia de control para disminuir la propagacién del
colera.

Valor del parametro w | 0.1 0.3 0.4 |0.6
Indice de sensibilidad | -0.22 | -0.85 | -1.33 | -3

Tabla 4.3: Indices de sensibilidad de R, con respecto a w
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4.3. Interfaz web con Streamlit

En esta seccion se presenta la interfaz web desarrollada a través del
lenguaje de programacién Python y utilizando como base la libreria
Streamlit de codigo abierto que facilita la creacién de aplicaciones web
personalizadas para el machine learning y la ciencia de datos. Entre
otras cosas, esta herramienta permite la transmisién de investigaciones
y hallazgos con graficos interactivos. Por lo tanto, la divulgacion a tra-
vés de todos los medios de comunicacion disponibles, acerca de la forma
cémo se propaga la enfermedad, su letalidad y formas de prevencién
son fundamentales para su control.

Modelo epidemiologico SIQR-B para
la transmision del colera

Para la transmisién del célera, se consideraré el modelo deterministico compartimental SIQR — B, el
cual divide la poblacion humana en cuatro compartimentos: S(t), I(‘t), Q(t), R(t) yun
compartimento adicional B(t), donde S (t) denota el nimero de individuos susceptibles de contraer la
enfermedad en el tiempo t, I(t) el ndmero de individuos capaces de transmitirla, es decir, individuos
infectados, Q(t} el nimero de individuos que se encuentran en cuarentena, por lo tanto ya no pueden
transmitir la enfermedad , R(t) el ndmero de individuos que han perdido la posibilidad de ser
infectados, ya sea por adquirir inmunidad o por haber muerto como consecuencia de la enfermedad y
B(t) que representa la concentracién de la bacteria Vibrio cholerae en el agua contaminada.

Ecuaciones ¢ Diagrama de flujo

dl 3.B
G = (-0

s + 6+ Wi

nQ — uR

(1-w)al —~oB

Figura 4.4: Presentacion del modelo SIQR-B en la interfaz

La interfaz que se diseno consiste de tres partes. La primera parte pre-
senta el modelo epidemidlogico compartimental SIQR — B, el sistema
de ecuaciones diferenciales no lineales que lo definen y el diagrama de
flujo. En la figura 4.4 se puede observar esta parte.
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Parametros del modelo

Parametros relativos a la Parametros relativos a la
poblacion bacteria

Tasa de nacimientos A Concentracidn necesaria de la bacteria, tal que la
probabilidad de infectarse es del 50% k
8.627de-5 - %
let+7 - *
Tasa de muerte natural gt
Tasa de exposicion de los humanos con la
2.53Te-5 = +  bacteria 3,

Tasa de muerte por célera &
o.00 l.08
0.48
_—
.80 1.0
bacteria en el medio ambiente c

Tasa de contribucidn de los infectados a la

Tasa de recuperacion por cdlera n

8.38 10 - *
—_—
660 1.00

Tasa de muerte de la bacteria en el medio

Tasa de infectados que entran a cuarentena £ ambiente &

a.3@ 8.23
—_— —_—
8.88 1.80 @.0@ l.08

Parametro relativo al efecto de las camparias de
educacién y tratamiento en cuarentena

Tasa de reduccién del contagio por campafias de educacién w

Condiciones iniciales

So Iy Qo Ry By

10000 - + 0 + 0 + 0 + 1000 - +

Figura 4.5: Elementos interactivos del modelo SIQR-B en la interfaz

En la figura 4.5 se observan que los parametros y las condiciones inicia-
les del modelo SIQR-B son elementos interactivos. Después de estable-
cer estos valores, se encuentra el botén “Simular', dando clic en él, la
interfaz genera las simulaciones de las dindmicas del modelo y calcula
el nimero reproductivo basico Ry como se puede ver en la figura 4.6.

En resumen, esta interfaz permite evidenciar la respuesta de los esta-
dos del sistema, en funcién de los parametros y condiciones iniciales
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Numero reproductivo basico

(1 - w)aB.A
= m Rp =1.7676985132148618e-05

Simulacion de las dinamicas del modelo

_—_- e
Concentracion de la bacteria "-’

1000 4

BO0 4
=
o

9 G004
ju
8
o
£
]

2 400
B
=

2004

o4

o 20 A &0 BO 100

Tiempa [dias]

Figura 4.6: Resultados del modelo SIQR — B generados por la interfaz

del modelo. Ademas, se trata de una aplicacién abierta y adaptativa,
en la cual, el usuario puede utilizarlo como insumo en sus investiga-
ciones o como divulgacion cientifica. Para acceder se usa el enlace:
Interfaz Stramlit.



https://camilac7-interfaz-main-oa6txd.streamlitapp.com/

Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se realizo el estudio y analisis del modelo deterministico
SIQR aplicado a la transmision del célera. Como resultado, se obtuvo
la comprobacién de que, efectivamente, este modelo resulta ttil para
representar la dinamica de la propagacion del célera, dadas sus carac-
teristicas epidemiolégicas y las medidas de control que se pueden tomar.

Para lograr este resultado, en el capitulo 2 se estudiaron las bases ma-
tematicas referentes a los modelos compartimentales y a los sistemas
dindmicos, haciendo enfasis en el modelo compartimental SIQR y los
sistemas dinamicos no lineales. También se hizo una aproximacion mé-
dica e historica al colera. Con esto, se obtuvo la teoria necesaria para
poder estudiar y analizar el modelo SIQR adaptado a esta enfermedad.

En el capitulo 3 se present6 el modelo SIQR-B, el cual se basa en el
modelo propuesto por Nyaberi y Malonza [52]. También se realiz6 el
analisis de éste, demostrando la existencia y positividad de las solu-
ciones, estableciendo los puntos de equilibrio y el nimero reproductivo
basico y realizando el analisis de estabilidad de los puntos de equilibrio.

A partir de los resultados anteriores, en el capitulo 4 se implementa-
ron simulaciones numéricas para solucionar el sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales, donde se pudo observar que los resultados ma-
tematicos del capitulo 3 son consistentes con los obtenidos mediante

73
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simulacion. Ademas, se disend una interfaz web que permite interac-
tuar con el modelo.

El analisis de sensibilidad arrojé como resultado que el parametro mas
influyente sobre el nimero reproductivo bésico (Ry) es el efecto de las
campanas de educaciéon sobre la tasa de contagio por el medio ambiente
(w). Este hecho puede obedecer a que, en la medida en que la poblacion
se educa en temas de prevencién tales como lavado de manos, manejo
correcto de las excretas, consumo de agua potable, aislamiento tras el
contagio, reducen su exposicion a la bacteria y, por lo tanto, el riesgo
de contagio.

Teniendo en cuenta el estudio y andlisis realizados en este trabajo, se
sugiere, para futuras investigaciones, considerar un modelo SIQR — B,
en el que una proporcién de los infectados pueda recuperarse sin pasar
por el compartimento de cuarentena. También se recomienda analizar
la bifurcacién del sistema cuando Ry = 1.

La forma como esta influyendo el cambio climatico en la aparicion de
nuevas epidemias, en el brote de algunas que ya se creian extintas y
en la generacion de condiciones ideales, desde el punto de vista biol6-
gico para el resurgimiento de nuevos brotes de enfermedades de rapida
propagacion, como es el caso del célera, sugieren considerar un mode-
lo estocéstico que incluya este factor aleatorio y que permita, bajo el
trabajo interdisciplinario de epidemiologos, matematicos y estadisticos,
ofrecer soluciones efectivas y oportunas a las entidades de salud.



Apéndice A
Teoremas adicionales

Teorema A.0.1. Teorema de existencia y unicidad
Considerése el problema de valor incial:

X'=F(X), X(to) = Xo

donde Xy € R*. Si F : R® — R" es de clase C'. Entonces, existe una
unica solucion de este problema de wvalor inicial. Mds precisamente,
existe un a > 0 y una unica solucion

XI(to—a,t0+Cl)—>Rn

de la ecuacion diferencial que satisfacela condicion inicial X (to) = Xo

[40].
Teorema A.0.2. Criterio de Routh-Hurwitz
Dado el polinomio:

PO =X +a X" 4 Fap ) +ta,

donde los coeficienres a; son constantes reales, i = 1,--- ,n, se defi-
nen las n matrices de Hurwitz, usando los coeficientes a; del polinomio
caracteristico:

a 1 aq 1 0
H, = (611), Hy = < ! ) , Hy= 1| a3 ay a
4 G2 Qa as as

5
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Y
aa 1 0 0 --- 0
as as aq 1 -+ 0
Hn — as a4 az QAag - 0 ,
o 0 0 0 - a,

donde a; = 0 si j > n [40]. Todas las raices del polinimio P(\) son
negativas o tienen parte real negativa si y solo si los determinantes de
todas las matrices de Hurwitz son positivos:

det(H;) >0, j=1,2,...,n

Lema 1. Sean Q@ C R x C™ un conjunto abierto, f; € C(,R), i =
1,...,n. Si

fi|$i(t):07Xt€C$0 Z 07 Xt = (xlta-"axnt)y 1= 15"'7”7
Entonces C es el dominio invariante de las siguientes ecuaciones:

(2);i(t) = f;(t,X,), t>oi=1,...,n; (A1)

st fi

C™, es el dominio invariante de la ecuacion A.1 [58].

2i(H)=0,X, 0™, <0, Xiy= (.- Tm), @=1,...,n, entonces
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