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Departamento de Ingenierı́a Eléctrica, Electrónica y Computación
Manizales, Colombia

2023





Planificación de trayectorias óptimas de
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Resumen
El problema de planificación de trayectorias es de importancia dentro de la robótica móvil, puesto
que es indispensable generar caminos de referencia que eviten obstáculos y de fácil seguimiento
por los sistemas autónomos. La solución dada por los algoritmos de planificación puede ser de di-
ferente naturaleza, aumentando o disminuyendo la complejidad computacional. En este documento
se propone un método para la planificación de trayectorias de robots móviles empleando el algo-
ritmo de mapeo de celdas (AMC), el cual contiene las restricciones cinemáticas y dinámicas del
robot, ası́ como las del entorno, permitiendo generar trayectos de fácil seguimiento por el sistema.
También contiene la información necesaria con el fin de dar solución al problema de optimización
multiobjetivo.

El algoritmo consiste en dividir el espacio de estados en celdas y luego simular la evolución del
sistema dinámico del móvil para cada condición inicial; con esto se generan grafos que contienen
la información de las conexiones entre celdas en términos de distancia, tiempo, esfuerzo de control
y energı́a. Con esta información se solucionan los problemas de optimización simple o multiobje-
tivo, según sea la función de costo empleada para encontrar el camino más corto entre dos puntos
con el algoritmo de Dijkstra.

Además, en este documento se introducen algunos conceptos de control óptimo que serán emplea-
dos en la planificación de trayectorias de robots móviles. Estos conceptos se aplican inicialmente
al doble integrador (DI) en tiempo continuo, debido a que éste emula el comportamiento de un
robot sin masa. Posteriormente se implementa el AMC para solucionar los mismos problemas de
optimización en forma discreta para el movimiento en 1 y 2 dimensiones, y se extiende el concepto
a la aplicación en robots móviles de guiado diferencial, ası́ como para el Robotino de FESTO.

Palabras clave: Algoritmo de Dijsktra, Algoritmo de Mapeo de Celdas, doble integrador, modelo
dinámico, optimización combinatoria, optimización continua, optimización discreta, robot móvil de
guiado diferencial, teorı́a de control óptimo.
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Abstract

The trajectory planning problem is of importance in mobile robotics since it is essential to generate
reference paths that avoid obstacles and are easy to follow for autonomous systems. The solutions
provided by planning algorithms can vary in nature, either increasing or decreasing computational
complexity. This paper presents a method for planning mobile robot trajectories using the Cell
Mapping Algorithm (CMA), which incorporates the kinematic and dynamic constraints of the ro-
bot as well as those of the environment. This approach enables the generation of trajectories that
are easy for the system to follow and includes the necessary information to address multi-objective
optimization problems.

The algorithm involves dividing the state space into cells and then simulating the evolution of
the mobile robot’s dynamic system for each initial condition. This process generates graphs that
contain information about the connections between cells in terms of distance, time, control effort,
and energy. With this information, simple or multi-objective optimization problems can be solved,
depending on the cost function used to find the shortest path between two points, typically imple-
mented with Dijkstra’s algorithm.

Also, this thesis introduces some optimal control concepts that will be used in path planning of
mobile robots. These concepts are initially applied to continuous-time double integrator (DI), be-
cause it emulates behavior of a massless robot. Subsequently, the AMC is implemented to solve
same optimization problems in discrete form for motion in 1 and 2 dimensions, and concept is
extended to the application in differential guided mobile robots, as well as for FESTO Robotino.

Keywords: Dijsktra Algorithm, Cell Mapping Algorithm, discrete optimization, double integrator,
dynamic model, combinatorial optimization, continuous optimization, differential guided mobile ro-
bot, optimal control theory.
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2-5. Comportamiento de la partı́cula en el tiempo para trayectoria óptima en tiempo. . . 18
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tos rojos muestra la solución del AMC y la lı́nea negra es una interpolación de
estos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3-8. Posición, velocidad y aceleración para minimizar tiempo y esfuerzo de control. Los
puntos rojos muestra la solución del AMC y la lı́nea negra es una interpolación de
estos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3-9. Posición, velocidad y aceleración para minimizar tiempo, energı́a y esfuerzo de
control. Los puntos rojos muestra la solución del AMC y la lı́nea negra es una
interpolación de los valores del AMC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41



XVIII Lista de Figuras

4-1. Clasificación general de métodos de planificación de trayectorias. . . . . . . . . . 45
4-2. Planificación de trayectorias con el algoritmo de campos potenciales artificiales. . . 52
4-3. Planificación de trayectorias con el algoritmo A∗. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4-4. Algoritmo RRT∗. (a) distancia de 0.3 m, (b) distancia de 0.5 m, (c) distancia de 0.8 m 54
4-5. Análisis de celdas vecinas en posición y velocidad para ẋ0 = 0 y ẏ0 = 0. . . . . . . 56
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φ Orientación del móvil con respecto a x1 rad

φ̇ Velocidad angular del móvil en se
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LQR Linear Quadratic Regulator

MCS Mapeo de Celdas Simple

POM Problema de Optimización Multiobjetivo

POS Problema de Optimización Simple

UAV Unmanned Aerial Vehicle



1. Introducción

La robótica es una rama de la ingenierı́a que tiene importancia en el desarrollo tecnológico de
la sociedad, debido a la necesidad de construir dispositivos para realizar trabajos pesados y peli-
grosos, ası́ como tareas en las que se requieren un estándar de calidad alto, difı́cil de lograr con
procesos manuales. La implementación de robots en la industria aumenta la eficiencia, optimiza
tiempos de producción y maximiza los estándares de calidad [1]. El concepto de robot comenzó a
utilizarse en 1920 en la novela dramática Rossum’s Universal Robots, en la cual surgió la palabra
“Robota” que traduce servidumbre, hasta el dı́a de hoy en donde se tienen robots sofisticados co-
mo Sophia de Hanson Robotics, el cual es diseñado para interactuar con seres humanos y aprender
de su comportamiento.

Los robots autónomos son de interés dentro de la comunidad cientı́fica por varios motivos [2].
Primero, debido a la inteligencia que se debe dotar al sistema y su implementación. Es por ello que
la robótica requiere la aplicación de varias disciplinas tales como: ingenierı́a mecánica, electróni-
ca, sistemas, el control automático, entre otras. Segundo, por el grado de inteligencia que debe
tener el sistema para recrear comportamientos humanos o interacciones con ellos. Tercero, por la
cantidad de aplicaciones que se pueden realizar con los agentes robóticos, tales como: seguridad,
exploración, búsqueda de minas, riego, limpieza, manipulación de materiales radioactivos, logı́sti-
ca, despacho y distribución de paqueterı́a, búsqueda y rescate, automatización industrial, transporte
por medio de vehı́culos autónomos, entre otras.

Debido a la necesidad de que los sistemas robóticos sean autónomos, en la literatura se encuentran
diferentes técnicas para generar algoritmos de planificación de trayectorias que pueden tener carac-
terı́sticas acordes a la tarea a realizar. Los algoritmos de planificación son ampliamente estudiados
en la comunidad cientı́fica y se construyen para generar rutas de referencia de diferente naturaleza
y complejidad, en la que se eviten obstáculos de forma automática como se muestra en [3–5]. Los
planificadores se pueden implementar para entornos dinámicos o estáticos, con el fin de encontrar
una ruta entre dos puntos o cubrir todo el espacio libre. Estos se clasifican como globales o locales,
dependiendo de la cantidad de información obtenida del espacio de trabajo.
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Algunos trabajos de planificadores tienen en cuenta que los robots móviles pueden presentar res-
tricciones cinemáticas o dinámicas [6–9]. Estas dependen del tipo de robot: marinos, aéreos, de
desplazamiento sobre otros fluidos, de locomoción por medio de patas, de locomoción por bandas
y vehı́culos con ruedas. Los móviles sobre ruedas pueden tener las siguientes configuraciones: Ac-
kerman, triciclo clásico, tracción diferencial, sı́ncrona, tracción omnidireccional, entre otras [2].
Los vehı́culos terrestres se pueden modelar en función de las coordenadas globales p=(x,y,φ) (po-
sición y orientación) y las velocidades ṗ=(ẋ,ẏ,φ̇).

Las restricciones cinemáticas son aquellas que dependen del movimiento, se clasifican en holóno-
mas y no holónomas. Las holónomas son las que no incluyen la velocidad. Las configuracio-
nes sı́ncrona y omnidireccional son algunos ejemplos de robots holónomos. Las restricciones no
holónomas son las que tienen implı́citamente la velocidad y no se obtienen por derivación total de
una holónoma. Las configuraciones Ackerman, triciclo clásico, tracción diferencial son algunos
ejemplos de vehı́culos que presentan restricciones cinemáticas del tipo no holónomas. En [10] se
observa un algoritmo de optimización por colonia de hormigas (ACO) para encontrar trayectos que
cumplan con las restricciones cinemáticas de tipo no holónomas y que sean óptimos en distancia.
En [11] se muestra un planificador por campos potenciales para un humanoide con restricciones
no holónomas, que construye caminos factibles de seguir por el robot.

Las restricciones dinámicas de robots móviles se presentan cuando se tienen limitaciones en veloci-
dad y aceleración generadas por masas, fricciones y/o pares. Estas restricciones tienen incidencia
en el tiempo de navegación y el gasto energético del móvil. En [12] se resuelve el problema de
planeación de trayectorias para el movimiento de un robot sujeto a restricciones dinámicas, en-
contrando caminos óptimos en tiempo de navegación o seguridad, desde una posición inicial hasta
una final evitando obstáculos y respetando las limitaciones. Conociendo los perfiles de velocidad y
aceleración que presenta el sistema robótico, se puede generar rutas que no sobrepasen los valores
máximos de estas variables y optimicen los parámetros deseados. El gasto energético en robótica
esta directamente asociado al esfuerzo de control necesario para mantener al móvil en el trayecto
de referencia.

Adicional a las restricciones del móvil se deben considerar las del entorno que aportan información
para encontrar rutas de referencia evitando obstáculos. El espacio puede presentar restricciones de
seguridad, tales como: distancia entre el móvil y los obstáculos, ruta menos escarpada, velocidad
máxima. Estas condiciones ayudan al sistema a construir caminos de referencia sin riesgos de
colisión por la distancia adecuada entre el sistema y los obstáculos o por la velocidad que lleva.
También aporta información acerca del tipo de terreno en el que se esta desplazando, con el fin de
que el móvil sea capaz de elegir una ruta que sea factible de seguir según su forma de locomoción.
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Las trayectorias encontradas por los planificadores de trayectorias pueden ser de diferente natu-
raleza, aumentando o disminuyendo la complejidad del algoritmo. La mayorı́a de trabajos que
aplican optimización en la construcción de rutas de referencia, lo hacen para tener caminos con
menor distancia, suaves con respecto a la posición y seguros. Una forma de abordar el problema
de planificación se basa en descomponer el espacio de trabajo en celdas o nodos y evaluar las dis-
tancias entre cada elemento del espacio, ası́ como distinguir entre celdas ocupadas y libres. En este
documento se pretende desarrollar un planificador de trayectorias que optimice no solo distancia
de la ruta, sino otros parámetros mediante la minimización de una función de costo.

La descomposición del espacio de trabajo en celdas es ampliamente empleada debido a su buen
desempeño. En [13–16] se muestran algunos métodos para la planificación que utilizan ésta como
estrategia para representar el área de trabajo. Para encontrar rutas que optimicen un parámetro, es
necesario definir una función de costo que contenga los criterios a minimizar o maximizar. En la
literatura se encuentran algunos trabajos en donde el planificador entrega rutas de referencia con
mı́nima distancia. En [17] se observa un algoritmo genético que optimiza la trayectoria en distan-
cia, suavidad y seguridad (distancia entre la ruta de referencia y los obstáculos).

En la planificación de trayectorias siguen estando presentes algunas dificultades, tales como: la
generalización de métodos en entornos conocidos y parcialmente conocidos o desconocidos, falta
de adaptación y comportamiento no robusto de las técnicas convencionales, costo computacional
alto [18, 19], rutas largas, generación de trayectorias sin tener en cuenta las restricciones cinemáti-
cas y dinámicas del vehı́culo [20–23], pocos estudios para ambientes complejos [24]. En [25] se
presenta un análisis comparativo de algunos métodos con inteligencia artificial y algoritmos con-
vencionales para planificación de trayectorias.

Las trayectorias resultantes en los algoritmos de planificación, se emplean como referencia pa-
ra el movimiento del robot. Por tanto, es necesario implementar una acción de control en la que se
requieren sistemas de navegación. Estos sistemas, ayudan a localizar el robot a través del tiempo
en coordenadas relativas o absolutas, proporcionando la información necesaria al controlador. Al
final, el sistema de control está construido de forma que el robot sea capaz de seguir la trayecto-
ria de referencia proporcionada por el planificador [26–33]. En [34–38] se observa el modelado
y control de un péndulo invertido sobre robots móviles, mientras que en [31, 39–53] se observan
algunos trabajos con diferentes técnicas de control empleadas para robots.
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En este trabajo se utiliza un Algoritmo de Mapeo de Celdas (AMC) para obtener soluciones
subóptimas. El AMC fue introducido por primera vez como una técnica para analizar el com-
portamiento global de los sistemas no lineales [54]. La técnica proporciona una discretización del
espacio de estados, generando grafos cuyas conexiones representan las posibles trayectorias entre
estados, y los vı́nculos están relacionados con el costo de cada transición entre celdas. Las medi-
ciones comunes incluyen el tiempo de navegación, esfuerzo de control y distancia. En [55, 56], los
autores muestran una aplicación del mapeo de celdas en problemas de optimización multiobjetivo.
Un ejemplo del uso del mapeo de celdas en la planificación de trayectorias para los brazos robóti-
cos se puede ver en [57]. En [58] se muestra una aplicación para realizar el control óptimo de la
velocidad en el desplazamiento de una partı́cula en una dimensión y la orientación de un bote en
dos dimensiones, por lo que esta aplicación puede extenderse a sistemas de n dimensiones.

En esta tesis se presenta el diseño de un planificador de trayectorias para robots móviles que se
desplazan en el plano, y que su modelo dinámico es equivalente al del DI luego de ser linealizado
por medio de métodos analı́ticos o aprendizaje de máquina. El algoritmo propuesto se fundamen-
ta sobre el método de Mapeo de Celdas, agregando las restricciones cinemáticas y dinámicas del
sistema, ası́ como las limitaciones del entorno. Estas caracterı́sticas, hacen que el planificador im-
plementado genere rutas optimizadas en diferentes parámetros, tales como: tiempo de navegación,
distancia, esfuerzo de control y energı́a. También se muestra la aplicación del AMC para la solu-
ción de problemas de optimización de forma numérica, en los que no hay una solución analı́tica o
su desarrollo es difı́cil de efectuar. A lo largo del documento, se muestran algunos problemas de
optimización continua, ası́ como sus equivalentes en optimización combinatoria para el movimien-
to del DI en 1D. Luego se plantea el problema de planificación de trayectorias para el DI sobre
el plano. Por último, se presenta el modelado matemático de robots móviles de guiado diferencial
para ver su equivalencia con el DI en 2D y encontrar las dinámicas seguidas por las ruedas y la
plataforma, para posteriormente emplearlas en la generación de rutas optimizadas.
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1.1. Estructura del documento

Este documento se desarrolla en tres partes, cada una con dos capı́tulos. La primera parte trata el
problema de optimización del doble integrador (móvil más sencillo) en tiempo continuo y discreto,
la segunda parte habla de la planificación de trayectorias y la aplicación en tiempo discreto para
el movimiento del DI en el plano y la tercera parte describe el modelado matemático de robots
móviles de guiado diferencial que se desplazan en el plano y el problema de planificación de ro-
bots. En el Capı́tulo 2 se muestra el desarrollo matemático y la solución de algunos problemas de
optimización continua para el movimiento del DI en 1D. En el Capı́tulo 3 se observa la implemen-
tación del AMC para la solución del problema de optimización de forma discreta del movimiento
del DI en 1D, ası́ como la comparación del entre la forma continua y discreta de algunos casos.
En el Capı́tulo 4 se mencionan e implementan algunos algoritmos de planificación de trayectorias
existentes en la literatura, ası́ como el AMC para minimizar distancia y se comparan los resultados
obtenidos por el AMC con otros métodos. En el Capı́tulo 5 se desarrolla el AMC para la planifica-
ción de trayectorias óptimas del DI en el plano. En el Capı́tulo 6 se describe el modelo dinámico
de un robot móvil de guiado diferencial, se muestra el proceso de linealización por realimenta-
ción, se observa como el movimiento del punto de control Pr es análogo a la dinámica del DI y
se identifican las funciones matemáticas que rigen el movimiento de las ruedas del móvil. En el
Capı́tulo 7 se emplea el AMC para la generación de trayectorias, perfiles de velocidad y dinámica
de las ruedas de robots móviles que se desplazan en el plano, posteriormente se comparan las dis-
tancias de las rutas generadas por el AMC con las de dos algoritmos clásicos. También se muestra
la aplicación para minimizar el gasto energético y la implementación del planificador en robots
móviles omnidireccionales de 3 ruedas. Por último, en el Capı́tulo 8 se muestran las conclusiones,
recomendaciones y trabajo futuro de este trabajo de investigación.



Parte I.

Optimización continua y discreta del DI en
1D



2. Control óptimo para el DI

En este capı́tulo se desarrollan analı́ticamente algunos problemas de optimización continua para
el movimiento del DI en 1D. Para esto, se presenta el modelo matemático del DI, que es amplia-
mente estudiado en la literatura y se utiliza para analizar el movimiento de una partı́cula en 1D. En
algunos casos se puede asumir que el movimiento de un vehı́culo, robot u otro objeto sobre una
superficie plana tiene un modelo simplificado idéntico al del doble integrador, por lo que con este
sistema simplificado se pueden estudiar múltiples problemas. En [59] se muestra la aplicación del
DI en problemas de optimización continua.

El DI es mostrado en la Figura 2-1 y representado por la ecuación diferencial Ec. (2-1).

x (0) x (1)1 1

Figura 2-1.: Partı́cula en 1D.

ẍ = u (2-1)

En el espacio de estados el DI es representado por la Ec. (2-2), donde x1 es la posición, x2 la
velocidad y u la aceleración de la partı́cula. ẋ1 = x2

ẋ2 = u
(2-2)

2.1. Problema de optimización simple (POS)

El problema de optimización puede entenderse como el proceso de encontrar la mejor alternativa
entre un conjunto de soluciones. Este conjunto se puede formar con las posibles soluciones de la
evolución del proceso y de acuerdo con la minimización de un criterio de desempeño se escoge
la “mejor”. Por tanto, se puede formalizar matemáticamente, si se consigue definir una función
objetivo J que esté asociada al desempeño del sistema dinámico [60].
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En ingenierı́a, la teorı́a de control óptimo ha sido popular desde la década de los 50, época en la
que se llevó la carrera espacial y en la que era de gran importancia llevar un vehı́culo espacial
desde la tierra hasta un punto en el espacio en el menor tiempo y consumiendo la menor cantidad
de combustible posible. Actualmente, la creciente demanda de bienes y servicios ha llevado a los
ingenieros a buscar métodos óptimos para la toma de decisiones, con el fin de disminuir costos y
esfuerzos, y maximizar recursos [61].

La realimentación de estados es de gran importancia dentro de la teorı́a de control moderna. Para
determinar la ley de control óptima se emplea el Principio del Mı́nimo de Pontryagin, el cual mi-
nimiza la función Hamiltoniana sujeta a la evolución del sistema. Más adelante en este capı́tulo se
muestra el procedimiento para la aplicación de este principio. Este se puede emplear en sistemas
continuos cuando se conocen las condiciones de frontera y se cuenta con una función objetivo a
minimizar.

El control óptimo es una extensión del cálculo variacional y se enfoca en determinar las señales de
control que hacen que un proceso satisfaga las restricciones fı́sicas minimizando una función de
costo. Las restricciones fı́sicas son definidas para cada sistema, ası́ como el criterio de desempeño
a optimizar como se menciona en [62]. En el POS se considera una función de costo con solo un
parámetro a minimizar.

También existen diversos trabajos para desarrollar técnicas de ajuste de los parámetros de con-
trol óptimo. El LQG es empleado en sistemas lineales con información de estado incompleta y
en sistemas no lineales perturbados. El LQR es empleado para minimizar una función de costo
cuadrática y es una forma automatizada de encontrar el controlador adecuado. En [63] se muestra
la implementación de un controlador LQG y de un LQR para el control del vuelo de un UAV. En
[64] se muestra la aplicación de LQR en sistemas con restricciones.

A continuación se formula el problema de optimización de forma generalizada.

Sea el sistema descrito por la Ec. (2-3)

ẋ = f (x,u, t), (2-3)

donde, x es la variable de estado, u la acción de control y t el tiempo. El problema consiste en
encontrar la trayectoria desde x(t0) hasta x(t1), donde es necesario determinar la señal de control
u(t) que debe aplicarse en el intervalo de tiempo [t0, t1] para que su evolución minimice el funcional
dado en la Ec. (2-4).

J =

t1∫
t0

L(x,u, t)dt, (2-4)
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donde J es la función de costo, L es el Lagrangiano del sistema y u(t) ∈U . U es el conjunto de
señales de control que se pueden aplicar al sistema descrito por (2-3) y existe una ũ(t) tal que:

J(ũ(t))≤ J(u(t)) ∀ u(t) ∈ U (2-5)

donde, ũ(t) es la señal de control óptima en el intervalo de tiempo [t0, t1]. Para determinar la
señal ũ(t) se puede emplear el principio del mı́nimo de Pontryagin o la ecuación de Hamilton-
Jacobi-Bellman. En este documento se presenta el desarrollo matemático para encontrar la señal
de control mı́nima por medio del mı́nimo de Pontryagin, que usa el método de los multiplicadores
de Lagrange reformulado como se muestra en [65] para minimizar la función Hamiltoniana dada
en (2-6).

H(x,λ,u, t) = L(x,u, t)+λ f (x,u, t) (2-6)

donde, λ son los multiplicadores de Lagrange y H la función Hamiltoniana. El problema de opti-
mización se puede plantear de la forma mostrada en la Ec. (2-7). mı́n J

sujeto a: ẋ = f (x,u, t), x(t0) = x0, x(t1) = x1
(2-7)

Para solucionar el problema se resuelve primero la Ec. (2-8), con el fin de obtener la señal de
control ũ(t) = ũ(x,λ, t).

∂H(x,λ,u, t)
∂u

= 0, (2-8)

Ahora se encuentra la función H(x,λ, ũ, t) minimizada y se procede a resolver el conjunto de
ecuaciones diferenciales (2-9) sujetas a las condiciones de contorno dadas en x(t0) y x(t1).

λ̇ =−∂H(x,λ, ũ, t)
∂x

ẋ =
∂H(x,λ, ũ, t)

∂λ

, (2-9)

por último, se deben sustituir los valores de x̃ y λ̃ hallados en la Ec. (2-9) en la señal de control
ũ(t) = ũ(x̃, λ̃, t) para obtener el vector de control que optimiza el sistema.
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2.2. POS para el DI

En el movimiento de una partı́cula como la mostrada en la Figura 2-1 y que es representada por el
modelo matemático del DI se pueden presentar diferentes problemas de optimización, los cuales
se analizan a continuación:

El modelo matemático del DI de forma vectorial es representado como se muestra en la Ec. (2-10).

Ẋ = f (X ,u, t) =

 x2

u

 (2-10)

Las condiciones iniciales y finales de la partı́cula son mostradas en las Ec. (2-11) y (2-12).

X(t0) = X0 =

 x1(0)

x2(0)

 (2-11)

X(t1) = X1 =

 x1(1)

x2(1)

 (2-12)

El vector de estado se muestra en la Ec. (2-13) y en la Ec. (2-14) se observa el vector de los
Multiplicadores de Lagrange del problema de optimización.

X =

 x1

x2

 (2-13)

λ =

 λ1

λ2

 (2-14)

La definición general de la función Hamiltoniana para un problema vectorial se muestra en la Ec.
(2-15).

H(X ,λ,u, t) = L(X ,u, t)+λ
T f (X ,u, t) (2-15)

A continuación se muestran los problemas de optimización encontrados en sistemas continuos y
su aplicación para el modelo matemático del DI:
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2.2.1. Mı́nimo esfuerzo de control

El problema de mı́nimo esfuerzo de control está relacionado con la capacidad o restricciones de
los actuadores del sistema. Por tal motivo, surge la necesidad de generar señales de control que
tengan la menor energı́a posible. La función de costo empleada en la literatura para solucionar el
problema de minimización del esfuerzo de control se muestra en la Ec. (2-16).

J =
1
2

t1∫
t0

u2(t)dt (2-16)

El problema de optimización de mı́nimo esfuerzo de control se puede plantear de la forma mostrada
en la Ec. (2-17).  mı́n

1
2

t1∫
t0

u2(t)dt

sujeto a: Ẋ = f (X ,u, t), X(t0) = X0, X(t1) = X1

(2-17)

En la Ec. (2-18) se define la función Hamiltoniana para el problema de minimización del esfuerzo
de control del DI.

H(X ,λ,u, t) =
1
2

u2 +λ1x2 +λ2u (2-18)

Al derivar la función Hamiltoniana con respecto a λ y X , se obtiene respectivamente la Ec. (2-19)
y Ec. (2-20).

∂H(X ,λ,u, t)
∂λ

=

 ẋ1 = x2

ẋ2 = u
(2-19)

∂H(X ,λ,u, t)
∂X

=

 λ̇1 = 0

λ̇2 =−λ1
(2-20)

Al derivar el Hamiltoniano con respecto a u como en la Ec. (2-21), se obtiene la señal óptima de u
que se llama ũ y se muestra en la Ec. (2-22).

∂H(X ,λ,u, t)
∂u

= 0 (2-21)

ũ =−λ2 (2-22)
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La forma de λ1 y λ2 según la Ec. (2-20) es la que se observa en la Ec. (2-23). λ1 = c1

λ2 = c2t + c3
, (2-23)

Por tanto, la señal de control óptima será ũ = c̃2t + c̃3, donde c̃2 y c̃3 son los negativos de c2 y c3

respectivamente.

Sustituyendo ũ en el sistema de la Ec. (2-2) se obtiene la Ec. (2-24).

ẋ1 = x2

ẋ2 = c̃2t + c̃3
(2-24)

La solución del sistema de la Ec. (2-24) se muestra en la Ec. (2-25).

x1(t) =
1
6

c̃2t3 +
1
2

c̃3t2 + x2(0)t + x1(0)

x2(t) =
1
2

c̃2t2 + c̃3t + x2(0)

(2-25)

Para encontrar las señales óptimas en esfuerzo de control es necesario tomar las condiciones de
frontera dadas X0 = [x1(0),x2(0)]T y X1 = [x1(1),x2(1)]T , luego definir el tiempo necesario para
llevar la partı́cula desde X0 a X1. Para el ejemplo, se toma t ∈ [0,1] y se encuentran los valores de
las constantes c̃2 y c̃3 que satisfacen las condiciones de contorno.

c̃2 =−12(x1(1)− x1(0))+6(x2(1)+ x2(0))

c̃3 = 6(x1(1)− x1(0))−2(x2(1)+2x2(0))

En la Figura 2-2 se observa la posición, velocidad y señal de control con mı́nima energı́a en el
tiempo, que lleva la partı́cula desde una condición inicial X0 hasta una final X1 en un t ∈ [0,1]. Para
el ejemplo se toma X0 = [−10,−4]T y X1 = [0,0]T .
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Figura 2-2.: Comportamiento de la partı́cula en el tiempo para minimizar esfuerzo de control.

2.2.2. Minimización de la variación total

La variación total de una señal en R2 puede describirse como la medida acumulada del cambio
vertical de la función. En ingenierı́a, una variación total pequeña de la señal de control es deseable
para facilitar el diseño e implementación del sistema. Si esta variación es baja, se requieren en el
proceso elementos de baja capacidad, que tendrán menor consumo de energı́a y tamaño. En [66] se
observa una discretización del problema de optimización para evaluar la variación total de la señal
de control.

En la Ec. (2-26) se muestra el cálculo de la variación total de la función u : [t0, t1]→ R.

V T (u) =
t1∫

t0

|u̇(t)|dt, (2-26)

se asume u como una función continua en el intervalo [t0, t1]. Se define una nueva variable de
control v(t) = u̇(t) para t ∈ [t0, t1] y se obtiene la función de costo empleada para minimizar la
variación total de la señal mostrada en la Ec. (2-27).

J =

t1∫
t0

|v(t)|dt, (2-27)

El problema de minimización de la variación total de la señal de control se puede plantear de la
forma mostrada en la Ec. (2-28). mı́n

t1∫
t0
|v(t)|dt,

sujeto a: Ẋ = f (X ,u, t), u̇(t) = v(t), X(t0) = X0, X(t1) = X1

(2-28)
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En la Ec. (2-29) se define la función Hamiltoniana para el problema de minimización de la función
de costo dada en la Ec. (2-27) para el DI.

H(X ,u,λ,η,v, t) = |v|+λ1x2 +λ2u+ηv, (2-29)

donde λ ∈ R2 y η ∈ R son variables adjuntas definidas en la función Hamiltoniana.

En [67] se muestra el procedimiento para hallar las señales necesarias para minimizar la variación
total de la señal que lleva la partı́cula desde una condición inicial a una final en t = 1 s. Las
expresiones se muestran en la Ec. (2-30).

u(t) =

 4(x1(1)− x1(0))− x2(1)−3x2(0), Si 0≤ t < 0.5

3x2(1)+ x2(0)−4(x1(1)− x1(0)), Si 0.5≤ t ≤ 1
(2-30)

Para el ejemplo, se aplica una señal positiva de control durante la mitad del tiempo total y luego una
negativa con la misma duración, en este caso 0.5 s. Las señales de control que cumplen la condición
de tiempo anterior serán las que tengan mı́nima variación total, cualquier otra combinación que
solucione el problema tendrá una variación total mayor. Si se toma X0 = [−10,−4]T y X1 = [0,0]T

reemplazando en la Ec. (2-30) da como resultado lo mostrado en la Ec. (2-31).

u(t) =

 52, Si 0≤ t < 0.5

−44, Si 0.5≤ t ≤ 1
(2-31)

La variación total de la señal de control se encuentra con la Ec. (2-32).

V T (u) = 4 |2(x1(1)− x1(0))− x2(1)− x2(0)|= 96 (2-32)

En la Figura 2-3a se muestra el comportamiento de las variables de estado para el problema de
optimización de variación total de la señal de control. Con estas dos señales de control se llega al
estado final en un tiempo de 1 s. En la Figuras 2-3b, 2-3c y 2-3d, se observan la posición, velocidad
y señal de control del DI con optimización de variación total. Para poder solucionar el problema
de optimización en un tiempo pequeño es necesario tener aceleraciones muy grandes que en la
práctica no son realizables. Para este ejemplo no se tuvo en cuenta la saturación de la señal de
control, con el fin de observar la solución con restricción de tiempo. Otra forma de solucionar el
problema de optimización de variación total es teniendo señales constantes fijas y dejando libre el
tiempo, caso que es estudiado en el problema de mı́nimo tiempo de navegación.
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Figura 2-3.: Diagrama de estados y comportamiento de la partı́cula en el tiempo para minimizar
la variación total.

2.2.3. Mı́nimo tiempo de navegación

Para solucionar el problema de minimización del tiempo de desplazamiento de una partı́cula se
puede emplear una ley de control con n−1 conmutaciones como se menciona en [68], donde n es
el grado del sistema. Por tanto se toma u ∈ {−1,1} para el ejemplo.

La función de costo empleada en la literatura para solucionar el problema de minimización de
tiempo es la que se muestra en la Ec. (2-33), por lo que el Lagrangiano del problema es L = 1.
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J =

t1∫
t0

1dt (2-33)

En la Ec. (2-34) se muestra el planteamiento del problema de optimización de mı́nimo tiempo. mı́n
t1∫
t0

1dt

sujeto a: Ẋ = f (X ,u, t), X(t0) = X0, X(t1) = X1

(2-34)

En la Ec. (2-35) se define la función Hamiltoniana para el problema de minimización de tiempo de
navegación del DI.

H(X ,λ,u, t) = 1+λ1x2 +λ2u (2-35)

Si se deriva la función Hamiltoniana con respecto a λ, se obtiene el sistema de nuevo, como se
observa en la Ec. (2-36).

∂H(X ,λ,u, t)
∂λ

=

 ẋ1 = x2

ẋ2 = u
(2-36)

Al derivar la función Hamiltoniana con respecto al vector X se obtiene la Ec. (2-37).

∂H(X ,λ,u, t)
∂X

=

 λ̇1 = 0

λ̇2 =−λ1
(2-37)

Si ũ es la señal de control óptima en tiempo, entonces el sistema tiene una solución no trivial
(λ(t),x(t)) y cumple la condición de la Ec. (2-38).

H(X ,λ, ũ, t) = mı́n
|u|≤1

H(X ,λ,u, t) (2-38)

De la Ec. (2-35), si λ2 6= 0, el valor de u que cumple la condición de Ec. (2-38) es ũ = sgn(λ2). Por
tanto, la función Hamiltoniana que cumple el criterio de minimización se observa en la Ec. (2-39).

mı́n
|u|≤1

H(X ,λ,u, t) = 1+λ1x2 + |λ2| (2-39)
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La forma de λ1 y λ2 según la Ec. (2-37) es la que se observa en la Ec. (2-40). λ1 = c1

λ2 = c2t + c3
, (2-40)

donde c1, c2 y c3 son constantes. La señal de control óptima será ũ = sgn(c2t + c3) y se concluye
que ũ es constante y toma valores de ũ =±1.

El sistema resultante con las señales de control u =±1 se observa en la Ec. (2-41). ẋ1 = x2

ẋ2 =±1
(2-41)

Las trayectorias dadas por la evolución de la Ec. (2-41) satisfacen el sistema del la Ec. (2-42) que
al integrar da como resultado la Ec. (2-43).

dx1

dx2
=±x2 (2-42)

x1 =±
x2

2

2
+C (2-43)

En la Figura 2-4a se observan las curvas de la evolución del sistema dado por la Ec. (2-41) ante
diferentes condiciones iniciales de posición y velocidad. En la Figura 2-4b se muestra la superficie
de conmutación, la cual indica el momento en que debe cambiar la señal de control para llegar
desde una condición inicial X0 hasta una final X1 en el menor tiempo posible. En la Figura 2-4b se
toman dos condiciones iniciales X0 = [−10,−4]T y X0 = [10,4]T con condición final X1 = [0,0]T .
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Figura 2-4.: Diagrama de estado y superficie de conmutación para trayectoria óptima en tiempo.

En la Figura 2-5a se observa la posición, en la 2-5b la velocidad y en la 2-5c la señal de control
del DI con optimización de tiempo ante una entrada de control u = ±1 que lleva la partı́cula
desde una condición inicial X0 hasta una final X1 en un t = 12.4853 s. Para el ejemplo se toma
X0 = [−10,−4]T y X1 = [0,0]T .
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Figura 2-5.: Comportamiento de la partı́cula en el tiempo para trayectoria óptima en tiempo.

La posición y el perfil de velocidad del DI son generados a partir de la evolución del sistema ante las
señales de control obtenidas para solucionar el problema de llevar la partı́cula desde una condición
inicial hasta una final en el menor tiempo posible, tomando únicamente las señales de control
u =±1. La solución encontrada además de ser la trayectoria con mı́nimo tiempo de navegación es
la que tiene menor variación total de la señal de control.
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2.2.4. Problema de Fuller

En la teorı́a de control, el término de chattering es empleado para referirse a oscilaciones de fre-
cuencia y amplitud finita en un intervalo de tiempo que aparecen debido a la rápida conmutación
del controlador. Fuller en [69] describe el problema inicial de optimización de una variable de es-
tado elevada a una potencia positiva. En 2-44 se muestra la función de costo estudiada en [70–72]
para el problema de encontrar una solución al problema de optimización en tiempo finito con un
número infinito de conmutaciones.

J =

t1∫
t0

|x1(t)|vdt, (2-44)

donde, v es un valor positiva. Si v = 0 se tiene el problema de optimización del tiempo de na-
vegación. Si v = 1 se optimiza la variación total de la señal de control. Si v = 2 se describe el
problema de Fuller. En la Ec. (2-45) se muestra el planteamiento del problema de optimización
para el problema de Fuller. mı́n

t1∫
t0
|x1(t)|2dt

sujeto a: Ẋ = f (X ,u, t), X(t0) = X0, X(t1) = X1

(2-45)

En [73] se muestra el procedimiento para encontrar la señal de control (2-46) que minimiza la
función de costo que se presenta en (2-44). En esta se introduce g, que para el problema de Fuller
es igual a 0.444623560. La constante g depende del valor de v.

u =−sgn(x1 +gx2 |x2|) (2-46)

En la Ec. (2-46) se puede observar que la señal de control toma los valores de u ∈ [−1,1]. Al
aplicar u al DI con las condiciones iniciales X0 = [−10,−4]T y finales X1 = [0,0]T se obtiene la
posición de la partı́cula en la Figura 2-6a. En la Figura 2-6b se muestra la velocidad en el tiempo.
La porción de gráfica verde es la obtenida con la primera señal de control, en este caso u1 = 1.
Luego la señal de control conmuta a u2 = −1 fracción azul, posteriormente la acción de control
cambia de nuevo generando la gráfica roja y por último vuelve a conmutar para generar la sección
de color negro.
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Figura 2-6.: Comportamiento de la partı́cula en el tiempo para el problema de Fuller.

En la Figura 2-7 se observa el diagrama de estados de la partı́cula para el problema de Fuller
cortando la simulación al llegar al cuarto evento, donde deberı́a haber otra conmutación de la señal
de control, pero al ser un valor cercano al objetivo se termina la ejecución.
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Figura 2-7.: Espacio de estados de la partı́cula para el problema de Fuller.
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2.2.5. Minimización del gasto energético

El gasto energético de sistemas en movimiento es determinado por diferentes factores. En este

apartado solo se considera la energı́a cinética de una partı́cula Ek =
1
2

mv2, por lo que la función de
costo para el problema de optimización queda como se muestra en la Ec. (2-47). Como se puede
apreciar el problema planteado es análogo al de Fuller pero en este caso se minimiza el área bajo
la curva de la velocidad al cuadrado.

J =
1
2

t1∫
t0

mx2(t)
2dt (2-47)

El problema de optimización para la minimización del gasto energético se puede plantear de la
forma mostrada en la Ec. (2-48). En el siguiente capı́tulo se soluciona este problema de forma
numérica debido a la complejidad matemática para encontrar la señal de control en tiempo continuo
con el teorema del mı́nimo de Pontryagin. mı́n

1
2

t1∫
t0

mx2(t)
2dt

sujeto a: Ẋ = f (X ,u, t), X(t0) = X0, X(t1) = X1

(2-48)

2.3. Problema de optimización multiobjetivo (POM)

En muchas aplicaciones es necesaria la optimización de varios objetivos simultáneamente. En la
literatura estas aplicaciones son llamadas problemas de optimización multiobjetivo (POM). Como
ejemplo se puede considerar el problema de navegación de un robot de búsqueda de minas, en el
que se deben optimizar los parámetros de gasto energético y mayor cobertura de terreno. Estos
objetivos entran en conflicto, puesto que la mayor cobertura posible no es la que tiene menor gasto
energético y para tener menor gasto energético no se cubrirı́a gran cantidad del terreno. Por lo que
se hace necesario optimizar ambos objetivos de una manera adecuada.

En el POM se encuentra un conjunto de soluciones óptimas, llamado conjunto de Pareto. Este con-
junto suele formar un objeto de (k−1) dimensiones, donde k es el número de objetivos implicados
en el problema. A diferencia del problema de optimización simple (POS) donde se consideran un
sólo objetivo y en los que se espera una solución óptima, ahora se considera la existencia de un
conjunto de soluciones que optimizan los diferentes objetivos dándoles prioridad según el peso
expresado en la función de costo. En [74–80] se observan algunos trabajos en los que se aplica la
optimización multiobjetivo.
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En la literatura se han desarrollado una gran cantidad de trabajos para obtener el conjunto de Pare-
to, entre ellos están: optimización inspirada en algoritmos genéticos [81], algoritmo de colonia de
hormigas [82], algoritmo inmunológico [83], estrategia de búsqueda de soluciones convergentes
por medio de la simulación de fuerzas de repulsión entre partı́culas magnéticas [84] y optimización
de enjambres de partı́culas [85]. Todos fueron aplicados a los diseños de control de realimentación
de estados. Fliege y Svaiter propusieron algunos algoritmos basados en el gradiente para convertir
el problema de optimización multiobjetivo en optimización simple [86]. Bosman [87] expande el
concepto introduciendo transformaciones geométricas y combinándolo con el algoritmo genético
[88].

El POM se puede definir como en la Ec. (2-49)

mı́n
X∈Rn

F(X), (2-49)

con gi(X)≤ 0, i = 1, ..., l,

hi(X) = 0, i = 1, ...,m,

donde, F es el conjunto que contiene las funciones objetivo fi : Q→ R a analizar, tal que:

F : Q→ Rk,F(X) = { f1(X), ..., fk(X)} (2-50)

El conjunto Q⊂Rn es el dominio de J o el conjunto realizable y es un subconjunto del espacio de
decisión Rn. X es el vector de decisión y Q esta implı́citamente definido por las restricciones del
problema.

Q=
{
X ∈ Rn | gi(X)≤ 0, i = 1, ..., l, y h j(X) = 0, j = 1, ...,m

}
, (2-51)

donde, gi y hi representan las restricciones de desigualdad y de igualdad respectivamente. Si Q=

Rn(i.e., l =m= 0), el POM es un problema sin restricciones. En muchos casos Q es definido por un
cajón de restricciones, es decir, el conjunto de valores posibles es igual a una caja n-dimensional.

Q= Bl,u = {X ∈ Rn : li ≤ xi ≤ ui, i = 1, ...,n} , (2-52)

donde, li ≤ ui, i = 1, ...,n, son los lı́mites inferior y superior, respectivamente.

En el POM no se puede considerar una solución mejor a otra. Para definir las soluciones de un
POM es necesario utilizar el concepto de dominancia que se explica en [89].
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Definición de dominancia

1. Sea v,w ∈ Rk. El vector v es menor que w (forma corta: v <p w), si vi < wi ∀ i ∈ {1, ...,k}.
La relación ≤p se define igual.

2. Un vector Y ∈Q es dominado por un vector X ∈Q (X< Y) con respecto al POM si:

F(X)≤pF(Y) y F(X) 6= F(Y)

de lo contrario, Y no es dominado por X.

3. Un vector Y ∈ Q es dominado débilmente por un vector X ∈ Q (X ≤ Y) con respecto al
POM si:

F(X)≤pF(Y)

Si X domina a Y, se puede considerar que X es un conjunto “mejor”según el POM.

Definición de conjunto de Pareto

1. Un punto X ∈Q es llamado óptimo de Pareto del POM si no existe Y ∈Q que domine a X.

2. Un punto X ∈Q es llamado óptimo local de Pareto del POM si existe una vecindad N de X
tal que no haya un Y ∈Q∩N que domine a X.

3. Un punto X ∈ Q es llamado óptimo débil de Pareto del POM si no existe Y ∈ Q tal que
F(Y)<pF(X).

4. El conjunto de todas las soluciones óptimas de Pareto se llama conjunto de Pareto, es decir:

P = PQ = {X ∈ Q : X es el punto de Pareto del POM} (2-53)

5. La imagen F(P) de P es llamada frontera de Pareto.
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2.3.1. POM para el DI

En este apartado se encuentra la solución del POM para el DI con los dos primeros parámetros de
optimización estudiados en este capı́tulo (esfuerzo de control y variación total), a continuación se
muestra el procedimiento, iniciando con la definición del POM.

(POM) mı́n
u∈U

[ f1(u), f2(u)] , (2-54)

donde,

f1(u) =
1
2

t1∫
t0

u2(t)dt

f2(u) =
t1∫
t0
|u̇(t)|dt

Ahora se encuentra el conjunto de Pareto para dos parámetros de optimización. Primero se emplea
una nueva variable denominada α ∈ [0,1], que hace posible optimizar un solo parámetro (esfuerzo
de control o variación total) cuando se asigne a α alguno de los valores extremos del conjunto
indicado. En la Ec. (2-55), se observa el problema de optimización multiobjetivo.

mı́n
u∈U

α f1(u)+(1−α) f2(u) (2-55)

En [67] se muestra el desarrollo matemático para la obtención de las expresiones de control (2-56)
del POM para el DI con parámetros de esfuerzo de control y variación total.

u(t) =


u1, si 0≤ t < t1

u1 + λ̄1(t− t1), si t1 ≤ t < t2

u3, si t2 ≤ t < 1

, (2-56)

donde, λ̄1 se encuentra con (2-57), t1 se despeja de (2-58) conociendo las condiciones iniciales y
finales del problema, t2 se halla con la expresión t2 = 1− t1, u1 y u3 se muestran en las Ec. (2-59)
y (2-60) respectivamente.

λ̄1 =±
2α

t12 (2-57)

4t13−3
(

2± x2(1)+ x2(0)+2(x1(0)− x1(1))
α

)
t12 +1 = 0 (2-58)
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u1 = x2(1)− x2(0)−
λ̄1

2
(1−2t1) (2-59)

u3 = 2(x2(1)− x2(0))− ū1 (2-60)

Para encontrar las señales de control que solucionan el POM descrito en (2-55) del ejemplo es-
tudiado en el POS, se toma t ∈ [0,1], la condición inicial X0 = [−10,−4]T y la condición final
X1 = [0,0]T . En la Figura 2-8a se muestra el conjunto de Pareto para el POM de (2-55). En esta
gráfica se puede observar que el esfuerzo de control y la variación total dependen del valor selec-
cionado de α, siendo α = 1 ∗ 10−6 el POS para minimizar el esfuerzo de control y α = 1 ∗ 106

el POS para minimizar la variación total de la señal. En la Figura 2-8a se detallan las señales de
control para algunos valores de α.
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(b) Señal de control del POM.

Figura 2-8.: Conjunto de Pareto y señal de control para el POM.

Si se soluciona el POM para el DI con α = 0.8 se obtiene la posición 2-9a, velocidad 2-9b y señal
de control 2-9c de la partı́cula.
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Figura 2-9.: Señales en el tiempo del POM para α = 0.8.

2.4. Conclusión

Como se puede apreciar, el POS y POM en tiempo continuo pueden ser solucionados de forma
analı́tica en algunos casos, pero se hace un poco extenso su desarrollo matemático, debido a que
es necesario aplicar el cálculo de variaciones y el mı́nimo de Pontryagin. Estos problemas se pue-
den solucionar de manera numérica empleando técnicas de sintonización como son el LQG y el
LQR. En el capı́tulo siguiente se solucionan algunos de estos problemas de optimización de forma
numérica, por medio de la aplicación del AMC, el cual convierte el problema continuo en uno de
optimización combinatoria en grafos. Se realiza una comparación entre el caso continuo y discreto
para algunos problemas, con el fin de observar la pertinencia del método implementado.

Para encontrar trayectorias con un mejor desempeño en varios parámetros es necesario emplear
el POM para combinar diferentes objetivos de optimización y tener en cuenta las posibles situa-
ciones que se pueden encontrar a la hora de controlar sistemas dinámicos. El problema de energı́a
cinética en este capı́tulo se dejan planteado para ser solucionado de forma numérica en el siguiente
capı́tulo.



3. Optimización combinatoria empleando el
AMC para el DI en 1D

En el capı́tulo anterior se realizó el análisis en tiempo continuo a diferentes problemas de optimi-
zación sobre el movimiento del DI en 1D. Ahora se pretende mostrar por medio de la aplicación
del AMC como éstos se pueden transformar en problemas de optimización combinatoria. Primero
se debe construir el espacio de estados de celda simulando la evolución del modelo dinámico del
DI ante diferentes señales de control constantes en un tiempo dado. Luego se determinan las celdas
existentes en la discretización y las conexiones entre ellas, guardando los costos de tiempo, esfuer-
zo de control y energı́a cinética que implican llevar la partı́cula de una celda a otra. Estos valores
de conexión son almacenados en diferentes grafos, los cuales contienen las celdas conectadas,
ası́ como el peso generado. Los grafos son empleados para realizar la búsqueda del camino más
corto que une a dos nodos en el espacio de estados de celda y por tanto, se tendrá una trayectoria
subóptima que une el origen con el destino.

3.1. Mapeo de Celdas

En un intento por encontrar caminos más eficientes y prácticos para determinar el comportamiento
global de sistemas fuertemente no lineales, el AMC fue propuesto en la década de los 80s. La idea
básica detrás de este método es no considerar el espacio de estados como continuo sino como una
colección de un gran número de celdas de estado, donde cada celda es tomada como una entidad
de estado. El enfoque inicial del AMC era el análisis global de la dinámica de sistemas y en la
actualidad se aplica para la búsqueda de soluciones en problemas de optimización [90], diseño de
controladores no lineales, entre otras.

Actualmente el mapeo de celdas desarrollado en la década de los 80 por C. S. Hsu es de interés
para la comunidad cientı́fica, debido al desarrollo de sistemas computaciones de alto desempeño
y la proliferación de los datos a gran escala. En [91] se muestra una descripción del método y
algunas aplicaciones del mapeo de celdas dentro de la ingenierı́a. Hasta ahora 2 tipos de mapeo de
celda han sido investigados, el simple y el generalizado.
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En el AMC se consideran vecinos de una celda a todos los posibles destinos de la evolución de
un sistema. Para considerarse vecino, los destinos deben estar dentro del espacio de estados. Los
estados que se encuentran fuera del espacio de trabajo definido inicialmente no se tienen en cuenta
para la construcción del grafo. Cada sistema dinámico tiene sus propias limitaciones, y si se consi-
dera el desplazamiento de una partı́cula como caso de estudio, las restricciones serán de posición,
velocidad y aceleración.

El algoritmo empleado es el mapeo de celdas simple (MCS) y se implementa para discretizar
el espacio de estados del problema de optimización del DI, que puedan es representados por medio
de un modelo dinámico lineal. Para emplear el AMC en la construcción de rutas de referencia para
el movimiento del DI, se realiza lo siguiente:

1. Se genera un mapa con cada una de las variables de posición y velocidad lineal del DI,
tomando en cuenta las dimensiones del entorno y los lı́mites de velocidad de la partı́cula.

2. Se define un conjunto de valores constantes que serán aplicados al modelo dinámico del DI.
Estos elementos son las señales de control (la aceleración de la partı́cula) y son constantes
para que en cada celda su variación total sea nula.

3. Se determina el tiempo de aplicación de las señales de control.

4. Se guarda en un grafo la condición inicial y final de la evolución de cada iteración, ası́ como
el costo empleado en la simulación.

5. Se hace de forma iterativa los pasos 2, 3 y 4 para cada una de las celdas del espacio de
estados.

La caracterı́stica del mapeo de celdas simple (MCS) [92] es que cada celda tiene una sola celda
imagen; mientras que en el mapeo generalizado [93],[94] una celda tiene muchas casillas imagen
con una distribución de probabilidad dada entre ellas. Ambos métodos son utilizados para deter-
minar el comportamiento global de un sistema no lineal. Cada mapeo de celdas tiene su propia
estructura matemática y es considerada de interés por sı́ misma. Para los casos de estudio de es-
te documento se implementa el MCS, puesto que existe una única celda imagen para el sistema
dinámico ante una entrada especı́fica con condiciones iniciales dadas.

El problema del mapeo de celdas se puede definir como se expresa en la Ec. (3-1).

xk+1 =C(xk,µ), (3-1)

donde xk+1 es la imagen de xk aplicando el mapeo de celdas simple C con un vector de parámetros
µ. El mapeo de celdas puede depender del paso k, pero en este trabajo se considera un MCS esta-
cionario donde C no depende explı́citamente de k como se hace en [54].



3.2 AMC para el DI 29

El proceso de evolución del sistema dado en la Ec. (3-1) se realiza para cada una de las celdas
del espacio de estados, aplicando las diferentes señales de control. Al momento de terminar la
evolución, se guarda en un grafo la información del nodo xk y xk+1, ası́ como el tiempo empleado
y la señal de control aplicada.

El AMC permite discretizar el espacio de estados, para solucionar diferentes problemas de op-
timización por medio de la búsqueda del camino más corto en un grafo. Entre los problemas de
optimización que se pueden solucionar, están: el de mı́nimo tiempo de navegación en el movi-
miento de una partı́cula [58], mı́nima distancia, menor esfuerzo de control, menor energı́a, entre
otros. También se puede emplear el diseño de controladores realimentados para sistemas lineales
[56]. En este trabajo se propone implementar el AMC para solucionar diferentes problemas de
optimización combinatoria que son equivalentes a los de tiempo continuo.

3.2. AMC para el DI

En esta sección se realiza la evolución del modelo matemático del DI empleando la Ec. (3-1) y se
muestran los diferentes vecinos de una celda según las condiciones iniciales de la partı́cula.

3.2.1. Vecinos de una celda

En la implementación del AMC para el doble integrador se tienen las variables de estado x1 y
x2 que representan la posición y velocidad de la partı́cula respectivamente. Con los lı́mites de
velocidad y aceleración del problema definidos, se puede construir el espacio de estados de celda
teniendo diferentes valores de control constantes aplicados durante un tiempo especı́fico. Se toman
las señales de control constantes para tener variación total cero en cada celda. A continuación, se
muestra el análisis de los vecinos de una celda inicial x1[0] = 0 m teniendo 17 señales de control
diferentes u ∈ {−0.4,−0.35, ...,−0.05,0,0.05, ...,0.35,0.4} m/s2 aplicadas durante 1 s.

Para encontrar todas las celdas vecinas se realiza la evolución del modelo dinámico del DI con
las señales de control dadas. Se obtiene la Figura 3-1a con x2[0] = 0 m/s; en ésta se observan
varios puntos intermedios entre celdas, pero al momento de construir el grafo solo se consideran
los valores iniciales y finales de la simulación. En la Figura 3-1b se muestra la evolución con
x2[0] = 0.2 m/s y en la Figura 3-1c con x2[0] =−0.2 m/s.
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Figura 3-1.: Celdas vecinas con diferentes condiciones iniciales de velocidad. El asterisco azul
representa la celda inicial y los rojos las celdas finales o vecinas.

Como se puede apreciar en la Figura 3-1, al aumentar los elementos del conjunto de señales de
control se incrementan los vecinos de una celda. Según la forma en la que fue construida la estruc-
tura de datos, la resolución de la celda de velocidad depende del delta de la señal de control y el
tiempo de aplicación de la misma. Mientras que la resolución de la celda de posición depende del
delta encontrado para la velocidad y el tiempo.

3.2.2. Generación del grafo a partir de los vecinos de celda

Se desea construir una estructura de datos que contenga la información de todos los posibles veci-
nos celda del espacio de estados, ası́ como el costo generado para ir a cada una de estas. En esta
tesis se construye una estructura de datos abstracta llamada grafo para cada uno de los parámetros a
optimizar. Para generar estas estructuras es necesario realizar la simulación con todas las condicio-
nes iniciales posibles, dadas por la discretización adoptada. Esto conlleva a un gasto computacional
que crece exponencialmente según las combinaciones de las aceleraciones (señales de control), ve-
locidades, posiciones y tiempo de activación de la señal de control. En este trabajo no se agrega la
variable de tiempo en la combinatoria porque se toman siempre fijas.

Luego se evalúa en que celda terminó la evolución del sistema; si ésta se encuentra fuera del
espacio de estados, no se procede a almacenar la conexión ni el costo para llegar a ella. A conti-
nuación, se muestra un ejemplo en el que se toman la señales de control u = {−0.1,0,0.1} m/s2 y
el espacio de estados definido por: x1 ∈ {−0.2,−0.1,0,0.1,0.2}m y x2 ∈ {−0.2,−0.1,0,0.1,0.2}
m/s. Todas las señales de control se aplican durante 1 s. Se toma esta discretización para poder
ilustrar de la mejor manera al lector.



3.2 AMC para el DI 31

-0.5 0 0.5

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

Celda inicial

Figura 3-2.: Conexiones entre celdas para el movimiento del DI en 1D.

Luego de simular el sistema se analizan las celdas alcanzadas con cada una de las entradas de
control para las diferentes condiciones iniciales. Por medio de esta evolución se obtienen las po-
siciones y velocidades de la partı́cula. En la estructura de datos cada asterisco azul simboliza la
celda origen y destino de la evolución del sistema. Las aristas representan el costo empleado en
cada simulación desde una celda inicial a una final. En el Algoritmo 1 se muestra como se generan
grafos de tiempo, esfuerzo de control y energı́a cinética de la partı́cula, ncellsp y ncellsv son la canti-
dad de particiones en la dimensión de posición y velocidad respectivamente. Gt , Gu y GEk son los
grafos de tiempo, esfuerzo de control y energı́a cinética respectivamente.
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Algoritmo 1: AMC para el DI. ∗Los grafos se calculan con ts = 1 s
Result: Gt ,Gu,GEk

xk+1 =C(xk,u)→ AMC;
x1[0],x2[0], t0;
while i≤ ncellsp do

while j ≤ ncellsv do
Evaluar las restricciones cinemáticas y dinámicas;

Calcular t∗s ,
1
2

u2,
1
2

mx2
2;

Gt(i, i+1)← t∗s ;

Gu(i, i+1)← 1
2

u2;

GEk(i, i+1)← 1
2

mx2
2;

j = j+1;
end
i = i+1;

end

Se puede resolver el POS y POM en este trabajo, debido a que se generaron diferentes estructuras.
Con estos grafos es posible emplear un método para encontrar el camino más corto entre dos
nodos, seleccionando una función objetivo a minimizar que contenga los parámetros a optimizar.
Con esta función se procede a implementar un algoritmo de búsqueda del camino más corto en un
grafo para dar solución al problema de optimización combinatoria.

3.2.3. Algoritmo de búsqueda del camino más corto

Ahora se desea realizar la búsqueda del camino más corto en un grafo, para lo cual es necesa-
rio entender el concepto de optimización discreta, la cual usa valores finitos de un conjunto de
datos y es empleada en las matemáticas y la informática. La optimización discreta se divide en
dos ramas: programación de enteros, donde el conjunto discreto contiene números enteros; y op-
timización combinatoria, donde el conjunto discreto contiene objetos o estructuras combinatorias
como: secuencias, rutas, entre otras. La optimización combinatoria busca minimizar o maximizar
una función objetivo sobre un conjunto finito. Debido a que el conjunto de valores es finito, impli-
ca que las variables son discretas. Se pueden emplear dos tipos de algoritmos para resolver estos
problemas de optimización: los exactos, que encuentran la solución óptima; y los heurı́sticos, que
encuentran una buena solución sin garantizar que sea la óptima. En los problemas de optimización
combinatoria se utilizan grafos, matroides y otras estructuras discretas para la representación de
los datos.
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Las estructuras empleadas para representar la información dentro del AMC son los grafos deno-
minados G. Estos grafos contienen vértices o nodos y aristas. Las aristas unen un par de nodos y
contienen la información de distancia o distancia geodésica por medio de un valor que determina
el costo para desplazarse entre esos dos nodos. Se dice que dos nodos son vecinos si contienen una
arista que los una.

La teorı́a de grafos se remonta al año 1736 en donde Leonhard Euler encontró la solución del
problema para recorrer la ciudad de Königsberg pasanso sólo una vez por cada uno de los siete
puentes existentes en la localidad y regresando de nuevo al punto de inicio. Esta teorı́a fue es-
tudiada por primera vez como teorı́a matemática por Julius Petersen en 1891 con la publicación
[95], que fue un aporte significativo para la teorı́a de grafos moderna. Esta teorı́a ha sido de im-
portancia desde el año 1960 hasta la fecha, en donde se observan diferentes publicaciones que se
fundamentan en la matemática de grafos. Actualmente los grafos son aplicados en redes sociales,
aplicaciones semánticas (Alexa, Google Home o Siri), para el cálculo de rutas óptimas sobre ma-
pas (Google Maps, Waze), entre otras aplicaciones. Algunos trabajos destacados que desarrollan
su investigación fundamentada en grafos son: [96], donde se observa un grafo de conocimiento
para la optimización de trayectorias combinado con el algoritmo de colonia de hormigas para la
solución del problema del vendedor viajero (TSP). [97], donde se muestra un algoritmo para en-
contrar el camino óptimo entre dos nodos de un grafo.

El problema de encontrar el camino más corto entre dos nodos de un grafo se denomina opti-
mización combinatoria. Algunos métodos empleados para encontrar la ruta más corta en un grafo
son: Algoritmo de Dijkstra [98], Algoritmo de búsqueda A∗ [99], Algoritmo Floyd-Warshall, Al-
goritmo Bellman-Ford, Algortimo de Johnson, Algoritmo de Viterbi, entre otros.

El algoritmo de Dijkstra fue desarrollado por el fı́sico y cientı́fico de la computación Edsger Dijks-
tra en 1959 y se implementa para encontrar el camino más corto entre dos vértices contenidos en
un grafo. Este método se puede implementar cuando los pesos (aristas) son no negativos, debido a
que encuentra la ruta con menor costo sumando los valores de cada arista. El método de Dijkstra es
un algoritmo voraz o greedy, el cual utiliza una estrategia de búsqueda con ayuda de una heurı́stica
que determina la solución óptima en cada paso con la esperanza de alcanzar la ruta óptima global
para disminuir el costo computacional. Si en el análisis posterior a una etapa surge una solución
mejor, el óptimo encontrado en esa etapa es modificado. El orden de complejidad computacional
del método sin optimizarse es de O(|V |2+ |A|), donde A es el número de aristas y V el de vértices.

Debido a que el problema que se presenta es el de un grafo no dirigido con pesos positivos se
emplea el Algoritmo de Dijkstra, por su facilidad de implementación y su amplia aplicación en
búsqueda sobre grafos. El método permite determinar la trayectoria de la partı́cula que minimi-
za la función de costo en el grafo. En la siguiente sección se muestran algunos resultados con
diferentes funciones objetivo.
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3.3. Solución al problema de optimización combinatoria para
el DI por medio del AMC

Para solucionar los problemas de mı́nimo esfuerzo de control, mı́nimo tiempo de navegación y
minimización del gasto energético con el AMC se emplea la siguiente discretización: se toman
señales de control constantes tal que u ∈ {−0.4,−0.35, ...,−0.05,0,0.05, ...,0.35,0.4} m/s2. El
espacio de estados está definido por: x1 ∈ [−1,1] m y x2 ∈ [−0.8,0.8] m/s, con un incremento
∆x1 = 0.025 m y ∆x2 = 0.05 m/s respectivamente. Todas las señales de control se aplican durante
1 s.

Para la discretización planteada anteriormente se realiza la evolución del sistema cambiando las
condiciones iniciales y se construyen los grafos de conexiones entre celdas con los diferentes
parámetros a optimizar: Gu (esfuerzo de control), Gu (tiempo) y GEk (energı́a cinética).

3.3.1. Generación de trayectoria con menor esfuerzo de control

Para generar la trayectoria con menor esfuerzo de control se implementa el algoritmo de Dijkstra
para encontrar el desplazamiento de la partı́cula que minimiza la función de costo de la Ec. (3-2).
El problema de optimización se plantea en la Ec. (3-3).
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sujeto a: qi+1 =C(qi,ui),

q0 = [x1[0],x2[0]]T , qn−1 = [x1[n−1],x2[n−1]]T ,

ui = {−ū,0, ū}

(3-3)

donde q es el vector de estados conformado por la posición x1 y velocidad x2; x1[0] es la posición
origen del DI con una velocidad inicial x2[0] y x1[n−1] es la posición destino con velocidad final
x2[n−1]. El DI tardarı́a t = (n−1)ts s en completar el movimiento.
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Para el ejemplo se analiza el espacio de estados en R2 (posición y velocidad). Si se toma como
condición inicial x1[0] =−1 m, x2[0] = 0 m/s y final x1[n−1] = 1 m, x2[n−1] = 0 m/s, se obtiene
la trayectoria de referencia de la Figura 3-3a y el perfil de velocidad mostrado en la Figura 3-3b
que implica el menor esfuerzo de control posible. En estas figuras se muestra la comparación entre
lo obtenido por el AMC y el problema continuo (explicado en el capı́tulo 2). En la Figura 3-3c se
muestra la señal de control aplicada a la partı́cula que soluciona el problema de optimización con
mı́nimo esfuerzo de control.
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Figura 3-3.: Posición, velocidad y aceleración para minimizar esfuerzo de control. Los puntos
rojos muestra la solución del AMC, la lı́nea negra es una interpolación de los valores
del AMC y la lı́nea azul es la solución continua.

En la Figura 3-4 se muestran los errores de posición y velocidad en el tiempo entre el POS continuo
y la solución del AMC con la discretización definida en la sección 3.3. En esta gráfica se muestra
que el error de posición máximo es de |0.105| m, que al comparar con la discretización adoptada
es de un poco más de 4 celdas en el espacio de estados. Mientras que el de velocidad es de |0.05|
m/s, diferencia que equivale a una celda. Esta precisión puede modificada disminuyendo el tamaño
de las celdas y/o aplicando señales de control durante un tiempo menor al empleado. También se
observa que hay unas oscilaciones alrededor de cero, ası́ como un error nulo en el inicio y final de
las gráficas, esto último, debido a que la partı́cula está en la posición y velocidad deseada.
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Figura 3-4.: Error del AMC en la minimización del esfuerzo de control.

Ahora se soluciona el mismo problema de optimización con el AMC con la siguiente discretiza-
ción: se toman señales de control constantes tal que u∈{−0.4,−0.3,−0.2,−0.1,0,0.1, ...,0.3,0.4}
m/s2. El espacio de estados está definido por: x1 ∈ [−1,1] m y x2 ∈ [−0.8,0.8] m/s, con un incre-
mento ∆x1 = 0.05 m y ∆x2 = 0.1 m/s respectivamente. Todas las señales de control se aplican
durante 1 s. El tiempo de
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Figura 3-5.: Variables de estado para minimizar esfuerzo de control. Los puntos rojos muestra la
solución del AMC con la segunda discretización, la lı́nea negra es una interpolación
de los valores del AMC y la lı́nea azul es la solución continua.

Al realizar la medición del esfuerzo de control en las señales resultantes de los problemas continuo
y discreto, se tiene que la solución continua presenta un valor de 0.0049, la obtenida por el AMC
para la primera discretización es de 0.0075 y en la segunda discretización es de 0.02. Como es de
esperar, la que presenta menor esfuerzo de control es la encontrada por el problema continuo. Sin
embargo, las obtenidas con el AMC son las menores para cada discretización. Cabe destacar que
la solución discreta se acerca a la continua a medida que se disminuye el tamaño de celda, por lo
que se puede considerar que la solución numérica es una buena aproximación a la continua.
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Costo computacional: Si se analiza el costo computacional en los dos casos de discretización
del AMC, se tiene que: en el primero, el tiempo empleado en la construcción del grafo es de 321.51
s para un espacio de estados de 2673 celdas; y en el segundo, el tiempo empleado es de 44.82 s para
un espacio de estados de 697. Como se puede apreciar al disminuir de 17 señales de control con
un delta de 0.05 a 9 con un incremento de 0.1, se disminuyen la cantidad de celdas en el espacio
de estados 3.84 veces y el tiempo de ejecución 7.17 veces.

3.3.2. Generación de trayectoria con menor tiempo de navegación

Para la misma discretización se analiza el problema de mı́nimo tiempo de navegación con el algo-
ritmo de Dijkstra para encontrar el camino más corto que minimiza la función de costo de la Ec.
(3-4). El problema de optimización se plantea en la Ec. (3-5).
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sujeto a: qi+1 =C(qi,ui),

q0 = [x1[0],x2[0]]T , qn−1 = [x1[n−1],x2[n−1]]T ,

ui = {−ū,0, ū}

(3-5)

En la Figura 3-6a se observa la posición de la partı́cula y el perfil de velocidad mostrado en la
Figura 3-6b que implica el menor tiempo de navegación posible. En la Figura 3-6c se muestra la
señal de control aplicada a la partı́cula que soluciona el problema de optimización.
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Figura 3-6.: Posición, velocidad y aceleración para minimizar el tiempo de navegación. Los pun-
tos rojos muestra la solución del AMC, la lı́nea negra es una interpolación de los
valores del AMC y la lı́nea azul es la solución continua.

Al realizar la medición de los tiempos de navegación en las dos soluciones, se tiene que la continua
presenta un valor de 4.476 s para dos señales de control {−0.4,0.4} y la generada por el AMC
es de 5 s. La solución del problema continuo es la de menor tiempo. Sin embargo, la obtenida
con el AMC es la más cercana a la continua dentro de la discretización de tiempo adoptada. Si
se requiere disminuir el valor en la solución discreta es necesario aplicar las señales de control
durante un tiempo menor, debido a que en este caso cada una está activa 1 s y por esto el tiempo
de navegación en el AMC es un valor entero.

3.3.3. Generación de trayectoria para el desplazamiento con menor energı́a
cinética

Se analiza el problema de mı́nima energı́a cinética con el algoritmo de Dijkstra para encontrar el
camino más corto que minimiza la función de costo de la Ec. (3-6). El problema de optimización
se plantea en la Ec. (3-7).
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En la Figura 3-7a se observa la posición de la partı́cula y el perfil de velocidad mostrado en la
Figura 3-7b que implica la menor energı́a cinética posible. En la Figura 3-7c se muestra la señal
de control aplicada a la partı́cula que soluciona el problema de optimización.
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Figura 3-7.: Posición, velocidad y aceleración para minimizar el consumo energético. Los puntos
rojos muestra la solución del AMC y la lı́nea negra es una interpolación de estos.

3.3.4. Generación de trayectoria para solucionar el POM con parámetros
de tiempo y esfuerzo de control

Se analiza el POM, empleando el algoritmo de Dijkstra para encontrar el camino más corto que
minimiza la función de costo de la Ec. (3-10). Se puede encontrar un conjunto de Pareto para
determinar los valores adecuados que optimizan los dos objetivos, pero en este ejemplo se toma la
función objetivo indicada. El problema de optimización se plantea en la Ec. (3-11).
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En la Figura 3-8a y el perfil de velocidad mostrado en la Figura 3-8b que implica el menor esfuerzo
de control posible. En la Figura 3-8c se muestra la señal de control dada para minimizar la función
de costo indicada.
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Figura 3-8.: Posición, velocidad y aceleración para minimizar tiempo y esfuerzo de control. Los
puntos rojos muestra la solución del AMC y la lı́nea negra es una interpolación de
estos.

3.3.5. Generación de trayectoria para solucionar el POM con parámetros
de tiempo, energı́a cinética y esfuerzo de control

Se analiza el POM, empleando el algoritmo de Dijkstra para encontrar el camino más corto que
minimiza la función de costo de la Ec. (3-10). Se puede encontrar un conjunto de Pareto para
determinar los valores adecuados que optimizan los tres objetivos, pero en este ejemplo se toma la
función objetivo indicada. El problema de optimización se plantea en la Ec. (3-11).
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En la Figura 3-9a y el perfil de velocidad mostrado en la Figura 3-9b que implica la minimización
de la función de costo planteada. En la Figura 3-9c se muestra la señal de control necesaria para
solucionar el problema de optimización.
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(c) Señal de control.

Figura 3-9.: Posición, velocidad y aceleración para minimizar tiempo, energı́a y esfuerzo de con-
trol. Los puntos rojos muestra la solución del AMC y la lı́nea negra es una interpola-
ción de los valores del AMC.

3.4. Análisis de las diferentes trayectorias generadas por el
AMC

En la Tabla 3-1 se muestra la comparación de los datos de esfuerzo de control, variación total de
la señal de control y tiempo de navegación calculados para cada una de las trayectorias generadas
por el AMC en los casos de optimización estudiados. Como se puede observar, la trayectoria que
tiene menor esfuerzo de control es la 2, la cual es construida para optimizar solo este parámetro.
Las rutas 2 y 5 son las que tienen menor variación total de la señal de control. Los caminos 1 y 4
son los que tienen un menor tiempo de navegación.

Tabla 3-1.: Comparación de trayectorias del movimiento de una partı́cula en 1D.

No. Parámetro de optimización Esfuerzo de control [u2] VT [u] t [s]

1 Tiempo 0.46 0.9 5

2 Esfuerzo de control 0.015 0.2 18

3 Energı́a cinética 0.065 0.45 15

4 Tiempo y esfuerzo de control 0.4 0.8 5

5 Tiempo, energı́a cinética y esfuerzo de control 0.05 0.2 10
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Si se considera la combinación de los tres criterios de desempeño (esfuerzo de control, variación
total y tiempo) se tiene que la trayectoria 5 combina de una manera eficiente los 3, puesto que
tiene el segundo menor esfuerzo de control, la menor variación total de la señal de control y el
segundo menor tiempo de navegación. Como se pudo apreciar, se puede encontrar una solución que
combine varios parámetros de optimización por medio del AMC en la generación de referencias
de las variables de estado.

3.5. Conclusión

El mapeo de celdas es un método que divide un problema global en varios locales, facilitando la
solución de problemas de optimización, debido a que se analiza el comportamiento en pequeños
intervalos. Luego se agrupan los resultados parciales para encontrar la solución general.

El AMC es un método que puede ser implementado para solucionar problemas de optimización de
forma numérica, en el que ya no se requiere la solución global (con alta complejidad matemáti-
ca en muchos casos), sino que se encuentran una serie de mı́nimos locales que se aproximan al
problema continuo. El AMC logra una aproximación aceptable, que depende de la discretización
adoptada. En la siguiente parte del trabajo de tesis se hace una extensión al problema en 2D, en el
que se introduce el concepto de planificación de trayectorias al móvil más simple (DI).

Los problemas de optimización en tiempo continuo se pueden solucionar de manera discreta em-
pleando optimización combinatoria en la búsqueda del camino más corto en un grafo por medio
del algoritmo de Dijkstra. La solución es subóptima y se acerca a la solución analı́tica del problema
continuo.



Parte II.

Planificación de trayectorias del DI en 2D



4. Planificación de trayectorias

Una parte indispensable en los robots móviles autónomos es la planificación de trayectorias, la
cual permite a los sistemas móviles tomar la decisión de cómo moverse para completar una tarea.
El problema de planificación de trayectorias se desarrolla en la mayorı́a de los casos para encontrar
caminos entre dos puntos en Rn, comúnmente se trabaja en el plano o en el espacio. Hay un gran
número de enfoques a la hora de construir un algoritmo de planificación de trayectorias. Pero en
general, los métodos empleados en la literatura buscan rutas que minimicen distancia, evadiendo
obstáculos y generando trayectos suaves en posición y velocidad.

4.1. Planificadores de trayectorias

En la literatura se conocen a los algoritmos que generan rutas de referencia de robots como plani-
ficadores de trayectorias. Éstos brindan a los sistemas robóticos autonomı́a en la generación de la
ruta a seguir. La navegación se define como la metodologı́a que permite guiar el curso de un robot
a través de un entorno con obstáculos. Su objetivo principal es hacer que los robots se muevan de
manera independiente en su entorno de trabajo, en el cual deben ser capaces de orientarse y elegir
la ruta adecuada que les permita desplazarse mientras completan la tarea. La navegación autónoma
establece tres problemas de estudio:

Localización (¿dónde estoy?), consiste en conocer en todo momento las coordenadas del
robot respecto a cierto sistema de referencia.

Planificación de tareas (¿dónde quiero ir?), se encarga de decidir acciones y su orden de
realización para completar una misión.

Planificación de movimientos (¿cómo puedo llegar ahı́?), se encarga de generar automática-
mente las acciones necesarias para que el robot se desplace entre posiciones cualesquiera del
entorno, sin contratiempos, tales como, colisiones con obstáculos.
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Para realizar la planificación de trayectorias se emplean diferentes formas de representación del
entorno, algunos ejemplos son: mapa de ruta (roadmap) [100], descomposición en celdas [101],
grafos o nodos. Esto depende del tipo de algoritmo que se va a implementar. Los planificadores se
pueden clasificar en global o local, en el primero toda la información del entorno es conocida antes
de iniciar, mientras que en el segundo se desconoce parte de la información del espacio de trabajo.
En la Figura 4-1 se muestra una clasificación general de los algoritmos de planificación de trayec-
torias. En [102, 103] se muestran algunos métodos de planificación de trayectorias empleados en
la literatura.

Figura 4-1.: Clasificación general de métodos de planificación de trayectorias.

4.1.1. Computación reactiva

Los algoritmos de planificación de trayectorias de esta clase se caracterizan por dividir el entorno
en regiones ocupadas o libres con baja resolución y complejidad computacional. Es un método
de planificación local, empleado ampliamente en entornos dinámicos, debido a la capacidad de
evasión de obstáculos de manera rápida. Los robots que implementan este tipo de algoritmos deben
ser dotados de sensores que le indiquen la presencia de obstáculos, con el fin de planificar de nuevo
la trayectoria. Estos algoritmos se dividen en maniobra reactiva y métodos de optimización local.
El primero realiza una maniobra evasiva ante la presencia de obstáculos y el segundo modifica la
ruta planeada cuando detecta un espacio ocupado.
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4.1.2. Soft Computing

Estos algoritmos se emplean en la planificación local y se diseñan para encontrar soluciones cer-
canas a la óptima con un rango de tolerancia especificado. Entre más cercana sea a la solución
óptima, más costo computacional implica. En [104] se detalla el estudio de algunos algoritmos
heurı́sticos basados en redes neuronales, lógica difusa, algoritmos inspirados en la naturaleza, en-
tre otros.

Mirjalili y Dong en [105] proponen una clasificación para este tipo de algoritmos, esta es: métodos
evolutivos, de control difuso y de aprendizaje automático. El primero utiliza técnicas inspiradas
en la biologı́a y la naturaleza, los últimos dos entran dentro de la categorı́a de inteligencia artifi-
cial, empleando reglas difusas y redes neuronales respectivamente, para implementar estrategias
de control.

4.1.3. Búsqueda del C-Space

Estos algoritmos son empleados en la planificación global de trayectorias y consideran todo el es-
pacio alcanzable por el robot. Es por esto que la mayorı́a de trabajos de esta categorı́a, se refieren al
espacio de trabajo como el C-Space. Para implementar estos métodos se discretiza el espacio y se
realiza la búsqueda visitando los nodos que lo comprenden. El camino resultante es la unión de ca-
da una de las muestras encontradas y en algunos casos es necesario realizar un post-procesamiento
para suavizar la trayectoria resultante.

Esta categorı́a se subdivide en dos grupos de algoritmos según la discretización empleada del
C-Space. Los métodos de búsqueda en grafos y los basados en el muestreo. Estos últimos pue-
den seguir realizando la búsqueda aún después de encontrar una solución, con el fin de encontrar
mejores rutas.

4.1.4. Control Óptimo

Estos algoritmos se emplean en la planificación de trayectorias global y se basan en la creación de
una función de control que llevan al robot desde un estado inicial en el C-Space hasta el destino.
Como su nombre lo indica, la planificación de trayectorias se aborda desde un enfoque de con-
trol óptimo [106] y se diferencian de los métodos de Soft Computing en que no hay parámetros
configurables. En éstos existen dos subcategorı́as, en la primera se resuelven ecuaciones diferen-
ciales parciales basándose en el principio de programación dinámica y en la segunda se emplea la
optimización numérica teniendo en cuenta las restricciones cinemáticas y dinámicas del robot.
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4.2. Algoritmos de planificación de trayectorias

En esta sección se mencionan algunos algoritmos empleados en la planificación de trayectorias
de robots, empezando por los métodos clásicos, los de búsqueda en grafos, algoritmos reactivos,
métodos bioinspirados, algoritmos heurı́sticos, entre otros.

4.2.1. Grafo de visibilidad

Para la implementación del grafo de visibilidad se debe representar el entorno por medio de figu-
ras geométricas, donde cada vértice visible de los obstáculos se guardan en el grafo junto con las
aristas que son las conexiones entre nodos. El algoritmo encuentra el camino óptimo en distancia
entre vértices garantizando la evasión de obstáculos. En [107, 108] se observan algunas implemen-
taciones del grafo de visibilidad. El método puede ser empleado en problemas de baja complejidad
porque al ser un algoritmo de grafos la explosión combinatoria para encontrar un camino óptimo
es grande. La complejidad computacional del algoritmo es de O(N2), donde N es la cantidad de
nodos del grafo.

4.2.2. Diagrama de Voronoi

Este método también se puede encontrar en la literatura con el nombre de polı́gonos de Thiessen.
Este algoritmo es uno de los métodos de interpolación más simples y se basan en la distancia
euclidiana. Es un método de planificación global que encuentra trayectos no suaves que evaden
obstáculos. La forma de representación del entorno es por medio de la construcción de figuras
geométricas que encierran los obstáculos. El cálculo de este algoritmo es de forma rápida ha-
ciéndolo eficiente con respecto a tiempo y resultados. En [109, 110] se muestran algunos artı́culos
que implementan diagramas de Voronoi.

4.2.3. Algoritmos de búsqueda del camino más corto

Una forma de planificación de trayectorias es emplear algoritmos de búsqueda del camino más
corto en un grafo, en los que se puede encontrar:

Algoritmos de Dijkstra

Es un algoritmo de planificación de trayectorias global y se basa en la búsqueda del camino más
corto en un grafo. Para implementarse es necesario clasificar el entorno en nodos y aristas. Éstos
método encuentra rutas óptimas normalmente en distancia y no suaves. Es uno de los algoritmos
más implementados para la planificación de trayectorias. Normalmente las aristas contienen infor-
mación de distancia entre nodos, por lo que soluciona el problema de optimización combinatoria
para ese parámetro. En [111] se muestra la implementación del algoritmo de Dijkstra.
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Algoritmos de Floyd-Warshall

Es un método para encontrar el camino más corto en grafos dirigidos y fue desarrollado en 1959
por Bernard Roy. Este método tiene la caracterı́stica de encontrar los caminos entre todos los pares
de vértices del grafo con una sola ejecución. Con esta información se garantiza que al comparar
todas las rutas se encuentra la solución óptima en el grafo. Es un algoritmo booleano que construye
una matriz llamada de clausura transitiva en la que se muestran todas las uniones entre vértices, en
el caso de no haber conexión entre algún par de nodos se asigna el valor de ∞ en la posición de la
matriz. La complejidad del algoritmo es O(V 3).

Algoritmos de Bellman-Ford

Es un método empleado para encontrar el camino más corto en un grafo dirigido y puede trabajar
con valores negativos en las aristas. Fue desarrollado en 1958 por Lester Randolph Ford Jr. y
Richard E. Bellamn. La complejidad computacional del algoritmo de Bellman-Ford es mayor al
del Dijkstra, pero permite el empleo de costos negativos en el grafo. El algoritmo devuelve un
valor booleano si encuentra un peso negativo.

4.2.4. Algoritmo A∗ (A star)

Este algoritmo de planificación es empleado para encontrar el camino más corto en un grafo co-
nociendo todo el entorno, por lo que es un método global. Éste se clasifica en los métodos de
búsqueda en grafos de tipo heurı́stico o informado. Fue desarrollado en 1968 por Peter E. Hart,
et al. Este método usa una función de evaluación heurı́stica que etiqueta los nodos del grafo para
determinar la probabilidad de que los vértices hagan parte del camino óptimo. La función de eva-
luación está compuesta por dos elementos, uno que le indica la distancia del nodo actual al vértice
a etiquetar y el segundo le brinda información de distancia entre el vértice a etiquetar y el nodo des-
tino. Si el problema de búsqueda del camino más corto tiene solución, el algoritmo A∗ encuentra
una ruta empleando menor gasto computacional que el de Dijkstra. La complejidad computacional
del algoritmo A∗ está relacionada con la calidad de la función de evaluación implementada, si hay
una pésima elección de la heurı́stica la complejidad será exponencial, en caso contrario la com-
plejidad será lineal. Para implementar este algoritmo es necesario realizar la representación del
espacio por medio de celdas o nodos, clasificándolas como ocupadas o no ocupadas. Este método
encuentra la ruta con menor costo, normalmente en distancia y construye caminos no suaves. En
[112] se muestra la aplicación del algoritmo A∗.
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4.2.5. Algoritmo D∗ Lite (D star Lite)

Este algoritmo es una modificación del planificador de trayectorias A∗, con la ventaja de encontrar
el camino de referencia en menor tiempo y posibilitando su aplicación de forma local. El algoritmo
consisten en encontrar el camino más corto en un grafo, por lo que el espacio de trabajo debe re-
presentarse por medio de celdas o nodos. Este método encuentra el camino más corto normalmente
en distancia construyendo trayectos no suaves. En [113] se muestra una aplicación del planificador
D∗ Lite.

4.2.6. Campos potenciales artificiales (CPA)

Este algoritmo se clasifica dentro de la computación reactiva y es utilizado para generar rutas sua-
ves en posición. En el método de campos potenciales artificiales, el robot se concibe como una
partı́cula inmersa dentro de un campo de potencial cuyas variaciones locales reflejan la estructura
del entorno. los obstáculos son modelados por cargas repulsivas y la meta como una carga atractiva.
El movimiento del robot se establece de modo iterativo, calculando en cada paso la fuerza generada
por el campo de potencial y utilizando la dirección de ésta para modificar el comportamiento del
robot. Este algoritmo es utilizado ampliamente en la literatura y en [114–122] se muestra algunos
artı́culos que implementan esta técnica para la planificación de trayectorias de robots.

Los algoritmos basados en campos potenciales constan al menos de dos componentes: uno de
atracción hacia el objeto y otro de repulsión desde los obstáculos. La planificación de movimiento
consiste en la adecuada combinación de ambos, de manera que conduzcan al robot hacia el ob-
jetivo sin colisiones. Esta operación denominada fusión de comandos, genera las referencias de
control a los actuadores del robot en forma de velocidades (ṗ, φ̇) lineal y angular, respectivamente.
En [123] se observa la implementación del planificador por campos potenciales artificiales para la
navegación del robot Flamebot y de éste se extraen las ecuaciones para el desarrollo del algoritmo
empleado en el capı́tulo.

Potencial de atracción

La fuerza de atracción genera el movimiento hacia el objetivo. Las entradas son las coordenadas
actuales (x,y) y la posición final (x(1),y(1)) de la ruta. En la Ec. (4-1), se observa la fuerza de
atracción de la posición actual hacia el objetivo, donde la constante Katr es un parámetro de confi-
guración, dob j es la distancia entre la coordenada actual y el objetivo en cada instante. La dirección
hacia la meta, δatr(t), es un ángulo con relación al sistema de referencia FW , se puede calcular
mediante la Ec. (4-2).
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~Fatr(t) = Katr

(
x(1)− x

dob j

)
î+Katr

(
y(1)− y

dob j

)
ĵ (4-1)

δatr(t) = arctan
(

y(1)− y
x(1)− x

)
,(0≤ δatr ≤ 2π) (4-2)

Potencial de repulsión

La fuerza de repulsión evita que el robot colisione con los obstáculos. Sus entradas son la estima-
ción de la posición actual (x,y) y la posición del obstáculo (xobs,yobs). En la Ec. (4-3), se muestra la
fuerza de repulsión del obstáculo hacia la posición actual del robot, la constante Krep es un paráme-
tro de configuración, dobs es la distancia del obstáculo hacia el robot en cada instante o iteración.
La dirección de la fuerza, δrep(t), es un ángulo con relación al sistema de referencia FW , se puede
calcular mediante la Ec. (4-4).

~Frep(t) = Krep
cos(δrep)

dobs
î+Krep

sin(δrep)

dobs
ĵ (4-3)

δrep(t) = arctan
(

y− yobs

x− xobs

)
,(0≤ δrep ≤ 2π) (4-4)

4.2.7. Algoritmo de Bug

Como su nombre lo indica, este algoritmo simula el comportamiento de un bicho en un entorno
desconocido. Se puede implementar en entornos donde no se tiene información del espacio libre
y ocupado. Este genera una ruta entre el punto inicial y el objetivo, la cual es modificada si se
encuentra un obstáculo. Al encontrar un bloqueo en el camino inicial, el algoritmo genera un
trayecto alterno rodeando el objeto y cuando tiene el campo de visión libre para seguir la ruta
inicial, éste la sigue. En [124–126] se muestran algunos artı́culos que implementan el algoritmo de
bug.

4.2.8. Algoritmos bioinspirados

Los métodos biológicos más utilizados en la literatura como planificadores de trayectorias de ro-
bots pueden emplear los siguientes algoritmos: redes neuronales, algoritmos genéticos, algoritmo
de colonia de hormigas y algoritmo de filtro de partı́culas. La forma de representación del entorno
varı́a según la técnica empleada, en algunos casos se hace por medio de celdas. Estos algoritmos
encuentran el camino más corto y construyen trayectos que pueden ser suaves según la aplica-
ción. Son planificadores locales porque no requieren conocer toda la información del entorno, en
[127] se muestra una aplicación del algoritmo genético para la planificación de robots en entornos
estáticos.
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4.2.9. Árboles aleatorios de búsqueda rápida

Es una algoritmo aleatorio que está diseñada para emplearse en una amplia variedad de proble-
mas de planificación de trayectorias. Fue introducido en 1998 pr Steven M. LaValle [128] como
una herramienta eficiente para la búsqueda de rutas en problemas con restricciones cinemáticas
y dinámicas. Es un método que encuentra la solución al problema de planificación entregando
una ruta factible de seguir sin tener en cuenta algún parámetro de optimización con un bajo costo
computacional. En inglés se denomina Rapidly-exploring random tree (RRT).

4.3. Planteamiento del problema de planificación de
trayectorias

El problema de planificación de trayectorias en robots se describe en la Ec. (4-5).

ẋ = f (x,u(t)), x(t0) = x0, x(t f ) = x f , (4-5)

donde, u(t) ∈U es la acción necesaria para llevar el móvil desde el estado x0 al x1, por medio de
la ecuación de transición de estados f .

Se define U como el espacio de acción para cada estado x, que representa el conjunto de ac-
ciones que pueden ser aplicadas. Como parte del problema de planificación se define el conjunto
de estados X , ası́ como XG, este último es el conjunto de estados objetivo que satisface XG ⊂ X .

4.4. Implementación del planificador por CPA

Para implementar el algoritmo de planificación por campos potenciales artificiales, se realiza la
suma algebraica entra las componentes de atracción y repulsión en cada punto de la ruta. En la
Figura 4-2a se observa una escena sin obstáculos para ir desde una condición inicial en posición
(x(0),y(0)) hasta una final (x(1),y(1)), en ésta se genera una fuerza de atracción desde el origen
hasta el objetivo. En la Figura 4-2b se muestra una escena con obstáculos y se emplea el algoritmo
para encontrar una trayectoria con las mismas condiciones iniciales y finales que el caso anterior.
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(a) Planificación sin obstáculo.
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(b) Planificación con obstáculo.

Figura 4-2.: Planificación de trayectorias con el algoritmo de campos potenciales artificiales.

4.5. Implementación del planificador A∗

En la Figura 4-3 se observa la implementación del planificador de trayectorias A∗ para ir desde
una condición inicial en posición (x(0),y(0)) hasta una final (x(1),y(1)) evadiendo obstáculos.
Este algoritmo encuentra una buena solución con respecto a la ruta de mı́nima distancia.
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Figura 4-3.: Planificación de trayectorias con el algoritmo A∗.
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4.6. Implementación del planificador RRT∗

Este algoritmo es una variación del RRT, en donde se garantiza una convergencia en el óptimo
a medida que se aumenta la distancia máxima entre conexiones del árbol. En la Figura 4-4 se
observa el camino generado por el método RRT∗ para una distancia máxima de 0.3 m, 0.5 m y
0.8 m, siendo esta última la longitud en la que se presenta la ruta mı́nima en distancia. Si se sigue
aumentando la distancia máxima entre conexiones se presenta el mismo resultado. El experimento
se realiza para las mismas condiciones iniciales y finales.
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(c)

Figura 4-4.: Algoritmo RRT∗. (a) distancia de 0.3 m, (b) distancia de 0.5 m, (c) distancia de 0.8
m

4.7. AMC para el DI en 2D

El sistema dinámico que describe el comportamiento de una partı́cula en dos dimensiones de posi-
ción y que tiene dos dimensiones de velocidad se muestra en la Ec. (4-6).
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 ẍ = ux

ÿ = uy
, (4-6)

donde x y y corresponden a las direcciones de movimiento sobre el plano. Las condiciones iniciales
de posición y velocidad serán [x0,y0] y [ẋ0, ẏ0], y las condiciones finales [x1,y1] y (ẋ1, ẏ1). Para la
implementación del AMC sobre el DI, se utiliza el modelo dinámico que determina el comporta-
miento de la posición y velocidad de la partı́cula para el movimiento en el plano. Los lı́mites de
posición y velocidad son definidos en el espacio de estados de celda. Para mostrar los vecinos de
cada celda, se plantea un ejemplo con 9 señales de control diferentes en cada dimensión, por lo que
se tiene 81 combinaciones, que logran llevar a la partı́cula desde una celda inicial de posición y
velocidad a 81 vecinos. Cada celda tendrá 81 vecinos de posición y 81 de velocidad, haciendo que
una celda tenga 6.561 vecinos en el espacio de estados. A continuación se ilustran los vecinos de
una celda, tomando diferentes condiciones iniciales, ası́ como la trayectoria que sigue la partı́cula.

4.7.1. Vecinos de una celda con ẋ0 = 0 y ẏ0 = 0

Para encontrar las celdas vecinas en este caso, se toma como condición inicial [x0,y0] = [0,0]
m, [ẋ0, ẏ0] = [0,0] m/s y se analiza la evolución del modelo dinámico durante 1 s, con señales de
control en cada dimensión entre [umin,umax] = [−0.2,0.2] m/s2 y un ∆u= 0.05 m/s2. En la Figura 4-
5a se muestran los 81 vecinos de posición y en la Figura 4-5b se muestran los 81 de velocidad. Para
la combinación de señales de control en cero la partı́cula no incrementa su velocidad manteniendo
la misma velocidad inicial. Es importante resaltar que cada celda de la Figura 4-5a tiene 81 posibles
velocidades, formado las 6.561 celdas vecinas en el espacio de estados.
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Figura 4-5.: Análisis de celdas vecinas en posición y velocidad para ẋ0 = 0 y ẏ0 = 0.

4.7.2. Vecinos de una celda con ẋ0 > 0 y ẏ0 > 0

Para encontrar las celdas vecinas en este caso, se toma como condición inicial [x0,y0] = [0,0] m,
[ẋ0, ẏ0] = (0.1,0.1) m/s y se analiza la evolución del modelo dinámico durante 1 s, con señales de
control entre [umin,umax] = [−0.2,0.2] m/s2 que tienen un ∆u = 0.05 m/s2. En la Figura 4-6a se
muestran los vecinos de posición. En la Figura 4-6b se muestran los de velocidad.
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Figura 4-6.: Análisis de celdas vecinas en posición y velocidad para ẋ0 > 0 y ẏ0 > 0.
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4.7.3. Vecinos de una celda con ẋ0 < 0 y ẏ0 < 0

Para encontrar las celdas vecinas en este caso, se toma como condición inicial [x0,y0] = [0,0] m,
[ẋ0, ẏ0] = [−0.1,−0.1] m/s y se analiza la evolución del modelo dinámico durante 1 s, con señales
de control entre [umin,umax] = [−0.2,0.2] m/s2 que tienen un ∆u = 0.05 m/s2. En la Figura 4-7a se
muestran los vecinos de posición. En la Figura 4-7b se muestran los de velocidad.
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(b) Vecinos de velocidad.

Figura 4-7.: Análisis de celdas vecinas en posición y velocidad para ẋ0 < 0 y ẏ0 < 0.

4.7.4. Vecinos de una celda con ẋ0 > 0 y ẏ0 < 0

Para encontrar las celdas vecinas en este caso, se toma como condición inicial [x0,y0] = [0,0] m,
[ẋ0, ẏ0] = [0.1,−0.1] m/s y se analiza la evolución del modelo dinámico durante 1 s, con señales
de control entre [umin,umax] = [−0.2,0.2] m/s2 que tienen un ∆u = 0.05 m/s2. En la Figura 4-8a se
muestran los vecinos de posición. En la Figura 4-8b se muestran los de velocidad.
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Figura 4-8.: Análisis de celdas vecinas en posición y velocidad para ẋ0 > 0 y ẏ0 < 0.

En la Figura 4-9 se muestran las señales de control empleadas para la construcción del grafo, éstas
son aplicadas durante 1 s y deben estar limitadas por los parámetros de aceleración de la partı́cula.
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(b) Control en la dimensión y.

Figura 4-9.: Señales de control.
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4.7.5. Construcción del grafo

En los ejemplos anteriores no se tomó en cuenta otra posición inicial, debido a que la geometrı́a
era igual en cada celda en comparación con la central [x,y] = [0,0] m. Ahora, para la construcción
del grafo empleado en el planificador de trayectorias del DI se procede a realizar la simulación en
un espacio de estados definido por x = [−1.5,1.5] m y y = [−1.5,1.5] m, con un ∆x = ∆y = 0.05
m; ẋ = [−0.5,0.5] m/s y ẏ = [−0.5,0.5] m/s, con un ∆ẋ = ∆ẏ = 0.1 m/s y ux = [−0.1,0.1] m/s2 y
uy = [−0.1,0.1] m/s2, con un ∆u = 0.1 m/s2 aplicadas durante un tiempo de 1 s. La discretización
fue tomada de esta forma para cada uno de los casos de planificación de trayectorias por medio del
AMC. A continuación se emplea el AMC para la generación de ruta con mı́nima distancia.

4.7.6. Trayectoria con mı́nima distancia (AMCd)

Ahora se realiza la implementación del AMC para obtener una trayectoria de referencia que
minimice la distancia recorrida desde una posición inicial [x0,y0] = [−1,−1] m hasta una final
[x1,y1] = [1,0.5] m, con una velocidad inicial y final de (ẋ, ẏ) = [0,0] m/s. Se construye la estruc-
tura de datos que se muestra en la Figura 4-10a, en esta se indica la cantidad de conexiones entre
celdas, representadas por la cantidad de elementos no nulos (nz). La función de costo empleada
para la construcción del grafo (Gd) se muestra en la Ec. (4-7) y el problema de optimización se
plantea en la Ec. (4-8).

Fd = d(p0, pn−1) =
n−2

∑
i=0

√
(xi+1− xi)

2 +(yi+1− yi)
2 (4-7)



mı́n
n−2
∑

i=0
d(pi, pi+1),

sujeto a: qi+1 =C(qi,Ui), q0 = [p0, ṗ0]
T , qn−1 = [pn−1, ṗn−1]

T ,

Ui =
{

uxi,uyi

}
, ux,uy = {−ū,0, ū}

(4-8)

donde q es el vector de estados conformado por la posición (p) y velocidad (ṗ), pi es un nodo
de la ruta con coordenadas (xi,yi), d(pi, pi+1) es la distancia entre dos nodos adyacentes, p0 es
la posición origen del robot con una velocidad inicial ṗ0 y pn−1 son las coordenadas del destino
con velocidad final ṗn−1. No obstante las restricciones en las señales de control, el sistema tiene
una solución en el espacio de trabajo e infinitas en el espacio de estados; que corresponden a
variaciones de velocidad en los nodos intermedios. El robot tardarı́a t = (n− 1)ts s en completar
cada una de las posibles rutas, y se puede obtener un camino en particular al formular un problema
de optimización multiobjetivo (POM). En la Figura 4-10b se muestra la ruta planificada en el plano.
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(a) Matriz de conexiones entre celdas Gd .
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(b) Posición en el plano.

Figura 4-10.: Conexiones entre celda y posición en plano para optimización de distancia.

En la Figura 4-11 se muestran las señales de referencia de posición y en 4-12 las velocidad en
el tiempo de la partı́cula en cada una de las dos dimensiones dadas por el AMC que deben ser
seguidas para minimizar la distancia recorrida evadiendo los obstáculos.
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Figura 4-11.: Posición en el tiempo para optimización de distancia.
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Figura 4-12.: Posición y velocidad en el tiempo para optimización de distancia.

En la Figura 4-13 se muestran las señales de control empleadas en cada dimensión para que la
partı́cula realice el movimiento que minimice la distancia entre las celdas inicial y final.
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Figura 4-13.: Señales de control para optimización de distancia.
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4.8. Análisis de las rutas planificadas

En esta sección se comparan los resultados de los diferentes planificadores de trayectorias imple-
mentados en este capı́tulo y el AMC propuesto para solucionar el problema de mı́nima distancia.
En la Figura 4-14 se observan las trayectorias generadas por los planificadores A∗, CPA, RRT∗ y
AMCd. En esta se puede apreciar que la ruta con mayor distancia es la del algoritmo CPA y la
menor es la generada por el algoritmo RRT∗.
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Figura 4-14.: Rutas generadas.

En la Tabla 4-1 se observa la comparación en distancia de las rutas generadas en la Figura 4-14,
ası́ como otros dos casos vistos en el algoritmo RRT∗. En esta tabla se detalla que el algoritmo
de planificación por CPA entrega una trayectoria suave pero con la mayor distancia, mientras que
el algoritmo A∗ genera un camino más corto cercano a la de menor longitud. El algoritmo RRT∗

entrega la ruta con menor distancia cuando se aumenta la longitud máxima entre las conexiones
del árbol a 0.8 m. Otra caracterı́stica importante de estos algoritmos, es que solo entregan referen-
cias de posición, haciendo imposible estimar el gasto energético, esfuerzo de control, tiempo de
navegación, entre otros. Por otro lado el AMCd genera una distancia cercana a la mı́nima longitud
y además proporciona los perfiles de velocidad que debe seguir el sistema.



4.9 Conclusión 63

Tabla 4-1.: Comparación en distancia de las rutas generadas.

Ruta Planificador Distancia [m]

1 CPA 3.0634

2 A∗ 2.6604

3 RRT∗ con 0.3m 2.8300

4 RRT∗ con 0.5m 2.7100

5 RRT∗ con 0.8m 2.6400

6 AMCd 2.6847

4.9. Conclusión

En este capı́tulo se mostraron algunos de los algoritmos de planificación de trayectorias existentes
en la literatura y se implementaron algunos de ellos, con el fin de comparar los resultados con
el AMCd propuesto. Los algoritmos implementados tienen la caracterı́stica de entregar caminos
de referencia solo en posición, sin tener en cuenta los parámetros de velocidad y aceleración. El
método de Campos Potenciales Artificiales construye rutas suaves, mientras que el A∗ genera un
camino más corto (la exactitud depende de la complejidad de la función heurı́stica empleada) y el
método de RRT∗ converge en la mı́nima distancia cuando se incrementa la longitud máxima entre
las conexiones del árbol. En el siguiente capı́tulo se muestra el desarrollo del AMC para la planifi-
cación de trayectorias del DI, solucionando los problemas de optimización discreta diferentes a la
distancia, ası́ como el POM.



5. Planificación de trayectorias óptimas
para el DI en 2D empleando el AMC

En este capı́tulo se muestra la aplicación del AMC en la generación de rutas de referencia sobre el
plano XY para el movimiento del DI. Este análisis se realiza partiendo del desarrollo del capı́tulo
3, donde se menciona que el mapeo de celdas puede ser empleado para la solución numérica
de problemas de optimización, tales como: tiempo de navegación de una partı́cula, esfuerzo de
control y gasto energético. Ahora se expande el concepto al DI que se desplaza en el plano como
se mostró al final del Capı́tulo 4.

5.1. AMC para la planificación de trayectorias del DI en 2D

El DI es representado por medio del sistema dinámico dado en la Ec. (4-6), que describe el com-
portamiento de una partı́cula en dos dimensiones de posición. A continuación se analizan los si-
guientes problemas de optimización:

5.1.1. Generación de trayectoria para minimizar el esfuerzo de control
(AMCe)

Ahora se desea obtener una trayectoria de referencia que presente el menor esfuerzo de control
para llevar al robot desde una celda inicial con coordenadas [x0,y0] = [−1,−1] m hasta una final
[x1,y1] = [1,0.5] m, manteniendo las velocidades inicial y final en cero.

Si se implementa el algoritmo de Dijkstra para encontrar el camino con menor esfuerzo de con-
trol se obtiene la mostrada en la Figura 5-1b. Como se puede apreciar, la trayectoria generada por
el AMC evita los obstáculos contenidos en el espacio de trabajo y une las celdas inicial y final,
minimizando el esfuerzo de control.
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Se construye el grafo (Gu) que se muestra en la Figura 5-1a, con la función de costo de la Ec. (5-1)
y el problema de optimización se plantea en la Ec. (5-2).

Fu =
1
2

n−2

∑
i=0

ui
2 (5-1)



mı́n
1
2

n−2
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i=0
ui

2,

sujeto a: qi+1 =C(qi,Ui), q0 = [p0, ṗ0]
T , qn−1 = [pn−1, ṗn−1]

T ,

Ui =
{

uxi,uyi

}
, ux,uy = {−ū,0, ū}

(5-2)

(a) Matriz de conexiones entre celdas Gu.
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(b) Posición en el plano.

Figura 5-1.: Conexiones entre celda y posición en plano para optimización de esfuerzo de control.

En la Figura 5-2 se muestran las señales de referencia de posición y en 5-3 las de velocidad en
el tiempo de la partı́cula en cada una de las dos dimensiones dadas por el AMC que deben ser
seguidas para minimizar el esfuerzo de control evadiendo los obstáculos.
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Figura 5-2.: Posición en el tiempo para optimización de esfuerzo de control.
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Figura 5-3.: Posición y velocidad en el tiempo para optimización de esfuerzo de control.

En la Figura 5-4 se muestran las señales de control aplicadas en cada dimensión.
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Figura 5-4.: Señales de control para optimización de esfuerzo de control.

5.1.2. Generación de trayectoria con menor tiempo de navegación (AMCt)

Tomando las mismas condiciones iniciales y finales de los problemas anteriores, se realiza la im-
plementación del AMC para de obtener una trayectoria de referencia que minimice el tiempo de
navegación de un robot móvil entre dos celdas del espacio de estados.

Como se busca minimizar el tiempo total de navegación dentro de la discretización adoptada,
la función de costo empleada para la construcción del grafo (Gt) se muestra en la Ec. (5-3) y el
problema de optimización se plantea en la Ec. (5-4).

Ft =
n−2

∑
i=0

ts (5-3)
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En la Figura 5-5b se muestra la ruta planificada para la minimización del tiempo de navegación del
robot.

(a) Matriz de conexiones entre celdas Gt .
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(b) Posición en el plano.

Figura 5-5.: Conexiones entre celda y posición en plano para menor tiempo de navegación.

En la Figura 5-6 se muestran las señales de referencia de posición y en 5-7 las de velocidad en el
tiempo del DI en cada una de las dos dimensiones dadas por el AMC. Estas deben ser seguidas
para minimizar el tiempo de navegación evadiendo los obstáculos.
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Figura 5-6.: Posición en el tiempo para menor tiempo de navegación.
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Figura 5-7.: Velocidad en el tiempo para menor tiempo de navegación.

En la Figura 5-8 se muestran las señales de control aplicadas en cada dimensión.
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Figura 5-8.: Señales de control para menor tiempo de navegación.

5.1.3. Generación de trayectoria con POM de distancia y tiempo (AMCdt)

Ahora se busca encontrar una trayectoria que minimice una función de costo que contenga dos
parámetros a optimizar, este caso se denomina problema de optimización multi-objetivo (POM).
Para solucionar el POM se toman las mismas condiciones iniciales y finales de los ejemplos ante-
riores. La función objetivo mostrada en la Ec. (5-5) es determinada arbitrariamente, en esta función
se observan parámetros de distancia y tiempo de navegación. Si se emplean las funciones de costo
(4-7) y (5-3), se puede construir el problema de optimización como se muestra en la Ec. (5-6).



70 5 Planificación de trayectorias óptimas para el DI en 2D empleando el AMC

FPOM = 0.7Fd +0.3Ft (5-5)
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En la Figura 5-9 se muestra la ruta planificada para la minimización de la función de costo (5-5).
Como se puede apreciar la ruta de referencia generada por el AMC evita los obstáculos contenidos
en el espacio de trabajo y une el punto inicial y final.
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Figura 5-9.: Posición en el plano para optimización de distancia y tiempo.

En la Figura 5-10 se muestran las señales de referencia de posición y en la Figura 5-11 velocidad
en el tiempo de la partı́cula en cada una de las dos dimensiones dadas por el AMC que deben ser
seguidas para minimizar la distancia recorrida y el tiempo de navegación evadiendo los obstáculos.
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Figura 5-10.: Posición en el tiempo para optimización de distancia y tiempo.
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Figura 5-11.: Velocidad en el tiempo para optimización de distancia y tiempo.

En la Figura 5-12 se muestran las señales de control de cada dimensión.
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Figura 5-12.: Señales de control para optimización de distancia y tiempo.

5.1.4. Generación de trayectoria con POM de distancia y esfuerzo de
control (AMCde)

Ahora se busca encontrar una trayectoria que minimice una función de costo que contenga dos
parámetros a optimizar, este caso se denomina problema de optimización multi-objetivo (POM).
Para solucionar el POM se toman las mismas condiciones iniciales y finales de los ejemplos an-
teriores. La función objetivo mostrada en la Ec. (5-7) es determinada arbitrariamente, en ésta se
observan parámetros de distancia y esfuerzo de control. Si se emplean las funciones de costo (4-7)
y (5-1), se puede construir el problema de optimización como se muestra en la Ec. (5-8).

FPOM = 0.7Fd +0.3Fu (5-7)
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En la Figura 5-13 se muestra la ruta planificada para la minimización de la función de costo (5-7).
Como se puede apreciar la ruta de referencia generada por el AMC evita los obstáculos contenidos
en el espacio de trabajo y une el punto inicial y final.
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Figura 5-13.: Posición en el plano para optimización de distancia y esfuerzo de control.

En la Figura 5-14 se muestran las señales de referencia de posición y en la Figura 5-15 las de
velocidad en el tiempo de la partı́cula en cada una de las dos dimensiones dadas por el AMC
que deben ser seguidas para minimizar la distancia recorrida y el esfuerzo de control evadiendo
obstáculos.
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Figura 5-14.: Posición en el tiempo para optimización de distancia y esfuerzo de control.
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Figura 5-15.: Velocidad en el tiempo para optimización de distancia y esfuerzo de control.

En la Figura 5-16 se muestran las señales de control de cada dimensión.
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Figura 5-16.: Señales de control para optimización de distancia y esfuerzo de control.

5.1.5. Generación de trayectoria con POM de tiempo, esfuerzo de control y
distancia (AMCPOM)

Ahora se busca encontrar una trayectoria que minimice una función de costo que contenga va-
rios parámetros a optimizar. Para solucionar el POM se toman las mismas condiciones iniciales
y finales de los ejemplos anteriores. La función objetivo mostrada en la Ec. (5-9) es determinada
arbitrariamente, en esta función se observan parámetros de distancia, esfuerzo de control y tiem-
po de navegación. Si se emplean las funciones de costo (4-7), (5-1) y (5-3), se puede construir el
problema de optimización como se muestra en la Ec. (5-10).
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FPOM = 0.78Fd +0.2Fu +0.02Ft (5-9)
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En la Figura 5-17 se muestra la ruta planificada para la minimización de la función de costo (5-9).
Como se puede apreciar la ruta de referencia generada por el AMC evita los obstáculos contenidos
en el espacio de trabajo y une el punto inicial y final.

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

AMC

Interpolación

Obstáculo

Figura 5-17.: Posición en el plano para optimización de tiempo, esfuerzo de control y distancia.

En la Figura 5-18 se muestran las señales de referencia de posición y en la Figura 5-19 las de
velocidad en el tiempo de la partı́cula en cada una de las dos dimensiones dadas por el AMC que
deben ser seguidas para minimizar el tiempo de navegación, el esfuerzo de control y la distancia
recorrida evadiendo obstáculos.
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Figura 5-18.: Posición en el tiempo para optimización de tiempo, esfuerzo de control y distancia.
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Figura 5-19.: Velocidad en el tiempo para optimización de tiempo, esfuerzo de control y distancia.

En la Figura 5-20 se muestran las señales de control de cada dimensión para el POM.
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Figura 5-20.: Señales de control para optimización de tiempo, esfuerzo de control y distancia.

5.1.6. Análisis de las diferentes trayectorias generadas por el AMC

Para analizar el desempeño del método planteado por medio del AMC, se realiza una comparación
entre cada uno de los resultados, los cuales se presentan en la Figura 5-21.
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Figura 5-21.: Comparación de planificadores con AMC
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En la Tabla 5-1 se muestra la comparación de los parámetros de esfuerzo de control, variación total
de la señal de control, tiempo de navegación y distancia calculados para cada una de las trayecto-
rias de la partı́cula generadas por el AMC en cada uno de los casos de optimización estudiados.
Como se puede observar la trayectoria 3 tiene el menor esfuerzo de control, la mayor distancia,
el mayor tiempo de navegación que es por lo menos el doble de las demás y para este caso posee
la menor variación total de la señal. Los caminos 1 y 4 son los que tienen un menor tiempo de
navegación, el esfuerzo de control es mayor en comparación con las demás.

Si se considera la combinación de los cuatro criterios de desempeño (esfuerzo de control, va-
riación total, tiempo y distancia) se tiene que las trayectorias 1, 4, 5 y 6 combinan de una manera
eficiente todos, puesto que tienen un esfuerzo de control y variación total pequeños, el tiempo
de navegación y la distancia recorrida son similares. Con este análisis se muestra que se pueden
encontrar soluciones que combinen varios parámetros de optimización por medio del AMC para
generar referencias de las variables de estado que hagan que el DI tenga un desempeño adecuado.

Tabla 5-1.: Comparación de trayectorias del movimiento de una partı́cula en 2D.

Ruta Parámetro de optimización Esfuerzo (u2) VT (u) t (s) Distancia (m)

1 Tiempo 0.18 1 10 2.7370

2 Distancia 0.16 1.9 12 2.6847

3 Esfuerzo de control 0.04 0.6 26 2.9023

4 Distancia y tiempo 0.18 1 10 2.7258

5 Distancia y esfuerzo de control 0.1 1.1 13 2.6851

6 Tiempo, esfuerzo de control y distancia 0.14 1.3 11 2.6862

5.2. Complejidad computacional del AMC

A lo largo de este documento se ha hablado de la complejidad computacional del AMC, la cual
aumenta considerablemente por varios factores, y el tiempo de ejecución depende del hardware en
el que se implemente y el lenguaje empleado. A continuación se detallan los tiempos de generación
de las diferentes estructuras creadas sobre los distintos lenguajes y entornos de ejecución, ası́ como
los problemas encontrados durante este trabajo de investigación.
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La primera implementación del AMC se realizó en el software Matlab, sobre una laptop con pro-
cesador core i5-2430M a 2.4 GHz y memoria RAM de 4 GB a 1333 MHz.. Ésta tuvo un buen
desempeño para el desplazamiento del DI en 1D, pero al momento de simular el movimiento sobre
el plano (2D), se aumentó el tiempo de ejecución a 4 [h]. En esta última, se generaron matrices
dispersas con 923.521 celdas, que se guardaron en un archivo de 47 MB. Después de analizar el
tiempo de ejecución, surgió la necesidad de realizar el código en un lenguaje que optimizara los
tiempos, por lo cual se empleó el ANSI C. Para llevar a cabo la implementación, fue necesario
utilizar la librerı́a de matrices dispersas denominada csparse, con una ligera modificación en la
impresión de archivos. El algoritmo en C minimizó el tiempo de ejecución hasta los 442 s, pero
aumentó la cantidad de archivos (1 por grafo) y tamaño de los mismos hasta los 270 MB.

La segunda implementación del AMC es una versión optimizada y con una nueva forma de crear
la estructura de datos. Se programó sobre el lenguaje C y en una laptop con las siguientes ca-
racterı́sticas: procesador core i7-6700HQ a 2.6 GHz y memoria RAM de 16 GB a 2133 MHz,
para un espacio de estados con 450.241 celdas. Cada grafo se guardó en archivos independientes
y cada uno tardó un tiempo de 205 s en generarse. Este algoritmo fue necesario ejecutarlo varias
veces para guardar cada uno de los grafos, debido a que al tratar de compilarlo todo, se desborda-
ba la memoria del sistema. El tamaño final de cada archivo es de 80,68 MB. Para este algoritmo
se utilizaron 3 señales de control diferentes por dimensión (9 combinaciones de señales de con-
trol en las dos dimensiones) aplicadas durante 1 s. Al disminuir el tiempo de la señal de control, se
disminuye la discretización del espacio de posición y velocidad, aumentando la cantidad de celdas.

El AMC se ejecuta una vez para cada grafo del espacio de trabajo y se guardan en diferentes
archivos de texto. Luego, para poner los obstáculos existentes en el entorno de trabajo se realiza
una rutina adicional en Matlab donde se lee un archivo con la codificación de celda libre (1) o
celda ocupada (0). El algoritmo analiza las coordenadas en las que se localizan los obstáculos, las
convierte en celdas según la codificación de la estructura trabajada y reemplaza el costo por cero
en todas las celdas donde se localiza el obstáculo. El costo computacional de esta rutina depende
de la cantidad de celdas del espacio de trabajo y la cantidad de nodos ocupados por un obstáculo,
oscilando entre 5 y 45 minutos para las pruebas realizadas.
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5.3. Conclusión

El AMC puede ser empleado para la solución de problemas de optimización simples o multi-
objetivo de forma numérica en la planificación de trayectorias del DI. A medida que crecen las
dimensiones, o la discretización de las variables de estado disminuye, el costo computacional se
incrementa considerablemente. Los ejemplos mostrados en esta sección fueron escogidos después
de realizar un análisis de pertinencia entre el costo computacional y la discretización del problema.

Debido a la forma en la que se genera la estructura de datos, el tiempo de ejecución depende
del lenguaje de programación y el sistema empleado. Como trabajo futuro, se pretende encontrar
una forma optimizada en la construcción del algoritmo, aprovechando la geometrı́a del problema,
que es similar en todo el espacio de estados.



Parte III.

Planificación de trayectorias de Robots
móviles



6. Modelo dinámico de robots móviles de
guiado diferencial

Este capı́tulo se muestra el modelo dinámico de un robot móvil de guiado diferencial que describe
el comportamiento del sistema teniendo en cuenta los parámetros cinemáticos, dinámicos e iner-
ciales, ası́ como las limitaciones de movimiento asociadas. Ésto con el fin de observar como la
linealización por realimentación aplicada al modelo genera un sistema equivalente al DI agregan-
do las ecuaciones que gobiernan la dinámica de las ruedas, que serán empleadas en el siguiente
capı́tulo para el cálculo de energı́a consumida por el robot en el seguimiento de la ruta planificada
con el AMC. En la Figura 6-1 se muestra el vehı́culo empleado para encontrar el modelo dinámico
descrito en [129] y que se reproduce en este capı́tulo.

X2

X1

x2

r

b

φ
 

x1

L

P0

Pr

Figura 6-1.: Robot móvil de guiado diferencial.
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A continuación se detallan cada una de las variables y parámetros empleados en el desarrollo
matemático.

Sı́mbolo Término

b Distancia entre cada rueda y el eje de simetrı́a

r Radio de las llantas

c Constante igual a r
2b

d Distancia entre el punto P0 y el centro de masa del robot

Ic Momento de inercia del robot sin ruedas ni motor

Im Momento de inercia de cada rueda con motor cerca al diámetro de la rueda

Iω Momento de inercia de cada rueda con motor

mc Masa del robot sin ruedas ni motor

mω Masa de cada rueda con motor

x1 Variable de estado 1 (Posición del robot en el eje x)

x2 Variable de estado 2 (Posición del robot en el eje y)

ẋ1 Derivada de variable estado 1 (Velocidad del robot en el eje x)

ẋ2 Derivada de variable estado 2 (Velocidad del robot en el eje y)

θ1 Posición angular de la rueda 1

θ2 Posición angular de la rueda 2

θ̇1 Velocidad angular de la rueda 1

θ̇2 Velocidad angular de la rueda 2

φ Posición angular del robot

φ̇ Velocidad angular del robot

P0 Punto medio del eje imaginario de las ruedas

Pr Punto de control hacia adelante del robot

L Distancia entre P0 y Pr

Se define la primera restricción de movimiento del vehı́culo de la Figura 6-1, que indica que el
móvil no puede desplazarse de forma lateral.

ẋ2 cosφ− ẋ1 sinφ = 0 (6-1)
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La segunda restricción de movimiento se obtiene al asumir que cada rueda gira sin deslizamiento.

ẋ1 cosφ+ ẋ2 sinφ+bφ̇ = rθ̇1 (6-2)

ẋ1 cosφ+ ẋ2 sinφ−bφ̇ = rθ̇2 (6-3)

Utilizando técnicas de geometrı́a diferencial, resulta que, dos de las tres restricciones son no
holónomas y la tercera es holónoma. Para obtener la restricción holónoma como se muestra en
[130] se resta la Ec. (6-2) de la Ec. (6-3), dando como resultado la Ec. (6-4).

2bφ̇ = r(θ̇1− θ̇2) (6-4)

Integrando la Ec. (6-4), se obtiene la Ec. (6-5), la cual es una restricción holónoma.

φ = c(θ1−θ2) (6-5)

La Ec. (6-6) es también no holónoma y se obtiene sumando la Ec. (6-2) y la Ec. (6-3).

ẋ1 cosφ+ ẋ2 sinφ = cb(θ̇1 + θ̇2) (6-6)

Al escribir las ecuaciones de restricción (6-1) y (6-6) en forma matricial:

A(q)q̇ = 0, (6-7)

donde,

q =


q1

q2

q3

q4

=


x1

x2

θ1

θ2

 (6-8)

A(q) =

 a11

a21

a12

a22

a13

a23

a14

a24

=

 −sinφ

−cosφ

cosφ

−sinφ

0

cb

0

cb

 (6-9)

La energı́a cinética total de la base móvil de dos ruedas es:

K =
1
2

m(ẋ2
1 + ẋ2

2)+mccd(θ̇1− θ̇2)(ẋ2 cosφ− ẋ1 sinφ)

+
1
2

Iω(θ̇
2
1 + θ̇2

2)+
1
2

Ic
2(θ̇1− θ̇2)

2,
(6-10)
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donde,

m = mc +2mω

I = Ic +2mωb2 +2Im

La ecuación de Lagrange de movimiento para sistemas robóticos no holónomos es gobernada por:

d
dt

(
∂K
∂q̇i

)
− ∂K

∂qi
= τ−a1iλ1−a2iλ2

i = 1, ...,4
(6-11)

donde qi es la coordenada generalizada en Ec. (6-8), τi es la fuerza generalizada, ai j es el coeficien-
te de ecuación de restricción Ec. (6-9) y λ1,λ2 son los multiplicadores de Lagrange. Sustituyendo
la energı́a cinética total Ec. (6-10) en la ecuación Ec. (6-11), se obtiene:

mẍ1−mcd(φ̈sinφ+ φ̇
2 cosφ) = λ1 sinφ+λ2 cosφ (6-12)

mẍ2 +mcd(φ̈cosφ− φ̇
2 sinφ) =−λ1 cosφ+λ2 sinφ (6-13)

mccd(ẍ2 cosφ− ẍ1 sinφ)+(Ic2 + Iω)θ̈1− Ic2
θ̈2 = τ1− cbλ2 (6-14)

−mccd(ẍ2 cosφ− ẍ1 sinφ)− Ic2
θ̈1 +(Ic2 + Iω)θ̈2 = τ2− cbλ2 (6-15)

donde τ1 y τ2 son los torques de las dos ruedas. Estas ecuaciones pueden ser escritas en forma
matricial:

M(q)q̈+V (q, q̇) = E(q)τ−AT (q)λ (6-16)

donde A(q) es definida en la Ec. (6-9) y las otras variables se definen como:

M(q) =


m 0 −mccd sinφ mccd sinφ

0 m mccd cosφ −mccd cosφ

−mccd sinφ mccd cosφ Ic2 + Iω −Ic2

mccd sinφ −mccd cosφ −Ic2 Ic2 + Iω



V (q, q̇) =


−mcdφ̇2 cosφ

−mcdφ̇2 sinφ

0

0

 , E(q) =


0 0

0 0

1 0

0 1

 , τ =

 τ1

τ2

 , λ =

 λ1

λ2
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6.1. Realización en el espacio de estados

Se establece una realización en el espacio de estados de la ecuación de movimiento Ec. (6-16) y
las restricciones Ec. (6-7). Dejando S(q) una matriz 4×2

S(q) =
[

s1(q) s2(q)
]
=


cbcosφ cbcosφ

cbsinφ cbsinφ

1 0

0 1

 (6-17)

Cuyas columnas están en el espacio de nulo de A(q) en la ecuación de restricción Ec. (6-7). Enton-
ces A(q)S(q) = 0. De la ecuación de restricción Ec. (6-7), la velocidad q̇ debe estar en el espacio
nulo de A(q). Entonces q̇ ∈ span{S1(q),S2(q)}, y existe un vector suave η = [η1 η2]

T tal que:

q̇ = S(q)η (6-18)

q̈ = S(q)η̇+ Ṡ(q)η (6-19)

donde, η = θ̇, θ̇ =
[

θ̇1 θ̇2

]T
. Ahora se multiplica a ambos lados de la Ec. (6-16) por ST (q) y

notando que ST (q)AT (q) = 0 y ST (q)E(q) = I2×2, dando como resultado:

ST (q)M(q)q̈+ST (q)V (q, q̇) = ST (q)E(q)τ−ST (q)AT (q)λ

Simplificando se obtiene la Ec.

ST (q)M(q)q̈+ST (q)V (q, q̇) = τ (6-20)

Sustituyendo la Ec. (6-19) en la Ec. (6-20), se obtiene:

ST (q)M(q)(S(q)η̇+ Ṡ(q)η)+ST (q)V (q, q̇) = τ (6-21)
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Ahora haciendo el cambio al espacio de estados siguiente:

x =



x1

x2

x3

x4

x5

x6


=



x1

x2

θ1

θ2

η1

η2


=

 q

η

 (6-22)

donde, η =
[

θ̇1 θ̇2

]T

Representando el sistema de la Ec. (6-21) en el espacio de estados dado en la Ec. (6-22), se obtiene:

ẋ = f (x)+g(x)τ (6-23)

donde, τ es la entrada del sistema en lazo abierto.

f (x) =

 Sη

−(ST MS)−1
(ST MṠη+STV )

 , g(x) =

 0

(ST MS)−1

 , τ =

 τ1

τ2


Aplicando la realimentación de estados para tener facilidad en el control y con esto una nueva
variable de entrada µ.

τ = α
1(x)+β

1(x)µ

τ = (ST MṠη+STV )+(ST MS)ST Eµ (6-24)

Al reemplazar τ, el sistema queda como se muestra en la Ec. (6-25).

ẋ = f 1(x)+g1(x)µ (6-25)

donde,

f 1(x) =

 Sη

0

 , g1(x) =

 0

I2×2

 , µ =

 µ1

µ2
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6.2. Control Look-Ahead

Debido a que el punto central P0 del móvil no puede ser controlado usando realimentación estática
como se muestra en la Ec. (6-28), se debe utilizar un punto hacia adelante Pr, con una distancia
L 6= 0 entre P0 y Pr.

Se toma un nuevo sistema coordenado, cuya salida es la posición del punto Pr

y = h(x) =

 x1 +Lcosφ

x2 +Lsinφ

 (6-26)

Se verifica que el sistema sea linealizable con esta ecuación de salida, derivando hasta encontrar la
entrada.

ẏ =
∂h(x)

∂x
ẋ =

∂h(x)
∂x

( f 1(x)+g1(x)µ)

ẏ =

 cbcosφ− cLsinφ cbcosφ+ cLsinφ

cbsinφ+ cLcosφ cbsinφ− cLcosφ

 η1

η2

= Φ(x)η

En ẏ no aparece la entrada µ, por tanto se deriva una vez más.

ÿ = Φ(x)η̇+ Φ̇(x)η = Φ(x)µ+ Φ̇(x)η

η̇ =
[

θ̈1 θ̈2

]T

La entrada aparece en la segunda derivada de la salida. La matriz de acople en este caso es Φ(x) y
su determinante es:

det(Φ(x)) =−2c2bL (6-27)

det(Φ(x)) 6= 0→ L 6= 0 (6-28)

Por tanto si L = 0, es decir Pr = P0 la matriz es singular y no se puede realizar la realimentación
de entrada-salida. Para el caso que L 6= 0 la matriz es no singular y se puede realizar el control. La
señal de realimentación para lograr la linealización por realimentación de entrada-salida es:

µ = Φ
−1(x)(u− Φ̇(x)η) (6-29)
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Si se reemplaza la ley de realimentación no lineal dada por la Ec. (6-29) en el sistema, se obtienen
la Ec. (6-30) (6-31). Como se puede apreciar, estas ecuaciones representan el modelo matemático
del DI.

ÿ1 = u1 (6-30)

ÿ2 = u2 (6-31)

La señal de control aplicada en cada dimensión tiene la forma mostrada:

ui = ÿdi− k1(yi− ydi)− k2(ẏi− ẏdi) (6-32)

donde, yi(t) es la posición en el tiempo en cada dimensión, ydi(t) es la posición deseada, ẏi(t) es la
velocidad, ẏdi(t) es la velocidad deseada. El error en cada coordenada se define a continuación:

ei = yi− ydi

Para realizar el diseño del control k1,k2 > 0, tal que el seguimiento del error sea exponencialmente
estable e(t)→ 0 si t→ ∞.

ëi + k2ėi + k1ei = 0

6.3. Dinámica interna

Se construye un difeomorfismo para representar el sistema en forma normal. Como el grado relati-
vo de cada salida es 2, se pueden construir cuatro componentes del difeomorfismo h1(x), L f h1(x),
h2(x) y L f h2(x). Como la variable de estado es de 6 dimensiones se necesita encontrar también θ1

y θ2. Por tanto, la transformación del difeomorfismo es:

z = T (x) =



z1

z2

z3

z4

z5

z6


=



h1(x)

L f h1(x)

h2(x)

L f h2(x)

θ1

θ2


(6-33)
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Para verificar que T (x) es un difeomorfismo, se calcula el Jacobiano.

∂T
∂x

=



1 0 −cLsinφ cLsinφ 0 0

0 0 pos1 pos2 cbcosφ− cLsinφ cbcosφ+ cLsinφ

0 1 cLcosφ −cLcosφ 0 0

0 0 pos3 pos4 cbsinφ+ cLcosφ cbsinφ− cLcosφ

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0


donde,

pos1 =−c2bθ̇1 sinφ− c2Lθ̇1 cosφ− c2bθ̇2 sinφ+ c2Lθ̇2 cosφ,

pos2 = c2bθ̇1 cosφ− c2Lθ̇1 sinφ+ c2bθ̇2 cosφ+ c2Lθ̇2 cosφ,

pos3 = c2bθ̇1 sinφ+ c2Lθ̇1 cosφ+ c2bθ̇2 sinφ− c2Lθ̇2 cosφ,

pos4 =−c2bθ̇1 cosφ+ c2Lθ̇1 sinφ− c2bθ̇2 cosφ− c2Lθ̇2 cosφ,

al analizar la matriz
∂T
∂x

se determina que es de rango completo, por lo que T (x) es una trans-

formación válida en el espacio de estados. La transformación inversa x = T−1(z) se muestra a
continuación:

x1 = z1−Lcos(cz5− cz6)

x2 = z3−Lcos(cz5− cz6)

θ1 = z5

θ2 = z6[
η1

η2

]
= Φ−1

[
z2

z4

]

Se dividen las ecuaciones en dos partes, la parte lineal y la no lineal que tiene la dinámica interna
del sistema.

z1 =
[

z1 z2 z3 z4

]T

z2 =
[

z5 z6

]T
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Después de aplicar la realimentación de la Ec. (6-29), el sistema del robot móvil es representado
por la forma normal descrita en las Ec. (6-34), (6-35) y (6-36).

ż1 = Az1 +Bu (6-34)

ż2 = w(z1,z2) (6-35)

y =Cz1 (6-36)

donde,

A =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 , B =


0 0

1 0

0 0

0 1

 , C =

 1 0 0 0

0 0 1 0



w(z1,z2) = Φ
−1(z)

 z2

z4

=− 1
2c2bL

 cbsinφ− cLcosφ −cbcosφ− cLsinφ

−cbsinφ− cLcosφ cbcosφ− cLsinφ

 z2

z4


La Ec. (6-34) representa el comportamiento del punto Pr del robot, en cuanto a posición y ve-
locidad en las dos dimensiones. La Ec. (6-35) contiene información de la dinámica interna del
vehı́culo y no es observable. Ahora se define la dinámica cero del sistema de control, la cual es
el comportamiento del sistema cuando las salidas son cero, lo que implica que z1 = 0, en la Ec.
(6-37) se observa la dinámica cero:

ż2 = w(0,z2) = 0 (6-37)

Entonces, z2 = 0 permanece constante mientras las salidas son cero. La dinámica cero es estable,
pero no asintóticamente estable. En otras palabras, si el punto Pr permanece quieto igual el robot.
Ahora se analiza la dinámica interna cuando el punto Pr está en movimiento, especı́ficamente
cuando se mueve hacia adelante y hacia atrás.

Movimiento hacia atrás

Para esto se asume que el robot inicia de frente hacia la dirección en X positiva y el punto de
referencia es controlado al moverse en la dirección negativa de X . La velocidad del punto de
referencia es:
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 ẏ1

ẏ2

=

 z2

z4

=

 −ε(t)

0


donde ε(t)> 0. Sustituyendo esto en la Ec. (6-35), se obtiene:

 ż5

ż6

=
ε(t)

2c2bL

 cbsinφ− cLcosφ

−cbsinφ− cLcosφ


Una solución de la dinámica interna es:

z5
∗ =−1

r
t + c1 (6-38)

z6
∗ =−1

r
t + c1 (6-39)

donde c1 es una constante, por lo que las ruedas rotan con la misma velocidad, moviéndose en lı́nea
recta en la dirección negativa de X . Ahora para estudiar la estabilidad del movimiento descrito por
las Ec. (6-38) y (6-39). La estabilidad del movimiento interno en z2 puede ser formulado como la
estabilidad del punto de equilibrio en ζ.

ζ1 = z5− z5
∗

ζ2 = z6− z6
∗

Se puede expresar la dinámica interna en terminos de ζ =
[

ζ1 ζ2

]T
.

ζ̇ =

 ζ̇1

ζ̇2

=
ε(t)

2c2bL

 cbsin(cζ1− cζ2)− cLcos(cζ1− cζ2)

−cbsin(cζ1− cζ2)− cLcos(cζ1− cζ2)

+
 1/

r
1/

r


Este sistema tiene un subespacio de equilibrio caracterizado por

Eζ = {ζ|ζ1 = ζ2}

Debido a que no se puede concluir sobre esta aproximación, se utiliza el método de Liapunov para
establecer la condición de estabilidad. Considere la función candidata para función de Liapunov:
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V (ζ) = 1− cos(cζ1− cζ2)

En una vecindad de Eζ, V (ζ) = 0 si ζ∈Eζ, y V (ζ)> 0 si ζ /∈Eζ. Entonces V (ζ) es positiva definida
con respecto a Eζ.

V̇ (ζ) =
∂V
∂ζ

ζ̇ =
ε(t)
L

sin2(cζ1− cζ2)

Desde ε(t)> 0, V̇ (ζ) es también positiva definida con respecto a Eζ. Por lo tanto el subespacio de
equilibrios Eζ no es estable.

Movimiento hacia adelante

Ahora, si el robot se mueve en la dirección positiva de X , la velocidad del punto de referencia es: ẏ1

ẏ2

=

 z2

z4

=

 ε(t)

0


donde ε(t)> 0. Usando la misma función de Liapunov, se puede mostrar similarmente que:

V̇ (ζ) =−ε(t)
L

sin2(cζ1− cζ2),

a lo largo del movimiento interno hacia adelante el sistema es estable, por ser V̇ (ζ) negativa defi-
nida.

Como se puede apreciar, el robot móvil de guiado diferencial puede ser linealizado de manera
analı́tica y se encuentra que el sistema controlado se asemeja a la dinámica del DI en el punto de
control Pr y su dinámica interna muestra el comportamiento de las ruedas y el móvil en el tiempo.
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6.4. Simulaciones de la evolución del modelo dinámico
linealizado

Tomando el modelo dinámico dado por las Ec. (6-34), (6-35), se analiza el movimiento del sistema
en los puntos Pr y P0 desde una condición inicial dada y aplicando señales de control constantes.
Éstas son entregadas al sistema como se muestra en la Ec. (6-34) para observar la evolución del
móvil y las ruedas. Con esto, se observa el comportamiento de las variables de estado y se procede
a implementarlo en el AMC para robots móviles en el siguiente capı́tulo. Se debe tener presente
que en un lazo de control, los valores de ui dependen de la Ec. (6-32), por lo que en ese caso se
deben entregar posiciones y velocidades de referencia para que el vehı́culo realice el seguimiento
de la ruta. Los parámetros empleados para el algoritmo son: r = 0.1 m, b = 0.165 m, L = 0.05 m,
los cuales pertenecen al robot Nomad Super Scout.

Continuando con la planificación de trayectorias por medio del AMC, se toman señales de con-
trol constantes, para observar el comportamiento del robot y posteriormente comparar con los
resultados con el AMC e implementar la dinámica interna de las ruedas para estimar el consumo
energético, esfuerzo de control y tiempo de navegación. A continuación se analizan diferentes ca-
sos en los que se cambia la condición inicial y la señal de control aplicada. Para todos los casos se
utilizan señales de control constantes aplicadas durante 2 s.

6.4.1. Movimiento sobre el eje x con condiciones iniciales nulas

En este caso se realiza el movimiento sobre el eje x en un tiempo dado de 2 s, desde una condición
inicial de (x0,y0) = (0,0) m, (ẋ0, ẏ0) = (0,0) m/s, φ = 0◦ y con señales de control (ux,uy) =

(0.4,0). En la Figura 6-2 se muestran las señales de control constante aplicadas durante 2 s. Debido
a que la señal de control en la dimensión y es cero, el móvil sólo se desplaza en la dimensión x.

0 0.5 1 1.5 2

0

0.1

0.2

0.3

0.4

Figura 6-2.: Señales de control en el tiempo para movimiento sobre el eje x.
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En la Figura 6-3 se muestra el movimiento de P0 y Pr del robot. Se observa que P0 empieza desde
(x,y)= (−0.05,0) m, debido a que el punto de control es Pr con coordenadas iniciales(x,y)= (0,0)
m y la distancia entre los dos valores es de L = 0.05 m. El valor final de posición en el plano
también depende del punto de análisis, donde Pr = (0.8,0) m y P0 = (0.75,0) m. En la dimensión
de la ordenada no hay desplazamiento, por lo que la posición en la coordenada y siempre es cero.

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

-1

-0.5

0

0.5

1

Figura 6-3.: Posición en el plano del robot para movimiento sobre el eje x.

En la Figura 6-4 se muestran las posiciones de los puntos P0 y Pr en x y y, mientras que en la
Figura 6-5 las velocidades lineales con respecto al tiempo. En la dimensión de la ordenada no hay
desplazamiento, por lo que la velocidad en la coordenada y siempre es cero.
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(a) Posición en x del robot.
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(b) Posición en y del robot.

Figura 6-4.: Posición del robot en el tiempo para movimiento sobre el eje x.
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(a) Velocidad en x del robot.
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(b) Velocidad en y del robot.

Figura 6-5.: Velocidad del robot en el tiempo para movimiento sobre el eje x.

En la Figura 6-6 se muestra la posición y velocidad angular del robot con respecto al tiempo.
Debido a que se aplica una señal de control solo en la dimensión x y que la condición inicial del
ángulo de la plataforma es 0◦, la orientación del vehı́culo no cambia en el tiempo.
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(b) Velocidad angular del robot.

Figura 6-6.: Posición y velocidad angular del móvil para movimiento sobre el eje x.

En la Figura 6-7 se muestran la posiciones y velocidades angulares de las ruedas del robot con
respecto al tiempo. Como el robot no cambia su orientación en el intervalo de análisis, las veloci-
dades angulares de las ruedas son iguales durante todo el trayecto donde se aplican las señales de
control. Para conocer el comportamiento de las ruedas se utiliza la Ec. (6-35) con la información
de las velocidades lineales previamente calculadas por la Ec. (6-34).
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(b) Velocidad angular de las ruedas.

Figura 6-7.: Posición y velocidad angular de las ruedas para movimiento sobre el eje x.

6.4.2. Movimiento sobre el eje y con condiciones iniciales nulas

En este caso se realiza el movimiento sobre el eje y en un tiempo dado de 2s, desde una condición
inicial de (x0,y0) = (0,0) m, (ẋ0, ẏ0) = (0,0) m/s, φ = 0◦ y con señales de control (ux,uy) =

(0,0.4). En la Figura 6-8 se muestran las señales de control constante aplicadas durante 2 s. Debido
a que la señal de control en la dimensión x es cero, el punto de control Pr del móvil sólo se desplaza
en la dimensión y.
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Figura 6-8.: Señales de control en el tiempo para movimiento sobre el eje y.

En la Figura 6-9 se muestra el movimiento de P0 y Pr del robot. Se observa que P0 empieza desde
(x,y)= (−0.05,0) m, debido a que el punto de control es Pr con coordenadas iniciales(x,y)= (0,0)
m. El valor final de posición en el plano también depende del punto de análisis, donde Pr = (0,0.8)
m y P0 = (0,0.75) m. En la dimensión de la abscisa no hay desplazamiento en el punto Pr, por lo
que la posición en la coordenada x siempre es cero. Para el punto P0 si hay desplazamiento en la
dimensión x mientras éste se ubica correctamente atrás de Pr en el movimiento lineal.



98 6 Modelo dinámico de robots móviles de guiado diferencial
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Figura 6-9.: Posición en el plano del robot para movimiento sobre el eje y.

En la Figura 6-10 se muestran las posiciones de los puntos P0 y Pr en x y y y en la Figura 6-11 las
velocidades lineales con respecto al tiempo. Se muestran las gráficas de las velocidades lineales
del punto de control Pr. En la dimensión de la abscisa no hay desplazamiento del punto Pr, por lo
que la velocidad en la coordenada x siempre es cero.
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(b) Posición en y del robot.

Figura 6-10.: Posición del robot en el tiempo para movimiento sobre el eje y.

En la Figura 6-12 se muestra la posición y velocidad angular del robot en el tiempo. Debido a que
hay un desplazamiento del punto P0 el ángulo de la plataforma varı́a desde 0◦ (condición inicial)
hasta un valor de φ = 90◦, haciendo que el móvil quede de frente al movimiento dado.
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(b) Velocidad en y del robot.

Figura 6-11.: Velocidad del robot en el tiempo para movimiento sobre el eje y.
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Figura 6-12.: Posición y velocidad angular del móvil para movimiento sobre el eje y.

En la Figura 6-13 se muestran la posiciones y velocidades angulares de las ruedas del robot con res-
pecto al tiempo. Como el robot debe cambiar su orientación para ubicarse de frente al movimiento,
las velocidades angulares de las ruedas son diferentes en magnitud y sentido para hacer girar la
plataforma hasta φ = 90◦, en ese momento las velocidades angulares serán iguales. Para conocer el
comportamiento de las ruedas se utiliza la Ec. (6-35) con la información de las velocidades lineales
previamente calculadas por la Ec. (6-34).
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(b) Velocidad angular de las ruedas.

Figura 6-13.: Posición y velocidad angular de las ruedas para movimiento sobre el eje y.

6.4.3. Movimiento en dos dimensiones con φ = 0◦

En este caso se realiza el movimiento en dos dimensiones en un tiempo dado de 2s, desde una
condición inicial de (x0,y0) = (0,0) m, (ẋ0, ẏ0) = (0,0) m/s, φ = 0◦ y con señales de control
(ux,uy) = (0.4,0.4). En la Figura 6-14 se muestran las señales de control constante aplicadas
durante 2 s. Debido a que las señales de control son diferentes de cero, el móvil se desplaza en las
dos dimensiones. Como la señales de control son iguales en magnitud y las dos son positivas, el
movimiento tiende a ser a un ángulo de 45◦ del eje x.
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Figura 6-14.: Señales de control en el tiempo para movimiento en el plano con φ = 0◦.

En la Figura 6-15 se muestra el movimiento de P0 y Pr del robot. Se observa que P0 empieza desde
(x,y)= (−0.05,0) m, debido a que el punto de control es Pr con coordenadas iniciales(x,y)= (0,0)
m. El valor final de posición en el plano también depende del punto de análisis. Al inicio hay un
movimiento que indica una rotación del móvil, con el fin de ubicarse de frente al movimiento.
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Figura 6-15.: Posición del robot para movimiento en el plano con φ = 0◦.

En la Figura 6-16 se muestran las posiciones de los puntos P0 y Pr en x y y y en la Figura 6-17 las
velocidades lineales con respecto al tiempo. La velocidad mostrada es la del punto Pr en cada uno
de los ejes. Se observa que hay una rotación de la plataforma hasta que se llega al ángulo máximo
dado por la Figura 6-18, en ese momento ya no hay rotación del móvil.
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(b) Posición en y del robot.

Figura 6-16.: Posición del robot en el tiempo para movimiento en el plano con φ = 0◦.
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Figura 6-17.: Velocidad del robot en el tiempo para movimiento en el plano con φ = 0◦.

En la Figura 6-18 se muestra la posición y velocidad angular del robot con respecto al tiempo. La
orientación del móvil empieza a aumentar desde la condición inicial φ = 0◦ hasta φ = 45◦, debido
a que se aplican señales de control iguales en magnitud y positivas las dos.
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Figura 6-18.: Posición y velocidad angular del móvil para movimiento en el plano con φ = 0◦.

En la Figura 6-19 se muestran la posiciones y velocidades angulares de las ruedas del robot con
respecto al tiempo. Como el robot cambia su orientación en el tiempo para ubicarse de frente al
movimiento, las velocidades angulares de las ruedas son diferentes en magnitud y sentido para
hacer girar la plataforma hasta φ = 45◦ hasta que llega a esta orientación, en ese momento las
velocidades angulares serán iguales.
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(b) Velocidad angular de las ruedas.

Figura 6-19.: Posición y velocidad angular de las ruedas para movimiento en el plano con φ = 0◦.

6.4.4. Movimiento en dos dimensiones con φ = 135◦

En este caso se realiza el movimiento en dos dimensiones en un tiempo dado de 2s, desde una
condición inicial de (x0,y0) = (0,0) m, (ẋ0, ẏ0) = (0,0) m/s, φ = 135◦ y con señales de control
(ux,uy) = (0.4,0.4). En la Figura 6-20 se muestran las señales de control constante aplicadas
durante 2 s. Debido a que las señales de control son diferentes de cero, el móvil se desplaza en las
dos dimensiones. Como la señales de control son iguales en magnitud y las dos son positivas, el
movimiento tiende a ser a un ángulo de 45◦ del eje x.
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Figura 6-20.: Señales de control en el tiempo para movimiento en el plano con φ = 135◦.

En la Figura 6-21 se muestra el movimiento de P0 y Pr del robot. Se observa que P0 empieza desde
(x,y) = (0.05,−0.05) m, debido a que el punto de control es Pr con coordenadas iniciales(x,y) =
(0,0) m. Al inicio hay un movimiento que indica una rotación del móvil, con el fin de ubicarse de
frente al movimiento, puesto que la plataforma inicia con un ángulo de φ = 135◦, ésta rota hasta
ubicarse como se mencionó.
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Figura 6-21.: Posición del robot para movimiento en el plano con φ = 135◦.

En la Figura 6-22 se muestran las posiciones de los puntos P0 y Pr en x y y y en la Figura 6-23 las
velocidades lineales con respecto al tiempo. La velocidad mostrada es la del punto Pr en cada uno
de los ejes. Se observa que hay una rotación de la plataforma hasta que se llega al ángulo máximo
dado por la Figura 6-24, en ese momento ya no hay rotación del móvil.
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(b) Posición en y del robot.

Figura 6-22.: Posición del robot en el tiempo para movimiento en el plano con φ = 135◦.
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(b) Velocidad en y del robot.

Figura 6-23.: Velocidad del robot en el tiempo para movimiento en el plano con φ = 135◦.

En la Figura 6-24 se muestra la posición y velocidad angular del robot con respecto al tiempo.
La orientación del móvil empieza a disminuir desde la condición inicial φ = 135◦ hasta φ = 45◦,
debido a que se aplican señales de control iguales en magnitud y positivas las dos.
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Figura 6-24.: Posición y velocidad angular del móvil para movimiento en el plano con φ = 135◦.

En la Figura 6-25 se muestran la posiciones y velocidades angulares de las ruedas del robot con
respecto al tiempo. Como el robot cambia su orientación en el tiempo para ubicarse de frente al
movimiento, las velocidades angulares de las ruedas son diferentes en magnitud y sentido para
hacer girar la plataforma hasta φ = 45◦ hasta que llega a esta orientación, en ese momento las
velocidades angulares serán iguales.
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Figura 6-25.: Posición y velocidad angular de las ruedas para movimiento con φ = 135◦.

6.5. Conclusión

El modelo dinámico descrito en el capı́tulo incluye las restricciones cinemáticas y dinámicas del
móvil, por tanto la evolución del sistema genera trayectorias y curvas de velocidad que son fı́sica-
mente realizables por el móvil de guiado diferencial. En la dinámica también se incluyen paráme-
tros fı́sicos del robot, los cuales pueden ser utilizados en el cálculo de la energı́a consumida en el
seguimiento de una trayectoria previamente establecida.

Como se pudo observar, al realizar la linealización por realimentación se obtiene el modelo ma-
temático linealizado para el movimiento del punto Pr del robot, el cual es mostrado en la Ec. (6-34).
Este modelo es análogo al movimiento del DI en el plano y permite determinar el comportamiento
cuando se desplaza en este espacio. Por tanto, de ahora en adelante para efectos de simplificación
si se habla del movimiento del robot será del punto Pr del mismo, el cual puede realizar cualquier
desplazamiento sin restricciones como se muestra en la acción de control y las simulaciones.

Para encontrar las velocidades angulares del móvil es necesario implementar el modelo no lineal
dado por la Ec. (6-35), tomando las variables de velocidad y posición del robot. Las velocidades
angulares serán tenidas en cuenta para el cálculo de la energı́a consumida por el móvil y para de-
terminar las posiciones y velocidades que deben tomar las ruedas en el seguimiento de la ruta de
referencia por parte del robot.



7. Planificación de trayectorias de robots
móviles empleando el AMC

En robótica los métodos de planificación de trayectorias son empleados para dotar de un grado
de inteligencia a los sistemas. Los planificadores de trayectorias son parte importante dentro de la
robótica, puesto que son la base fundamental en el movimiento de robots autónomos. Los algorit-
mos de planificación generan trayectorias de referencia que luego son seguidas por los sistemas de
control que tienen implementados cada plataforma.

En este capı́tulo se muestra la aplicación del AMC con el fin de generar rutas de referencia so-
bre el plano para el movimiento de robots móviles de guiado diferencial que optimicen de forma
individual y conjunta los parámetros de tiempo, distancia, esfuerzo de control y energı́a. También
se presenta el caso particular de un robot omnidireccional de tres ruedas de la compañı́a FESTO
denominado Robotinor que sigue la ruta planificada por el AMC para optimizar los parámetros
de distancia, esfuerzo de control y tiempo.

Por la forma del modelo dinámico linealizado mostrado en la Ec. (6-34) se puede deducir que
el movimiento del punto Pr del robot para el control de seguimiento de trayectorias es análogo al
movimiento de una partı́cula en 2 dimensiones. Por tanto, de ahora en adelante para efectos de
simplificación si se habla del movimiento del robot será del punto Pr del mismo, el cual puede
realizar cualquier desplazamiento sin restricciones como se muestra en la acción de control y las
simulaciones.

7.1. AMC para robots móviles

En esta sección se muestran los resultados de la implementación del AMC para el movimiento
sobre el plano de un robot móvil de guiado diferencial, utilizando el modelo dinámico descrito en
(6-34). Los lı́mites de posición y velocidad del móvil son definidos en la discretización del entorno
del capı́tulo 5, el cual es el mismo y con condiciones iniciales y finales similares. Las simulaciones
se realizan para 9 combinaciones diferentes de señales de control que logran llevar al móvil desde
una celda inicial hasta una final. Para analizar el comportamiento de las señales de control del
móvil se grafican las posiciones y velocidades angulares del robot que deben ser seguidas para
hacer el seguimiento de la ruta planificada desde una posición inicial (x0,y0) = (−1,−1) m hasta
una final (x1,y1) = (1,0.5) m, con una velocidad inicial y final de (ẋ, ẏ) = (0,0) m/s.
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7.1.1. Generación de trayectoria con optimización de distancia

En el capı́tulo 5 se implementó el AMC para generar la trayectoria del DI que une dos celdas en
el espacio de estados con la menor distancia. En la Figura 7-1 se muestra el mismo ejercicio de
optimización para el robot. Si se aplica la Ec. (6-35) se pueden observar en las Figuras 7-2a y 7-2b
las posiciones y velocidades angulares que deben seguir las ruedas del robot para que el móvil
llegue al objetivo.
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Figura 7-1.: Ruta para menor distancia.
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Figura 7-2.: Comportamiento de las ruedas para trayectoria optimizada en distancia.
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En la Figura 7-2c se presentan las aceleraciones angulares de las ruedas, en donde el valor máximo
es de 8.06 rad/s2 y el mı́nimo de −7.25 rad/s2, con una duración de aplicación en ambos casos
de 0.4 s aproximadamente. Al convertir la aceleración angular máxima en aceleración tangencial
para robots con ruedas de 0.1 m de radio, se obtiene un valor de 0.806 m/s2. Esta cifra es inferior
a la obtenida en un Tesla Modelo S P85D Semi Autónomo, que llega a una aceleración máxima
de 10.288 m/s2. Por otro lado, la aceleración angular máxima obtenida en la simulación representa
un aumento máximo en la velocidad angular del motor de 76.967 RPM cada segundo, una cifra
realizable fı́sicamente.

La orientación inicial del móvil es de φ = 0 rad y al variar las velocidades angulares de las ruedas
como en la Figura 7-2, la plataforma modifica su orientación en el tiempo como se muestra en la
Figura 7-3a. En la Figura 7-3b se observa la velocidad de giro del robot.
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Figura 7-3.: Comportamiento del robot para trayectoria optimizada en distancia.

7.1.2. Generación de trayectoria con optimización de esfuerzo de control

En la Figura 7-4 se muestra la trayectoria del robot que une dos celdas en el espacio de estados
con el menor esfuerzo de control. Se pueden observar las posiciones y velocidades angulares que
deben seguir las ruedas del robot para que el móvil llegue al objetivo evadiendo obstáculos en las
Figuras 7-5a y 7-5b. En comparación con el caso anterior, los picos de aceleración angular en las
ruedas son menores, debido a la forma de la velocidad angular.
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Figura 7-4.: Ruta para menor esfuerzo de control.
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Figura 7-5.: Comportamiento de las ruedas para trayectoria optimizada en esfuerzo de control.

La orientación inicial del móvil es de φ = 0 rad y al variar las velocidades angulares de las ruedas
como en la Figura 7-5, la plataforma modifica su orientación en el tiempo como se muestra en la
Figura 7-6a. En la Figura 7-6b se observa la velocidad de giro del robot.
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Figura 7-6.: Comportamiento del robot para trayectoria optimizada en esfuerzo de control.

7.1.3. Generación de trayectoria con menor tiempo de navegación

En la Figura 7-7 se muestra la trayectoria generada para que el robot se mueva desde la condición
inicial a la final con menor tiempo de navegación. En las Figuras 7-8a y 7-8b se observan las
posiciones y velocidades angulares que deben seguir las ruedas del robot para que el móvil llegue al
objetivo y en la Figura 7-8c se observa la aceleración angular de las ruedas que para este caso toma
como valor máximo 7.69 rad/s2 y mı́nimo−6.98 rad/s2 con duraciones de 0.8 s aproximadamente.
En este caso se busca llegar a la máxima velocidad posible para el desplazamiento del robot y al
limitar el espacio de estados en la discretización se garantizan valores fı́sicamente realizables.
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Figura 7-7.: Ruta para menor tiempo de navegación.
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Figura 7-8.: Comportamiento de las ruedas para trayectoria optimizada en tiempo.

La orientación inicial del móvil es de φ = 0 rad y al variar las velocidades angulares de las ruedas
como en la Figura 7-8, la plataforma modifica su orientación en el tiempo como se muestra en la
Figura 7-9a. En la Figura 7-9b se observa la velocidad de giro del robot.
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Figura 7-9.: Comportamiento del robot para trayectoria optimizada en tiempo.

7.1.4. Generación de trayectoria con POM de esfuerzo de control, distancia
y tiempo

En la Figura 7-10 se muestra la trayectoria planificada para el robot móvil que une dos celdas en
el espacio de estados para minimizar la función de costo F = 0.2∗Fu +0.78∗Fd +0.02∗Ft . Si al
resultado del sistema lineal se aplica (6-35) se pueden observar en las Figuras 7-11a y 7-11b las
posiciones y velocidades angulares que deben seguir las ruedas del robot para que el móvil llegue
al objetivo evadiendo obstáculos minimizando distancia.
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Figura 7-10.: Ruta para POM

En la Figura 7-11c se observan las velocidades angulares de las ruedas, que debido a la combina-
ción de parámetros de optimización genera una señal con varios aumentos y decrementos.
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Figura 7-11.: Comportamiento de las ruedas para trayectoria con optimización multiobjetivo.

La orientación inicial del móvil es de φ = 0 rad y al variar las velocidades angulares de las ruedas
como en la Figura 7-11, la plataforma modifica su orientación en el tiempo como se muestra en la
Figura 7-12a. En la Figura 7-12b se observa la velocidad de giro del robot.
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Figura 7-12.: Comportamiento del robot para trayectoria con optimización multiobjetivo.

7.1.5. Análisis de resultados de los planificadores de trayectorias

Ahora, en la Figura 7-13 se presenta la comparación de las rutas generadas por el AMC optimizan-
do distancia, ası́ como algunos POM. También se implementó el planificador RRT∗ con distancia
máxima de 0.8 m. Para todos los casos el movimiento de un robot móvil es desde una celda inicial
[x0,y0] hasta una final [x1,y1].
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Figura 7-13.: Comparación planificadores de trayectorias.
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En la Tabla 7-1 se observa la distancia generada para cada una de las rutas. El planificador que
genera la trayectoria con menor distancia es el RRT∗. Este método no entrega los perfiles de ve-
locidad y aceleración del móvil, lo cual no permite estimar el tiempo de navegación necesario,
esfuerzo de control generado en el seguimiento de la ruta, variación total de la señal de control,
entre otros.

Por otro lado, el planificador basado en el AMC si permite hacer estas estimaciones. El AMCd

presenta oscilaciones en las velocidades intermedias, aumentando el tiempo de navegación y va-
riación total con respecto a los otros planificadores por AMC. El AMCde y AMCMOP entregan la
ruta con un buen desempeño en los perfiles de velocidad, tiempo de navegación, variación total,
distancia y esfuerzo de control.

Tabla 7-1.: Comparación de trayectorias del movimiento de un robot en el plano.

Ruta Planificador Distancia (m)

1 AMCd 2.6847

2 AMCde 2.6851

3 AMCdt 2.7258

4 AMCMOP 2.6862

5 RRT∗ con distancia máxima de conexión 0.8 m 2.6400

Al comparar porcentualmente los planificadores con el algoritmo RRT∗ (Referencia), se encuentra
que los resultados del AMC presentan una ruta mayor porcentualmente en distancia de: AMCd =

1.69% , AMCde = 1.71%, AMCMOP = 1.75% y el AMCdt = 3.25%. Cabe aclarar que el AMC
tiene en cuenta los perfiles de velocidad y aceleración del móvil, para tener un mejor desempeño
en el seguimiento de la ruta, ası́ como la optimización de otros parámetros.

7.2. AMC para generar trayectorias con mı́nimo gasto
energético en robots móviles de guiado diferencial

En robótica móvil el consumo energético juega un papel importante en la autonomı́a del vehı́cu-
lo, debido a que estas plataformas se desplazan por un terreno sin estar fijos a un lugar haciendo
necesario el uso de baterı́as como sistema de alimentación. Algunos trabajos en la literatura son
enfocados en estudiar el consumo energético, en [131–138] se muestran algunos. Por tanto, es
necesario optimizar los movimientos del robot, para generar un menor gasto energético sin com-
prometer la ejecución de las tareas predefinidas. En [139–143] se muestran algunos trabajos para
la generación de trayectorias con optimización en energı́a.
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Los consumos de energı́a dependen en gran medida del tipo de trayectoria seguida por el robot,
ası́ como el peso de carga, la topografı́a del terreno, entre otros. En esta sección se propone la
implementación del AMC para el movimiento lineal en una dimensión de posición y en el cual se
analizan todas los posibles perfiles de posición y velocidad seguidas por un robot móvil de guiado
diferencial que se desplaza hacia adelante, con el fin de construir un grafo que contenga la informa-
ción del gasto energético para movimientos pequeños dentro del espacio de estados y luego con la
implementación del método de búsqueda de caminos cortos se encuentre la trayectoria con menor
gasto energético.

El AMC propuesto para la planificación de trayectorias de robots puede modificarse con el fin
de calcular el gasto energético por medio del modelo dinámico propuesto en el capı́tulo 6. Un
ejemplo del empleo de este parámetro de optimización fue introducido en el capı́tulo 3, donde
se tomó solo la energı́a cinética de la partı́cula. Para esta aplicación se tendrá en cuenta que la
energı́a consumida por el sistema robótico es determinado por diferentes factores mostrados en la
Ec. (7-1), la cual es empleada para calcular el consumo energético en diferentes artı́culos en la
literatura [144–146].

Ebattery = Edc +Ek +E f +Eelect (7-1)

donde, Ebattery es la energı́a de la baterı́a usada, Edc es la consumida por los motores, Ek es la
pérdida de energı́a cinética, E f es la pérdida debido a la fricción y Eelect es la consumida por los
elementos electrónicos del sistema.

En [147] se presenta la validación experimental de un modelo para el consumo energético del ro-
bot Nomad Super Scout cuando se desplaza en lı́nea recta hacia adelante. Este móvil es de guiado
diferencial con las caracterı́sticas estudiadas en este capı́tulo 6. De [148] se extraen las expresiones
de potencia consumida (P1 y P2) de cada una de las ruedas, que se muestran en las Ec. (7-2) y
(7-3). Éstas se implementan en el AMC, con el fin de generar trayectorias que puedan optimizar el
consumo energético del robot.

P1 = 0.0203θ̈
2
1 +0.148θ̈1θ̇1 +0.0014θ̈

2
1mp +0.102θ̈1 +0.0017θ̇

2
1 +0.005θ̈1θ̇1mp+

0.373θ̇1 +0.0034θ̈1mp +0.129
(7-2)

P2 = 0.0203θ̈
2
2 +0.148θ̈2θ̇2 +0.0014θ̈

2
2mp +0.0949θ̈2 +0.0017θ̇

2
2 +0.005θ̈2θ̇2mp+

0.346θ̇2 +0.0032θ̈2mp +0.111
(7-3)
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7.2.1. Cálculo de energı́a para el movimiento en una dimensión con AMC

En este apartado se realiza la evolución del modelo dinámico con el fin de calcular la energı́a
consumida por cada rueda. Se analiza el movimiento del punto Pr del robot móvil de guiado di-
ferencial entre x0 = 0 m y x1 = 0.2 m, con ẋ0 = 0 m/s y aceleración (señal de control) u = 0.4
m/s2, se obtienen los siguientes resultados: En la Figura 7-14 se muestra la posición y velocidad
del móvil.
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Figura 7-14.: Posición y velocidad.

En la Figura 7-15 se muestra la aceleración del robot móvil de guiado diferencial para el ejemplo
descrito anteriormente.
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Figura 7-15.: Aceleración del móvil.

En la Figura 7-16 se muestra la posición y velocidad angular de las ruedas del móvil para el
movimiento previamente descrito. En la Figura 7-17 se muestra la aceleración angular de las ruedas
del móvil para el movimiento descrito.
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Figura 7-16.: Posición y velocidad angular de las ruedas.
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Figura 7-17.: Aceleración angular de las ruedas.

En la Figura 7-18a se muestra la potencia instantánea de las ruedas del móvil para el movimiento
descrito. La potencia es calculada por las expresiones de potencia dadas en (7-2) y (7-3). En la
Figura 7-18b se observa la energı́a consumida por las ruedas del móvil para el movimiento descrito.
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Figura 7-18.: Energı́a y potencia consumida por cada rueda.
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Este análisis se hace para cada vecino de celda en el espacio de estados, generando el valor de
energı́a consumida por cada rueda. Si se suman los valores de energı́a consumida por cada rueda
se obtiene el total consumido por el móvil. Este dato se guarda en el grafo de energı́a denominado
GE .

7.2.2. Generación de trayectoria para el desplazamiento con menor
consumo de energı́a por medio del AMC

Después de tener los grafos de conexiones se busca la optimización de la función de costo F = GE

con el algoritmo de Dijkstra con el fin de encontrar un camino para desplazarse hacia adelante en
lı́nea recta sobre el plano XY con el menor gasto energético. Si se toma como condiciones iniciales
x0 = −1 m, y0 = 0 m, ẋ0 = 0 m/s, ẏ0 = 0 m/s y finales x1 = 1 m, y1 = 0 m, ẋ1 = 0 m/s, ẏ1 = 0
m/s, se obtiene la trayectoria de referencia en el plano en la Figura 7-19, la de posición en x en
el tiempo se muestra en la Figura 7-20a y el perfil de velocidad en la Figura 7-20b. En la Figura
7-20c se muestra la señal de control dada para minimizar el gasto energético. Debido a que no tiene
desplazamiento en la dimensión y, no se grafican las señales de posición, velocidad y aceleración
en este eje.
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Figura 7-19.: Desplazamiento del robot en el plano.
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Figura 7-20.: Posición, velocidad y aceleración para minimizar consumo energético.

7.3. Aplicación del AMC para la planificación de trayectorias
de robots omnidireccionales con 3 ruedas

En esta sección se muestra el experimento computacional presentado en [149] para validar el com-
portamiento de un robot móvil omnidireccional de 3 ruedas en el seguimiento de una trayectoria
planificada por medio del AMC. Para esto, se utiliza el software Robotinor SIM DEMO, el cual
describe el comportamiento del robot móvil denominado Robotinor de la empresa FESTO. Este
simulador muestra el movimiento del robot en un entorno virtual según lo indicado desde el soft-
ware Matlab y hace exactamente los mismos movimientos que harı́a el robot real.

Para llevar a cabo la simulación se define el entorno x = y = [−1.5,1.5] m con ∆x = ∆y = 0.1
m, las restricciones de velocidad ẋ = ẏ = [−0.2,0.2] m/s con ∆ẋ = ∆ẏ = 0.05 m/s y las de acele-
ración ux = [−0.1,0.1] con ∆u = 0.1 aplicadas durante 1 s. Se construyen los grafos de tiempo,
esfuerzo de control y distancia entre celdas por medio de una rutina en lenguaje C. Ésta genera tres
matrices dispersas cuadradas que contienen los pesos de todas las conexiones posibles del espacio
de trabajo y las restricciones definidas. Los grafos contienen los costos de cada parámetro a opti-
mizar y son en su mayorı́a elementos no nulos.

Luego se procede a definir un objeto fijo dentro del espacio de trabajo, con el fin de eliminar las
conexiones de todas las celdas ocupadas por el obstáculo y su zona de seguridad. Posteriormente
se implementa el algoritmo de Dijsktra para encontrar el camino más corto entre la posición inicial
[x0,y0] = [−1,−1] m y final [x1,y1] = [1,1] m con velocidad inicial y final (ẋ, ẏ)= [0,0] m/s. La ruta
encontrada es libre de colisiones y optimiza la función de costo F = 0.7∗Fd +0.28∗Fu+0.02∗Ft .
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El móvil utilizado es el que se observa en la Figure 7-21. Éste es un robot móvil omnidireccional
de tres ruedas, cuya distancia entre cada rueda y el centro de la plataforma L = 0.185 m, radio de
cada rueda r = 0.04 m. Las ruedas tienen una separación entre sı́ de 120◦ y la primera rueda es la
que está a φ = 180◦ con respecto al eje positivo de la abscisa del marco de referencia del móvil.
Para seguir con la numeración de las ruedas se toma en sentido anti horario; por tanto, la segunda
rueda estará a un ángulo φ = 300◦ y la tercera a φ = 60◦.
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Figura 7-21.: Sistemas coordenados del robot móvil.

En la Figura 7-22 se muestra la trayectoria de referencia obtenida con el AMC, la ruta seguida por
el robot móvil en un espacio de trabajo con obstáculo. Para el seguimiento se realizó un control
por realimentación de entrada-salida del modelo cinemático. En la Figura 7-23 se muestran las
posiciones y velocidades en cada eje dadas por el AMC, la evolución del modelo cinemático en
azul punteado y el movimiento seguido por la plataforma omnidireccional en el simulador de color
verde.
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Figura 7-22.: Ruta planificada por el AMC y posición en el plano del Robotinor.
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Figura 7-23.: Posiciones y velocidades dadas por el AMC y el Robotinor.

El Robotinor tiene 3 ruedas omnidireccionales que permiten el desplazamiento hacia cualquier
dirección sin tener que cambiar la orientación. Este comportamiento es similar al que presenta el
punto Pr del modelo dinámico del robot móvil de guiado diferencial. Para determinar las veloci-
dades angulares de cada rueda en el robot es necesario implementar la Ec. (7-4), la cual realiza la
transformación de las velocidades lineales y angulares de la plataforma al movimiento necesario
de cada una de las ruedas del móvil. En la Figura 7-24 se muestran las velocidades angulares de
cada rueda obtenidas en el simulador para el seguimiento de la trayectoria planificada por el AMC.
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Figura 7-24.: Velocidad angular de cada rueda.

7.4. Conclusión

Como se pudo observar en este capı́tulo, el AMC implementado puede emplearse para la planifi-
cación de trayectorias óptimas de robots móviles. Las condiciones necesarias son: que el sistema
pueda ser representado con modelos matemáticos linealizables por medio de algún método analı́ti-
co o aprendizaje de máquina y que su equivalencia lineal sea análoga al DI para el movimiento en
Rn.

Al AMC puede ser empleado en problemas de optimización multiobjetivo, garantizando una bue-
na aproximación a la solución continua por medio de métodos discretos. El algoritmo minimiza
diferentes objetivos en la planificación de trayectorias de robots móviles, tales como: distancia de
la ruta, tiempo de navegación, esfuerzo de control, entre otros.
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Desde la discretización del problema continuo se definen los lı́mites de velocidad y aceleración
lineal del móvil, ası́ como el tiempo de evolución del sistema. Por lo que las rutas encontradas en
la solución son suaves en las variables de estado y generan perfiles de velocidad, que dependiendo
el radio de las ruedas son fı́sicamente realizables por el robot sin tener problemas de saturación en
los actuadores.

Al tener un planificador que utiliza el modelo dinámico del robot, se pueden analizar las velo-
cidades angulares de cada rueda y los parámetros dinámicos del móvil. Por tanto, es posible im-
plementar un modelo del gasto energético donde se pueden introducir diferentes fenómenos fı́sicos
y generar trayectorias que minimicen este parámetro.

El AMC se puede extender a diferentes robots móviles, empleando el modelo matemático de cada
plataforma. También se puede observar que el número de dimensiones del AMC depende de la
aplicación en la que se implemente, para este trabajo se utilizó una partı́cula que se mueve en una
dimensión y robots que se desplazan en el plano, dejando la posibilidad de un trabajo futuro para
robots espaciales.
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[2] J. F. Camarena. Tesis de maestrı́a: Análisis cinemático, dinámico y control en tiempo real
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[60] F. Gordillo-Álvarez. Contribuciones al problema del control óptimo, 1994.
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