15.10.3
FOX) = IXE=IX=1] +[X+2]

X si X770 (X-l si X171
\Xl= 0 si X= 0 |x-1\=<I 0 si X=1
I-Xsi X <0 A-X si X¢1

X+2 si X7 -2
| X+21= 0 si X==2

-(X+2) si X (=2
luego se anulan los valores absolutes en X=0,X=1 y X==2
y asi analizamos en cada intervalo como se muestra en la

figura siguiente:

el — - — = —? ———————— —-0+ -+ 4 - 40+ Sl
|1§z|: ————— -1 & 4 & + 4| A “+ A A A -+ 4+ “+ + 4
\-Ljz=—7 = — = ==f— — = = = = =)= = = — = — - i+ + -+

NN A PSR I SN T TR T PN PIPY R VS PIRYE ST RIIE I VAR S
A AT 2 e B N A R T I A 2 £ 2y A B SRR
= -%X-3 s 9 +4 =31+ 1 = X+3

luego tenemos gue

“-X=3 si X (=2
X+l si =24X<0
3x+4 si 0¢X (1l
X+3 si Xl

F(X)=

DF es el conjunto de los numeros reales y Rr={-l,+co)
Un bosquejo de su gréFicu s8 observa en la figura siguian-
te.,



v 15.10.10 f‘(x)-\/|a-x-x2\ .

V6= x=x 2 =\/25/4—(X+’/2)2 si b-x-x?'=(><+3)(2-x)>,0

}/xzﬁ—-—sq “V(x+V2) %2576 si 6-x=x2 =(x43) (2-X) < O

f(X)— [

El conjnto solucion de las desigualdades anteriores se ob=
serva en la figura siquiente

Y +3 ———-4-+++-\-++4-+-\---‘—.+
2-X + 4 el - - o o oW - -
~3
— -+ —
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Dy es el conjunto de los nfineros reules y Ry = Lo,+00)

un bosquejo de su grafico c=e observa en la figura sipuien-

te: 1Y

Y =\/ (g™ 3

+&,0) %, 10) (2,0) 7 X

15.10.11 Resolucidn de algunas igualdades y desigualda-

des en valor absoluto,

15.10.11.1 Hallar el conjunto solucién de {X|71

en elfecto:

A= (-© ,0) O' B = (O,*m)

\X(: ______________ I R T Ak dh st B e S ok o oo SR

En A tenemos que \X|= -X 71X -1, pero en A, X0
y asi X€ (-0 ,-1) = xe{ (<00,-1)0 (-0 ,0)]

En B tenemos que |X|= X721 y X7 O enlounces X€ (1,+t0)
La solucibén total es (=00 ,-1)VU (1,+@)

También lo podemos hacer asi:

X172 1@ (1% ¢ Dask1 £ X ¢ Veoxe (-0 ,-1)U (1.+e)]
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15.10.11.3 Hallar el conjunto solucién de {X-2\74
En efecto :
A= (-0 ,2) 2| B=[(2,+0)

k=2 = ecmccccccccac——- 1*#**#+**f#+*4#§vv*+ﬁﬁ**+b*#+ki-.

{x-z si X2

|l2-X si X <K2

En A tenemos que |X-2| =2-X ylX-2l= 2-X 74 por hipotesis,
luego -27 X ,ademas X & 2 entonces X&{_(-CO,Z)T\(-OD ,-2)’]=
Xe(-,-2) .

En B tenemos |X-2| =X-2 , X-2) 4 y X7 2 entonces X 76 = (6,+®)

Solucién total es (- ,-2)U(6,+00)
Otra forma de hacerlo

~C e
\X-27tiezr (X-24 Qe [-4& X2 blgm [26X56) &=
Xe[(-o ,-2)u(6,+®))] .

19.10.11.4 Hallar el conjunto solucién de | X} +|X=1] +| X-2|< 4
En efecto :

A=(-@,0) 0 B= [0,1) 1 cfi,2) 2 D=[2,+m)
IX 1= — — — 4%+ & 4+ + 4+ + 4 4 4+ 4+ & x+ + + +
\X—]\ —————— - - - oA A e A A Eaadiiie T R I
|X=2] = = v = = = —]|- - - O 4
X si X220 X-1 si1 X2 1 X-2 s1 X2
\Xl= IX-11 = |x-21=
-X si X (O 1-X si X1 2-¥X si X2
En A tenemos quelXl=-X , |X-1| =1-X , |X-2]= 2-X ,y asi

| XY +{X-1| +1X-2] =-3X+3{ 4 ,pero en este intervalo X {0
luego solucibén en A4(-1/3,0)
En B JX]=X ,p-1l=1-X , [X-2|= 2-X ,as{|X| +|X-1] +\X-2)=
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-X+3¢4er X7 -1 y asl la solucibén en B es [.0,1\) pues
Xy -1y xef0,1) .

En CX|=X JfX-1\= X-1 ,1X-2Y= 2-X y asi IX\+|X-1] +{X-2| =
X+1 { heapX <35, pero 1£ XL 2 luego la solucidén en este

intervalo es [1,2) .

En DIX[=X , |X=11=X=1 , |X=2}= X=2 M\ +|X-1\ +1X-2|=3X-3 ¢ 4
& X<?/3 , pero X3 2 luego solucién en D es[2,7/3)

Solucion total  (-1/3,0)u[0,1)u(1,2)v(2,7/3) = [-'h )

2X=-5
x-el<3

15.10.11.5 Hallar el conjunto solucidn de
En efecto :

;ixg5< se [2X-5] L 31X-6 )& [2X-5]-3x-61(0

= (-®,5/2) 52 g (5/2,6) 6 c=(6,+®)

‘2X-5‘ T e ———— ‘t+¢+*+++--¢-+-t-u-+++4-&-,+~++++-v+++q»q—
|

———————————————— 4.*.4*..»4*-4-’-‘*.'.- -
,

2X=5 si X2 5/2 X-6 si X»6
|2X-5| = \x-61 = ¢
b-ZX si X < 5/2 b-X si <6

En Ay)2X-5| = 5=2X , [X-61=6-X luego |2X-5| -3|X-6]| -
5-2X =3(6-X) = =13+X<0&7 X { 13,pero X ¢(5/2 y asi la
solucidén en A es (-00,5/2) .

En B, |2X-5|=2X-5 , 1X-6|=6-X luego {2x-5| -3\x-6\ =
HX-18-5¢0¢=7 £ £23/5,pero 5/24X 46 y asi la
solucibén en B es (5/2,23%/5)

En C J2X-5|=2%X-5 , |X-6|= X-6 , |2X-5‘ -:5|X-6|=-X+13 {O&7
15{X ,pero X? 6 ,luego solucidén en C es (13,+)

Solucién total (- ,23/5)J(13,+®)
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15.10.11.6 Hallar el conjunto solucidén de la igualdad
| 2X-6 | =|4-5X1.

En efecto
Las posibilidades son ,2X-6 =4=5X y 2X=-6 = =(4=5X) y
resolviendo cada una de ellas obtenemos X=10/7,X=-2/3%

Otra forma de hacerlo :Elevando al cuadrado tenemos

(2x-6)2 =12x-6 "= 14-5x "= (4-5X)2 + 4x2-24X+36 =
16-40X+25X° (=) 21X°-16X-20 = O y las raices son
X=10/7 ,X=-2/3 .

Otra forma de hacerlo .

2X-6 si X %3 4-5X si 4/5%X
lox-61 = |4=5X\ =
|6-2X si X {3 5X=4 si 4/5 X
- (-o,u/5) WP B=[4/5,3) 5 C= [3,+ 0
’ |
J2X=6] = ~~mmcmmmm e e J#++*+++4++++*+
lq—5X| S et r bttt bl e oo - e o o o - - - - - - - - - = ———

En A ,|2X-6|= 6-2X ,I4-5X1=4-5X luego 6-2X=4-5X&=7
-2=3X &2 X=2/% ,pero X{ 4/ y asi solucidédn en A es
X= =-2/3 .

En B |2X-6]=6-2X ,|4=-5X|=5X-4 1luego 6-2X=5X-4 =7

. 1Q=7X& X=10/7 ,pero L4/54X (% y asi solucibédn en
B, X=10/7

En C,|2X-61= 2X=6 ,J4=-5X|=5X-4 luego 2X-6 = 5X=4 (=
X=-2/% pero X2 3 luego solucidbn vacia en C

Solucibén total X=10/7,X=-2/3 .



15.10.11.7 Hallar el conjunto solucion de |X-7]=%
En efecto
De acuerdo con la definicédn de valor absoluto tenemos que
X-7=3% o X-7 =-3 y asi el conjunto solucién es X=10,X=4.
Otra forma de hacerlo
|%=7]% =(X-7)% =9 /= X°-14X +49 =9 &= X2-14X+40 =0
(X-10)(X-4)=0  1luego X=10,X=4
Otra forma :
A=(-m ,7) 7 B= (7,+®)

L

X=7 = e 4+++++74+++*-¢+4*+¢+~+-*-

En 4,1X-71= 7-X =39 X=4 ,luego {410(-®,7)={4Y,as]
X=l; ,es solucibébn en A.

En B, |X-7|= X-7 =34&5%=10 , {10jQ(7,+@) =4{i0jast
X=10 es solucidn en B .

solucidén total X=10,X=4 .

15,10.11.8 Encontrar un nGmero positivo M talque

\X5_2X2+3X-t+\§M para X en [—5,3]
En efecto
| x2-2x%+3%-4 i<ix= i+ \-2X2)+ |3k + -ui =AXPe2 IKF +31KL+ 4 &
52+2x9+3x3+, =58 =M .
15.10.11.9 Hallar los X tales que Xa-2|Xl-3=O
En efecto : Si X20 X2-2 |X1-3 = X2-2X-3 =(X=3)(X+1)=0&2
X=3,X==1,y la solucién es X=3 ya que X70
Si X0 X2-21X1-3= XZ+2X-%=0=(X+3)(X-1)"
y asi X=1 no sirve .
Solucion total es X=2*3

- 72 =



16.

15,10.11.10 Hallar el conjunto solucidén de la desigual-

dad | X-2| - 1X+61¢{3 En efecto:

A=(-® ,-6) -6 B= [-6,2) 2 c=[2,+@)
i |
Xl = mmmmmcmcedeccc e e - ddttrrtr ettt it
X46= —memmmemem B T R ! s e e e e e e At b =

Fn A tenemos que |X-2|=2-X ,|X+6|=-(X+6) y asi

| X-2| - |X+6| = 2-X+X+6 =8 {3 ;una contradicién,

en este caso no hay solucién en A,

kn B tenemos que |X-21=2-X, [|X+61=X+6 y asi|X-2|-
[X+6| = 2-X-X-6 =-2X-4 & 3¢&) -7/2 ¢ X ;pero Xef£6,2)
luego la solucibén en B es Ef7/2’2)

En C,{X-2| -| Xx+6] =X-2-X-6 =-8 { 3,en este casof2, +®)
es la solucién en C.Solucién total{-7/2,+0m0)
Funcién Signo de X

Est4d definida de la siguiente forma:

1 si X770
f(X)=y O si X=0 D, los nlmeros reales y Rf:[o,l,-li
-1 si X<O
Su grifico se observa en la figura siguiente:
1
1¢ =

-




. X "
Cuando escribamos a” , diremos que a es la base y X es el
exXxponente .
Sea a un nimero real diferente de cero y n un nimero natural,definimos

a] =a 'y anﬂ = an.a

16.1 TEOREMAS

16.1.1 a™.a® za™"" aeR m,n & N
16.1.2 a".b" = (a.b)" a,b€R neN
16.1.3 (@™ = a™® a¢R m,neN

n n
16.1.4 (%) ='§_n— a,be R bfo neNnN
n g

16.1.5 (1)_ 1"
a/ ~"n
a
Demostraré 16.1.1 y 16.1.2 .Los demas se demuestran en forma
anadloga .La demostracién de 16.1.1 la haremos por induccion
sobre n y mantendremos m fija .

En efecto : Para n=1"', evidentemente a™.a = am+]
m+k

.Supongamos

. . m _k
que es cierta para n=k ,es decir , a .a = a y demostremos

que es cilerta para n=k+1 ,es decir , am.ak*] =am+k+] .En efec-

) . . N
to am.ak+] - am.ak.a : am+]r{.a - am+k+1 . *por hipotesis de

induccidn

La demostracidén de 16.1.2 la haremos por inducciédn sobre n .

En efecto :Para n =1 a'. b'= (a.b)!.Supongamos que es cierta

para n=k ,es decir, ateh® = (a.b)k y demostremos que es cierta

k . k

para n=k+1 .En efecto (a.b =(a.b)k(a.b) = a%.b%.a.b =

ak+].bk+]

s 0 .
la base a debe ser diferente de cero pues ,0 no tiene sen-

«* Por hipotesis de induccion .

tido y por otro lado 0" =0 neN n»o

Siendo a un nimero real difernte de cero y ne€ N definimos

-n _ 1 o_
a —;n a —] o
16.2 TEOREMAS Sea a,be€R ( a,bfo ,en caso de que myn{ 0) m,nez
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m n m+n
lo.2,1 a .a = a

16.2.2 (a™® = g™

16.2.3 a.p" =(a.b)"

Demostremos la propiedada 16.2.1 .La demostracién esta hecha
sl ne N , entonces veamos que es cierta para n go.
Si n=o ,inmediata , pues a®b°=1 = (a.b)®. Para n<o entonces

sea m=-n)0 luego

m . m _ -
a.p" = L :-l—~& = (ab)™ = (ap)™
a.AU.A ((il)/'“

Queremos ahora definir a’ siendo a real positivo y r un racio-
nal cualquiera .

Siendo a un nlmero real positivo y ne N, cada uno de los
nimeros reales X tales que X"za ,se llama una rafz enésima
de a . Notaremos a¥ y tambien por Y& a aquella @nica rafz
enésima de a que es positiva . Convendremos ademas en que
cuando digamos la rafz enésima de a nos referimos a aquella

que es positiva o sea a™,

Siendo a real positivo ,m,né&€ N definimos
e
am/n _ (am)l/n AUA

Siendo a real positivo ,my,n€&€N definimos
_-m/n 1

a

16.3 TEOREMAS .Sea a,b reales positivos ,r,s racionales

16.3.1 aF.aS =af's

rs
a

16.3.2 (af)s

r

16.3.3 a’.bf = (a.b)f
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Demostraremos la propiedad 16.3.1 Sea r=m/n , s=p/q ,m,n,p qeZ

r s
n,g #0 . a .a" g am/n.ap/q =(a1/nq)mq (A]/qn\'pn _(nl/qn\m‘“pn
a(mq+Pn)/qn am/n + p/q - ar+s \ / /

3

Ahora queremos ilustrar que es a™ A€ R y para ello re-

cordemos algunos conceptos previos.

Sea S un conjunto no vacfo de nlmeros reales y supongamos
que existe un nimero B talque XK B para todo Xe€ S.Entonces
se dice que S esta acotado superiormente por B . El nlmero
B se denomina una cota superior para S .Decimos una cota
superior , debido a que todo nGmero mayor que B, tambien

es una cota superior .

Sea S un conjunto no vacio ‘de nlmeros reales y supongamos
que existe un nlmero B talque X» B para todo X&€ S .Enton-
ces se dice que S esta acotado inferiormente por B .El
nGmero B se denomina una cota inferior para S

Sea S = [X¢€ R/ 0< X< 1} 1 es cota superior de S y O cota
inferior

A =\}/HLKNJ es cota superior y O cota inferior ,

Un nimero B se denomina extremo superior de un conjunto
no vacfo S si B tiene las dos propiedades siguientes

B es cota superior de S y ningun nlmero menor que B es
cota superior para S .

El extremo superior de S 1o notaremos por SupS

Un nGimero B se denomina extremo inferior (InfS) de un
conjunto no vacio S si B tiene las 2 propiedades siguientes

B es una cota inferior para S y ningun nimero mayor que B

es cota inferior para S
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Axioma de Completez .Todo conjunto no vacf{o S de nilmeros
reales acotado superiormente tiene SupS ,es decir existe
b€ R talque bzSupsS .

Todo conjunto no vacio S de nimeros reales acotado inferior-
mente tiene InfS .

Para entender que es a® od€R 3 tomemos \/2_1y formemos

A = {gq/aé.Q, q(ng,a7 lk . Una de las cosas que
podemos apreciar es que los elementos de A son de la for-
ma at*™m para algunos m,ne N con m<n .,

A £ ¢ , pues ateA .Ademas A esta acotado superiormente,
pues a””“(a para todo m <n ;multiplicando por a tenemos
a.a™i= gt+™nz al (a2 y asi a® es una cota superior de los

elementos de la forma a-~"**y como los elementos de A

son de esta forma,concluimos que a2 es una cota superior
de A y por el axioma ' de completez existe C€ R talque

C = SupA = a’%
En caso de que o0<¢a« 1 trabajaremos con el InfB , donde
B ={§q//q€ Q, V2 ,O<a<15 )

Para el caso general se puede hacer una demostracién

similar
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17, Funcion Exponencial de base a, aro , agl.

Es la relacion definida por la expresién f(X)=a*.
Ejemplo 17,1

f(X)= 2x ° DF es el conjunto de los ndmeros reales y
RF=(O’+QD)

Ejemplo 17.2

f(Xx)= 57 DF,los nimeros reales y Rr‘= (0,+®)

Ejemplo 17.3

f(X)= (1/2)x Df,los numeros reales y Rf=(o,+¢0)
Ejemplo 17.4

f(x)= (1/5)x .DF,los pdmeros reales y RF= (0,+®)
Ejemplo 17,5 S
Si a=e f(X)= e ,se llama funcion exponencial de base

e=207ooo

’ . o . .
Sus graficos se observan en la figuras siguientes :
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17.6 Recordemos algunas leyes de los exponentes .

17.6.1 ax.ayzax+y, ajo,x,y numeras reales cualguiera
17.6.2 a'yo

17.6.3 (a.b)*=a*.b” ,a,br0,x,y nimaros reales

17.6.4 (a~)Y=a"
X

17.6.5 (%)X= '?'x
b

ya,b70 ,x,y numeros reales

X X
eV,

17.6.6 a
Y

D

17.6.7 a71l; ax7 1=a° para cada x yo Yy ax4 l para x<¢o
17.6.8 oco{(a{l , ax7 1= ao,para cada x{ o y aXL 1
para cada x 7 o0

17.6.9 f(x)= a" es creciente si ay1 y decreciente

sl o0¢ a4l

18, Funcion Logaritmo,
A la inversa de la funcion exponencial de base a yay 0 agl
se llama funcion logaritmo de base a y se nota por f(X)=
Logax,en simbolos y=logax‘@nx=ay.
Para graticar la funcion logaritmo,graficamos la funcion

. . . . [4
exponencial y utilizamos simetria con la recta Y=X

Ejemplo 18.1

y=1log x¢:7x=2y

2
Ljemplo 14,2
y=logex¢:,X=ey

= .. ' . .
Su graflico se observa en la figura siguiante.
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18.5

4

Ejemplo
Ejemplo
Algunas
18.5.1
Ejemplo
18.5.2
Ejemplo
18.5.3
Ejemplo
18.5.4
Ejemplo
18.5.5
Ejemplo

18.5.6

18.3  log4=2¢=r 2°=4

18.4 loqyz =] 7 2-1 =2

Propiedades de la funcion Logaritmo.
log§x=x y alog¢x=x

18.5.1.1  log,3%=4 , 47973
loga(MN)=logaM+logaN y MyN7 O
18.5.2.1
log (ﬂ) =Log M -log N

a'N a a
18.5.3.1 Log, (z) =log,7 -lag,5
logaN =°(logaN

18.5.4.1 10928 = 1092‘23 =3logzz =3

log 4 N = £ log N

18.5.5.1
logaN

———

log_ b

=)

lOng =

- 76 -

logb; 27 = 1093;3: =43109?3

Y= [0525(

Y:/&?ex:

Inx

10936=10932.3 =10932+10933 =10932 +1

=3log,3 =34
3log, 2



L0Qgy, 2
109,03

Ejemplo 18,5.6.1 Log}2 =
18.5.7 log_bxlog a =l
Ejemplo 18,5.7,1 logz3 X 10932 =1

18.5.8 ayl , o (X,(X\¢alogax1<logaxz
18,5.9 o0<¢a(l ,0<.X.(X;¢:>logax,7 logaxz
18.5.10 a7yl , log X{e€&70<Xa®
Ejemplo 18,5.10.1 log, X <4 & X (24
18.5.11 a7l ,log X 74&=rX 7 a¢

Ejemplo 18.5.11.1 log,X 72 &= X 7 32
18.5.12 84a <l , log X(€e&m X 7a®
fjemplo 18.5.12.1 logyX<é &= X 7 (Y2)*

18.5.13 0<a<l ,log X>¢€ &= 0 X ¢a®

£jeplo 18,5,13,1 logq}‘74 &7 X <(73)4

18.5.14 Otros Ejercicios

Hallar X tal que 1095X) 4, En efecto logy, X7 4= X7 3“

Demostrar que log,,.27 = 2 En etecto 10gyy327 =log‘,,z33 =

3log, 3 = 210g,3 = 2

32 % %

Demuestre que log 5 = log.¥25 . En efecto log,¥25 =
e 1Y

~2Z
log., 5 =loqu
4
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18.5.15 Demostracién de algunas propidades de la funcidn
logaritmo.

18.5.15.1 Demostrar que log (MN):logaM+logaN.En efecto:

Supongamos que log M=v entonces M_ y que logaNtu enton-
ces Nza' y asi log (MN)= log (a a )- 1og a’™ zv+u =logaM+
logaN.

N—
18.5.15.2 Demostrar que logaNxzklogaN. En efecto:é‘loga”‘

log N-=N“;ahora tomemos logaritmo en base a,a la 1gualdad

* N
OKlogaN_N ,es decir logaé*lOga =logaNx.y asl obtenemos

X

d&ogaN :1ogaA .
ol

18.5.15.3 Demostrar que log_¢N =:logaN. En efecto:kscri-

A o
bamos(aqclogaN =5xl°gaN =alogaN =%

s tomemos logaritmo

. WlAas N ol
en base a® a la igualdad (a)c”~"®a"” =N "y asi obtenemos

X _d

18.5.15.4 Demostrar que log N =log,N. logab .En efecto:
alogab.long ( log b)logb blOng =N y tomando logarit-

logab.long

mo en base a,a la igualdad =N se tiene lo

deseado.

18.5.15.5 a7 15 0< X< Xe &m1log X4 { log_X; .En efecto:
Si se cumple la desigualdad 04X#X, entonces existen los

nimeros log aX4,108, Xy .Utilizando una propiedad logarit-
Log X4

(a logaxzy ae e€s-

mica escribimos Xi{Xzen la forma a
to concluimos que logaX,<logaX,.
Al contrario,si 1ogax,(logaXl entonces X,,X,70.Elevando

el nlmero a,a potencias con exponentes log X, ,log Xz

es decir alogax‘<a1°gax‘ obtenemos que X4<X, (av1)
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19.

Funciones Hiperbolicas
Las Funciones Hiperbolicas se definen asi:
X =X
19,1 Seno Hiperbolico de x =senhx = 11741—
) X, o= X
19,2 Coseno Hiperbolico de x = coshx = ;e
8w senhx
19,3 Tangente Hiperbolica de x =tanhx = 8
e*+e
- X
; e +8 _
19,4 Cotangehte Hiperbolica de x =cothx = —
_ ) e -8
coshx
senhx
i 2
19.5 Secante Hiperbolica de x =sechx = ei + e-R =
1
coshx
) 2
19,6 Cosecante Hiperbolica de x = X =x °
e - 8
1
senhx

De las detiniciones anteriores se pueden obtener las

siquientes propiedades :

2

19,7 cosh2x - senh“x =1 ,

2 ) ’ - - X
En efecto: cosh™x - senh™x = (E_iﬂ__) (E_ZE__J

e2x 0 =-2x 2x 0o -2x 1

+728 +8 -8" " +72e -ge =

2

19.8 l-tanhzx =sech™"x .

=~ 9g =




%
En efecto : Dividiendo pOr coshzx a coshzx - senh"x =1,
obtenemos lo deseado .
19,9 cothzx - 1= cschzx .
. - 2 2 2
En etecto : Dividiendo por senh " x a cosh x = senh"x =1,

obtenemos lo deseado .

19.10 coshx + senhx = e" ; coshx - senhx = & ~ .
19,11 senh(-x) = - senhx

g X - a%
En erecto : senh(-x) =——>5— = - senhx .

19.12 cosh(=x) = coshx
19.13 senh(x*y) = senhx.coshy * senhy.coshx .
En efecto :

senhx.coshy + senhy.coshx =

(e”=e ™) (e+e V)4 (e”-e"") (e"+e™ %)
Z ? 7 7

X+y e—(x+y) _

8 senh(x+y)

19.14 cosh(x#y)

coshx,coshy 2 senhx.senhy

tanhx X tanhy

19,15 tanh(xty)

11 tanhx,tanhy

19,16 senh2x = senh(x+x) = 2senhx.coshx .

19,17 cosh2x = cosh(x+x) = cosh % & senh %

cosh2x - 1

19,18 senh®x 5

cosh2x + 1

19,19 coshzx

2
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19.20 senhx + senhy = 2senh 5§¥ cosh é§i

En efecto : senh(A+B) + senh(A-8) =2senhA.coshdjhacienao
x = A+B y y =A-B y resolviendo este sistema tenemos que
(x+y)/2 = Ay (x-y)/2 =B y asi obtenemos lo pedido.
19,21 senhx - senhy = 2cosh ‘%J senh &%x

19,22 <coshx + coshy = 2cosh a%y cosh &%¥

I
N
w
[13]
s
= 3
%f
w
[y
b |
>

oft

19.23 coshx - coshy

19.24 senhx.senhy =z{cosh(x+y) - cosh(x-y)s
19.25 coshx.coshy =%{cosh(x+y) + cosh(x-y)‘
19.26 senhx.coshy =%1senh(x+y) + senh(x-y)}

las representaciones gréricas ge las funciones hiperbdlicas

se observan en lLas figuras siguientes :

DCosh . S (I))*CD)

(4, )
RQosk\c {_‘ . ‘ Dsenhy:('wl+m):Rscnhr

\T:_coshx

Y& 550/7)(

) X
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—-DCothy = ('CD,O)U (0,+0)

Reothx = (-~ 1)UU,+¢D)
Y= col 04

Dtaghx: (‘m)“b)
Raaghy = (41 1)

Y= sechx

9
Y= CSC‘\Y

Dsechy = (-0, + @)
Raedhy = (Oy L]
Deschy = (@,0)U (by4+)
Reschy = (-®,0)V (0,4®)
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20, Funcionzs Circulares .

. ’ N N N

Algunas veces ss util establecer un sistema de corde-
nadas sobre una circunferencia .Cn efgcto considere-~

mos con centro en (o,0) y radio 1.

'X:L{'\!z: b
p(ad)
. —

N

(0,0) A(\lo)

Partiendo del punto A(l,0) deturminamos arces de lon-
gitud O sobre la circunferencia unituaria , A cuda lon-
gitud de arco © correspondera un Gnico puntc P(X,Y)
asociado al extremo del arco ,es decir ,hemos defi-
nido una funcion f : R—————#RZ

© —> f(8) =(X,Y)=(cos6,senb)

cuyo dominio es el conjunto de los numeros reales

y recorrido el conjunto de pares ordenados&X,ﬂ/X“+Y2=iS

La variable @ es la medida de un arco sobre la circun-

ferencia unitaria ,cuyo punto inicieal es (1,0) y cu-
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yo extremo es (X,Y). se considera positivo,si@se
desplaza en sentide contrario a las manecillas del
reloj y @ negativo,en sentido de las manecillas del
reloj.
52 e ko
f s R————R significa
o —— f(06) (X,Y)=(cos @ ,sen® )

Fp+ R————>R

©—— f(8) = X = cos 6
f,: R———mR
@g—= f(O) =Y = senéd

A partir de las dos anteriores podemos definir las
4 B -
demas funciones circulares :

tan : R=—»R

Y sené@
O -

X cos ©

» tangb =

con dominio{&eﬁl&ne*oﬁ y recorrido los numeros reales

cot § R——¢—==R

X cos©
9 - cot® = — =
Y sen @

. ) 4 al A . ,
con dominlo{oei(|LNvFvy Yy recorrido lcs numeros reales
v : b

sec § R———»R

1 1
 —= secHd = =
X

cos O

.. [ __la..a. | . s
con dominio {Lvugww*u]y recorrido :\-ao, 1-)U[4,+CO)
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20.9

20,10

csc R ———»R

1
seneé

6 —— cscH = ‘\17 =
cuyo dominio es {BGEISQOG#OH y recorrido (..(D'-l]U[l.HD)
No existen métodos algebraicos elementales para de-
terminar las cordenadas de F(G); para B real cualquie-
ra, Sin embargo utilizando algunos conocimientos por
ejemplo, geométricos, podemos determinar algunos. En
efecto:
f(a)=(1,0)=(cosi g9,sen o)y asi cos o=l, sen o=o
F(I%)-—-(o,l)=(cos!;- ,seng )y asi cosk =o, senl =1
F(m)=(-1,0)=(cosn ,senn )y asi cosM =-1,senmn =0
f‘(%{.")=(o,-l)=(cos§,’:‘,seni\;)
f(2n)=(1,0)=(coszan,senzn)
f(-m)=(-1,0)=(cos{m),sentm)
f(ﬁ%)=(0,-l)=(cosb§ysenfg0
f‘(—ég)=(o,l)=(cos-¥1,sen~§£)

f(-2n)=(1,0)=(cos-2n,sen-2n)

para calcular F("M) consideramos la figura siguiente:

. )
+—_ ) ?U“A

\\\A?“‘\' L

n

A{ °* %

AN
{ ? {f ra /o
\>i‘ ©=-"4
—. ﬂ_/
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£l triangulo OPQ es isosceles, X=Y, como f(@ ) es
un elemento de la circunferencia unitaria tenemos:
X2 Y2—X2+X2-2X =1, luego X =V2 y asi X= ;\[Z-y como
muestra la figura X—cg luego, f(M)= (V—‘Y;S
(cosMg,senmf4).

F(W&) vﬁj V’B (00544,senJW

20.11 Para calcular f(9e6)consideramos la figura siguiente

Para el triangulo OPQ sabemos por geometria que el
cateto menor es la mitad de la hipotenusa,luego el
cateto menor es igual /2 y por el teorema de pitago-
ras tenemos que: x 24y 2=x +(V2) =1, luego Xz—% y asi

x_*V’jy como muestra la figura X= '7 luego,
2

F(Me)= (P%) (cosnfé ,sents)

f(-Me) = —§)=(cosﬂk,aewde)

3
?’
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20,12

20.13

Para calcular f(%) consideramos la figuras:

M)
(W7
) ‘nb
\ )
)
) «
L //
|
l 9__ n/o
|
|
: 2 1 3 .
De la figura tenemos que, Y =l-= = — es decir,

J0
Y=%'= luego,

() =(2s VD)= (cosnhs ,senis)
FG“b)=(%,-r%3=(coth,serrﬁﬂ

Algunas Propiedades de la Funciones Circulares
20.13.1 Sen2A+C032A=l en efectos

Sabemos que para cualquier punto f(A)sobre la
2
circumferenclia unitaria tenemos que X2+Y‘=l y

asi remplazando X=cosA,Y=senA tenemos que,
ben2A+C082A=l.
20.13.2 1 + Tang =SeczA . Dividiendo por

CoszA a SenzA + CuszA =]l obtenemos lo deseado.



20,158, F ol ¥ CotzA =Csc2A .En efecto:Dividimos por

SenzA a SenzA + CosZA =1,

28.13.4 Cos(A-B) = CosA.CosB + SenA.SenB

b\ ] )

s el »\‘\.\g()'?’
- / ] §,\>;

\ d | Seall-SeaP / e oo A\\
QAN o 0) { L\ﬁ: o
o | Cosh-wsn &w i \ 0)
Cos(a-8)  \[{- Cos (A-8)
L 5

La medida del arco entrs P(8) y P(A) es A-B.
Cbservemos que la distancia del punto P(A) al punto
P(B) es igual a la distancia de P(1,0) al punto P(A-B)
Para la fiqura a » di;(CosA-CosB)x+(5enA-SenB)2'

Para la figura b , d?=(Cos(A-8)-1)2+(Sen(A-8)-0)2

igualando estas expresiones tenemos que:

Cos(A-B) = CosA,.CosB + SenA.SenB

20.13.5 Cos(~B) = CosB .en efecto: Cos(-B) =Cos(0-B8)=
Cos 0.CosB + Sen0.5enB =CosB

20.13.6 Cos®.-A) =SenA AeR ,En efecto :Cos(Mfp-A)=
Cosnfz.CosA + Sennp.SenA = SenA .

20.13.7 Sen(nz=-A) = CosA A€R .En efecto:Cos(m%%rA)=
Cos (M~ (Mfp=A) )= Sen(fz=A) .

20.13.8 Sen(A+B) = SenA.CosB + SenB8.CosA .En efecto

Sen(A+B) =Cos(nk-(A+B)) =COS((W1-A)-B) =Cos(,~A).CosB

- R =



Sen("z-A).SenB +SenA.CosB8 + CosA.Send

20.13.9 Sen2A = Sen(A+A) =2SenA.CosA

20.13.10 SenR =Senij =25ené .Cosé

20.13.11 Sen(-A) =Sen(0-A) =Sen0.CosA - Cos0.SenA =
-SenA .

20.13.14 Cos(A+8) =Cos(A-(-B))=CoshA.CosB-SenA.Send
20.12315 Cos2A = Cos(A+R) =Cos?A -Sen?A

20.13.16 CosA = Coszé - Senz%

20.13,17 Casp = L Cos2A

)

e

20.13.18 Sen?a = 5-%—99335

20.13.19 CosZ2a = L * COs4A

Sen{A+8) _ Tag(s) +Tag(B)

20.13.20 Tag(A+B) = Cos Ui T T T35

Sen(A=-B) _ Taon - TagB

20.13.21 Tag(A=-B8) = Cos(A=8) = 1 + Tagh.TagB

20.13.22 23enA.CosB =Sen(A+B)+Sen{A-B) .En efecto
Sen(A+B)+sen(A-B)=SenA,.CosB+SenB.CosA + SenA.CosB-
SenB.CosA =2SenA.CosB .

20.13.23 2CosASenB = Sen(A+B)-Sen(i=B) .

20.13%3.24 2CosA.CosB = Cos(A+B)+Cos(A=E)

20.13.25 25enA.SenB Cos(A-B)-Cos(A=B)

20.13.26 5enA+SenB=ZSen(A%B)- COS(&%E)

En efecto : Sen(X+Y)+3en(X-Y) =2SenX.CosY ,haciendo

A=X+Y , B=X-Y obtenemos que X=(A+B)/2 ,Y=(A-B)/2

Y reemplazando obtenemos lo deseado.



20.14 Graficas de las Funciones Circulares
El comportamiento de las Funciones Circulares pue-
de estudiarse convenientemente mediante una grafi-
ca adecuada,llevando O en el eje de abscisas y f(6)
en el de ordenada.Esta grafica puede obtenerse di-
rectamente de la circunferencia unitaria.

Consideremos la Funcién f(®) = Senb .Marquemos trozos

de longitud % a lo largo del eje © y construyamos una
circunferencia unitaria con centro en este eje.Para
obtener la grafica de f(#) =Sen@ ,trasladamos parale-
lamente la ordenada de P(8) hasta el punto de abscisa
© y unimos estos puntos para obtener una curva continua
indefinida a izquierda y derecha ,como se muestra en

la figura siguiente:

r 5 (&
‘ \
?(6) |
o| /1 f
|
) ' 3, “n
1 2
0 © % n , p
\ r
-H_G):Sef?@ ;T:Z” X \15%@1951

Los graficos de las demas Funciones se hacen en for-

ma andloga y se observan en las siguientes figuras:
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Inversa de una relacién

En una relacién cualquiera R , si intercambiamos el
orden de las componentes en cada par ordenado de R,
obtenemos una nueva relacién ; ésta la llamaremos la
relacién inversa de R y la notaremos por R-zes decir,
si R =‘{(a,b)/(a,b)€RB entonces R "= {(b,a)/(a,b)eRk
De 1o anterior podemos concluir que el Dominio de la
relacidén R es igual al Recorrido de la relacidn R'ly
el Recorrido de la relacién R es igual al Dominio de

Ta relacién R™'

Ejemplo 21.1 {(1,2),(3,4),(5,6)}
(2,1),(4,3),(6,5)

Dp = {1,3,55 = Rg-i: Rp = {2,4,6\: I_)R-'

Sus representaciones graficas se observan en la figu-

R =
R

ra siguiente

y A
\. y=X
© 7
7/
9 e o\\ L
4 Vg ‘ N -
r/ ) /4,/"/,"/) R

/ :

Ejemplo 21.1.2 R = [ (X,¥)/¥ =x2} = {(X,X°)/X ¢ &)
R = {(X,1)/x =¥2} = { (¥2,Y)/Ye R}

D, = (-(D,+(D) = R=-t .RR =[O,+w) =D

R R R~
Un bosquejo de sus graficos se observan en 1la figura
siguiente
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¢
Aay=X
/_—’ f\’ //
\ P
/
R—l
{ » X
/
/

Ejemplo 21.1.3 f = | (X,¥)/Y =2X} ={ (X,2X)/x¢& R}
£7= {(x,Y)/x=2vYy = { (2v,¥)/¥¢ Ry

Df = (‘w ,"’w) =Rf = Df-\z Rf-;,

Un bosquejo de sus graficos se observan en la figura

siguiente
AY
/CVY:X
f 7
/
/

/
/ Fe
/7

/
/

Ejemplo 21.1.4 R = {(X,Y)/¥2=X-1
R™={(X,¥)/X%=¥-1} = { (X, 0)/9=x2+1)
Dy =(1,+®) ,Ry = (-@,+®) pues ¥*= X-1y asi Y=4Vx-1'
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Dyt = (-0 ,+w) y Rp=i= [1,+D)

Un bosquejo dé sus graficos se observan en la figura

siguiente

Ejemplo 21.1.5 R = [(X,Y)/Y2 =X-1 ,XZ 5}.DR =[5,+°°) =
RR-i .Para hallar el Recorrido escribimos Y© =X=1 ;yes decir,

Y2+1 = X25 entonces Y2+17/5 y asi Y27, L4 y sacando raiz

cuadrada.tenemos que |Y[z2 y asf Y (-0 ,-ZJU {2,+°°)
luego RR =(-0D ,-2’]U[2,+m) - DR-L
R { (X,Y)/X2 =Y-1 , IXIZ2B . Un bosquejo de sus graficos
se observan en la figura sjguiente
\ Y] ‘
P /("' Y: X
\/—- R /
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Observando los graficos de las relaciones anteriores
vemos que si doblamos la hoja por la recta ¥ = X ;R y
R~ coiciden ,es decir ,si dibujamos la grafica de la
relacidén R con tinta y antes de que la tinta se seque
doblamos la hoja por Y=X,0btenemos la grafica de R™
Estamos interesados en estudiar aquellas funciones

que son inyectivas,para que su inversa sea una funeidn ,
pues si consideramos por ejemplo f(X)= Xa,su inversa

es gtxj:gff'que no es una funcidn ,pues por ejemplo
(4,2)#(4,-2). y tienen el primer elemento igual.Un bos-
quejo de sus graficas se observan en la figura siguien-

Y

te

¢

En caso de que la funcion dada no sea inyectiva,podemos
restringir el dominio de la tuncion a un determinado
conjunto donde €sta sea 1nyectiva ; sin alterar su
recarrida_y asf poder hablar de la funcidén inversa en
tal conjunto .
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21.6 TEOREMA

Si f es una funcidén inyectiva,existe una y solo una funcidén
g definida sobre el recorrido de f y que satisface la ecua-
cién f(g(X))=X para todo X en el recorrido de f
Demostracién .Vamos a construir una funcidn g;sea XERf
entonces,tal funcié4n ha de tomar el valor de X para algun
elemento .Como f es inyectiva puede existir solamente uno
de tales elementos .Lo hemos llamado g(X).

Ahora demostremos que g es fQnica y para ello supongamos

que existe otra funcién h con la propiedad de que f(h(X))=X
para XeR, y veamos que son iguales .En efecto como f(g(X))=X
y f(h(X))=X para XﬁRf,ﬂtenemos que:f(g(X))=f(h(X)) y de
ésto concluimos lo deseado por ser f inyectiva .

21.7 DEFINICION DE FUNCION INVERSA.

Sea f una funcidén inyectiva.La inversa de f,simbolizada
por f't,es la Gnica funcién definida en el recorrido de

f y que satisface la ecuacién f£(f™X{X))=X para todo X en

el recorrido de f

Ejemplo 21.7.1 Hallar la inversa de f(X)=X>

Dy =Rp =Dg=t =Rpe-1= (-®,+0 ) .f es inyectiva pues si
f(X4q)=f(X;z) entonces X\B = Xz; y sacando raiz cidbica
Oobtenemos que Xy =Xz .

Para hallar la inversa pongamos X=f(f~ (X)) = (f'i(X))?
pues f(X):XD,luego[f_i(Xﬂ3= Xy asi f'l(X)zariﬂ

Tambien podemos hallar la inversa asi Y=x° entonces

X=Y3 y elevando a la 1/% tenemos que Yzf'i(X)=Vifj

Un bosquejo de sus graficas se observan en la figura
siguiente:

Ejemplo 21.7.2 Hallar la inversa de h(X)=2X+4

thRh=Dh—i =Rh-1 =(-0 "HD)
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» X

h es inyectiva;pues si h(Xy)=h(Xz) entonces 2X4+4 =2X,+4
y asi X{=Xaz .

Para hallar la inversa pongamos X= h(h'i(X)),con nuestra
eleccidén de h tenemos que h(h"kX))zah-l(X)+q =X y asi
hH(K)=(X-4)/2 .

La inversa la podemos calcular asi : Y¥Y=2X+4 entonces
X=2Y+4 y Y=h"'(X)= (X-4)/2 .

Un bosquejo de sus graficas se observan en la figura
siguiente




Ejemplo 21.7.3% Hallar la inversa de f(X)ﬂr§1

D= [0,+® ) =Rp-L. Ry =[0,+®@) =Dt

f es inyectiva,pues si f(X¢)=f(Xz2) entonces\r;r:V:?

y elevando al cuadrado tenemos que Xy = X3z

Para hallar la inversa pongamos X= f(f—L(X)) Vf’L(X)

y elevando al cuadrado obtenemos que f J'(X):X ; X€|0, + )
Un bosquejo de sus graficas se observan en la figura

siguiente

. /s
Ejemplo 21.7.4 Hallar la inversa de f(X)=(1-X7) +2

Dp =Ry =De-l= Re-t = (-t ,+0) e
f es 1nyect1va,pues si f(X4¢)=f(Xz) entonces (1-X}) +2 =

(1- Xz) +23luego (1- X‘)'r— (1- X‘f“y elevando a la quinta
obtenemos 1-X; _1—Xi y asi X1 = Xz'de donde podemos con-
cluir que Xq=X,,

Para hallar la inversa pongamos X=f£(£~1(X))= (1- (f'i(x)ff3+2
luego X-2 =(1—(f—1(X)?),e1evando a la quinta tenemos que
(X—2f=1—(f_l(X))3y asi (f“(x))”=1-(x-2)"y de ésto tene-

. _ 3 e
mos que f x) =\/1—(X—2)F
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Otra propiedad importante es que si f es inyectiva
f'l(f(X))zx para todo X en el dominio de f .En efecto:
Si X€D, ,f(X)€R, y asi f(f'I(f(X))):f(X) y como f es
inyectiva concluimos que f ~(f(X))=X

Que f'l(f(X))zx para todo X en el dominio de f,nos dice
que £71 geshace” el trabajo de f .La funcion f lleva X
a. £ vy f B devuelve f(X) a X .Ver grafico siguiente

{-‘L
"

/

&

”

v £(x)

__
2

Que £f(£7%(X))=X para todo X en el recorrido de f,nos

’

dice que f “deshace” el trabajo de £~* .La funcién f~!
lleva X a £~ (X) y f devuelve f'L(X) en X .Ver grafico
siguiente

\ £

F-L

Existe una relacion interesante entre la grafica de una
funcién inyectiva y la grafica de su inversa .Cada gra-
fica es la imagen especular de la otra,desempefiando el
papel de espejo la linea Y=X .En lugar de dar una demos-
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tracién formal,enviamos al lector a la figura siguiente

|
/7
Av Y= X
-4
[ ? /
(1108 ,\) ) /,l
(f0x) JW\L (x )JF
/ | J (x,+0)
(x,x) )
/7
» X
/
/

Como se sabe la gréfiba de f consta de puntos con coor-
denadas de la forma (X,f(X)).Puesto que f - tiene el
valor de X en f(X),la grafica de g1 estd constituida
por puntos de la forma (f(X),X).Tales puntos (X, f(X))
(f(X),X) son vértices opuestos del cuadrado sombreado

21.8 Ejercicios Varios

21.8.1 £(X) =V'X=1" Df=(1,+0) = R 3R, =[0,+)=D;-1
En efecto: Y:\/‘X':T’ y asi X 71,luego Dy =[1,+® )y Y

toma valores mayores o0 iguales a cero luego Rf =[O,+¢)).

f es inyectiva,pues si f(X;)=f(Xz) entonces VXFP:VX;-]'
y elevando al cuadrado tenemos que X{-1 = Xz-1 y asf Xy=Xgz
luego existe su inversa y la calculamos asf : V=V X=1;
elevando al cuadrado tenemos que Y2 =X-1 ,luego X=Y2 +1

y asi f-i(X)z XS +1 ,Xe{0,+0) . o te:
(fot~1)(X) = £(£ (X)) =£(x2 +1) =Vx2 +1-1" =Vx® =[x/=X
(£7E0)(x) = 7)) = VR = (VIR )2 41 =
X-1+1 = X ., Un bosquejo de sus graficas se observan en

la figura siguiente
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21.8.2 Sea f(X) = 2X+1 ,[X|&2 .D; = (-2,+2) =R;-t
Para hallar el recorrido escribimos Y= 2X+1 y despejando

X tenemos que X= (Y-1)/2 ,como |X|42 entonces |¥-1/,.2,
2 ~
es decir,|Y-1)&4 luego -4 & ¥-15 4 y asi concluimos que

-34Y4 5 entonces Rf = (-5,5‘.’: Df-l.

Esta funcidn es inyectiva en | X|¢2 j;pues si f(X4)=f(Xz)
entonces 2Xq+1 =2X,+1 y asi X1= Xz ,luego existe la inver-
sa .Sabemos que X= Y 1 y asi g3 (X)= X=1 Xef—} 5)

2

(fof">(x> f(f“(x)) f\(x-1)/2) =204=1)
(=L =t fex))= (ex+1) = 2x+1 1 =X
2

Sus graficas se observan en la figura siguiente

5 - / Y =X
F
7 VL
/L
- -2 /./1//////7
Y~ SN 5 >
7]
/Ly
/




21.8.3 f£(X) =X+3 ,xe[-3,1] D, = [-3,1] =R -1

Para hallar el recorrido de f escribimos Y=X+3% y asi
Y-2 =X ,luego Y-372, -3y Y-3&1 y asf Y30 y Y<4 ,luego
Yéﬁhq]entonces Re = [o,q] = Df-i

Como f es inyectiva tiene inversa .Sabemos que Y-3=X
entonces f‘kX): X-3 XELO,q]

(fof™1)(X)=2(£71(X))= £(X-3) =X-3+3 = X

(£7% £)(X)= £71(8(X))= 171 (X+3) =x+3-3 =X

Sus graficas se observan en la figura siguiente

-

/<-Y:X

21.8.4 £(X) = X°-=1 , ' X¢=1 . D; =(-o ,-1] = R,-1
Para calcular el recorrido de f haremos lo siguiente

Y =X2-1 ,despejamos X para obtener X =£V§:T‘,pero X es
negativo entonces X=_VF§:Tig -1 ,luego Vﬁfzﬁzw y de ésto
concluimos que Y70 y asi Re = [O,+w) .(Si VE_{_+_1'7/1 enton
ces Y+150 y Y+121 ,luego Y2 -1y Y20) .

f es inyectiva ;sabemos que X= -Viai1y asi f_i(X)=-\r;:F
para X[0,+00) ,

(£t ") (X)=f(£71(X))= £(-VK+1* )= (= VX+T )2-1 =X+1-1=X
(7% 0 (x= ) =21y == VxCarad —o(ax)= x

Un bosquejo de sus graficas se observan en la figura
siguiente
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21.8.5 £(X)= X°=1 ,Xz1 . D, =[1,+®) =R

f f >
El recorrido de f 1o caleulamos asi : Y= X"=1 ,X =V v+
como X es positivo X="VY+1 21 y la solucidén de esta
desigualdad es [O,+UD) =R, = D_~-1{

s g Al Y o

f es inyectiva ,sabemos que X=V Y+1 y asi f (X):V X+1
(£ 1) (X)=£(£ 1 (X))= £(VX+T )= (FX+1')%=1 =X+1-1=X
(£ £)(X)=£"1(e(x))=1" 1 (x2-1) = Vx2141 Vx? =x
Un bosquejo de sus graficas se observan en la figura
siguiente:

]///Fq
4//1¥

A
7/
2

v
x
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21.8.9 £(x) =—le x70 . D =(0,+0) =R.-1
1+X

Rf = (O,]] =Df—L

f es inyectiva ,luego existe su inversa .Como qui-?
1+X"

despgjgndo X tenemos que_.xth1;X' como X»O0 ,entonces

s—

/=Y e=d vy |/1=X
X\/L? y asf 77 (X ;’,.f

Un bosquejo de sus graficas se observan en la figura
siguiente

21.9 Funciones Circulares Inversas

Sabemos que las funciones circulares no son inyectivas ,

motivo por la cual para que su inversa sea funcién es ne-
cesario practicar alguna restriccion sobre el dominio de

la funcién dada ,conservando su recorrido .

21.9.1 Funcién Seno .Comenzamos con un nimero X en el in-
tervalo [-l.+f}..Aunque existe una infinidad en los que

la funcién Seno toma el valor de X,solamente uno de estos
valores se encuentra en el intervalo E%;%] y este nlmero
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dnico se escribe como arcsenX ,es decir,

Y zarcsenX si y solo si senY = X ; [ X|&1 ,|v]%& 9

La funcién Y = arcsenX ,[X[41 es la funcién inversa de la
funcién Y=senX . Naturalmente no es la inversa de la funcidn
completa,sino mas bien la inversa de Y=senX para |X|§‘v&

Sus graficas se observan en las figuras siguientes.

N - cll X \ - O\(‘):i’l\

21.9.2 Ejemplos

21.9.2.1 arcsenviizz=fl4 porque senm4=vZi2
21.9.2.2 arcsenitz-%2 porque sen )=~
21.9.2.3 arcsen4 =X porque senniz = 4
21.9.2.4 arcsenﬂz:@t porque senfle = 112

De la definicién concluimos que sen(arcsenX)=X para cada X
en [-1,1] y arcsen(senX)=X para cada X en{}WZ;IﬂgJ
21.9.2.5 arcsen(sennla)= N[4

21.9.2.6 arcsen(senmk)= 1%

21.9.2.7 arcsen(senzn)=arcsen(seno )= 0 ,Es decir el
arcsen(senzn) es el numero en el intervalo [:W,%;)para el
que,el seno toma el mismo valor,

21.9.2.8 arcsen(sem3)=arcsen(sennfy)= 0%

21.9.2.9 arcsen(senm)=arcsen(seno )=0
21.9.2.10.arcsen(sen’W9=arcsen(senn/)= /4
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21.9.3 Funcibén Coseno.Es inyectiva por ejemplo en el intervalo
[o, 1] , tomando entonces Y=cosX , Xcﬁﬂﬂ podemos definir su in-
versa como

Y=arccosX si y solo si X= cosY ,IXIL1 ¥y YGE")’T]

Sus gradficas se observan en las figuras siguientes .

7 '\ P \\ \
/ \
\
- I

21.9.4 Ejemplos

21.9.4.1 arccosV3fy= N/ porque cosnle=V3/2
21.9.4.2 arccos 1 = 0O porque coso =1
21.9.4.3 arccos(-f)= M porque cos T =-1
21.9.4.4 arccos(lizy="lb  porque cosia = L2

De la definicibén se sigue que cos(arccosX)=X para Xt(71,1]
y arccos(cosX)=X para Xe[0,T]

21.9.4.5 arccos(cosn)= N/4

21.9.4.6 cos(arccos4y)= LI>

21.9.5 Funcibén Tangente .Es inyectiva por ejemplo en Qﬂ%>'%j
tomando entonces Y= tanX para Xé[-M2f2) podemos definir

su inversa como

Y=arctanX si y solo si X=tanY X€&€ (- ,+®0) ,Y€& (”7/2'; "“)



Sus graficas se observan en las figuras siguientes

| Y - arcTonx

e e e e e
R

21.9.6 Ejemplos

21.9.6.1 arctant = n/4 porque tanm4=1

21.9.6.2 arctanit=-"Y porque tanemia)=-1

De la definicidn se sigue que tan(arctanX)=X para Xe(-,+00)
y arctan(tanX)=X para X € (-f/z, /)

21.9.6.3 tan(arctany )= %

21.9.6.4 arctan(tano )=0

21.9.6.5 arctan(tanws)= ">

"1.9.6.6 arctan(tan’4)= arctan(tancm)=-74

Las demas funciones se definen asi: .
21.9.7 Y=arcsecX si y solo si X= secY IXIy1 Y€ [o,02)J (71
21.9.8 YzarccotX si y solo si X=cotY Xé& (-cc,+cc) Ye(o,n)
21.9.9 Y= arccscX si y solo si X=cscY {X|z1 YE((—"/;,D)U(O,"‘/;)]

Sus gréficas se observan en las figuras siguientes .

_109..



1\
QOfccoT X
Areesex

. aresec X
r/F\

T4

~

Ty < g

e ¥ 2
v

2

L Ul
A

COT %A

- — e ———— —— — o —— — —————

2
1




21.9.10 Ejercicios varios

21.9.10.1 Hallar el valor de sen(larccos¢). En efecto:
Sea \“\ = arccos[-.blg) yentonces cosa =-3/5, Ae(nfzyn) .Sabemos
que sen2d m2sendcosy 3 cosy + senX =1 ysenly0 para o(é(ﬂ/i.,”)
luego send = Vi-cosi' = V1-(-35)"" =4/5, por lo tanto,
sen(2arccosf¥)= sen2X =2senqCcosX = L x HR (/) = L4 (2.5

21.9.10.2 Hallar el valor de sen(arcsen4fs+arctans/4)
En efecto: Sea« = arcsen4/s. .entonces senx =4/5 ;5 =arctan/4

entonces tansd =3/4 ,X,HE (0, ’7/2.) +S1 observamos los triangulos

¢ 4 6 i
5
A" 1 32
- sl

tenemos que cosX =Y5,Cc05/ =4/5,senp=35 y asl sen@+p ) =
senacos/ +cosasend = 4/5«<#/5 +3/5 x3/5 =(1619)25 = { ;1uego
sen(arcsendjs+tarctan?/q)=1

21.9.10.3 Hallar el valor de cos(2arctan5/z)
Sea A =arctansfz,entonces tanX =52 y L& (2,7} ,luego
co0S20 = coSW -senk =({4-25019 = -2419 y asi

|

cos(2arctanslz)= - 21)29

21.9.10.4 Hallar e! valor de cos(n +arctanz/s)
Sea &« =arctani/s entonces tanX =5y asi cos( n +tarctant/s):
cos(m +d)= -cos& = - 5/Va




21.9.10.,5 Hallar el valor de sen(2arctan?2)
Sea ® =zarctan2 ,entonces tanX=2 &€ (0,72) luego
sen(2arctan2)=sen2o =2senacosX = 2x2/V5 ~ V5 = 4/5

a 8
21.9.10.6 Hallar el valor de sec(arcsen(3s))
Sea ol = arcsen{/4) entonces senX =~3/4 y asi sec(arcsen(3j)=
seca = 4|V7
I NT
N
4\ |3
N\

21.9.10.7 Hallar el valor de sen(arccoséfd3arcsenvd/z).

Sea & =arccos@i)y /> =zarcsenvsk entonces cosd =Y,y senp=V2
luegoX=21> yp=1l5 y asi sen(arccos{h)3arcseni3z)= sen(*7s+b)=
-sennl> = -\V32

21.9.10.8 Hallar el valor de tan(arcseni/y+arctansis)

Sea o =arcsently ,/ =arctandly entonces sen«d =1» y tanpg = 4/3
o HECT2) y asi tan(arcsents +arctandl’) =tan(X +5) =
tanA +tann _ Wiy

1-tanXtanh {-1E «4[>

\

';l }

\
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21.9.10.9 ‘Demostrar que arctant+ arctanys=7/4
En efecto : Sea « =arctan #2, = arctan entonces tan<

tans =ﬂ3:i€¢””%tan@c+vﬁ) - tanx * tanp i+ wo
> \ X

1-tanatans L~taxh
como ,NE () —entonces «wné (0, ) y para que tan(x ¢4 )=1
debe darse que Ijg=o +> = arctansz+ arctan#s

21.9.10.10 Demostrar que para O X4 1 arcsenX =arccos 1-X2 =

arctan ——,
Viex*

En efecto: Sea send =X

. Vi-x2"
De la figura cos%:\/i-x"",tano\ =—=—=; y asf como sen« =X

entonces £ = arcsenX =arccostxL'=arctanvﬁiT.
21.9.10.11 Hallar X talque arctanX +arctanl =arctant/2
Sea K =arctanX, /A = arctanl entonces tanX =X ,tanp =1;

tuego tan(arctant/z)=7: =tan(arctanX +arctanl) =tan(xX +/ )=

X +
1 -« X

= 12 y de ésto 2X+2=1-X y asi X=-1/3

21.10 Funciones Hiperbflicas Inversas .
21.10.1 Y= senhX , es inyectiva en cualquier intervalo ;
su inversa se define asi:

Y =zarcsenhX si y solo si X =senhY

De la definicidn se sipue que senh(arcsenhX)=X y arcsenh(senhY).
Y . Un bosquejo de sus graficas se observan en la figuras
siguientes

21.10.2 Y= coshX .Esta funcidn es inyectiva por ejemplo
en [0,+0) y su inversa se define por
Y =arccoshX si y solo si coshY=X v X721,Y20

De la definicién se sigue que cosh(arccoshX)=X X721y
arccosh(coshY)=Y , Y20
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N= arcsenhy

y
K,
x /(}

N = COSh’Y_ :
\ > = orccoshx
1
/ i‘
0 i .

Las funciones tangente , cotangenfe ,secante y cosecante
hiperb6licas inversas denotadas por arctanhX ,arccothX ,
arcsechX ,arccschX se definen asi

21.10.3% Y=arctanhX si y solo si X=tanhY |X[{1 Y€ (@, +CP)
21.10.4 Y=arccothX si y solo si X= cothY | X171, |¥|>0
21.10.5 Y=arcsechX si y solo si X=sechY Y730 x‘(O:l]
21,1046 Y= arccschX si y solo si X= cschY (¥po , (x170

Sus grificas se observan en las figuras siguientes
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21.10.7 Algunas propiedades importantes .

21.10.7.1 arcsenhX = 1n(X +Vx*+1' ). xe (_az,+a))
e - -

En efecto; Si Y=arcsenhX entonces X=senhY = yluego

ezY-BXeT—1=O y asf eY = 2X *Vix*+ 4 =Xt\/§m, pero
2
e¥> 0 ,luego eY = X +VX? + 1'y ast ¥ =1n( X +VX® + 1)

i— ™
51.10.7.2 arccoshX = 1n(X +Y X% -1 )_ X1

Y. . &Y
En efecto :Si Y=arccoshX entonces X= coshY = =T € | Y50

<

luego e2Y-2xe' + 1 =0 y asi eV =
puesto que Y30 y X»! entonces e"»1 , es decir, e¥Y =

r4
XeVuXTo by WfTT

Xt\ﬁxz -1 no puede ser menor que 1 ,lo que hace imposible
el signo negativo y asf eY = X+¥YX? -1 ,es decir
Y = 1n( X +VX2 = 1)

En forma similar se demuestran las siguientes propiedades
21.10.7.3 arctanhX =1 1n(_4.i’.‘) JAXEQ

(4

21.10.7.4 arccothX =11n(’f_+_1) X151
v x-1/
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