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Resumen
Modelacién de Campos Magnéticos en Galaxias Tipo Disco

Los campos magnéticos son uno de los tépicos en astrofisica mas fascinantes y desafian-
tes de observar y modelar. Han sido observados en un rango amplio de escalas: galaxias,
cimulos galdcticos, planetas y estrellas a 6rdenes de los 1« G en el caso particular de las
galaxias. Hasta ahora, el mecanismo aw — dinamo es el més exitoso en explicar como los
campos magnéticos se prolongan en el tiempo en galaxias espirales. Esta teoria predice
campos con estructuras dipolares y cuadrupolares que han sido observados.

En el presente trabajo, se deduce la ecuacién de dinamo en el contexto tedrico de la apro-
ximacién de campo medio. Teniendo en cuenta el disco y halo galadctico que conforman
principalmente a una galaxia espiral; se soluciona la ecuacién de dinamo para estas es-
tructuras de manera independiente mediante una expansién en funciones propias. El
campo magnético se simula considerando propiedades como el perfil de alturas y dos
diferentes curvas de rotacion para el disco de la galaxia asi como se tienen en cuenta los
parametros asociados al campo en el halo.

En las simulaciones realizadas, se obtuvieron campos magnéticos en el disco que presen-
tan simetria axial, como se ha observado en galaxias espirales M31, IC 342 y NGC 253. De
la misma manera, las simulaciones obtenidas muestran estructuras cuadrupolares de la
componente poloidal del campo en el disco obteniéndose maximos de intensidades hacia
el interior de la galaxia, como se ha demostrado observacionalmente para la Via Lactea.
Se obtuvieron intensidades del campo magnético total entre los 3 G y 4 ;.G a distancias
radiales aproximadas de 8.5 kpc. Segtin las observaciones basadas en el efecto Zeeman en
las cercanias a la posicion Solar, en la Via Lactea, se estima que el campo magnético oscila
en intensidad en el rango de B ~ 2 uG a B ~ 10 uG.

Se implement6 un paquete de Python de c6digo abierto, denominado GalMag, para llevar
a cabo las simulaciones del campo magnético.

Palabras clave: Campos magnéticos:galaxias espirales, dinamos galacticos, curvas de rotacién.

Abstract

Modeling Magnetic Fields in Disc Galaxies

Magnetic fields are one of the most fascinating and challenging topics in astrophysics to
observe and model. They have been observed on a wide range of scales, from galaxies,
galactic clusters, planets, and stars to orders of microgauss (1.G) in the case of galaxies. So
tar, the aw dynamo mechanism has been the most successful in explaining how magne-
tic fields persist over time in spiral galaxies. This theory predicts fields with dipolar and



quadrupolar structures, which have been observed.

In this study, the dynamo equation is derived within the theoretical framework of the
mean-field approximation. Taking into account the galactic disk and halo, which prima-
rily constitute a spiral galaxy, the dynamo equation is solved for these structures indepen-
dently using an expansion in eigenfunctions. The magnetic field is simulated, considering
properties such as the height profile and two different rotation curves for the galaxy’s
disk, as well as parameters associated with the halo field.

In the conducted simulations, magnetic fields in the disk exhibit axial symmetry, as obser-
ved in spiral galaxies like M31, IC 342, and NGC 253. Similarly, the obtained simulations
display quadrupolar structures in the poloidal component of the disk’s field, with inten-
sity maxima towards the galactic center, as has been demonstrated observationally for the
Milky Way.

The total magnetic field intensities obtained in the simulations range between 3 G and
4 G at approximate radial distances of 8.5 kpc. Based on observations using the Zeeman
effect near the Solar position in the Milky Way;, it is estimated that the magnetic field va-
ries in intensity within the range of B ~ 2 uG to B ~ 10 uG.

An open-source Python package called "GalMag”was implemented to conduct these mag-
netic field simulations.

Keywords: Galactic magnetic fileds: spiral galaxies, galactic dynamos, rotation curves.
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1. Introduccion

Los campos magnéticos en galaxias son uno de los t6picos en astrofisica mas fascinantes
y desafiantes de observar y modelar. Estos han sido medidos y registrados a 6rdenes de
los G [1]. La relevancia de los campo magnéticos en la evolucién, formacién de galaxias,
la turbulencia del medio interestelar (ISM) entre otros fendmenos siguen atin sin enten-
derse de manera completa [2]. Gracias al avance en los métodos observacionales y el uso
de radiotelescopios de tltima generacién, se ha logrado una apreciacién mas precisa de
la fisica del medio interestelar, asi como de los campos magnéticos en galaxias cercanas
y, sobre todo, en la propia Via Lactea [3, 4]. Desde una perspectiva computacional, mo-
delar campos magnéticos en galaxias espirales requiere la implementaciéon de diversas
simplificaciones, y se han empleado diversos cédigos con este proposito. Ver las referen-
cia: [5, 6, 7].

El estudio de los campos magnéticos en galaxias se divide en tres etapas: formacién y ori-
gen, amplificacion y una tercera etapa que describe como el campo se prolonga en el tiem-
po y se ordena. Acorde a los paradigmas estandares, la formacién de campos magnéticos
en estructuras galdcticas puede darse mediante la amplificacién de un campo inicial mds
débil, una semilla, cuyo origen es primordial: en etapas tempranas del universo [8, 9] o
darse en épocas posteriores por ejemplo; mediante el mecanismo de Biermann en rema-
nentes de supernova [10] o en protogalaxias durante la formacién de estrellas [11].

La amplificacién de los campos magnéticos puede darse gracias a los mecanismos de di-
namos de corta escala (también denominados; turbulentos) [12, 2]; el campo resultante
de estos efectos es turbulento, cuya etapa en la cual se ordena puede deberse en parte
a la rotacioén diferencial de la galaxia. Modelos de evolucién galdctica muestran que tan
rédpido se amplifica el campo y se ordena [13].

Las galaxias espirales, incluyendo la Via Lactea, presentan campos magnéticos de larga
escala (también denominados, uniformes o regulares); estos campos son coherentes a es-
calas del orden de una galaxia [3]. El mecanismo mds prometedor capaz de mantener esta
clase de campos magnéticos en este tipo de estructuras es denominado: aw — dinamo; se
basa en la rotacién diferencial de la estructura (w) y a su vez los campos son ensortijados
(twisted) por las fuerzas de Coriolis (efecto — «) . La formulacién precisa de este proble-
ma se ha logrado mediante la teoria de campo medio. Esta teoria permite obtener solucio-
nes analiticas separando los campos en dos componentes: uno de larga escala y otro de
corta escala, tanto para el campo magnético B (x,t) como para el campo de velocidades
U (x,t) (ver seccion 2.4). Hasta la fecha, el mecanismo aw — dinamo se ha manifestado
de manera natural como una explicacién y generacién de campos en galaxias espirales,



como se describe en [14].

Los campos magnéticos en este contexto tedrico son descritos por m modos con diferentes
simetrias azimutales: axialmente simétricos; bisimétricos, cuadrisimétricos etc; asi como
cuentan con dos tipos de simetrias perpendiculares al disco galéctico: par e impar. Dife-
rentes modos pueden ser excitados, particularmente en galaxias tipo disco el modo mas
intenso es dado por una componente del campo toroidal axialmente simétrica (m = 0) y
una poloidal con simetria par [2, 7]. Los modelos de campo para galaxias tipo disco pre-
dicen que los campos turbulentos generados en la etapa de amplificacién se transforman
en campos de larga-escala en un periodo de tiempo aproximado de 10 Gyr [15].

Finalmente, de forma cualitativa el campo magnético total de una galaxia B,,; puede re-
presentarse como la suma cuadrética del campo ordenado (regular) B,,, generado por el
mecanismo aw — dinamo y una componente turbulenta B, generada por los mecanismo
de dinamos de corta escala. Los campos B,.q pueden enredarse (tangled), asi existe otra
componente B,,,, de 6rdenes de magnitud comparables a B,,,. Los campos de corta es-
cala son de suma importancia para la evolucién de campos magnéticos en galaxias; sin
ellos la variaciéon temporal de B,,; tomaria mucho mas tiempo [2].

Este trabajo se enfoca en modelar el campo magnético en el disco y halo de una galaxia
espiral mediante la expansiéon de B (x,t) en funciones propias. Se emplean propiedades
caracteristicas de este tipo de estructuras, como un perfil de altura del tipo exponencial
para el disco galdctico, junto con aquellas relacionadas a la rotacién galdctica, como la
curva de rotacion y el shear rotacional. Se implement6 un c6digo de libre acceso escrito
en Python, llamado GalMag, para modelar el campo magnético y obtener algunas distri-
buciones de interés.

La estructura del trabajo es la siguiente: En el capitulo 2, se realiza una revisién de las
ecuaciones de Maxwell en el contexto de la magnetohidrodindmica ideal y a partir de
estas se deduce la ecuaciéon de induccién para el campo magnético; se revisan las ecua-
ciones de Navier-Stokes para fluidos viscosos junto con los aspectos fundamentales de la
aproximacién de campo medio para el mecanismo aw — dinamo, lo que permite deducir
la ecuacién de dinamo. En el capitulo 3, se expone una solucién a esta para abordar el
disco galéctico y el halo en el contexto de las galaxias espirales, considerando el enfoque
cinematico. En el capitulo 4, se concluye el trabajo realizado resumiendo los resultados
obtenidos durante su desarrollo.



2. Preliminares

Las ecuaciones de la Magnetohidrodindmica (MHD), el conjunto de ecuaciones de Navier-
Stokes y la ecuaciéon de dinamo constituyen el fundamento tedrico del mecanismo aw —
dinamo, entendido como un problema auto-consistente. En este capitulo se revisan las
leyes fundamentales de la electrodindmica como Ley de Ohm, Ley de Ampere, Ley de
Faraday hasta obtener las leyes de Maxwell restringidas en la secciéon 2.1. A partir de estas
ecuaciones se deduce la ecuacion de induccién y posteriormente se define el niimero de
Reynolds magnético, secciones 2.2 y 2.2.1. En la seccién 2.3, se realiza una revision de las
ecuaciones de Navier- Stokes resaltando la influencia de las variables termodindmicas y
en como se acopla el campo electromagnético. Por dltimo, en la seccién 2.4, se deduce la
ecuacién de dinamo utilizando la teoria de campo medio.

2.1. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell son el fundamento de la teoria electromagnética y por lo tanto
también para la teoria Dinamo. Las ecuaciones estan escritas como:

1 OE
B— )+ -2 2-1
OB
VxE=-" (2-2)
V.B =0, (2-3)
vV.E=" (2-4)

€
E se mide en unidades de: N-C™!, B es el campo magnético medido en unidades de:
(Tesla = N - A~' -m™'), J densidad de corriente eléctrica medida en: (A - m~2). En estas
unidades, la permeabilidad en el vacio es igual a: ji9 = 47 x 107" NA~2. ¢ es la velocidad
de la luz en el vacio, p. es la densidad de carga y € es la constante dieléctrica (en el vacio
adquiere un valor de: ¢y = 8,854 x 107'2C? - N~1-m™?). La permeabilidad y la constante
dieléctrica estan relacionada mediante: g = 1/c%.

La ecuacién 2-1, es la ley de Ampere que se interpreta como las corrientes eléctricas son
las fuentes de los campos magnéticos, el segundo término del lado derecho es la corriente
de desplazamiento. La segunda ecuacién 2-2, es la forma diferencial de la ley de Fara-
day donde a partir de variaciones temporales de campos magnéticos es posible generar
campos eléctricos. La ecuacién 2-3, se interpreta como la imposibilidad de los monopolos
magnéticos y la expresion 2-4, sobre las fuentes de campo eléctrico que pueden ser dis-
tribuciones de cargas positivas o negativas. Las ecuaciones de Maxwell dicen como las
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cantidades p. y J generan los campos E y B [16].

En MHD, se suele realizar la aproximacién cuasi-estdtica para despreciar el término de
corrientes de desplazamiento en la ecuacién 2-1. Para ver esto, sea 7 un tiempo de escala
en el que varian los campos E, B y £ una longitud de escala del sistema en consideracién
[17,18]. En la aproximacién se asume que 7 es muy grande en comparacién con (£/c), de
acuerdo a 2-2 se tiene:

L
E|l~—=|B] 2-5
[E|~ 2B (2-5)
teniendo en cuenta 2-5 y comparando los términos en 2-1:

|OE/ot| _ |E|/T _ r?
2|VxB| &|B|/L™ 2T

< 1, (2-6)

ast: (£/T)? < ¢%; 1a evolucién de los campos es muy pequefia en comparacién con la ve-
locidad de la luz viajando a través del sistema en consideracién. Bajo esta aproximacion,
las ecuaciones de Maxwell en efi contexto del MHD adoptan la forma:

V xB=y], VxE:—a—B, (2-7)
ot
V.B=0, v.E=". (2-8)

€

Otra ecuacion fundamental de la teoria del electromagnetismo es la ley de Ohm [19, 20],
esta ley, que depende del material y se mide localmente en él, relaciona la densidad de
corriente J y el campo eléctrico E mediante:

J = oF, (2-9)

donde ¢ es la conductividad eléctrica del material medida en: (A-V ! -m™!). Las cantida-
des J’ y E’ son medidas en el marco de referencia que se mueve junto con el fluido a una
velocidad u.

2.1.1. Invarianza y Transformacién de los campos

En MHD es necesario definir adecuadamente las cantidades fisicas como la densidad de
corriente, el campo eléctrico en puntos locales sobre el fluido y ver como estas se relacio-
nan, un ejemplo es dado por la ecuacion 2-9. Para hacer estos se debe tener en cuenta un
marco de referencia comoévil con el fluido y observar como las cantidades fisicas transfor-
man adecuadamente desde un punto de vista relativista.
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Dado que las ecuaciones de Maxwell son invariantes relativistas se considera la transfor-
macién de los campos eléctrico y magnético y demads cantidades fisicas usando cuadri-
vectores. Definimos el cuadri-vector posiciéon dado por 2* = (ct,x). Se define la métrica
con la signatura (+,-,-,-) dada por: g, = ¢*” = diag(1,—1,—1,—1). El operador derivada
parcial covariante esta definido:

1
0= (00 V), (2-10)

utilizando la métrica se tiene que el operador (2-10) contravariante es:
1
o = (=0, —V). (2-11)
c

Supongamos que en un marco de referencia K el cuadri-vector posicién esta definido
por: z# = (ct,x) = (2°,2"). Dado un sistema de referencia inercial K’ que se mueve con
velocidad u respecto al sistema K coincidiendo en ¢ = 0 y los ejes alineados a este. El
cuadri-vector posicién en el sistema primado esta dado por: 2'* = (ct’,x’) y relacionado
mediante un transformacién de Lorentz con las componentes de z# asi [21]:

0 __ 0 __ Q _
2 =y (2 = =) (2-12)
) 'u
X =x,. (2-14)
Donde 7(u) es el factor de Lorentz:
1
() = (2-15)

/1 - (u2/02)7

y los subindices || y L denotan las componentes paralelas y perpendiculares del cuadri-
vector posicién al vector velocidad relativa u, respectivamente.

Para obtener una formulacién en términos de cuadri-vectores del electromagnetismo se
define el cuadri-vector potencial vectorial y el cuadri-vector densidad de corriente como:

A" = (¢, cA), (2-16)
i* = (p.J/c). (2-17)

El vector potencial A y el potencial electrostatico ¢ son definidos mediante:

B=V xA, (2-18)

0A
Vo= -E- 0 (2-19)
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Definimos el tensor electromagnético F),, por:

F,., =0,A,—-0A, (2-20)

este tensor tiene el cardcter de ser anti-simétrico. Junto con 2-20 se tiene su dual dado por:
* 1 ro

Fr = 56# PFyg, (2-21)

e"P es el tensor anti-simétrico de Levi-Civita. En términos de las cantidades 2-17, 2-20 y
2-21 las ecuaciones de Maxwell quedan escritas como:

O F" = 3" /e, (2-22)
8, =0 (2-23)

y la conservacién de la carga por:
d,g" = 0. (2-24)

Finalmente aplicando las Transformaciones de Lorentz al tensor electromagnético F),, se
obtienen la transformacion de los campos eléctricos y magnéticos:

E| =E|, (2-25)
B, =By, (2-26)
E| =~(u) (EL +uxB), (2-27)
, x E
B, = (u) (BL S ) . (2-28)
Las densidades de carga y corriente van a transformar de acuerdo a:
P =) (p—J-u/c), (2-29)
Jﬁ =7(u) (JH - up) ) (2-30)
Ji=J. (2-31)

De una forma mas compacta podemos escribir la transformacién de los campos como

[18]:

E=(1- v(u))uUQ u+y(u) (E+uxB), (2-32)
B = (1 —y(u))“u'fuﬂ(u) <B - “:QE) (2-33)

A bajas velocidades tal que: © < ¢ tenemos que los campos, la densidad de corriente y
carga van a transformar de la siguiente manera:

E=E+uxB, (2-34)
B =B, (2-35)
P =p, (2-36)

J=]—up (2-37)
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En la dltima ecuacion el término up se puede despreciar debido a un anélisis dimensional
y por lo tanto J' = J, asi la ley de Ohm 2-9 en el sistema de referencia del laboratorio toma
la forma:

J=0(E+uxB). (2-38)

2.2. Ecuacion de Induccion

El campo eléctrico se puede reescribir a partir de 2-38 de la forma:

E:l—uxB.

g

De la ley de Ampere 2-7, la ecuacién anterior queda escrita como:

E-V*B_ L «B (2-39)
Uo
reemplazando esta forma del campo eléctrico en la ley de Faraday 2-7, obtenemos:
0B
Fr V x (u x B) +nV?B, (2-40)

esta es la ecuacion de induccién que gobierna la evolucién del campo magnético. La di-
fusividad magnética es definida como: n = 1/op.

2.2.1. Numero de Reynolds Magnético

Un pardametro ttil para distinguir situaciones en las cuales domina més el término difusi-
vo o la parte convectiva en 2-40 , viene dado por el nimero de Reynolds magnético Rm.
Alhacer la razén entre los dos términos del lado derecho en la ecuacién de induccién 2-40
mediante un anélisis dimensional dado de la siguiente forma:

|Vx(uxB)| JuxB| VB VL

Y R =—, (2-41)
| V2B | n|VxB[ aB/L 1
Se define el ndmero de Reynolds magnético como:
Rm = V—E, (2-42)
n

con £y Vlalongitud y velocidad caracteristicas del sistema en consideracién. Si Rm < 1
entonces el término difusivo es mayor que la parte convectiva en la ecuacién de induccién
acorde con 2-41. Asi, la ecuacién 2-40 y el campo eléctrico 2-39, quedan escritas como:

OB
=1V, (2-43)

E =1V x B. (2-44)
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las ecuaciones anteriores sugieren que el campo magnético va a decaer en un tiempo de
difusién dado por: £?/n. Por el contrario, si Rm > 1 las ecuaciones 2-40 y 2-39, quedarian
escritas como:

OB
5, =V x (uxB), (2-45)
E=—uxB. (2-46)

Estas ecuaciones serian las que dominarian los efectos en el caso en que la conductividad
es considerada infinita (¢ — 00). Equivalentemente, en este limite 2-45, se puede reescribir
como:

%_1: +(u-V)B=(B-V)u-B(V-u), (2-47)
Cfl—]: =(B-V)u—B(V-u), (2-48)

donde d/dt = 0/0t+u -V es la derivada convectiva. La ecuacién 2-48, se interpreta como
el flujo de campo magnético a través de cada loop que se mueve con el fluido es constante
[22, 1]. Utilizando notaciéon de indices se tiene:

_— —_— BZ 5 2'49
dt J a.’ll'j 3:15]- ( )
dB; Oou; 1_ Ouy 2 Ou;
‘=B | — —=6,— | — =B,—Z~, 2-50
dt ! (8a:j 3 ka) 3 Oz, (2-50)
a partir de la siguiente definicion: o;; = du;/0x; — 36;;0u;,/Oxy; se tiene que 2-50:
dB; 2 Ou;
!~ B.o.. ——-B.—2L 2-51
dt 394 37" 0x;’ (2-51)
(2-52)
Teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad 2-57:
dp Ou,
or_ 20 2-53
se obtiene:
B, 2 B;
4B =B . @ (2-54)

TR AN YT

El primer término del lado derecho en 2-54, describe como las lineas de campo magnético
se extienden (”stretching”) gracias a fluidos con shear o vorticidad. El segundo término
del lado derecho de la ecuacién 2-54, expresa la compresion adiabdtica o expansién del
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campo magnético si V-u # 0. Por ejemplo, una regién de densidad uniforme p y volumen
V' que estd siendo sometida a un colapso o expansién homogénea tal que: 0;,; = 0,y
V -u = C(t); la expresion 2-54, toma la forma:

dB 2 [d

E2 % (2-55)

B 3 p
por lo tanto: B ~ p?/3 ~ V=23, Asi, el campo magnético se amplifica con el colapso
gravitacional mientras que en una expansion decrece (ver [1]). En notaciéon vectorial, la
ecuacion de induccién 2-48, teniendo en cuenta 2-57, puede escribirse de manera alterna-

tiva como: p
ol _E [ =.V)u 2-56
dt (p> (p ) W ( )

esta ecuacion es un forma alternativa a la ecuaciéon de induccién en el limite de: Rm > 1.

2.3. Ecuacién de Continuidad y Navier-Stokes

Una vez realizada la discusién acerca de la aproximaciones necesarias en las ecuaciones
de Maxwell para obtener la ecuacién de induccién del campo magnético y su posterior
enfoque en una teorfa de campo medio, se procedera a estudiar las ecuaciones que gobier-
nan el movimiento de los fluidos viscosos. Antes de introducir el campo electromagnéti-
co en las ecuaciones de movimiento de Navier-Stokes a través de la fuerza de Lorentz, se
escribiran estas de manera tal que se resalta la influencia de las variables termodindmicas.

La ecuacién de continuidad viene dada por:

ap B
% + V- (pu) =0, (2-57)

la cual hace referencia a la conservacion de masa del fluido. Si se considera un volumen
representativo en el fluido, se hace referencia a que no existen fuentes ni sumideros en
el sistema considerado. Esta ecuacién se puede escribir en componentes de la siguiente

forma:
Op  Olpur)
ot 81‘k
La ecuacién de Navier- Stokes en su forma més general y escrita en componentes viene
dada por:

8ui+u ou; __8p+i 8ui+3uk_25‘%
P ot k@xk Oz Oxy n Oox, Ox; 3 m@xl

+ i <C5zk%> — 0% + F;, (2-59)
x ox;

= 0. (2-58)
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donde p es la presion, ® el potencial gravitacional, F un fuerza externa (por ejemplo: la
fuerza de Lorentz). En la ecuacion 2-59, se hace uso de la definicion del tensor de esfuerzos
expresado en componentes y definido como [23]:

ou; Ou, 2. Oy oy,

02y + oz, §5zka—xl> + C5ika—ml~ (2-60)
Donde las funciones ( > 0y n > 0 son los coeficientes de viscosidad que dependen de la
presién y temperatura. Por lo general estas funciones no son constantes en el fluido y de-
penden del vector posicién por lo tanto, el operador gradiente en la ecuacién 2-59, opera

sobre estas cantidades.

Oir = —pi + 1 (

Sin embargo, en la mayoria de casos ( y n no varian demasiado en el fluido y, en primera
aproximacién, pueden tomarse como unas constantes, de manera que; salen del opera-
dor gradiente. Con estas consideraciones la ecuacién de Navier - Stokes escrita de forma
vectorial es:

D |

p (Fl;) =—Vp— pV® +nV3u + (C + 577) V(V-u)+F, (2-61)
D

P (ﬁ) — _Vp—pVd+F4 V-0, (2-62)

recordando que D/Dt = 0/0t+u-V esla derivada advectiva y o es el tensor de esfuerzos
viscoso. Para los fluidos incompresibles V - u = 0, la ecuacién de movimiento 2-61, toma
la forma:

D
P (F?) — _VUp— pVd 4+ yV?u + F, (2-63)
y el tensor de esfuerzos 2-60, para fluidos incompresibles es:

ou; Ouy
ik = —POik + 1) ((9% + axi) ;
donde se observa que el tensor viene tiinicamente determinado por uno de los coeficientes
de viscosidad. Se suele trabajar con la razén v = 1/p y se le denomina viscosidad cinemdtica
y al coeficiente 7 se le suele llamar viscosidad dindmica. En la ecuacion de Navier-Stokes 2-

63, el término F hace referencia, en el contexto del MHD, a la fuerza de Lorentz; en este
casoF = J x B.

(2-64)

Se reescribira la ecuacion de Navier-Stokes en términos de cantidades termodindmicas,

que varian de manera espacial mucho menos que p y p; para ello se definen las siguientes
relaciones dadas por:

h =e+ pv, (2-65)

Tds = de + pdv. (2-66)
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Donde se ha definido h como la entalpia especifica, v = 1/p como el volumen especifico,
s la entropia especifica y 7" la temperatura. Asumiendo que los calores especificos ¢, y ¢,
son constantes en todos los procesos considerados, cumplen con las siguientes relaciones:

T = h, (2-67)
T =e. (2-68)
Si estas cantidades no son constantes cumplen: dh/dT" = ¢, y de/dT = c¢,. Segun las
ecuaciones 2-67 y 2-68 la ecuacién 2-65 admite una reescritura dada por: (¢, —¢,)T = p/p.

La ecuacién 2-66, puede reescribirse como: ds = ¢, (¢, — ¢,) pdT'/p — (¢, — ¢,,) dp/p, para
finalmente obtener una expresion de la entropia dada por:

s=c,Inp—c,Inp+C. (2-69)

Dada estd ultima expresion, el gradiente de presion en la ecuacion de Navier- Stokes
puede escribirse como:

1 1
~Vp = BVIDp _P [—Vs + C—len p] (2-70)
P P P LG C
1 1
_w [—Vs VI p} _ e {_vS VI p] , @-71)
P LS “r

cony = ¢,/c, y ¢s la velocidad adiabética del sonido. La expresion 2-71, permite reescribir
la ecuacioén de Navier-Stokes 2-62. Con estas ideas en mente, la evolucién del campo de
velocidades u, del logaritmo de la densidad In p y entropia especifica s son descritas por
las siguientes ecuaciones:

1 1 1
(@) = [—Vs + Vlnp} —Vo+ -F+-V-(2p0), (2-72)
Dt Cp PP
Dlnp
( D ) =—-V-u, (2-73)
Ds
— ) =2ve? 4+ T + pA. -
(Dt> vo:+ T +p (2-74)

La ecuacién de continuidad 2-73, se ha reescrito teniendo en cuenta que: V - (pu) = pV -
u+u- Vpy el tensor de esfuerzos viscoso o en componentes esta reescrito como:

1 <8ui our, 2 8ul>

ik — < ——(Si - 2-75
Tik 21/ 8xk+3xi 3 kaxz ( )

En caso de tener en cuenta el coeficiente adicional de segunda viscosidad ¢, a la di-
vergencia del tensor de esfuerzos en la ecuacion 2-72, se tiene que reemplazar por :
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%(2yp0' + pC6;V - u) y el término 2ve? de la ecuacién (2-74) por: 2ve? + ¢ (V-u)*. T
y A son las funciones de “calentamiento’, heating y ‘enfriamiento’, cooling respectivamente.

Utilizando la entalpia especifica i en vez de la densidad p como variable dependiente, se
permite reescribir el gradiente de la presién como:

1
—;Vp =TVs — Vh, (2-76)

esta reescritura es particularmente ttil en caso de tener un fluido barotrépico o que la
entropia sea aproximadamente constante, adicional si se tiene un potencial gravitacional
® entonces el potencial de entalpia dado por H = h + ® se puede utilizar como variable
dependiente. En la btisqueda de una reescritura de las ecuaciones 2-72, 2-73 y 2-74 en
términos de h se parte del hecho que:

DInh v Ds Dlnp
el — 2-77
D et TV @77)
y T'Vs = (h/c,) Vs, por lo tanto las ecuaciones de evolucién toman la forma:
D 1 1 1
) IVp Ve SF 4 SV (2p0), (2-78)
Dt p PP
1 1
= (h/c,) Vs —Vh =V + ;F + ;V - (2p0), (2-79)
D h 1 1
(—“) = -VH+ ~Vs+-F+ -V (2p0). (2-80)
Dt Cp p p

Teniendo en cuenta que 7" = h/c,, la ecuacién para la entropia especifica toma la forma:

D(s/c,) 1 9
ZNTP) 269 I -
D1 h{ vo® + 1 + pA}, (2-81)

tinalmente, la ecuacién de continuidad 2-73, puede ser escrita en términos de H de la
siguiente forma [24]:

—— =u-V® h
Dt u + v

Los términos I' y A son de especial importancia ya que; en el caso de turbulencia inter-
estelar la cual es debida a las explosiones de supernova se inyectan ciertas cantidades
de energia térmica [ pI'dV en cada explosion; pueden ocurrir procesos de enfriamiento
no-locales mediante A(T") y locales por conduccién térmica y difusién radiativa [24]. En
general, el estado de un plasma puede ser descrito mediante la densidad de masa total
p(x,t); el momento por unidad de volumen pu(x,t), la presién p(x,t), el campo eléctrico
E(x,t) y el campo magnético B(x, t).

DH D
M - ciV . Uu. (2-82)
Dt
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2.4. Teoria de Campo Medio

El campo magnético de gran escala en galaxias puede ser descrito mediante el mecanismo
aw — dinamo donde el campo es regenerado de manera continua por la turbulencia a y
la rotacién diferencial (2, efecto inicialmente discutido por Vainshtein, Ruzmaikin [25] y
Parker [26]. Teniendo en cuenta este enfoque, la teoria de dinamo en el contexto astrofisi-
co se estudia mediante la aproximacién de campo medio para describir los efectos de la
turbulencia, particularmente, en este trabajo la evolucién del campo se estudia en el régi-
men cinemdtico [22, 27,28, 29,17, 30, 31]. En esta seccién se aborda una descripcién clara
de los aspectos fundamentales de la teoria.

La idea de una teoria de campo medio es expresar B y U implicados en la ecuacién de
induccién en términos de las componentes a larga escala (B, U) y pequefia (u, b) (6 en
términos de una componente media y una parte de fluctuacién aleatoria de los campos),
ver por ejemplo: [22, 27] para una descripcién mds detallada de la teoria en el contexto de
la magnetohidrodindmica. Se tiene que:

B =B +b, U=U+u (2-83)

Se hara uso de las relaciones Reynolds [27], en las cuales dados dos campos By y B, se
tiene que:

=
Il
=
o
Il
<]
Il

B: + B, = B, + B., , 0. (2-84)
El,iEQ,j = El,iEQ,ja EZUJ =0. (2'85)

Se asumira que el promedio conmuta con los distintos operadores, por ejemplo:
9B 0B 9B 0B

(2-86)

Ahora, dividiendo los campos en la forma dada por 2-83 y promediando la ecuacién de
induccion 2-40, se obtiene:

%—? —V % (UxB)+7V°B (2-87)
OB — — -
Esz(UjLu)x(B—l—b)jLnV B, (2-88)

utilizando 2-84 y 2-85, el promedio del primer término da como resultado:

xb+uxB+uxb (2-89)
uxb (2-90)

+
_|_
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entonces, la ecuacién de induccién admite un reescritura para los campos medios dada

por:

EZVX(UXB)—FVXE:—G—?]VB, (2-91)
de manera tal que 2-91, es la ecuacién de induccién media para el campo magnético don-
de el nuevo término dado por: £ = u x b, conocido como una FEM promedio, es fun-
damental en el desarrollo de la teoria. Por ejemplo, si se promedian las ecuaciones de

Maxwell se tiene que:

V x B =], VxE= —%—f, (2-92)
V-B=0, j:a(ﬁ+Ux§+uxb), (2-93)

entonces para determinar las cantidades E, B y J, no solo es necesario conocer el campo
U sino también €.

Algunas consideraciones sobre la cantidad &, reemplazando 2-83 en la ecuacién de induc-
cion, se obtiene:

5~V (Uxbuxh) ¥ = TR Vo (UxBruxB) VB, (299

V- (B+b)=0. (2-95)

Estas ecuaciones determinan el campo b en un cierto punto espacio-temporal si B, Uy u
son conocidos en cierta vecindad del punto de interés junto con condiciones iniciales y de
frontera sobre el campo b . De esta manera, se puede inferir que la FEM promedio & es
un funcional de las cantidades medias B, U y de las propiedades estadisticas del campo
u. Adicional, su dependencia funcional con B es lineal, lo cual es cierto también para la
FEM promedio &. Se asumird un punto de vista en el cual el campo b y la FEM prome-
dio € deben su existencia a la cantidad media del campo magnético B y su interaccién
con el campo de velocidades fluctuantes u por lo tanto, se asume el funcional £ como
homogéneo y lineal de B [17, 27, 22].

2.4.1. Forma funcional de la FEM promedio £.

Ya que el campo € es un funcional de los campos B, U y u. Considerando homogeneidad
del campo u entonces la variacion espacial de £ dependerd de B y sus primeras derivadas
espaciales. Dado el caracter vectorial de £ estd se suele expandir como:
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_ _ OB.
axk

donde «;; y 5;jx son componentes de ciertos tensores a y 8 gobernados por las propie-
dades del campo u [32]. Sustituyendo 2-96, en la ecuaciéon de induccién media 2-91, se
obtiene que:
dB; 0 — = — OB, —
= i— WU 1By, + o By + Begm——o + ... | + nV?B,. 2-97
ot €ijk 8xj (Ekl ! kBi 4 B oz, ) n ( )
Para fluidos sin ningtin tipo de simetrias las cantidades a y /3 permiten cualquier variedad
de efectos complicados, en el caso mas sencillo es considerar estos tensores isotrépicos,
es decir:

jj = 0y, Bijk = Beijk, (2-98)
con a y 3 constantes, asi la ecuaciéon 2-97, toma la forma:

B - — _ _
aa_t =V X (U X B) +aV x B+ VB + nV°B. (2-99)
En esta formulacién mas sencilla, 8 es una contribuciéon adicional a la difusividad del
campo magnético. Si 3 >> 7 donde se desprecian los efectos de la difusividad magnética
7, se tiene que:
OB o o
EZVX(UXB)—{-O&VXB—I—ﬁVB, (2-100)

adicional, si se desprecia la influencia del campo de velocidad medio, es decir U = 0, la
ecuacién anterior toma la forma:

%—E’ = aV x B + V?B. (2-101)

Dado que la cantidad € es un pseudo-vector, la constante « es un pseudo-escalar mientras
que 3 es un escalar por lo tanto para campos isotrépicos, homogéneos y simétricos bajo
reflexiones se tiene que o = 0.

2.4.2. Ley de Ohm Media

Dada las ecuaciones 2-93, y asumiendo: U = 0 se tiene que:

]:U(E+uxb>:0(ﬁ+a§+BVx§), (2-102)

ya que; J = 1V x B, la anterior ecuacién queda escrita como:
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=0 (E4+aB+ 3V xB), (2-103)
=0 (E+ aB) + oBy]. (2-104)

S | o |

Luego la ley de Ohm para campos medios es determinada por:
J =07 (E+aB), (2-105)

donde o7, es conocida como la conductividad turbulenta y es dada por:

g

et (2-106)

or
Para el caso de campos sin simetria bajo reflexiones, a # 0, la fuerza electromotriz aB
es paralela (o > 0) o anti-paralela (¢ < 0) al campo B. Este nuevo efecto, debido al
movimiento turbulento, es conocido como el efecto o — dinamo.

2.4.3. Ecuacién de Evolucién para el Campo b

Para determinar las cantidades a y 3, se empezara por obtener un expresiéon para el cam-
po b teniendo en cuenta que se despreciara la influencia del campo de velocidad medio,
es decir, U = 0. Al restar las ecuaciones 2-94 y 2-91, se obtiene:

aa—l;:VX(ux§+G)+nV2b V-b=0. (2-107)
donde G = u x b — u x b, es un término no lineal en las fluctuaciones. La idea es que a
partir de estas dos ecuaciones determinar el campo b, para hacer esto se suelen despre-
ciar términos no lineales relacionados en la expresiéon G, aproximacién conocida como:
aproximacion de correlaciéon de segundo orden SOCA, por sus siglas en inglés, asi las
ecuaciones 2-107, se reescriben como:

ob -

5 = VX (ux B) 4+ nV?b, V-b=0. (2-108)
Adicionalmente, el problema se restringird a dos casos limites de importancia fisica. El
primero de ellos, es despreciar los términos disipativos en la ecuacién anterior asi, 2-108,

se aproximan al siguiente sistema de ecuaciones:

ob

S = Vx(uxB), V-b=0. (2-109)
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En el segundo caso, los términos disipativos se consideran grandes tal que en algin ins-
tante de tiempo el campo b es estacionario, es decir, la derivada temporal del campo es
cero, asi 2-108, se aproximan a:

nV?b = -V x (ux B), V-b=0. (2-110)

En esta etapa del razonamiento es bueno introducir dos escalas de variacién del campo u,
es decir, un tiempo de correlacién 7., y una longitud de correlacién £. En el primer caso
es caracterizado por la desigualdad:

EQ
Teor K ?a (2_111)

esta aproximacién se distingue como el limite de alta conductividad. Por otro lado, el
segundo caso es caracterizado por la siguiente desigualdad:
EQ

Teor 22> — ) (2_1 12)
n

limite de baja conductividad.

Finalmente, en el primer limite de alta conductividad en el que Rm > 1, se puede asu-
mir que las correlaciones entre b y u son de corta duracién que se pueden despreciar,
aproximacién valida para cuando el ntiimero de Strouhal, definido por: S = ur../L, €s
pequeiio. Teniendo en cuenta estas condiciones, la solucién aproximada a 2-109, [17]:

b ~ 7.,V X (u X E) , (2-113)

a partir de esta ecuacion, se pueden evaluar los tensores o y 3; para un flujo turbulento
isotrépico se tienen los siguientes resultados muy conocidos en la literatura [27, 17, 33]:

o= —703‘"" u-V X, (2-114)
B = —703‘” . (2-115)

La ecuacién 2-114, evidencia un fuerte nexo entre a y la cantidad h = u - V x u, conocida
como helicidad. Reemplazando 2-115, en la conductividad turbulenta o7, se tiene:

g

(2-116)

O'T = — :
1 Y
1+ p0 u? 7o

esta expresion demuestra que or es mas pequefia que la conductividad o.

En el presente trabajo se aborda el problema de modelar un campo magnético en una
galaxia tipo disco, en particular para una galaxia espiral bajo unos parametros dados. En
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las galaxias espirales se puede distinguir tres principales componentes: un bulbo, un disco
y un halo. En el bulbo se concentran gran niimero de estrellas de manera similar a como
sucede en las galaxias elipticas. El disco galactico estd constituido por estrellas, polvo y
gas. Una caracteristica distintiva de este tipo de galaxias son sus patrones espirales en el
disco, en la mayoria de los casos este patrén consiste en dos brazos retorcidos (twisted)
en direccién de las agujas del reloj cuando la galaxia es observada desde el polo norte
[29]. Tanto el disco como el patrén espiral se deben a su rapida rotacién; el sol se mueve
alrededor del centro galactico a una velocidad aproximada de 220 km - s~!. Finalmente,
los dos tipos de estructura antes mencionados estan rodeados de un halo masivo esferoi-
dal, esta estructura se puede extender entre los 100 a 200 kpc.

Los campos magnéticos en galaxias estdn estrechamente relacionados con la fisica del
plasma presente en la estructura. La mayorfa del gas que constituye a las estrellas, ga-
laxias, el medio interestelar (ISM) y el medio intergaladctico (IGM) se encuentra ionizado
o parcialmente ionizado, es decir en estado de plasma. Este es ionizado si se encuentra
constituido por electrones e iones y parcialmente ionizado si también estd constituido
por atomos neutros y moléculas. El ISM se constituye aproximadamente por un 75 % de
hidrégeno, 25 % helio y un restante de elementos pesados es decir; el medio interestelar
es un medio eléctricamente conductor [34, 35].

En resumen, las ecuaciones que rigen la dindmica del plasma presente alli, principalmente
en el disco galactico y halo vienen dadas por:

m Ecuaciéon de Continuidad:

0
PP LV (pu) =0, (2-117)
ot
= Ecuaciéon de Euler:
D
p (FI;) = —Vp—pV® +nV?u+J x B. (2-118)

Donde la fuerza de Lorentz es dada por: F = ). ¢;u; x B, con la densidad de corriente
dada por J = ), ¢;u;; y representan las ecuaciones de movimiento del plasma. Adicional
a 2-117 y 2-118, se tiene que los campos eléctrico y magnético evolucionan acorde a:

= Ecuaciones de Ampere y Faraday:

B
V x B = ], VXE:—%—LL (2-119)

= Ley de Gauss:

V.B=0, vV.-E=" (2-120)
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» Ecuacién de Dinamo:

B . — —
%—t =V x (UxB) +aV x B+ 3V’B, (2-121)
con 3 la difusividad turbulenta. Las ecuaciones de Maxwell vienen acopladas a las de mo-
vimiento por 2-121. Finalmente, el potencial gravitacional ¢ viene dado por la ecuacién
de Poisson:
V20 = 47Gp (x,1), (2-122)

con G la constante gravitacional. El conjunto 2-117 a 2-122 se les conoce como las ecua-
ciones de la magnetohidrodindmica ideal. Ya que; el trabajo se enfoca en modelar B en
galaxias espirales, el siguiente capitulo aborda este conjunto de ecuaciones de manera
detallada para tal fin.
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Se resuelve la ecuacién de dinamo 2-100 para una galaxia tipo espiral teniendo en cuenta
su solucién para el disco y el halo de manera independiente. En el contexto de estas ga-
laxias es ttil describir el problema en coordenadas cilindricas (p, ¢, z) y esféricas (r, 6, ¢)
para modelar el campo en el disco delgado y halo respectivamente. Se utiliza el enfo-
que de los dinamos cinematicos en el cual se puede asumir B tal que; el término J x B
se puede despreciar de la ecuacién de movimiento 2-118 y el campo magnético crece o
decrece de manera exponencial en el tiempo. Algunas otras consideraciones a tener en
cuenta en esté régimen son: el sistema con geometria axialmente simétrica; la altura del
disco es mucho més pequefia que su radio (aproximacién de discos delgados) lo cual im-
plica pequenias velocidades del campo en direccién de z asi como variaciones del campo
mucho més grandes que en la direccién de p por ejemplo, en la Via Lactea la escala de
altura del disco es aproximadamente 10 veces mas pequefia que la escala del radio [35, 1].
Las simulaciones presentadas en este capitulo se generan mediante la implementacién y
manipulacién de los scripts de GalMag, un cédigo de libre acceso que se describe en la
seccion 3.1.2.

3.1. Ecuaciones para la distribucién del Campo a través
del Disco

La ecuacién de dinamo media, viene dada por 2-100:

B . — —
%—t:Vx(UxB)+anB+BV2B, (3-1)

expresando esta ecuacién en coordenadas cilindricas (p, ¢, z) con el eje z apuntando en
direccion del vector de velocidad angular Q = (0,0, (2) e indicando los campos medios
sin barra, se tiene que las componentes de la ecuacién de dinamo media estdn dadas por:

oB, 0 0*°B, 10 ( 0B, B,

o 9 (aBy) + p ( 522 + 2 9p (Pa—p 2 ) (3-2)
an; - a(O[Bp) 82B¢ 1 8 GB¢ o B¢

ot =BG+ 0z +5 022 +p8p p(?p p? )’ (3-3)
0B, 10 (apBy) ?B. 10 ([ 0B.

o p Op +h 022 * pOp P op )| (3-4)

donde G = pd2/dp, es el término de shear debido a la rotacién diferencial del disco. La
velocidad angular viene determinada por: 2 = V(p)/p; donde V (p) es dada por el com-
portamiento de la curva de rotacién, seccioén 3.1.1. Para ver una deduccién explicita de las
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ecuaciones 3-2, 3-3, 3-4 ver el anexo A.

En la literatura se frecuenta realizar los desarrollos a partir de las ecuaciones 3-2, 3-3 y 3-4
escritas de forma adimensional [29, 36, 37] asi:

0B, o B, ,90 (10 ,_
W = _Rad£ (Oéqu) + 95 +€ 8_,5 Ea_ﬁ (/)Bp) ) (3-5)
0By ~ o . *B, ,0 (10
57 = HuaB,G + Roaggz (ABy) + o~ +e ACT (PBy) | (3-6)
0B, ed(apBy) 0*B, ,10 (_0B,
of s ap o= e \" 95 ) 5-7)
Donde:
Oéoho h(Q)GO
Ryg=——, Ru,q= , 3-8
1= g T g, G8

son dos pardmetros de control adimensionales que cuantifican la intensidad de la induc-
cién magnética debido a la turbulencia y por la rotacién diferencial respectivamente [35].
Las variables adimensionales vienen dadas por : Z = z/hg, t = St/h}y a = f.(z)/ao, con
ho una altura caracteristica y & un perfil para el efecto o con un valor tipico ag [37].

3.1.1. Rotacién y Perfil de Altura del Disco de una Galaxia Espiral

La rotacién diferencial del medio interestelar juega un papel importante en la dindmica
de una galaxia tipo espiral ya que; determina su estructura y forma. Es de importancia
considerar la dependencia radial de la velocidad rotacional de la galaxia V (p) y del shear
G (p) ya que, en gran medida, determinan la distribucién radial del campo magnético por
ejemplo, en regiones donde el shear es pequefio el campo no puede ser generado ni man-
tenido en el tiempo [29].

La velocidad rotacional V' (p) a una distancia p del centro de la galaxia esta relacionada
con el potencial gravitacional mediante:

o VZi(p)
dp p
donde ® viene determinado por la distribucién de masa dentro de la galaxia mediante la
ecuacién de Poisson 2-122. A la funcién V' (p) se le denomina la curva de rotacién y para
galaxias tipo espiral suelen ser curvas de rotacién planas, es decir, V' (p) practicamente no
varia con p a partir de distancias cercanas a los 2 kpc del centro de la galaxia, manteniendo

velocidades tipicas de alrededor de 200 km/s. [38].

(3-9)



3.1 Ecuaciones para la distribuciéon del Campo a través del Disco 23

250 1

200 1

1501

V(p) [kms™?]

100 1

501

Figura 3-1

=== V(p) Via Lactea
— V(p) Plana

_____________
PR

0 2 4 6 8 10 12 14 16

plkpc]

.: Curva de rotacién V (p) plana y para la Via Lactea acorde con [

1.

En la figura 3-1 se ilustra una curva de rotacién plana (linea solida) modelada mediante

la ecuacion:

o L—exp(=p/ps) .
Vi) =Vor— exp (—po/p)’

(3-10)

donde V; representa la velocidad rotacional a una distancia p = py con py = 8,5 kpcy

p+ = 250 pc [

ra la via lactea acorde a |

]. La curva de rotacién (linea punteada) en la figura 3-1, es obtenida pa-
]; de manera que en este trabajo la solucién al conjunto de

ecuaciones 3-5; 3-6 y 3-7 esta influenciada por el comportamiento funcional de estas dos

curvas.

Los correspondientes shear rotacionales para las curvas de rotacién vienen dados por:
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Figura 3-2.: Shear de rotacion, G = pdf2/dp, plana y para la Via Lactea.

Propiedades adicionales por las cuales el campo magnético se va a mantener mediante
el dinamo dependerd, asi como de V' (p), de la forma especifica de modelar la altura del
disco, para una galaxia tipo espiral la distribucién radial del campo magnético se vera
fuertemente influenciada por esta propiedad. Los discos en este tipo de galaxias sue-
len hacerse mas gruesos a medida que la distancia radial se hace mayor desde el centro

galdctico; en este trabajo se considera que la altura aumenta de manera exponencial con
la distancia radial:

h () = hyexp (” ;hf’o); (3-11)

donde se toman unas distancias caracteristicas dadas por p, = 5 kpcy hy = 0,5 kpc;

finalmente, p; = 17 kpc se toma como radio caracteristico de acciéon del dinamo [

7 ]'

3.1.2. Soluciones en el Régimen Cinematico

En el régimen cinematico, es decir, cuando el campo de velocidades U no se ve afectado
por el campo magnético B la solucién a las ecuaciones 3-5, 3-6 y 3-7 para € < 1, puede

dividirse en una parte local b(p, z) que depende paramétricamente de p, multiplicada por
una envolvente Q (p) [1, 40]; ast:

B (p,z,t) =b(p,z) Q(p) et (3-12)
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Adicionalmente, se tiene que las soluciones locales vienen dadas por:
b=¢e"(b,by), (3-13)

para el conjunto de ecuaciones 3-5, 3-6 y 3-7 con € = 0; se tiene el siguiente sistema de
ecuaciones:

" 0 0%
b, = — = (al2)b) + S22, (3-14)
. - 9%
4by = Db, + _3257 (3-15)
. b,
Las variables se han reescalado tales que:
._ 2 b . Q(p)
Z=——; b, = A = RA(p): o= a(z). 3-17

Donde se ha omitido ~ por simplicidad en la notacién. Asi, las soluciones van a ser ca-
racterizadas por un solo parametro D = R, R,, conocido como el nimero dinamo, donde:
Ry, = RuaG(p)h*(p)y Ra = Raaf2(p). En la funcidn a(z) esta dada la dependencia en z de
a tal que; a(—z) = —a(z).

Las ecuaciones 3-14, 3-15 y 3-16 se complementan con las condiciones de frontera en el
vacio y sobre la superficie del disco dadas por:
ob

by(2) =0, by(z) =0, a—; =0, z==1, (3-18)

junto con las condiciones de simetrias cuadrupolar y dipolar respectivamente en z = 0 :

ob, ab, B

5. "9, T 20 (3-19)
. ob,

by=by=—5-=0. 2=0. (3-20)

Solucion local: Modos de decaimiento Libre

Como primera solucién a las ecuaciones 3-14, 3-15 y 3-16, se supondrd ausencia de fuentes
tal que ; a(z) = D = 0. Las ecuaciones a resolver para las componentes b, y b, son:

N
vb, — —822" =0, (3-21)
82bg
by~ 55 =0, (3-22)
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cuyas soluciones de simetrias impar y par respectivamente, conocidas como modos de de-
caimiento libre, vienen dadas por:

b — sin (mnz) b @ _ 0 (3-23)
0 ’ sin (mnz) )’

con vy, = —m°n? n = 1,2,3,.... para los modos impares. Para los modos pares se tiene

que:
. 1
b(Q) — oS (ﬂ- (TL + 5)) < bl(‘I) — 0 (3_24)
) 1 )
0 cos(7r (n+§))z
con 7y, = —7? (n + %)2 ,n=0,1,2,.... Estas funciones forman una base ortonormal y son
doblemente degeneradas. La solucién trivial con n = 0 para los modos con simetria im-

par corresponde a un campo dado por: <l§§,d), béd), bgd)> = (0,0, ¢p), con ¢y una constante,

es decir, el comportamiento del campo es vertical, uniforme y no crece ni decae en este
enfoque. El modo cuadrupolar més pequefio correspondiente a n = 1 decae 4 veces mds
lento que el modo dipolar no trivial. Este hecho esta asociado con la propiedad de gene-
rar de manera preferible los modos cadrupolares mas pequefios en comparacién con los
dipolares.

Expansién Perturbativa

Los términos asociados con a(z) y D en las ecuaciones 3-14, 3-15 y 3-16 pueden inter-
pretarse como pequefias perturbaciones si |[D| < 1, una solucién aproximada puede ob-
tenerse perturbando los modos de decaimientos libres 3-23 y 3-24 . Se reescribirdn las
ecuaciones 3-14 y 3-15 en términos de operadores considerando el siguiente cambio de
variable: by = |D|~'/?b,. Nuevamente, por simplicidad, obviando ~ en la variable b, el
sistema de ecuaciones se ve reducido a:

. 0 9%b
— _D|Y/2 o _
by = =ID2" (a()he) + 52, (3-25)
0%,

by = |D’1/2i7p +

5.2 (3-26)

donde se ha omitido la componente en z por quedar desacoplada del sistema de ecua-

ciones y se puede resolver por aparte. Se concentrardn esfuerzos en solucionar el sistema
acoplado para b, y b,. Las ecuaciones 3-25 y 3-26 escritas en términos de operadores:

(W + |D|1/2V) b= b, (3-27)

b . £ - 0 —<(a(2))
b= P — | d=2 ) — dz . 2
<b¢> W ( 0 %) v (sign D 0 ) ’ (3-28)

donde:
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los operadores T y V corresponden al operador no perturbado y de perturbacién res-
pectivamente. La solucién perturbativa serd una expansion en los modos de decaimiento
libres, como 3-27, es un problema de valores propios se tiene que la funcién propia y el
valor propio a primer orden toman la forma:

b= Coby + Ciby, v =0+ e, (3-29)

siendo vy, 71, Cp y C}, constantes, by y b, el modo mas pequefio para las autofunciones con
simetria cuadrupolar. Para el caso dipolar se tiene que:

B=Cb +Ciby, v=m+ev, (3-30)

siendo 71, 79, Cy y C constantes, b; y b; el modo mas pequefo para las autofunciones
con simetria dipolar. Para calcular los coeficientes de expansion v, 72, C y C] se tiene el
problema algebraico dado en A-63, A-64 para el caso cuadrupolar y A-78, A-79 para el
dipolar segtin la teoria de perturbaciones [41]. A partir de la solucién para cada sistema,
se tiene que:

1 Vo
M = £V WoVor = _§D7 Cy = +Coy / Vooj (3-31)
00/

1 /
o= £V = [=3D. Cl= 20 /{2 (3-32)
1 2 1
V= £4[-2D, W~ —% /=50 (3-33)

. . . d
Las soluciones son crecientes si se cumple que: D < DY ~ —2x% ~ —195, para el caso

. 4 d e
dipolary D < DY ~ —’5 =~ —12 para el caso cuadrupolar; con DY valores criticos para
el numero dinamo. Esta es la razén por la cual los modos cuadrupolares son mas féciles

de excitar en las galaxias espirales ya que; D ~ —10 [29, 2].

La constante de normalizacién viene dada por C) = C; = —+/2C,, para un perfil de
a(z) = z, con lo cual las soluciones a primer orden vienen dadas por:
b, R, Tz

para la simetria cuadrupolar. De igual forma, para los modos dipolares:

b, R, ,
<b¢>) ~ C (—\/§|D|1/2> X sinmz, (3-35)
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con (; es una constante dada por:
Cy = (1-2D)" "%, (3-36)

La exactitud de la solucién perturbativa es precisa para valores de D ~ D,, con lo cual es
adecuado considerar soluciones a segundo orden al sistema 3-27. Esta solucién se presen-
ta para un perfil a(z) = sin7z. A segundo orden se tiene que la solucién para el campo b
es:

brby+ey Coby+Cob,y (3-37)
n=1
YR Y+ en + €, (3-38)

con: 50 = Cpby + Cyb’y. Realizando teoria de perturbaciones a segundo orden se obtienen
las siguientes ecuaciones algebraicas sobre los coeficientes C,,, C, y 72 [36]:

V Vn/()

Cp=—m0_ (¢ =_Tn0 (3-39)
Y0 — Tn Y0 — In
> VnA‘/”n_FVn/AVn/

7§q) _ Z 0"0 070n’ (3-40)

Y0 — Tn

n=1

donde V, ; son los elementos de matriz que involucran a b,, junto con by, de manera similar
con lo otros elementos de matriz,Vj,,. Para D < 0y a(z) = sin 7z se tiene que la solucién
de simetria cuadrupolar a segundo orden en ¢ es:

T2 3v/—D 3mz ) 7 (3-41)

by(p, 2) = RaCo (eos 20 () + 137z 08 2h()

—-D
by(p, z) = —2Ch/ ——cos 2;:(2[)), (3-42)

w2 1
%! (p) =~ +5V-7D, (3-43)

donde la constante de normalizacién Cy viene dada por:

4D D\ V2
00:<1———9 ) . (3-44)

A partir de la ecuacién 3-43, se obtiene el valor critico para el nimero dinamo necesario
para la amplificacién del campo magnético: siy > 0 con lo cual: D < D. =~ —7%/4. A
segundo orden los términos asociados C,, y C), se anulan para la simetria dipolar con
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a(z) = sinmz por lo tanto, es conveniente conservar la forma de las soluciones dadas en
3-35.

D =-50 D =-40
1.0
0} 0.5
=2
< 0.0
S —- ”/’
Q - T
-0.51 Lt ] Lt
,—/’ — by ’,4/
210 cmmeeeT ——by || =TT
D =-30 D =-20
1.0
(g_ 0.51
=
<001 -
3 — —
) o i
~0.51 et ] [t
e e ——— I s
D=-8
2.
o 14
=1
=
Q
& of -
0.0 02 04 06 0.8 1.0 0.0 02 04 06 0.8 1.0
z[kpc] z[kpcl]

Figura 3-3.: Funciones propias cuadrupolares b, y b, para diferentes valores de D =
—50, —40, —30, —20, —20 y —8. La componente radial del campo magnético
b,, siempre cambia de signo a cierto valor de z para cualquier valor de D.

En la figura 3-3, se comparan las soluciones para la simetria cuadrupolar obtenidas a
segundo orden para diferentes valores de D segtin 3-41 y 3-42 respectivamente. Formal-
mente estas soluciones se obtuvieron para |D| < 1 en las cuales los valores de v (D) ob-
tenidos a partir de las simulaciones numéricas se comparan favorablemente de manera
precisa para aquellos obtenidos de acuerdo a 3-43, en un rango de D > —50 incluso para
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valores atin més pequefios [42]. Numéricamente, a un valor aproximado de D ~ —205,
7 (D) presenta un maximo local; ya para valores muy grandes en D la rata de crecimiento
se comporta de manera decreciente [42].

D = -50 D = -40

Figura 3-4.: Funciones propias dipolares b, y b, para diferentes valores de D =
—50, —40, —30, —20, =20 y 8.

A continuacién se comparan los valores dados para ¢ obtenidos para la simetria cua-
drupolar a primero y segundo orden.
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y(D)

---- 2ndOrder
—— 1stOrder

0 10 20 30 40 50 60

Figura 3-5.: Dependencia de (% con el ntimero dinamo D obtenidas a partir de las apro-
ximaciones a primero y segundo orden en e.

Finalmente, los valores criticos D, para los cuales se esperan que v > 0 dependen de la
forma funcional de a(z), simulaciones numéricas muestran valores criticos de D para los
modos cuadrupolares en el rango de —4 > — D, > —12 para diferentes formas funcionales
de a(z) [36].

Solucién Radial para v Constante y Componente B, del campo magnético

Reemplazando 3-12 en la ecuacién 3-5 y haciendo uso de 3-14, se obtiene para Q (p) la
ecuacién dada por:

5 (555 09) +l ) -T1e =0, (3-45)
donde ~(p) viene de 3-13 siendo la rata de crecimiento para las soluciones locales del
campo b, dadas en 3-43 o 3-33. De igual forma 3-45, se puede obtener si se reemplaza 3-12
en 3-6 y haciendo uso de la expresion 3-15. Esta ecuacion es valida tanto para los enfoques
a’w — dinamo, donde se tiene en cuenta el término asociado con R, y para aw — dinamo
donde se asume que R,; < R,q. Las condiciones de frontera a tener en cuenta vienen

dadas por:
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Q(0) = Q(pa) =0, (3-46)

donde p, es la distancia radial de accion del efecto dinamo. La condicién de frontera en
p = 0 se sigue de la simetria axial del campo magnético y por otro lado, la condicién en
p = pa Se escoge de manera arbitraria ya que; no afecta la solucién debido a que el campo
es pequefio a distancias de: p > 15 — 20 kpc [40].

Para obtener soluciones analiticas de 3-45, considérese que:

Yo St p<pd
v (p) = { : (3-47)
0 st p>pa

donde v = 7, se asume constante para p < p,4. La exactitud en esta aproximacioén depen-
derd de la curva de rotacién empleada para la galaxia, por ejemplo para la Via Lactea se
tiene que para: p > 1 kpc esta aproximacion es bastante razonable [37].

Teniendo en cuenta 3-47, la ecuacion 3-45, toma la forma:

2O 1dO , 1
a2 " pdp [H pQ} =" (3-48)

siendo la ecuacion de Bessel donde «? viene dado por:

2_%—P
K = 2

(3-49)

Para +y constante, la ecuacién 3-48, junto con las condiciones en la frontera 3-46, tiene como
solucién:

Qﬂm:ﬁ<mﬁ),n:Lme (3-50)
Pd
2
IE:%—(9@>, (3-51)
Pd

donde J; (p) es la funcién de Bessel de orden 1y x,, son sus ceros tales que: J; (x,,) = 0. La
evolucion radial para el campo magnético se obtiene como la superposicién de n modos
radiales, de manera que:
Qp.t) =Y Cuc™Qu(p) = Cue™ (xpﬁ) , (3-52)
n=1 n=1 d
donde los coeficientes (), son determinados por las condiciones iniciales. De esta mane-

ra, se puede pensar que cualquier configuracion del campo magnético en la aproxima-
cién de disco delgado puede expresarse como una superposicion de funciones propias
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b,(j@ (p, z) 9, ya que; el conjunto de funciones Q,, forman un base completa y b,(Cd’Q) (p, 2)
vienen dados por los modos de decaimiento libre 3-24 , 3-23 para las simetrias dipolares
y cuadrupolares respectivamente.

Una vez obtenida la distribucién a lo largo de p del campo magnético la componente
vertical del campoB, viene dada a partir de la ecuacién:

10 10B, 0B,
B=-—(pB,) + -2 = -
\Y% pap(p p)+pa¢+az 0, (3-53)
dada la simetria axial del campo magnético se tiene que:
0B 10
= =———(pB,). -54

La componente B, vendra dada por: B, = b, (t,z) Q(p)e"". Ya que; 7o se ha asumido
constante implica que D = const y por lo tanto, toda la dependencia de 5, en p recae
sobre Q. En virtud de la linealidad en 3-52, la ecuacién 3-54, viene dada para cada modo
cuadrupolar como:

B! 10 .

—— :Ea_p(pBg ), (3-55)
oBM" 1, ., nz  3v-D 3rz | d p

0 = | 4 S eos s | L on ()| @9

donde se tiene que: d (z.J;(z)) /dp = xJy(x). Luego 3-56, toma la forma:

oB" Lot TZ 3v—D 3Imz Xn Xnp
- =Che "R, &= . -57
P Cre ""R,Cy [cos 2h(p) + 137z oS 2h(p)} (Pd) Jo ( py > (3-57)

Por lo tanto B{™ para la simetria cuadrupolar:

n n ‘ ' —D '
B0 = 0o (K)o () [eos 2 MR cos SR 0 358)
0

COS 0OS
pd pd 2h(p) ~ Am3/2 2h(p)

—2C,h(p)xn Xnp . Tz 3v—D . 37z
Bme) — 2 PAFJAR Tt Anf ) -
N - e " R,CvJy py sin 1 o) + TG sin 20 () (3-59)

De manera similar B para la simetria dipolar es:

z /
B™ = CeM RO (&> Jo <X”p ) / sin =z’ (3-60)
Pd Pd 0 h(p)

h
Bgn)(d) = MerntRaCljo (an> cos ——. (3-61)
TPg Pd h(p)
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Campo Magnético en el Disco Galactico

Se puede escribir una solucién aproximada para el campo magnético en el disco galdctico
haciendo uso de las ecuaciones 3-41, 3-42, 3-52 y 3-59 como la suma de N modos radiales,
de manera que para la simetria cuadrupolar a segundo orden se tiene:

B(Q) B/()”)((I)
B = B(q ZC elnt B(n)(q) : (3-62)
B(q n=1 Bgn)(q)

donde las coordenadas cuadrupolares del campo vienen dadas por:

Xnp T2 3vV—-D 3mz
= R,CyJp ( ; ) [ hp) + 157z 008 20 (3-63)
=D [ Xup nz
= =20\ —J 3-64
—2h( p)xn Xnp . Tz 3v—D . 3rnz
B — _ -
. ——=R,Cy ( py sin 20 () + 1oz S 27 () (3-65)
Para la simetria dipolar se obtiene que
B B
B= | B\ ZC et [ B ] (3-66)
BW B§n><d>
donde:
BY = R,C\J (M) sin —2 3-67
? s Pd h(p) ( :
B = —v=2D0u (X2 ) sn 22 (3-68)
Pd h(p)
h n n
g = Mg o (X P ) cos —2_. (3-69)
TPd pd h(p)

En las soluciones 3-65 y 3-69, los coeficientes C,, vienen determinados por las condiciones
iniciales.

Se implementa un c6digo de libre acceso denominado GalMag [37], un paquete de Python
para modelar campos magnéticos basados en la teoria de campo medio. La libreria realiza
el célculo de las dos componentes del campo magnético de manera separada: el disco
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delgado y del halo. Las soluciones a estas componentes se realiza mediante un ajuste de
parametros asociados a la galaxia junto con una curva de rotacién especificada ' °.

Parte de las ecuaciones que implementa la libreria vienen dadas por 3-65; en particular
para simular y obtener unas distribuciones de campo magnético basadas en estas ecua-
ciones se tiene en cuenta que los pardmetros R,q ¥ R, tienen que ser especificados. Para
esto, la distancia que separa el Sol del centro galactico en la Via Lactea se estima en apro-
ximadamente 8.5 kpc; Vo = V (pg) =~ 220 km-s™'y Gy = G (py) ~ —35,3 km-s~'kpc'.
Una estimacion para el término 3,;, ampliamente utilizada en la literatura, viene dada por
2-115:

Ba = Zvl;

donde se ajusta [ ~ 50 pcy v ~ 10 km -s~! como escalas y velocidades caracteristicas de la
turbulencia, por lo tanto : 3 ~ 5,1 x 10% cm-s~*. De acuerdo a 3-8, se tiene que: R,; ~ 0,39
Y Row & —52,49 con « ~ [*Q/h, siendo una estimacion aproximada para a conocida como
la formula de Parker [29, 36].

En la figura 3-6 se presenta una simulacién de la coordenada del campo magnético B, en
el plano pz para diferentes valores de D. Las simulaciones en este plano se han realizado
en una grilla cilindrica y las coordenadas estan dadas tal que: 0 < p < 17kpc;, -7 < ¢ <
y —1 < z < 1 kpc. El campo se ha construido utilizando el primer modo radial cuadru-
polar C; = 1 uG para una curva de rotacion plana y un perfil de altura del disco tal que:
h (p) = 1 kpg; la intensidad de la componente B, del campo se muestra por la intensidad
de los gradientes de color mientras que los vectores muestran la direccion de la compo-
nente poloidal del campo asi como su intensidad.

Thttps:/ /galmag.readthedocs.io/en/latest/
Zhttps:/ / github.com/luizfelippesr/galmag


https://galmag.readthedocs.io/en/latest/
https://github.com/luizfelippesr/galmag
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Figura 3-6.: Componente del campo magnético By

para el primer modo radial cuadrupolar C; = 1 uG. La intensidad del campo se mues-
tra por los gradientes de color y los vectores representan la direccién e intensidad de la
componente poloidal. Estas distribuciones se obtienen implementando GalMag.
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La figura 3-7 ilustra de nuevo la componente B4 del campo magnético pero en esta oca-
sién el campo es construido con los primeros dos modos radiales cuadrupolares dados
por: (C1,Cy) = (—4uG, 1uG). La distribucién del campo demuestra que la intensidad au-
menta a medida que p se hace mayor, y que las lineas de campo se vuelven més densas a
medida que D adquiere valores mayores. Ademads, conforme D se hace mas negativo, las
lineas de campo tienden a acercarse més a z = 0.

D = -50
1.00 1.00 2.4
0.75 0.75 1.6
0.50 0.50 08
0.0
0.25 0.25
v} (v} -0.8
S 0.00 S 0.00 2
N N —1.6:1?
-0.25 -0.25
2.4
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e e L—3.2
-4
-0.75 -0.75 L _40
-1.00 L1 _5 -1.00 L1l 48
5 10 15 5 10 15
plkpcl p[kpc]

Figura 3-7.: Componente del campo magnético B,
para los primeros dos modos radiales cuadrupolares C; = —4 uG.y C; = 1 pG. La
intensidad del campo se muestra por los gradientes de color y los vectores representan la
direccién e intensidad de la componente poloidal.

En la Figura 3-8, se muestra una simulacién del campo magnético realizada considerando
dos curvas de rotacion distintas. Dado que el shear de la rotacién G es méds pronunciado
hacia el centro de la galaxia, esto conlleva a un campo magnético mas intenso, especial-
mente en el caso de curvas de rotacién planas y perfiles de altura constantes. Alrededor
de los 5 kpc la componente azimutal del campo B, se hace cero y se observa un cambio
en la direccién de la componente poloidal del campo.
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h = const y Curva de rotacién Plana h = const y Curva de rotacién Via Lactea
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Figura 3-8.: Componente del campo magnético B,
para los primeros dos modos radiales cuadrupolares C, = —4 uG.y Cy = 1 uG. Esta
componente del campo se ha simulado para dos curvas de rotacién diferentes y un mismo
perfil de altura del disco galéctico,  (p) = 1 kpc.

Para el caso de una galaxia con un perfil de alturas acorde a la ecuacién 3-11, se observa
que la componente del campo magnético B, alcanza uno de sus valores méximos a me-
dida que la distancia radial se hace mayor desde el centro de la galaxia. Esto se debe a
que el nimero dinamo incrementa con la distancia como: D ~ GQh?, para una curva de

.z . 2
rotacion plana en la cual Q2 =~ 1/p se tiene que: D ~ ’“)‘3"1;—2”/‘”‘.

2.4

1.6

Para galaxias con discos exponenciales 3-9, se observa que la intensidad del campo magnéti-

co presenta maximos hacia el exterior de la galaxia; esta dependencia radial del campo es
una relacion entre el incremento de £ (p) con respecto a p?, en el caso de curvas de rota-
cién planas. En cada una de las graficas anteriores, se aprecia que la componente poloidal
del campo exhibe simetria cuadrupolar y cada coeficiente C,, de la expansion es tal que:
| C =] B (0o, 0) |

Para un modelo de campo magnético conforme se ilustra en el panel derecho de la gréfica
3-9, se observan intensidades del campo magnético total cercanas a 3 ¢G a distancias
radiales aproximadas de 8.5 kpc. Segtin las observaciones basadas en el efecto Zeeman en
las cercanias a la posicién Solar, en la Via Lactea, se estima que el campo magnético oscila
en intensidad en el rango de B ~ 2 4G a B ~ 10 uG [3]. De acuerdo con este modelo, se
observa un aumento en la intensidad del campo magnético a medida que nos alejamos
hacia el exterior, alcanzando valores de alrededor de B ~ 5 uG.
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h = h(p) y Curva de rotacién Plana , h = h(p) y Curva de rotacién Via Lactea
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Figura 3-9.: Componente del campo magnético B
para los primeros dos modos radiales cuadrupolares C; = —4 uG.y Cy, = 1 puG. Simu-
lacién del campo para dos diferentes curvas de rotacién en un disco tipo exponencial.

3.1.3. Distribucién del Campo Magnético en el Halo

Se emplea una estrategia de solucién para la ecuacién 2-100 en el halo de una galaxia de
manera similar a como se obtuvo en las secciones pasadas para la distribucién del campo
en el disco galactico. Los modos de decaimiento libre vendrdn dados para la ecuacién del
dinamo media no perturbada y la parte de perturbacién se deduce al punto de obtener
un sistema de ecuaciones para los coeficientes de expansion del campo. Se considera que
el campo tiene simetria axial, B = B (r, 0).

Para una correcta descripcion del campo magnético en el halo es adecuado el uso de
coordenadas esféricas (r, 6, ¢) asi como utilizar variables adimensionales para reescribir
la ecuacion 2-100, de manera que:

o
F=l  i= @ (3-70)

siendo 3, la difusividad magnética en el halo. Se reescala la velocidad media del fluido U
y el factor a como:

- U o
U=— a=— 3-71
TR @71)
donde a;, y U, son constantes definidas en las coordenadas (r,6) = (r4,0) y (r,6) =
(rn, m/2) respectivamente. En términos de estas variables la ecuacién del dinamo 2-100

se ve reescrita:
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Figura 3-10.: intensidad del campo magnético total en una galaxia con una curva de rota-
cién tipo Via Lactea y un grosor de disco definido por A (p).

88_]? — RapV % (aB) + RV x (U x B) + VB, (3-72)

donde Rui, = rhan/Bh y Run = raUn/ B, con 1, como el radio del halo.

Modos de Decaimiento Libre: R, = R, = 0.

Los modos de decaimiento libre se obtienen como solucién a 3-72 para R., = R., = 0. La
ecuacion a resolver viene dada por:

=5 = V?B, (3-73)

donde el campo B decae bajo la accion de la difusion magnética. Ya que; la ecuacion 3-73
es lineal en los campos admite una solucién del tipo:
B(r,0,t) = "B (r,0), (3-74)

donde se va a asumir que B (r, §) cumple las siguientes condiciones de frontera:

(V2 — 7) B=0 en V, (3-75)
VxB=0 en V/, (3-76)
[E =0, B—1/r®, como r — oo, (3-77)
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donde V' hace referencia a la region tal que; r > rj, y V es la configuraciéon geométrica que
contempla el halo, es decir, r < r;,. Las condiciones de frontera aseguran una continuidad
del campo magnético en r = 73,, donde B en la regién de V' decae como un dipolo en el
infinito [22]. Un campo inicial B(r, #,0) en V puede ser expandido en términos de funcio-
nes propias como: B(r,0,0) = > _ a,B, (1,0).

Considerando la regién del halo V' como una esfera se tiene que la descomposicién del
campo magnético en componentes toroidales y poloidales es la mejor estrategia de solu-
cién al problema como es ampliamente desarrollado en [28, 22]. Considérese que:

B=V x (rT(r,0,t)) + V x V x (rP(r,0,1)), (3-78)

con T'(r,6,t), P(r,0,t) potenciales escalares axialmente simétricos y r el vector posicién.
La corriente asociada al campo, viene escrita en términos de estas funciones Py 7', como:

J =1 [VXVx(rT) -V x (rV?P)]. (3-79)

Donde se hace uso de la siguiente propiedad vectorial: VxVxVx (rP) = =V x(V? (rP)).

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera dadas en 3-75, 3-76 y 3-77 los potenciales
Py T cumplen:

orT opr

— =V’T, — =V?P -

T VT, 5 VP, en V, (3-80)
T=0V?P=0, en V/, (3-81)

[P]=[0P/or|=[T] =0, en r=nry. (3-82)

Modos de Decaimiento libre para: 7(r,0,t) y P(r,0,t).

De acuerdo a 3-80 y 3-74 los potenciales en coordenadas esféricas cumplen para r < 1y,
una misma ecuacién dada por:

10 (,0F 1 9 (. OF\ _
(3-84)

con Figual a T' o P. Utilizando separacion de variables F'(r,8) = R(r)O(0) se tiene una
ecuacion de Bessel para R(r) y de Legendre para la coordenada # dadas por:

d*R(r) dR(r)
dr? +2r dr

d (. ,d© :
7 <b1n «9@> +n(n+1)Osind =0, (3-86)

— [v* +n(n+1)] R(r) =0, (3-85)

7’2
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cuya constante de separacion es: n(n + 1). Realizando los siguientes cambios de variable,
xr = /=1y y = cosf para 3-85 y 3-86 respectivamente, se tiene que:

d2R dR

P 2 [ —n(n+1)] R =0, (3-87)

d do

— (1 =% — 1)0 = ;

2 [( v) dy} +n(n+1)0 =0, (3-88)
con d/dr = /=vd/dz, d*R/dr* = —~*d’R/dz* y d/df = —sinfd/dy. La ecuacién 3-

87 puede transformarse en la ecuacién de Bessel ordinaria mediante la transformacién
R(x) = u(zx)/y/z, que conduce a:

d*u(z) du(r) 1\?
207UL) |, AUAT) 2 _ L _ 3
s + 2z s + |z n+2 0, (3-89)
cuyas soluciones regulares en x vienen dadas por:

s

Ya que; x = /—7r y dada la condicién de frontera 7" = 0 en r = r, se tiene que:

Jues (V=) =0, (3-91)

sea Xnq, con ¢ = 1,2, ..., los ceros de la funcién J, +1 (x). por lo tanto la rata de decaimiento
del campo ~y para el potencial 7' (7,6, t), es dada por:

Vg = — =2+ n:()71,,,;q: 1,2,... (3'92)

por lo tanto la solucién general para 7 tiene la forma, r < r5:

o 'ant
(r,0,1) ZP (cos 6 ZAmf f (mr) (3-93)
q=1

Ahora, ya que; V2P = 0 para r > r), se tiene:

d*P(r) dP(r)
2 o — _
oo T 2r— = —nn+1)P(r) =0, (3-94)
luego, soluciones regulares son dadas por:
B
Pty = 2. (3-95)
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Ya que; en la frontera r = ry, se tiene continuidad de P(r) y 220
P(ry,t) = B(t)r, " (3-96)
opP (n
(5) = —(n+1) B(t)r, ", (3-97)
eliminando B(t) se tiene queenr = ry, :
opP +1
o mr—h)P —0. (3-98)

Dado que P cumple 3-83 se tiene que para r < r, el potencial tiene como solucién 3-90,
asi:
Pn = —J, 1 (I) , (3-99)

2x "2

Dado que en r = 7, se cumple 3-98 y teniendo en cuenta la siguiente relaciéon de recurren-
cia:

xdy () +ndy, () = a1 (2) (3-100)
ast:
Juet (V=r0) =0, (3-101)
por lo tanto el campo decae como:
2
Yng = — “;;”q, n=12.,g=12 .. (3-102)
h

de manera que la solucién general para P es:

> Yn—1)qt _
(r,0,t) ZP cos ) ZBnqe NG Iy (X(n 1)q7"> ;o <y, (3-103)
qg=1

N

(r,0,t) Z By ( (cos @) r= D gy (3-104)
teniendo en cuenta 3-97, B, (t) es dada por:

t) =3Bt 1 (Xnengrn) 7. (3-105)
1

Acorde a 3-103 y 3-104, se tienen modos dipolares y cuadrupolares basados en su simetria
con respecto al plano § = 7/2. Las soluciones dipolares son aquellas para las cuales n y
g son a la vez par o impar mientras que los modos cuadrupolares vienen dados por las
demds combinaciones.
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Solucion Perturbativa

La ecuacion de dinamo para el halo 3-72 se puede reescribir como:

aa_? — WB + V°B, (3-106)

con I el operador de perturbacién dado por:
W = RV x (aB) + R,V x (U x B) ; (3-107)

ya que; se buscan soluciones de la forma:

N
B=¢"> bB;(r), (3-108)

i=1
con I' siendo la rata de decaimiento o crecimiento del campo, se sustituye este tipo de

solucién en 3-106:

N

Fert Z szz (I') = ert Z bZW (Ez (I')) + €Ft Z bZV2 (Ez (I‘)) . (3'109)

i=1
Tomando el producto escalar con B; (r) e integrando en el espacio tal que r < 7, se tiene
que:

rzbi/Ej (r)-B; (r) dV:Zbi/Ej (x)W (B (1)) dV—l—Zbi/Ej (r)-V2 (B: (1)) dV,

(3-110)
teniendo en cuenta que 3-72 se reescribe para R,, = R, = 0 como:
V*B, (r) = ’YiEz‘ (r), (3-111)
se obtiene de la ecuacién 3-110:
N N N
r Z bidij = Z biWi; + Z bii0ij, (3-112)
i=1 =1 i=1
donde:
/Ej (I‘) : Ez (I‘) dV = 5ij7 (3-113)

/ B, (r)- W (B (r)) dV = Wy, (3-114)
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tinalmente de la ecuacion 3-112 se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas para los
coeficientes b;, de la forma:

N
(vi=T)b;+ > bWy =0. (3-115)
=1

El sistema de ecuaciones 3-115 se resuelve para los coeficientes b;, una vez obtenidos se
tendra la solucion a la ecuacién de dinamo mediante 3-108.

Para el Halo se tiene que la difusividad turbulenta dada por £, = ivl, donde v = 100
kms™! y I = 0,5 kpc. Estos pardmetros son dados ya que acorde a [40], en el halo se tiene
gas caliente a temperaturas del orden de 10° K con velocidades isotérmicas del sonido de
vs = 100 kms ™! por lo tanto, se consideran las velocidades turbulentas v de este orden. Por
otro lado, las escalas de [ pueden considerarse por inestabilidades de Parker en 6rdenes
aproximados de [ = 0,5 kpc asf: 3, ~ 10?" cm? - s7! [40, 43].

La curva de rotacién que se considera para modelar las velocidades V' (r) en el halo viene
dada por:

1— — R

V(r) =1, exp(=w/w) N 5 e, (3-116)
1 —exp(—rp/wy)

donde se ajusta w, = 3 kpc. La funcién a se ajusta a: o (r) = oy, cos ; con valores méaximos

en los polos de la esfera y cero en § = /2. Igual que en las consideraciones para el campo

magnético del disco galéctico se parametriza: r, ~ 15 kpcy Vj, =V (r,) = 220 km s 1.

La grafica 3-11 muestra un ejemplo de estructuras del campo magnético cuadrupolares
o anti-simétricos con respecto a z = 0 del halo. La fila de arriba representa los contornos
del campo junto con las intensidades de la componente B, mientras que, la fila inferior se
ilustran los vectores del campo magnético. La componente 5, esta normalizada tal que:
By = 0,05 pGenr = 85 kpcy z = 0,02 kpc. GalMag permite ajustar las intensidades del
campo en las posiciones especificadas por el usuario en los diccionarios de parametros
del cédigo.

La gréfica 3-12 muestra los modos dipolares del campo magnético normalizado a B;, =
—0,01 uGenr =8,5kpcy z = 0,02 kpc:

Los coeficientes de la expansién del campo para cada modo vienen dados por: By, (7,6, ¢) =
—0,25793042B1—0,26975705B,—0,84855191B3 y By, (1,6, ¢) = 0,13950435B1+0,27901199B 2+
0,84463559B3 + 0,08845722B4; donde se evidencia como los diferentes modos presentan
aproximadamente la misma intensidad en diferentes regiones. Ya que; la curva de rota-
cién no depende de z se tiene que los campos en 3-11 y 3-12 no se ven afectados por la
velocidad rotacional. Finalmente, se observa que en los modos cuadrupolares se tiene una
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Figura 3-11.: Componente del campo magnético B,
para tres modos cuadrupolares n = 2, 3,4 obtenidos mediante el cédigo de libre dis-
tribucién GalMag. Los vectores trazados en la fila inferior de la gréfica representan las
proyecciones del campo magnético sobre el plano zz.

intensidad maxima hacia z = 0 mientras que en los modos dipolares los valores maximos
se observan més alejados del ecuador.

By [uG]
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Figura 3-12.: Magnitud del campo magnético |B| para dos modos dipolares n = 3,4 ob-
tenidos mediante el cédigo de libre distribucién GalMag. Los vectores traza-
dos en la fila inferior de la grafica representan las proyecciones del campo
magnético sobre el plano zy para z = 0,15 kpc asi como, las intensidades.
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4. Conclusiones

Este trabajo se enfocé en una metodologia para modelar los campos magnéticos a través
de una expansion en funciones propias para B (x, t) demostrando el formalismo desarro-
llado para tal fin. Se tuvo en consideracion las propiedades de rotacién y turbulencia del
medio dadas por las funciones V (p) y « (z). En particular, para el disco de una galaxia
espiral, se tomaron dos tipos de curva de rotacién, una plana y una aproximacién por un
ajuste polinomial para modelar V' (p) en la Via Lactea. En el caso del halo, se empleé la
aproximacién dada por 3-116. Para las soluciones a segundo orden en el disco, se ajusté
a = sin(7z), mientras que para el caso del halo, se utilizé o = «, cos(6).

El siguiente capitulo resume los resultados que se obtuvieron durante el desarrollo de
este estudio.

» El Capitulo 2, se centr6 en las ecuaciones fundamentales que forman la base de la
teoria del mecanismo aw-dinamo. Estas ecuaciones incluyen las ecuaciones de Max-
well, las ecuaciones de Navier-Stokes y la deduccién de la ecuacion de dinamo. Se infi-
ri6 como el campo magnético se acopla a las ecuaciones de movimiento mediante la
fuerza de Lorentz; esto permite comprender, desde un punto de vista general,todo
el problema dindmico del mecanismo dinamo. Todo este marco tedrico se ha desa-
rrollado en el régimen de bajas velocidades.

» Las simulaciones del campo magnético obtenidas en el Capitulo 3 se obtuvieron me-
diante la implementacién, estudio y exploracién del paquete GalMag, una libreria de
libre acceso escrita en python, con la cual se obtuvieron como resultados adicionales
y relevantes: la variacién de las componentes locales del campo b, y b. con respecto
a z, simulacién 3-3, donde los resultados concuerdan con [36, 42]; la dependencia
paramétrica de la componente By del campo magnético con respecto al pardmetro
D observando la concentracién de las lineas del campo hacia el eje z = 0 a medida
que el nimero dinamo se hace mas negativo, simulaciones 3-6 y 3-7.

» En el Capitulo 3, se modelaron distribuciones de campo magnético para una galaxia
tipo espiral en la aproximacion de discos delgados y régimen cinemético. Acorde a
las simulaciones para el disco, se obtuvo que el campo magnético es mds intenso
hacia el centro de la galaxia en particular para las galaxias espirales con curva de
rotacién plana, simulacién 3-8. Para galaxias con un disco exponencial, se observé
que la componente del campo magnético B, alcanza valores maximos a medida que
la distancia radial se hace mayor desde el centro de la galaxia y hacia las regiones ex-
teriores, simulacién 3-9. Tanto para el halo como el disco, se obtuvieron las simetrias
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cuadrupolares y dipolares de la componente poloidal del campo magnético, simu-
laciones 3-8; 3-9, 3-11 y 3-12.

= En el Apéndice B, se muestra una de las contribuciones del trabajo, donde se pro-
porciona una detallada descripcién de los distintos scripts empleados en las simula-
ciones del campo magnético, tal como se abordan en el Capitulo 3. Esto sugiere una
contribucién con intencién pedagoégica ya que se demuestra como se realizaron los
ajustes en las alternativas de normalizacién de las curvas de rotacién, se adaptaron
las opciones de visualizacién de acuerdo a los resultados presentados; se modificé
la configuracién de la grilla para las diversas simulaciones realizadas. En resumen,
este trabajo explicitamente ilustra como se emplearon y modificaron las diversas
caracteristicas paramétricas de la libreria GalMag.

Se plantea que este trabajo ofrece la oportunidad de expandir el alcance de su analisis,
permitiendo la realizaciéon de simulaciones de campos magnéticos en geometrias que ca-
recen de simetria axial, y considerando incluso simetrias bisimétricas u otras variantes.
En el disco, las soluciones locales no tendrfan cambios, pero la parte radial de la evolucién
del campo dependera tanto de la variable p como de la falta de simetria axial. Adicional,
el formalismo aqui desarrollado permitiria evaluar y modelar hasta que punto el régi-
men cinemadtico es una buena aproximacién y como los diferentes modos de la solucién
se verian afectados por la evolucién temporal de los pardmetros del campo.



A. Ecuacién de Dinamo para Discos
Delgados

Dado un campo vectorial A y f un campo escalar, en coordenadas cilindricas: (p, ¢, 2) ,
los operadores V x A, V2A y V? fvienen dados por:

C(10A, 0Ay\ . (04, 0A.\ .
VXA‘(ans W)“(E ap)“”

(a(pA¢) o 8AP) 27 (A-l)

1
o\ dp 9

A 2 0A A 2 0A,\ -
2A — [(w2y L2 250 o 24, o 2 Y 24 2 -
VA_(VAp i ¢)p+(VA¢ p2+p28¢>¢+VAzz, (A-2)
y
2p 1O (Of\ 1 (OF\ Of )
V=2, \0a, )t las) tas (A-3)

Se escribird la ecuacién de dinamo en componentes teniendo en cuenta una aproximacién
de disco con simetria axial en la cual las derivadas con respecto a ¢ se desprecian ,0/0¢ =
0, y la rotacién del disco viene caracterizada por el vector Q = (0,0, (p)), paralelo al eje
2. De manera general la ecuacion de dinamo viene dada por:

OB — = — _
Esz(UxB)—i—VX&B—I—BVZB. (A-4)
Se puede concluir que el primer término de A-4 cuenta tinicamente con una componente

en ¢ igual a:

Vx (UxB)=Vx[(B.pQ) p— (B,p<) 2] (A-5)
10 . 0 0 ~ 1 0

= (;a_gb (—PQBp)) p+ <£ (B:pf2) — ap (—Bpr)) ¢+ P <_a_¢ <szQ)>

(A-6)

~ |5 B + o B 6 (A7)

dondeU=Q x p= pngAS. Asfi, teniendo en cuenta A-1, A-2, A-3 y A-7 las componentes p,
¢y z de la ecuacién dinamo A-4 son:
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0B,

o= (A-8)
(/1) 5; (aB.) - aa (oqus)) p+ B {WB,J R e (A-9)
(A-11)
expresando explicitamente V2B, la ecuaciéon para B, finalmente es:
%?:—%@w@+ﬁcz?+;i(éﬁ>—€%> (A-12)

La componente B, viene dada por:

ot 0z dp 0z dp 2 p? 0o
(A-13)
0B, o  0(aB,) 9(aB.) 9 B,
= pQ 5 + Bppa + P ap + 5| V°By — ) (A-14)

Despreciando el primer término y considerando pequefias las variaciones del campo B,
con respecto a p, la ecuacion para la componente B, toma la forma:

0B, 0 (aB,) 823(;5 10 ( 9B, By
=B, — =) A-1
ot R 0z +5 ( 022 ,0 00p P op p? )’ (A-15)
con G = pdQ)/dp. Finalmente:
0B, 1 (0(apBy) 0B, 9
= - - B A-1
aproximando a un disco con simetria axial y expresando V*B, explicitamente:
OB, 10 (apBy) B, 10 ([ 0B,
- = - T . A-17
ot p Op +5 072 + pOp P ap ( )

A.0.1. Distribuciéon del Campo a través del Disco

Las ecuaciones A-12, A-15 y A-17 se pueden reescribir en términos de variables adimen-
sionales dadas por:

a=2, (A-18)
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Reemplazando estos cambios de variable en A-12 se obtiene:

Bd 8Bp (&%) 8 - Bd 823p ﬁd 8 1 8 -
PdZ70 — 02 (4B,) + X4 P2 (22 (5B A-1
h2 ot ho 07 (a ¢)+h3 92> p2op \pop (PBy) ) (A-19)
0B, o B, ,0 (10
W = —Rad% (CKB¢) + 032 +¢€ 8_,5 Ea_ﬁ (,OBp) s (A-20)

con los parametros IR,y € dados por:

h h
Rog = 0% _ 10, (A-21)
Ba Po
La ecuacién A-15 para la componente B, toma la forma adimensional:
ﬁd 8B¢ ~ (&7)) 0 - Bd 8QB¢ ﬂd 0 10 -
—— =GyB,G+ ——(aB — —— | == (pB A-22
0B, ~ a . PBy  ,0 (10 ,_
— = R,4B,G + Rog— (aB ~ — | =— (pBy) |, A-23
8t dPp + daz<a P)+ 822 +€ap Pﬁp(p ¢) ( )
con R, dado por:
2
Roq = G (A-24)
Ba
Finalmente, A-17 se reescribe en términos de las variables adimensionales como:
0B, 10 (apB, 0*B, 10 (_.0B.
P08, - 0 000B) | BuTR Bl (552, (A-25)
hg ot pop  Op hg 922~ pgp0p \" Op
0B, ed(apBy) 0*B, ,10 (_0B,
— = Roa= — = == ol I A-26
ot B 0p * A pOop P op ( )

La soluciones a las ecuaciones A-20, A-23 y A-26 estdn determinadas por los parametros
Rad, Rua, G(p), a(p) y €. El campo magnético puede ser descrito en un disco delgado como
una solucion local es decir, a una distancia p dada B(z, p) modulado por una envolvente
Q(p)[40]. La normalizacién de las soluciones viene dada por la integral de: fjl |Bldz =1
para todos los valores de p. Asi, las soluciones locales con € < 1 para las ecuaciones A-20
y A-23 tienen la forma:

Bz, p,1) = exp (1) b(z, ) Q(p). (A-27)

En el contexto de dinamos cinematicos el campo magnético evoluciona temporalmente
como una exponencial a una rata I'.
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Soluciones Locales

A continuacién se omitirdn en las variables adimensionales: ~, a no ser que lo contrario
se establezca. Las soluciones locales vienen determinadas por:

B(=p. 1) = oxp (11) B(z. p) = oxp (11) (5;) (A-28)

reemplazando A-28 en las ecuaciones A-20, A-23 y ajustando el pardmetro ¢ = 0 se tiene
que b,:

0 9%b,
yexp (18) by = = exp (1) Raagy— (abs) + exp (7) =, (A-29)
0 0?b
Vb = ~Faag- (abg) + 87;’ (A-30)
por otro lado by:
o b,
yexp (7t) by = exp (7t) < Ruab,G + Rad& (ab,) + 2 (A-31)
0 02b
Vo = Ruah,G + Roq— (ab,) + —=2 (A-32)

0z 022

En las ecuaciones A-30, A-32 y en las soluciones locales para estas de la forma A-28 se
debe tener en cuenta la variacién perimétrica con p en las cantidades: o = a(p, z), G =
G(p) y h = h(p). Introduciendo nuevas variables dadas por:

SRR N by .
hp) " Radp)’
las ecuaciones A-30 y A-32 se reescriben como:

Z =

S = () (A-33)

_+ RaaQp) Raq O Raa(p) 920

b, W20~ hip) 02 ha(z)b +—3 ) az‘zp’ (A-34)
2 %) 82b,
by = =5 (al2)by) + - (A-35)

Teniendo en cuenta que para distancias p 2 1 kpc en la mayoria de las galaxias espirales
se tiene: R,q < R,q, la ecuacién para la componente b, del campo es :

gl - 1 0%by
A A— 0

(A-36)

9%,

’7b¢—Db + 82

(A-37)
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Donde se define el nimero dinamo local D como: D(p) = R,qRas(p)G(p)h*(p) y se rees-
cribe la funcién a como: a(z) = %. Es conveniente definir las siguientes cantidades
a una cierta distancia p: R, = RuaG(p)h*(p) y Ra = Raifd(p), asi: D = R,R,. No se ha
incluido la componente B, del campo ya que queda independiente a las otras dos com-

ponentes en la aproximacion de € = 0.

La condiciéon de normalizacion para las soluciones de la forma A-28 viene dada por:

1
/ (byf? + Ibof?) dz = 1. (A-38)
1

Las soluciones se obtendran en un marco donde las condiciones de frontera vienen espe-
cificadas en el vacio, asi:

b,=bs=0, en z==h(p). (A-39)
p o]

La funcién a(z) es de simetria impar, soluciones para las ecuaciones A-35 y A-37 se di-
viden en clases pares e impares con respecto a la coordenada z. Para obtener cada una
de estas, se tiene en cuenta las siguientes condiciones de simetria respecto al plano de la
galaxia:

b b
a—f’ = 0 ©=b, =0, en z=0, par, (A-40)
0z 0z

- 0b, ,

b, = by = 5 0, en z=0, mpar. (A-41)

De A-35, A-37, A-40 y A-41 se tiene un problema de dos ecuaciones diferenciales acopla-
das con condiciones en la frontera y un valor propio dado por 1.
Modos de Decaimiento Libre

Las ecuaciones A-35 y A-37, se pueden resolver en primera aproximacién para a(z) =
D(p) = 0, sus soluciones son conocidas como modos de decaimiento libre. Para esta aproxi-
macion se tiene el siguiente par de ecuaciones:

~

R 2%b
ry P = 82;7 (A_42)
9%by
Yby = : A-43
Ve =55 (A-43)
La forma funcional de las ecuaciones A-42 y A-43 admiten soluciones como:
?)p = 1 exp \/§2 + coexp <—\/§2>, (A-44)

by = c3exp \/§2 + ¢4 €xXp (—ﬂé) (A-45)
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Aplicando condiciones en la frontera segtin A-39 y A-40 se tiene que para las soluciones
con simetria par o cuadrupolar se cumple lo siguiente:

€1 =C2, C3=Cq, (A-46)
2¢1 cosin/g =0, 2e5cosin/A = 0. (A-47)
asi se tiene que para n entero se cumple:
1\ 2
- (n i 5) . (A-48)

Asi, de una manera general las soluciones cuadrupolares del campo magnético ng) y b((bq)
son dadas por:

. ?)E;q% Cp, COS [(np + 1) 7r73}
b(2) = (béﬂ) - (Cn cos [(ny + ; W,é]) ' (A-49)

De manera similar para las soluciones con simetria dipolar, se tiene que aplicando condi-
ciones en la frontera segtin A-39 y A-41 sobre A-44 y A-44 se debe cumplir que:

C1 = —Cg, (3= —(4, (A-50)
2¢1siniy/4 =0, 2egsini/4 = 0. (A-51)

asi se tiene que para n entero se cumple:
) = _n2p?, (A-52)
Las soluciones dipolares del campo magnético by y béd) son:

7(d . ~
. bt cpsinm,mz
b)) =\ |="_ """ (A-53)
b¢,n Cp SINNGTZ
Las soluciones A-53 para el modo dipolar mas pequefio n = 0 es un solucién con un
campo constante a través de z, es un campo magnético que no crece ni decrece en esta

aproximacion. Las soluciones A-49 y A-53 pueden verse como pares de funciones para
los modos pares e impares correspondientemente [36], es decir:

b (2) = (“) b'?(z):( 0 ) (A-54)

0 Cp SINNGTZ

b9 (2) = (Cn cos [(n, + 3) 7”3}) oy = ( 0 A ) | (A-55)

0 Cp COS [(n¢ + %) 7TZ]
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la constante de normalizacion ¢, puede obtenerse a partir de A-38 ya que para n entero y

n > 0: )
c / (sin mré)2 dz=1, c¢,=1, (A-56)

n
1

de igual forma se tiene que:

1 2
ci/ (cos {(n + %) 712]) dz=1, «¢,=1, (A-57)
-1

luego las soluciones A-54 y A-55 toman la forma:

(d)/2\ _ SininF2 1(d) /Ay 0 ]
bi(2) = ( 0 ) » YE) = (sinnwré) ’ (A-58)
wﬁﬁwz(“sumg*ﬂ”ﬂ), U?@):(amﬂmﬁ+ﬁwﬂ>' (A-59)

Cualquier configuracién de campo magnético se puede representar mediante una expan-
sion en los modos de decaimiento libre A-58 y A-59 ya que; forman una base ortonormal.

Expansién Perturbativa

Para |D| < 1 los términos relacionados con a(z) y D en A-35 y A-37 pueden interpre-
tarse como pequefias perturbaciones, las ecuaciones para el dinamo en el disco se puede
reescribir en términos de operadores como:

ﬁb:(ﬁﬁ+MW”V)b:§b (A-60)

W, V corresponden al operador no-perturbativo (modos de decaimiento libre) y pertur-
bativo respectivamente dados en 3-28. A partir de la teoria de perturbaciones, para un
sistema de eigenvalores doblemente degenerado se puede escribir, a primer orden, una
solucién para el campo b de simetria cuadrupolar como [41]:

b = Coby + Cib), (A-61)

reemplazando esta expresién en A-60 se obtiene que:

(£ = %) (Cobo + Ci}) =0, (A-62)

multiplicando por by, by, tomando el producto punto e integrando entre -1 y 1 en z se
tiene respectivamente que:

Co (Hoo — ) + CoHop = 0, (A-63)
CoHyo + Cy (Hyo —4) =0, (A-64)
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donde se tiene que:

1 1
Hyp = / by, - Hbymdz = / b, - (W+ ]D\1/2V> bond> (A-65)
—1 —1
1 . 1 .
H, = / by, - Wb,,dz + / b, - |D|Y*Vb,dz (A-66)
—1 —1

de manera similar se tiene que:

1 1
Hy = / b, - Hbydz = / b - (W + |D|1/2V> bomd> (A-68)
1 1
1 R 1 .
H,, = / B Whpmdz + / b - |D[V2Vbyndz (A-69)
1 -1
Hnm = n'm 1 Vn’m = fAVn(Sn’m + Vn’m- (A-70)

Para el caso del sistema de ecuaciones A-63, A-64:
! A 1 7z [ d? TZ R
Hop — /_ by - Hbydz = /_ sy <@ <cos 7)) dz = 39540, (A-71)

de manera similar para Hy reemplazando bo por by. Ahora para los elementos de matriz
HO/O y H00/ .

1 R 1 5
Hyo = Vg = |D|1/2/ b, - Vbodz = |D|1/2/ (cos%z> dz = |D|"*sign D, (A-72)
-1 -1
1 X 1 d 1
Hyy = Voo = |D|V? /_1 bo - Vbydz = —|DJ/? /_1 cos%z (E (zcos %)) dz = —§|D|1/2.
(A-73)

Se ha tenido en cuenta que: a(z) = 2. Notar que por la forma del operador V' los elementos
de matriz V,,, = V,,, = 0. Con lo anterior, la condicién de solucién para el sistema de
ecuaciones A-63, A-64 permite obtener a primer orden para (:

—
Q
e
I

Yo £V Voo Voor, (A-74)

2
1
4@ = —% £/ —5D- (A-75)
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Se tienen soluciones crecientes si en la funcién (@ el signo de la raiz es positivoy D < 0.
A partir de A-63, A-64 y A-75 la constante de normalizacién C) viene dada por:

Viy
Ch = +Coy [ 2. (A-76)
Voo

De manera similar para los modos dipolares se tiene que a primer orden el campo admite
la forma:

b= Cyby + CL¥, (A-77)

reemplazando esta expresion en A-60 multiplicando por by, b, tomando el producto pun-
to e integrando entre -1 y 1 en z se tiene respectivamente el siguiente par de ecuaciones:

Cy (Hy —4) + CiHy =0, (A-78)
CyHyn + C (Hi — ) = 0. (A-79)

A partir de los elementos de matriz A-67 y A-70 se obtiene que:

1 1 2

. d

Hyy = / by - Hbydz = / sin 7z (ﬁ (sin m)) dz =46, (A-80)
-1 -1 z

de manera similar para H;' reemplazando b, por b}. Ahora, los elementos de matriz H;

y Hyp para o = 2 :

1 N 1 2
Hyy = Vin = yD|1/2/ v, Vbydz = 10\1/2/ (sm g) dz = |D|"?sign D, (A-81)
-1 —1

1 1
Hyy = Vip = yD|1/2/ by - Vb dz = —\D|1/2/
1

— -1

d 1
sinmz (@ (2 sinﬂz)) dz = —§]D|1/2.
(A-82)

Se obtiene, a partir de la condicion de solucién del sistema A-78, A-79 que 3D a primer

orden es:

A =3 £V VinVay, (A-83)

A = 7% 4 ,/—%D. (A-84)

De manera idéntica, se tienen soluciones crecientes si en la funcién 4% el signo de la raiz
es positivoy D < 0.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos, para los modos dipolares y cuadrupolares
se tiene que las constantes de normalizacién estan relacionas como: C;, = —+/2C, para
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a(z) = z. Con esto en mente, la soluciones a primer orden para el campo B con simetria
cuadrupolar y dipolar vienen dadas respectivamente por:

bp Rai)p Ra w4

— — . ~ - A-

5= (/) (IDP/%) o _ygpp) x5 (A-59)
(b [ Rab, \ _ R, . )
5= (1) - (\DW&) =G (_gppn) xinms (450

donde la constante C|, se considera arbitraria.



B. GalMag

En este anexo se presentan los scripts creados para obtener las distribuciones del campo
magnético, entre otras caracteristicas, que se emplean en la simulacién.

GalMag ' ? es una libreria escrita en Python para la simulacién de campos magnéticos ba-
sados en la teoria de campo medio. Esta libreria permite simular las dos componentes del
campo magnético por separado: una componente del disco y otra del halo. Ambas com-
ponentes representan soluciones a la ecuacién de dinamo media 2-100, y los parametros
de simulacién son dados por el usuario.

Para la simulacién de la componente del disco, GalMag resuelve el conjunto de ecuaciones
dado por 3-62. En este sistema de ecuaciones, los parametros: D; R,; Cy,; h (p) y V (p) pue-
den ser configurados por parte del usuario. Ademas, el usuario puede definir el tipo de
discretizacion de la grilla utilizada para la solucién, ya sea cartesiana, esférica o cilindrica
y las dimensiones del volumen de solucién.

En la simulacién de la componente del halo, GalMag modela el campo magnético de
acuerdo con los modos de decaimiento libre (seccién 3.1.3) en relacién a los potencia-
les Py T, teniendo en cuenta si los modos son simétricos o antisimétricos. Ademads, el
usuario tiene la opcién de elegir el nimero de modos para construir la solucién. Por otra
parte, GalMag calcula los elementos de matriz relacionados en 3-114 para la solucién de
las perturbaciones en el halo.

Importacion de librerfas.

import galmag

from galmag.B_field import B_field
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

La figura 3-1 y 3-2 se construyeron teniendo en cuenta el médulo disk_profiles.py y todas

las condiciones de normalizacién. Las funciones a segundo orden para el disco plano y la
manera en que esta dado el campo magnético estdn programadas en el script B_generator_disk.py.
La figura 3-3 se obtiene a partir de:

plt.figure(figsize=(12,5))
box_limits = [[8.5,8.5],# r [kpc]
[0,0], # phi

Thttps:/ /galmag.readthedocs.io/en/latest/
Zhttps:/ / github.com /luizfelippesr/galmag
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[-1,1]] # z [kpc]
box_resolution = [1,1,100] # No rho or phi variation
Bcyl = B_field (box_limits, box_resolution, grid_type=’cylindrical”)

#

fig , axs = plt.subplots(3,2,figsize = (10,12))

x = Beyl.grid.z[0,0,50:]

#1st

axs[0, 0O].set_title ('Dm=m-50")
Beyl.add_disk_field (disk_modes_normalization=[1],
disk_.dynamo_number=-50,disk_height=1.0)
yl = 20+Bcyl.r_cylindrical [0,0,50:]

y = Bcyl.phi[0,0,50:]

axs[0, O0].plot(x, yl,linestyle="-",color
axs[0, O].plot(x, y,linestyle="—-",color
axs[0,0].legend (loc="lowermright ")
axs[0,0].grid ()

"black’ ,label=r"$b_\rho$ ")
"black’,label=r"$b_\phi$ ")

#2nd

axs[0, 1].set_title ('Dm=m—-40")
Beyl.add_disk_field (disk_.modes_normalization=[1],
disk_.dynamo_number=-40,disk_height=1.0)
yl = 20+Bcyl.r_cylindrical[0,0,50:]

y = Beyl.phi[0,0,50:]

axs[0, 1].plot(x, yl,linestyle="-",color
axs[0, 1].plot(x, y,linestyle="--",color
axs[0,1].grid ()

"black ")
"black ")

#3rd

axs[1l, 0O].set_title ('Dm=m-30")
Beyl.add_disk_field (disk_modes_normalization=[1],
disk_.dynamo_number=-30,disk_height=1.0)
yl = 20+Bcyl.r_cylindrical [0,0,50:]

y = Bceyl.phi[0,0,50:]

axs[1, O0].plot(x, yl,linestyle="-",color
axs[1, O0].plot(x, y,linestyle="—-",color
axs[1,0].grid ()

"black ")
"black ")

#4th
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axs[1l, 1].set_title ('Dm=m-20")
Beyl.add_disk_field (disk_modes_normalization=[1],
disk_.dynamo_number=-20,disk_height=1.0)
yl = 20+Bcyl.r_cylindrical[0,0,50:]

y = Bcyl.phi[0,0,50:]

axs[1, 1].plot(x, yl,linestyle="-",color
axs[1l, 1].plot(x, y,linestyle="—-",color
axs[1,1].grid ()

"black ")
"black ")

#5th

axs[2, 1].set_title ('Dm=m-10")

Beyl.add_disk_field (disk_.modes_normalization=[1],
disk_dynamo_number=-10,disk_height=1.0)

yl = 20+Bcyl.r_cylindrical[0,0,50:]

y = Bcyl.phi[0,0,50:]

axs[2, O0].plot(x, yl,linestyle="-",color = ’“black”)
axs[2, O0].plot(x, y,linestyle="—-",color "black ”)
axs[2,0].grid ()

#6th

axs[2, 1].set_title ('Dm=m-8")
Beyl.add_disk_field (disk_.modes_normalization=[1],
disk_.dynamo_number=-8,disk_height=1.0)
yl = 20+Bcyl.r_cylindrical[0,0,50:]

y = Beyl.phi[0,0,50:]

axs[2, 1].plot(x, yl,linestyle="-",color
axs[2, 1].plot(x, y,linestyle="--",color
axs[2,1].grid ()

"black )
"black ")

#Ajuste de ejes

for ax in axs.flat:
ax.set(xlabel=r"$z\ ,[{\rmmkpc}]$”~,
ylabel=r’$b_\rho$ ,m$b_\phim[{\rmm\mumG}]$ ")

for ax in axs. flat:
ax.label_outer ()
plt.show ()

Figura 3-6

import galmag



from galmag.B_field import B_field
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

box_

box_resolution = [200,200,200]
B_field (box_limits , box_resolution , grid_type

Bl =
Bla
B1b
Blc

Bld =

Ble
Cn =

= B_field (box_limits,
= B_field (box_limits,
= B_field (box_limits,
B_field (box_limits,
= B_field (box_limits,

[1]

box_resolution , grid_type
box_resolution , grid_type
box_resolution , grid_type
box_resolution , grid_type
box_resolution , grid_type

B_phi_solar_radius =-3 # muG

Bl.add _disk_field (disk_modes_normalization=Cn,

B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,

disk_height_function =

galmag. disk_profiles.constant_scale_height,
disk_dynamo_number=-50)

add _disk_field (disk_modes_normalization=Cn,

B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,

disk_height_function =

galmag. disk_profiles.constant_scale_height,
disk_dynamo_number=-40)

add _disk_field (disk_modes_normalization=Cn,

B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,

disk_height_function =

galmag. disk_profiles.constant_scale_height,
disk_dynamo_number=-30)

add _disk_field (disk_modes_normalization=Cn,

B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,

disk_height_function =

galmag. disk_profiles.constant_scale_height,
disk_dynamo_number=-20)

add_disk_field (disk_modes_normalization=Cn,

B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,

disk_height_function =

galmag. disk_profiles.constant_scale_height,

disk_dynamo_number=-10)

Bla.

Blb.

Blc.

Bld.

limits = [[1e-8, 17],[-np.pi, np.pil,[-1, 1]] # kpc

"cylindrical )

"cylindrical )
“cylindrical ")
“cylindrical ")
“cylindrical )
"cylindrical )
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Ble.add _disk_field (disk_modes_normalization=Cn,
B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,
disk_height_function =
galmag. disk_profiles.constant_scale_height,
disk_.dynamo_number=-8)

import galmag.analysis.visualization as visu
visu.std_setup ()
plt.figure(figsize=(11.1,11))

plt.subplot(3,2,1)

plt. title ('Dm=m-50")

visu.plot_.r_z_uniform (B1, skipr=9, skipz=9,
field _lines=False ,cmap="Greys’, quiver_color="r")

plt.xlabel (r’$\rho\ ,[{{\rmmkpc}}]$")

plt.subplot(3,2,2)

plt. title ('Du=m—40mmmmm ")
visu.plot_.r_z_uniform (Bla, skipr=9, skipz=9,
field _lines=False ,cmap="Greys’, quiver_color="r")

plt.xlabel(r’$\rho\ ,[{{\rmmkpc}}]1$")

plt.subplot(3,2,3)

plt. title ('Dm=m-30")

visu.plot_.r_z_uniform (Blb, skipr=5, skipz=5,
field _lines=False ,cmap="Greys’, quiver_color="r")
plt.xlabel (r’$\rho\,[{{\rmmkpc}}]$")

plt.subplot(3,2,4)

plt. title ('Dm=m-20")

visu.plot_.r_z_uniform (Blc, skipr=5, skipz=5,
tield _lines=False ,cmap="Greys’, quiver_color="r")
plt.xlabel (r’$\rho\ ,[{{\rmmkpc}}]$")

plt.subplot(3,2,5)

plt. title ('Dm=m-10")

visu. plot_.r_z_uniform (Bld, skipr=5, skipz=5,
field _lines=False ,cmap="Greys’, quiver_color="r")

plt.xlabel (r’$\rho\,[{{\rmmkpc}}]$")
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plt.subplot(3,2,6)

plt.title ('Dm=m-8")

visu.plot_r_z_uniform (Ble, skipr=5, skipz=1,
field_lines=False ,cmap="Greys’, quiver_color="r")

plt.xlabel (r’$\rho\ ,[{{\rmmkpc}}]$")

plt.tight_layout ()
plt.show ()

Figura 3-7:

Cn =[-4,1]
Bl.add _disk_field (disk_modes_normalization=Cn,
B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,
disk_height_function =
galmag . disk_profiles.constant_scale_height,
disk_dynamo_number=-50)
Ble.add _disk_field (disk_modes_normalization=Cn,
B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,
disk_height_function =
galmag . disk_profiles.constant_scale_height,
disk_.dynamo_number=-8)
import galmag.analysis.visualization as visu
visu.std_setup ()
plt.figure(figsize=(11,5))

plt.subplot(1,2,1)

plt. title ('Dm=m-50")

visu.plot_.r_z_uniform (Bl, skipr=5, skipz=5, field_lines=False,
cmap="Greys’,quiver_color="r")

plt.xlabel (r’$\rho\,[{{\rmmkpc}}]$")

plt.subplot(1,2,2)

plt. title ('Dm=m-8")

visu.plot_.r_z_uniform (Ble, skipr=5, skipz=5, field_lines=False,
cmap="Greys’ ,quiver_color="r")

plt.xlabel (r’$\rho\,[{{\rmmkpc}}]$")

plt.tight_layout ()

plt.show ()

Figura 3-8
Cn =[-4,1]
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Bl.add _disk_field (disk_modes_normalization=Cn,
B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,
disk_height_function =
galmag. disk_profiles.constant_scale_height,
disk_shear_function =
galmag. disk_profiles.simple_shear_rate,
disk_rotation_function =
galmag. disk_profiles.simple_rotation_curve)
Bla.add _disk_field (disk_modes_normalization=Cn,
B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,
disk_height_function =
galmag.disk_profiles.constant_scale_height,
)
import galmag.analysis.visualization as visu
visu.std_setup ()
plt.figure(figsize=(13,5))
plt.subplot(1,2,1)
plt. title ("$h=const$mymCurvamdemrotacionmPlana”)
visu.plot_.r_z_uniform (Bl, skipr=4, skipz=4, field_lines=False,
cmap="Greys’ ,quiver_color = 'r”)
plt.xlabel (r’$\rho\,[{{\rmmkpc}}]$")
plt.subplot(1,2,2)
plt. title ("$h=const$mymCurvamdemrotacionmViamLactea ")
visu.plot_.r_z_uniform (Bla, skipr=4, skipz=4, field_lines=False,
cmap="Greys’,quiver_color = 'r”)
plt.xlabel (r’$\rho\,[{{\rmmkpc}}]$")
plt.tight_layout ()
plt.savefig (’ContourhO_flat MW2.pdf")
plt.show ()

Figura 3-9:

Cn =[-4,1]

Bl.add _disk_field (disk_modes_normalization=Cn,
B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,
disk_shear_function =
galmag. disk_profiles.simple_shear_rate,
disk_rotation_function=

galmag.disk_profiles.simple_rotation_curve)

Bla.add _disk_field (disk_modes_normalization=Cn,
B_phi_solar_radius=B_phi_solar_radius,
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import galmag.analysis.visualization as visu

visu.std_setup ()

plt.figure(figsize=(13,5))

plt.subplot(1,2,1)

plt. title (r "$h=h\left (\rho\right)$mymCurvamdemrotacionmPlana’)
visu.plot_.r_z_uniform (Bl, skipr=4, skipz=4, field_lines=False,
cmap="Greys’ ,quiver_color = 'r”)

plt.xlabel (r’$\rho\,[{{\rmmkpc}}]$")

plt.subplot(1,2,2)

plt. title (r "$h=h\left (\rho\right)$mymCurvamdemrotacionmViamLactea”)
visu.plot_.r_z_uniform (Bla, skipr=4, skipz=4, field_lines=False,
cmap="Greys’ ,quiver_color = 'r’)

plt.xlabel (r’$\rho\,[{{\rmmkpc}}]$")

plt.tight_layout ()

plt.show ()

En el Halo se realizan las siguientes rutinas y subrutinas. Todo lo concerniente a curvas
de rotacién aplicables para esta parte de la programacioén concernientes a condiciones
de normalizacién junto con la programacién de la funcién o se encuentra en el script:
halo_profiles.py. Las distribuciones de campo se resuelven mediante 3-115 cuya progra-
macion se encuentra en el script garlekin.py.

La figura 3-11 se obtiene como:

import galmag

from galmag.B_field import B_field
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

box_limits = [[-15, 15],[-15, 15],[-15, 15]] # kpc
box_resolution = [100,100,100]

B = B_field(box_limits, box_resolution)

Bl = B_field (box_limits, box_resolution)

B2 = B_field (box_limits, box_resolution)

import galmag.analysis.visualization as visu
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visu.std_setup ()
B.add _halo_field (

halo_n_free_.decay_modes = 2,
halo_ref_radius = 8.5,
halo_ref_z = 0.02,

halo_ref Bphi = 0.05, # [muG]
halo_symmetric_field = True,

#halo_rotation_function= galmag. halo_profiles.simple_V_exp

)
B1l.add _halo_field (

halo_n_free_decay_modes = 3,
halo_ref_radius = 8.5,
halo_ref_z = 0.02,
halo_ref Bphi = 0.05, # [muG]
halo_symmetric_field = True
BZ.aZidhalofield(
halo_n_free_.decay_-modes = 4,
halo_ref_radius = 8.5,
halo_ref_z = 0.02,

halo_ref Bphi = 0.05, # [muG]

halo_symmetric_field = True

)
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import galmag.analysis.visualization as visu

visu.std_setup ()

plt.figure(figsize=(17,10))

plt.subplot(2,3,1)

plt. title('n=2")

visu.plot_x_z_uniform (B.halo, skipx=15,skipz=5, iy=49,
cmap="Blues’ ,no_colorbar=False ,contour=True, quiver = False)
plt.subplot(2,3,2)

plt. title('n=3")

visu.plot_x_z_uniform (Bl.halo, skipx=15,skipz=5, iy=49,
cmap="Blues’ ,no_colorbar=False ,contour=True, quiver = False)
plt.subplot(2,3,3)

plt. title('n=4")

visu.plot_x_z_uniform (B2.halo, skipx=15,skipz=5, iy=49,
cmap="Blues’ ,no_colorbar=False ,contour=True, quiver = False)

plt.subplot(2,3,4)

visu.plot_x_z_uniform (B.halo, skipx=4,skipz=4, iy=49,
cmap="Greys’ ,no_colorbar=True, contour=False)
plt.subplot(2,3,5)

visu.plot_x_z_uniform (Bl.halo, skipx=8,skipz=4, iy=49,
cmap="Greys’ ,no_colorbar=True, contour=False)
plt.subplot(2,3,6)

visu.plot_x_z_uniform (B2.halo, skipx=4,skipz=4, iy=49,
cmap="Greys’ ,no_colorbar=True, contour=False)
plt.tight_layout ()

plt.show ()
Figura 3-12

box_limits = [[-15, 15],[-15, 15],[-15, 15]] # kpc
box_resolution = [100,100,100]

Bh B_field (box_limits , box_resolution)

Blh B_field (box_limits , box_resolution)

import galmag.analysis.visualization as visu
visu.std_setup ()
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Bh.add _halo_field (
halo_n_free_decay_modes = 3,
halo_ref_radius = 8.5,
halo_ref_z = 0.02,
halo_ref Bphi = -0.01, # [muG]
halo_symmetric_field = False,
)

Blh.add _halo_field (
halo_n_free_decay_modes = 4,
halo_ref_radius = 8.5,
halo_ref_z = 0.02,
halo_ref_Bphi = -0.01, # [muG]
halo_symmetric_field = False

import galmag.analysis.visualization as visu
visu.std_setup ()

z = Bh.grid .x[50,50,50]

plt.figure(figsize=(17,10))

plt.subplot(2,2,1)

plt. title('n=3")

visu.plot_-x_z_uniform (Bh.halo, skipx=4,skipz=8, iy=49,
cmap = ’‘Blues’,quiver_color="r")

plt.subplot(2,2,2)

plt. title('n=4")

visu.plot_x_z_uniform (Blh.halo, skipx=4,skipz=8, iy=49,
cmap = ’‘Blues’,quiver_color="r")

plt.subplot(2,2,3)

plt. title(r’$z={0:.2f}m\ ,\rmmkpc$’.format(z))
visu.plot_x_y_uniform (Bh. halo, skipy=4,skipx=4, iz=50,
cmap = 'Blues’,quiver_color="r’, field_lines = False)
plt.subplot(2,2,4)

plt. title (r’'$z={0:.2f}m\ ,\rmmkpc$’.format(z))
visu.plot_x_y_uniform (Blh.halo, skipy=4,skipx=4, iz=50,
cmap = ’‘Blues’,quiver_color="r’, field_lines = False)
plt.tight_layout ()

plt.savefig (' ContourHalodipolar_-GalMag.pdf”)

plt.show ()
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