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Resumen

Prediccion espacial de ventas mediante enfoques bayesianos y aprendizaje au-
tomatico utilizando datos de area

Las ventas son un indicador critico del desempeno de una compania y las proyecciones acer-
tadas de ventas futuras permiten la toma de decisiones sobre su presupuesto, produccién,
inventario y expansion. La incorporacién de herramientas estadisticas que permitan entender
la variabilidad espacio-temporal de las ventas y que apoye la programaciéon logistica de la
compania es de gran interés para directivos y administradores. La obtenciéon de pronosticos
de ventas a través de la implementacion de modelos que tengan en cuenta la autocorrelacion
espacial y que evolucionan en el tiempo, permite a la compania definir estrategias de mer-
cadeo y produccion con caracteristicas particulares sobre los lugares en los cuales presta sus
Servicios.

Este trabajo se centra en la comparaciéon de diferentes técnicas estadisticas y la Aproxima-
cién de Laplace Anidada e Integrada (INLA) para la inferencia Bayesiana aproximada en el
analisis y pronostico temporal, espacial y espacio-temporal de las ventas textiles de una com-
pania en la costa este de los Estados Unidos desde el 2017 hasta el 2022. Se analizan datos
de las ventas durante un periodo cercano a 6 anos, incluyendo como covariable demogréafica
la poblacién de habitantes en los estados involucrados en el estudio. Inicialmente, se aborda
el andlisis de las ventas desde el punto de vista de las series de tiempo, la cual es forma usual
en la literatura como se modela este tipo de datos. En un segundo escenario se considera la
componente geografica de los datos para estimar espacialmente la probabilidad de venta en
toda la region de estudio. Finalmente, se estudia la dindmica de la evolucion espacial de la
probabilidad de ventas a través del tiempo, ajustando un modelo de aprendizaje automatico.

Para el estudio del comportamiento temporal de las ventas en la compania textil, se ajustaron
modelos autorregresivos clasicos y su aproximacién Bayesiana con INLA, se compararon el
ajuste y capacidad de prondstico sin encontrar diferencias significativas entre los resultados
obtenidos con ambas metodologias. Para el anélisis espacial de las ventas textiles se compa-
raron los modelos autorregresivo condicional (CAR) y la aproximacién Bayesiana basada en
ecuaciones diferenciales parciales estocasticas con INLA, el cual presenté mejor rendimiento
en el ajuste del modelo de prondstico espacial en comparacion con el modelo CAR tradicional.

Los modelos espacio-temporales estan relacionados con problemas en los que se quiere anali-
zar y predecir cémo algo varia en el espacio y/o el tiempo. La metodologia Bayesiana de apro-
ximacién INLA permite la facil extension de los modelos espaciales al caso espacio-temporal,
posibilitando la insercion de efectos aleatorios espaciales y temporales, asi como efectos de
interaccion entre el espacio y el tiempo. De otro lado, la relacién entre los métodos Bayesia-



nos y aprendizaje automéatico estadistico es intrinseca, puesto que el andlisis Bayesiano es
un método de aprendizaje automatico estadistico natural. Para el analisis espacio-temporal
de las ventas textiles comparamos la metodologia Bayesiana de aproximacién INLA y su
nueva propuesta de aprendizaje automéatico estadistico basada en la correccién variacional
de Bayes de rango bajo (VBC), que utiliza el método de Laplace y, posteriormente, una
correccién variacional de Bayes a la media posterior, la cual mostro igual precisién en los
ajustes de los modelos y sus pronosticos. Los andlisis se realizaran utilizando el lenguaje de
programacion estadistico R y la libreria R-INLA.

Palabras clave: Aproximacion de Laplace anidada e integrada, modelos bayesianos,

Estadistica Espacial, Series de tiempo, Pronésticos.
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Abstract

Spatial Sales Prediction Using Bayesian Approaches and Machine Learning Using
Area Data

Sales are a critical indicator of a company’s performance and accurate projections of future
sales allow decision making about its budget, production, inventory and expansion. The in-
corporation of statistical tools that allow understand the spatio-temporal variability of the
sales and that support the company’s logistics programming is of great interest to managers
and administrators. Obtaining sales forecasts through the implementation of models that will
take spatial autocorrelation into account and that will evolve over time, allows the company
to define marketing and production strategies with particular characteristics on the places
in which it provides its services.

This work focuses on the comparison of different statistical techniques and the Integrated
Nested Laplace Approximation (INLA) for approximate Bayesian inference for the temporal,
spatial and spatio-temporal analysis and forecasting of textile sales of a company on the East
Coast of the United States from 2016 to 2023. Sales data over a 8 year period are analyzed,
including as a demographic covariate the population of the states involved in the study.
Initially, the analysis of sales is approached from the point of view of time series, which is
the usual way in the literature how this type of data is modeled. In a second scenario, the
geographic component of the data is considered in order to spatially estimate the probability
of sales throughout the study region. Finally, the dynamics of the spatial evolution of the
sales probability over time is studied by fitting a machine learning model.

For the study of the temporal behaviour of the sales in the textile company, classic auto-
regressive models and their Bayesian approximation with INLA were fitted, the adjustment
and forecasting capacity were compared without finding significant differences between the
results obtained with both methodologies. For the spatial analysis of textile sales, the con-
ditional autoregressive (CAR) models and the Bayesian approximation based on stochastic
partial differential equations with INLA were compared, which presented better performance
for spatial forecasting compared to the traditional CAR model.

Spatio-temporals are related to problems in which one wants to analyze and predict how
something varies in space and/or time models. The easy Bayesian INLA approximation
methodology allows the extension of spatial models to the spatio-temporal case, enabling
the insertion of random spatial and temporal effects, as well as interaction effects between
space and time. On the other hand, the relationship between Bayesian methods and statis-
tical machine learning is intrinsic, since Bayesian analysis is a natural statistical machine



XII

learning method. For the spatio-temporal analysis of textile sales, we compared the INLA
Bayesian approximation methodology and its new machine learning proposal based on low-
range Bayes variational correction (VBC), which uses the Laplace method and, subsequently,
a Bayes variational correction to the posterior mean, which demonstrated greater accuracy
in forecasts. The analyzes are carried out using the statistical programming language R and
the R-INLA library.

Keywords: Integrated Nested Laplace Approximation, Bayesian modeling, space-time,

prediction)
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1 Introduccion

Las ventas son un indicador critico del desempeno de una compania. Las proyecciones pre-
cisas de las ventas futuras le permiten a una compania tomar decisiones informadas sobre
su presupuesto, produccion, inventario y expansion entre otras. En la tltima década, la pre-
diccion de las ventas ha sido objeto de investigacion y es de interés tanto en el campo de la
estadistica como en la ciencia de datos. La mayoria de los estudios han utilizado la teoria
de las series de tiempo y técnicas de regresion para modelar los datos histéricos de ventas
y hacer proyecciones futuras [Shakti et al., 2017,|Catal et al., 2019,|Chatfield, 2000]. Sin em-
bargo, estas técnicas a menudo no tienen en cuenta la influencia del espacio geografico y la
dependencia espacial en las ventas de una compania.

Para el modelado de datos de ventas, formas funcionales simples como la regresion lineal,
logaritmica o las series de tiempo, pueden ser inadecuadas para capturar una posible no li-
nealidad de los datos, esta ultima entendida como la relacion entre la variable respuesta y las
variables predictoras. Sin embargo, en la seleccion del modelo es crucial examinar el alcance
en la precisién de la estimacién y la prediccién. Los modelos autorregresivos (AR) [Wei,
2018 y los modelos basados en INLA (aproximacién de Laplace anidada e integrada) [Lind-
gren and Rue, 2015], son dos enfoques comunes para modelar series de tiempo. Sin embargo,
nuestra intencion es identificar jcudl es la mejor opcién para ajustar un modelo en términos
de precision de la prediccion y capacidad de ajuste?

Los modelos AR se han utilizado ampliamente para modelar series de tiempo debido a su
simplicidad y eficacia. No obstante, estos modelos pueden ser limitados en términos de ca-
pacidad de ajuste y pueden ser inadecuados para datos no estacionarios. Por otro lado, los
modelos temporales basados en INLA son mas flexibles y pueden manejar datos no estacio-
narios y modelos jerarquicos complejos. Varios estudios han comparado los modelos AR y los
modelos basados en INLA en términos de su capacidad de modelado y precision predictiva.
Por ejemplo, [Zuur et al., 2017] compararon modelos lineales generalizados (GLM) y modelos
lineales generalizados de efectos mixtos (GLMM) sobre series de tiempo y modelos bayesia-
nos basados en la metodologia INLA con el fin de determinar el modelo que mejor se ajuste
a los datos ecoldgicos utilizados. Esta investigacion reveld que los modelos basados en INLA
superaron a los modelos lineales generalizados (GLM) y modelos lineales generalizados de
efectos mixtos (GLMM) en términos de precisién predictiva y capacidad de ajuste. [Dutta
et al., 2022 describe el andlisis estadistico bayesiano de series temporales multivariadas de



valores positivos, con aplicacion a flujos de datos financieros utilizando la aproximacién de
Laplace anidada e integrada (INLA) para el modelado bayesiano aproximado répido. Es por
tanto que los modelos basados en INLA tienen ventajas sobre los modelos clasicos de series
de tiempo en términos de capacidad de modelado y precision predictiva para. Sin embargo, la
eleccién del modelo adecuado depende de la naturaleza de los datos y el objetivo de modelado.

El desarrollo de nuevos modelos matematico-estadisticos que se ajusten a los retos cientificos
actuales y cuya implementacion computacional sea eficiente, es uno de los constantes desafios
para las ciencias aplicadas y la industria. En la actualidad se experimenta una acelerada evo-
lucion tecnoldgica, la cual trae consigo la generacion de grandes volimenes de informacion.
Esta informacion puede contar de manera intrinseca con una etiqueta geoespacial, por ejem-
plo, las transacciones en un cajero automatico, la compra de un producto en una tienda fisica
o por internet, la utilizacién de una red social en un dispositivo mévil para promocionar un
producto, entre otros. La necesidad de obtener conclusiones relevantes provenientes de este
tipo de datos ha dado lugar a lo que hoy se conoce como estadistica espacial y desde sus
inicios se ha evidenciado su gran potencial tedrico y aplicado. La evolucién de sus métodos,
asi como algunos de sus resultados, ha permitido crear vinculos e implicaciones con otras
dreas del conocimiento |Gelfand et al., 2010]. Para el andlisis de datos con caracteristicas
espaciales y que estén estructurados como conteos por regiones geograficas, en la estadistica
espacial es usual utilizar modelos como los autorregresivos condicionales CAR de sus siglas
en inglés (Conditional Autoregressive) [Fotheringham et al., 2003, Bivand et al., 200§], los
cuales tienen en cuenta la estructura de vecindad entre las regiones que conforman el area
de estudio espacial, mientras que el modelo INLA se basa en la integracién numérica y la
aproximacién Laplaciana. Ambos enfoques tienen ventajas y desventajas en términos de efi-
ciencia y precision.

En un estudio reciente, [Lawson, 2021] compara los modelos INLA y CAR para la estima-
cién de la mortalidad infantil en un conjunto de datos espaciales en el Reino Unido. Los
autores encontraron que los modelos basados en INLA eran mas precisos en la estimacién de
la mortalidad infantil, mientras que los modelos CAR eran maés interpretables y permitian
una mejor visualizacién de los patrones espaciales. Otro estudio de [Bivand et al., 2008 com-
par6 los modelos INLA y CAR para ayudar a explicar parte de la variabilidad espacial del
riesgo de nacimientos en el condado de Carolina del norte de Estados Unidos. Los autores
encontraron que ambos enfoques eran igualmente eficientes, pero que los modelos CAR eran
mas faciles de interpretar debido a la naturaleza intuitiva de las matrices de vecindad. En
resumen, tanto los modelos espaciales basados en INLA como los modelos CAR tienen ven-
tajas y desventajas en términos de eficiencia y precision. La eleccion entre estos dos enfoques
depende de las necesidades especificas del analisis y de la complejidad de los datos espaciales.

En relacion con modelos espaciales asociados a las ventas [Jank and Kannan, 2005], propusie-



4 1 Introduccién

ron un modelo multinomial espacial de la eleccién del cliente e ilustraron cémo el modelado
espacial de las elecciones de los clientes en linea en los mercados geogréaficos proporciona
informacion 1til en el contexto de una combinacién de productos y una decisién de precios
de un editor de libros en linea. El modelo espacial multinomial explica especificamente las
correlaciones espaciales entre las opciones de los clientes entre diferentes formas de produc-
tos: impresos y PDF'. Los resultados de la estimacién obtenidos utilizando datos generados
a partir de un experimento en linea muestran que el modelo espacial explica la variacion
geografica en muchos de los efectos no observados posiblemente debido a diferencias de ubi-
cacion y sensibilidades de precios.

En términos de eficiencia, los modelos basados en INLA han sido destacados por su rapidez
computacional y su capacidad para manejar grandes conjuntos de datos espaciales en dife-
rentes trabajos de investigacién como [Nunez Medina et al., 2019]. Por otro lado, |[Bivand
et al., 2008 dice que los modelos CAR son méas computacionalmente intensivos que los mo-
delos INLA, ya que requieren de un mayor tiempo de procesamiento debido a la complejidad
de las matrices de vecindad. En términos de generales se puede decir que los modelos INLA
pueden ser mas precisos en la estimacion de los pardametros de interés y més eficientes compu-
tacionalmente, especialmente cuando se utilizan modelos de datos complejos. Por otro lado,
los modelos CAR son mas interpretables y permiten una mejor visualizacién de los patrones
espaciales de los datos.

Durante las ultimas tres décadas, los métodos bayesianos se han desarrollado demasiado en
el campo de las ciencias aplicadas y la industria. Sus principales desafios se centran en el
costo computacional, la complejidad de los modelos y la dimensién de las bases de datos, los
cuales siguen siendo una limitacién para el desarrollo de la teoria. Recientemente, el uso de
campos aleatorios Gaussianos se ha vuelto cada vez mas popular, ya que muy a menudo los
datos se caracterizan por una estructura espacial y/o temporal que debe tenerse en cuenta
en el proceso inferencial. El enfoque INLA se ha desarrollado como una alternativa compu-
tacionalmente eficiente a los métodos clasicos y la disponibilidad de software libre permite a
los investigadores aplicar facilmente este método |[Blangiardo and Cameletti, 2015]. Los mo-
delos bayesianos espacio-temporal con INLA presentan los paradigmas bésicos del enfoque
bayesiano y simplifican los problemas computacionales asociados. Ademas, esta metodologia
bayesiana de aproximacion permite la insercion de efectos aleatorios espaciales, temporales
y los efectos de interaccién entre el espacio y el tiempo.

Los modelos de area espacio-temporales en particular pueden ser una herramienta valiosa pa-
ra investigar la distribucién espacial y temporal de diversos fendmenos que suceden en nuestra
vida diariamente. Aunque los modelos espacio-temporales se han aplicado principalmente en
epidemiologia para analizar enfermedades cronicas como el cancer, algunas investigaciones
usan estos modelos para buscar la distribucién espacial de ciertos delitos como el robo a per-



sonas [Li et al., 2014]. Otro tipo de escenarios en los que se puede adaptar esta metodologia es
por ejemplo el propuesto en [Blangiardo and Cameletti, 2015], el cual ajusta un modelo baye-
siano espacio-temporal implementado bajo INLA para investigar la mortalidad por suicidio
en los municipios de Londres durante el periodo del 1989 al 1993, donde pudieron identificar
areas caracterizadas por un riesgo relativo inusualmente alto o bajo de cometer suicidio en
esa poblacién. En el contexto de andlisis de datos ecolégicos, [Zuur et al., 2017 discute sobre
las herramientas frecuentistas que estan disponibles para el analisis de datos temporales,
espaciales y espacio-temporales, concluyendo que su aplicacién es bastante limitada, espe-
cialmente si se requieren distribuciones no Gaussianas. Por lo tanto, se sugiere considerar
analisis utilizando modelos alternativos, pero estos requieren técnicas bayesianas. Adicional-
mente, [Zuur et al., 2017] muestra de manera practica cémo es posible incluir dependencia
espacial y espacio-temporal en los modelos de regresion a través de efectos aleatorios corre-
lacionados espaciales (y/o temporales) implementados en R-INLA |Lindgren and Rue, 2015].

Es facil ver que el aprendizaje automatico (ML) se ha convertido en un enfoque ampliamente
utilizado en casi todas las disciplinas para resolver una extensa gama de tareas y problemas
con datos estructurados y no estructurados, incluidos, entre otros, regresién, agrupacion,
clasificacion y prediccion. El aprendizaje automatico ha demostrado ser una herramienta
poderosa y eficaz en varios campos de aplicacién donde los aspectos espaciales son esencia-
les, incluidos los siguientes: clasificacion del uso y la cobertura del suelo [Zhang et al., 2018],
caracterizacion transversal |[Law et al., 2020] y cambio longitudinal [Hagenauer et al., 2019],
crecimiento urbano [Guan et al., 2005, gestién de desastres [Resch et al., 2018, prediccion
del rendimiento de cultivos [Masjedi and Crawford, 2020, aparicién y propagacién de enfer-
medades infecciosas |[Adhikari et al., 2019], anélisis de accidentes y transporte [Effati et al.,
2015|, mapeo de héabitats [Chegoonian et al., 2017] y prediccién espacio-temporal |Deng
et al., 2017, Deng et al., 2018].

Los datos espaciales exhiben ciertas propiedades distintivas como la escala, la dependen-
cia y heterogeneidad espacial [Nikparvar and Thill, 2021}, es por tanto que al igual que en
otros enfoques de modelado, debemos ser conscientes de las especificidades que implican es-
tas propiedades cuando realizamos aprendizaje automatico en datos espaciales. De hecho, el
manejo explicito de estas propiedades espaciales puede mejorar el rendimiento del modelo de
aprendizaje automatico o agregar informacion significativa sobre el proceso de aprendizaje
de una tarea. Al mismo tiempo, no incluir adecuadamente estas propiedades en el modelo
de aprendizaje automatico puede afectar negativamente el aprendizaje |Nikparvar and Thill,
2021]. Con el proposito de cuantificar la incertidumbre en los modelos de aprendizaje au-
tomatico espaciales, se han desarrollado redes neuronales bayesianas [Niraula et al., 2022] y
sus aplicaciones se han extendido en varios problemas espacio-temporales [McDermott and
Wikle, 2019|. Sin embargo, en el campo del modelado y comprensién de la dindmica de las
ventas, el uso de redes neuronales en combinacion con la estadistica espacial y la inferencia
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bayesiana es realmente limitado.

En este trabajo se comparan diferentes técnicas estadisticas y la metodologia bayesiana de
aproximacién en INLA para el andlisis y prondstico temporal, espacial y espacio-temporal
de las ventas textiles de una compania en la costa este de los Estados Unidos desde el 2017
hasta el 2022. Se analizan datos de las ventas durante un periodo de 6 anos, incluyendo
como covariable demogréfica la poblacion de los estados involucrados en el estudio, la cual
es relevante para la interpretacion de los resultados. El documento esta organizado de la
siguiente manera. En el Capitulo [2| se hace una descripcion del conjunto de datos de ventas
y del proceso de minerfa (limpieza e imputacion). En el Capitulo |3| se presenta una corta
descripcion sobre la teoria clasica de series de tiempo y la aproximacion bayesiana con INLA
para inferencia desde un enfoque jerarquico para modelar la serie de tiempo. Se compararon
la capacidad de ajuste de ambas metodologias y se realizaron sus prondsticos. En el Capitulo
se analiza la variabilidad espacial de las ventas textiles en la costa este y se comparan los
ajustes espaciales de los modelos autorregresivo condicional (CAR) y la aproximacién baye-
siana basada en ecuaciones diferenciales parciales estocasticas con INLA. En el Capitulo [5|se
comparan los riesgos relativos de las ventas textiles y se comparan los ajustes de un modelo
espacio-temporal clasico implementado con la metodologia bayesiana basada en ecuaciones
diferenciales parciales estocasticas con INLA y su nueva propuesta de aprendizaje automati-
co estadistico basada en la correccién variacional de Bayes de rango bajo (VBC) [van Niekerk
and Rue, 2021], que utiliza el método de Laplace y, posteriormente, una correccién variacio-
nal de Bayes a la media posterior. El documento finaliza en el Capitulo [6] con una discusién
general y conclusiones.



2 Descripcion y preparacion de los datos

En este capitulo se describe el proceso de limpieza, depuracién e imputacién de la base de
datos de las ventas diarias de una compania textil en la costa este de los Estados Unidos.
Esta compania cuenta inicialmente con registros desde el ano 2016 hasta el mes de Marzo
del ano 2023.

Este proceso de limpieza, depuracién e imputacién comienza con una consulta estructurada
en SQL (por sus siglas en inglés Structured Query Language) |Perez, 2011] desde el lenguaje
de programacion para cémputo estadistico R [R Core Team, 2023], con el propésito de extraer
las transacciones que contienen informacion particular de los clientes como sus direcciones,
nombres, fecha en la cual hizo la compra, tipo de producto, marca, referencia, unidades
compradas, devoluciones, talla y color como se ve en la Figura

ventas marca talla color fecha estado condado codigo_postal

1 Fajas Salome M Black 2017-05-05 FL Lake County 32724
1 Lowla 1 Black 2019-06-12 NEW YORK  Westchester County 10604
1 LTRose L Beige 2021-07-24 NY Orange County 10940-3808
2 Diane & Geordi L Black 2023-02-23 Va Spotsylvania County 22553
2 Diane & Geordi L Black 2023-02-23 Va Spotsylvania County 22553
1 Sonryse M Mocha 2020-05-08 NC Kosciusko County 28398
1 Diane & Geordi M Black 2023-03-20 TX Tarrant County 76051-2523
1 Maria E L Beige 2020-08-22 PA 18974-3655
1 LT Rose 25 Cocoa 2021-05-07 PR 00705-3423
1 Sonryse L Black 2022-07-03 NV Clark County 89122-4631
1 Sonryse L Black 2022-07-03 NV Clark County 89122-4631
1 Sonryse M Black 2022-10-23 TX Navarro County 75110-4908
1 Sonryse L Black 2021-03-28 TX Harris County 77396-3514
1 Fajas Salome XL Beige 2019-11-28 LA Orleans Parish 70125
1 Fajas Salome L Black 2019-04-26 KY Henrico County 40475
1 Sonryse ) Mocha 2023-01-07 FL Hillsborough County 33566-0562
1 Sonryse 2% Cocoa 2020-08-10 FL 34208-1442

Figura 2-1: Resultados de la consulta en la base de datos de la compania sobre las ventas
en los diferentes estados de los Estados Unidos desde el 2016 hasta el 2023.

Para este trabajo se tuvieron en cuenta las unidades devueltas debido a que estas fueron
despachadas por la compania por lo tanto cuenta como una venta. También es importante
mencionar que se utilizé informacién poblacional total, por ano, de los estados de la costa
este de Estados Unidos desde el ano 2017 hasta el ano 2022, como covariable para los mo-
delos espaciales y espacio-temporales. Esta informacién se obtuvo de la pagina Web oficial
del censo de Estados Unidos [Census, 2022].

La mineria de datos y las técnicas de imputacién de datos son herramientas esenciales para el
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analisis de los diferentes tipos de informacién que se generan en una compania. El almacena-
miento, procesamiento y analisis estadistico de los datos, permite a las companias desvelar
patrones y tendencias que ayuden a tomar decisiones informadas sobre sus estrategias de
venta, produccion y marketing. En el contexto de ventas, la mineria de datos puede ayudar
a las empresas a identificar patrones de compra de los clientes, asi como las tendencias y
factores que influyen en las ventas. Sin embargo, en algunos casos, los datos pueden estar
incompletos o tener informacion faltante, lo que puede dificultar el procesamiento y analisis,
es en este tipo de situaciones donde las técnicas de imputacién son fundamentales. Segin
un estudio realizado por [Pérez Lopez, 2007|, la minerfa de datos se define como un proceso
de descubrimiento de nuevas y significativas relaciones, patrones y tendencias al examinar
grandes cantidades de datos. La utilizacién de esta amplia variedad de técnicas en las com-
panias, pueden ser aprovechadas para incrementar sus ingresos, recortar costos, mejorar sus
relaciones con clientes, reducir riesgos, entre otras.

Para [Medina, 2007] la presencia de datos faltantes es la situacién a la que permanentemente
se enfrentan investigadores y tomadores de decisiones. Disponer de un archivo de datos
completos es ideal, pero aplicar métodos de imputacion inapropiados para lograrlo puede
generar mas problemas de los que resuelve. De alli deriva la necesidad de escoger una buena
metodologia para abordar las diferentes situaciones que presentan las bases de datos. Los
registros de ventas que se utilizaran en este trabajo fueron proporcionados por una compania
textil que tiene su operacion centralizada en el territorio de Estados Unidos y la base de datos
utilizada contienen informacién detallada sobre las transacciones de venta de sus productos
tales como el nimero de la orden, el nimero asociado a cada referencia, marca, estado,
longitud, latitud, cantidades vendidas, cantidades devueltas, informacién del cliente como
nombre, direccion, edad y fecha de la compra como se muestra en la Figura Como se
mostrard mas adelante, la base de datos que se utilizara en este trabajo no cuenta con datos
de ventas diarios, semanales e incluso mensuales para algunos condados de Estados Unidos,
es por esto la relevancia de estudiar técnicas de imputacién y en general técnicas de mineria
de datos que nos faciliten la utilizacién de la base de datos de ventas para nuestros analisis.

2.1. Extracciéon de datos utilizando SQL y R

Para extraer los datos de ventas, se utilizé una consulta de SQL [Perez, 2011] que selecciona
las columnas relevantes de la tabla de ventas alojada en un servidor remoto el cual es un
servicio de Amazon Web Services (AWS). AWS es una plataforma integral de computacién
en la nube que incluye ofertas de infraestructura como servicio (IaaS) que es un modelo de
servicio en la nube que ofrece recursos de infraestructura bajo demanda, como computacion,
almacenamiento, redes y virtualizacién, a empresas y particulares a través de la nube y de
plataforma como servicio (PaaS) que es un tipo de modelo de servicio de computacién en
la nube que ofrece una plataforma flexible y escalable para desarrollar, desplegar, ejecutar y
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gestionar aplicaciones [Amazon, 2023].

Mediante el lenguaje de programacién R se ejecuté las consultas necesarias para extraer la
informacion de las ventas hechas por la compania durante los tltimos 7 afios y se almacenaron
en un formato “Data Frame”, como se muestra en la Figura Esta consulta de SQL se
realizé utilizando el paquete odbc “Connect to ODBC Compatible Databases (using the
DBI Interface)” de R [Hester and Wickham, 2023|, que permite conectarse a una base de
datos y obtener, alimentar o transformar las tablas segun la necesidad. La base de datos
contiene 2.218.104 registros con caracteristicas de la compra como marca, estado, condado,
informacion geografica como la longitud y latitud donde fue hecha la compra y ademas de
la fecha en que se hizo la compra y la cantidad.

2.2. Limpieza de datos

Cuando una compania usa datos para impulsar la toma de decisiones, es fundamental que
use datos relevantes, completos y precisos. Sin embargo, los conjuntos de datos suelen con-
tener errores que tienen que eliminarse antes del andlisis estadistico. Pueden incluir errores
de formato, como fechas, cantidades monetarias y otras unidades de medida escritas inco-
rrectamente que puedan repercutir de forma significativa en las predicciones.

Los valores atipicos son una preocupacién particular, pues siempre distorsionan los resulta-
dos. Otros errores que suelen verse en los datos son la informacién duplicada, informacién
faltante y errores tipogréficos. Los datos irrelevantes en un algoritmo influyen en el resultado
y afectan tanto a la precision, como la tasa de éxito de las estrategias de “marketing” que
contribuyen a los buenos resultados la compania. Por lo tanto, eliminar los datos irrelevantes
es esencial para aportar eficacia al resultado.

La limpieza de datos se refiere al proceso mediante el cual se modifican o eliminan registros
de una base de datos que son calificados como incorrectos o poco relevantes para el analisis.
El proceso que elimina la inexactitud de los resultados al quitar los datos no deseados ayuda
a que la herramienta de analisis ahorre tiempo considerable al aprovechar la depuraciéon
de datos antes de ponerla en marcha. También garantiza que los datos sean coherentes,
correctos y utilizables. Para esta tarea se utilizo un protocolo de tres pasos como se presenta
a continuacion.

2.2.1. Identificacion de los errores

Antes de procesar los datos y aportar precision al resultado de los andlisis estadisticos, es
necesario identificar los errores, lo cual permitird encontrar la solucién éptima en un tiem-
po minimo a los problemas presentados en los estudios desarrollados por la compania en
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funcion de sus ventas. En nuestro caso el error mas comin que se pudo identificar en la
base de datos fue informacién faltante en las variables de “estado”, “longitud”, “latitud”
y “cantidades”. Después de inspeccionar la base de datos se pudo establecer que la causa
mas comun de tener transacciones cuya informacién del “estado”, “longitud” y “latitud”
estuvieran vacios era debido a que la direcciéon que asocia el cliente pertenece a un “PO
Box” (apartado postal) que segin el “Servicio Postal de los Estados Unidos” (USPS) es una
caja postal que te permite tener una direccién en una oficina de correos en Estados Unidos,
para recibir paquetes o documentos. Estas direcciones son actualizadas cada que se realiza
un censo territorial por lo que puede existir informacién desactualizada de las direcciones.
Debido a esto, las transacciones que no cuentan con esta informacion fueron excluidas del
analisis, ya que no permite asociar la venta a un estado o condado en particular.

Por otro lado, la razén mas comun por la cual el campo de “ventas” que hace referencia a las
unidades vendidas, se encontrara en cero era debido a la cancelacion de la orden por parte
del cliente. Al momento de realizar la cancelacion, esta orden cambia de estatus y pasa de
“Vendida” a “Cancelada”. Las unidades que fueron canceladas y cuentan con cantidades en
cero fueron excluidas del andlisis ya que no fueron despachadas por la compania como por el
contrario las devoluciones las cuales se dijo anteriormente que si serian tomadas en cuenta.
De los 2.218.104 registros se excluyeron del andlisis en total 8.482 registros que presentaban
los problemas que mencionamos anteriormente. Dejando 2.209.622 para continuar con el
proceso de limpieza e imputacion de los datos.

2.2.2. Homogenizacion de los registros

Otro aspecto importante en la mineria de los datos es verificar si los errores se deben a
la falta de homogeneidad en los registros. Cada valor de los datos debe tener un formato
estandarizado para su registro y posterior procesamiento. En nuestro caso, se estandarizaron
los registros por columna unificando para cada categoria la misma etiqueta. Por ejemplo,
en la variable “estado” se encontraron registros como “New York”, “New Y”, “NY” entre
otros, para referirse al mismo estado como se muestra en la Figura [2-2] Este mismo caso se
presentd para la variable “condado”, donde se pudieron encontrar registros como “Orange
County”, “O0.C”, “OC”, “Condado de Orange” para referirse al mismo condado

Dado que las variables pueden contener diversos tipos de datos, segun sean, dichos tipos
pueden tener un formato y tratamiento diferenciando. Para esto se cre6é un diccionario y se
declararon las variables de tipo caracter, numérica y fechas, como se ve en la Figura y
asi garantizar que el tipo de dato que contiene cada variable fuera el correcto.
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Entrada Estado
MewYork MY
Mew York MY
Mew ¥ MY
NY NY
Mueva York | NY
nuevayerk NY
nueva york | NY

Mueva Y NY

Figura 2-2: Homogenizacién de los nombres de los estados.

Columna Clase Tipo
Marca chr Character
State chr Character
County chr Character
Longitude num Float
Latitude num Float
Fecha Date Date
Cantidad int Integer

Figura 2-3: Tipos de variables y formatos.

2.2.3. Filtrar de datos duplicados

Los datos duplicados pueden no causar ningin tipo de error, pero generan costo compu-
tacional y en algunos estudios especificos pueden introducir sesgo o violar supuestos sobre
los modelos utilizados para el andlisis. Sin embargo, esto se puede resolver identificando los
duplicados antes del andlisis de datos. En nuestro caso se utilizé6 una funcién unique del
paquete base de R |R Core Team, 2023], el cual permite detectar los registros duplicados
teniendo en cuenta las columnas con el identificador, el cual es 1inico de cada transaccién,
como el nimero de la orden, el nimero asociado a cada referencia y la fecha. Con estas tres
variables se pudo determinar que no habia registros duplicados en la tabla anteriormente
extraida mediante una consulta con la herramienta SQL.

2.3. Imputacién de datos

El proceso anteriormente descrito de limpieza de datos y manipulacion de la base de datos,
generd la necesidad de trabajar con grupos de informacion de las ventas discriminadas por
estados, condados y los diferentes anos en los que se han recopilado las transacciones de esta
compania. Esta necesidad surge debido a la estructura necesaria para la implementacion de
los modelos temporales, espaciales y espacio-temporales considerados en este trabajo. Reu-
nir las transacciones por ano, por estado y por condado, permitié identificar la existencia de
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estados y condados que en algunos periodos de tiempo no tuvieron informacién de ventas.
La causa de estos datos faltantes es que la compania no tuvo presencia en ciertos periodos
de tiempo en algunos estados y condados de Estados Unidos.

Hay muchas técnicas de imputacién de datos que se pueden utilizar [Zhang, 2016], entre
las mas comunes se encuentran imputacion de media o mediana, la imputacion de valores
aleatorios, imputacion de vecinos més cercanos, imputacién por regresiéon, imputacién de
multiples variables e imputaciéon basada en valores extremos entre otros. Debido a este
nuevo panorama se trazé una estrategia para aprovechar la mayor cantidad de datos reales
de ventas en todo el territorio de los Estados Unidos, la cual consiste en:

= Filtrar las ventas por estados y determinar cudles de esos estados tenian informacion
completa de todos sus condados. Entendiendo como informacién completa a los con-

dados que hayan tenido ventas en cada uno de los anos comprendidos entre el 2016 y
el 2023.

» Identificar los estados cuya informacion de ventas en sus condados sea mayor al 70 %
en los anos analizados.

= Eliminar el afio con informaciéon de ventas méas antigua dado que constituye el conjunto
de transacciones con més errores y datos faltantes por estado, por lo tanto, se eliminé
el ano 2016.

W

ventas

40

20

Figura 2-4: Estados de Estados Unidos cuya informacion de las ventas en sus condados es
superior al 70 % desde 2017 hasta 2022.

Después de agrupar la base de datos de ventas por estados y anos, se puede notar que se
forman dos grandes grupos en las costas que podriamos referirnos a ellos como el “grupo de
la costa Este” conformado por los estados de (Florida, New Hampshire, Massachusetts, New
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York, Pennsylvania, Connecticut, Rhode Island, New Jersey, Delaware, Maryland, Virginia,
North Carolina, Georgia, South Carolina), y el grupo de la costa Oeste conformado por los
estados de (California, Nevada, Arizona, Colorado, Utah), como se muestra en la Figura [2-4]

estado condado serie porcentaje

FL Hall County Incompleto 60
FL Hardee County Incompleto 50
FL Loudoun County Incompleto 50
FL Morfolk County Incompleto 60
FL Onslow County Incompleto 50
FL Strafford County Incompleto 60
FL Suwannee County Incompleto B0
GA Albany County Incompleto 50
GA Burlington County Incompleto 60
GA Camden County Incompleto 50
GA Cumberland County Incompleto 60
GA Hampton city Incompleto 60

Figura 2-5: Filtrado de la informacion sobre transacciones de ventas superior al 70 %.

Con la intencion de mantener la mayor cantidad de datos reales en los modelos, se decidié
trabajar con el grupo de estados de la costa Este, ya que tiene un mayor niimero de estados
contiguos lo cual permite construir una matriz de vecindad espacial bien definida y nos
proporcionan un escenario ideal para los andlisis espaciales y espacio-temporales que se
realizarén posteriormente en los capitulos [ y [f

afio estacdo condado serie_anual
2016 FL Loudoun County Completa
2017 FL Loudoun County Completa
2018 FL Loudoun County Completa
2019 FL Loudoun County Completa
2020 FL Loudoun County Completa
2021 FL Loudoun County Completa
2022 FL Loudoun County Incompleta
2016 FL Putnam County Incompleta
2017 FL Putnam County Incompleta
2018 FL Putnam County Incompleta
2019 FL Putnam County Completa
2020 FL Putnam County Incompleta

Figura 2-6: Imputacién de datos faltantes por condado en la costa Este.

A pesar de que estos estados de la costa Este conforman un gran grupo con una buena
cantidad de informacion de ventas por condado, es necesario imputar la informacion de las
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ventas en los condados donde su cantidad de transacciones no llega al 70 % cémo se ve en
las Figuras y La técnica de imputacion utilizada para llenar los datos faltantes fue
la técnica de imputacion de vecinos mas cercanos. Este es un método para imputar los datos
faltantes, que consiste en asignar a cada dato perdido en un individuo un valor obtenido
a partir de la informaciéon disponible de los k individuos més cercanos o parecidos a este
(donantes o vecinos) [Chiapella, 2020].

estado
Delaware
Florida

Georgia

75000

Maryland
Massachusetts
Mew Hampshire
Mew Jersey

New York

Ventas
50000

t bt te

Morth Carolina
Pennsylvania
Rhode Island

South Carolina

25000

Virginia

0

2017 2018 2019 2020 2021 2022
Tiempo

Figura 2-7: Serie de tiempo del numero de ventas en costa Este de Estados Unidos por
estado desde el ano 2017 hasta el ano 2022.

Como resultado final, se obtuvieron los datos de las ventas en una compania en los estados
que conforman la costa Este de los Estados Unidos desde el ano 2017 hasta el ano 2022.
Esta nueva base de datos cuenta con 1218 registros de ventas agregados por estado, ano y
mes en los estados de la costa Este de Estados Unidos como se muestra en la Figura [2-8]
También se conté con informacién poblacional agregada a nivel anual de estos estados que se
utilizé como covariable en la parte del andlisis espacial y espacio-temporal de este trabajo, la
Figura[2-9| muestra la poblacién agregada por afio en los estados de la costa Este de Estados
Unidos. En las Figuras[2-7]y se muestra la base de datos de ventas depurada e imputada
en sus componentes temporal y espacial.
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Figura 2-8: Representacion espacio-temporal de las ventas por estado en costa Este de
Estados Unidos desde el ano 2017 hasta el ano 2022.
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Figura 2-9: Poblacion anual por estados en la costa este de Estados Unidos para el ano
2022.



3 Comparacion de prondsticos de ventas
entre modelos AR y su aproximacion
con INLA en series de tiempo

En este capitulo se compara uno de los modelos clasicos para series de tiempo, el modelo
autorregresivo de orden uno AR(1), contra los modelos autorregresivos de orden uno RW'1
implementado mediante la aproximacién INLA, mediante el ajuste de las ventas textiles de
la compania en la costa este de los Estados Unidos desde el 2017 hasta el 2022. Se evalué
la capacidad de cada modelo para capturar la variabilidad, tendencia en los datos y se
compraron las medidas de rendimiento con el animo de determinar cual de los modelos es
el mas adecuado para la prediccién de las ventas. Para este andlisis se sumaron las ventas
mensuales para cada estado de la costa este de Estados Unidos durante los anos comprendidos
entre el 2017 y el 2022 como se ve en las Figuras v [3-2]

Jan |Feb |Mar |Apr |May |Jun [lul Aug |Sep |Oct |Nov |Dec

2007| 9144| 4342| 9112 89570|10340| 7082| 6478| 6546 6024| 5574| 4062| 8090
2018| 4292| 5108| 8316| 9946|12654|12112|12040( 12280( 10146| 12228| 14690| 13362
2019| 14480/ 14670| 19086( 17346| 18810| 18710| 17938 | 16404( 15632| 16796| 18400| 20584
2020| 19982 | 21316| 27716| 26190| 27976| 25272| 26128 25252( 24732| 28994| 27352| 27830
2021| 27790/ 30190 26602 ( 20466| 27716| 28730| 24218 30370( 32688| 36010| 34230| 34518
2022| 40724| 39542 | 61948| 53622 49832 | 42078| 46475( 44996| 41498( 45114 42664 | 44742

Figura 3-1: Datos mensuales de las ventas textiles de la compania en la costa este de los
Estados Unidos desde el 2017 hasta el 2022.

3.1. Modelo autorregresivo

Una serie tiempo es una secuencia de observaciones, medidos en determinados momentos
del tiempo, ordenados cronolégicamente y espaciados entre si de manera uniforme, de esta
manera los datos usualmente son dependientes entre si.
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3.1.1. Componentes de una serie temporal

Segun [Villavicencio, 2010], el andlisis cldsico de las series temporales puede descomponerse
en diferentes partes que describen diferentes aspectos del proceso subyacente. Los principales
componentes son:

= Tendencia: La tendencia representa la direccién general o el patron de crecimiento o
declive a largo plazo en la serie temporal. Puede ser lineal o no lineal.

» Estacionalidad: La estacionalidad se refiere a patrones que se repiten en ciclos de tiempo
fijos, como estaciones del ano, dias de la semana o periodos mensuales.

= Ciclos: Los ciclos son patrones de oscilaciéon que no tienen una duracién fija y pueden
extenderse mas alla del periodo estacional.

= Componente irregular: También conocido como ruido, este componente representa la
variacion aleatoria o estocdstica que no puede explicarse mediante la tendencia, la
estacionalidad o los ciclos.

De estos componentes los dos primeros son componentes deterministicos, mientras que los
ultimos son aleatorios |[Brockwell and Davis, 2002|. Asi se puede denotar la serie de tiempo
como

Y =T, + L + I, (3-1)

donde T} es la tendencia, E; es la componente estacional e I; es el componente aleatorio.

3.1.2. Clasificacién descriptiva de las series temporales

Las series de tiempo pueden clasificarse en funcién de sus caracteristicas y propiedades.
Algunas categorias comunes son:

= Estacionarias: Una serie es estacionaria cuando es estable a lo largo del tiempo, es decir,
cuando la media y varianza son constantes en el tiempo. Esto se refleja graficamente
en que los valores de la serie tienden a oscilar alrededor de una media constante y la
variabilidad con respecto a esa media también permanece constante en el tiempo.

» No estacionarias: Son series en las cuales la tendencia y/o variabilidad cambian en el
tiempo. Los cambios en la media determinan una tendencia a crecer o decrecer a largo
plazo, por lo que la serie no oscila alrededor de un valor constante.

= Deterministicas y estocasticas: Las series de tiempo deterministicas siguen patrones
predecibles, mientras que las estocasticas tienen una componente aleatoria.

» Univariadas y multivariadas: Las series de tiempo univariadas tienen una sola variable
temporal, mientras que las multivariadas involucran multiples variables interdepen-
dientes a lo largo del tiempo.
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3.1.3. Procesos estocasticos

Los modelos de series de tiempo se basan en procesos estocasticos, que son secuencias de
variables aleatorias ordenadas en el tiempo. Estos procesos pueden caracterizarse mediante
sus propiedades estadisticas, como la media, la varianza y la funciéon de autocorrelacion
[Brockwell and Davis, 2002]. Algunos de los procesos estocésticos cominmente utilizados
son:

» Proceso de media mévil (M A): Un proceso estocdstico donde cada observacién es una
combinacion lineal de términos de ruido blanco o “shocks” aleatorios y sus valores
pasados.

» Proceso autorregresivo (AR): Un proceso estocastico donde cada observacién es una
combinacion lineal de sus valores pasados y términos de ruido blanco.

» Proceso autorregresivo de media mévil (ARM A): Una combinacién de procesos ARy

MA.

= Proceso de diferenciacién integrada autorregresiva (ARIM A): Un proceso que incor-
pora operaciones de diferenciacion para hacer estacionarias a las series de tiempo no
estacionarias, combinando ARy M A.

= Proceso autorregresivo de componente integrada y media mévil (ARIM A): Una com-
binacion de ARIM A y términos estacionales para modelar series de tiempo con esta-
cionalidad.

Proceso estocastico estacionario

Un proceso estocdstico se dice que es estacionario si su media y su varianza son constantes en
el tiempo y si el valor de la covarianza entre dos periodos depende solamente de la distancia
o rezago entre estos dos periodos de tiempo y no del tiempo en el cual se ha calculado
la covarianza [Villavicencio, 2010]. Y; es una serie de tiempo estacionaria si satisface las
siguientes propiedades:

E(Y}) = E(Yex) = 1, (3-2)
Var(Y;) = Var(Y; x) = 07, (3-3)
Cov(Yy) = E[(Y: — 1) (Yewr — 1)) = s (3-4)

donde ~, la covarianza (o autocovarianza) al rezago k, es la distancia entre los valores de Y;
v Yiik, que estan separados k periodos. En resumen, si una serie de tiempo es estacionaria,
su media, su varianza y su autocovarianza (en diferentes rezagos) permanecen iguales sin
importar el momento en el cual se midan; es decir, son invariantes respecto al tiempo [Vi-
llavicencio, 2010].
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Ruido blanco

Un ruido blanco es un caso simple de los procesos estocasticos, donde los valores son inde-
pendientes e idénticamente distribuidos a lo largo del tiempo con media cero e igual varianza,
el cual se denota por ;.

e~ N(0,0%) con Cov(ey,e;,) =0. (3-5)

Camino aleatorio

El término camino aleatorio se refiere a un proceso estocastico Y; en el cual la primera
diferencia de este proceso estocastico es un ruido blanco, es decir VY; = ;.

Autocorrelacion

La autocorrelacion es una medida de dependencia entre variables en la cual los valores que
toma la serie en el tiempo no son independientes entre si, sino que un valor determinado
depende de los valores anteriores [Villavicencio, 2010|. Se utilizan dos enfoques para medir
la autocorrelacion: la funcién autocorrelacion y la funciéon autocorrelacién parcial.

La funcién de autocorrelacién mide la correlacion entre dos variables separadas por k periodos

y se define como
Y.,V
i = Conr(V, ¥y ) =~ Tot) (3-6)
Var(v)y/Var(Y, )

la cual cuenta con las propiedades de p =1, =1 < p;, <1y p; = p—;.

Donde el valor de p indica el grado de correlacion entre las variables, es decir p = 1 indica
que una variable depende de la otra completamente y p = —1 indica que una variable no
depende de la otra variable.

La funcion autocorrelacién parcial mide la correlacion entre dos variables separadas por k
periodos cuando no se considera la dependencia creada por los retardos intermedios existentes
entre ambas y se define como

mj = Corr (Y}, YY1, Y2, ..., Yjgt1), (3-7)
o de forma equivalente
_ Cov(Y; = Y3 Y = Vi)
Ty = = ~ .
VVar(Y; — Yp)y/Var (Y, — Y;)

Los modelos autorregresivos se basan en la idea de que el valor actual de la serie Y;, puede

(3-8)

explicarse en funcién de p valores pasados Y;_1,Y; o,...,Y:_,, donde p determina el nime-
ro de rezagos necesarios para pronosticar un valor actual [Villavicencio, 2010]. El modelo
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autorregresivo de orden p esta dado por
Yi=¢ot+ 1Y+ @Yo+ + Y + &, (3-9)

expresado en términos del operador de retardos,

(1— 1L — ¢pol? — - — $,LP)Y; = &, (3-10)
por tanto
¢p(L)Y; = 4, (3-11)
donde €; es un proceso de ruido blanco y ¢g, ¢1, @2, . .., ¢, son los pardmetros del modelo.

Diferenciacion

Segun [Villavicencio, 2010] diferenciar una serie temporal Y; en tiempo discreto, consiste en
. 1 .
transformar Y; en una nueva serie D§ ) definido como:

DY =D(Y) =Y, - V1. (3-12)

El procedimiento de diferenciacién puede volver a aplicarse sobre una serie previamente
diferenciada; obtenemos asi las diferencias de segundo orden:

2 1 1 1
Dy = p(n) = DV - DY, (3-13)
En general, la diferencia de orden m se obtiene como:
m m—1 m—1 m—1
D™ = p(D" ) = D"V - DY, (3-14)

En general la diferenciacién es una técnica utilizada habitualmente para eliminar la tenden-
cia de una serie temporal [Villavicencio, 2010].

Para la parte descriptiva de los modelos de series de tiempo y con el fin de determinar el mo-
delo mas adecuado para desarrollar el analisis estadistico, se realizé un anélisis exploratorio
tradicional de series de tiempo como se presenta a continuacion. La Figura muestra la
serie mensual de las ventas textiles de la compania en la costa este de los Estados Unidos
desde el 2017 hasta el 2022.

Inicialmente se puede observar en la Figura que en la serie mensual de ventas no hay
estacionariedad ya que al parecer tiene una tendencia estocastica creciente, pero hay indicios
que permiten pensar que la serie de tiempo tiene un componente estacional dado que los
primeros meses de cada ano presenta un crecimiento en sus ventas.
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Figura 3-2: Serie mensual de las ventas textiles de la compania en la costa este de los
Estados Unidos desde el 2017 hasta el 2022.
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Figura 3-3: Serie mensual de las ventas diferenciada.

Al diferenciar la serie de tiempo original para analizar el comportamiento de la varianza como
se muestra en la Figura [3-3] se observa que la varianza es muy inestable particularmente
al final de la serie, por lo tanto, es necesario proponer una transformacién de varianza.
Utilizamos la prueba de Box-Cox [Sakia, 1992] con el fin de estabilizar la varianza como se

puede ver en la figura [3-4]

Este método consiste en un grupo de transformaciones potenciales usadas en estadistica para
corregir sesgos en la distribucion de errores, para corregir varianzas desiguales y principal-
mente para corregir la no linealidad en la relacion. La transformacion potencial esta definida
como una funciéon continua que varia con respecto a la potencia lambda A. Para los datos
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Figura 3-4: Serie mensual de las ventas transformada.

(Y/=Y}") se realiza la transformacién de la siguiente manera.

VA Ki(Y2—1), si\#0,
’ K2 IOg(Y;)a siA = 07
donde K es la media geométrica de los valores Yi,...,Y,,

Ky = (HYZ')M =YY,

i=1
con K7 es el parametro que depende de K5 y de A, asi

1

SR

(3-15)

(3-16)

(3-17)

Como resultado de la prueba de Box-Cox se propuso una transformacion cuadratica de la

serie mensual, como se ve en la Figura [3-4] con el fin de normalizar su comportamiento y

observar mas facilmente la tendencia y la estacionalidad de la serie.

Posteriormente se graficaron las funciones de autocorrelacién para buscar evidencia del mo-
delo adecuado para ajustar la serie de tiempo como se puede ver en las Figuras y B-7]

Teniendo en cuenta el hecho de que la funcién de autocorrelacion pp (ACF) decaiga rapi-

damente como se ve en la Figura y se observe un pico alto en el primer rezago de la
funcién de autocorrelacién parcial (PACF), Figura ; constituye una senal de que el mejor
modelo para analizar esta serie de tiempo es un AR1 y ademas es posible que no sea necesa-

rio diferenciar la serie de tiempo original a fin de volverla estacionaria. Para corroborar esto

ultimo, también podemos utilizar la prueba de raices unitarias.
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Figura 3-5: Serie mensual de las ventas transformada.
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Figura 3-6: Funcion de autocorrelacion de la serie mensual de ventas.

075

0.50

0.25

0.00

Funcion de autocorrelacion parcial

0.25
A
(]
N
[

Q
[s}

Figura 3-7: Funcion de autocorrelacion parcial de la serie mensual de ventas.
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En nuestro caso no es necesario utilizar la prueba de raices unitarias ya que para efectos de
este trabajo el andlisis exploratorio anterior es evidencia suficiente para utilizar los modelos
autorregresivos de orden uno en el modelamiento de la serie mensual de las ventas textiles
de la compania en la costa este de los Estados Unidos desde el 2017 hasta el 2022.

Validacion de supuestos

Uno de los supuestos mas importantes de las series de tiempo consiste en probar que los
errores del modelo siguen una distribucién normal, o no se desvian de la distribucién normal.
Segun [Villavicencio, 2010], los errores en estadistica son una medida de la falta de ajuste
entre los valores observados y los valores predichos por un modelo estadistico. Son una
herramienta esencial para evaluar la precision del modelo y detectar posibles puntos atipicos
o influencias en los datos.

shapiro-wilk normality test

data: resl_est
W = 0.97305, p-value = 0.1246

Figura 3-8: Prueba de Shapiro-Wilk sobre los errores de la serie mensual de ventas.

La Figura permite pensar que los errores estandarizados del modelo AR1 se ajustan a la
distribucion normal dado que estan dentro de la campana de Gauss de la distribuciéon normal
[Krithikadatta, 2014] y la Figura que representa el qq-plot que sirve para comprobar la
normalidad de los errores cuando los puntos se ajustan a la linea recta. Sin embargo, con el fin
de corroborar esta hipdtesis se realizé la prueba de normalidad de Shapiro [Brzezinski, 2012],
que plantea como hipdtesis nula que los errores del modelo provienen de una distribucién
normal.
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Figura 3-9: Histograma de los errores de la serie mensual de ventas.
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Para contrastar esta hipotesis, se eligio un nivel de significancia del 0.05. Dado que esta
prueba arrojoé un p — valor mayor a 0.05 se pudo aceptar la hipétesis nula, es decir, se puede
concluir que los errores del modelo siguen una distribuciéon normal como se ve en la figura

(3-8l

Normal Q-Q Plot

Cuantiles Muestrales

Cuantiles Teoricos

Figura 3-10: QQ-plot de los errores de la serie mensual de ventas.
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Figura 3-11: Prueba de varianza constante sobre los residuales de la serie mensual de ventas.

En los procesos AR(1) la variable Y; estd determinado unicamente por el valor pasado, esto
€s }/t—lv

Y, = oY1 +e, (3-18)

donde &, es un proceso de ruido blanco con media 0 y varianza constante o como se puede
comprobar con la prueba de varianza constante de los residuales presentada en la Figura
¢ es el parametro del modelo. Adicionalmente, se supone que el proceso es no anticipante,
es decir, el futuro no incluye en el pasado [Wei, 2018]. Una forma alterna de escribir el modelo
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AR(1) es la siguiente:

Y, = ¢y + 20, (3-19)
y por tanto
(1-9L)Y, =e, (3-20)
de donde Y; puede ser expresado como
Y, L (3-21)
= E¢. -
. oL t

3.2. Modelo temporal INLA

3.2.1. Inferencia Bayesiana

La aproximacion a través de la metodologia INLA se basa en la inferencia Bayesiana y
utiliza un enfoque jerarquico para modelar la serie de tiempo. La inferencia Bayesiana como
se describe en [Blangiardo and Cameletti, 2015|, al considerar una variable aleatoria Y,
esta puede ser modelada utilizando su funcién de probabilidad o densidad indexada por un
parametro genérico 6. Sea

L(0) = p(Y = yl0),

conocida como funcién de verosimilitud que especifica la distribucién de los datos y bajo un
modelo definido por . Donde p(-) se utiliza para indicar la funcién de probabilidad o densidad
(dependiendo si se considera una variable aleatoria discreta o continua respectivamente),
nos referiremos a esta funcién como p(y|f). El pardmetro 6 es una variable aleatoria que
puede ser modelado a través de una distribucién de probabilidad a priori para p(f) que
refleja el comportamiento que se cree que tiene el parametro. En nuestro caso Dadas estas
dos componentes (verosimilitud y a priori), desde una perspectiva Bayesiana para realizar
inferencias se utiliza el teorema de Bayes, por lo tanto

_ p(yl)p(9)
p(y)

p(@ly) , (3-22)

de este modo se obtiene la distribucién a posteriori p(f|y), que representa el aprendizaje
sobre la creencia inicial del parametro de interés 6 después de haber observado los datos. De
esta manera p(y) es la distribucién marginal de los datos, esta puede ser obtenida como

py) =Y _ p(ylo)p(0). (3-23)

0cO

en el caso de que 6 sea una variable aleatoria discreta, mientras que en caso de que sea una
variable aleatoria continua se puede obtener como

py) = / _P(ulo)p(0)00. (3-24)
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3.2.2. Aproximacion de Laplace Anidada e Integrada

Basado en la definicién dada por [Blangiardo and Cameletti, 2015], INLA (Aproximacién
de Laplace Anidada e Integrada) es un algoritmo determinista para inferencia Bayesiana
propuesto por |[Rue et al., 2009], diseniado especialmente para modelos Gaussianos latentes
y comparado con las cadenas de Markov-Montecarlo (MCMC) |Blangiardo and Cameletti,
2015|, proporciona resultados precisos en un tiempo de calculo més corto. El objetivo de
este algoritmo en la inferencia Bayesiana es poder aproximar las distribuciones marginales
posteriores para cada elemento del vector de parametros de interés (debido a que no siempre
es posible obtenerlos de forma analitica).

La idea detras de este método es aproximar la integral de una funcion de densidad de una
variable aleatoria X, tal que

[ t@ds = [ expto(s@))a. (3-25)

a través de una expansion de la serie de Taylor evaluada en x = x,

0l —x0)? 0%l

08 (/(2)) = o8 (20)) + (o —r0) x OB (om0 TSN (5.0
Si consideramos que zg = 2* = arg méx, log(f(z)) entonces w =0, asf la aproxi-

macién es ( 2 9 log(/(2) o
log(f()) & log(f (@) + 5 x S=p 55| (3-27)

La integral de interés es aproximada por

/ F@)de ~ / exp <log( ) + & _;0)2 2 logg @) > dz (3-28)
= exp(log(f(zx))) /exp <(x _;0)2 X o loagij;(x)) - ) dz, (3-29)

donde esta integral puede ser asociada a la densidad de una distribucién Normal. En efecto,

tomando 0% = —1/ % se obtiene

/ F(2)da ~ exp(log(f(z+))) / exp (M) dz, (3-30)

202x%

se observa el kernel de una distribucién Normal con media z* y varianza o%*. De aqui se
obtiene que la integral evaluada en el intervalo (a,b) es aproximada por

b
/ f(z)dz = f(x")V2r0%(®(b) — ®(a)), (3-31)
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donde ®(-) denota la funcién de densidad acumulada de la distribucién N(x*, o).

Con este resultado es posible aproximar la distribucién marginal p(y) de los datos (y), lo
cual a su vez implica tener acceso a una aproximacién de la distribucién a posteriori p(6|y)
para el vector de parametros de interés 6.

3.2.3. Andlisis bayesiano de series temporales

En muchas aplicaciones, estamos interesados en modelar una serie de tiempo de observa-
ciones Y;, t = 1,...,n, en funcién de la informacién disponible |Ravishanker et al., 2022].
La informacién puede consistir inicamente en valores observados de ¥;, o puede incluir un
conjunto de observaciones pasadas y actuales sobre predictores exégenos ademas de la his-
toria pasada de y;. Las observaciones Y™ = (y1, 4o, . - ., yn)', recopiladas en puntos de tiempo
discretos t = 1,...,n, es una realizacién del proceso estocastico de tiempo discreto Y;.

La caracteristica mas importante de las series temporales es la posible correlacién serial en-
tre las observaciones [Ravishanker et al., 2022|. Describir dicha correlacion es la esencia del
modelado de series temporales. Como sefialo [Sakia, 1992, dicha correlacién generalmente
se describe mediante el uso de estrategias de modelado basadas en observacién o basadas
en parametros. El primero incluye modelos como los procesos de media mévil autorregresiva
(ARMA) y las cadenas de Markov, mientras que el segundo involucra modelos de estructura
latente como los modelos de espacio de estados donde la correlacién se crea por la dependen-
cia temporal entre factores latentes. Los modelos controlados por parametros, debido a su
estructura dinamica latente, son capaces de capturar comportamientos no estacionarios en
las medias y varianzas. En nuestro desarrollo, nos ocuparemos del analisis bayesiano de los
procesos impulsados por observacion y por parametros. El enfoque bayesiano para el mode-
lado de series temporales todavia esta impulsado por la nocién de ”describir la incertidumbre
mediante la probabilidadz el cumplimiento de las reglas de probabilidad y el principio de
verosimilitud |Ravishanker et al., 2022].

El analisis bayesiano tipico de un modelo de series de tiempo seguira implicando derivar una
distribuciéon posterior y predictiva de cantidades desconocidas en el modelo especificado.
Debido a la dependencia temporal de los datos de series de tiempo y la posible estructura
dindmica de los parametros del modelo, nuestras inferencias y predictores deben realizarse
de forma secuencial. El procesamiento secuencial se puede manejar adecuadamente en el
paradigma bayesiano, como se analizard a continuacién [Ravishanker et al., 2022].

Para poder considerar los modelos basados en observaciéon y parametros, descompondremos
nuestro vector de parametros genérico © en parametros estaticos y dinamicos denotados por
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0y a™=(x1,...,2,), respectivamente. Por lo tanto, definimos © = (0, X™). En el momento
t, denotamos los datos observados por y* = (y1,92,...,%:) v la distribucién posterior de ©
por 7(0O|y"). Se puede demostrar mediante el teorema de Bayes que

m(Oly") o w(Oly' ") L(O;yy" ), (3-32)

donde 7(O]y'~!) es la distribucién posterior de © en el momento (t-1) que puede considerarse
como la anterior de © antes de observar y;. El término de probabilidad L(©;y;, y*™1) se
obtiene evaluando p(y;|©, ') en el valor observado ; en el momento ¢. Es importante tener
en cuenta que, para los modelos basados en observacion, p(y;|0, y*™) # p(y:|©) [Ravishanker
et al., 2022|. Dado y;, la distribucién predictiva de y;,;1 viene dada por

p(ely?) = / p(y*110, 4")7(O]y')de. (3-33)

la distribucién marginal posterior de todo el vector latente X™ dado y' se obtiene por la
marginalizacién de la distribucién posterior de 6 como

m(x'yt) = /ﬂ(x”,e\yt)dﬁ. (3-34)

Las distribuciones posteriores de los componentes de z,,, es decir, w(z.|y"),7 = 1,...,n se
pueden obtener de manera similar. La distribucién del componente latente actual zy, 7(z|y")
es denominado como la distribucién de filtrado. Los marginales restantes para x,, donde
T <ty T >tse conocen como distribuciones de suavizado y distribuciones de prondstico,
respectivamente.

En el analisis secuencial de datos de series temporales, a menudo el interés se centra en la
distribucion de filtrado de x; que se puede obtener a partir de la actualizacién secuencial de

x; v 0 como
7T(-%'ta elyt) « 71'(xta e‘ytil) L(xb 0? Yt, ytil)' (3_35>

La distribucién marginal posterior de x; obtenida de 7(zs, 0]y'™!), es decir, m(z:|y'™?!), es la
distribucion prevista de x;.

3.2.4. Estructura INLA para series temporales

Sea y,, los datos observados (vector de respuesta), x,, un vector de variables Gaussianas la-
tentes que describen el modelo y 6 sea un vector de hiperparametros. La dimensién del vector
de estado x,, es grande, tipicamente siendo n en problemas de series de tiempo, mientras que
la dimension de los hiperparametros 6 es pequena, generalmente por debajo de diez. INLA
usa un marco jerarquico para representar la subyacente estructura probabilistica, como se
analiza en el siguiente ejemplo.
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Modelo de campo aleatorio gaussiano de Markov

Considere el modelo a nivel local

Yy = 2 + v v ~ N(0,02), (3-36)

v

Ty = 141 +wiwe ~ N(0,02). (3-37)

donde, v; y w; son errores aleatorios que se supone que siguen distribuciones normales de
media cero con varianzas desconocidas 02 y 02 respectivamente.

Este modelo es uno de los modelos dinamicos mas simples para una serie temporal univaria-
da y; y es apropiado cuando la serie temporal muestra un nivel que cambia lentamente a lo
largo del tiempo. Donde las distribuciones de X; son

Distribucion a priori de x;. Después de que lo veamos en el momento ¢ — 1, podemos
obtener la distribucién posterior de x; ; dado y*~' = (y1,...,4:_1), es decir, m(x;1|y'™?).
Esto lleva a la distribucién a priori de x; antes de observar y;; es decir, 7(x|y'™1).

Distribucion a posteriori de z;. Una vez que los datos en el momento ¢, es decir, y;, estan

disponibles, actualizamos nuestra creencia sobre x;, es decir, obtenemos la posterior de x;
t t

dado y', denotada por m(x;|y").

La implementacién original de INLA asume que el vector latente x,, estd definido por un
campo aleatorio Gaussiano de Markov (GMRF) |Rue and Held, 2005]. El modelo GMRF
lo podemos expresar como una jerarquia de tres niveles con los datos observados y", el
proceso latente no observado 2" y los hiperpardmetros aleatorios desconocidos 6 = (02,02
que constituyen los tres niveles de la jerarquia. La distribucion de datos puede pertenecer
a la familia exponencial y podria ser normal, binomial, gamma, pero el proceso latente
es siempre gaussiano. No es necesario que las distribuciones de los hiperparametros sean
gaussianas [Ravishanker et al., 2022|. Por ejemplo, en este ejemplo, podemos suponer que

los hiperparametros tienen las siguientes distribuciones:

1 1
— ~ Gamma(ay,, b,) y =" Gamma(ay, by), (3-38)

UU v

donde (ay,,b,) ¥ (aw,b,) son pardmetros especificados para estas distribuciones anteriores.
Podemos representar el modelo en una estructura jerarquica como
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y"|a", 0 ~ N(2™ o21,) modelo de datos, (3-39)

"0 ~ H 7(x|z—1,0) a priori de Markov, (3-40)
—1

0 ~ 7(0) hiperpriori, (3-41)

donde 7(z¢|T;_1,0) es N(x4_1,02), I, es la matriz de identidad n-dimensional y 7 () viene
dado por el producto de dos densidades gamma |Ravishanker et al., 2022].

Para simular los modelos [3-37 R-INLA utiliza informacién en las ecuaciones de estado si-
milarmente a la formula utilizada por la funcién Im() de R. Se puede especificar efectos del
tiempo y en general cualquier efecto estructurado usando la funcién f() dentro de la formula.
Entre los efectos estructurados para series de tiempo univariados son iid, rwl y rw2.

3.3. Evaluacién de los modelos

La evaluacion de la precision de los modelos de series de tiempo desempena un papel funda-
mental en la toma de decisiones informadas y la mejora de las predicciones.

Entre las numerosas métricas disponibles para evaluar la calidad de los ajustes de modelos
de series de tiempo, dos de las méds ampliamente utilizadas son el Error Porcentual Absoluto
Medio (MAPE) y el Error Cuadratico Medio (MSE). Estas métricas proporcionan una vi-
sion cuantitativa de la discrepancia entre los valores observados y los valores predichos por
el modelo.

3.3.1. Error porcentual absoluto medio (MAPE)

El error porcentual absoluto medio (MAPE) es una medida que evalia la precisiéon de un mo-
delo en términos porcentuales. Esta métrica se utiliza combinada en el contexto de pronosti-
cos y series de tiempo para evaluar cuanto se desvian las predicciones del modelo en promedio
con respecto a los valores reales. El MAPE se calcula de la siguiente manera:

MAPE = %i‘
t=1

Y, - Y,
Y:

x 100 %, (3-42)

donde
= Y} es el valor real en el tiempo t.

= Y, es el valor predicho por el modelo en el tiempo t.
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= 1 es el numero total de observaciones en la serie de tiempo.

El MAPE expresa la discrepancia relativa entre los valores observados y los valores predichos
como un porcentaje promedio. Cuanto mas bajo sea el MAPE, mayor sera la precision del
modelo. El concepto de MAPE se ha utilizado ampliamente en el campo del prondstico y la
evaluacién de modelos de series de tiempo. Aunque no se le atribuye a un autor especifico,
su aplicacion en la evaluacion de prondsticos es bien conocida en la literatura.

3.3.2. Error cuadratico medio (MSE)

El Error cuadrético medio (MSE) es otra métrica ampliamente utilizada para evaluar modelos
de series de tiempo. A diferencia del MAPE, el MSE mide la discrepancia en términos
absolutos, lo que significa que no considera la magnitud de los valores. El MSE se calcula de

la siguiente manera:
n

1 ~
MSE = — > (¥ = Y))?, (3-43)
t=1

donde:
= Y, es el valor real en el tiempo t.
= Y, es el valor predicho por el modelo en el tiempo t.
= n es el nimero total de observaciones en la serie de tiempo.

El MSE calcula el promedio de los cuadrados de las diferencias entre los valores reales y los
valores predichos. Cuanto menor sea el valor del MSE, menor sera la discrepancia entre las
predicciones del modelo y los datos reales. El Error cuadrético medio (MSE) es una métrica
clasica que se ha utilizado en estadisticas y andlisis de series de tiempo. Aunque no tiene
un autor especifico, su aplicacién en la evaluaciéon de modelos estadisticos es ampliamente
reconocida. Tanto el MAPE como el MSE son métricas importantes para evaluar la preci-
sion de los modelos de series de tiempo. El MAPE se destaca por expresar la discrepancia
en términos porcentuales, lo que facilita la interpretacion de la precisiéon del modelo en un
contexto relativo. Por otro lado, el MSE proporciona una medida de discrepancia en términos
absolutos, lo que puede ser 1til en situaciones donde se requiere una métrica insensible a la
magnitud de los valores.

Se compararon los resultados de estas medidas de precision para cada modelo como muestra
la Tabla y la Tabla Donde AR1 es el resultado de la aplicacion del modelo tradicio-
nal y RW1 el resultado de la aplicacién de modelos autorregresivos de orden uno mediante
la implementacién de la aproximacion de la metodologia INLA.
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| MSE |
| ARL | RW1 |
| 25,750 | 35,727 |

Tabla 3-1: Error cuadratico medio sobre los ajustes de la serie mensual de ventas.

Estos modelos fueron elegidos gracias al andlisis descriptivo realizado en las secciones an-
teriores donde en las Figuras y se pudo determinar que el modelo que mds podria
ajustar los datos de ventas era el modelo AR1.

| MAPE |
| ARL | RW1 |
9,083 | 34,009 |

Tabla 3-2: Error porcentual absoluto medio sobre los ajustes de la serie mensual de ventas.

Es facil ver que la comparacion de las medidas de precisién utilizadas en esta seccion para
medir el desempeno en el ajuste de los modelos de las ventas mensuales tanto de los modelos
clasicos de series de tiempo como los modelos bajo la implementacion INLA, tienen grandes
diferencias entre ambas metodologias, es posible pensar que para efectos de este trabajo el
modelo clésico de series de tiempo tiene mejor rendimiento. Es posible que con un conjunto
de datos mas grande esta comparacion arroje diferencias mas significativas en la comparacién
de estos resultados.

3.4. Anadlisis de los prondsticos de ventas

Los modelos de series de tiempo son una herramienta 1util y practica para el andlisis y la
prediccién de datos de series temporales y a su vez la modelacion Bayesiana, ofrece flexibi-
lidad y gran capacidad para manejar diferentes fuentes de incertidumbre. En este trabajo
se encontraron diferencias entre los métodos utilizados para ajustar y predecir las ventas
utilizando tnicamente como insumo el factor temporal de los datos de las ventas en la costa
este de Estados Unidos, siendo el modelo con mejor desempenio en el ajuste el modelo clasico
de series de tiempo.

Estos prondsticos se obtuvieron de dos maneras diferentes, primero para el modelo clasico de
series de tiempo se utilizé el paquete de R “forecast” |[Hyndman and Khandakar, 2008|, el
cual automaticamente ajusta el modelo que le indicamos y pronostica el nimero de periodos
que nosotros indiquemos, en este caso los primeros 3 meses del ano 2023. Este paquete im-
plementa prondsticos automaticos utilizando suavizado exponencial [Hyndman et al., 2002],
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modelos ARIMA, el método Theta [Assimakopoulos and Nikolopoulos, 2000], splines ctibi-
cos [Hyndman et al., 2005], asi como otros métodos de prondstico comunes.

Segun |Hyndman and Khandakar, 2008] se pueden combinar las ideas anteriores para ob-
tener un algoritmo de prondstico automatico robusto y ampliamente aplicable. Los pasos
involucrados se resumen a continuacion.

» Para cada serie, aplicar todos los modelos que sean adecuados, optimizando los parame-
tros (tanto los de suavizado como la variable de estado inicial) del modelo en cada caso.

= Seleccionar el mejor de los modelos segun el AIC.

» Produzca pronésticos puntuales utilizando el mejor modelo (con pardmetros optimiza-
dos) para tantos pasos adelante como sea necesario.

= Obtener intervalos de prediccion para el mejor modelo utilizando los resultados analiti-
cos de |[Hyndman et al., 2005, o simulando trayectorias de muestreo futuras para
Ynt1y - Ynin ¥ encontrar los percentiles a/2 y 1 — /2 de los datos simulados en cada
horizonte de prondstico.

[Hyndman et al., 2002] aplicaron esta estrategia de prondstico automético a los datos de
competencias [Makridakis et al., 1982] y a los datos de competencia IJF-M3 [Makridakis
and Hibon, 2000| utilizando un conjunto restringido de modelos de suavizado exponencial,
y demostraron que la metodologia es particularmente bueno para prondsticos a corto plazo
(hasta aproximadamente 6 periodos de anticipacién), y especialmente para series estaciona-
les a corto plazo (superando a todos los demds métodos en la competencia para estas series).

Para el modelo implementado bajo la metodologia INLA, obtener el prondstico consiste en
agregar a la serie de tiempo un conjunto de fechas igualmente espaciadas en el tiempo las
cuales se desean predecir, es decir, si la serie de tiempo tiene informacién mensual hasta el
mes diciembre del ano 2022 se debe agregar los meses del ano 2023 que se quieren pronosticar
con valores nulos y al ejecutar el algoritmo, este pronosticara automaticamente estos meses.
En cuanto al tiempo de cémputo y la optimizacién de parametros, los modelos funcionaron
casi de la misma manera teniendo en cuenta la cantidad de datos que se utilizé para este
analisis.

En las Figuras y podemos observar tanto los ajustes de los modelos como los
pronosticos realizados bajo la metodologia clasica de series de tiempo y el prondstico bajo
la implementacion INLA.

Dada la estacionalidad de los primeros meses de cada ano en el dltimo par de anos, es factible
pensar que el prondstico hecho bajo la metodologia clasica ajusta un poco mas la realidad
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Figura 3-12: Ajuste y prondstico de ventas mensuales de la compafia en la costa este de
los Estados Unidos desde el 2017 hasta el 2022 con el modelo AR(1).
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Figura 3-13: Ajuste y pronéstico de ventas mensuales de la compafifa en la costa este de
los Estados Unidos desde el 2017 hasta el 2022 con el modelo INLA.

de la creciente demanda de este producto textil en la costa este de Estados Unidos, pero
ampliando la mirada un par de anos mas atras hasta el inicio del 2018 es posible pensar
que este comportamiento de aumento de la demanda en estos primeros meses es un efecto
provocado por el fin de la pandemia del COVID-19 y cada vez esta mermando sus picos de
demanda, es por esta razon que el ajuste y pronésticos hechos bajo la metodologia INLA

también parece ajustar bien la realidad.
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3.5. Conclusiones

Para predecir el comportamiento de las ventas de una compania textil ubicada en Estados
Unidos, dada la informacién de sus ventas hechas en los tltimos siete anos agrupadas men-
sualmente. Es posible concluir que la metodologia que mejor ajusta y pronostica las ventas
mensuales de una compania en la costa este de Estados Unidos son los modelos clasicos de
series de tiempo como el modelo autorregresivo de orden uno.

Dado el analisis hecho en la seccién anterior de los resultados de los pronésticos observados
en las Figuras y [3-13] Es importante para la compafia tener en cuenta todos los
escenarios posibles a la hora de elegir una metodologia para predecir el nimero de unidades
que necesitard para cubrir la demanda del préximo ano.
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En este capitulo se presenta una comparacién entre el modelo Conditional Autoregressive
(CAR) y un modelo espacial dado por la implementacién del paquete INLA aplicados a los
datos de las ventas con informacion espacial. El objetivo es determinar cuél de estos modelos
presenta una mayor capacidad de ajuste y generar pronosticos sobre la variable de interés
(ventas) en funcién de la informacién espacial disponible.

4.1. Descripcion de los modelos

En muchos casos, es comin suponer que las observaciones son independientes e idéntica-
mente distribuidas, pero esto puede no ser el caso cuando se trabaja con datos espaciales ya
que puede existir alguna correlacion entre areas vecinas. También puede ser dificil separar el
impacto de la autocorrelacion y las diferencias espaciales en la distribucién de la observacion.
En esta parte del andlisis se agruparon las observaciones de las ventas para cada estado de
la costa este de Estados Unidos para el ano 2022, en un centroide que corresponde a una
ubicacion espacial centrada dentro del poligono que hace referencia a cada estado, como se
ve en la Figura [4-1] esta agrupacién es més conocida en la literatura como datos de &rea.
También se agregd como covariable del modelo la poblacién de cada uno de estos estados
extraida de [Census, 2022] para el ano 2022.

Se define como datos de drea cuando y(s) es un valor aleatorio definido sobre una unidad
de area s con limites bien definidos en D, el cual es definido como una coleccién finita de
unidades espaciales de dimension d. Ejemplos de este tipo de datos son los limites adminis-
trativos de comunas, provincias, regiones, etc. [Blangiardo and Cameletti, 2015|. La Figura
muestra las ubicaciones espaciales centradas dentro del poligono. La Figura [4-1b] mues-
tra la triangulacién para la costa este de los Estados Unidos con puntos rojos que indican las
ubicaciones de los estados donde se encuentra disponible la informacion de ventas utilizada
por INLA. La linea interna define el casco no convexo.
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(a) Grafo de conectividad basado
en centroides. (b) Triangulacién refinada de la ventana espacial.

Figura 4-1: Centroides asignados a los estados de la costa este de Estados Unidos y trian-
gulacion refinada restringida de la ventana de observacion.

Siguiendo la definicién dada por [Blangiardo and Cameletti, 2015]. Cuando se trabaja con
este tipo de datos, la dependencia espacial es tomada en cuenta a través de una estructura
de vecindades. Simplificando la notacién introducida previamente asi (s1,...,S,) pasa a ser
(1,...,n), donde tipicamente dada el drea i sus vecinos N (i) son definidos como areas las

cuales comparten sus bordes con el (vecinos de primer orden) o que comparten sus bordes
con él y con sus vecinos de primer orden (vecinos de segundo orden) cémo se ve en la Figura
4-2

W Arenc
.\l’ EEEEEEEEEEEEEEEEEE

[ vECTHO DE SEGUNDO ORDEN

Figura 4-2: Estructura espacial de vecindades |[Blangiardo and Cameletti, 2015|.
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La dependencia espacial tiende a reducir la cantidad de informacion contenida en las ob-
servaciones mientras mas alejada se esta del centro como se ve en la Figura dado que
las observaciones proximas pueden usarse en parte para predecirse entre si. Un método
comunmente utilizado para probar si existe o no correlacion espacial es aplicando la prueba
de moran |Griffith, 1989] a los datos, como se ve a continuacién. En términos simples, la
prueba I de Moran es una forma de cuantificar qué tan cerca se agrupan los valores en un
espacio. La férmula para calcular el 1 Moran es,

I <N> , 2im1 2 Wi ZiZ;

g() Zﬁ_l 22 ) (4_1)

donde Sy = >, 377 | Wi; o dicho de una manera mas sencilla la suma de elementos de
la matriz de pesos. Las observaciones Z son las desviaciones a la media (z; — ) 6 (z; — T)
donde z; es el valor de la variable en una unidad espacial determinada y x; es el valor de la
variable en otra localizacion, normalmente las vecinas a x;. Habitualmente, en la matriz, se
le asigna el valor de 1 a los vecinos de cada unidad espacial y 0 al resto.

El valor de I Moran puede variar de -1 a 1 donde -1 indica que la variable de interés esta
perfectamente dispersa, 0 indica que la variable de interés se dispersa aleatoriamente y 1 in-
dica que la variable de interés esté perfectamente agrupada. La linea azul ajustada anadida
la Figura [4-3| es el resultado de un modelo de regresion OLS y la pendiente de esta recta es
el coeficiente I de Moran.

El coeficiente I de Moran es 0.086. La pendiente positiva (hacia arriba) sugiere que a me-
dida que aumenta la cantidad de las ventas de dicho poligono, también lo hacen los de sus
poligonos vecinos. Si la pendiente fuera negativa (es decir, con pendiente hacia abajo), esto
sugerirfa una relaciéon negativa en la que los valores crecientes en dicho poligono estarian
rodeados por poligonos con valores de ventas decrecientes.

Podemos concluir que en nuestros datos existe autocorrelacion espacial o que nuestros datos
no estan aleatoriamente dispersos. Este resultado permite la aplicacién y el correcto analisis
del modelo CAR sobre nuestros datos. Por otro lado, la creacién de ponderaciones espaciales
entre estos centroides es un paso necesario en el uso de datos de area, tal vez solo para
verificar que no queden patrones espaciales en los residuos. El primer paso es definir a qué
relaciones entre las observaciones se les dara un peso distinto de cero, es decir, elegir el criterio
vecino que se utilizard; el segundo es asignar pesos a los enlaces vecinos identificados. Para
esta tarea se utilizo la librerfa spdep [Thisted, 1998| con la funcién poly2nb [Roger Bivand,
2022| que asigna pesos de cero a los centroides que no comparten frontera con otro.
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Figura 4-3: Gréfico de Moran 1.

4.2. Modelo espacial autorregresivo condicional

Considere una region espacial que esta dividida en n subregiones indexadas por enteros
1,2,...,n. Suponga que esta coleccion de subregiones estd denotada de un sistema de ve-
cindad V; :4:1,...,n, donde V; denota la colecciéon de subregiones que, en un sentido bien
definido, son vecinos de la subregion . En términos espaciales,

V; = j : subregiones 7 y 7 que comparten borde, para ¢ € 1,2,...,n. (4-2)

Los modelos autorregresivos condicionales (CAR), que son un tipo de modelo de campo
aleatorio de Markov [Lee, 2011]. Estos modelos se especifican mediante un conjunto de n
distribuciones condicionales completas para efectos aleatorios correspondientes a las variables
de respuesta para cada y;, . . ., y,, definidas como 6y, ..., 0, y dadaspor @ = 6;|0_;,i =1,...,n
[Cruz Reyes, 2020]. Suponiendo que la distribucion condicional completa de 6; dada 6_; para

todos ¢ = 1,...,n es una distribucién normal con media y precision dadas respectivamente
por

E(0;|0-1) = pi — Z Bii(0; — 1), (4-3)

Jigei
y
PI'GC(GZ'W_J') = /{Zi, (4—4)

los componentes del vector  son nodos espaciales. Supongamos que 6y, ...,#6, sean las ob-
servaciones realizadas en las areas 1,...,n, denotemos por j ~ 7 que el nodo j es vecino del
nodo .

Suponiendo que f3;; = pg/df, sii~ 7,y Bi; =0 caso contrario en que k; = df/ZQ, esto es,

)

_ 22
0;|0_; ~ N (Nz‘ + pebi, d_f ) (4-5)
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donde Zz / df es la variable condicional de 6;|6_;, pe es una constante de proporcionalidad,
df es el nimero de vecinos del nodo i en el grafo &, la media de los vecinos del nodo i es
0; = Zpg(df)_l(ej) v 9° =[(i,7) € E(§) : j ~ 1] es el conjunto de aristas que pertenece al
grafo . Si dos areas se definen como vecinas, sus efectos aleatorios estan correlacionados,
mientras que los efectos aleatorios en areas no vecinas se modelan como condicionalmente
independientes dados los elementos restantes de § |[Cruz Reyes, 2020]. El término condi-
cional, en el modelo CAR se usa porque cada elemento del proceso aleatorio se especifica
condicionalmente en los valores de los nodos vecinos |Cruz Reyes, 2020].

En resumen, el modelo CAR esta definido por una estructura de correlacién inducida por el
grafo de la siguiente forma: la region de estudio V' se divide en n unidades de area sobre el
conjunto de regiones V; : 7 :1,...,n que estan vinculados a un conjunto correspondiente de
respuesta y = (y1, Y2, - - ., Yn). Para la implementacién del modelo CAR, se utilizé el paquete
spdep [Roger Bivand, 2022] en R, que permite ajustar modelos espaciales para datos de
dreas pequenas. Se ajusté un modelo lineal generalizado (GLM) [Nelder and Wedderburn,
1972| con estructura CAR, asumiendo una distribucién normal para los residuos y con una
estructura de vecinos definida por la proximidad espacial de los puntos de venta.

4.3. Modelo espacial INLA

Para la implementacién del modelo espacial bajo la metodologia INLA, como define |[Blan-
giardo and Cameletti, 2015, varias estructuras de drea pueden ser especificadas para u =
Uy, ..., Uy, NOs centraremos en la condicional autorregresiva propuesta por |[Besag and Koo-
perberg, 1995], dado que viene implementada en R-INLA.

Considerando n areas, cada una caracterizada por un conjunto de vecinos N (i) asumamos
que u; es la siguiente variable aleatoria

Ui\UiNN(MNLZW(UJ‘—M)’S?) , (4-6)
j=1
donde p; es la media del drea i y s? = ¢2/N; es la varianza para la misma area, la cual
depende de su numero de vecinos (N; = N(i)), es decir, si el drea tiene muchos vecinos
entonces su varianza sera menor. Esta estructura de la varianza reconoce el hecho de que
existe una fuerte correlacién espacial, mientras mas vecinos tenga el area entonces mas in-

formacion hay en los datos sobre el valor del efecto aleatorio, mientras que el parametro de

2

- controla la cantidad de variacién entre los efectos aleatorios estructurados

la varianza o
espacialmente [Blangiardo and Cameletti, 2015].

La cantidad r;; indica la proximidad espacial y puede ser calculada como pW;;, donde
W.; = a;j/N;, a;; es 1 si las dreas ¢ y j son vecinos y 0 en otro caso. Considerando W



4 Comparacion entre los modelos espaciales CAR y la aproximacién INLA
42 aplicados a datos de las ventas

como una matriz con elementos genéricos W;; y S = diag(s,...,s,), para asegurar que la
distribucién para los efectos aleatorios espacialmente estructurados es adecuada, la matriz
de covarianza (I — pW)~'S? debe ser definida positiva; entonces los valores de p deben estar
entre 1/min;—y _,e y 1|max;—q .=, con x; siendo un valor propio genérico de W. Entonces la
especificacion adecuada condicional autorregresiva (CAR) u es una variable aleatoria Normal
multivariada,

U~MVN (p,(I-pW)™'S?), (4-7)

donde jt = ji1,..., jin es el vector de medias, I es la matriz identidad y S? fue definida
anteriormente. Entonces la distribucién condicional de u;|U; es

1
ui|U; ~ N (m i > ai(u; — ), S?) : (4-8)
1 ]:1

y la relacién entre areas ¢ y j depende solo de p y W y es dada por
V' N; » (I — PW>i_j1
N U= W) = W)}

(4-9)

Una particularidad de INLA en la estimacion de estructuras espaciales es que resulta eficien-
te para modelar estructuras ralas, es decir con gran presencia de valores ceros, en la inversa
de la matriz de variancias y covariancias (matriz de precisién). La estructura rala de la ma-
triz de precisién se debe a la no dependencia de las variables aleatorias en la distribucién
multivariada conjunta [Rue and Held, 2005].

En INLA particularmente se logran matrices de precision ralas utilizando aproximaciones
por ecuaciones diferenciales parciales estocasticas (SPDE) [Lindgren et al., 2011, Lindgren
and Rue, 2015]. Bajo este enfoque la grilla de prediccion se abarca a través de una malla
construida a partir de triangulos que cubren el dominio entero, cada vértice de los triangulos
representa un nodo sobre los que se predice por interpolacién [Blangiardo and Cameletti,
2015]. Ademés de las ventajas computacionales que el algoritmo ofrece, permite trabajar con
limites y bordes complejos |Bakka et al., 2018].

SPDE consiste en representar un proceso espacial continuo como un campo gaussiano (GF)
utilizando un proceso aleatorio espacial discretamente indexado como un campo aleatorio
gaussiano de Markov (GMRF). Los modelos autorregresivos condicionales (CAR) conducen
a algunos resultados contrarios a la intuicién o poco practicos cuando se utilizan redes irre-
gulares y/o las “celdas” tienen un area muy diferente [Wall, 2004]. Segin |Bakka et al., 201§]
cualquier parametrizacion del modelo CAR debe dar matrices de precision definidas positi-
vas. Ademas, establecer prioridades en los parametros CAR necesita lidiar con los limites
entre los modelos propios e intrinsecos [Bakka et al., 2018].
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El enfoque SPDE, por otro lado, genera matrices de precisién con las buenas propiedades
computacionales de los modelos CAR y es aplicable a cualquier conjunto de ubicaciones de
observacion. Por lo tanto, hemos utilizado la técnica SPDE que efectivamente permite que
INLA calcule de manera eficiente la estructura de autocorrelacion espacial del conjunto de
datos en los vértices de la malla.

4.4. Evaluacion de los modelos

Se agruparon las observaciones de las ventas para cada estado de la costa este de Estados
unidos para el ano 2022. Estos prondsticos se obtuvieron de dos maneras diferentes, primero
para el modelo espacial CAR se utilizé la funcién spautolm del paquete de R “spdep” |[Roger
Bivand, 2022|, el cual automaticamente ajusta el modelo que le indicamos y pronostica el
numero de periodos que nosotros indiquemos, para el modelo implementado bajo la meto-
dologia INLA, obtener el prondstico consiste en agregar a los datos un conjunto de datos
nulos igual a la cantidad de estados los cuales se desean predecir, es decir, si la base de datos
cuenta con informacion de 10 estados para determinado ano, entonces se deben agregar 10
espacios nulos que corresponden a los 10 estados que se quieren pronosticar y al ejecutar el
algoritmo, este pronosticard automaticamente estos valores.

Se evalu6 el rendimiento de ambos modelos utilizando medidas de ajuste tradicionales como
el Error cuadratico medio (MSE) [Hodson et al., 2021] el cual mide el promedio de los errores
al cuadrado, es decir, la diferencia entre el estimador y lo que se estima. Los resultados de las
medidas de ajuste muestran que el modelo implementado con el paquete INLA presenta un
mejor rendimiento en el ajuste y la prediccién de las ventas en comparacién con el modelo
CAR como se detalla en la siguiente seccion.

La mayor precision en la estimacién de los efectos espaciales que presenta el modelo im-
plementado con el paquete INLA se debe en gran medida a su capacidad para modelar la
estructura de dependencia espacial en los datos. Mientras que el modelo CAR asume una
dependencia espacial homogénea entre todas las unidades espaciales. El modelo implemen-
tado con INLA permite modelar la dependencia espacial de manera mas flexible, utilizando

diferentes estructuras de dependencia para diferentes areas o regiones [Blangiardo and Ca-
meletti, 2015].

Es importante destacar que la implementacién del paquete INLA puede requerir un mayor
conocimiento técnico y de programacién en R en comparacion con el modelo CAR tradicio-
nal. Sin embargo, los resultados muestran que vale la pena la inversién de tiempo y recursos
para obtener una mayor precision en la modelacién y prediccion de los datos de ventas con
informaciéon espacial.
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4.5. Analisis de resultados

En la Tabla se presentan los resultados de los dos modelos ajustados. Se puede observar
que el modelo ajustado con el paquete INLA presenta un menor Error cuadratico medio
(MSE) [Hodson et al., 2021] en el conjunto de prueba, lo que indica que este modelo tiene
una mejor capacidad predictiva que el modelo CAR.

fit_car fit_inla
60000 -
40000 o
40000
20000
20000
(a) Ajuste para el modelo CAR. (b) Ajuste para el modelo INLA.

ventas

60000
40000

20000

(c) Ventas por estado.

Figura 4-4: Ajuste espacial de las ventas textiles de la compafia en la costa este de los
Estados Unidos desde el 2017 hasta el 2022.



4.6 Conclusiones 45

Modelos | Error cuadratico medio (MSE) | Error absoluto medio (MAE)
CAR 8.34 2.37
INLA 5,82 1,08

Tabla 4-1: Resultados del ajuste de los modelos espaciales CAR e INLA.

Del mismo modo en la Figura es facil ver que el mejor ajuste lo tuvo el modelo espacial
implementado con la metodologia INLA en la Figura ya el ajuste espacial del modelo
CAR en la Figurgd-4al estd subestimando gran parte de las ventas en la Figura en los
estados de la costa este de los Estados Unidos.

Los resultados indican que la implementacién del paquete INLA es una mejor opcién que
el modelo CAR para modelar y predecir las ventas en funcién de la informacion espacial
disponible. Es posible que esto se deba a la capacidad del paquete INLA para modelar la
incertidumbre y la complejidad de los datos, lo que permite una mejor capacidad predictiva.

prediccion

. 100000

50000

Figura 4-5: Prediccion espacial de las ventas para el ano 2023.

4.6. Conclusiones

En conclusion, la implementacion del paquete INLA para el andlisis de datos de ventas con
informacion espacial presenta un mejor rendimiento en comparacién con el modelo CAR
tradicional. En ambos modelos se incluyé como covariable la poblacion anual por estado. El
modelo implementado con INLA permite modelar de manera mas precisa la estructura de



4 Comparacion entre los modelos espaciales CAR y la aproximacién INLA
46 aplicados a datos de las ventas

dependencia espacial en los datos de ventas, lo que se traduce en una mejor capacidad de
ajuste y, por lo tanto, puede ser una herramienta valiosa para la toma de decisiones empre-
sariales basada en datos.

Cémo se puede ver en la Figura se espera que el estado de Florida el ano 2023 venda
mas de 100.000 unidades. Se puede pensar que este crecimiento es debido al crecimiento
poblacional de este estado en los ultimos anos presuntamente debido al alto flujo de migrantes
a sus principales ciudades como Miami. Del mismo modo otro hallazgo interesante es que el
estado de Nueva York no presenta crecimiento en sus unidades para el ano 2023 y esto se
puede atribuir de nuevo a la poblacién que se ha mantenido estable en los ultimos anos y
a la disminucién de las ventas totales presentadas el ultimo ano cémo es posible ver en la
Figura [3-2] Ambos estados han presentado un constante crecimiento en el tiempo como se

ve en la Figura [2-8]



5 Comparacion entre los modelos
espacio-temporales INLA y un enfoque
de aprendizaje automatico Bayesiano

En este capitulo se presenta la comparacion de dos modelos espacio-temporales dados por la
implementacion del paquete INLA aplicados a datos de las ventas con informacion espacial,
siendo uno de estos un modelo de aprendizaje automatico. El objetivo es determinar cudl
de estos modelos presenta una mayor capacidad de ajuste y generar prondsticos sobre la
variable de interés (ventas) en funcién de la informacién espacial disponible.

5.1. Descripciéon de los modelos

Investigar inicamente el patron espacial como se presenté en el capitulo anterior no nos
permite decir nada acerca de su variacién temporal que podria ser igualmente importante e
interesante.

Cuando se estudia la tendencia temporal, por lo general, pueden ocurrir dos situaciones,
como se presenta en [Abellan et al., 2008], la tasa es constante en el tiempo y solo varia
espacialmente o cambia con el tiempo en todas o algunas de las areas. Las mismas situacio-
nes pueden surgir cuando estimamos un fenémeno que varia espacialmente, por ejemplo, la
cantidad de lluvia en un periodo particular, por ejemplo, un ano; si consideramos los datos
agregados a lo largo del tiempo, solo podemos modelar el patrén espacial, pero si desagrega-
mos los datos por dia, semana o mes, podemos investigar una tendencia temporal y permitir
que sea igual en todas las areas o diferente para algunas de ellas.

5.2. Modelo espacio-temporal INLA

El proceso espacial presentado en el capitulo anterior puede extenderse facilmente al caso
espacio-temporal incluyendo una dimensién temporal; los datos ahora estan definidos por un
proceso indexado por espacio y tiempo. De acuerdo a [Blangiardo and Cameletti, 2015], un
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proceso espacio-temporal indexado por espacio (s) y tiempo (t) se define como
Y(s,t) = y(s,t),(s,t) € D C R? x R, (5-1)

donde Y es observado en n localidades espaciales o areas y en T tiempos. Los modelos
espacio-temporales como menciona [Blangiardo and Cameletti, 2015] son ampliamente uti-
lizados en estudios de vigilancia de enfermedades. Cuando es de interés identificar el patrén
espacio-temporal de una enfermedad.

Dado que en nuestro caso al ser similar a los problemas espacio-temporales de mapeo o vigi-
lancia de enfermedades se asumié la misma distribucion apriori Poisson, ya que el prondstico
de ventas en los estados de la costa este de Estados Unidos puede ser abordado como un
problema de conteo. En la practica, es la extensién del modelo de ventas espacial definido
previamente agregandole una componente temporal

Yir ~ Poisson(\y),

it = Eipir,

log(pit) = nit,

Nit = bo + u; + v; + Temporal,,

cont=1,...,T;y Temporal, con una estructura paramétrica o no paramétrica especificada.

5.2.1. Tendencia paramétrica

Como menciona [Blangiardo and Cameletti, 2015] se puede asumir que la tendencia de la
componente temporal es paramétrica y se asume que el predictor lineal puede ser escrito
como

Nie = bo + w; +vi + (B4 6;) - 1, (5-2)

esta formulacion incluye el efecto espacial principal del caso espacial u;, la tendencia lineal
principal v;, 5 que representa el efecto global temporal, y una tendencia diferencial ¢;, que
identifica la interaccién entre espacio y tiempo.

Ya que para la identificabilidad se propone una restriccion suma igual a cero para § =
01, ..., 0, los términos 9; representa la diferencia entre la tendencia global  y la tendencia
de un &area en especifico. Si d; < 0 entonces la tendencia de una area en especifico es menos
empinada que la tendencia media, mientras que d; > 0 implica que la tendencia de un &area
en especifico es mas empinada que la tendencia promedio.
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5.2.2. Tendencia Dinamica no paramétrica

En el modelo especificado anteriormente, se impone una restriccion lineal en la tendencia
diferencial temporal d;; sin embargo, como sugiere |[Blangiardo and Cameletti, 2015] es posible
eliminarla utilizando una formulacién no paramétrica dinamica para el predictor lineal como

Nit = bo + Wi + v + Y + @y (5-3)

Aqui by, u; y v; tienen la misma parametrizaciéon que en el caso anterior, sin embargo el ter-
mino ; representa la estructura del efecto temporal, modelado dindmicamente (por ejemplo,
como un camino aleatorio de orden 1 o 2).

5.2.3. Interacciones espacio-tiempo

Como se menciona en [Blangiardo and Cameletti, 2015], se puede seguir expandiendo el
modelo anterior para agregar interacciones entre espacio y tiempo utilizando la siguiente
especificacion.

Nit = bo + wi + Vi + Ve + p + i, (5-4)

el vector de parametros ¢ sigue una distribucién normal con matriz de precision dada por
7sRs, donde 75 es un escalar desconocido, mientras que Rs es una matriz estructural identi-
ficando la dependencia si es de tipo espacial y/o temporal entre los elementos de §.

R puede ser factorizada como el producto de Kronecker de la matriz de estructura de los
efectos principales correspondientes que interactiian. Hay cuatro formas de definir la matriz
de estructura.

» Interacciones de tipo I: Se asume que los dos efectos sin estructura v; y ¢, inter-
actian entre si. Podemos escribir la matriz de estructura como

Rs=R,®Ry=1®1=1, (5-5)

la dltima igualdad se debe a que v y ¢ no tienen una estructura espacial o temporal. Por
lo tanto, asumimos que no hay una estructura temporal y/o espacial en la interaccién
entre ambas.

» Interacciones de tipo II: En este caso se combina la estructura temporal del efec-
to principal v; y el efecto espacial sin estructura v;. Podemos escribir la matriz de
estructura como

Ry=R,® R, (5-6)

donde R, = I y R, es la estructura de vecindad especificada por ejemplo como un
camino aleatorio de primer o segundo orden. Esto conlleva a asumir que para la i-
ésima area el vector de parametros d;1, ..., 0;7 tiene una estructura autorregresiva en la
componente temporal, que es independiente de las demas areas.
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= Interacciones de tipo III: Este caso combina el efecto temporal sin estructura ¢; y
la estructura del efecto principal u;. Escribimos la matriz de estructura como

Rs = Ry ® R, (5-7)

donde R4y = I y R, es una estructura de vecindad definida a través de la especificacion
CAR. Esto conlleva a asumir que los parametros en el t-ésimo tiempo 9y, ..., d,, tiene
una estructura espacial independiente de los demés tiempos.

= Interacciones de tipo IV: Este es el caso mas complejo de interaccién, asumiendo
que los efectos estructurados espaciales y temporales u; y ; interactiian entre si. La
matriz de estructura puede ser escrita como

R(S - Ru ® Rfy, (5_8>

la cual basicamente asume que la estructura de dependencia temporal para cada area
no es independiente de las demas areas, pero depende del patrén temporal asi como
de las dreas vecinas.

5.3. Modelo de correccién media Bayesiana variacional de
rango bajo (VBC)

De acuerdo con lo senialado por [van Niekerk and Rue, 2021|, los métodos bayesianos se
fundamentan en la existencia de una creencia previa acerca de un modelo particular y la
capacidad de aprender de los datos disponibles para llegar a una nueva creencia, conocida
como creencia posterior. Matematicamente, la creencia posterior se deriva a partir de la
creencia previa y la evidencia empirica proporcionada por los datos, utilizando la regla
de Bayes. En este sentido, el analisis bayesiano emerge como un método de aprendizaje
automatico estadistico natural y particularmente poderoso en situaciones donde los conjuntos
de datos son pequenos, existen datos faltantes o se emplean modelos altamente complejos.

Aprendizaje automatico

El aprendizaje automético, también conocido como machine learning en inglés, es un campo
de la inteligencia artificial que se enfoca en desarrollar algoritmos y modelos computacionales
que permiten a las maquinas aprender y mejorar su desempeno en tareas especificas a través
de la experiencia y la interaccién con datos |[James et al., 2013].

En lugar de utilizar reglas de programacién tradicionales, los algoritmos de aprendizaje
automatico analizan datos y reconocen patrones que les permiten realizar predicciones o
tomar decisiones. Estos patrones se extraen de un conjunto de datos de entrenamiento, que
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consiste en ejemplos previos de la tarea que se desea aprender |[James et al., 2013|. El proceso
de aprendizaje automatico implica

= Recopilacién de Datos: Se reinen datos relevantes para la tarea, que pueden incluir
imagenes, texto, nimeros u otros tipos de informacion.

= Preprocesamiento de Datos: Los datos se limpian y transforman para eliminar ruido,
outliers y asegurar que sean adecuados para el modelo.

= Seleccién del Modelo: Se elige un algoritmo de aprendizaje automético adecuado para
la tarea, como regresion, clasificacion, clustering, redes neuronales, entre otros.

» Entrenamiento del Modelo: Se alimenta al modelo con el conjunto de datos de entre-
namiento para que aprenda patrones y relaciones entre los datos.

» Validacion y Evaluacién: Se evalia el rendimiento del modelo utilizando un conjunto
de datos de prueba para determinar su precision y generalizacién.

= Ajuste y Optimizacién: Si es necesario, se ajustan los hiperparametros del modelo para
mejorar su rendimiento.

= Despliegue y Uso: Una vez que se ha entrenado y validado el modelo, se puede utilizar
para realizar predicciones o automatizar decisiones en situaciones del mundo real.

= Mejora Continua: El modelo se puede mejorar continuamente a medida que se recopilan
mas datos y se obtienen nuevos conocimientos.

El aprendizaje automético tiene aplicaciones en una amplia variedad de campos, desde reco-
nocimiento de voz y visiéon por computadora hasta recomendaciones personalizadas en linea
y medicina. Es un area en constante evolucién que impulsa avances significativos en la au-
tomatizacién y la toma de decisiones basadas en datos [James et al., 2013].

Cuando la inferencia exacta se vuelve impracticable debido a la complejidad del modelo o
a la gran cantidad de datos involucrados, los métodos de inferencia aproximada, como el
método de Laplace, las aproximaciones de Laplace y los métodos variacionales, se convierten
en alternativas populares. La Correccién Variacional Bayesiana de Bajo Rango (VBC), en
particular, utiliza inicialmente el método de Laplace y luego aplica una correccion variacional
de Bayes a la media posterior.

Esto se lleva a cabo con un costo computacional esencialmente equivalente al del método de
Laplace, lo que garantiza la escalabilidad de este enfoque. Supongamos que tenemos datos
y, de tamano n con covariables X y efectos aleatorios u, entonces

Yi|8, f ~ Poisson(exp(n;)), (5-9)
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con
mi=Po+ BXi+ > k=1f"w). (5-10)

Asumimos una distribucién a priori normal centrado para el campo latente (aumentado) con
matriz de precisién @),. Podemos corregir la parte lineal de la expansion de la serie de Taylor
como

W= 46, (5-11)

donde 0* = Qj_l)\* para corregir principalmente las medias posteriores de [y y 8 y luego
propagar el efecto de estas correcciones a la media posterior del predictor lineal [van Niekerk
and Rue, 2021].

Con el método variacional de Bayes, una de las principales desventajas es la suposicion de
una factorizacion simple de la articulacién posterior, generalmente en posteriores margina-
les independientes, ignorando asi la dependencia posterior del espacio de pardmetros, o la
necesidad de una descomposicion de bajo rango de la matriz de covarianza si la dependencia
en el espacio de parametros estd permitido. Por otro lado, se sabe que la propagaciéon de
expectativas (EP) sobreestima las varianzas posteriores, mientras que (VB) subestima estas
varianzas.

5.4. Evaluacion de los modelos

Al conjunto de datos de ventas que fue utilizado en la seccién anterior, que contiene infor-
macion sobre la ubicacion geografica de cada punto de venta, se le agrego la parte temporal
de los datos con el fin de analizar el comportamiento de las ventas en el tiempo a lo largo
del territorio de la costa este de los Estados Unidos. La definicién del mejor modelo se basé
en un analisis de coeficientes de la estimacién como el DIC y el WAIC.

Cuando se dispone de informacién temporal, es posible construir modelos espaciotemporales
que incluyen efectos aleatorios espaciales y temporales, asi como efectos de interaccion entre
el espacio y el tiempo. Un modelo espacio-temporal resulta separable cuando la estructura
de covarianza espacio-temporal puede descomponerse como un término espacial y temporal.
Para efectos de este estudio, se procede a adaptar parte de la metodologia de andlisis se-
guida por [Rodrigues, 2017| y [Briz-Redon, 2021], que son estudios que a su vez adoptan la
metodologia de estudios previos como [Knorr-Held, 2000] y |[Blangiardo et al., 2013].

La inclusién de efectos espacio-temporales ayuda a comprender como las ventas se ha ex-
tendido por el territorio en estudio. Especificamente, las estimaciones de efectos espaciales
y temporales aleatorios y su interaccion permiten asignar un riesgo relativo a cada unidad
espacial, temporal o espacio-temporal bajo analisis. Estos riesgos relativos se obtienen expo-
nenciando los parametros espacio-temporales del modelo y captura la evolucion de las ventas
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en la costa Este de Estados Unidos.

Inicialmente se consideré la distribucion Poisson como la méas adecuada basado en los datos
de bajos conteos como lo mas adecuada. Investigaciones como |[Gayawan et al., 2020]; [Jalilian
and Mateu, 2021]; [Jalilian and Mateu, 2021]; [Sartorius et al., 2021], han aplicado modelos
espaciotemporales con distribucién Poisson en sus estudios. El costo de ambos modelos es
esencialmente el del método de Laplace que asegura la escalabilidad de los métodos.

Para evaluar los modelos, se utilizaron los criterios de informacion DIC y WAIC dado
que si se consideran dos modelos candidatos M1 y M2 para describir los datos dados .
Usando las probabilidades del modelo posterior 7(Mg|y,) para k = 1,2, podemos escribir
las probabilidades posteriores como,

m(MY™)  m(Y™; My)  w(My)

T(MLY™) ~ m(Y™My) (M) (5-12)

donde m(yn; My) y m(M},) denota la probabilidad marginal y la probabilidad previa para el
modelo M, respectivamente. El primer término del lado derecho se conoce como el factor
de Bayes (BF') a favor del modelo M1 cuando se compara con M2 |[Kass and Raftery, 1995,
es decir, el BF puede interpretarse como el resumen del apoyo proporcionado por los datos
a un modelo en contraposicién a uno alternativo.

BFyy = —- 1
BT (Y M)

(5-13)
Como senalaron [Kass and Raftery, 1995], el Bayes Factor (BF') se puede aproximar utilizan-
do el criterio de Schwarz, que también se conoce como el criterio de informacién Bayesiano
(BIC). Especialmente para los modelos Bayesianos jerarquicos, no es facil evaluar BIC' ya
que no se conocerd el numero “efectivo” de parametros en el modelo. Derivado del BIC, el
criterio de informacién de desviacion (DIC) fue propuesto por |Spiegelhalter et al., 2002].
Para un vector de parametros genérico 6, el DIC' se define como,

DIC =D +rp, (5-14)

donde
D = —2log L(0;Y™), D = Egyn(py, y rp =D — D(6), (5-15)

donde 6 estimado es la media posterior, D representa la bondad del ajuste del modelo, mien-
tras que el término rp representa una penalizacién por complejidad reflejada por el niimero
efectivo de pardametros del modelo. El nimero efectivo desconocido de parametros del mo-
delo se estima como la diferencia entre la media posterior de la desviacion y la desviacién
evaluada en la media posterior de 6.
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Una alternativa al DIC es el criterio de informacién de Watanabe Akaike (W AIC'), que se
define como en [Watanabe and Opper, 2010] y [Gelman et al., 2014],

WAIC = lppd + pw arc, (5-16)

donde [ppd es el logaritmo de la densidad posterior puntual y pwarc es un término de
correccién para el nimero efectivo de parametros para ajustar por sobreajuste. Los resultados
de la comparacion entre los coeficientes de ajuste no muestran diferencia entre el modelo de
aprendizaje automatico implementado con el paquete INLA en comparacién con el modelo
clasico de INLA como se detalla en la siguiente seccién.

5.5. Analisis de resultados

En la Tabla se presentan los resultados de los dos modelos ajustados. Se puede observar
que ambos modelos presentan un ajuste idéntico debido a que la metodologia que utilizan
ambos son muy similares, lo que indica que en nuestro caso de estudio ambos modelos tienen
la misma capacidad predictiva.

Modelos | ML INLA | INLA
WAIC | 32038,68 | 32038,68
DIC 33180,08 | 33180,08

Tabla 5-1: Coeficientes de ajuste de los modelos ML-INLA e INLA.
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Figura 5-1: Prediccion espacio-temporal de las ventas.
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5.6. Conclusiones

En conclusion, la implementacion del paquete INLA para el andlisis de datos de ventas con
informacion espacial y temporal presentan igual rendimiento en el ajuste de los datos de
ventas como se ve en la tabla [5-1] entre el modelo de aprendizaje automdtico (ML INLA)
y el modelo clasico de INLA. Esto puede atribuirse principalmente por la cantidad de datos
espacio-temporales utilizados. Estos modelos implementados con INLA permiten modelar
de manera mas precisa la estructura de dependencia espacial y temporal en los datos de
ventas, lo que se traduce en una mejor capacidad predictiva y, por lo tanto, puede ser una
herramienta valiosa para la toma de decisiones empresariales basada en datos.

Cémo se puede ver en la Figura el comportamiento de las ventas para el ano 2023
mantiene un comportamiento similar al comportamiento que han tenido las ventas en los
afos inmediatamente anteriores cémo es posible ver en la Figura [2-8] Lastimosamente en
este trabajo no se graficaron los ajustes mensuales por estado debido a la alta complejidad
a la hora de especificar estos modelos.



6 Conclusiones y recomendaciones

6.1. Conclusiones

En esta tultima seccién se presentan las conclusiones del trabajo. Se incluyen las reflexiones
finales, se discuten brevemente los resultados y se sugieren lineamientos para futuras inves-
tigaciones del tema.

En este trabajo de grado, se llevdé a cabo una comparacién exhaustiva entre métodos de
estimacion temporal, espacial y espacio-temporal clasicos y sus homélogos basados en la me-
todologia R-INLA. El objetivo principal fue estimar las ventas de un producto y determinar
cual de las metodologias proporciona resultados mas precisos.

En la introduccién, se realizé una revision bibliografica de los modelos temporales, espaciales
y espacio-temporales clasicos, asi como de la metodologia INLA. Se identificaron las princi-
pales ventajas y desventajas de cada método y se establecio la intencion de este trabajo, que
es compararlos en términos de precisién en la estimacién de ventas y generar un prondstico.

En el capitulo [3| se comparé un modelo AR1 de series de tiempo con un modelo temporal
basado en la metodologia INLA. Se encontré que el modelo temporal INLA y el modelo
ARI1 son significativamente similares en términos de precisién y capacidad de capturar la
variabilidad temporal de las ventas a pesar de la flexibilidad de INLA para incorporar efectos
aleatorios y autocorrelacion temporal. Este resultado puede estar sujeto a la poca cantidad
de datos utilizados en este andlisis.

En el capitulo 4] se comparé un modelo espacial CAR con un modelo espacial INLA. Se
encontro que el modelo espacial INLA ofrece una mejor precisién en la estimacion de ventas
en comparaciéon con el modelo espacial CAR. La capacidad de INLA para incorporar efectos
aleatorios espaciales y modelar la autocorrelacion espacial resulté ser determinante en esta
comparacion.

Finalmente, en el capitulo [f se implementaron dos modelos espacio-temporales en INLA
que combina las ventajas de los modelos temporales y espaciales INLA. Los resultados de-
mostraron que no habia diferencias en el método de aprendizaje automatico y el modelo
clasico de INLA. Ambos modelos proporcionan igual precision en la estimacion de ventas.
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Este resultado puede estar sujeto a la poca cantidad de datos utilizados en este anélisis.

En general, las comparaciones realizadas en este trabajo favorecieron la metodologia INLA
en términos de precision y capacidad para capturar la variabilidad tanto temporal como es-
pacial en las ventas. INLA demostré ser una herramienta poderosa y eficiente para el anélisis
de datos espaciales y temporales complejos, permitiendo incorporar efectos aleatorios y au-
tocorrelacién de manera sencilla y eficaz.

Un problema importantes que se presentan en el ajuste de nuestros modelos es la dificultad
en la especificacion de los modelos bajo la metodologia INLA, dado que es necesario un al-
to nivel técnico para el despliegue de los modelos temporales, espaciales y espacio-temporales.

En esta investigacién, no se emplearon, modelos iniciales para determinar la mejor covariable
principal. Para explicar las variaciones espaciales y temporales de las ventas en los estados de
la costa Este de Estados Unidos, en el futuro, se sugiere contemplar la posibilidad considerar
otras covariables regionales, ambientales y socioeconémicas.

Este trabajo adapté modelos de estudios que emplearon INLA, como el de |Briz-Reddn,
2021]. [Rodrigues, 2017] también emplea INLA, asi como el uso de covariables para ajustar
el modelo. Més que predecir, en la mayoria de estudios espacio-temporales se ha procurado
ajustar los modelos, a fin de estimar riesgos relativos en el periodo de anélisis.

La literatura existente es muy amplia sobre aplicaciones espacio-temporales a problemas epi-
demiolégicos mas no se ha evidenciado hasta la fecha de entrega de este trabajo antecedentes
de aplicaciones similares a la presentada en este estudio. Esta metodologia ofrece diversas
vias para investigar las procesos bayesianos espacio-temporales aplicados a las ventas.

En estudios futuros, seria recomendable analizar las diferencias entre las cadenas de Markov
y el INLA en modelos espacio-temporales. Un ejemplo relevante es el caso de |Knorr-Held,
2000], que propone varias formas de distribucién previa en los modelos espacio-temporales.

En conclusion, este trabajo confirma que la metodologia INLA es una opcién altamente re-
comendada para la estimacion de ventas y, en general, para el andlisis de datos espaciales
y temporales. Su flexibilidad, precision y capacidad para modelar efectos complejos la con-
vierten en una herramienta valiosa para la investigacién y el andlisis de datos en diversas
disciplinas. Se sugiere que futuras investigaciones exploren ain mas las capacidades de INLA
en diferentes contextos y aplicaciones para obtener una vision mas completa de su potencial
en el analisis de datos espaciales y temporales.
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