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Resumen

En esta tesis de maestria, se lleva a cabo un estudio analitico y numérico de la dinami-
ca de un convertidor Buck-Boost cuando se controla utilizando la técnica de dinamica de
promediado cero (ZAD). Para analizar el sistema, éste se discretiza por medio del mapa de
Poincaré, que consiste en tomar muestras del sistema en cada periodo de conmutacién. Con
esta metodologia, se determina la existencia y estabilidad de orbitas 17" y 2T periddicas.
Ademas, se investiga la presencia de caos mediante simulaciéon numérica de los diagramas de
bifurcacién y los exponentes de Lyapunov y finalmente, se controla el caos presente utilizando
la técnica de control por induccién al punto fijo (FPIC).

Palabras clave: sistema dinamico; convertidor de potencia; estabilidad; bifurcacio-
nes; caos; técnica ZAD; técnica FPIC; exponentes de Lyapunov.

Abstract

In this master’s thesis, an analytical and numerical study is conducted on the dynamics
of a Buck-Boost converter when it’s controlled using the Zero Average Dynamics (ZAD)
technique. To analyze the system, it is discretized using the Poincaré map, which involves
taking samples of the system at each switching period. With this methodology, the existence
and stability of 17 and 27T periodic orbits are determined. Additionally, the presence of
chaos is investigated through numerical simulation of bifurcation diagrams and Lyapunov
exponents. Finally, the chaos is controlled using the Fixed Point Induction Control (FPIC).

Keywords: dynamic system; power converter; stability; bifurcations; chaos; ZAD
technique; FPIC technique; Lyapunov exponents.
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Capitulo

Introduccion

Resumen

Este capitulo tiene como objetivo presentar el estado del arte en relacion a la
dindmica de los convertidores de potencia controlados mediante PWM y ZAD,
centrandose especialmente en el convertidor Buck-Boost. Se discutiran las ven-
tajas y desventajas observadas en estos sistemas al aplicar técnicas cldsicas de
control y estabilidad. El propdsito de este capitulo es brindar una motivacion
solida para el desarrollo de la presente tesis.

1.1. Motivacion

El desarrollo de esta tesis fue motivado principalmente por estudiar la dinamica del con-
vertidor Buck-Boost inversor cuando se controla utilizando ZAD, siendo grandes referentes
tedrico-aplicados, los trabajos desarrollados por, Angulo [1], Paz [22] Hurtado [11], Vergara
[28] y principalmente, Casanova [5]. Otros trabajos que fueron de especial importancia fueron
[18, 27, 26]. En estos trabajos se ha estudiado la dindmica de convertidores como el Buck,
Boost, SEPIC, entre otros, asi como convertidores con adicion de resistencias parésitas.

A continuacién, se presenta el papel fundamental del convertidor Buck-Boost. Los con-
vertidores DC-DC desempenan un papel esencial en el campo de la electrénica de potencia
y en varias areas de investigacion relacionadas con la transferencia de energia eléctrica. Un
tipo especifico de convertidor, llamado convertidor Buck-Boost, permite controlar y ajustar
un voltaje de corriente continua constante [12]. Este convertidor de potencia convierte una
tension o potencia de corriente continua fija en una tension o potencia de corriente continua
variable mediante la conexion y desconexion rapida de la carga R desde la fuente. De esta
manera, responde a una senal de referencia generando un voltaje variable.

La accion de conmutacién en este tipo de circuito conlleva una dindmica compleja y
comportamiento cadtico, entre otros aspectos. Para controlar el tiempo de conmutacion, se



1.1 Motivacion

utiliza una superficie de conmutacién disennada como una combinacion lineal del error en la
corriente y el error en la tensién de salida [1]. La superficie de conmutacién utilizada en esta
tesis se define como una combinacién lineal del error en la tension y el error en la corriente,
especificamente:

s(x(t)) = ki(z1(t) — Tiver) + ka(2(t) — Tarer), (1-1)

en donde

-
w x(1) = [xl(t) azz(t)] , es el vector de estados, con z4(t) el estado de voltaje y xo(t) el

estado de corriente,

.
" Xpof(t) = [mlref eref] , es el vector de referencia, cuyas componentes son las senales
de referencia de voltaje y corriente,

» K= [k;l k2:| es el vector de pardmetros de la superficie de conmutacion, que contiene

componentes constantes ki y ko, asociadas al error entre la senal de salida y la senal
de referencia.

» La diferencia x(t) — x,ef representa el error en el voltaje y corriente, respectivamente.

Los convertidores de potencia se pueden considerar como sistemas de estructura variable
debido a su configuracion. En la década de los 80, surgieron los primeros disenos de controla-
dores en modos deslizantes para este tipo de sistemas. Carpita [4] desarrollé un controlador
basado en modos deslizantes, donde se define una superficie que combina de manera lineal el
error y su derivada. Sin embargo, estos disenos presentan el inconveniente de generar chat-
tering en el sistema, lo cual provoca un aumento en el rizado y la distorsiéon en la salida.
El “chattering” es un fenémeno no deseado que puede ocurrir en sistemas de control, espe-
cialmente en aquellos que utilizan técnicas de control discontinuo, como los controladores en
modos deslizantes. Se caracteriza por oscilaciones rapidas y no suaves alrededor del punto
de operacién deseado [5].

En [9] se introdujo por primera la técnica de control ZAD (Zero Average Dynamic), la
cual consiste en establecer una superficie de conmutacion y asegurar que el sistema dinamico
que gobierna el convertidor evolucione en promedio sobre dicha superficie . Esta técnica
garantiza una frecuencia fija de conmutacion. Se trata de un enfoque en el que se establece
una salida auxiliar y, con base en ella, se define la accién de control que asegura el promedio
de la salida auxiliar en cada iteracion.

En [5] se analiz6 a profundidad la dindmica del convertidor Boost controlado con ZAD
usando la superficie de conmutacién que se presenta en (1-1) y analiticamente se demostrd
que la aproximacién de la superficie de conmutacion por rectas a tramos, es tan buena
como se desee. En general, en dicho trabajo, los resultados de las simulaciones en MATLAB
comprobaron numéricamente que el convertidor Boost presenta una buena regulacion. Por
otro lado, otros convertidores como el Buck, controlado con PWML (Modulador de Anchura
de Pulso al Lado) junto con la técnica ZAD, no arrojaron buenos resultados en cuanto a la
capacidad de regulacion en un régimen caético [1].



1 Introduccion

A partir de estos resultados, en esta tesis también se evaluara la capacidad de regulacion
del convertidor Buck-Boost utilizando estos esquemas de control. Ademds, se realizarda un
analisis de la dindamica de este convertidor al variar los pardametros asociados al error en la
corriente y al error de tensién. Se caracterizaran las orbitas periddicas de periodo 17" y 27T
También se estudiaran las bifurcaciones que puedan surgir. Ademas, se explorara la presencia
y el control del caos en el sistema.



Capitulo

Marco Teorico General

Resumen

En este capitulo se presentan las herramientas para el estudio del convertidor
Buck-Boost cuando es controlado con la técnica ZAD. Se describe su modelo
fisico y se deduce la ecuacion de estado del mismo, teniendo en cuenta la tension
del capacitor C y corriente del inductor L. Se introduce el esquema de modulacion
PWML como la estrategia de control a utilizar y se usa la técnica ZAD para el
calculo del ciclo de trabajo. Durante la lectura del capitulo, se muestran algunos
conceptos esenciales, como lo son el concepto de matriz exponencial, matriz de
transicion de estados, y la solucion de la ecuacion de estado.

En la derivacion del modelo dinamico utilizaremos ampliamente las leyes fundamentales
de corriente y tensién de Kirchoff, proceso que consiste en fijar la posicion del interruptor
y derivar las ecuaciones diferenciales del modelo del circuito. Luego combinar los modelos
derivados en un solo modelo parametrizado por la funcién de posicién u del interruptor
cuyo valor debe coincidir, para cada caso posible, con los valores numéricos de “cero” o
“uno”. En otras palabras, el modelo conmutado obtenido se interpreta entonces como un
modelo promedio dejando que la funciéon de posicion del conmutador tome valores en el
conjunto {0, 1}.

Luego de la derivacién del modelo promedio de este convertidor, se procede sistemati-
camente a normalizar las ecuaciones diferenciales controladas que constituyen el modelo
dindmico. Este procedimiento de normalizacién tiene una clara ventaja en la simulacion,
ademas de producir un modelo bastante simplificado del sistema con la menor cantidad de
parametros posible.

Para profundizar un poco més en la derivacion matematica de este modelo, su funcién
de transferencia, prototipo fisico y demads, refiérase a [12].
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2.1. EIl convertidor Buck-Boost

Otra posible disposicién de los interruptores de semiconductores da lugar a un tercer
tipo de convertidor de potencia de CC a CC conocido como convertidor Buck-Boost. Este
convertidor se obtiene, a partir del convertidor Boost [5] intercambiando el diodo D y el
inductor L del convertidor Buck. La diferencia fundamental de esta clase de convertidor con
el convertidor Buck y los convertidores Boost es que el voltaje de salida es de signo opuesto
al de la fuente de tensién constante FE.

La realizacién semiconductora del convertidor Buck-Boost se presenta en la Figura 2-1.
En él, la corriente que atraviesa el inductor y la tensiéon que presenta el capacitor se etiquetan
con 7 y v, respectivamente. Las constantes E, L, C'y R son tension de entrada del circuito,
inductancia, capacitancia y resistencia de carga, respectivamente.

Q D
dv [ ¢
+ -1 +
== L C==" §R

Figura 2-1.: Convertidor Buck-Boost con realizacién de interruptor semiconductor. Fuen-
te: imagen adaptada de [12].

Asumiendo que los componentes del convertidor Buck-Boost son ideales, se obtiene el
modelo ideal que se muestra en la Figura 2-2

u=1 u=0>0

— ®

+ +
Jo— I o= %R

Figura 2-2.: Representacio ideal del convertidor de CC a CC. Fuente: imagen adaptada de
[12].

2.2. Modelo del convertidor

La operacion de este circuito es como sigue: cuando el transistor se cambia al estado
ON (estado de conduccién), el diodo se polariza inversamente generando la topologia que se
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muestra en la Figura 2-3(a). Durante este periodo, desde la fuente de voltaje E se genera la
corriente que pasa por el inductor L. Mientras el diodo permanece polarizado inversamente, se
dice que el circuito estd operando en el “periodo de carga”. Por otro lado, cuando el transistor
se cambia al estado OFF| el diodo se polariza inversamente, generando la topologia circuital
que se muestra en la Figura 2-3(b). Este periodo es conocido como el “periodo de descarga”
debido al hecho que la energia almacenada en el inductor L es transferida completamente a
la carga R del sistema.

u=20
+ + |
E = L C==" R
= =Y =
?
(a) Posicién del interruptor en u = 1. (b) Posicién del interruptor en u = 0.

Figura 2-3.: Topologias circuitales asociadas con el convertidor Buck-Boost. Fuente: ima-
gen adaptada de [12].

Al aplicar las leyes de corriente y voltaje de Kirchoff en el estado u = 1, se obtiene el
siguiente par de ecuaciones diferenciales:

dv_ )

dt ~  RC’

di E (1)
dt L’

cuya representaciéon matricial asociada es
do(t) 1
di(t .
o 0 0|

. —L 0 .
Definiendo Ap) = [ RO y By =

_ 1
—~
t
[\
~

| — |
e}

], se obtiene la siguiente representacién

0 0 £
compacta de la ecuacién (2-2):
X(t) = f(x,1) = Apx(t) + By, (2-3)
Analogamente, para el estado u = 0, se obtienen las ecuaciones
o _ v 1
L o

dt L’



2 Marco Teodrico General

con representacion matricial asociada
dv(t) 1 1
i | _| "me —o || V@) ]
g | = . . : (2-5)
dt L 0 i(t)

Nuevamente, al definir A[O} = [

0
y B = [0] , se obtiene la siguiente represen-
tacién compacta de la ecuacién (2-5):
X(t) = f(X, 0) = A[O]X(t) + B[O}. (2—6)

Combinando las ecuaciones (2-1) y (2-4) se obtiene el siguiente modelo parametrizado por
la funcién de conmutacion u:

dv v i

S (1=—u)—

i~ ro UTWE oo
ﬂ_(l_ )= 4 L >0
a YT

La representacién matricial asociada del sistema (2-7), en términos del pardmetro u es

do(t —u
i g0 i

Con esto, la ecuacién (2-7) permite definir el siguiente sistema de estructura variable:

2 ] u. (2-8)

A B =1
dx—f(x,u):{~[1}x+~[1] , U (2-9)

g— A[O}X—i-B[O] ,u=10

2.3. Normalizacién del modelo

En esta seccion se procede a realizar un escalado en las variables de estado y tiempo, el
cual hace que el modelo quede dependiente de un sélo pardmetro.

Definimos el siguiente conjunto de variables [12] para el sistema normalizado como sigue:

n|l_| 0w ¢ (2-10)
s LJE o [i]’ VLC

Se puede observar que los voltajes en el sistema han sido divididos por el valor de tensiéon
constante F de la fuente de entrada. Vamos a derivar el modelo normalizado del convertidor
como sigue:
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Por abuso de notacion, representaremos por x; y @2 a las derivadas de las nuevas varia-
bles de estado, con respecto a la variable normalizada 7.

Calculando @1, se obtiene:

dry  1do(t) dt

dr  E dt dr

1 1 (1—u).

= <—RCU— c Z>\/LC
vV LC

(2-11)

i.

———=v—(1—-u

RC FE ( ) EC
En este punto, es preciso simplificar los coeficientes de las variables v e ¢ en la ecuacién
(2-11). Para esto notemos que

VIC Nize
RLCC:RJE Y LC_ \/7

Luego, sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién (2-11) se obtiene

ey _ iﬁ.
ar R[E BV " (2-13)

(2-12)

Se define Q = R+/C/L como el factor de calidad del convertidor y permite adimen-
sionalizar el sistema, y a su vez, expresar el sistema en términos de un solo parametro, lo
cual simplifica el andlisis de la dindmica del mismo. Este parametro esta relacionado con la
calidad del circuito. El valor de () para un convertidor Buck-Boost tipico depende del valor
de los componentes y del diseno del circuito, pero en general, los valores estan en el rango de
0,1 a 10. Asi que este sera nuestro rango de referencia. Sustituyendo @, junto con el cambio
de variables dado en (2-10) la ecuacién anterior se transforma finalmente en

b= —Q oy — (1 — u)xs. (2-14)

Anélogamente, el cdlculo de x5 da

dxs L di(t) dt
dr  E \/; dt dr
_ %% <(12“)v+ %u) VILC (2-15)
\/_\/_< )l +E\/f\/ﬁ

Y simplificando se obtiene

dr,

o= (1-— u)lv + u. (2-16)

E
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Finalmente, se cambia v/E por x; en la ecuacién anterior para obtener
To = (1 —uw)z + u. (2-17)

De esta manera, el modelo normalizado del convertidor Buck-Boost esta dado por el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

Zl"fl = —Q_ll’l — (1 — U),Ig, (2_]_8)
o = (1 —u)zy + u.

donde la variable x; representa el voltaje normalizado en el capacitor, x,, la corriente nor-
malizada en el inductor y u representa, como antes, la variable de control.

T
T

d A B =1
O = Flxuy = W (2-20)
A[O}X + B[o] ,u=10

El sistema (2-18) puede escribirse matricialmente como
| QT (1 —w) T
1—wu 0 Ty

En analogia con la ecuacién (2-9), el sistema de estructura variable asociado es

0

| (2-19)

+

siendo Ay, By, Ajg v Bjg las matrices dadas por

-Qt 0 0 -Q' -1 0
Ap = , Bp= A = , B = , o (2-21)
0 0 1 1 0 0
respectivamente.

2.4. Solucidon de la ecuacion de estado

En esta seccion se obtendra la solucion general del sistema normalizado dado en la ecua-
cion (2-19). Durante el desarrollo se introducen las principales herramientas matemdticas
que serdn utilizadas a lo largo de esta seccion. Parte del contenido de esta seccion ha sido

adaptado de [24, 20, 19].

Matriz exponencial
La matriz exponencial de una matriz A de n x n, se define por

> Akk
k!

k=0

1 1
:I+At+§A2t2+---+—A’“t’“+--- (2-22)

exp[At] = X



10 2.4 Solucién de la ecuacion de estado

Esta serie infinita converge absolutamente para todo ¢ finito. (Por lo tanto es facil realizar
los célculos en un computador para evaluar los elementos de exp[At] utilizando el desarrollo
en serie, si se es necesario).

La matriz exponencial tiene las siguientes propiedades:

1

xp[At] = A exp[At] = exp[At]A.

1ii

)
ii) exp[ (t + s)] = exp[At] exp[As].
i) [exp[At]]™" = exp[-At].

iv) Si A y B conmutan, entonces exp[(A + B)t| = exp[At] exp[Bt].

A continuacién, consideremos la ecuacién de estado homogénea
x(t) = Ax(t), (2-23)
entonces, para cualquier condicién inicial x(tg) la solucién asociada es de la forma

(1) = explA(t — fo) x(to). (2-24)

Matriz de transicion de estados

Se define como aquella tnica matriz ®(¢) de tamano n x n tal que
D(t) = AdD(t), @[0]=1 (2-25)
Asi pues, a partir de las ecuaciones (2-24) y (2-25), se deduce que

®(t) = exp|At]. (2-26)

Propiedades de la matriz de transiciéon de estados

A continuacién se resumen algunas de las propiedades mas relevantes de la matriz de
transicion de estados ®(t), que serdan de especial importancia en el desarrollo de esta seccién
y en general, a lo largo de esta tesis.

Para el sistema lineal e invariante en el tiempo x(¢f) = Ax(t), para el cual ®(t) =
exp[At], las siguientes propiedades se pueden deducir con facilidad a partir de la definicién
de matriz exponencial:

i) ®0] =1
) ®@7Ht) = ®(—t).
i) ®(t +t2) = P(t1)P(t2) = B(t2)P(t1).
iv) [®(t)]" = ®(nt).
) q)(tg—tl)(ﬁ(tl—to) :@(tQ—to) :@(tl —to)@(tg—tl)

11

1ii

v



2 Marco Teodrico General

11

Solucidén de la ecuacion de estado

Consideremos ahora la ecuacién de estado no homogénea descrita mediante
x(t) = Ax(t) + Bu, (2-27)
donde x es un vector de dimensién n, u vector de dimension r, A matriz de coeficientes

constantes de n x n y B matriz de coeficientes constantes de n x r.

Escribiendo la ecuacién (2-27) como como
x(t) — Ax(t) = Bu(t), (2-28)

y premultiplicando en ambos lados de esta ecuacién por exp[—At], se obtiene:

exp[—At][x(t) — Ax(t)] = % [exp[—At]x(t)] = exp[—At|Bu(t). (2-29)

Al integrar la ecuacion anterior entre ty y t se obtiene:

exp[—At]x(t) — exp[—Atg|x(ty) = /t exp[—As|Bu(s)dr. (2-30)
to

Multiplicando esta ecuacién por exp[At]| y reorganizando términos obtenemos la solucién
completa de la ecuacién (2-27) en la forma

x(t) = exp[A(t — to)]x(to) + / exp[A(t — s)|Bu(s)ds. (2-31)

to

La ecuacion (2-31) también se puede escribir en términos de la matriz de transicion de
estados como

x(t) = ®(t — to)x(to) + /t ®(t — s)Bu(s)ds. (2-32)

to

La expresion (2-31) es la solucién general de la ecuacién de estado no homogénea (2-
27), que claramente es la suma de un término formado por la transicién del estado inicial
y un término que surge del vector de entradas. Este modelo de solucién serd de especial
importancia en lo que sigue.

Soluciones analiticas del sistema de estructura variable

Consideremos el sistema normalizado, dado en la ecuacién (2-19). Denotaremos por Ay
la matriz de estados asociada y por By, al vector de entrada. Entonces, de forma compacta
podemos escribir para u € {0, 1} la ecuacién (2-19) como

X(T) = AMX(T) + BM’ u e {0, 1}. (2—33)
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Aplicando la ecuacién (2-31) se obtiene
X(7) = @) (7 — 10)x(t0) + /T P, (1T — 5)Bypyds. (2-34)
70
Con el fin de simplificar la escritura de la ecuacion (2-34) definimos W,;(7 — 79) como
Wi, (T —70) = /T D, (7 — 5)Byyds. (2-35)
70

para obtener

X(7) = Py (T — 70)X(70) + ¥y (T — 70). (2-36)

Variando el parametro u € {0, 1} se obtiene

x(7) — @y (7 —70)x(70) + ¥y (T —70) ,u=1 ]
( ) {‘I’[g] (T_TO)X(TO)_F\II[()} (T—TO) ,u=20 (2 37)

Ahora, considerando las matrices de coeficientes dadas en (2-21), para el caso u = 0 se
tiene que Wiy (7 — 79) = 0, ya que Bjgy = 0. Con esto, la ecuacion anterior se simplifica a:

() = {cpm (T — 7o) x (10) + Ty (T — b)), u=1 (2:38)

D) (7 —70) % (70) ,u=20

En este punto es interesante preguntarnos si existe una forma explicita para las matrices
®(,) v P; de hecho si. Obsérvese que

D) (1 — 70) = exp[Ag (T — 70)] = exp ([ _? _01 ] (1 — 7'0)> : (2-39)

Los autovalores y autovectores asociados de la matriz Ay estan dados por

v

2Q) T
+ 2Q ) + + )

—-1-./A T
AT [0] 0] _ [ Al } 7
(2-40)

en donde Ajg =1 — 4Q?. Por lo tanto, la diagonalizacién de A g queda escrita como

; ' [0} [0] )\[ ] [0] [0] !
— |:V_ ‘ V+:| )\[0} |:V_ ’ V+:| ( )
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Siendo

1 1

_ O R
T et B I o

0]} L0 Ao 0 o]
D (T —7) = [v, | vy } exp N (1 —10) [V, | v+]
+

[0] _
_ [V[O] |V[o]} exp[AZ (T — 7o) 0 [V[O} |V[+o]} 17
T exp\Y (7 —7)] | LT

(2-43)

o

es la matriz de transicién de estados del sistema (2-19) para v = 0. Por lo tanto, concluimos
que

0 0 ex [)\[B] (7 —70)] 0 0 o]’
(=[] [ T exp[ A <T—To>]] ] x ). (2-44)

representa la evolucion del sistema (2-19) para u = 0 en cualquier instante de tiempo 7 > 7

: o 0,1 (T0)
y cualquier condicién inicial x (79) = :
o2 (To)

Ahora, consideremos las expresiones dadas en (2-21), para v = 1. En este caso, la matriz
de estado asociada es Ay, asi que

(2-45)

Dy (T —70) = exp[Ap (T —70)] = [ exp|[—Q~ ' (t—1)] O ] |

0 1

Es claro que los autovalores de la matriz A son )\[_1] =-Q'y )\E] =0.

Se procede a calcular ahora la matriz Wy (7 — 7). A partir de la expresién obtenida en
(2-35) vy la ecuacién (2-45) se tiene

T | exp[-Q M7 —s "0 0
i [ o [

Finalmente, juntando las ecuaciones (2-45) y (2-46), obtenemos la evolucién del sistema
para el caso u = 1:

exp[—Q ' (t—7)] 0

0 1]X(T°>+

x(1) = [ 0 ] : (2-47)
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.. . . Zo,1 (To
en cualquier instante de tiempo 7 > 7y y cualquier condicién inicial x (79) = [ (70) ]

Xo,2 (7'0)

dada.

Para concluir esta seccién, a partir de ahora y por motivos de conveniencia en la no-
tacion, utilizaremos la variable t en lugar de la variable normalizada 7 para referirnos al
tiempo en la escala normalizada. Esto se debe a nuestra intencién de emplear la notacién
estandar para la variable temporal.

2.5. Modulacién de ancho de pulso (PWM)

La modulacién de ancho de pulso PWM (del inglés Pulse Width Modulation) es una
técnica que permite variar el ciclo de trabajo de una senal. El ciclo de trabajo se define como
el intervalo de tiempo en que el circuito se encuentra en estado ON, dividido por el periodo
T. Esta modulacién permite controlar la tension en la carga R, manteniendo fijo el periodo,
o de forma equivalente, la frecuencia fija [17].

Para un LPWM (modulacién de ancho de pulso al lado), en un periodo de tiempo T,
se realiza una conmutacién, de tal manera que el intervalo de tiempo [nT, (n + 1)T| queda
subdividido en los intervalos [nT,nT + d,] v (nT + d,,(n + 1)T]. El ancho del pulso es
precisamente d,, (Figura 2-4). Cabe mencionar que no necesariamente el ciclo de trabajo es
el mismo en cada periodo de conmutacion. Esto lo veremos en las secciones posteriores.

u=20 ] >

nT nl +d, (n+1)T

Figura 2-4.: Modulacion por ancho de pulso al lado. Fuente: elaboracion del autor.

Las conmutaciones se realizan de acuerdo al esquema {1,0}. Por lo tanto, se analiza la
evolucion del sistema (2-19) con la configuraciéon u = 1 en el intervalo [nT,nT + d,,], sujeto
a la condicién inicial xo = x(nT"). Una vez que se alcanza el estado x; = x(nT + d,,), se
conmuta el sistema a la configuraciéon v = 0, de manera que la condicién inicial ahora es
xy = x(nT +d,) y el estado final x3 = x((n + 1)7).
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2.6. Técnica de control ZAD

Esta técnica permite calcular el ciclo de trabajo d,, en cada periodo de conmutacién, es
decir, el tiempo para el cual el interruptor el sistema evoluciona con la configuracién u = 1
(ON). Esta técnica se resume en las siguientes suposiciones [1]:

1. Se define una superficie de conmutacién de la forma s(x(t)) en la cual el sistema
evolucionara en promedio. La superficie que serd usada en esta tesis corresponde a la
siguiente:

s(x(t)) = K- (x(t) = Xrer), (2-48)

en donde

-
» X(t) = [xl(t) xQ(t)} , es el vector de estados, con z1(t) el estado de tensién y
xo(t) el estado de corriente,

-
" Xpof(t) = [:clref eref} , es el vector de referencia, cuyas componentes son las

senales de referencia de tension y corriente,

« K = |:k‘1 l{;Q] es el vector de pardmetros de la superficie de conmutacién, que

contiene componentes constantes ky y ks, asociadas al error entre la senal de
salida y la senal de referencia.

» La diferencia x(t) — X,¢f representa el error en la tension y corriente, respectiva-
mente.

2. Se fija un periodo de tiempo T sobre el cual evolucionard el sistema.

3. Imponer que s tenga promedio cero. Esto se logra haciendo que
1 (n+1)T
—/ s(x(t))dt = 0. (2-49)
T nT

La integral dada en (2-49) calcula el drea entre la superficie de conmutacién y el plano
de referencia durante un periodo de tiempo 7', y la division por T calcula el promedio
de esa area. Al establecer esta integral igual a cero, se garantiza que el sistema cruza
la superficie de conmutacion la misma cantidad de veces por encima y por debajo del
valor de referencia.
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2.7. Dinamica ideal de deslizamiento

A continuacién se estudiard la dindmica del convertidor Buck-Boost sin efectuar control
alguno. Esto permite establecer las condiciones iniciales mediante las cuales se van a realizar
las simulaciones.

Tomemos el sistema de estructura variable dado en (2-19) y calculemos el punto de
equilibrio del mismo, asumiendo u = cnt. Igualando al vector 0 se obtiene el sistema lineal

-Q71 —(1- 1 0
Q (L—w) | |27 | _ _ (2-50)
1—u 0 x5 —u
Despejando el vector de estados se obtiene
I
T2

B 1 0 I—u 0 5.51
R Ry R | -

de lo cual se deduce que

u Q 'u

=7 Y xgz(l_u)z. (2-52)
Al escribir a x1 en términos de u se obtiene:
x
= . - (2-53)
Esto nos permite parametrizar xs en términos de x:
Ty = Q twy(z, — 1), (2-54)

Para encontrar las ecuaciones de la dinamica ideal de deslizamiento, se sustituye el
control equivalente (2-53) en la ecuacién de estructura variable (2-19), con lo cual

HIRE N

Igualando a cero esta ecuacion, se deduce la siguiente relacion:

—1 o)
— =0 2-56
Q xy + T, — 1 3 ( )

que proporciona nuevamente la relacién dada en (2-54). Dado que los puntos x; y 5, deben
pertenecer a la superficie de conmutacién s(x(t)) = 0, entonces, tomando ky = 0, se debe de
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cumplir que k1 (21 — 1rer) = 0, de lo cual se sigue que x; = .. De esta manera, se deduce
que el sistema tiene puntos de equilibrio de dados por

Peq - —1,.% *
Q ay (z7 — 1)

4 ] . (2-57)

P,, corresponde a los puntos en el espacio de estados donde no hay variacion del voltaje
ni de la corriente. En la practica, mantener los niveles de voltaje y tensién en torno a los
valores de referencia es crucial ya que muchos dispositivos eléctricos y electrénicos estan
disenados para operar dentro de ciertos rangos de voltaje y frecuencia. Mantener los niveles
de voltaje y tensién dentro de estos rangos garantiza una operacién eficiente y segura de los
equipos conectados.



Capitulo 3

Analisis de la dinamica del sistema
para el esquema u € {1,0}

Resumen

En este capitulo se calcula el ciclo de trabajo, cuando se aplica LPWM a través
de la técnica ZAD. Se construye explicitamente la aplicacion de Poincaré, se
presenta el algoritmo utilizado y finalmente se muestran los resultados de la si-
mulacion.

3.1. Aproximacidén por rectas a tramos de la superficie de
conmutacion

La aproximacion a tramos de la superficie de conmutacién se refiere a una técnica de
modelado de convertidores de potencia en la que se divide la region de operacion en diferentes
modos de conmutacion. Cada modo se describe por una superficie de conmutacion diferente
y el sistema se modela como una combinacién de estos modos [1].

Referidos a la Figura 2-4 la variable de control u se puede escribir como
alt) = {1 sinT <t <nT+d,
0 sinl+d,<t<(n+1)T (3-1)
=0t —nT)—0(t —nT —d,).
Donde 6(t) es la funcién escalén unitario, definida como:

0 sit<O

o(t) = { (3-2)

1 s1t>0

La aproximacién de s(x(t)) se hace bajo las siguientes suposiciones:
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1. La dinamica del error o superficie de conmutacién se comporta como rectas a tramos.

2. Las pendientes de la dindamica del error en los tramos [nT,nT'+d,,| y [nT+d,,, (n+1)T]
estan determinadas por $p) y $ calculadas al momento de la conmutacién. Ambas
pendientes corresponden a la derivada temporal de la superficie de conmutacién para
u =1y u =0, respectivamente, y evaluadas en x(n7T") (Figura 3-1).

>
t

s(x(t)) A
u = 1 -4
| |
| |
| |
| |
| |
u=>0 I | b
nT nl +d, (n+1)T

Figura 3-1.: Aproximacién por rectas a tramos de la superficie de conmutacién. Fuente:
elaboracion del autor.

Tomemos la ecuacién (2-48) y calculemos su derivada temporal:
(1)) = ki (1) + oo (1), (3-3)
Sustituyendo en esta ecuacion las expresiones para @1 (t) y 2(f) dadas en (2-19) se obtiene:
S (x(t) = ka[-Q 7 w1 (t) — (1 — w)ao] + ko[(1 — w)aa () + u]. (3-4)

Seguidamente, evaluamos u € {0,1} en (3-4).

m Parau=1

S (x(t) = ka[—Q 7 w1 ()] + ko, (3-5)

m Parau=0

S (x() = ka[-Q a1 () — w2(t)] + ka[z1 (1)), (3-6)

A continuacién, se estableceran las ecuaciones de recta asociadas a cada tramo.

» Primer tramo. Tomemos ¢t € [nT,nT + d,,].
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Y

s(x(t)) A s (T + dn, s(x(nT + dn)))
u=1+ \ /
(nT, s(x(nT))) — : | :
> ] | I
I | I
u=>0 ! ' !
nT t nl + d,

Figura 3-2.: Primer tramo. Fuente: elaboracién del autor.

Considerando los puntos (nT, s(x(nT))) v (¢, s(x(t))), se obtiene

s(x(t)) = s (t — nT) + s(x(nT)). (3-7)

» Segundo tramo. Tomemos ¢ € [nT + d,, (n+ 1)T].

A
>

s(x(t)) A
( ()) (nT + dn, s(x(nT + dy))) )
mo = S[Q]
u=1+ (t, s(x(1))
' 4
|
| (n+ DT, s(x((n + 1D)T)))
| |
|
u=0 : | z
t

nT + d,, (n+1)T

Figura 3-3.: Segundo tramo. Fuente: elaboracion del autor.

Considerando los puntos (n1" + d,,, s(x(nT +d,))) y (t,s(x(t))), se tiene
s(x(t)) = S [t — (0T +dp)] +s(x(nT +dy)) . (3-8)
Evaluando t = nT + d,, en la ecuacién (3-7) en se obtiene

s(x(nT +dy)) = sp [nT + dp, — nT| + s(x(nT))

= d,ép) + s(x(nT)). (3-9)
Y sustituyendo (3-9) en (3-8)
s(x(t)) = S [t — (0T +dp)] + s (x(nT + d,)) (3.10)
S [t — (0T + )] + dusi(x(nT)) + s(x(nT)).
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En este punto, nétese que tanto s como $p3) y S dependen implicitamente de x(n7):
s = s(x(nT)), sy = $p(x(nT)), S0 = s(x(nT)). (3-11)

De esta manera, la funcién §(x(t)) que aproxima a s(x(t)), queda definida de la siguiente
manera;

: —nT T<t<nT
§(xt)):{sm(t nT) + s 0T <t <nT+d, (3-12)

S (t =0T —dy) +dpspy+5 , nT+d, <t<(n+1)T

La siguiente Figura 3-4 resume el andlisis anterior:

3(x(t)) = S[]] (t—nT)+s

(nT + dn, s(x(nT + dn)))

u =1

L‘;’[O] (t —nT — dn) + dnS[l] + s

(nT, s(x(nT)))

((n+ 1T, s(x((n+1)T)))

A

|
|
|
|
: L
nT nT +d, (n+1)T

Figura 3-4.: Representacién de la funcién 5(x,). Fuente: elaboracién del autor.

3.2. Calculo del ciclo de trabajo

En esta seccion calcularemos de manera explicita el ciclo de trabajo mediante la técnica
ZAD, usando la aproximacién por rectas a tramos (3-12) de la superficie de conmutacion.
Para que haya un nimero finito de conmutaciones en cada periodo se debe de imponer la
condicién de promedio cero:

1 (n+1)T
f/ s(x(t))dt = 0.

T

Usando la aproximacién a tramos dada en (3-12), se procede a calcular el valor de la integral:

(n+1)T (n+1)T
[ sty [ seele)dt = 1(d) + L(d) (313)
nT nT
siendo
nT+dy,
I (dy) = / [y (t — nT) + 5] dt,
nT

(3-14)
I>(dy)

(n+1)T

T+dn
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En lo que sigue, la notacién ) {-} representara suma de términos semejantes dispuestos
en formato vertical y la usaremos para una mejor presentacion del proceso matematico, por

+a +b
ejemplo > { ) = 2b, dado que a se anula con —a y b se suma con él mismo. Se
—a +

tiene:

nT+dn
+ st

nT+dn

NT+d'n 1
I (dn) = / [é[l] (t — TLT) + S]dt = 5[1} <§t2 — nTt)
nT

nT nT

1 1
= 5 (§<”T +dn)’ =nT(nT +dn) = 5(nT)" + (nT)Q) + sd,,

1 2 2 L (3-15)
=(nT)* —(nT +nTd, + =d;
N T e 2% 44 sd,
—%(nT)2 +(nT)? — nTd,
1,
= 58[1]di + sd,,.
Calculemos ahora Iy = I5(d,,)
(n+1)T
nT+dn
(n+1)T
. (1 . (n+1)T (3-16)
= 5[] (5152 — (nT" +d,) t) + (Suydn + ) t| o
nT+d,
— IQJ(dn) + [2’2.
Calculando separadamente /5, tenemos:
1 (n+1)T
I =510 | =t> — (nT
1 1
=5[q) (5((11 +1)T)? — (nT +d,)(n+1)T — §(nT +dn)* + (nT + dn)2>
1 1
+§(nT)2 +nT?* —1Td, + édi (3-17)
=53] Z —(nT)?> —nT? —nTd,
1 1

1 1
=—$igd> — Ts10dy, + =T?51q.
55104 = L S[0)dn + 517 S[0)
Seguidamente, se calcula I5 o

, (n+1)T +Ts +Tsyd, —spd?
Lya(dn) = (3pydn + )t :Z{ ! . } (3-18)

nT+d —sd,,
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Sumando I5; con Iy 9 se sigue que:

n

IQ(dn) :12,1 + [2,2 = Z +T's —Té[g]dn —i—%é[o]dQ : (3'19)

n
—sd,,

1 . . .
+§T28[O] —i—TS[O] dy, —8[1]d2

Finalmente, sumando las ecuaciones (3-15) y (3-19) obtenemos la funcién de promedio
en términos de d,;:

()T +3T%50 +Tépd,  — 25 d2
/ S(X(t))dt%Z{ 24 5[] S 25[1]%n

T +T's —TS[O]dn +%5[0]di (3_20>
1, 5. ) : 1 . )
= §T28[0] +Ts — T(S[O] — Sm)dn + 5(8[0} — Sm)di.
Igualando la ecuacién (3-20) a cero se obtiene:
T2 2T
& —oTd, + — 0TS (3-21)
S[o] — S[]

Obsérvese que la ecuacion (3-21) es cuadratica en variable d,. El discriminante asociado es
3[1] -+ QT_IS}

. 3-22
Spy — Spo) ( )

D=4T2[

De esta manera, las soluciones de la ecuacién (3-21) estdn dadas por

) + 271
gt =T [T S (3-23)
Sy = Sl

De las cuales, se descarta d}, ya que di ¢ (0,7). Asi pues, tomamos como ciclo de
trabajo la solucion asociada a la raiz negativa y establecemos d,, = d,,. Por lo tanto, definimos
d,, como

[500 + 27!
d, = (1 . M) T. (3-24)
Sy — S0

A partir de la ecuacién (3-24), definimos g(x,) como

S (%n) + 2T s(xn)

511)(%5) — S0y (%)

9(xn) = (3-25)

en donde se ha mostrado la dependencia implicita de g en funcion del estado x,,, al inicio
del intervalo [nT, (n + 1)T]. Por consiguiente d,, puede escribirse como

dy,=(1—+9(x,)T, n=0,1,2,... (3-26)
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Dado que g, := g(x,) aparece como cantidad subradical en la ecuacién (3-26), se hace
necesario discriminar los casos en los cuales g, < 0,0 < g, <1y g, > 1. Esto nos permitira
definir de manera correcta el ciclo de trabajo para cada periodo de conmutacién. Analicemos
cada caso:

» Ciclo de trabajo no saturado. Supongamos que 0 < g, < 1, entonces 0 < /g, < 1,
con lo cual 0 < (1 — /g,)T < T, y asi se sigue que 0 < d,, < T. Cuando d,, € (0,7,
decimos que el ciclo de trabajo es no saturado.

= Ciclo de trabajo saturado

e Saturacién en OFF. Supongamos que g, > 1, entonces (1 — /g,)T < 0y por
lo tanto d,, < 0. Dado que d,, es estrictamente mayor que cero, elegimos d,, = 0.

e Saturaciéon en ON. Supongamos que g, < 0, entonces d, toma valores com-
plejos. Para solucionar este problema, se elige d,, como el valor que minimiza a
p(d,) = d> —2Td, +T?g, [5]. Del célculo diferencial, el minimo de este polinomio
se alcanza en d,, = T'. Asi pues, se elige d,, = T.

Podemos resumir el analisis anterior de la siguiente manera:

T, st g, <0
dn =9 (1= /gn) T, si0<g,<1 (3-27)
0, sig, >1

3.3. Comportamiento de la drbita del sistema

A continuacion, presentaremos algunos ejemplos hipotéticos para ilustrar cémo evolu-
ciona la orbita del sistema. En el capitulo 4, veremos que al hacer suposiciones de este tipo,
podremos establecer condiciones para la existencia de orbitas periodicas saturadas y semi-
saturadas.

3.3.1. Caso no saturado

En este caso, asumimos que 0 < g, < 1, lo que implica que 0 < d,, < T'. Por ejemplo,
consideremos que el sistema no satura en los intervalos [0, 7], [T,27] y [2T,3T]. En conse-
cuencia, en el intervalo de tiempo [0, 377, se calcula la evolucién del sistema en los siguientes
momentos: 0, di, T', T + dy, 2T, 2T + d3, y 3T.
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}:\‘1 u=1 u=1
) ° o/\o o/\o °
0 d T T+d, 27 2T+ds 3T
<>t <>t <>t

dy # 0 dy # 0 d3 # 0

Figura 3-5.: Evolucion de la érbita cuando no hay saturacion del ciclo de trabajo. Fuente:
elaboracion del autor.

En la Figura 3-5 se puede observar que el sistema conmuta con la configuracién {1,0}
en cada intervalo de tiempo, lo cual es exactamente lo esperado cuando no hay saturacion
en el ciclo de trabajo. A continuacion se muestra la forma de onda asociada.

Figura 3-6.: Forma de onda asociada. Fuente: elaboracion del autor.

3.3.2. Caso saturado

Saturacion en ON

En este caso, g, < 0y se elige d, = T. Esto significa que durante todo el intervalo
[nT, (n + 1)T1, se asume el sistema en ON y por lo tanto, la evolucién del mismo se toma
de acuerdo al esquema u = 1. Por ejemplo, supongamos que el sistema satura en 7" en los
intervalos [0, 7] y [27, 3T, entonces, en el intevalo de tiempo [0, 37] se calcula la evolucién
del sistema en los instantes 0,7, T + dy, 2T, 3T (ver Figura 3-7).
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u=1 u=1 /11_):1\A
o/‘»\o/\o ° °
N
u=~0
0 T T+dy, 2T 3T
dl =T dg?é() d3:T

Figura 3-7.: Evoluciéon de la érbita cuando hay saturacion en ON del ciclo de trabajo.
Fuente: elaboracion del autor.

Obsérvese que en los intervalos de tiempo [0,7 + ds| y [27, 377 el sistema estuvo ON
mientras que en [1"+ dq, 27 el sistema estuvo OFF. La forma de onda asociada se presenta
a continuacion:

\4

Figura 3-8.: Forma de onda asociada. Fuente: elaboracién del autor.

Saturacion en OFF

En este caso, g, > 1y se elige d, = 0. Esto significa que durante todo el intervalo
[nT, (n + 1)T], se asume el sistema en OFF y por lo tanto, la evolucién del mismo se toma
de acuerdo al esquema u = 0. Por ejemplo, supongamos que el sistema satura en 7" en los
intervalos [0, 7] y [27, 3T, entonces, en el intevalo de tiempo [0,37] se calcula la evolucién
del sistema en los instantes 0,T,T + dy, 2T, 3T.
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u=1
[ J ./)\. [ J [ J
0 T T+dy 2T 3T
>K <—>t >K
(],1 =0 dg #() dg =0

Figura 3-9.: Evoluciéon de la orbita cuando hay saturacion en OFF del ciclo de trabajo.
Fuente: elaboracion del autor.

Obsérvese que en los intervalos de tiempo [0,7] y [T + da, 3T el sistema estuvo OFF
mientras que en [T, T + ds] el sistema estuvo ON. A continuacién se presenta la forma de
onda asociada:

Figura 3-10.: Forma de onda asociada. Fuente: elaboracion del autor.

3.3.3. Otros casos

Los casos que presentamos atras, son solo algunos de los que podrian ocurrir a medida
que el sistema evoluciona, pues dependen tanto de los parametros, asi como del estado inicial
en cada tramo.

A modo de ejemplo, se presenta el caso en el cual hay saturacion ciclo de trabajo en
u =0y u=1en los intervalos [0,T] y [2T, 3T}, respectivamente. Entonces, en el intevalo de
tiempo [0, 377 el sistema evoluciona en los instantes 0,7, T + do, 2T, 3T
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u=1 u=1
° o/)\o o/-)\o
\_)_/ \/
u=20 u=20
0 T T+dy, 2T 3T
>K <>t } }
d1:0 dg;éo ngT

Figura 3-11.: Ejemplo de 6rbita con saturaciones OFF y ON del ciclo de trabajo. Fuente:
elaboracion del autor.

Obsérvese que en los intervalos de tiempo [0,7] y [T + da, 2T el sistema estuvo OFF
mientras que en [T, T + dy] y [2T, 3T el sistema estuvo ON. La forma de onda asociada es
la siguiente:

\ 4

Figura 3-12.: Forma de onda asociada. Fuente: elaboracién del autor.



3 Andlisis de la dindmica del sistema para el esquema u € {1,0}

29

3.4. Mapa de Poincaré

En general, un mapa se define como una funcion P : M — M a través de la relaciéon
diferencial x = P(x), donde x € M denota el nuevo punto que surge a partir del punto
inicial x € M. Para un mapa, una érbita ya no es una funcién x(¢) de variable ¢ € R, sino
una sucesién {x, : n € Z}. Usando la notacién de subindice, la dindmica estd dada por la
iteracion

X1 = P(xy,). (3-28)

Los mapas surgen naturalmente de los flujos de sistemas de ecuaciones diferenciales,
tomando secciones de los mismos. Para un flujo ¢;(x) en R", una seccién S, es una superficie
de dimensién d = n — 1 (i.e, una superficie de codimensién uno) tal que si ny es el vector
normal unitario a S en el punto x, entonces S es una seccién si f(x) - ny # 0 para todo
xeS.

Un mapa de Poincaré para una seccién S se obtiene eligiendo un x € S, y siguiendo
el flujo py(x) hasta encontrar el primer retorno a S: sea 7(x) el primer tiempo positivo para
el cual p;(x) € §. El mapa estéd definido por

P(x) = ¢ (%). (3-29)
Para un tratamiento més detallado de los mapas de Poincaré, referirse a [16].

El mapa de Poincaré es un mapeo que se realiza a partir de los puntos de interseccion de
una trayectoria con una superficie, hacia la siguiente intersecciéon desde el mismo lado. Una
manera de entenderlo mejor es imaginar una aguja con hilo atravesando una tela y volviendo
a introducirse en la misma, emergiendo en el lado opuesto. La sucesiéon de agujeros en la
tela conformarfa el mapa de Poincaré (ver Figura 3-13). De esta manera, la evolucién del
sistema x = f(x) en el espacio de estados se reduce a un mapa de la forma x,,,1 = f(x,) en
un espacio de dimensién menor.

Orbita de Orbita de  Observaciones
tiempo tiempo di
iz iscretas
z continuo Seccién Yy continuo
de
Poincaré /
% T
Yy T

(a) (b)

Figura 3-13.: Obtencién de un modelo discreto de un sistema dinamico de tiempo continuo:
(a) para un sistema auténomo, y (b) para un sistema no auténomo donde la
senal externa tiene periodo 7. Fuente: imagen adaptada de [29].
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Mapa de Poincaré asociado al convertidor

Con base en la Figura 3-14, consideramos el estado del sistema en el instante de tiem-
po t = nT como x(nT). A continuacién, permitimos que el sistema evolucione durante
el intervalo de tiempo [nT,nT + d,] con la configuracion v = 1. Luego, en el intervalo
[nT + d,,, (n + 1)T], dejamos que el sistema evolucione con la configuracién u = 0, toman-
do como condicién inicial el estado del sistema al final del intervalo [nT,nT + d,], es decir,
x(nT +d,). De esta manera, obtenemos el estado final x((n+1)7T") en el tiempo t = (n+1)T.

X(t) = A[l]x(t) + Bm

/ x3((n +1)T)

PlCam N
% x(nT) 4
nT nT +dp /{ (n+ DT
x(nT + dy,) '\

Figura 3-14.: Esquema de evolucion del sistema. Fuente: elaboracién del autor.

A continuacién, se presenta el proceso de evolucion en cada tramo para la construcciéon
del mapa de Poincaré:

Utilizando u = 1, con condicién inicial x(nT') y tiempo inicial t = nT, se evalia la
ecuacién (2-38) en el tiempo t = nT + d,, para obtener x(nT + d,,) (ver Figura 3-15). De
esta manera:

x(nT + d,) = @) ((nT + d,) — nT)x(nT) + ¥ ((nT + dy,) — nT)

= @) (d,)x(nT) + Ppy(dy). (3-30)

X = A[l]X + B[l]
"2 x(nT")
nT nT + dn, ~
B ~t
x(nT + dy,)

Figura 3-15.: Evolucién de la é6rbita para el esquema v = 1. Fuente: elaboracion del autor.
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Ahora con u = 0, condicién inicial x(nT + d,,) y tiempo inicial t = nT + d,,, se evalia
t = (n+1)T en (2-38) para obtener x((n + 1)T") (ver Figura 3-16), asi:

x((n+1)T) = ®g((n+1)T — (nT + dy,))x1(nT + d,,)

= & (T — d,)x(nT + d,). (3-31)
x((n+1)T)
PRC o
/
\ nT +dy / (n+1)T >
x(nT + dp,) \

X(t) = A[O]X(t) + B[O}

Figura 3-16.: Evolucién de la érbita para el esquema v = 0. Fuente: elaboracion del autor.

Sustituyendo la expresién (3-30) en (3-31) obtenemos:

x((n+ 1)T) = @po(T — dp) [®p)(dn)x(nT) + ¥py(dn)]. (3-32)

x((n + 1)T)

y x(nT)

nT / (n+ )T

Figura 3-17.: Tlustracién de la aplicacion de Poincaré P(x(nT)) = x((n + 1)T'). Fuente:
elaboracién del autor.

De esta manera, para d,, € (0,7) la aplicacién de Poincaré viene dada por:
P(x(nT)) = @po)(T — dp) @y (dn)x(nT) + Rio(T' — dn) ¥y (dn). (3-33)

En este punto, es importante destacar que los productos matriciales que se presentan

en la ecuacion (3-33) estan correctamente definidos. De hecho, P(x,) es un vector columna
de dimensiones 2 x 1.

Cuando se presenta saturacién del ciclo de trabajo, se toma la ecuacién (3-33) y se
evalua por separado en los casos d, =0y d, =T
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= Para d,, = 0, se obtiene
P(x(nT)) = ®q(T) [(I)[l} 0]x(nT") + ¥ [0]] . (3-34)
De las ecuaciones (2-43), (2-45) y (2-46) se obtiene
vyloj=0 , @) #0 , @0 = L. (3-35)
Referidos al grupo de ecuaciones (3-35), el mapa de Poincaré se transforma en:

P(x(nT)) = By (T)x(nT). (3-36)

» Para d, =T, se obtiene
P(x(nT)) = ®(g(0) [®p)(T)x(nT) + ¥yy(T)] . (3-37)
De las ecuaciones (2-43), (2-45) y (2-46) se obtiene
vy #0 , @q0)=I , @) # 0. (3-38)
Con estas relaciones, el mapa (3-37) se transforma en

P(x(nT)) = ®u)(T)x(nT) + ¥y (7). (3-39)

En resumen, el mapa de poincaré para el esquema {1,0}, transforma el estado x,, :=
x(nT') en el estado x,, 41 := x((n 4+ 1)T") a través de la siguiente relacién de recurrencia:

(I)[o] (T)Xn ; dn § 0
Xpt1 = P(Xn) = ‘I)[o} (T — dn)[@[l](dn)xn -+ \Il[l](dn)] , d, € (O, T) (3—40)
P (T)x, + LR (T) , d,>T

siendo

(I)[O} (T — dn) = €xXp [A[O} (T — dn)} s (I)[l] (dn) = €Xp [A[l]dn] s ‘I’m (dn) = Bmdn, (3_41)
q)[O} (T) = exXp [A[O}T] y (I)[l] (T) = eXp [A[l]T] s \I’m (T) = B[l]T.

P(x,) permite obtener el estado x,,,1 a partir del estado x,, y el ciclo de trabajo d,, sin
necesidad de pasar explicitamente por el estado del sistema en el tiempo t = nT + d,,. En
resumen, P(x,,) genera una secuencia discreta de estados sucesivos a partir de la condicién
inicial xg, a saber

O(x0) = {X0,X1,X2, -+, Xp, Xpt1s- - -, XN |- (3-42)

que es precisamente la érbita O del sistema, en funcién de la condicién inicial xo (ver Figura
3-18).
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P(xo) P(x1) P(x,) P(xn-1)
.{0\ X1 X2 @ o Xn Xnilg @ XN-1 o XN
| | | | | | —>t
0 T 2T nT’ (n+1)T (N-1)T NT

Figura 3-18.: Evolucién de la orbita del sistema a partir de la condicién inicial. Fuente:
elaboracion del autor.

3.5. Algoritmo asociado

En esta seccion se explica a detalle la manera en la que evoluciona el sistema, en el
primer peritodo de conmutacion, a partir de una condicion inicial dada.

A continuacion, presentaremos de forma algoritmica como evoluciona el sistema en el in-
tervalo [0, T]. En cada paso del algoritmo, se indicard el c6digo correspondiente en MATLAB:

INICIO
» Paso 1. Tome la condicién inicial xq y calcule s(x), $pj(Xo) ¥ 5[0)(X0)
s(xp) = K [X0 — Xyef]

5n1(x0) == K - [Apxo + Bpy), (3-43)
5[0] (XO) =K [A[U]XO].

1 % Codigo asociado
28 = Kx(x0-Xref);

3 81 = Kx(A1*x0+B1);
4 s0 = K*x(AO*x0) ;

Paso 2. Calcular el valor de g(xo)

8[1] (Xo) + 2T718(X0)

$111(X0) — $10)(%0) (3-44)

9(x0) =

1 % Codigo asociado
2 g = (s1+2*xs*T"(-1))/(s1-s0);

e Paso 2.1. Si 0 < g(x¢) < 1 entonces no hay saturacién. Por lo tanto se elige
di = (1= /g(x0))T. (3-45)

1 % Codigo asociado:
2d = (1-sqrt(g))*T;
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o Paso 2.1.1. Calcular el estado x; usando la aplicacion de Poincaré para el
caso no saturado:

X = P(XO) = ‘I)[o] (T — dl) * [@[1](d1)xo + \I’[l]<d1)]. (3—46)

Figura 3-19.: Esquema de evolucién asociado. Fuente: elaboracion del autor.

% Codigo asociado:

PhiO = expm(AO*(T-d));
Phil = expm(A1x*d);

Psil = B1lxd;

x1 = PhiO*x(Phil*x0+Psil);

Ul W N =

Paso 2.1.2. Almacenar el estado x;. De esta manera, O(xq) = {xo, X1}

o
I
0 T

> ¢

Figura 3-20.: Esquema asociado. Fuente: elaboracion del autor.

1 % Codigo asociado:
2 x0 = x1;

e Paso 2.2. Si g(x¢) < 0 entonces el sistema satura en v = 1 en [0, 7. Por lo tanto
se elige

d="T. (3-47)

1 % Codigo asociado:
2 d = T;
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o Paso 2.2.1. Calcular el estado x; usando la aplicacion de Poincaré para el
caso saturado en u = 1:

X = P(XO) = ‘I)m(T)XO + \I’[l] (T) (3—48)
P(Xo)
. ./\). .
u=1
I I >
0 T

Figura 3-21.: Esquema de evolucion asociado. Fuente: elaboracion del autor.

1 % Codigo asociado:
2 Phil = expm(A1%T);
3 Psil = B1xT;

4 x1 = Phil*xx0+Psil;

o Paso 2.2.2. Almacenar el estado x;. De esta manera, O(xq) = {x¢, %1}

[ ]
I
0 T

> 1

Figura 3-22.: Esquema asociado. Fuente: elaboracion del autor.

1 % Codigo asociado:
2 x0 = x1;

e Paso 2.3. Si g(xg) > 1 entonces el sistema satura en u = 0 en [0, 7. Por lo tanto
se elige

d=0. (3-49)

1 % Codigo asociado:
2d = 0;
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o Paso 2.3.1. Calcular el estado x; usando la aplicacion de Poincaré para el
caso saturado en u = 0:

X1 = P(XQ) = ‘I)[o] (T)XQ. (3-50)
P(Xo)
XO ./‘\). Xl
u=20
I I > 1
0 T

Figura 3-23.: Esquema de evolucién asociado. Fuente: elaboracion del autor.

1 % Codigo asociado:
2 Phi0 = expm (AO*T);
3 x1 = PhiO*xO0;

o Paso 2.3.2. Almacenar el estado x;. De esta manera, O(xg) = {xo,x1}

P(xo)

Figura 3-24.: Esquema asociado. Fuente: elaboracion del autor.

1 % Codigo asociado:
2 x0 = x1;

FIN

Por tltimo, se repite el algoritmo utilizando x; como nueva condicion inicial para obtener
el estado x2. De esta manera, se forma el conjunto O(xg) = {Xo,x1,X2}. Este proceso se
repite sucesivamente hasta completar las iteraciones deseadas.

A continuacion, se introducira una notacién matricial que resulta conveniente para simu-
lar el sistema utilizando MATLAB. Es importante senalar que existen diversas convenciones
para crear estas matrices, algunas de las cuales podrian ser més 6ptimas. Por lo tanto, se
anima al lector a buscar formas adicionales de optimizar estos algoritmos. No obstante, en
este momento utilizaremos la siguiente convencion:
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Se denotard por X a la matriz que almacena para cada iteracion del algoritmo los estados
de la aplicacion de Poincaré; entonces al final de N iteraciones, se tiene que

X —= |:X0 Xl X2 .« .. Xn .« .. XN—l XN
_|70(0) wn(T) 2n(T) -+ 2w (nT) - zn(NT) (3-51)
IOQ(()) J]lg(T) CL’QQ(ZT) tee J]ng(nT) cee l'NQ(NT)
Obsérvese que el n-ésimo estado del sistema se ha denotado por x,,, con
n1(nT
oy = [T e, (3-52)
Zpa(nT)

Ademas, se utilizardan las notaciones X; y X, para representar los vectores fila que
almacenan, en cada iteracion, los estados de voltaje y corriente respectivamente en cada
periodo de tiempo nT. De manera més precisa:

an=N

Xl = :xnl(nT)_ o = [1301(0) $11(T> ;L’21(2T) $n1<TlT> le(NT): , (3_53)
y
Xz = :xnz(nT):Z:j)Vz [1‘02(0) 215(T) 292(2T) -+ apa(nT) --- xNQ(NT):. (3-54)

De este modo, al utilizar la notacion por bloques, podemos expresar la matriz X de la
siguiente manera:

X4
X H | (3-55)

3.5.1. Implementacion en MATLAB

El siguiente programa es un simulador de control para un sistema dindmico no lineal.
El sistema esta descrito por un par de ecuaciones diferenciales que representan la evolucién
de las variables de estado x; y z9. El objetivo del controlador es hacer que el sistema siga
una referencia deseada Tiper v Torer-

El programa comienza estableciendo los parametros de entrada, como el nimero de
iteraciones N, el tiempo de muestreo T, la ganancia de control K (parametros de la superficie
de conmutacién), entre otros.

A continuacién, se inicia un bucle que se ejecuta N veces. En cada iteracion, se calcula
el estado actual del sistema y se almacena en la matriz X. También se calcula la duracion
del ciclo de trabajo, que se guarda en la matriz D.
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Luego de la simulacion, el programa genera un grafico del mapa de Poincaré, el cual
muestra la trayectoria del sistema en el espacio de fase (z1(t), z2(t)), asi como el comporta-
miento de la regulacion en dos graficos separados. Ademads, se muestra la evolucién del ciclo
de trabajo a lo largo de las iteraciones.

A continuacién, se presenta el bloque de cédigo implementado:

1 clc

2 clear variables

3 close all

4 %% Parametros de entrada
5 N = ;

6 T = ;

7t = T~ (-1);

s Q = ;

99 = Q°(-1);

10 xlref = ;

x2ref = qg*xlrefx*(xlref-1);
12 Xref=[x1ref;x2ref];
13 X0 = Xref;

o
-

14 k1 =

15 k2 = ;

16 K = [kl k2];

17 Al = [-q 0 ; 0 0];
18 B1 = [0;1];

19 AO = [-q -1 ; 1 0];
20 X = [1;

21D = [];

22 %% Evolucion del sistema
23 for i=1:N

24 s = Kx(x0-Xref);

25 sl = K¥(A1*x0+B1);

26 sO0 = Kx(AO*x0);

27 Ap = s1-50;

28 Bg = sl+2xt*s;

29 g = Bq/Ap;

30

31 %%% Discriminadores

32 if O0<g && g<1

33 d = (1-sqrt(g))*T;
34 elseif g<=0

35 d = T;

36 elseif g>=1

37 d = 0;

38 end

39 Doty

40

41 %%h% Matrices de evolucion
42 Phi0 = expm(AO*(T-d));

43 Phil = expm(A1x*d);

44 Psil = B1lxd;

45 %%% Aplicacion de Poincare

46 x1 = PhiO*(Phil*x0+Psil) ;
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47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82

x0 = x1; YEstado siguiente
%%% Almacenamiento de estados
X = [X, x1]; %0rbita
%%% Almacenamiento ciclo de trabajo
D = [D,d];
end

%% Ploteo del mapa de Poincare, Regulacion y Ciclo de Trabajo

% Mapa Poincare

figure (1)

plot(X(1,:),X(2,:),’.b’, markersize’ ,5) ,xlabel(’x_1’),ylabel(’x_2")

title (’Mapa de Poincare \{1,0\}’)

hold on

plot (X(1,1),X(2,1),’-0’,’LineWidth’,2,...
’MarkerSize’ ,10, ’MarkerEdgeColor’,’g’)

hold on

plot (X(1,end) ,X(2,end),’-0’,’LineWidth’,2,...
>MarkerSize’,10,’MarkerEdgeColor’,’r’)

hold off

% Regulacion

figure (2)

subplot (211)

plot(xlref*ones(1,N),’r’)

hold on
plot(X(1,:),’.b’, markersize’ ,2) ,xlabel(’tiempo’),ylabel(’voltaje’)
title(’Comportamiento de la Regulacion’)

subplot (212)

plot (x2ref*ones(1,N),’r’)

hold on

plot(X(2,:),’.b’, markersize’ ,2) ,xlabel(’tiempo’),ylabel(’corriente’)
hold off

% Evolucion del ciclo de trabajo

figure (3)

plot(D,’.b’, ’markersize’,2) ,ylabel(’d_n’),xlabel (’Numero de Periodos’)
title(’Evolucion del ciclo de trabajo’)
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3.5.2. Desempeiio de la estrategia ZAD

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos en cuanto al desempeno de la
técnica ZAD en términos de regulacién, cuando se aproxima la superficie de conmutacién
mediante rectas a tramos. Los parametros de entrada utilizados son 7" = 0.17, () = 0.62,
Tiret = —1,2, k1 = —6, v ko = 1.35.

Al ejecutar el algoritmo, se obtiene la 6rbita que se muestra en la Figura 3-25. Se ha
representado en una circunferencia verde el estado inicial del sistema, mientras que el estado
final se ha senalado en rojo.

425 T T T T T T

42 - ' 4

415t Creel. -

4.05

Corriente

3.95

39

385 | | | |
-1.36 -1.34 -1.32 -1.3 -1.28 -1.26 -1.24 -1.22

Voltaje

Figura 3-25.: Mapa de Poincaré asociado, con parametros de entrada 7' = 0.17, Q) = 0.62,
Tlref = —]_2, k’l = —6, y k?g = 1.35.
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3.5.3. Regulacion

Considerando los parametros y valores de referencia establecidos, se observa el siguiente
comportamiento:

-1.35[¢ I I I I I | | | | i
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tiempo

Corriente
.

3.9

3.8 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Tiempo

Figura 3-26.: Comparacién de la evolucién del voltaje y corriente, con base en el valor de
referencia.

Se observa que, para esta eleccién de parametros, el sistema presenta una buena regu-
lacién en cuanto al voltaje. El error absoluto es aproximadamente | — 1.2000 — (—1.2226)| =
0,0226, lo que corresponde a un error relativo del 1.88%. Sin embargo, la evolucién de
la corriente en funcion del tiempo no es 6ptima, ya que se obtiene un error absoluto de
|4.2581 — 3.8902| = 0.3679 y un error relativo del 8.64 %.
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3.5.4. Evolucién del ciclo de trabajo

Nos interesa también visualizar como evoluciona el ciclo de trabajo durante cada periodo
de conmutacion. La simulacién en MATLAB nos brinda el resultado que se muestra en la
Figura 3-27.

0.13 T T T T

0.12

=
"y
T

0.09 —; .

0.08 1+

Ciclo de trabajo

0.07 |

0.06 -

| | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Numero de Periodos

0.056

Figura 3-27.: Evolucién del ciclo de trabajo.

Se observa que el ciclo de trabajo se estabiliza rapidamente a un valor de d = 0.0906.



Capitulo

Existencia y estabilidad de o6rbitas
periddicas

Resumen

En este capitulo se obtienen analiticamente las condiciones para la existencia de
las orbitas 1T-periodicas, 2T -periodicas no saturadas, 2T -periédicas, 2T -periodi-
cas semi-saturadas y 2T -periodicas saturadas, ademas de la estabilidad de las
orbitas de periodo uno, a través de los autovalores de la matriz Jacobiana de la
aplicacion de Poincaré.

4.1. Preliminares

El objetivo ahora es describir la evolucién del sistema a lo largo del tiempo. En nuestro
caso, estudiaremos los iterados obtenidos por la composicién repetida de la aplicacién de
Poincaré, es decir, el comportamiento del conjunto:

Ort(x) = {x,P(x),P*(x),...,P*(x),...}, (4-1)

llamada érbita futura (o positiva) de x, donde x € R2. En este contexto P¥(x) hace referencia
al k-ésimo iterado del mapa P y definido como

P*(x) = P(P(P(---P(x))), k-veces. (4-2)

A continuacién, presentaremos las siguientes definiciones:

Definicién 1 Se dice que un punto x del sistema dinamico x,+1 = P(x,) es periddico, si
existe k € Z* tal que P*(x) = x.

De esta manera, un punto se considera periédico si su orbita se “cierra”, es decir, si
vuelve a su estado inicial después de un cierto periodo de tiempo.
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Definicién 2 El minimo entero k tal que P*(x) = x se llama orden del punto periédico.
En tal caso, la orbita

{x, P(x),P*(x),... ,Pkil(x)} , (4-3)

recibe el nombre de periodo, o ciclo, de orden k.

Por ejemplo, si a y b son puntos que forman parte de una orbita con periodo dos,
entonces

Ort(xe) = {X0,%1,X2,...,X_1,a,b,a,b,...}. (4-4)

Obsérvese que x; = f(x;-1) = a, X141 = f(x;) = f(a) = b, x;42 = f(x111) = f(b) = a,
y asi sucesivamente.

Las siguientes definiciones han sido adaptadas de [21]:

Definicién 3 El espectro de una matriz A, denotado por o(A), es el conjunto de todos los
autovalores de A.:

o(A)={AeC: det(A — ) =0} (4-5)

Conociéndose el espectro de una matriz, nos interesa analizar los modulos de cada autovalor,
en particular, el autovalor de médulo méaximo. De manera mas especifica:

Definicién 4 El radio espectral de una matriz A, denotado por p(A), se define como

p(A) =max{|A\| : A € 0(A)}. (4-6)

En esta seccién también nos enfocaremos en probar numéricamente la no singularidad
de matrices de la forma I — A. Para tal fin, usaremos el llamado lema de Neumann, el
cual se enuncia a continuacién:

Teorema 1 (Lema de Neumann [21]) Sip(A) < 1, entonces I — A es no singular, con
mversa dada por

— -1 e { k -
I—A]"" = lim ];A . (4-7)

El resultado anterior serd especialmente relevante para determinar la existencia o in-
existencia de este tipo de orbitas.
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4.2. Orbitas 1T

Las érbitas periddicas del sistema (2-19) se hallan usando las expresiones dadas en (3-
40). Para encontrar condiciones para la existencia de érbitas 17T-periédicas debemos resolver
para X, la ecuacién

P(x,) = x,. (4-8)
Como P(x,) es lineal en x,, no es necesario usar métodos implicitos para resolver la ecuacién
(4-8). Veamos esto:

Cuando no hay saturacion del ciclo de trabajo se tiene:
X, = ‘I)[o} (T — dn)q)m(dn)xn + (I)[O] (T — dn)\IJ[l](dn). (4—9)
Al resolver esta ecuacién para x,, obtenemos

X = [Tz = @o)(T — dp) 3y (dn)] ™~ @po (T — ) ¥y (da). (4-10)

De acuerdo con el lemma de Neumann, la existencia de orbitas 17T-periédicas se reduce
a probar que la matriz Iy — ®g (T — d,,)®p;(d,) es invertible. Esto se garantiza si el radio
espectral de @ (T — d,,)®pj(dy,) es menor que 1, a partir de cierto n > R. Es decir:

,0[(1)[0} (T — dn>q)[1}(dn)] <1, para n>R. (4—11)

Por otro lado, cuando hay saturacion del ciclo de trabajo, sigue aplicando la ecuacién
(4-10) y por ende la condicién (4-11). Unicamente, se discriminan los casos d, =0y d, =T,
de acuerdo con las condiciones establecidas en la ecuacién (3-27).

La condicién dada en (4-11) serd estudiada numéricamente de acuerdo con los siguientes
enfoques:

Primer enfoque
= Se mantiene fija la condicién inicial xg, igual o cercana a los valores de referencia.
= Se fija el vector de parametros K de la superficie de conmutacion.
= Se varia el pardmetro () del sistema en un rango de valores apropiado.

Para poner a prueba el primer enfoque, se realizé una simulacion en MATLAB para
estudiar la evolucién del radio espectral de la matriz producto ® (1" — d,,)®p(dy,) tomando
T =017, Q € (0.2,3), ky = 0,17, ko = 0,17 y z1,ef = —1,5. Los resultados se presentan en
la Figura 4-1. Se puede observar que, dentro de este rango de valores de (), se garantiza la
existencia de orbitas de periodo uno.



46

4.2 Orbitas 1T

0.99 - B

0.98 - b

Radio espectral

0.96 - b

0.95 R

0.94 - b

Figura 4-1.: Evolucién del radio espectral en funcién del parametro Q).

0.2 b

01 ° N

Im(»)
/

-0.1

-0.2 -

-0.3 =
L L 1 L 1 L L L
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Real()\)

Figura 4-2.: Comportamiento de los valores propios de la matriz producto cuando () toma
valores entre 0.2 y 3.

Notese que todos los autovalores quedan contenidos completamente en el circulo unidad.
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Segundo enfoque

= Se mantiene fija la condicién inicial xg, igual o cercana a los valores de referencia.

= Se fija el valor de Q.

= Se modifican algunos de los parametros de la superficie de conmutacién dentro de un
rango adecuado de valores.

En la Figura 4-3 se presentan los resultados de la simulacién en MATLAB. En este caso
se ha tomado 7' = 0.17, Q = 1.5, ky € [-1.5,0.5], kg = 0.3 ¥ Z1yer = —2.5

0.995 -

0.99

Radio espectral

0.985 -

0.98 -

Figura 4-3.: Evolucién del radio espectral en funcién del parametro k;.

4.3. Orbitas 2T-periddicas

Estas érbitas corresponden a un ciclo de periodo dos de la aplicacion de Poincaré y
pueden ser de tres tipos: no saturadas, semi-saturadas y saturadas.

4.3.1. Orbitas 2T-periodicas no saturadas

Para establecer las érbitas 27T-peridédicas debemos resolver la ecuacion

P%(x,) =X,, (o bien, P(x,41)=X,). (4-12)
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Dados los intervalos [nT, (n+1)T] y [(n+ 1)T, (n+ 2)T], consideremos los ciclos de trabajo
no saturados d,,, d,,1 € (0,T). Para efectos précticos, recordemos la aplicacién de Poincaré:

D) (T)x,, , d, <0
Xn+1 = P(Xn) == (I)[O] (T — dn)(‘l)m(dn)xn + \I’[1]<dn)) s dn S (0, T)
(I)m (T)Xn + ‘If[l] (T) , d,>T

Y procedamos como sigue:

En el intervalo [nT, (n 4+ 1)T7] se tiene x,4+1 = P(x,), luego

Xn+1 = (I)[o} (T — dn) (@[1] (dn) X, + ‘I’[l] (dn)) . (4—13)

En el intervalo [(n + 1)T, (n 4+ 2)T] se tiene x,,12 = P(x,,41), de aqui,

Xn+2 = ‘I’[o} (T - dn+1) ((I'[l] (dn+1) Xpy1 + ‘I’m (dn+1)) . (4-14)

Imponemos ahora la condicién x,,,2 = P(x,41) = X,,, para obtener

Xp = (I)[O} (T - dn+1> (‘I’[1] (dn+1> Xn+1 + \Ilm (dn+1)) . (4—15)

Al sustituir la ecuacién (4-13) en (4-15) y operar apropiadamente se obtiene

X, =Py (T — dny1) Py (dngr) Ppoy (T — dn) Py (di) x5
+ @) (T — dyy1) Ppy (dntr) Py (dn) (4-16)
+ @y (1" — dit1) Oy (dps1) -

De esta ecuacion agrupamos X, y obtenemos:

[Ig — (I)[O} (T — dn+1) (13[1] (dn+1) (I)[O] (T — dn) (I)m (dn)] Xn

_ (4-17)
P (T — dny1) Py (dns1) Oy (dn) + Ppop (T — dingr) Oy (diga) -
En este punto definimos las matrices Ag y Bg, como
Ap = @i (T — dpy1) Py (dnsr)
2 = Py ( +1) @y (dny1) (115)
Bo = By (T — dy,) By (d,)
Con ellas, podemos escribir (4-17) como
[IQ — A@Bq:,] Xn = A@ (dn—I—l) \I’m (dn) + (I)[()] (T — dn-i—l) ‘I’[l] (dn—H) . (4—19)

Definiendo Cg¢ como

Cow = Aa Wy (dn) + Py (T — dny1) Yy (dnva) (4-20)
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podemos escribir finalmente (4-19) asi:
[IQ - A@B@] Xy = (Cq;q;. (4—21)
Luego, por el lema de Neumann, si p(AeBs) < 1 se sigue que
Xy — [Ig - A@B@]_l (C@\I;. (4—22)

Y nuevamente, la existencia de érbitas 27T-periddicas se garantiza si la matriz I, — AeBg es
invertible, para cada n.

4.3.2. Orbitas 2T -periédicas semi-saturadas

Este tipo de dérbitas se presentan cuando existen dos ciclos de trabajo, d,, y d, .1, tales
que el primero estd saturado mientras que el segundo no lo estd, es decir, d, € (0,T) y
dn+1 € {0,T}. En esta tesis, nos enfocaremos en analizar el caso en el que d,,.; = T. En este
contexto, consideremos x,, y X, 11 como puntos pertenecientes a una érbita de periodo 2. En
consecuencia, se cumple la siguiente relacion:

Xn+1 = P(Xn)a Xn+2 = P(Xn+1)7 con Xp = Xp42. (4_23)
= Para el ciclo no saturado.

Xpt+1 = ‘I’[o} (T — dn)(I)m(dn)Xn + (I)[o] (T — dn)‘IJ[l](dn). (4—24)

s Para el ciclo saturado.

Xnt2 = Pp)(T) %41 + ¥ (71). (4-25)
U A
u=1 u=1

| —— [ |
1dy, € (0,T)1 [ dnp1 =T |
l l l l
| | | |
| B | >

nT (n+1)T (n+2)T t

Figura 4-4.: Ciclo de trabajo d,, no saturado en el intervalo [nT, (n+1)T] y ciclo de trabajo
dy+1 saturado en ON en el intervalo [(n+ 1), (n + 2)T]. Fuente: elaboracién
del autor.

Combinando las ecuaciones (4-24) y (4-25), y usando la condicién x,, = X, 12 se llega a

X, = [Is — Ag,IBq,]_qu,\p , siempre que p(AsBs) < 1, (4-26)
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donde Ag, Bg v Cay se definen como sigue:

A@Zq)[l] (T)7
Be = Pyo)(T" — dn) @1y (dn), 20
Ceoyp = Aq)‘I)[O] (T - dn)\P[l](dn) + \I’[H(T)'

Observemos que en los casos d,, < 0, d, = 0y d, > T el producto AgBg toma la
siguiente forma:

@) (T) @y (T) dn <0
A<1>Bq> = (I)[l] (T)(I)[O] (T — dn)Cbm(dn) dn - (O, T) (4—28)
en donde @[21] (T) = ‘I’m(T)(I)[l](T).

4.3.3. Orbitas 2T -peri6dicas saturadas

Este tipo de orbitas se producen cuando existen dos ciclos de trabajo, d,, v d,1, en los
cuales el sistema se satura, es decir, d,,,d,+1 € 0,T. En general, pueden surgir varios casos.
En este analisis, nos centraremos en la existencia de érbitas cuando d,, = 0y d,,o1 = T,
como se describe a continuacion:

s Para el ciclo saturado en OFF.

Xp+1 = (I’[O} (T)Xn (4—29)

s Para el ciclo saturado en ON.

Xnt+2 = (I)[l} (T)Xn+1 + \Il[l] (T) (4—30)
u
u=1

| do=T |

| |

| |
=0 ! | 5
N

Figura 4-5.: Ciclo de trabajo d,, saturado en OFF en [nT, (n+ 1)T] y ciclo de trabajo d,, 1
saturado en ON en el intervalo [(n + 1)T, (n + 2)T]. Fuente: elaboracién del
autor.
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Al usar la condicién x,, = P(x,41), de las ecuaciones (4-29) y (4-30) se obtiene
X, = Iy — @1(T) @) (7)) 'Oy (T), siempre que p(@p(T) P (T)) < 1. (4-31)

En la ecuacién (4-31), se puede observar que la existencia de drbitas 2T -periddicas
saturadas depende exclusivamente del valor del periodo de conmutacién 7. Sin embargo,
en nuestro andlisis, vamos a variar el pardmetro () en un rango especifico, lo cual implica
que las matrices ®(,)(7"), con u € {0, 1}, se convierten en funciones de Q). Esto nos permite
estudiar como varfa el comportamiento del sistema en relacién al parametro Q).

Algoritmo

Con el objetivo de realizar la implementacién numérica de la ecuacién (4-22), es im-
portante destacar en la ecuacién (4-18) que el valor de Ag en cada periodo de conmutacion
depende de d,,;1, mientras que Bg depende de d,,. Por lo tanto, designamos Ag como A,
y Bg como B,,. Para calcular el radio espectral del producto A, 1B,,, es necesario conocer el
ciclo de trabajo del sistema en el tiempo ¢t = nT y en el tiempo posterior ¢t = (n + 1)7.

Lo anterior implica que primero debemos permitir que el sistema evolucione durante N
periodos y, al final, utilizar las componentes del vector de ciclos de trabajo d para calcular el
radio espectral correspondiente en el tiempo nT. Es importante mencionar que este proceso
se realiza al fijar el parametro () del sistema.

Si permitimos que @ tome valores Q). se vuelve necesario almacenar las matrices
A (QYW) y Ap(QY) en matrices auxiliares, que llamaremos A (Q) y Ay (Q), respectiva-
mente. De esta manera, al finalizar las M iteraciones, se define A,;(Q) para u € {0, 1} como
la matriz que contiene los valores correspondientes a cada QU). Esto nos permite almace-
nar y utilizar de manera conveniente las matrices A[O}(QU)) y Am(Q(j)) para cada valor de
j=12,..., M.

AuQ) = A QW) A (@) - Aw(QW)], (4-32)
Por otro lado, para efectuar los productos A, 1B, calculamos:

S (429
Y asi podemos calcular

{ABy, AsBo, ..., AyBy 1} (4-34)

Y de la lista (4-32) ya podemos calcular los radios espectrales p,, := p(A,11B,) reque-
ridos:

{p(AsB1), p(A3B2), ..., p(AnBr—1)}. (4-35)
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Presentamos ahora el bloque de cédigo asociado. En el algoritmo implementado, se ha

configurado el sistema para evolucionar utilizando los siguientes parametros: N = 2000 pe-
riodos de muestreo, T'= 0.18, k; = 0.17, ko = 0.15, x1ef = —2.5, v se ha variado el valor de
@ en el intervalo [1.2,3].

V]

© 00w 9 O U ks W

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47

close all
clear variables
clc

%% Parametros de entrada
N = 2000;
T = 0.18;

%% Matriz de bifurcacion del radio espectral
Rho = [ ]; % Matriz de radios espectrales

DM = [ 1; % Matriz de bifurcacion D(k1)
A1Q = [ 1; % Matriz de matrices Al para cada Q
A0Q = [ 1; % Matriz de matrices AO para cada Q

%% Parametros de la superficie de conmutacion
K = [0.17, 0.15];

%% Vector de parametros Q del circuito

a =0.5; b =3; M= 300;

Q = linspace(a,b,M);

Qt = [ 1;

xlref = -2.5;

%% Creacion de la j-esima banda del diagrama
for j=1:M

Qi = Q(3);

x2ref = Qj~(-1)*((xlref) "2-xlref);

Xref=[xlref ;x2ref];

x0=Xref ;

X1 = x0(1); X2 = x0(2);

Al [-Qj~(-1) 0 ; 0 01;

A1Q = [A1Q, A1];

Bl = [0;1];

A0 = [-Qj~(-1) -1 ; 1 0];

A0Q = [AOQ, AO];

%% Calculo de la n-esima orbita
for n=1:N
s = Kx(x0-Xref);
sl K*x(A1*x0+B1);
s0 K*x(AO*x0) ;
g(n) = (s1+2%s*xT"(-1))/(s1-s0);

if 0<g(n) && g(n)<1

d(n) = (1-sqrt(g(n)))*T;
elseif g(n) <=0

d(n) = T;
elseif g(n)>=1
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end

d(n) = 0;
end
Phi0 = expm(AO*(T-d(n)));
Phil = expm(Al*d(n));

Psil = B1lx*xd(n);

x1 = PhiO*(Phil*x0+Psil);

x0 = x1;

% Almacenamiento del nuevo estado
X1 = [X1,x1(1)1];

X2 = [X2,x1(2)];

d(l:1length(d)-M) = [ 1;

DM
Qla
Q1

end

[DM, 4d];
= Q(j)*ones(1,M-1);
[Q1,Q1al;

%%Bloque para verificar existencia de orbitas 2T
for k=1:M

daQ

end
Rho
end

DM(:,(k-1)*M+1:k*M) ;

AOQ (:, (2%k-1) :2%k) ;

A1Q(:, (2%k-1) :2%Kk) ;

= dQ(1:end-1);

dQ(2:end);

n=1:M-1

BPhi = expm(A*(T-dQB(n)))*expm(B*dQB(n));
APhi = expm(A*(T-dQA(n)))*expm (B*dQA(n));
rho(n) = max(abs(eig(APhi*BPhi)));

= [Rho, rhol;

% Diagrama de bifurcacion del radio espectral

figure

plot(Q1,Rho,’.r’, ’markersize’ ,2)

title(’\rho en funcion de Q, k_1, k_2 fijos’)
xlabel (’Q?)

ylabel (’Radio espectral’)

hold on
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096 T T T T T T T T
0951 1

0.94 g

Radio espectral
o
©
w

0.92 | 1

091}

Figura 4-6.: Evolucion del radio espectral de la érbita 2T -periédica, variando () en el in-
tervalo [1.2, 3].

La Figura 4-6 confirma que para este rango de valores de () y la condicién inicial dada,
existen Orbitas 2T -periddicas.

4.4.

En esta seccion se analizard la estabilidad de las orbitas 1T -periodicas del sistema. Para
tal fin, se obtendrd la matriz Jacobiana de la aplicacion de Poincaré y sequidamente, serd
evaluada en sus puntos fijos. Si los autovalores de esta matriz estdn en el interior del circulo
unidad !, entonces la érbita 1T-periddica es estable. Si existe un autovalor en el exterior del
circulo unidad, entonces la orbita 1T-periodica es inestable.

Estabilidad de las drbitas periddicas

Las siguientes definiciones han sido adaptadas de [23], x. desiganard un estado de equili-
brio del campo vectorial P(x,,), La matriz JP(x.) corresponde a la jacobiana de la aplicacién
de Poincaré, evaluada en el punto de equilibrio y los valores propios que se mencionan son
los de esta matriz.

Definicién 5 FEl estado x. es un punto hiperbdlico cuando ninguno de los valores propios
de JP(x.) tiene mddulo uno.

Definicion 6 FEl estado x. es un punto no hiperbolico cuando existe por lo menos un
valor propio que tiene modulo uno.

YEl cérculo unidad, denotado por S*, se define como el conjunto de todos los puntos z € C tales que |z| = 1.
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Definicién 7 FEl estado x. es un punto atractor si es un punto hiperbolico y todos los
valores propios de JP(x.) tienen mddulo menor que uno.

Definicién 8 FEl estado x. es un punto repulsor si es un punto hiperbolico y los mddulos
de todos los valores propios de JP(x.) son mayores que uno.

Definicién 9 Fl estado x. es un punto de stlla si es un punto hiperbolico y algunos valores
propios de JP(x.) tienen mddulos mayores que uno y otros mddulos menores que uno; en
cada subconjunto debe existir por lo menos algun elemento.

Definicién 10 FEl estado x. es un centro si es un punto no hiperbolico para el cual todos
los valores propios de JP(x.) tienen mddulo uno.

El siguiente teorema sustenta el hecho de que la estabilidad de las 6rbitas 1T-periédicas
se garantiza si todos los autovalores de la matriz JP(x,) tienen médulo menor que uno:

Teorema 2 (ver [23]) Sea x. un estado de equilibrio y sea JP(x.) la matriz jacobiana de
la aplicacion de Poincaré evaluada en x.. Sean |\;| los mddulos de los autovalores de JP.
FEntonces x, es:

i) atractivo si todos los |\;| < 1.
i) neutro si al menos un |\;| =1 y los otros |\;| < 1.

iii) repulsivo si existe al menos un |N;| > 1.

4.4.1. Matriz Jacobiana de la aplicacion de Poincaré

A continuacion calcularemos de manera explicita la matriz Jacobiana de la aplicaciéon
de Poincaré, tanto para el caso no saturado, como para los casos saturados:

Dado que el mapa de Poincaré es una funcion de x,,, y éste a su vez es funcion de d,,
podemos derivar P con respecto a x,. De la regla de la cadena [25] se obtiene:

0P N oP dd,
0%, Od, 0%,

JP(x,;d,) (4-36)

Nuevamente, para efectos practicos, mostramos la aplicacion de Poincaré, enfatizando
esta vez en la dependencia del ciclo de trabajo d,,:

(I)[g] (T)Xn s dn S 0
P(Xn; dn) = fI)[O] (T — dn)[(ﬁ[l](dn)xn -+ \I’[l](dn)] , d, € (O, T) (4—37)
‘I)[l] (T)Xn + \Il[l] (T) , d,>T

Para d,, € (0,7) tomamos

P(Xn; dn) = (I)[O}(T — dn)q)[l]<dn)xn + (I)[O] (T — dn)\I’[l](dn). (4—38)
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Para calcular cada una de las derivadas involucradas en la ecuacién 4-36, procedamos por
separado. En el Apéndice C.1 se encuentran disponibles las principales reglas de derivacién
matricial, donde se puede consultar informacion adicional.

oP
(9Xn

oP 0 19)
=@ (T — dn)q’m(dn)ax (xp) + a7(‘1’[01 (T — d,) ¥ (dy,))

:(I’[o] (T — dn)q)[l](dn)I +0
=P (T — dn)Ppy(dn).

» Calculo de

0x,,

(4-39)

P
» Caélculo de 37 De las ecuaciones (2-39), (2-45) y (2-46) se sabe que
(I)[O] (T — dn) = exp[A[o}(T — dn)],
q)[l] (dn) =€exp [A[l} dn]7 (4‘4())
Wy (dn) =Bpjdn.

Por otro lado, en la seccién 2.4 se establecieron algunas de las propiedades fundamen-
tales de la matriz exponencial, de las cuales usaremos la siguiente:

% exp|At] = A exp[At] = exp[At]A. (4-41)

Tomando derivada parcial con respecto a d,, en el grupo de ecuaciones (4-40), y ha-
ciendo uso de la identidades (4-41), se obtiene:

0
8d (13 [0] (T — dn) = — eXp[A[O] (T — dn)]A[o} = —(I)[Q] (T — dn)A[O],
0
ad 27 Ppi(dn) =Ap exp[Apdn] = Ap®py(dn), (4-42)
0
ad. ——Ppi(d,) =Bp

Tomando derivada con respecto a d,, en ambos lados de la ecuacién (4-38) tenemos:

§§ 83 [®(0(T — dn) By (dn)x H%[@”}(T_dn)q}m(dm
: . (4-43)
— 8_dn[6<dn)x n] + od. 2 [E(dn)]-

En donde hemos definido

O(d,) = @po)(T — dn)®py(dy), E(dn) = @i(T — dy)¥py(dy). (4-44)
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Ahora bien, calculando por separado cada derivada tenemos:

0 0
G ©d)x] = 57 (@ (T = d) By ()] %,
0Py (d 0P (T — d,
[q’[o](T dp) 8d( ) + [O]éd >(I)[1](dn)]xn
n (4-45)
== [(I)[()] (T — dn)A[l (I)[l](dn) — ‘I’[o} (T — dn)A[o](I)[l](dn)]Xn
= [(I)[o] (T - dn)Am - (I)[o] (T - dn)A[O}] (I)[l](dn)xn
= @)(T' = dn)[Ap) — Ap]®py(dn)xn
o 0
8—%[5(%)] = aTln[‘I’[o] (T" = dn) ¥pyy(dy)]
= T —d, W (dy
= (13[0] (T dn)B[l] — (I)[g] (T d )A[O B[l d
= ®(T = dn)(Bpy — du A Bpy)
= @ (17" — d,)(I2 — dnAp) By
Sumando las ecuaciones (4-45) y (4-46) se obtiene
oP 0 0
8_dn_8_dn[@<d >]+67[ E(dn)] (447)
= @po(T" — dn)(Ap) — Ap) @y(di)xn + Ppo (T — dn) (I — dnA ) By )
= ®)(T — dn)[(Apy — Age) Rpy(dn)xn + (I2 — dnAgg)) By .
» Célculo de Ody,
Xn
Referidos al apéndice C.4, ya que d,, es un escalar, se tiene que
od,, od,  od,
8xn N |:85Cn71 8£L'n72:| ’ (4_48>

.
En donde x,,(t) = [fml(t) !L"n,z(t)} corresponde al vector de estados en cada instante

discreto de tiempo.

Consideremos la expresién obtenida para el ciclo de trabajo en (3-24). Para efectos
practicos, la mostramos a continuacion:

Sy (xn) + 27715 (x,)

$11)(Xn) — 510} (%)

d, = (1 — g(xn)> T, con ¢g(x,) =
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Evaluando x,, en las ecuaciones (2-48), (3-5) y (3-6) se obtiene

S<Xn) - kl (xn,l - xlref) + k2<xn,2 - x2ref)7
(4-49)

5[1] (Xn) = _leilxn,l + k27
$0)(%n) = (k2 = k1Q ") ny — k12

Ahora bien, para i € {1, 2}, al derivar con respecto a z,; la ecuacién (3-24) obtenemos

od,, T 1 0g(xn)
— = —— ) 4-50
&vm 2 A /g(xn) 0xm~ ( )
Obsérvese que
0g(xn) _ (3 (%n) — 8101 (%n))Pni — (3 (Xn) +27"5(%n)) G (451)
8xm [5[1} (Xn) — 5[0} (Xn)]2
Siendo
Pri = o (5(6) +2T785(%)) Y s = o) — S0 (k). (452)
n,i 83771,7; [1]\&n n n,i 31’71,@' [1]\&n 0]\&n))-
Calculamos por separado py,; ¥ ¢n, asi:
Osp(xa) | Ds(x,)
i = T ot 2
P, 8[En7i + 8[En’i
— Oz 1 _ or 1 ox 2
= — 12 ! o - 4-53
k1Q) s + 277" |k B ko D ( )
_ _ ox 1 _ ox 9
=k 2T ' -Q7") = + (2T 'k o
LT Q) T BT R) 5
Ahora, para g, ; tenemos
o 35[1] (Xn) _ 85[0] (Xn)
i &EM 8xn,i
0 ox ox
=k Q 'y — (ky — kg Q) T2 4 k=22 4-54
1Q “Tn,1 ( 2 1Q ) D + 181‘7“' ( )

0y, ;

L 81[”71 L 83:,%2
= —h2 1 .
axn,i 8:571,71

Por lo tanto,
e Parai=1setiene que p,1 = 2T ' = Q k1 y g1 = —ko.
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e Para ¢ = 2 se tiene que p, 2 = 2k, T~y Gn2 = k1.
En consecuencia, el vector (4-48) puede escribirse como

6dn Bq(xn)in - Ap(Xn)pnl Bq(xn)%ﬂ - Ap(xn>pn2

e | T Ao T A (k) g0) | (+55)
siendo
Ap(xn) = $py(xn) — $p0y(xn) Yy By(xn) = $p(xn) + 27 's(x5). (4-56)

La sustitucién de las ecuaciones (4-39), (4-47) y (4-55) en la ecuacién (4-36) pro-
porcionan la matriz Jacobiana de la aplicacion de Poincaré para el caso no saturado:

oP n JoP od,
0x, 0d, 0%,
= @)(T — dp)Ppy(dn) + -
+ @) (T = dn) [(Ap) — Aqo) Ppyy(dn)xn + (I2 — dnAjg)) By
By(%3)dn1 — Ap(Xn)Pn1 By(Xn)Gn2 — Ap(Xn)Pn2
2T~ A2(x,)/ 9(Xn) 2T~ A2(xp)\/ 9(Xn)

JP(x,) =

(4-57)

Finalmente, cuando hay saturacién del ciclo de trabajo, en cualquiera de los casos se
obtiene dd,,/0x, = 0, y por tanto

_ 0P

P = . 4-
J . (4-58)
Luego
e Para d, = 0, tenemos
ox(nT
IP(x,:0) = @i (1) ) — @y (7). (1-59)
e Yparad,="1T,
ox(nT
JP(x,; T) = (T nT) _ ®y(T). (4-60)

0%,

Vamos a analizar ahora la estabilidad de las orbitas 17T-periddicas. Como ya se ha
probado numéricamente que el radio espectral del producto matricial ®) (1" — dy,) ®pj(dy)
es menor que uno para cierto rango de parametros, podemos calcular de manera explicita
los puntos fijos de la aplicacién de Poincaré, usando la siguiente expresion:

Xy = (Lo — @o)(T — dy) @y (dn)) ™' @po (T — ) ¥y (da). (4-61)

Por lo tanto, si los autovalores de JP(x,;d,), evaluada en estos puntos fijos, tienen
todos modulo menor que uno, se garantiza la estabilidad de este tipo de dérbitas.
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Algoritmo

La idea central del algoritmo consiste en evolucionar el sistema utilizando un rango
adecuado de pardmetros. Para cada valor del pardmetro (ya sea k; o ks), se toma el ultimo
punto de la érbita de periodo uno, el cual se aproxima al punto fijo x.. A continuacién, se

recopila su ciclo de trabajo asociado d., y finalmente se evaliian estos valores en la jacobiana
4-57.

En la Figura (4-7) se observa la evolucién del radio espectral de la jacobiana en funcién
del parametro k;. En esta gréafica se ha elegido T'=0.17, Q = 0.5, x1pes = —1.2 y ko = —1.5.
Para efectos de simulacién, se ha tomado k; € [—2,—0.5], con un total de 300 particiones.
Como se puede apreciar, la estabilidad de la d6rbita pasa de ser estable a inestable justo

cuando k; = —1.0268. En este caso se dice que k; = —1.0268 es un punto de bifurcacion
(abreviadamente, P.B) del sistema.

1.1 T

1.08 |-

1.06 |- N

1.04 - 7

-

o

3%
T

I

PB

Radio espectral

0.98 g

k1=-1.0288
0.96 g

0.94 - .

0.92 . ‘

Figura 4-7.: Radio espectral de la jacobiana de la aplicaciéon de Poincaré en funcién del
parametro k.



Capitulo

Bifurcaciones

Resumen

Este capitulo se centra en el estudio de la dindmica del sistema a medida que se
varian continuamente algunos de sus parametros, para comprender mejor como
afectan estos su evolucion. Se introduce el concepto de diagrama de bifurcacion,
una herramienta utilizada para visualizar la evolucion del sistema al variar sus
pardametros. Se describe a detalle la notacion matemdtica utilizada para imple-
mentar el algoritmo en MATLAB vy finalmente se establecen algunos diagramas,
en los cuales se caracteriza el tipo de bifurcacion y su estabilidad.

5.1. Notacion usada

En el Capitulo 4, se abordaron implicitamente algunos diagramas de bifurcacién. Ahora,
en este nuevo capitulo, nos adentraremos en su construcciéon detallada, poniendo especial
atencion en los diagramas de bifurcacién del voltaje y la corriente. Estos diagramas ilustran
la evolucion de los estados en relacién con los parametros del sistema.

A continuacién, se introducird la notacién a usar, conveniente para abordar la simulacién

en MATLAB.
Considerando una particiéon uniforme, hacemos que el parametro k; tome los valores

Por lo tanto podemos definir el vector k; de parametros como

= [K0 KD k] (5-2)

De esta manera, el vector K(j) = [k:gj ) k’g] ahora es una funcion del indice j.
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5.1 Notacion usada

Sea IC la matriz de dimensién M x 2 que almacena en su j—ésima fila el vector K(j).
Entonces, usando notacién por bloques, podemos escribir K como

En la seccién 3.5, recuérdese que se introdujo la siguiente notacién:

N X, Zp1(nT)
x= [Xn] 0 [Xg] N Lng(nT)

(5-4)

n=0

siendo X y X5 los vectores de estado de voltaje y corriente del sistema.

A partir de la ecuacién (5-4), podemos observar que de manera algoritmica, X es equi-
valente a O(xy), lo que significa que X coincide con la érbita del sistema a partir del estado
inicial x¢. Debido a que K(j) varia para cada valor de j, se concluye que X también es una
funcién de K(j). Por lo tanto, podemos expresarlo de la siguiente manera:

09 (xp) = X = X(K(j)) = [ (5-5)

Se observa que los vectores de estado X; y Xy han pasado a ser funciones de j. Por lo
tanto, podemos establecer

v XY =X(K() = [«Q0n)] (56)

n=0

XY =X, (K(j) = [+4) (07|

n=0
Por otro lado, resulta evidente que el ciclo de trabajo también depende de K(j). Por

lo tanto, para la j-ésima érbita, definimos el vector de ciclos de trabajo correspondiente al
J-ésimo ciclo como:

d¥ = d(K(j)) = [d¥ 4 ... ¥ ... d%)] , (5-7)
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5.2. Diagramas de bifurcacion

Utilizando la notacién establecida, podemos presentar varios tipos de diagramas de
bifurcacién. En este andlisis, consideraremos los siguientes diagramas:

= Diagrama de bifurcacién de voltaje en funcién de k;.
= Diagrama de bifurcacién de corriente en funcién de k;.

= Diagrama de bifurcacion del ciclo de trabajo en funcién de k;.

5.2.1. Diagrama de bifurcacién de voltaje en funcion de k;

En este caso, se representa graficamente X;(k;) en funcién de k;. En el eje horizontal
se muestran los valores del parametro k:%j), mientras que en el eje vertical se muestra la
proyeccién de la érbita OU) (x0) a lo largo de la primera variable de estado. En la Figura
5-1, se muestra una seccion del diagrama, destacando en el eje horizontal el valor j-ésimo
del parametro k; y en el eje vertical el n-ésimo elemento del vector ng ),

X (ky)
°
°
°
Il ? ® (4) 1.(9)
. o o e J k )
° ./\j('xnl7 1
i 273 e o
:1:5‘1]1)(71/T) - : Lo \, e o
° S_7
e o
°
°
°
° Y
[ J

k{l) k:f) kg:a) s A.i/‘ﬂ‘) ax ‘%M—l) k{M) k,

Figura 5-1.: Diagrama de bifurcaciéon del voltaje en funciéon de k;. La coordenada

(xffl), k%j )) representa el valor de voltaje del sistema en la banda ky) en el

n-ésimo periodo de conmutacién. Fuente: elaboracién del autor.

El diagrama que se muestra en la Fig 5-1 induce el siguiente arreglo matricial:
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-Xgl)_
X§2) () . ) n=N
X1(ky) = ‘ o con XY = X (K(j)) = [g;nl mT)} e (5-8)
XM
L 4 Mx(N+1)

donde la j-ésima fila de la matriz X' (k;) asocia el pardmetro k; = kgj ) con el vector de
estados de voltaje X7,

Llamaremos a la matriz X (k; ), matriz de bifurcacién del estado X; con respecto
al vector de parametros kj.

5.2.2. Diagrama de bifurcacién de corriente en funcién de k;

Andlogamente, este diagrama corresponde a la gréfica de Xy(k;) en funcién de k;. En el
eje horizontal se ubican los valores que toma el parametro k; y en el eje vertical, la proyeccién
de la 6rbita OV )(Xg) a lo largo de la segunda variable de estado. En la Figura 5-2 se observa
una seccion del diagrama, en el cual se ha resaltado en el eje horizontal el j-ésimo valor que
toma el parametro k; y en el eje vertical el n-ésimo elemento del vector ng ),

Xy (ki)
° °
°
[ Y [
ol (0.5)
| o | i
:1;7(32)(71T) - i Lo \, o °®
° S/
[ ]
°
o o
° ®
[ ]

I X L

Figura 5-2.: Diagrama de bifurcaciéon de la corriente en funciéon de k;. La coordenada
(xffz),kgj)) representa el valor de la corriente del sistema en la banda k;gj)

en el n-ésimo periodo de conmutacion. Fuente: elaboracién del autor.

Nuevamente, la el diagrama que se muestra en la Figura 5-2 induce el arreglo matricial:
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X
2) _
Xy(ky) = 2 XY = Xo(K(j)) = [+9 )] 5-9
2(k1) : , con X; 2(K(7)) = |25 (nT)| - (5-9)
()
L2 1 (V1)

donde la j-ésima fila de la matriz X(k;) asocia al pardmetro k; = k&j ) con el vector de
estados de corriente X4/

De nuevo, llamaremos a la matriz X(k;), matriz de bifurcacién del estado X,
con respecto al vector de parametros kj.

5.2.3. Diagrama de bifurcaciéon del ciclo de trabajo en funcién de k;

Como se menciono al inicio de la seccién, podemos examinar un diagrama de bifurcacién
que ilustre la variacién del ciclo de trabajo en relacién al vector de parametros k;. En este
caso, el diagrama que se muestra en la Figura 5-3 representa la grafica de d(k;) en funcién
de kl-

d(k;)
[ ] ®
[ ]
o ® [ ]
c e vt [ J <dg),k§3)>
4 [ ] o P \/Q\’j
49 (nT) | : Lo \, °
° 4 S_7 '
[ ]
®
[ ] [ ]
[ ] {
®
l{igl) 1{352) ]{{3) te ]1,(11) *e 'kgM—l) /{Z%M) k,

Figura 5-3.: Diagrama de bifurcacion del ciclo de trabajo en funcién de k;. La coordenada
(dfj ), kij )) representa el valor del ciclo de trabajo en la banda kgj ) en el n-ésimo

periodo de conmutacion. Fuente: elaboracién del autor.
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5.3 Consideraciones adicionales

Analogamente, el diagrama de la 5-3 induce el siguiente arreglo matricial:

d®
d(2) ) ) n=N
D(k) = ' . con dY =d(K(j)) = [d%])(nT)} L (5-10)
dW)
L d MxN

donde la j-ésima fila de la matriz D(k;) asocia al pardmetro kgj ) con el vector de ciclos
de trabajo d\@.

Llamaremos la matriz D(k; ), matriz de bifurcacién del ciclo de trabajo d con
respecto al vector de parametros k;.

5.3. Consideraciones adicionales

En general, el costo computacional que se requiere para generar el diagrama de bifur-
cacion es alto, ya que para cada j = 1,2,..., M se debe tomar el pardametro k:ij) y calcular
la 6rbita O (xy) asociada. Ahora bien, la érbita OV)(xg) tiene un total de N* = N + 1
vectores de estado (contando el estado inicial Xg). Luego, el nimero de estados totales que
contiene el diagrama de bifurcacién asociado al vector XZ(»j ), fijado i € {1,2}, es M x N*.
Cabe decir que el costo aumenta mas si se varian simultaneamente méas parametros.

Por ejemplo, si M = 300 y N = 2000, el diagrama de bifurcaciéon completo asociado
a una variable de estado, tendria un total de 300 x 2001 = 600,300 puntos! Si N = 5000
entonces el diagrama tendria 1,500,300 puntos! Y asi sucesivamente, la cantidad aumenta de
forma notable. Esto hace que la visualizacién completa de todo el diagrama de bifurcacién
esté demasiado saturada.

Con el fin de solucionar este inconveniente, se proponen algunas estrategias para reducir
el costo computacional y mejorar la visualizacién al considerar inicamente la evoluciéon futura
de las érbitas en el diagrama de bifurcacion. Esta aproximacion puede ser 1til en casos donde
la informacion relevante se encuentra principalmente en los ultimos estados de las drbitas.

5.3.1. Orbita futura

Si deseamos obtener una representacion mas precisa de la variacién de las érbitas, pode-
mos limitar el diagrama de bifurcacién a una seccién que incluya preferentemente la evolucion
futura del sistema. Para mayor conveniencia, nos centraremos en los tltimos M estados del
sistema.
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Denotaremos la orbita resultante como Of(ﬂz (xp), con estados asociados yﬁlj ) n=1,2,...,M.
De esta manera,
O (xo) = {yp,yé”,--.,y%]} 1,y§]}} (5-11)

[ Llamaremos érbita futura a la 6rbita Of t(xo)

Con esto, el nuevo diagrama de bifurcacién contendra (’)fut (x0) en funcién de k%j ) en cada
banda. Y asi, las dimensiones de las matrices dadas en (5-8) y (5-9) se reducen a tamano de
M x M.

Estas nuevas matrices se denotaran como Y;(k; ), donde i = 1, 2. Es importante destacar
que estas matrices también incluyen la evolucién futura del sistema, lo cual resulta altamente
apropiado para el estudio de la dindmica del sistema.

1 1 1 1
0l ]
(2) @ ... @)
Yi(kl) _ ?Jl.,z y27, yM'—u yy,z ' (5_12)
M M M M
y§ i ) yé i b 95\4211 Z/Ew,z')_ Mx M

El diagrama de bifurcacion correspondiente a la variable de estado X; se obtiene al
graficar Y;(k;) en funcién de k;.

5.3.2. Ciclo de trabajo futuro

Podemos aplicar la misma consideracion al diagrama de bifurcacién relamonado con el

ciclo de trabajo. En este caso, consideramos el vector d¥) asociado al pardmetro ky ) y Nnos

enfocaremos en los tltimos M ciclos de trabaJo A este vector lo denotaremos como clguz, y

sus elementos seran representados como c ,donde n =1,2,..., M. Especificamente,
clgfli = cgj),cg),...,cg\?fl,c% . (5-13)

Llamaremos ciclo de trabajo futuro al vector c?%

Al descartar los N — M ciclos de trabajo restantes, la matriz de bifurcacién D(k;) se
reduce a una dimensiéon de M x M. A esta matriz la denotaremos como Dy (k1)

IEOREO ROREENCON

€ Co" 0 Gy Cyf
(2) (2) (2) (2)
& C cee C C
Duclk))=| . Mo . (5-14)
M M M M
IR
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5.3.3. Matriz auxiliar de parametros

Haciendo referencia a los diagramas de bifurcacién presentados en las secciones anterio-
res, centrémonos en el diagrama de bifurcacion de voltaje en funciéon de k; y examinemos la
variacién del estado de voltaje en la j-ésima banda.

Xl(k1>

) ky
ki

Figura 5-4.: Fuente: elaboracién del autor.

_ De manera explicita, en la j-ésima banda, cada punto estd asociado con el pardmetro
kgj ) en el eje horizontal. Esta relacion se ilustra en la siguiente tabla:

(5-15)

KO R0 K gD
X9 (k) |

Por lo tanto, podemos definir el siguiente vector auxiliar de parametros kg), como

sigue:

k) = k91, = [k,g) KO 9] (5-16)

siendo 1143, un vector fila de tamano 1 x M, donde todas sus componentes son 1’s.
Entonces, para j = 1,2,..., M, podemos definir la matriz auxiliar /C,. Esta matriz tiene la
particularidad de que en su j-ésima fila se encuentra el vector kgja) = kgj ST

DI PR
k(2) k'(2) k(Z) L /{?(2)
Ki= |0 =1" 1. : (5-17)
M M M M
[ I
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De esta manera, podemos obtener la j-ésima banda al graficar ng )(kl) en funcion de
k).

Esta forma de interpretar la generacién de los puntos a lo largo de la j-ésima banda
serda fundamental para la creacién del diagrama de bifurcacién.

5.4. Algoritmo

El esquema del algoritmo es el siguiente:

1. Defina k;.
Ahora, para j =1,2,..., M siga los Pasos 2-4:
2. Tome el vector K(7).
3. Calcule la érbita OY(xq) del sistema usando K(5).
4. Almacene en memoria lo siguiente:
4.1 Estados X7,
4.2 Ciclos de trabajo d¥). . '
5. Calcule la 6rbita futura Of(ﬂg y el ciclo de trabajo futuro cﬁfli
6. Calcule las matrices de bifurcacion Y (k;) y Drys.
7. Grafique los siguientes diagramas de bifurcacion:
7.1 Y; en funcién de k;.
7.2 Dy en funcion de k;.

A continuacién se presenta la implementacién en MATLAB.

1 clc

2 clear variables

3 close all

4

5 N = ;

6 T = ; t =T°(-1);

7Q =5 q=Q7(-1);

8 xlref = -1.2;

9 x2ref = qg*xlrefx*(xlref-1);

Xref=[xlref ;x2ref];
A1 = [-q 0 ; 0 0];
B1 = [0;1];

=R e
N = O

13 AO = [-q -1 ; 1 0];
14

15 X1 = []1;

16 D = [];

17 x0 = Xref;

[un
o]

%% Matrices de bifurcacion

DM = [ 1; % Matriz de bifurcacion D(k1l)

XiM = [ 1; % Matriz de bifurcacion del voltaje X(k1)

X2M = [ 1; % Matriz de bifurcacion de la corriente X (k1)

NN N =
N o= O ©
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5.4 Algoritmo

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44

51

75

Ki = [ 1;

% Matriz auxiliar de parametros.

%% Parametros de la superficie de conmutacion

=0.8; M = 200;

k1 = linspace(a,b,M);

a = -2; b
k2 = -1.5
for j=1:M

)

K = [k1(j) k21;
for i=1:N
s = K*(x0-Xref);

sl = Kx(A1%*x0+B1);
s0O = K*(A0*x0) ;
Ap = s1-s0;
Bq = sl+2xtx*xs;
g = Bq/Ap;
if O<g && g<1
d = (1-sqrt(g))*T;
elseif g<=0
d = T;
elseif g>=1
d = 0;
end
PhiO = expm(A0*(T-d));
Phil = expm(Al1x*d);
Psil = B1lxd;
x1 = PhiO*(Phil*x0+Psil);
x0 = x1;
X1 = [X1,x1(1)];
X2 = [X2,x1(2)];
D = [D,d];
end

%% Reduccion de dimension de las

X1(l:1length(X1)-M) = [ 1;
X2(1l:1length(X2)-M) = [ ];
D(1:length(D)-M) = [ 1;

ap(l:length(Ap)-M) = [ 1;

%% Actualizacion de las matrices de bifurcacion

DM =
X1iM =
X2M =

L

DM, DI;
[X1M, X11;
[X2M, X21];

%% Vector parametrico auxiliar

kla =
K1 =
end

L

k1(j)*ones(1,M);
Ki1,klal;

% Diagrama de bifurcacion del ciclo de trabajo

figure (1)

plot (K1,DM,’ .r’,’markersize’ ,2),title(’d en funcion de ki,
xlabel(’k_1’),ylabel(’Ciclo de trabajo’)

% Diagrama de bifurcacion del voltaje

orbitas y el ciclo de trabajo

k_2 fijo’),
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76
7

78
79
80
81
82

83

figure (2)

plot (K1,X1M,’.b’, ’markersize’ ,2),title(’x_1 en funcion de k_1,
fijo’)

xlabel(’k_1’),ylabel(’Voltaje’)

% Diagrama de bifurcacion de la corriente

figure (3)

plot (K1,X2M,’.b’, ’markersize’ ,2),title(’x_2 en funcion de k_1,
fijo’)

xlabel(’k_1’),ylabel(’Corriente’)

k_

k_

2

2
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5.5 Resultados de la simulacion

5.5. Resultados de la simulacion

A continuacién se presentan los resultados obtenidos al implementar el algoritmo en
MATLAB. Para la simulacion, se han elegido los siguientes parametros: T'= 0.17, () = 0.5,
ZTiref = —1.1y ko = —1.5. También se ha conservado el rango de variacion del parametro &y en
el intervalo [—2, 0.5]. Se ha elegido elegido este intervalo “amplio” a propdsito, con el objetivo
de observar claramente el fenémeno de la bifurcacion de periodo 2 en las proximidades de
k1 = —0.5 y su evolucion hacia el caos a medida que ki se acerca a 0.5.

Los diagramas de bifurcacion asociados son los siguientes:

-0.7

-0.8 -

-09 -

ERE: |

Voltaje

12

15 I I I I

Figura 5-5.: Diagrama de bifurcacion del voltaje en funcion de k.



5 Bifurcaciones

73

4.8

4.75

4.7

4.65

4.6

Corriente

4.55

4.5

4.45

4.4

Figura 5-6.: Diagrama de bifurcacion de la corriente en funcion de k.

0.18 T T
0.16 - . 4
.
0.14 |- g
0.12 - I 2
o o
g™ b
B 3
o L 2
g 0.08 ke
© R
By
0.06 ¥
WL
E:
0.04 - 3%
0.02 -
0 L L L 1 BT R
2 1.5 -1 -0.5 0 0.5

Figura 5-7.: Diagrama de bifurcacion del ciclo de trabajo en funcién de k.
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5.5 Resultados de la simulacion

En las Figuras 5-5 y 5-6 se observa la presencia de érbitas 17-peridédicas para ciertos
valores de k;. Para conocer el limite de estabilidad de la misma, nos ayudaremos de los
valores propios de la jacobiana de la aplicacion de Poincaré, evaluada en los puntos fijos, los
cuales se muestran en la Figura 5-8.

Real(\)

Figura 5-8.: Comportamiento de los valores propios de la jacobiana, con k; variable y ky =
—1.5.
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5

Se observa también en la Figura 5-8 que inicialmente los valores propios se encuen-
tran dentro de la circunferencia unitaria, lo que asegura la estabilidad de la érbita 17. Sin
embargo, a medida que el valor de k; aumenta, algunos de los valores propios salen de la
circunferencia por el punto —1, moviéndose de derecha a izquierda. Esto indica que las 6rbi-
tas 17" pierden su estabilidad. De hecho, se produce una bifurcacion de érbitas cuando k;
alcanza aproximadamente el valor de —0.486622. Esta bifurcacién es del tipo flip [5, 13].

3 T T
25 H
g2 l
Q
[0}
@
L[]
ie)
o
o
o 1.5 —
X -0.486622
Y 0.999962
1
1:-0.488522
0.5 | | | |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
k

Figura 5-9.: Variacion del radio espectral de la Jacobiana en funcién de k1, con ky = —1.5.



76

5.5 Resultados de la simulacion

Por otro lado, si fijamos kjef = —1.2, ko = 1.5y ky € [0.5,2], obtenemos nuevamente
una bifurcacion del tipo flip, pero esta vez, las érbitas pasan de ser inestables, a estables,
y los autovalores cruzan la frontera en —1 de la circunferencia unidad, hasta su interior, tal
y como se aprecian en las Figuras 5-10 y 5-11.

151 *

15+ 4
1.5 2

ro
1
-
n
1
L
1
o
n
o
=)
&)
-

Figura 5-10.: Comportamiento de los valores propios de la jacobiana, con k; variable y
ko = 1.5.
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1.08 q

1.06 - q
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r
T
L

=)

N
T
L

Radio espectral

o
©
@®
T
1

0.94 - J

0.92 ! L
0.5 1 1.5 2

Figura 5-11.: Variacién del radio espectral de la jacobiana en funcion de ky, con ky = 1.5.

Los diagramas de bifurfacién asociados se aprecian en las Figuras 5-12, 5-13 y 5-14.

-1.05 q

-1.15 q

Voltaje

-1.25 - 7

-1.35 7

-1.45 L 1
0.5 1 1.5 2

Figura 5-12.: Diagrama de bifurcacién del voltaje en funcién de k;.
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5.5 Resultados de la simulacion

5.36

Corriente
o o
] o o
o (o] w
T T T
L L L

o
o
&
T
I

5.22 N

52

5.18 - N

5.16 ! !
0.5 1 1.5 2

Figura 5-13.: Diagrama de bifurcacién de la corriente en funcién de k;.

0.18

o
)
T

1

e
o
T

1

Ciclo de trabajo
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T
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o
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Figura 5-14.: Diagrama de bifurcacién del ciclo de trabajo en funcién de k.



Capitulo

Existencia y control de caos

Resumen

Este capitulo trata sobre la existencia y control de caos en el Buck-Boost. Primero,
se dard la definicion del concepto de caos y luego se demostrard numéricamente
su existencia mediante el cdlculo de los exponentes de Lyapunov. Posteriormen-
te se aplicard la técnica FPIC para controlar el caos, aumentando el limite de
estabilidad de las orbitas.

6.1. Preliminares

Consideremos un sistema dindmico, ya sea de tiempo continuo (TC) o de tiempo discreto
(TD), descrito de manera compacta por la ecuaciéon x = f(x,t; ), donde x(t) representa
el estado del sistema en el tiempo ¢. Tomemos dos soluciones del sistema, y(t) v x(t), que
tienen condiciones iniciales diferentes pero suficientemente cercanas entre si. Introduzcamos
el vector £(t) := y(t) — x(t), que representa la “distancia” entre las dos trayectorias. En
consecuencia:

Definicién 11 Un sistema dinamico se considera senstble a las condiciones iniciales
cuando pequenas variaciones en las condiciones iniciales u(ty) generan cambios significativos
en u(t) := y(t) — x(t), lo que implica que las trayectorias cercanas se separan de manera
exponencial.

Definicién 12 Un sistema dindmico exhibe comportamiento cadtico cuando sus trayec-
torias de evolucion permanecen acotadas dentro de una region finita en el espacio de fase y
el sistema es sensible a pequenas variaciones en las condiciones iniciales.

Consideremos ahora el sistema descrito por la aplicacion de Poincaré

X1 = P(X,), (6-1)
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y tomemos dos estados iniciales (xq, yo), distantes en ug = yo—Xo. Después de N iteraciones,
los puntos representados de las dos trayectorias se encuentran distantes en uy := yy — Xn.
La aproximacién lineal al rededor de la solucién de referencia, que denotaremos por Xe(t),
en términos de la Jacobiana de la aplicacion de Poincaré viene dada por

w1 = JP(x,)u,. (6-2)
Por la aplicacién repetida de esta ecuaciéon se tiene:

u; = JP(X(])UO,
Uy — JP(Xl)ul = JP(Xl)JP(Xo)UQ,

(6-3)
uy = JPNUO.
Siendo
N
JPy = [[IP(xn-n) = IP(xy_1)JP(xy_2) - - TP (). (6-4)
n=1

Obsérvese que JPy es una matriz formada por el producto de las matrices de la jaco-
biana evaluadas en los estados que forman el segmento de la érbita {xg,X1,...,Xy_1}

Con el propésito de medir la separacion exponencial de las trayectorias, supongamos
que para N suficiente grande la norma del vector uy se comporta como

llun|| = |up| exp[AN], N — oc. (6-5)
donde A es un numero real (que bien, pudiese ser negativo, cero o positivo).

Definicién 13 El exponente de Lyapunov )\ del mapa x,+1 = P(x,,) se define como

, 1
/\(Xrefa uO) = ]\}EI;O N In ||JN110H
, 1 (6-6)
= lim N In |[JP(xn_1)JP(xn_2) - - - TP (x0)ul|.

N—oc0

El nimero (X, ug) caracteriza en el futuro distante la separacion exponencial de las
trayectorias Xy y yn que inicialmente diferian en uy = yo — Xo.

Definicién 14 Un sistema exhibe comportamiento cadtico cuando es altamente sensible
a pequenas variaciones en las condiciones iniciales, lo que provoca que la trayectoria del
sistema se vuelva aperiodica en el futuro. En este contexto, los exponentes de Lyapunov
positivos (A > 0) indican una divergencia exponencial entre las trayectorias que inicialmente
estan cercanas entre si.

Cabe decir que si el exponente de Lyapunov se anula para ciertos valores de los parame-
tros, en estos valores se encuentra una bifurcacién, ya que el sistema cambia de comporta-
miento; por ejemplo, de comportamiento regular (A < 0) a cadtico (A > 0).
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6.2. Calculo numérico de los exponentes de Lyapunov

Para calcular los exponentes de Lyapunov, debemos de tener en cuenta los estados finales
del sistema durante cada periodo de conmutacién [kT), (k + 1)T]. Para ello, consideraremos
el mapa de Poincaré escrito en la siguiente forma:

Xk41 = P(Xk; dk) = (I)[g] (T — dk)[q)[l](dk)xk + \I’m(dk)], (6—7)

donde xj, := x(kT) y X1 := x((k + 1)T'), respectivamente.

Recuérdese que la matriz Jacobiana de la aplicacién de Poncaré esta dada por la ecuacion
(4-57). Denotaremos por v;(JP(xy)) el i-ésimo valor propio de JP(x;) en el instante de
conmutacion t = k7. Entonces, el exponente de Lyapunov )\; asociado a cada valor propio,
lo calcularemos como [1, 5]:

Ai(xy) = lim ~ Zln\% (IP(x1))]- (6-8)

n—oo N

Retomando las Figuras 5-5 y 5-6 se observa la presencia de una regién de pardmetros
para los cuales posiblemente hay existencia de caos, especificamente en el intervalo (0, 0.5].
En efecto, para conocer el limite de transicion al caos, nos ayudaremos de los exponentes
de Lyapunov. Tomaremos nuevamente k; en el intervalo [—2,0.5], con ky = —1.5, periodo
T =0.17, x1,.s = —1.1 y parametro () = 0.5. Los resultados de la evolucién de los exponentes
se muestran en la Figura 6-1.

k1=0.0568562

\

Exponentes de Lyapunov
o

Figura 6-1.: Exponentes de Lyapunov para k € [—2,0.5], ky = —1.5.
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En efecto, en la Figura 6-1 observamos la presencia de exponentes de Lyapunov positivos
en el intervalo (0, 0.5, lo cual indica la existencia de caos en este mismo rango y concuerda
con el comportamiento de los diagramas de bifurcacién presentados en las Figuras 5-5 y 5-6.

Por otro lado, los exponentes de Lyapunov asociados a los diagramas de bifurcacion
presentados en las Figuras 5-12 y 5-13 se muestran en la Figura 6-2.

-0.05 - \ |

-0.1 - *
-0.15 n

-0.2 - b

025 F / 4

Exponentes de Lyapunov

Figura 6-2.: Exponentes de Lyapunov para k; € [0.5,2], con ky = 1.5.

En la Figura 6-2 observamos que los exponentes de Lyapunov asociados son negativos,
lo que concuerda con los resultados presentados en los diagramas de bifurcacion 5-12 y 5-13,
asi mismo, como la evolucién del radio espectral (Figura 5-11).
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6.3. Control del caos con la técnica FPIC

Una de las estrategias usadas para controlar el caos es la técnica FPIC (del inglés Fixed
Point Induced Control) [1]. Esta técnica permite controlar la inestabilidad de las drbitas
1T-periodicas, logrando que los valores propios de la matriz jacobiana de la aplicacién de
Poincaré crucen la frontera del circulo unidad, desde el exterior hacia el interior. Enunciamos
a continuacion el teorema:

Teorema 3 (Segundo teorema FPIC [1]) Dado un sistema dindmico discreto definido
por medio de la siguiente ecuacion en diferencias

Xpr1 = [(Xp,u(xz)), con xx €R™, w:R*" =R, f:R*"" 5 R" (6-9)
Supongase que el sistema posee un punto fijo dado por
(x*, u(x")) == (x*,u"). (6-10)

Sea J = Jx + Jy la Jacobiana del sistema evaluada en este punto fijo, esto es,

(o1 _ (95 0u
Jx = (8){) (x*,u*) y Jdu= (8u8x)

Entonces, si el radio espectral de Jyx es menor que uno, esto es, p(Jx) < 1, existe una senal
de control u tal que

(6-11)

(x*u*)

u(x(k)) + yu*

a(k) = , 6-12
() = (6-12)
que garantiza la estabilidad del punto fijo (x*,u*) para algin real positivo .
En nuestro contexto, tenemos
oP 0P ad,
i = P(x,:dy), JP = . 6-13
Xni1 = P(Xnidn),  con %, | 9dy 0% (6-13)

Denotemos por y* = (x*, dyef) un punto fijo de la aplicacién de Poincaré tal que
oP
P ox,,

Por el teorema FPIC, existe una senal de control d, dada por

y*) <L (6-14)

7 dn dre
i — + Y et

n ; 6-15
v+1 ( )

tal que el sistema

A

Xpt1 = P(Xn; dn): (6_16)
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tiene a y* como punto fijo estable.

En la ecuacién (6-15), la cantidad d,es corresponde al ciclo de trabajo en estado estacio-
nario, el cual se puede obtener haciendo x,, = X, en la ecuacion (3-24), esto es:

ot = d (Xet) = (1 B \/é[l] (Xref) + 2T_1S(Xref>> T (6-17)

S11) (Xref) — 5(0] (Xret)

Referidos a la técnica FPIC, debemos encontrar el radio espectral de la matriz

oP
0x,,

evaluada en el punto fijo y* de la aplicacion de Poincaré y ver si éste es menor que 1.
Recordemos que los puntos fijos de la aplicacién estan dados por la expresion

X = [Ty = @1 (T = dn) @1y (dn)] ™' Rpo) (T = ) Wy (). (6-19)

= ()T — dn) Py (), (6-18)

Se verifica numéricamente que p (0P /0x,) < 1, lo que indica que la técnica es aplicable.
A continuacion, procederemos a aplicar la técnica FPIC con un valor de v = 0.1. Las Figuras
6-3, 6-4 y 6-5 confirman que la zona en la que el sistema presenta comportamiento cadtico

ha disminuido.

0.1 1

Ciclo de trabajo

Figura 6-3.: Diagrama de bifurcacion del ciclo de trabajo en funcién de k; con v = 0.1,
ko = —1.5.
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-11

Voltaje

-1.2

-1.3

-1.4

-2 -1.5 -1 -0.5 0

4.7

4.65

4.6

Corriente

4.5

4.45

2 -1.5 -1 -0.5 0

Figura 6-5.: Diagrama de bifurcacién de la corriente en funcién de &y con v = 0.1, ko =

—1.5.



86

6.3 Control del caos con la técnica FPIC

Al tomar valores de v — 1, se observa que el limite de estabilidad aumenta y la region
caotica se va comprimiendo. Por ejemplo, para v = 1, se obtienen los resultados que se
muestran en las Figuras 6-6, 6-7 y 6-8.

0.12

0.11 I

01

o

o

@
T

Ciclo de trabajo

0.05 -

Figura 6-6.: Diagrama de bifurcacion del ciclo de trabajo en funcién de k; con v = 1,
ko = —1.5.
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-1.05

11 F

145

Voltaje

125

_1 3 | |
-2 -1.5 -1 -0.5 0

Figura 6-7.: Diagrama de bifurcacion del voltaje en funciéon de ky con v =1, ks = —1.5.

4.6

455 =

Corriente

4.45 - -

4.4 L L
2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

Figura 6-8.: Diagrama de bifurcacion de la corriente en funcion de ky con v =1, ko = —1.5.



Capitulo

Conclusiones y recomendaciones

Resumen

En este capitulo se presentan de manera resumida los principales resultados obte-
nidos en esta tesis de maestria y se plantean posibles estudios futuros utilizando
la técnica ZAD al convertidor Buck-Boost.

7.1. Principales aportaciones

El objetivo principal de este trabajo fue realizar un estudio de la dindmica no lineal
del convertidor Buck-Boost cuando se controla mediante un modulador de ancho de pulso
(PWM) en combinacién con la estrategia de promediado cero (ZAD). Para analizar el siste-
ma, se utilizd el esquema u € {1,0}. A continuacién, se presentan los principales resultados
obtenidos:

= Se realizdé un cambio de variables que permitié adimensionalizar los estados del con-
vertidor Buck-Boost, lo que facilité el andlisis de su dindamica. Este enfoque resulté
en una simplificacién del sistema y permitié un andlisis méas claro y efectivo de su
comportamiento dinamico.

= Se obtuvo de manera explicita la expresion del ciclo de trabajo cuando el sistema fue
controlado mediante PWM y ZAD, utilizando una aproximacion lineal de la superficie
de conmutacion.

= Se realizé un andlisis detallado del esquema de evolucién de la orbita del sistema
mediante la exploracién de ejemplos hipotéticos. Este analisis permitiéo examinar en
profundidad la trayectoria y comportamiento del sistema bajo diferentes condiciones
y configuraciones.

= Se construyé de manera explicita y detallada, apoyandose en graficos, la aplicacién
de Poincaré asociada al esquema {1,0} del sistema. Mediante esta construccion, se
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obtuvo una representacion visual y concreta de la evolucion del sistema en el intervalo
de tiempo [nT, (n + 1)T].

Se brindé una explicacion detallada de cémo evoluciona el sistema durante el primer
periodo de conmutacién, partiendo de una condicién inicial dada. Para lograr esto,
se desarroll6 un algoritmo que resulté fundamental en la construccién del programa
principal en MATLAB.

Se presenté una notacién matricial que resulté conveniente para la simulacion del
sistema utilizando MATLAB. Esta notacién proporcioné una representacion clara y
coherente de las matrices involucradas en el sistema, lo que facilité la implementacién
y comprension del algoritmo en MATLAB.

Se puede concluir que, con la elecciéon de parametros realizada, el sistema muestra una
buena regulacién en cuanto al voltaje, con un error relativo del 1.88 %. Sin embargo, se
observo que la evoluciéon de la corriente en funcién del tiempo no es 6ptima, ya que se
obtuvo un error relativo del 8.64 %. De acuerdo con [5], “se considera que una buena
regulacién de un convertidor de potencia, es aquella en la que el error de salida no
supera el 7%".

Se encontraron expresiones analiticas que proporcionaron condiciones suficientes para
la existencia de orbitas peridédicas de periodo 17"y 27T. Para validar y respaldar estos
resultados, se realizaron simulaciones numéricas en MATLAB, las cuales se llevaron
a cabo siguiendo las condiciones establecidas por las expresiones analiticas, lo que
permitié comprobar de manera efectiva la existencia de las érbitas periédicas esperadas.
El algoritmo utilizado desempendé un papel fundamental en el proceso de simulacién.

Se logr6 obtener de manera detallada la expresién analitica de la matriz Jacobiana de
la aplicaciéon de Poincaré. Este proceso, que a menudo se omite en la mayoria de los
trabajos relacionados, resulta de gran importancia y se espera que sea de apoyo para
la elaboracion de trabajos de grado similares.

En este estudio, se abordd el andlisis de la estabilidad de las orbitas 17T-periédicas
mediante diferentes enfoques. Primero, se llevé a cabo el calculo numérico del radio
espectral de la matriz Jacobiana de la aplicacién de Poincaré evaluada en estas orbitas.
Este enfoque proporcioné informacién sobre la estabilidad de las érbitas mediante la
evaluacion de los valores propios asociados a la matriz Jacobiana.

Ademas del analisis basado en el radio espectral, se emplearon herramientas adicionales
para evaluar la estabilidad de las érbitas. Se analizaron los diagramas de bifurcacién
asociados, los cuales permitieron visualizar los cambios en la estructura y la estabilidad
de las dérbitas periddicas a medida que se modificaban los pardmetros del sistema. Al
tomar valores fijos de ky y haciendo variar k; en el esquema de control {1, 0}, el sistema
presentd una bifurcaciém tipo flip, pasando de una orbita 1-periddica estable a una
2-periddica inestable. También se presento la misma bifurcacién pero pasando de una
orbita 2-periddica inestable a una 1-periddica estable.

Se llevaron a cabo calculos numéricos de los exponentes de Lyapunov, que proporcio-
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7.2 Trabajos futuros

7.2.

naron informacién cuantitativa sobre la estabilidad de las dérbitas. Las simulaciones
obtenidas probaron la existencia de exponentes de Lyapunov positivos y por ende,
existencia de caos en el sistema.

Al implementar la técnica de control FPIC se logré la estabilizacién de la drbita 1-
periédica para un mayor rango de valores del parametro k.

En este trabajo, se han propuesto nuevos criterios para la seleccion del parametro de
control v en el contexto de los teoremas FPIC. Estos criterios se han desarrollado de
manera detallada y se presentan en los apéndices adjuntos.

Trabajos futuros

En esta seccién se enumeran varios estudios que podrian ser considerados como una

continuacion natural del trabajo realizado en esta tesis. Estos estudios ofrecen perspecti-
vas adicionales y areas de investigacién que podrian ampliar y complementar los hallazgos
presentados. Algunos de los estudios mencionados incluyen:

Implementacion fisica del dispositivo. En este trabajo se obtuvieron resultados de ma-
nera analitica y mediante simulacién numérica cuando el sistema opera con la técnica
PWML junto con la estrategia ZAD. Ahora, el siguiente paso es llevar a cabo la im-
plementacion practica del dispositivo, lo que permitira evaluar su funcionamiento en
un entorno fisico y corroborar la validez de los resultados obtenidos hasta el momento.
Esta implementacion fisica sera crucial para validar y poner a prueba las conclusiones
tedricas y numéricas, y abrira la puerta a posibles mejoras y aplicaciones practicas del
sistema estudiado.

Dado que en este estudio se analizé la dindamica del sistema al mantener constante el
parametro ko y variar kp, seria beneficioso explorar el caso opuesto: variar el parametro
ko mientras se mantiene k; constante.

Mediante simulaciéon numérica, obtener zonas en el espacio de dos parametros ki X ko
que garanticen la presencia de érbitas estables 17T-periddicas y/o periodo mayor.

Analizar otras formas posibles de aplicar la técnica PWML y ZAD en el convertidor
Buck-Boost, a saber: esquema {0, 1} (pulso al lado derecho) o esquema {1,0, 1} (pulso
al centro simétrico), y estudiar el tipo de dindmica que surge al utilizar estos esquemas
de conmutacién.

Calcular de manera numérica los exponentes de Floquet, los cuales pueden interpretarse
como una medida de la estabilidad de una solucién periddica.

Estudiar el fenémeno del Big-Bang en el convertidor Buck-Boost con ZAD.

Desarrollar un trabajo similar al de esta tesis considerando una superficie de conmu-
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tacion dada por la ecuacion:

(n+1)T
s(x(t)) = k1 (x1(t) = Tirer) + ko (22(t) — Torer) + k3 / i (21(t) — Z1ref) dL. (7-1)

Esta superficie difiere a la considerada en este trabajo en el sentido de que el término
integral representa un fenémeno de memoria, conocido como WIND-UP.

7.3. Difusion de resultados

En el marco de la investigacién realizada para la elaboracién de esta tesis, participé
como ponente en el XXIIT Congreso Colombiano de Matemdticas que se llevo a cabo en la
ciudad de Tunja durante al 5 y 9 de Junio del ano 2023 [14]. Durante el evento, tuve la
oportunidad de presentar y difundir los principales resultados obtenidos en esta tesis.



Apéndice

Aplicacion de Teorema de Gerschgorin para el
calculo de cotas FPIC

Resumen

En este capitulo se obtendrd una cota FPIC mediante la aplicacion del Teorema
de los circulos de Gerschgorin. Inicialmente, se enuncia el teorema, se muestran
algunas simulaciones y posteriormente, se aplica junto el Teorema FPIC para
obtener un nuevo estimativo del valor de ~y.

A.1. EIl Teorema de Gerschgorin

Teorema 4 (Teorema de los circulos de Gerschgorin [21]) Para A = [a;;] € L(C"),
defina los discos

Di:{ZI |an‘—2|§7‘i}, Ti:Z|aij|a 1=1,...,n. (A-l)
J#i

en el plano complejo. Entonces cada autovalor de A estd contenido en la union de discos

D=JD: (A-2)

Es importante destacar que el teorema anterior aplica también para matrices con en-
tradas complejas y solo establece las regiones en el plano complejo donde se distribuyen los
autovalores de la matriz, pero no proporciona informacién sobre su ubicacion exacta. Lo
que si garantiza este teorema junto con el Teorema de continuidad de los autovalores es
que si existen discos disjuntos, cada uno contendra exactamente un autovalor (contando su
multiplicidad) [21]. Veamos un ejemplo de esto:
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Consideremos la matriz A € L(R?) dada por
2 2 2
A=124 1], (A-3)
1 1 10
Entonces, para a;; = 2 calculamos 71 = ., |ai;| = |2| + [2] = 4, para ag; = 4 obtenemos

re = i laj| = |2| + 1] = 3 y para azz = 10, se tiene r3 = >3 |a1;[ = |1| + [1] = 2. Por
lo tanto, el Teorema de Gerschgorin implica que todos los autovalores de A estan en
D=D1UDyU D;3

—{z: |z—2/<4}U{z: |2—4|<3}U{z: |z —10| < 2}. (A-4)

Los circulos de Gershgorin asociados con la matriz del ejemplo, se muestran en la Figura
A-1.

O  Posicion exacta de los autovalores

Figura A-1.: Circulos de Gershgorin asociados, siendo D, el disco azul con centro en ay; = 2
y radio 71 = 4, Dy el naranja con centro en asy = 4 y radio ro = 2 y Dj el
disco verde con centro en asz = 10 y radio r3=2.

Numéricamente se encuentra que los autovalores de la matriz A son, aproximadamente,

A1~ 0,720029, Ao &~ 4,74665, A3~ 10,5333. (A-5)
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A.1 El Teorema de Gerschgorin

En la Figura A-1, podemos observar que \; pertenece a Di, Ay pertenece a la intersec-
cion de Dy v Do, y A3 pertenece a D3. Es importante destacar que, dado que el ultimo disco
es aislado, el teorema previo asegura que este disco contiene exactamente un autovalor.

[lustremos de nuevo este Teorema utilizando la siguiente matriz:

5/4 1

1 0
B=|-11
0

0

Im(z)

3/4 1/2 1/4]
0 0 0
0 0 0
1 3 0
0 1/2 5

O  Posicién exacta de los autovalores | -

N——~

Figura A-2.: Circulos de Gershgorin asociados a la matriz B.

Podemos observar que esta matriz tiene tres autovalores reales y un par de autovalores
complejos conjugados. Los valores aproximados de estos autovalores son:

A~ 4,9973,

Ao /2 2,93473,
Ag ~ 1,73295,

Aq

Q

—0, 207485 + 0, 553313,
As ~ —0,207485 — 0, 553313
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Sucede que cada disco en las Figuras A-1 y A-2 contiene al menos un autovalor, pero
no siempre es asi. Por ejemplo, para la matriz

c=| _1], (A-8)

2 0

los discos de Gershgorin se muestran en la Figura A-3. Note que el disco de color azul no
contiene ningin autovalor.

O  Posicion exacta de los autovalores

Figura A-3.: Circulos de Gershgorin asociados a la matriz C.

A continuacién mostraremos la versién para sistemas auténomos del Teorema FPIC (el
cual puede ser consultado en [2]) y después mostraremos el nuevo criterio para la eleccién
del valor del factor ~.
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A.2 Versién autéonoma del Teorema FPIC

A.2. Version autonoma del Teorema FPIC

A continuacion, utilizaremos la notaciéon J para referirnos a la matriz Jacobiana de la
funcién f : R® — R", evaluada en un punto fijo inestable de f. Recordemos que un punto
fijo de un sistema dinamico discreto se considera inestable si la matriz J tiene al menos un
autovalor con un médulo mayor que uno.

Teorema 5 (Primer Teorema FPIC) Considere un sistema dindmico S definido por
Xpr1 = f(Xx), con xz€R" f:R" > R", (A-9)

y suponga que el sistema posee un punto fijo inestable X*. A partir de este sistema, defina
S. como el sistema controlado

Xp1 = g(Xk), con  g(xp) = , 7ERT (A-10)

Entonces
s S, preserva el punto x* de S.
= S, estabiliza el punto x* de S para algun real positivo 7.

Demostracion. Para demostrar que x* es un punto fijo del sistema controlado, debemos ver
que g(x*) = x*. En efecto
f) +yx" X 4xt (Ly)xt

X)) = = = =x", A-11
9(x7) v+1 v+1 v+1 ( )

donde la tercera igualdad se debe al hecho que f(x*) = x*.

Ahora, denotemos por J. a la matriz Jacobiana del sistema controlado, evaluada en el
punto de equilibrio, entonces
1

Del algebra lineal, se sabe que si @A es un multiplo escalar de la matriz A, entonces \;[aA] =
aX;[A], esto es, cada autovalor de A puede obtenerse a partir de los autovalores de A,
mutiplicindolos por el escalar a. De este hecho, de la ecuacién (A-12) se sigue que

1

Ahora, como x* es inestable, existe al menos un j € {1,2,...,n} tal que \;[J] > 1. Para
garantizar la estabilidad del punto x* se hace necesario que los autovalores de J tengan
modulo menor que 1. Lo cual implica que

1

ﬁp(J) <1, (A-14)
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de lo cual
v>pJ) -1 (A-15)

Esta tultima relacién proporciona un criterio para garantizar la estabilizaciéon del punto fijo
xX*. ]

La prueba del Teorema anterior nos brinda una cota inferior para la seleccion del valor
de v. Ademas, se observa que la prueba se basa en el control del médulo de los autovalores.
Al elegir el valor de 7, se logra que el médulo de los autovalores se contraiga, permitiendo
que estos se encuentren dentro del circulo unidad. A continuacién veamos como podemos
combinar estas ideas junto con el teorema de Gershgorin.

A.3. Uso del Teorema de Gerschgorin para la eleccién del
parametro de control

Nuestra estrategia consiste en encontrar un disco en el plano complejo que contenga los
discos de Gershgorin asociados a los autovalores de la Jacobiana de la funcién g. Este proble-
ma en si no es trivial, de hecho, es un problema abierto en geometria computacional conocido
como el “problema de la esfera envolvente més pequenia que encierra otras esferas” (traducido
del inglés: “smallest enclosing sphere of spheres problem”). Existen algoritmos que pueden
aproximar este disco [6, 7, 8, 30]; sin embargo, aqui daremos una prueba usando un disco
con centro en el origen y un radio apropiado.

Lema 1 (Disco envolvente de Gershgorin) Consideremos A € L(C") y sean D; los

discos de Gershgorin, cada uno con centro en a; y radio v, = Y |a;|, i = 1,2,...,n.
J#i
Definanse ahora |a| y r como:
la| = méx |a;| y r = méaxr;. (A-16)
1<i<n 1<i<n

Entonces, el conjunto D = |J D; estd completamente contenido en el disco
i=1

B={z: |z2| <rg}, con rg=lal+r. (A-17)

en particular, \; € B para cada i =1,2,...,n.

Demostracion. Probaremos que todos los autovalores de A estan contenidos en B. Tomemos
A € D, entonces existe un disco de Gershgorin Dy tal que A € Dy, esto es

A —arr| <71, paraalgin k€ {1,2,...,n}. (A-18)
De la desigualdad triangular y de las relaciones (A-16) y (A-18) se sigue que

IA] <A — agr + ap| < I — ai| + |agr] < 1+ Jark] < v+ al. (A-19)
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Esto prueba que A € B. O

Con el fin de visualizar el resultado del lema anterior, llevamos a cabo una simulacién
en MATLAB que representa la circunferencia envolvente para cuatro matrices aleatorias
de tamano 5 x 5, cuyas entradas estan comprendidas entre 0 y 1. Los resultados de esta
simulacion se presentan en la Figura A-4.

Im(z)

Re(z) - Re(z)

Figura A-4.: Circulos envolventes de Gershgorin (en color azul) para cuatro matrices 5 X 5
de entradas aleatorias entre 0 y 1.
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Del Lema 1 se puede concluir que
p(A) < 16, (A-20)

siendo r¢g el radio del disco envolvente de Gershgorin. Combinando este resultado con la
condiciéon A-20 podemos concluir que

Si

oy 76 < 1 entonces mp(.]) < 1. (A-21)

De esta manera, podemos elegir v tal que

v >re—1. (A-22)

La relacién proporcionada en (A-22) tiene una utilidad importante, ya que esta cota
se basa en las entradas de la matriz en lugar del radio espectral. Esto implica un menor
costo computacional. La cota se define como la suma del valor absoluto de los elementos
diagonales mas la maxima suma de los valores absolutos de las entradas no diagonales en
cada fila. Matematicamente, se expresa como:

rg = 1r£1ax laii| + IE?Q% (Z |al]|) (A-23)

J#i
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Apéndice B

Una cota mas fina para estimar el
parametro de control

B.1. Cota para sistemas auténomos

De acuerdo con el primer Teorema FPIC (Teorema 5) el sistema controlado que garantiza
la estabilidad del punto fijo inestable x*, para algin ntimero real positivo v, tiene la forma

F0) + %"

Xp4+1 = g(Xk)a con g<Xk) = 1

La eleccién de v debe cumplir con la condicién de v > p(J) — 1.

Sin embargo, el Teorema FPIC no proporciona informacién especifica sobre la forma del
parametro. Por lo tanto, en este contexto, proponemos la siguiente elecciéon de la funcién de
control g para abordar este aspecto:

f(xx) + a7x*

e donde a > ¢¢ ' v v € RY. (B-1)

Q(Xk) =

Con esta eleccion es necesario que se cumpla:

a’ > p(J) -1, (B-2)
de lo cual
v > log,[p(J) — 1]. (B-3)

La idea subyacente de esta eleccién de v es que nos da una cota mas pequena, ya que la
desigualdad

—1

log,(x —1) <z —1, a>e° (B-4)
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es valida para todo real x > 1. Este hecho se puede observar graficamente en la Figura B-1,
donde se ha elegido a = 2.

f(x) = x-1 7
— — (9 =log,(x-1)

A
T

Figura B-1.: Graficas de las funciones f(z) =2 —1y g(x) = log,(z — 1) para x € [1.01, 10].

Ademas, para valores de a cada vez méas grandes, el valor de v cada vez se hace mas
pequeno.

B.2. Cota para sistemas no auténomos

En esta seccion, presentaremos algunos resultados profundos relacionados con la conti-
nuidad de las raices de un polinomio, tratandolas como funciones continuas de sus coeficien-
tes. Luego, enunciaremos varios teoremas relacionados con la continuidad de los autovalores
y autovectores de una matriz. En particular, centraremos nuestra atencion en el Teorema de
Bauer-Fike, el cual serda de especial importancia para encontrar una cota para el parametro
v, dado en el segundo Teorema FPIC 3. Finalmente, mencionamos que la prueba del teorema
anterior y de muchos de los que mencionamos en esta seccion, pueden ser encontradas en
[21].

La demostracion del Teorema de continuidad de las raices se basa en el siguiente re-
sultado famoso de la teorfa de variable compleja. (Para una prueba detallada, consultar

[15]).
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Teorema 6 (Rouché) Suponga que f y g son funciones analiticas y de un solo valor en
un dominio 2 y en su frontera 05), y que sobre 0, |f(z) — g(2)| < |f(2)|. Entonces f y g
tienen exactamente el mismo numero de ceros en €.

A continuacién, podemos enunciar el Teorema de continuidad de las raices.

Teorema 7 (Continuidad de las raices) Sea p un polinomio con coeficientes reales o
complejos ag, ..., 0,1 Y con raices Ay, ..., \,, definido por

PA) = A"+ ap A" a )+ ag. (B-5)

Entonces para cualquier € > 0 suficientemente pequeno, existe un d > 0 tal que las raices y;
de cualquier polinomio

qA) = A"+ by AT by (B-6)
con |b; —a;] <6,1=0,...,n— 1, pueden ser ordenadas tal que
|/\l_lu’2’§€7 Z:1770 (B_7)

El Teorema de continuidad de las raices conlleva importantes implicaciones sobre la
variacion de los autovalores y autovectores de una matriz A, tratandolos como funciones
continuas de los elementos a;; que componen dicha matriz. De hecho, las raices del polinomio
p que se enuncia en el Teorema de continuidad, son precisamente los autovalores de la matriz
COMPanera

-_an—l T —ao-
1 0O --- 0
(B-8)
1 0

Enunciamos a continuacién el Teorema de continuidad de los autovalores y autovectores.
Y en lo que sigue, E representara una matriz de “perturbacién”, en el sentido del andlisis
numérico.

Teorema 8 (Continuidad de los autovalores) Los autovalores de una matriz son fun-
ciones continuas de los elementos de la matriz.

Como lo mencionamos anteriormente, esta es una consecuencia del Teorema de conti-
nuidad de las raices, junto con el hecho de que los coeficientes de la ecuacién caracteristica
son funciones continuas de los elementos de la matriz.

Teorema 9 (Continuidad de los autovectores) Sea A un autovalor simple (sin multi-
plicidad) de A € L(C™) y sea x # 0 un autovector correspondiente. Entonces para E €
L(C"), A+ E tiene un autovalor \(E) y autovector x(E) tal que

ME)—= X y x(E) —x cuando E — 0. (B-9)
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A continuacién, centraremos nuestra atencién en los siguientes teoremas de perturba-
cion, los cuales nos proporcionan estimaciones sobre cémo los autovalores de A + E pueden
diferir de los autovalores de A.

Teorema 10 Suponga que A = PDP~! € L(C"), donde D = diag(\y, ..., \,) y que A+ B
tiene autovalores i, ..., py,. Entonces dado cualquier p; existe un \; tal que

i =yl < [[PTTEP| . (B-10)
Ademds, si \; es un autovalor de multiplicidad m 1y el disco

R={z: |z—X\| < |PT'EP||__} (B-11)
es disyunto de los discos

{z: 2= X <|[PT'EP||_}, M # N (B-12)
entonces R contiene precisamente m autovalores de A + E.

Como se puede observar, el teorema anterior establece una cota en funcién de la norma
lo v se cumple trivialmente para la norma [;. Sin embargo, con propédsitos tedricos, deseamos
que el resultado también sea vélido para la norma l. Afortunadamente, se ha demostrado
que esto es cierto, y de hecho, se cumple para cualquier norma con la siguiente propiedad.

Definicién 15 Una norma ||-|| en R™ o C" es mondtona (o absoluta) si para cualquier
matriz diagonal D = diag(dy, ..., d,) el operador correspondiente de norma satisface
1Dl = méx |d], (B-13)

A partir de esta definicion, se desprende que las normas [y, [ y o, son todas mondtonas.
De hecho, la monotonia de cualquier norma [, es una consecuencia inmediata de la siguiente
caracterizacién [10].

Teorema 11 Una norma en R™ (o C") es mondtona si y solo si |z;| < |y, i =1,...,n
implica que [[x| < [|y]|.

Como extension del Teorema 10 se obtiene el Teorema de Bauer-Fike [3].

Teorema 12 (Teorema de Bauer-Fike) Las conclusiones de Teorema 10 se cumplen en
cualquier norma mondotona.

Retomando nuestro propdsito inicial, consideremos el sistema dinamico

X1 = f (e u(xi) (B-14)

donde x;, € R", u(xz) : R* - Ry f:R"™ — R. Sea (x*,u*) un punto fijo del sistema B-14
y supongamos que el médulo de todos los autovalores de la jacobiana de f evaluada en el
punto fijo, son menores que 1, esto es

of
A (a—x)

<1, i=1,...,n (B-15)

(*,u*)
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Existe una sefial de control

u(xy) + a’u*

u = B-16
) = LS (B-16)
de tal manera que el sistema

9(xk) = f(Xn, u(x)) (B-17)

garantiza la estabilidad del punto de equilibrio (x*, u*) para algun vy € R*.

Es claro que el sistema (B-17) también posee a (x*, u*) como punto de equilibrio. Veamos
entonces la estabilidad del punto (x*,u*) para el sistema (B-17). De la regla de la cadena,
la jacobiana de la funcién g, evaluada en el punto de equilibrio, esta dada por

3 _ofy L 0f0udu
Nxrw)y  Oxlerw) 00 Ou 0% | (xx,u)
oL oro 319
0x (x*uw) 1+ aY ou 0x (x*,u)
=Jx+J..

Por hipodtesis todos los autovalores de Jyx tienen moédulo menor que 1. Luego, por el
Teorema de continuidad de los autovalores, se sigue que para ~ lo suficientemente grande,
los autovalores de J g’ () tendran modulo menor que 1, lo que garantiza la estabilidad del

punto de equilibrio (x*,u*) para el sistema (B-17).

Por otro lado, asumiendo que la matriz J. es diagonalizable, esto es, J = PDP~!,
donde D = diag(Aq, ..., \,), el Teorema de Bauer-Fike implica que si p es un autovalor de
J, = Jx + J,, entonces

1= Al < |PTHIP|| < K(P)][Jx]l, (B-19)

siendo k(P) = ||P||||P7!| el ntmero de condicién de la matriz P. Ahora, dado ¢ > 0,
podemos elegir

8f du
1 P = — B-2
7> os | s(®) | (G50 )| er (B-20)
de manera que
ln—Al <e, (B-21)

lo que significa que podemos garantizar que || < 1 para ¢ lo suficientemente pequeno.
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Apéndice

Reglas de diferenciacién matricial

Al derivar modelos matematicos de sistemas dindmicos modernos, las ecuaciones dife-
renciales involucradas pueden volverse complicadas debido al niimero de entradas y salidas.
Para simplificar las expresiones matematicas, es ventajoso utilizar la notacion matricial. Esta
notacion simplificada es fundamental para el andlisis y diseno de estos sistemas, ya que per-
mite manejar problemas grandes y complejos de manera sistematica y computacionalmente
eficiente. El objetivo principal de este apéndice es presentar definiciones y resultados del
calculo matricial necesarios para abordar el estudio de sistemas dinamicos.

C.1. Diferenciacion e integracion de matrices

La derivada de una matriz A(t) se define como aquella matriz m x n, en el cual cada
elemento de ella es la derivada del elemento correspondiente a la matriz original, previsto de
que todos los elementos a;;(t) tengan derivada con respecto a t. Esto es,

Gan(t)  fawl) - faw)
401 a9y S gz
%A(t) - [%an(i)] _ | @) Fax(t) a2 (1) (C-1)
_%aml (t) %a/mQ (t) . %amn(t)_

Similarmente, la integral de una matriz A(t) de m x n se define como

_f an(t) dt [ap()dt - [a(t) dt

_f aml.(t) dt [ amZ.(t) dat - [ amn.(t) dt
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Diferenciacién del producto de dos matrices. Si las matrices A(t) y B(¢) pueden
diferenciarse con respecto a t, entonces

d dA(t) dB(t)
G ABB] = = 7B + A=~ (©3)

Aqui de nuevo la multiplicacién de A(t) y dB(t)/dt [o dA(t)/dt y B(t)] no es, en general,

conmutativa.

Diferenciacién de A~'(¢). Si una matriz A(t) y su inversa A~!(¢) son diferenciables
con respecto a t, entonces la derivada de A~!(t) estd dada por

dA~1(t)
dt

= —Al(t)%f)Al(t). (C-4)

Para demostrar esta propiedad, se diferencia A(t)A~!(¢) con respecto a t

d 1 dA() dA~Y(t)
E[A(t)A (t)]_TA (t) + A(t) s (C-5)
Pero
d 1 d.
a[A(t)A (t)]_%I—O. (C-6)
Por lo tanto, obtenemos

dA~1(t) dA(t) .
Alt)—— = ———A (1), (C-7)
de lo cual
AATU() L, dA()

S = —AT ) AT, (C-8)

C.2. Derivadas con vectores

Ya que los vectores son matrices con una sola columna, las derivadas matriciales mas
simples son las derivadas de vectores.

La notacién que aqui se dearrolla se puede ajustar de manera sencilla a las usada en el
calculo vectorial, identificando el espacio M,,»; de n-vectores con el espacio Euclideo R", y
el espacio de escalares M, con R.
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C.3. Derivada de un vector con respecto a un escalar

-
La derivada de un vector y = [yl Yo e ym] , con respecto a un escalar x se escribe
como
-
Oy _ |0yi Oy WY
9 _|9% 9% OYm| (C-9)
Oz Or Ox Oz

En célculo vectorial, la derivada de un vector y con respecto a un escalar z es conocida como

0
en vector tangente al vector y, a—y Note aqui que y : R? — R™.
x

C.4. Derivada de un escalar con respecto a un vector

T

La derivada de un escalar y con respecto a un vector x = [951 Ty -+ T,| e€s
dy |y Oy dy
= === == .- : C-10
ox |:8£L‘1 812 axn ( )

En calculo vectorial, el gradiente de un campo escalar f en el espacio R™ (cuyas coordenadas
independientes son las componentes de x) es la transpuesta de la derivada de un escalar con
respecto a un vector:

g_f
1 a T
vi=| : :<a—i). (C-11)
of
Oy,

C.5. Derivada de un vector con respecto a un vector

T

La derivada de una funcién vectorial y = |y; o --- w,,| , con respecto a un vector
T
de entrada, x = [xl Ty - xn] , es la matriz m x n de derivadas parciales:
o ow L om
8$1 aZBQ 81'17.
Oz Q2 . O
ay o Oz1  Oxz2 Oxn,
== = . (C-12)
ox : o
W OYym . Oym
| Oz Oxo Oxn |

En calculo vectorial, la derivada de una funciéon vectorial y con respecto a un vector x es
conocida como la diferencial, o la matriz Jacobiana.
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C.6. Derivada de una matriz con respecto a un escalar

La derivada de una funcién matricial Y con respecto a un escalar x es conocida como
la matriz tangente y estd dada por

Oy Ouiz .. Oyn
ox ox ox
Oy21 Oy22 . Oyan
oY o ox ox ox (C—l?))
O S
OYm1  OYm2 OYmn
L Oz Ox Ox

C.7. Derivada de una funcién escalar con respecto a una
matriz

La derivada de una funcién escalar y con respecto a una matriz X de variables indepen-
dientes y de tamano p x ¢ esta dada por:

[ oy oy .. Oy
Oz Ox21 Ozp1
9 9 9y ., 9y
y _ 0x12 Ox29 6Ip2 (C—14>
0X : : ' :
Ay gy ... Oy
L Oz14  Oz2q Opg
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