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Presentacion

En el texto que presentamos a continuacién, intentamos proponer una
aproximacion intuitiva a algunos elementos tedricos y practicos de la
matematica bésica, elementos que consideramos primordiales para ini-
ciar los cursos de matematicas en la universidad.

El material esta orientado a enriquecer los conceptos y las herra-
mientas que los estudiantes de los ultimos anos de la ensenianza media
han adquirido en las instituciones escolares.

En el primer capitulo discutimos las principales propiedades de los
numeros reales y de algunos de sus subconjuntos méas notables. En el
segundo, tratamos los fundamentos del algebra, iniciando con el estudio
de las expresiones algebraicas, los polinomios y sus operaciones, dedi-
cando un espacio importante al problema de la factorizacién, y cerrando
con el analisis de las desigualdades. En el tercero, abordamos los ele-
mentos basicos de la geometria euclidiana desde sus nociones fundamen-
tales de geometria plana: dngulos, poligonos, triangulos, cuadrilateros,
relaciones y propiedades basicas, culminando con aspectos primarios
de la geometria del espacio. En el cuarto capitulo trabajamos las
funciones, sus graficas y el dlgebra de funciones; ademés estudiamos
algunas familias de funciones: lineales, cuadraticas, exponenciales y lo-
garitmicas. Dedicamos el ultimo capitulo a la trigonometria, iniciando
con la trigonometria de tridngulos rectangulos, para presentar a con-
tinuacion las funciones trigonométricas, sus graficas, relaciones y pro-
piedades; este capitulo termina con la discusion de algunas aplicaciones
importantes de la trigonometria.

Es de resaltar que al final de cada uno de los capitulos hemos inclui-
do talleres conformados por ejercicios y problemas seleccionados para
que permitan a los estudiantes, profundizar y ampliar los temas trata-
dos en el texto.
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Esta es una segunda publicacion, susceptible de modificaciones y co-
rrecciones, por lo cual, invitamos a los lectores a hacernos conocer sus
observaciones y sus sugerencias en cualquiera de los siguientes correos
electrénicos:

mmacevedoc@unal .edu.co
mlcamposf@unal.edu.co
baleoni@unal.edu.co
1lrjimenez98@yahoo.com



Capitulo 1

Los numeros reales

El estudio de cualquier rama de las matemédticas requiere un buen
conocimiento de las principales propiedades de los niimeros reales, asi
como de propiedades especiales de algunos de sus subconjuntos mas no-
tables. El proposito de este capitulo es presentar el minimo de nociones
que consideramos indispensables para cubrir estas necesidades.

1.1 Una visién preliminar

La nocién de ntimero es una de las més fundamentales en matematicas.
Su origen se remonta a la antigiiedad y a través de los siglos ha pasado
por un largo proceso de extension y de generalizacion.

Los nuimeros mas simples, los que utilizamos para contar, son los
enteros positivos:
1,2,3,4,5,...

Representamos el conjunto de los enteros positivos por Z*.

Si al conjunto de los enteros positivos le anadimos el nimero 0,
obtenemos el conjunto de los numeros naturales que representamos
por N. Es decir,

N=1{0,1,2,3,4,5,...}

Si a N le agregamos los inversos aditivos —1, —2, —3,—4, —5,... de
los enteros positivos, obtenemos el conjunto de los nimeros enteros
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que representamos por Z. Luego,

Z={..—5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

El conjunto de niimeros més simple después de los enteros es el con-
junto de los numeros racionales. Los niimeros racionales surgieron
ante la necesidad de medir con bastante precision distintas magnitudes
tales como longitud, peso, tiempo y muchas otras. Un numero es

. . p
ractonal si puede expresarse en la forma = donde p y ¢ son enteros

con g # 0. Como ejemplo de niimeros racionales podemos citar:

1236 2 =5 4 —121 12
27437376 71 15 —6

, . 4 12 .
Observamos que los niimeros racionales 1 y r son simplemente los

enteros 4 y —2. En general, todo ntimero entero es un ntiimero racional.

El conjunto de los niimeros racionales lo representamos con el simbolo

Q.

Los griegos fueron conscientes de que los ntimeros racionales no son
suficientes para medir todas las longitudes. Aunque ellos demostraron
que v/2 mide la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1,
también probaron que v/2 no puede escribirse como el cociente de dos
enteros.

Los ntimeros que no son racionales, se llaman ndmeros irra-
citonales. En un contexto mas avanzado, se puede demostrar que
existen mucho mas numeros irracionales que numeros racionales. Por
el momento, podemos mencionar que si  es un numero racional y r # 0
entonces rv/2 es un nimero irracional. La reunién de todos los niimeros
racionales y todos los niimeros irracionales constituye el conjunto de los
numeros reales que representamos por R.

Entre los conjuntos numéricos hasta ahora mencionados existen las
siguientes relaciones:

Z" CNCZCQCR
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donde C representa la inclusiéon entre conjuntos. En todos los casos la
inclusion es estricta.

También es conveniente mencionar que el conjunto de los ntimeros
irracionales es el complemento del conjunto de los niimeros racionales
con respecto a R. Por lo tanto, si representamos por I el conjunto de
todos los ntimeros irracionales, tenemos la relacién

R=QUI

El diagrama siguiente nos presenta las relaciones que hemos men-
cionado entre los principales subconjuntos de R.

Numeros Reales (R)

Nuimeros Racionales (Q) ~ Numeros Irracionales (I)

Nuameros Enteros (Z)

Numeron Naturales (N)

Enteros Positivos (Z1)

1.2 Adicién y multiplicacién de ntimeros
reales

Sobre el conjunto R de los nimeros reales tenemos definidas dos opera-
ciones, la adicton y la multiplicacion que asignan a cada par z,y de
numeros reales su suma = + y y su producto x -y (que escribiremos
abreviadamente como zy) de tal manera que se cumplen las siguientes
propiedades basicas:

P.1 R es cerrado para la adicion y la multiplicacién. Es decir, si x y
y son numeros reales, entonces x + y y xy son también nimeros
reales.
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P.2 La adicién y la multiplicacién en R son conmutativas. Es decir,
si x y y son numeros reales, entonces

rT+y=y+x y TY = yr

P.3 La adicién y la multiplicacién en R son asoctativas. Es decir, si
x,y y 2z son numeros reales, entonces

r+(y+z2)=@+y)+z v xz(yz)=(zy)2

P.4 La multiplicacion es distributiva, a izquierda y a derecha, con
respecto a la adicién en R. Es decir, si x,y y z son numeros
reales, entonces

x(y+z) =xy+zz y (x+y)z =22+ yz

P.5 Existen identidades para la adicién y la multiplicacién en R.
Es decir, existen dos niimeros reales diferentes que representamos
por 0 y 1, tales que para todo nimero real z se tiene

r+0=0+z=2x y rl =1z =x.

P.6 Existen inversos para la adiciéon de ntumeros reales y para la
multiplicaciéon de nimeros reales diferentes de cero.

Para todo niimero real x, existe un niimero real que representamos
por —z, tal que

Para todo nimero real x # 0, existe un nimero real que repre-

sentamos por — o por ', tal que
T

rT—=—-x=1
r T

El niimero —x se llama el #nverso aditivo de x o el opuesto

1
de z. El nimero — se llama el tnverso multiplicativo de x o
x

el rectproco de .



1.2. ADICION Y MULTIPLICACION DE NUMEROS REALES 5

Dados los ntimeros reales x,y y z, la propiedad asociativa de la
adicion nos dice que z + (y + 2) = (z + y) + 2. Esto nos lleva a definir
sin ambigiiedades el simbolo = + y 4+ 2 como el resultado comun de
estas expresiones. Similarmente, si x,y, z y w son nimeros reales, por
repetidas aplicaciones de la propiedad asociativa de la adicién podemos
comprobar que los ntimeros

v+ (24 w)
z+ ((y +2) + w),
(x4 (y+2)) +w,
(@+p)+2)+w y
(r+y)+ (2 +w),

son todos iguales y definir x4y+2z+w como el resultado comun de estas
expresiones. En general, si tenemos una coleccion finita xq, xs, ..., 2,
de nuimeros reales, todas las formas posibles en que los asociemos para
sumarlos producen el mismo resultado y podemos definir 1 +xo+-- -+
T, como este resultado comun.

También, dada una suma z; + x5 + - -+ + z,, de n nimeros reales,
la propiedad conmutativa de la adiciéon nos permite cambiar arbitraria-
mente el orden de los sumandos.

Obviamente, podemos hacer consideraciones similares para la mul-

tiplicaciéon de nimeros reales.

Ejemplo 1.1. En la siguiente lista se ilustran algunas de las propieda-
des de la adicién y multiplicacién de ntimeros reales. Todas las letras
representan nimeros reales.

e 5+ 0=05 Existencia de identidad para la adicién.

2r +7s = 7s + 2r Conmutatividad de la adicién.

1
6 - 6= 1 Existencia de inversos multiplicativos.

(a+b)(c+d) = (a+b)c+ (a+b)d = ac+bc+ad+bd Propiedad
distributiva.

7+ (—7m) =0 Existencia de inversos aditivos.

r+y =x-1+y-1 Existencia de identidad para la multiplicacion.
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(p+2¢)+3r=p+ (2¢+3r) Asociatividad de la adicién.

e (x4+y)(zr—vy)=(r—y)(r+y) Conmutatividad de la multipli-
cacion.
3 n 5(3x +5)=1si3z+5#0 Existencia de inversos multi-
x
plicativos.

((47)s)(3t) = (4r)(s(3t)) Asociatividad de la multiplicacion.

1.3 Diferencia y cociente de nimeros
reales

La diferencia y el cociente de dos niimeros reales se pueden expresar en
términos de la adicion y la multiplicacién de acuerdo con las siguientes
definiciones:

Definicién 1.3.1. Si x y y son niumeros reales, la diferencia de x y y
es

r—y=1r+(-y)

Definicién 1.3.2. Six y y son numeros reales con y # 0, el cociente
de x pory es

Hacemos notar que como el nimero cero carece de inverso multi-
plicativo, la divisiéon por cero no esta definida.

La importancia de las propiedades bésicas P.1 a P.6 es que a par-
tir de ellas se pueden deducir todas las demas propiedades relativas a
la adicion y multiplicacién de nimeros reales. A manera de ejemplo
podemos citar algunas de ellas de uso muy frecuente:

e Propiedades cancelativas:

— Siz,yy zson nimeros reales tales que x+y = z+2z, entonces
Y= z.

— Si z,y y z son nimeros reales tales que xy = xz, y © # 0
entonces y = z.
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Unicidad de los inversos:

— Si z y y son numeros reales tales que x + y = 0, entonces
Y= —1.

— Si z y y son numeros reales con x # 0 tales que xy = 1,

entonces y = —.
x

Reglas de los signos:

Si z y y son nimeros reales arbitrarios, entonces

(—z)y = —(zy),
z(—y) = —(zy)
(—2)(~y) = zy

Regla de los signos para las fracciones:

Si x y y son nuimeros reales con y # 0, entonces

—T T

x

Yy Yy Y

Simplificacion de fracciones:

Si z,y y z son nimeros reales con y # 0y z # 0 , entonces

Tz T

yz Yy

Operaciones con fracciones:

Si x,y, 2z y w son numeros reales con z # 0 y w # 0, entonces

T Yy TW ~+ Yz
2w aw
r oYy  Tw—yz
2w aw
ry o xy
2w zw

Si ademas, y # 0, entonces

Tw

ISHIRS

w
) Yz

SRS SR
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Aplicando las operaciones anteriores y la férmula de simplificaciéon
de fracciones, obtenemos los siguientes casos especiales:

x Q_x—l—y
2z oz
Ty x—y

2z

Ejemplo 1.2. En la siguiente lista utilizamos algunas de las propie-
dades mencionadas. Siempre suponemos que los denominadores de las
fracciones son diferentes de cero.

e Sidxr = 12 entonces x =3 Propiedad cancelativa.

(—8x)(—Ty) = 56zy Regla de los signos.

l1—=z r—1

o — = Regla de los signos para fracciones.
r+2 x+2 & & b

5 4 Sy+da

o — + — Suma de fracciones.
r oy xry
—2 2

° 2 Regla de los signos.
—5z 5z

(z+y)z—5y) =—5y
(x+y)Bx+y) 3z+y

Simplificacién de fracciones.

° . = ) Multiplicacion de fracciones.
a

2
a2 2-5 10 10
° % =3 =1 == Divisién de fracciones y regla de
5
los signos

En el préximo capitulo usaremos intensivamente las propiedades
bésicas de la adicion y multiplicacién de ntimeros reales, y las propie-
dades que de ellas se deducen.
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1.4 Orden en los nimeros reales

El conjunto R de los ntimeros reales contiene un subconjunto especial
llamado el conjunto de los numeros positivos, que representamos
por P, cuyas propiedades béasicas son:

P.7 Si x y y pertenecen a P, entonces x + y pertenece a P.
P.8 Si x y y pertenecen a P, entonces xy pertenece a P.

P.9 Si x es un niimero real, se cumple exactamente una de las siguientes
relaciones.

reP, x=0, —zeP

Estas propiedades las completamos con la siguiente definicién:

Definicién 1.4.1. St x y y son nimeros reales, entonces

o r <y significa que y —x € P.

x >y significa que y < x.

x <y significa que x <Yy 0T =Y.

x >y significa que x >y 0 x =Y.
De acuerdo a la definicién anterior tenemos que

x > 0 siy solo si x es positivo, es decir, z > 0 si y sélo si z € P,

Utilizando la notaciéon anterior, podemos expresar las propiedades
bésicas de los niimeros positivos de la siguiente forma:

P.7 Siz >0y y >0 entonces z +y > 0.
P.8 Six >0y y >0 entonces xy > 0.

P.9 Si x es un niimero real, se cumple exactamente una de las siguientes
relaciones
>0, =0 —2x>0
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Las siguientes terminologias se usan con frecuencia:

Si z < 0 decimos que = es negativo.

Si z > 0 decimos que = es no negativo.

o v <y < zsignificaquezr<yyy<z.

r <y < zsignificaquer <yyy<z.
o v <y< zsignificaquexr <yyy<z.

o r <y < zsignificaque x <yyy<-z.

De estas propiedades se deducen las reglas usuales que rigen las
operaciones con desigualdades. Como ejemplo podemos citar algunas
de ellas de uso muy frecuente:

e Six y y son nimeros reales tales que x < y, entonces r+z < y+2z
para todo niimero real z.

e Si x,y y z son numeros reales tales que x < y y z > 0, entonces

mz<yzy—<g.
z oz

e Si z,y y z son numeros reales tales que = < y y z < 0, entonces
x

a:z>yzy—>y.
z oz

e Six >0 entonces —x < 0y six <0 entonces —x > 0.

1 1
e Six > 0 entonces — > 0y si x < 0 entonces — < 0.
x x

e Si x y y son numeros reales tales que xy > 0, entonces = > 0y
y>0,0,2<0yy<0.

e Si x y y son numeros reales tales que xy < 0, entonces = > 0y
y<0,0,z<0yy>0.

Ejemplo 1.3.

e 4<Tpues7—4=3>0
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e —10 < =5 pues (—=5) — (—-10) =—-5+4+10=5>0
e 6<0pues0—(—6)=6>0

10 10 10
03<§<4pues3<§y§<4

e Si —2x < —8 entonces © > 4
e Si—3<2r—5 < Tentonces2 <2x <12yporlotantol <z <6

e Para todo ntimero real a se tiene que a? > 0

. ) a+b
e Sia y bson nimeros reales tales que a < b entonces a < 5 <b

1.5 Representacion geométrica de
los niimeros reales

Geométricamente podemos representar el conjunto de los niimeros reales
mediante los puntos de una recta horizontal que llamaremos la recta
real o el eje real. Para ello, escogemos un punto de la recta para repre-
sentar el nimero 0 y otro punto a la derecha de este para representar
al nimero 1. La longitud del segmento determinado por los puntos
marcados 0 y 1 se selecciona como unidad de distancia. Utilizando esta
unidad de distancia representamos los ntimeros positivos a la derecha
del 0 y los nimeros negativos a la izquierda del 0. El entero positivo n
se representa por el punto situado a una distancia de n unidades a la
derecha del 0 y el entero negativo —n se representa por el punto situado
a una distancia de n unidades a la izquierda del 0, como se indica en
la siguiente figura donde se representan los enteros entre —5 y 5.

Figura 1.1.

, . .. P 4. .. .
Para representar un ntimero racional positivo = dividimos la unidad

de distancia, es decir , el segmento determinado por 0 y 1 en ¢ partes
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iguales y le asignamos, a la derecha de 0, el punto determinado por

1
p de estas partes de longitud —. Para representar el niimero racional
q

negativo —]—), procedemos de forma similar, pero tomando p partes de

longitud — a la izquierda de 0. La grafica siguiente nos muestra algunos

de los puntos que representan nimeros racionales

PN
[
}_k -
)

Figura 1.2.

La siguiente construccién nos muestra como representar el niimero
irracional v/2 sobre la recta:

0 1 V2
Figura 1.3.

Concretamente, el punto que representa a /2 se obtiene trazando
desde el punto marcado 1 un segmento de recta de longitud igual a la
unidad y perpendicular a la recta real. Se forma un triangulo rectangulo
cuya hipotenusa tiene longitud /2. Luego se traza un arco de circulo
con centro en 0 y radio v/2, el punto de interseccién de este arco con el
eje real represente el nimero /2.

En general es imposible indicar de que forma se puede representar
cualquier niimero irracional sobre la recta, pero aceptamos como un
axioma que a cada numero real le corresponde exactamente un punto
sobre la recta y que reciprocamente, cada punto de la recta corresponde
a exactamente un numero real. Una correspondencia como esta se
llama un sistema de coordenadas. El nimero correspondiente a un
punto dado se llama la coordenada del punto. El punto que corres-
ponde al nimero cero se llama el origen del sistema de coordenadas
y usualmente lo representamos por O. Por ejemplo en la figura 1.4 la
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coordenada de R es —2, la coordenada de P es 1, la coordenada de T’
es m, etc.

Figura 1.4.

En la practica, se acostumbra a identificar un nimero real con el
punto sobre la recta que lo representa y, a utilizar como sinénimas las
expresiones “el punto £’y “el nimero x”.

Para representar la distancia entre dos puntos de la recta, necesita-
mos calcular la diferencia entre la coordenada del punto que esta a la
derecha y la coordenada del punto que estd a la izquierda. Si los puntos
tienen coordenadas x, y s, entonces cuando x; < xo la distancia es
ro — x1 ¥ cuando xo < x1 la distancia es x1 — xo, ya que la distancia es
siempre positiva. Con el fin de tener una tnica férmula para calcular la
distancia en todos los casos, introducimos la nociéon de valor absoluto.

Definicién 1.5.1. Si x es un numero real, su valor absoluto que
notamos |z|, lo definimos

T stx >0
|| =

- stx <0

Ejemplo 1.4.

e |5 =5, pues 5 >0

|-3] = —(=3) =3, pues =3 < 0

T —3|=m—3,puesm—3>0

B—7ml=—B—m) =7m—3,pues 3—7 <0

0] =0
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Figura 1.5.

De acuerdo con nuestra observacion anterior, si x; y o son las
coordenadas de dos puntos sobre una recta, la distancia entre ellos
se define como |r; — z2|. En particular, |x| = |z — 0| representa la
distancia del origen al punto x (ver figura 1.5).

La relacién de orden entre nimeros reales tiene una interpretacion
geométrica muy simple:

x < y siy sélo si el punto que representa x esta localizado a la
izquierda del punto que representa y.

La representacion geométrica es de gran utilidad en la resolucién de
problemas y en la visualizaciéon de muchas propiedades importantes de
los ntimeros reales.

Es util introducir la nocién de intervalo. Si a y b son numeros
reales, definimos los siguientes subconjuntos de R :

b)
a,bj={reR:a<z<b}

bj={reR:a<zx<b}
la,0) ={r€eR:a <z <b}

Los conjuntos asi definidos se llaman en su orden, intervalo abierto
de extremos a y b, intervalo cerrado de extremos a y b, intervalo
abierto-cerrado de extremos a y b e intervalo cerrado-abierto de
extremos a y b.

Geométricamente podemos representar estos intervalos sobre la rec-
ta real como se indica en la figura 1.6.
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L \ r 1

Ly 7 3 1

a b a b
(1) (2)

b | r 1

Ly 1 r 7

a b a b

Figura 1.6. Un paréntesis cuadrado en la figura indica que el extremo
correspondiente pertenece al intervalo.

Se acostumbra a ampliar el concepto de intervalo para incluir los si-
guientes conjuntos, conocidos con el nombre de intervalos infinitos:

(a,00) ={x €eR:2>a}
[a,00) ={zr €R:z > a}

a)={reR:x<a}
cal={x eR:z<a}

Dejamos al lector la representacion geométrica de estos intervalos.
El simbolo oo llamado infinito que aparece en la definicién anterior,
no es un numero real, es tan solo un artificio de notacién.

1.6 Los enteros

En esta seccion vamos a mencionar algunas de las propiedades mas im-
portantes del conjunto Z de los numeros enteros. Recordamos que
7 esta formado por la uniéon del conjunto de los enteros positivos
1,2,3,4,---, el conjunto de los enteros negativos —1, -2, —3,—4,---
y el 0.

Muchos de los resultados sobre niimeros enteros son consecuencia
del siguiente resultado:

Principio de buena ordenacion. Todo subconjunto no vacio S
de numeros naturales posee un minimo. Es decir, existe m € S tal que
m < s para todo s € S.
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Una primera consecuencia de este principio es el resultado conocido
como algoritmo de la divisién.

Algoritmo de la division. Si a y b son enteros con b > 0,
entonces existen enteros unicos q y r tales que

a=bg+r con0<r<hb.

Los numeros q y r se llaman respectivamente, el cociente y el
restduo obtenidos al dividir a por b.

El siguiente diagrama ilustra la demostracion del resultado anterior

a>20,¢g20

a<0,g<0

)

s]

(g+1)b cee =2 —b 0 b

Figura 1.7.

Si a es un multiplo de b, es decir si a = ¢b para algin entero g,
tomamos r = 0. Si a no es multiplo de b, tomamos r = a — gb donde ¢b
es el menor multiplo de b que se encuentra a la izquierda del ntimero
a. Observamos que de esta forma 0 < r < b.

Ejemplo 1.5.
a) Si b =5, podemos escribir:
34=56+4 127=5-2542 —34=5-(-T)+1 30=5-640

b) Si b = 32, tenemos

276 = 32 - 8 + 20 — 276 =32 (=9) + 12
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En virtud de este algoritmo, con b = 2, podemos representar todo
entero n en alguna de las formas

n = 2q 0 n=2q+1

donde ¢ es un entero. Si n se puede representar en la primera forma,
decimos que n es un entero par y cuando se puede representar en la
segunda forma, decimos que es un entero tmpar. Los enteros pares
son por lo tanto ---,—6,—4,—2,0,2,4,6,---, y los enteros impares
son ---,—7,—=5 —-3,—1,1,3,5,7,---.

Definicién 1.6.1. Sean a y b numeros enteros con a # 0. Decimos que
a divide a b si existe un entero c tal que b = ac. En tal caso escribimos
a|b. Cuando a divide a b decimos también a es un divisor de b, o
que a es un factor de b, ¢ que b es un maltiplo de a.

Para indicar que a no divide a b escribimos a1 b.

Definicién 1.6.2. Un entero positivo p > 1 se llama un nimero primo
si tiene exactamente dos divisores positivos a saber, 1 y p. Un entero
positivo mayor que 1 que no es primo se llama compuesto.

Los primeros niimeros primos son 2,3,5,7,11,13,17 y 19.

Sin duda alguna el siguiente resultado es la propiedad mas impor-
tante que tiene el conjunto de los enteros positivos.

Teorema 1.6.1 (Teorema fundamental de la Aritmética). Todo
enteron > 1 6 es primo, ¢ se puede factorizar como producto de primos.
Esta factorizacion es unica salvo por el orden de los factores.

De acuerdo al teorema anterior, si n es un entero mayor que 1, lo
podemos escribir en la forma

n=mpipz2---pPr

donde pq,ps,- -+ ,p, son primos no necesariamente diferentes. Agru-
pando los primos iguales en la factorizacién de n, lo podemos escribir
en la forma

n=py'py’ e pyt
donde los primos son ahora diferente y los exponentes son enteros po-
sitivos. Esta tultima representacién de n se llama la representacion
natural o canonica de n.
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Ejemplo 1.6.

72=2.2.2.3.3 o 72=2%.3%
3000=2-2-3-5-5-13 o 3900=2%2-3-5%.13

Cuando trabajamos con varios enteros es deseable utilizar los mis-
mos nimeros primos para representarlos y en tal caso aceptamos en la
representacion canénica de un entero, exponentes cero. Asi por ejemplo
escribimos

60 =2%.3.5, 45 =2°.3%.5, 25 =20.3%. 52

donde en todos los casos hemos utilizados los mismos primos 2, 3, 5.

Si la representacién canoénica de un entero es n = pi'py?---p;t,
entonces los divisores positivos de n tienen la forma

d :pillp;lz . _,ptdt
donde 0 < d; < n; para cada i =1,2,--- ,t.

Ejemplo 1.7. Los divisores positivos de 72 = 23 - 32 son

20.3°  2t.3%  22.30 23.30
90 . gl 9l . gl 92 . gl 93 . 31
20.3%  2t.3*  22.37 2%.3
Sid | ayd]|b, decimos que d es un divisor comin de a y
b. Cuando a y b son enteros no ambos iguales a cero, el mayor de

los divisores comunes positivos de a y b se llama el mdxzimo comun
divisor de a y by lo representamos por la notacién (a,b).

Puesto que, si d | a entonces d | (—a), se observa que

(a,b) = (a,—b) = (—a,b) = (—a,—b)

Como ejemplo tenemos

(36,48) = 12, (—60,75) = 15, (—10,—98) = 2
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Sia|myb|m,decimos que m es un mailtiplo comin de a y b.
Cuando a y b son enteros no nulos, el menor de los miltiplos comunes
positivos de a y b, que existe por el principio de buena ordenacion, se
llama el minimo comun mailtiplo de a y b y lo representamos por
la notacién [a, b]. En este caso también tenemos

la,b] = [a, —b] = [—a,b] = [—a, —0]

Por ejemplo,

[36,48] = 144, 60, —75] = 300, [—10, —98] = 490

Es conveniente observar que en matematicas utilizamos a veces la
misma notacion para representar conceptos diferentes, pero el contexto
nos indica con claridad el significado deseado. Por ejemplo, si traba-
jamos con el orden en los nimeros reales, (a,b) representa un intervalo
abierto, pero si trabajamos con numeros enteros, (a,b) representa el
maximo comun divisor de dos enteros.

Una de las consecuencias del Teorema Fundamental de la Aritmética
es que nos proporciona un método rapido para hallar el maximo comun
divisor y el minimo comun miiltiplo de dos enteros. Concretamente
tenemos el siguiente resultado:

Sia=pi'py*---pty b= pljlpgz . -pft con los p; primos y a; > 0,
b; > 0 para todo 7. Entonces,

St

(a,b) =pi'py*---pi" y [a,b] =pi'p3* - p
donde r; = min{a;, b;} y s; = max{a;, b;}.

Ejemplo 1.8. Como 360 = 23-3%-5y 196 = 2% . 72,

Entonces,

(360,196) =22-3°.5°.7° =4 y [360,196] = 2°-3%.5' . 7% = 17662

Los resultados anteriores se extienden de manera similar a cualquier
numero finito de enteros.
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Ejemplo 1.9.
1800 = 23 - 3% .52
1890 =2-3%-5-7
980 =22.5- 72
entonces,

(1800, 1890, 980) = 2' - 3° . 5' . 7° = 10
[1800, 1890, 980] = 2° - 3% - 52 - 7% = 264600

1.7 Numeros racionales e irracionales

Como indicamos en la seccién 1.1 los nimeros racionales son los que

se pueden expresar en la forma b donde p y ¢ son enteros y q # 0.
q

El conjunto QQ de los niimeros racionales contiene como subconjunto al
conjunto Z de todos los enteros, pues cualquier entero n lo podemos

expresar en la forma T es decir como un racional con denominador

igual a 1.

. . . p
Observamos que existen varias expresiones de la forma = que repre-

sentan el mismo ntmero racional, por ejemplo 35§ Caracterizamos

estas expresiones de acuerdo a la siguiente definicién.

,
Definicién 1.7.1. Los nimeros racionales © y—conqg#0ys#0
q "’ s
son iguales cuando ps = rq.
Es decir tenemos:

p_r . ) .
—=—  siysolosi ps=qr.
q s

Si tenemos en cuenta las operaciones con fracciones que mencionamos
en la seccién 1.3, vemos que los nimeros racionales resultan cerrados
para la adicion, la resta, la multiplicacion y la division, ya que en todos
los casos se obtienen fracciones cuyos numeradores y denominadores
son numeros enteros.



1.7. NUMEROS RACIONALES E IRRACIONALES 21

Los numeros reales que no son racionales, los llamamos nimeros
irracionales. Como ejemplo podemos citar v/2,v/3,7 v e.

En general es muy dificil probar que un ntimero real es irracional.
Sin embargo, hay una demostracién facil de que el nimero v/2 es irra-
cional. Hela aqui:

Por el algoritmo de la divisiéon sabemos que todo entero a es par o
impar, es decir puede expresarse en una de las dos formas

2k
a= con k entero
2k +1
y por lo tanto
4k?
a® = con k entero
4k? + 4k + 1

De las igualdades anteriores concluimos que si a? es par entonces a
es par.

Supongamos que v/2 es racional. Luego v/2 = P con Py q enteros.
q

Podemos asumir que p y ¢ no tienen ningin factor comun. Luego
2

2= — osea p? = 2¢?, es decir p? es par y por la observacién preliminar,
p también es par. Podemos escribir p = 2r con r entero. Sustituyendo
este valor en la ecuacién p? = 2¢2%, tenemos 472 = 2¢2%, o ¢ = 2r?, por
consiguiente ¢ es un entero par y ¢ se puede expresar en la forma g = 2s
con s entero. De esta forma hemos llegado a contradecir que los enteros
p vy ¢ no tienen ningiin factor comtin. Por lo tanto nuestra hipdtesis de

que /2 es racional es imposible y en consecuencia v/2 es irracional.

A partir de un nimero irracional dado, podemos construir una in-
finidad de numeros irracionales, pues facilmente se demuestra el si-
guiente resultado:

“Si v es un numero irracional y r es cualquier ntimero racional
. , «
diferente de cero, entonces los nimeros o +r, a« —r, r —a, ar, —, —«
r

1
y — son todos nimeros irracionales.”
Q@



22 CAPITULO 1. LOS NUMEROS REALES

La irracionalidad de cualquiera de estos niimeros se demuestra inme-
diatamente por contradiccion. Por ejemplo, si o + r fuera un nimero
racional, tendriamos o + r = r; con r; racional. Despejando « ten-
driamos o = r; — r que es un numero racional, pues la diferencia de
dos numeros racionales es un ntimero racional. Esto contradice que «
es irracional. Por lo tanto v 4+ 7 no puede ser un ntimero racional.

Ejemplo 1.10. Todos los siguientes niimeros son irracionales

1 5 1 8 — 5v/2
V2, 3+V2, —, ZV2, ——— —Vo-—17, ——*°
V2T 3+12 7

El ejemplo siguiente nos muestra que los nimeros irracionales no son
cerrados para la adicién, la resta, la multiplicacion y la division, es decir
hay casos en que estas operaciones aplicadas a ntmeros irracionales
producen como resultado un niimero racional.

Ejemplo 1.11.

o (V2+5)+(2-V2) =7
e V2-v2=0
e (5+v2)(5-v2)=23

=1

SlS

1.8 Expresiones decimales

Dado que todo niimero racional es el cociente de dos enteros, efectuando
una division ordinaria lo podemos representar mediante una expresion
decimal. Estas representaciones o bien son finitas, como en el caso de

1 35
R — =1
;=05 y T =437

o bien se repiten en ciclos regulares indefinidamente como en el caso de

27

10
1= 2,454545... y - = 1,428571428571 . ..
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Cuando en una expresion decimal hay un ciclo de cifras que se
repiten indefinidamente, decimos que el decimal es periddico. Lla-
mamos periodo al conjunto de cifras que forman el ciclo que se repite
y para representar el nimero sin ambigiiedades trazamos una barra so-
bre este ciclo. Todo decimal finito puede considerarse como un decimal
periddico donde la cifra que se repite es el cero. Usando estas notaciones
tenemos;

1 _

= =0,50

2 b

35 _
22 = 4,3750

8 )
20"
2 =275
-

1 -
70 = 1,428571

Hemos visto que todo nimero racional se puede representar como
una expresion decimal periédica. También es cierto que toda expre-
sion decimal periddica representa un ntmero racional. Los siguientes
ejemplos nos muestran como encontrar el racional representado por una
expresion decimal.

Ejemplo 1.12. Hallemos el nimero racional representado por z = 5, 2.
Tenemos

r=25,2
10z = 52,2, luego
Or — 47
47

En el siguiente ejemplo, el periodo contiene méas de un digito
Ejemplo 1.13. Hallemos el nimero racional representado por

x = 4,35. Tenemos

r=4,35
100z = 435,35 luego
909 — 431 y
431
I =

99
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El caso mas general se presenta en el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.14. Hallemos el niimero racional representado por
r = 2,18512.
Tenemos

y = 1002 = 218,512

y luego procedemos con y, como en el ejemplo anterior. Es decir

1000y = 218512, 512
999y — 218294
218204
Y= 999
y 218294

=100 t = = )
y como y x entonces x 100 = 99900

En el desarrollo de los ejemplos anteriores, se multiplicé el niimero
x por ciertas potencias de 10. Estas potencias no se eligieron al azar,
sino que se escogieron cuidadosamente, de tal forma que los ntimeros
10"z tuvieran la misma parte decimal que x. De esta forma, al efectuar
las restas 10"x — x se obtuvieron niimeros enteros a partir de los cuales
se despejo el nimero racional z.

La discusién anterior nos muestra que el conjunto de los nimeros
racionales es idéntico con el conjunto de los decimales periédicos. En
consecuencia, el conjunto de los nimeros irracionales esta constituido
por todos los decimales no periddicos. Como ejemplos de un decimales
no periédicos, podemos citar las expresiones

0,202002000200002 - -- 'y 3,124701001000100001 - - -

donde el nimero de ceros que preceden a 2 o a 1 va aumentando cada
vez.

Sea r = ag,aias - - - a, una expresion decimal finita. Multiplicando
por 10" tenemos
n
10" = agaqas - - - a,

O Sea
10"z = a010" “+ ay 10”71 -+ a210n72 +---4a,
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Despejando x obtenemos el niimero racional

T ...
"0 T 102 107

Por lo tanto, x satisface las siguientes relaciones

ag < x <ag+1

a a; +1
a0+E<x<a0+ 10
a; as ap ax+1
a0+1—0+1—()2<x<a0+ﬁ+ 102
a Qs Ap—1 a a9 an_1+1
CLO—FE—Fl—OQ‘i“"—FlOn_I<Z‘<CL0+E—|—1—02+"' W
a a2 n
o+10+1—02—|—--+1—0n—x

Similarmente, si x = ag, ajasas--- es un nimero real positivo que

tiene una expansion decimal infinita, entonces el niimero = esta locali-

zado sobre la recta numérica de tal forma que satisface las siguientes
desigualdades

ag < x <ag+1

LU g it
Q, — i Q,
T 0 10
Ly e e et
Qa, — — X Qa —
T 10 " 102 T 90 " 102
ax Qs as ai a9 as+ 1
Wttt ST ST T e T s

Observamos que la representacién decimal esta asociada con la di-
visiéon de un intervalo unidad en 10 partes iguales, la divisién de cada
una de estas subdivisiones en 10 partes iguales y asi sucesivamente.
Si por ejemplo consideramos el nimero decimal z = 0,3 = 0,3333 - - -
tenemos las graficas siguientes:
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o0 L =2z 3 4 5 6 1 8 5
1 1 10 10 10 10 10 10 10
Figura 1.8.
y ampliando
T 3 3| - 3| 4 T 3 T 6 T 3 T 8 T
3 0T 70 10 TT0 10T 706 10T 100 4
10 10
Figura 1.9.

Nota. Al comienzo de esta secciéon vimos que todo decimal finito se
puede expresar como un decimal periddico, donde la cifra que se repite
indefinidamente es el cero, por ejemplo:

—=0,5=0,50

OO|$M|H

= 4,375 = 4, 3750.

Sorprendentemente, hay otra manera menos trivial de representar un
decimal finito como un decimal periddico. Esta forma consiste en dis-
minuir en una unidad el dltimo digito no nulo de la representacién
decimal que termina con ceros y agregar una sucesién infinita de 9.
Aplicando esta instrucciéon tenemos:

=0,5=0,40

°°|gw|»~

= 4,375 = 4, 3749.

Las siguientes consideraciones nos muestran por qué este método es
valido:

Supongamos que x = 0,9999... = 0,9. Procediendo como en el
ejemplo 1.12 obtenemos que x = 1, es decir, tenemos que

1=0,9999...=0,9
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Entonces

0,1 =0,09999...=0,00
0,01 = 0,009999 ... = 0,000
0,001 = 0,0009999 ... = 0,0009

Por lo tanto

=0,5=0,4+0,1=0,4+0,09 =0,49

oo|gl\3|+~

= 4,375 = 4,374 + 0,001 = 4,374 + 0,0009 = 4, 3749.

1.9 Densidad de los niimeros racionales e
irracionales en R

Yy ,
esta com-

, . . X
Dados dos ntimeros reales diferentes x y y, su promedio

prendido entre x y y. Por lo tanto, entre dos nimeros reales sin impor-
tar lo cercano que se encuentren, hay una infinidad de ntimeros reales.
Esto implica que dado un nimero real cualquiera x no tienen sentido
expresiones tales como “el nimero real siguiente a 2”0 “el niimero real
anterior a z”.

Usando nuestra caracterizaciéon de los nimeros reales como expre-
siones decimales, podemos refinar el resultado anterior y establecer los
siguientes resultados:

Resultado 1. Entre dos nimeros reales diferentes hay un niimero
racional, y por lo tanto hay infinitos ntimeros racionales entre ellos.

Resultado 2. Entre dos ntimeros reales diferentes hay un ntimero
irracional, y por lo tanto hay infinitos niimeros irracionales entre ellos.

Los resultados 1 y 2 se describen en lenguaje matematico diciendo,
respectivamente, que el conjunto de los niimeros racionales es denso
en el conjunto de los niimeros reales y que el conjunto de los niimeros
irracionales es denso en el conjunto de los nimeros reales.
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Ejemplo 1.15. Construyamos dos nimeros racionales y dos niimeros
irracionales entre x = 1,24 y y = 1, 2401.

Usando expresiones decimales peridédicas tenemos que
a = 1,24005 y b =1,24003
son dos numeros racionales entre z y y.
Usando expresiones decimales no periddicas tenemos que

t = 1,24002000200002 - -- vy s = 1,2400201001000100001 - - -

son dos numeros irracionales entre x y y.

1.10 Numeros complejos

Ningtin nimero real es solucién de la ecuacién 22 + 1 = 0. La solucién
de esta ecuacion se halla en el conjunto C de los nimeros complejos,
el cual contiene tanto R como los nimeros cuyo cuadrado es negativo.
La unidad imaginaria es i = /—1.

Puesto que R C C e i € C y se espera operar elementos de C con
una suma y un producto como sucede en R, el conjunto C debe contener
los productos de la forma bi para b € R, y las sumas a + bi, donde a y
b son nimeros reales. En efecto tenemos que:

C={a+bi : a,bcR, i*=-1}

Definiciéon 1.10.1. Los reales a y b son, respectivamente, la parte
real y la parte imaginaria del nimero complejo a+bi. Si b # 0, un
numero a+bi es un complejo no real y si, ademas, a = 0, el nimero
(es decir bi) es un imaginario puro.

Note que un nimero real a tiene la forma a + bi con b = 0.
Ejemplo 1.16.

3
1. La parte real de 2 + %i es 2 y su parte imaginaria es 1

2. La parte imaginaria de 4 — 5¢ es —5.

3. La parte real de m + ¢ es 7.
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4. 2+ 3i, 4 — 5i, ™+ ¢ son complejos, no reales.

5. 61, \/ii, —%, T son imaginarios puros.

La tgualdad de nimeros complejos se define asi:

a+bi=c+di siysblosi a=cyb=d

(Esto es, dos complejos son iguales si y s6lo si sus partes reales son
iguales y sus partes imaginarias son iguales)

Las operaciones de suma y producto se definen haciendo uso de las
operaciones de nimeros reales y teniendo en cuenta que 12 = —1. Asi
tenemos:

Suma: (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
Producto: (a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

Ejemplo 1.17.

1. (a) a+3i=4+3isiysblosia=4.
(b) a+bi=—6siysélosia=—6yb=0.
(c¢) No existe un real a para el cual 3+ 6i = a+¢ y no existe un

1
real b para el cual 3 + 71 = bi.

2. (a) (4—6i)+(5+7)=(A+5)+(—6+T7)i=9+1i=9+i

(b) (9—3i)+37=(9+37) — 3i = 3(3+ m) — 3i. La parte real
de este complejo es el nimero real 3(3 + 7).

3 (a) (1 + ;) (—% +9¢> _ (—% _ 3—76) + (9— %z)

(b) a+bi+0=a+bi
(c) 3i(8 — 3i) = 9 + 24i
14

7
—2(1042i) = 14— —
(d) 5(0 i) 7
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(f) (a+bi)l =a+bi

(g) i? = —1, #® = —i, i* = 1. En general, si n es un nimero
entero, n puede ser divido por 4 y en ese caso se obtienen un
cociente b y un residuo r tales que 0 <r <4yn=4b+r.

Entonces " = 47 = (i4)%" = "

La suma y el producto de nimeros complejos cumplen las condi-
ciones de cuerpo o de campo que cumplen la suma y el producto de
numeros reales (es decir, las propiedades P.1 a P.6 de la seccién 1.2,
se cumplen si se supone que los elementos son nimeros complejos).
Hablamos entonces del cuerpo o campo de los nimeros comple-
jos. La verificacion de casi todas las propiedades es rutinaria. Nos
detendremos en la que no lo es: la existencia de inversos.

Un ntimero complejo y posee inverso para la suma pues si y = a+b:
y 2z = —a — bi entonces z es el inverso de y. En efecto,

y+z=(a+bi)+(—a—bi)=(a—a)+(b—0)i=0

Comprobaremos la existencia de inversos para el producto después
de introducir otros conceptos.

Note que —a — bi = (—1)(a + bi). Este complejo se denota por
—(a + bi).

La resta se define asi: si v y v son nimeros complejos,

u—v=u+(—v)



1.10. NUMEROS COMPLEJOS 31

Mas explicitamente,
(c+di) — (a+bi) = (c+di) + (—a —bi) = (c—a) + (d — b)i

Ejemplo 1.18.

1. (7T+6i) — (6 —3i) = (7T—6) + (6 — (—3))i = 1+ 9

2. Si z es un nimero complejo tal que (% — 42') + 2z = 24 31, entonces
z=(2+3i) — (3 —4i), es decir, z = 5 + Ti

3. <7+71)—<7—71):\/§2

El conjugado de un ntimero complejo z = a + bi, denotado por z
se define asi: Z=a —bi (0 a + bi = a — bi)

Ejemplo 1.19.

2. Si z € Cy z = Z entonces z es un numero real. Para probarlo,
supongamos que z = a+bi. Como z = Z, es decir, a+ bt = a — b,
entonces b = —b, lo cual implica que b = 0 y, en consecuencia,
z2=a+0=a€R.

3. (a) (a+bi)+ (a+bi) = (a+bi)+ (a—bi) =2a

(b) (a+ bi) — (a+ bi) = 2bi

(¢) (a+bi){aTbi) = (a-+bi)(a—bi) = (a® — b(—b)) + (a(—b) +
ab)i = a* + b?

(d) a+bi=a—-bi=a+bi
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En el tercer ejemplo tenemos la comprobacién de las siguientes
propiedades referentes al conjugado Z de z, un nimero complejo.

1. z+Z = 2R(2), donde R(z) denota la parte real de z. Asi z +Z
es un numero real.

2. z—7Z =2I(z)i, donde I(z) es la parte imaginaria de z. Asi, z—Z
es 0 o un numero imaginario puro.

3. 2z = R(2)* + I(2)*. Este es un ntimero real positivo o cero. Es
cero si y solo si z = 0.

4. z =7, siy sblo si z es un nimero real.

1. El médulo del nimero complejo z se denota |z| y se define asf:
|z| = v/2Z (la raiz cuadrada positiva del nimero real 2%).

Con estos elementos verificamos las existencia de inversos para el
producto de nimeros complejos (propiedad 6 en la seccién 1.2 en

el caso complejo). Esa propiedad dice que dado z € C, z # 0,
z z

existe w € C tal que zw = 1. Tomando w = — = — tenemos:
2z |22
z 2z |z
122 2] [2]?

J2f*

1 . : ,
o —. Explicitamente, si z = a + bi, entonces
z

Se

Asi el inverso multiplicativo de z para el producto es

denota por z7*

1 a b ;
a2+ a2+ b2

2. La divisién de nimeros complejos se define asi: si w y z, son
nimeros complejos y z # 0
w 1 1 z wz

2T TURP TP

Maés explicitamente,

c+di (c+di)(a—bi) ca+db da—cb,

a+bi  (a+0bi)(a—bi) a®+ b2 +a2+b2Z
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Ejemplo 1.20.

1. (a) |—4+i| = /(42 + 12 =17

(b) Ji| =1
(c) |1| =1, | —3| = 3, mds generalmente, si z es un nimero real
entonces z = a € R y el médulo de z es |2 = Va2 = |al,

es decir, el médulo de un nimero real es igual a su valor
absoluto (seccién 1.5).

1 2—3 2—3 2 3
2. 24 30)"L = — — - _ 2
() 430 =y ~ G sye—3) 4+9 13 13
1 —1
b ‘71:—: = 7
b) ==y =
1
(c) Siz=a€R,a#0, 27 =—- == es decir es el inverso de

a para el producto de niimeros reales.

A46i (A+6i)(1+2) -8+14i 8 14

—_ — _ —

1-2 (1-2i)(1+2)  1+4 575

A VT-5i  (VT-5i)(=3i) —15-3V7i 15 3WJT.
T 3% T Bh(=3) 9 -9 9 ' T

7,
3

°
3

Otras propiedades del conjugado se refieren a su comportamiento en
relacion con las operaciones entre niimeros complejos. A continuacién
enunciamos esas propiedades:

Sivy,z, 21, 29,...,%, son nimeros complejos arbitrarios entonces

1. y+2 =7 +7Z o, mas generalmente, 2; + 29 + -+ + 2, = 21 + 23 +

3. Yz =Yy Z o, mas generalmente, zy2 - - 2, = 21 22 2n,
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Ejemplo 1.21.

1. (24+3i)+(4—i)=6+20=6—21

2+ 3i+4—i=(2-3)4+(4+i)=6—2i

2. (14 (—1—i)=2=2

(—1+14) (1 —4) = (-1 —i)(~1+17) =2

- TR0 G-

I=7i _A+Ti_ (4+4Ti)(=20) _ 4-8 T
= 2 @2 1 2 “
Taller 1

1. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero
o falso. En cada caso justificar su respuesta.

(a) Todo nimero entero es un nimero racional.
(b) 0 es a la vez un nimero racional y un nimero irracional.

(c) Para todo nimero real x las expresiones: “El triple de z,
mas 5”7y “El triple de x méas 5”son iguales.

1
(d) El reciproco de — es a.
a

(e) Siay bson numeros reales tales que ab = 0 entonces a = 0
y b=0.

(f) El opuesto del opuesto de —/T es V7.

(g) Siy%wa#O,entoncesg%—i: $+Z.
Yy o ow  ytw

3 1
(h) Para todo ntimero real a se tiene que 531 E =&

(i) Si z # 0 entonces xl—y = -+ =.
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El conjunto {1,0,—1} es cerrado para la adicién y para la
multiplicacion.

Para todo ntimero real a # 0 se tiene que a® > 0.
Si a y b son nimeros reales tales que a®> = b* entonces a = b.

Hay ma&s ntimeros enteros positivos que multiplos positivos

de 5.

2. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero
o falso. En cada caso justificar su respuesta.

Fl 5% del 10% de un ntimero es el 2% del niimero.

La suma de dos ntimeros positivos y un niimero negativo es
un numero positivo.

Para todo ntimero real = se tiene que —(—z) = (—1)(—z).
Para todo ntimero real x, el nimero —x es negativo.

Si en un producto de nimeros hay mas factores negativos
que positivos, el resultado es un nimero negativo.

Si a,b y ¢ son numeros reales tales que a < by —c > 0
entonces bc < ac.

1
Si z y y son positivos y z > y entonces — > —.
z Yy
1 )
Si— < entonces ¢ + 1 < z~.
r T+
S 1< <1 t 3< <
1—— <z < < entonces —— <z < —.
2 2 2

Si « y y son ntimeros reales tales que x < y entonces % < 3.

Si x,y,z y w son numeros reales tales que r < yy z < w,
entonces r — 2z < Yy — w.

Si x y y son nimeros reales tales que x > 0y y < 0 entonces
xy~1 > 0.

3. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero
o falso. En cada caso justificar su respuesta.

(a)
(b)
(c)

1 es un divisor de 0 y 0 es un divisor de 1.
Si ab es un entero par entonces a y b son enteros pares.

Si 2 es un numero irracional, entonces y/r es un nimero
irracional.
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Si z,y y z son enteros tales que z|yz, entonces x|y o z|z.
El menor multiplo de 12 mayor que —300 es —260.

Todo entero impar se puede escribir en la forma 2n + 7 para
algin n entero.

Si z es un entero impar, entonces 22 — 1 es divisible por 8.

El conjunto de los nuimeros irracionales es cerrado para la
adicién y la multiplicacién.
El inverso de un nimero irracional es un nimero irracional.

Existen enteros x y y con y # 0, tales que v —y = 175, el
cociente obtenido al dividir z por y es 15 y el residuo 7.

La forma decimal de un nimero racional se obtiene dividien-
do el numerador por el denominador y se conoce completa-
mente cuando se repite el primer residuo.

4. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero
o falso. En cada caso justificar su respuesta.

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

V5(1/2 — 1) es un niimero irracional.

Existen infinitos nimeros racionales entre 0.9 y 1.
Si|x—7] =2 entonces x = 9.

Para todo nimero real x se tiene que |2z +5| =2 |z |+5.
Siz < —lentonces |z |+ |ax+1|+|z—-2][=3x+1

Existe un entero que al dividirlo por 3 deja residuo 2 y al
dividirlo por 5 deja residuo 3.

Si g no es divisible por 3, el niimero racional positivo P tiene
una expansion decimal finita.

El ntimero racional positivo P tiene una expansion decimal
finita si y solo si los tnicos divisores primos de ¢ son 2 y 5.
V3-2[+] =3 |-]4-V3|=2V3-09.

Existen expresiones decimales infinitas no periédicas que
representan nimeros racionales.

La expresion decimal 5.331333133331333331 ... representa
un numero irracional.

Si =5 <xz+1<3entonces | z+1]|<3.
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5. (a)

()
(2)

Encuentre 3 nimeros racionales y 3 nimeros irracionales en-
tre 3.14592 y 7. (Nota: 7 = 3.145926. . .).

Cudntos n irracionales hay ent L,
j uantos numeros 1rracionales hay entre —— — !
& ¥ 100 ¥ 99

Escribir los ntimeros racionales 5.2, 23.14 y 2.532 en la forma
p

q

. Qué significado tiene cada una de las siguientes expresiones
01 O

TRy =7

170" 0

Ordenar de mayor a menor cada uno de los siguientes nimeros
y representarlos sobre la recta numérica.

2
—271 V3 —: T 21 =103

02 —3.13 0.0002 x 10> —7 0.2 x 10?
Descomponer en producto de primos y hallar todos los divi-
sores de 2340, 26208 y 45747.

Hallar todos los valores de a v b tales que 3?2° divida a 3780
y todos los valores de a tales que 22345911 divida a 5940.

6. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero
o falso. En cada caso justificar su respuesta.

(a)
(b)

Todo nimero real es también un ntimero complejo.

Si el conjugado de un nimero complejo es igual al opuesto
del ntimero, entonces el niimero es un imaginario puro.

Si el producto de dos niimeros complejos es un nimero real
, entonces los dos niimeros son reales.

(7T+9i) — (8 —4i) = — 1+ 5.
—(=3+5i) — (6 —7i) = =3+ 2i.
(5 + 44)(3 — 104) = —25 — 38i.

T—4i  -16 1.
“4+3i 25 5"
=5+ 8i = |5 — 8i|.
(44 5i)? = 64 — 125i.
38— .
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(1) Existen numeros reales x y y tales que 3z + 5 = (2y — 6)i.

x — 2
(m) Existe un nimero real x tal que - =1+ 4.
2z +1
n) Para todo nimero complejo |z| = |Z].
o) Existen niimeros complejos z tales que 27 = 22

245> 0.

)
)
(n)
(o)
(p)
(a)

q) Para todo niimero complejo z se tiene que z? > 0.



Capitulo 2

Fundamentos de algebra

2.1 Expresiones algebraicas

Llamamos wvartable a una letra o simbolo que representa cualquier
elemento de un conjunto determinado. Llamamos constante a un
elemento fijo del conjunto considerado. Si tal conjunto es el conjunto R
de los niimeros reales, las variables y las constantes representan niimeros
reales.

Usualmente representamos las variables por las ultimas letras del
alfabeto, x,y, z, w. En algunos casos representamos las constantes por
las primeras letras del alfabeto, a,b,c,d. En estos casos los simbolos
a, b, etc representan elementos fijos pero arbitrarios del conjunto con-
siderado.

Ejemplo 2.1.

a) En la expresion
20 +dx — 7

la letra = es una variable y los nimeros 2,4 y 7 son constantes.

b) En la expresion
ar +0b

x es una variable y a y b son constantes.

39
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Llamamos expresiones algebraicas a las constantes, las varia-
bles o las combinaciones de constantes y variables obtenidas mediante
las operaciones de suma, resta, multiplicacion, division, elevacion a po-
tencias y extraccion de raices.

Ejemplo 2.2. Las siguientes son algunas expresiones algebraicas:

5 2%, 3ay®, (6ry—2y)dbz®, —3xy+Tr+2y—S8,

2z 4+ 3 v+ 2y

= v 9,75 _g,-1)i VT 2Y
x?2 —5x—6’ (22 2 x — 3z

En una expresion algebraica, cada una de las partes separadas por
medio de un signo de suma o de resta, se llama un término.

Ejemplo 2.3. En la expresion

2 +1
5x2y—354_5+\/xy—6+7

2 1
los términos son 5z2y, %, Vey—6y 7.
y —
. 2z +1
Observamos que expresiones tales como 30_% y v/xy — 6 se con-
y —

sideran como un solo término.

Si un término consiste de un producto de dos o mas factores, decimos
que cada factor es el coeficiente del producto de los otros factores.
Por ejemplo en el término 722y, 7 es el coeficiente de z%y, Ta? es el
coeficiente de y, y Ty es el coeficiente de z2. Si un coeficiente es un
nimero, lo llamamos el coeficiente numérico. En el término anterior
722y, 7 es el coeficiente numérico.

Si una expresion algebraica consiste de un solo término, la llamamos
un monomio, si consiste de dos términos la llamamos un binomzo, si
consiste de tres términos la llamamos un trinomszo y asi sucesivamente.

Asumiendo que las variables y las expresiones representan nimeros
reales, tenemos que poner condiciones sobre los valores que pueden
tomar estas. Asi por ejemplo:
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42% — 323 + 622 — 3 representa un ntimero real, cualquiera que sea
el valor que toma z. La expresién 3y° + 2y® + = representa un nimero
Y

real siempre que y sea diferente de 0.

8

2 42
VI +y
6x2y—|—£2

S vt
VT

Al reemplazar en una expresiéon las variables, por valores que ellas
puedan tomar, se obtiene un ntimero real que es el valor de la expresion
en esos numeros. Asi por ejemplo:

representa un numero real si x +y > 0. La expresién

representa un nimero real six #0y 1 — xy # 0.

El valor de 42° — 323 +622 —3 en z = 0 es 4(0)°—3(0)3+6(0)>—3 = —3.

[\

2 22 _12
Tty enxr =2,y=—1es )

El valor de —_——
VI +y 2+ (-1

= 5.

Vamos ahora a enfocar nuestra atencion sobre algunas de las opera-
ciones que se utilizan para formar expresiones algebraicas.

2.2 Exponentes enteros positivos

En nuestros ejemplos de expresiones algebraicas, hemos utilizado sim-
bolos tales como z® y a®. Un simbolo como z? representa el producto
x - x, similarmente a® representa el producto a - a - a. En general es-
tablecemos la siguiente definicion.

Definicién 2.2.1. Si a es un nimero real arbitrario y n es un entero
positivo, definimos a™ como el producto de n factores iguales al nimero
a. Es decir,

a'=ga-a-a---q

n factores de a

En el simbolo a™, a se llama la base y n el exponente o la poten-
cta. También dectimos que a™ es a elevado a la potencia n.
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Ejemplo 2.4. Para ilustrar la definicion anterior tenemos:

©21=2.2.2.2=16

(-0 () 0 -

A partir de la definiciéon 2.2.1 podemos comprobar las siguientes
propiedades bésicas que satisfacen los exponentes enteros positivos. Si
a y b son numeros reales arbitrarios y m y n son enteros positivos,
entonces tenemos:

aman o am+n
(am>n ___mn
(&b)n — nbn

El siguiente razonamiento es una justificaciéon de la primera de las
propiedades mencionadas.

aman:\a.a.a...@.g.a.a...@: a-a-a---aq
~~ ~~ \_V_/
m factores de a n factores de a m + n factores de a

Se pueden hacer justificaciones similares para comprobar las otras
dos propiedades.

Ejemplo 2.5.

o 52.5% = 5213 — 55 — 3125
o (22)% =224 = 28 — 256
e (3-57=32.52=9.25=225

o (ab)? = a®b?
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2.3 Exponentes enteros

La definicion de a™ se puede extender al caso de exponente cero y
exponentes negativos de acuerdo con la siguiente definicién.

Definicién 2.3.1. Si a es un numero real con a # 0, definimos

=1
1
a"t=—
a’I’L
donde n es un entero positivo.
Ejemplo 2.6.
1 1
T3=2=-—"—
* 7 343
1 1
—4)70 = = —
A v R T
o 50 =1

e (2+3)0=1

Estamos en capacidad de demostrar las principales propiedades de
los exponentes, cuando estos son enteros arbitrarios. Estas propiedades
se conocen con el nombre de leyes de los exponentes y son las siguientes.

Leyes de los exponentes. Si a,b son nimeros reales diferentes de
cero, y m, n son enteros arbitrarios entonces,

1. a™a

2. (a™)" =a™

a\"”™ a
NOR

b b
5. 9 g

an
A
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Generalmente usamos exponentes no negativos, en consecuencia em-
pleamos la propiedad (5) si m > n y la propiedad (6) si m < n.
Las propiedades anteriores se extienden de manera natural al caso en
que intervienen varios enteros o varios factores. Por ejemplo, tenemos
(abc)" = a™b"c", a™aaP = a™ TP ete.

Ejemplo 2.7. Si las letras representan niimeros diferentes de cero te-
nemos:

b2bf$b5 — b2+3+5 — le

° (x2y_3z4)2 — (1‘2)2(y_3)2<24>2 — 174y_628

37

3

(@)3 _ (5a)®  5%% 1254
=) = -

=370 =3"=9

63 63 216

Observamos que entre las leyes de los exponentes no figuran las
siguientes férmulas incorrectas si el exponente n # 1.

(a+b)"=a"+ 0"
(a—b)" =a" —b".
Cuando n = 2 las formulas correctas son:

(a+b)?* =a*+2ab+b?
(a —b)* = a* — 2ab + b

2.4 Exponentes racionales

Vamos a extender nuestra definicion del simbolo a™ al caso en que el ex-
ponente es un numero racional. Para empezar necesitamos la siguiente
definicion.
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Definicién 2.4.1. Sea n un entero positivo mayor que 1, y a un nimero
real. St r es un numero real que satisface la ecuacion r™ = a, decimos
que r es una raiz n-ésima de a.

Ejemplo 2.8.

e 3y —3 son rafces cuadradas de 9, pues 32 =9y (—3)? = 9.
e 2 es una rafz cibica de 8, puesto que 23 = 8.

e —3 es una raiz cibica de —27, puesto que (—3)* = —27.

Se puede demostrar que todo numero real diferente de cero tiene
exactamente n raices n-ésimas, aunque la mayoria de ellas son niimeros
complejos. Entre las raices n-ésimas de un nimero real a, vamos a
elegir una de ellas como la raiz n-ésitma principal, esta raiz la re-
presentamos por el simbolo {/a y la definimos como sigue:

Definicién 2.4.2. Sea n un entero positivo mayor que 1 y a un niumero
real. Fstablecemos que

1. Sia >0, {/a es la raiz n-ésima positiva de a.

Sia <0 yn esimpar, /a es la raiz n-ésima negativa de a.

Sia=0, /a=0.

Sia <0 yn espar, /a no la definimos, pues en este caso no
existe ningun numero real v tal que r™ = a.

El simbolo {/a se llama un radical, el niimero a es el radicando
y el nimero n es el indice del radical. Cuando n = 2 en lugar de ¥a
escribimos simplemente /a.

Ejemplo 2.9.
e V/25=5
o J/—64=—-4
-1 _ 1
32 2

e =9y v/—T72 no son nimeros reales.
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Recalcamos que {/a no existe solo en el caso en que a es negativo y
n es par.

Nuestro interés es no solo definir a” cuando n es un niimero racional,
sino hacerlo de tal forma que se sigan cumpliendo las leyes de los ex-

ponentes. Si n = — donde ¢ es un entero positivo, y deseamos que se

q
cumpla la ley (1) debemos tener que

1 1 1
gq.aq.aq ..... an:a

Q=

q factores de a

1 .
lo cual nos indica que debemos definir a« como una raiz ¢-ésima de a.
En consecuencia establecemos la siguiente definicion.

Definiciéon 2.4.3. Sea q un entero positivo mayor que 1 y a un nimero
real tal que /a exista. Establecemos que

ai = /a
Ejemplo 2.10.
o 25 = /2.

e (—32)

(S
I
o
|
w
[\]
I
|
[\

e (—16)7 no existe porque +/—16 no es un nimero real.

Sin — p o
inm = - con py q enteros positivos, y deseamos que se cumpla la

ley (2) de los exponentes, debemos tener que

En consecuencia debemos establecer la siguiente definicién.

Definicién 2.4.4. Sea Poun numero racional donde p y q son enteros
q
positivos diferentes, y sea a un nimero real tal que a ezista. Estable-

cemos que



2.4. EXPONENTES RACIONALES 47

De las definiciones anteriores y las leyes de los exponentes podemos
deducir facilmente que si a9 existe entonces, también as es la raiz ¢-
ésima principal de a”, es decir, tenemos que

at = VP = (@)

Q=

Finalmente extendemos nuestra definicién de a™ al caso en que n es

un numero racional negativo.

Definicién 2.4.5. Sea P un nimero racional con p y q enteros positivos
q
diferentes, y sea a un nimero tal que /a exista. Establecemos que

Ejemplo 2.11.

o 275 = (V27)2=32=9

Se puede demostrar que las leyes de los exponentes (1) a (6) son
validas para exponentes racionales siempre y cuando que a y b
sean numeros positivos. Cuando a y b son negativos algunas de las

leyes (1) a (6) no se cumplen.

Ejemplo 2.12.

Observamos que

Luego la propiedad

no se cumple en este caso.
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&) -6)

pero

—~
|
(@
SN—
IS

no se cumple en este caso.

Para evitar este tipo de problemas, en adelante, cuando trabaje-
mos con exponentes solo consideraremos bases positivas.

2.5 Radicales

En algunas ocasiones es mas ventajoso expresar las cantidades en térmi-
nos de radicales que en términos de exponentes racionales. Las leyes de
los radicales se siguen inmediatamente de las leyes de los exponentes.
Si m y m son enteros positivos y a y b son nimeros reales positivos,
entonces:

1. Vab= {/a/b

3
S
S

3
IS

n

o

SR
g
S

3. X/ a= "a

Ejemplo 2.13.

e V180 = v/36 - 5 = /365 = 65

.[250 _ V250 _ V125-2 V12592  5V2
27 Y27 3 3 3

o VBl=VV8l=19
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e Si z es un numero real, entonces vVa? = |z| (;Por qué?).

Al simplificar un radical, lo hacemos de tal forma que no existan
potencias n-ésimas de radicales cuyo indice es n, no se tengan fracciones
bajo el signo de radical y los radicales tengan el indice méas pequeno
posible.

Ejemplo 2.14.

o /4826y° = {/(16x%y8)(322y) = +/16x%y8 /322y = 22y%{/322y
. 3&2%_%€/§:,3/xy

R T T T

En la simplificacion de radicales generalmente es mas facil trabajar-
los como exponentes racionales.

Ejemplo 2.15.

4/ 256a%b* 28a2b* g 22q3b  4baz c»  4dbaic:  4b
5 pry B pry 1 g 1 . _l pry = — ac
C C c2 c2 c2 & C

Para terminar, queremos senalar un error muy frecuente en el uso
de los radicales. Este error consiste en creer que se tiene la siguiente

formula tncorrecta
Vatb= Vat Vb

Ejemplo 2.16.

e VO+16 # vV9+ 16, pues VI+ 16 = v25 =5y V9 + /16 =

3+4=T.
o /43— 23 £ /43 — /23, pues /43 — 23 = /56 y V43 — /23 =
4—2=2.

2.6 Raices cuadradas de numeros reales
negativos

Recordamos que en la seccion 1.10 definimos el nimero complejo ¢ como
1 = v/—1. ;Qué podemos decir acerca de las raices cuadradas de los
numeros reales negativos en general?
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Consideremos ahora un ntimero real negativo. Este puede escribirse
en la forma —a donde a es un niimero real positivo. Tenemos:

(iva)’ = (iva)(iva) = *(Va)* = (~1)a= —a

y, similarmente,

(—iva) = -

Por lo tanto, los niimeros complejos iy/a e —iy/a son raices cuadradas
del nimero negativo —a. Escogemos al nimero iy/a = \/ai como la
raiz cuadrada principal del niimero negativo —a y lo representamos por
v/—a, es decir establecemos formalmente la siguiente definicién.

Definicién 2.6.1. Si a es un numero real positivo, la raiz cuadrada
principal del nimero real negativo —a, la representamos por /—a y la

definimos como
V—a =iva = ai.

Ejemplo 2.17.

e V/—36 = i\v/36 = /36i = 6i.
e 5+ /=16 =5+ 16i = 5 + 4i.

44VT8 4+ VEi 4422
. +2 _ +2\m: +2\m:2+\/§¢.

Ejemplo 2.18. /—5v/=5 = (v/5i)(v/5i) = i*(v/5)? = (—1)5 = —5.
Por lo tanto, —5 = v/—5v/—5 #/(— =v25=5 y tenemos

un nuevo ejemplo que nos muestra que las propledades de los expo-
nentes y radicales no siempre son validas si los nimeros considerados
no son positivos.

Ejemplo 2.19.

(V18 + vV=9)(V2 — vV=6) = (V18 + V9i) (V2 — V6i)

(
(V18 + 30) (V2 — V6i)
(
= (

V182 + 3V6) + (—V18V6 + 3V2)i
6+ 3v6) + (—6V3 + 3v2)i
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2.7 Definicion de polinomios

Una expresion algebraica obtenida mediante las operaciones de suma,
resta y multiplicacion sobre las constantes y variables, se llama un
polinomio.

Ejemplo 2.20.

o 52 — 322+ 62+ 8y 27 + 22* — 322 — v/3x son polinomios en una
variable.

o 3zy’— %xy—i—x —V/2 y V52Py? —32%y? +4xy—8y+1 son polinomios
en dos variables.

Observamos que los tinicos exponentes que aparecen en las variables
son enteros positivos. Los exponentes negativos y fraccionarios estan
excluidos. Sin embargo, los coeficientes numéricos son nimeros reales
arbitrarios o elementos arbitrarios del dominio en consideracion.

Llamamos grado de una variable en un término de un polinomio
al exponente que tiene la variable en el término. Por ejemplo en el
término 3zy?, el grado de x es 4 y el grado de y es 3. El grado de
un término en dos o mas variables es la suma de los grados de las
variables que aparecen en el término. Por ejemplo, el grado del término
en dos variables 3z%y3 es 7. El grado de un polinomio en ciertas
variables es el mayor de los grados de esas variables en los términos del
polinomio.

Ejemplo 2.21.

o 725 — 223 + 3z 4+ 1 es un polinomio de grado 5 en .

o 413y? — by + xty? + 2y es un polinomio de grado 4 en x, grado
3eny,ydegrado 6 en x e y.

Los polinomios que estudiaremos mas detalladamente son los poli-
nomios en una sola variable, variable que representaremos por x. Un
polinomio en x con coeficientes reales es una suma finita de productos



52 CAP{TULO 2. FUNDAMENTOS DE ALGEBRA

de la forma a,x”, donde el coeficiente a;, es un ntimero real y k es un
entero no negativo. Asi un polinomio en una variable tiene la forma

ap+ a1r + ... + a,z"

donde n es un entero no negativo, a; es un nimero real para 0 <7 < n.
Su grado es el mayor exponente n de z tal que a, # 0y a, es su
coeficiente principal.

Si no se hace necesario explicitarlo, el polinomio puede representarse
en la forma ¢g(z). El conjunto de todos los polinomios con coeficientes
reales es denotado por R [z].

Ejemplo 2.22.

e Son polinomios los siguientes:

25
3+ 12x3+zx7—36x9. Su grado es 9 y su coeficiente principal
es —36
1 V3

~ + 5 + 22, Su grado es 2 y su coeficiente principal es
1.
—1+1,522+0,752° — 1,2527. Su grado es 7 y su coeficiente

principal es —1, 25.

T+ 3z, —4+/22 v todas las expresiones de la forma b+ ax
con a,b € R. Los polinomios de grado 1 son los de esta
forma para a # 0.

9 9
2 =220, 7= —ﬁxo, 2 = 5:170 y todas las constantes no

cero son los polinomios de grado 0: si a # 0, a = ax®. El
0 es también un polinomio constante pero no se le atribuye
grado.

e No son polinomios los siguientes:
3 4 422 + 6272 pues el exponente de z en el tercer término

es un entero negativo.

9 — 2/x + x = 42° pues el exponente de x en el segundo

1
término es positivo pero fraccionario, ya que es 3
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Tr + 122° — 628

6+ 1223
polinomios llamado fraccion racional.

no es un polinomio, es un cociente de

Dos polinomios en x son iguales si tienen el mismo grado y para cada
potencia =¥ de x el coeficiente en un polinomio es igual al coeficiente
en el otro.

Ejemplo 2.23.

—1+322 —42°+ 92" = ap+ax+- - +ayz” siysolosiay=—1,
CL1:O, CL2:3, CL3:O, CL4:0, CL5:—4, CLGZO, CL7:9.

4x + 62% + 122% = by + byx + - - - + bsx® si y solo si by = 0, by = 4,
by =6, b3 =12, by = 0, bs = 0.

Los polinomios —1—3z+22% — 2%y 1+a;x+- - - +a,2™ no pueden
ser iguales porque los términos independientes son distintos: para
el primero es —1 y para el segundo es 1.

2.8 Suma y resta de polinomios

El procedimiento para sumar y restar polinomios esta basado direc-
tamente en las propiedades asociativas y conmutativas de la adicion
y multiplicacién de nimeros reales, y en la propiedad distributiva de
la multiplicacion con respecto a la adiciéon. Es decir, estd basado en
las propiedades P.2, P.3 y P.4 de los nimeros reales, estudiadas en
el capitulo 1. Basicamente lo que se hace es agrupar y reducir los
términos semejantes. Se llaman términos semejantes los que di-
fieren tinicamente en su coeficiente numérico, por ejemplo 5x%y y —7x%y
son términos semejantes.

Ejemplo 2.24. Efectuemos la siguiente suma

(42® — 22y + 2y* + Tx) + (62y — 5y* + 327)

Primero utilizamos las propiedades conmutativa y asociativa para
agrupar los términos semejantes, obteniendo

(42® + 32%) + (—2xy + 67y) + (2y° — 5y?) + T,
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luego, aplicamos la propiedad distributiva para reducir los términos
semejantes, obteniendo como resultado final

T2 + 4wy — 3y° + T

En la practica se escriben en fila los polinomios a sumar, de tal
forma que las columnas contengan solo términos semejantes. El ejemplo
anterior nos queda de la siguiente forma

4 —2xy+2y*+Tx
322 +-62y—5y>
Ta’+dxy—3y*+Tx

donde la tercera linea presenta el resultado después de reducir los
términos semejantes.

Si tenemos en cuenta la definicién de resta, el problema de restar
dos polinomios se transforma en el problema de sumar dos polinomios.

Ejemplo 2.25. Efectuemos la siguiente resta de polinomios

(522 + 3zy — y*) — (20 — day + 1)

La resta anterior se convierte en la suma
(52% 4 3wy — y°) + (—22° + 4oy — 1)

que es igual a
322 4 Tay —y® — 1.

2.9 Multiplicacién de polinomios

La multiplicaciéon de polinomios esta basada en la aplicacién repetida
de la propiedad distributiva y la utilizacion de la ley de los exponentes

con m y n enteros positivos.
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Ejemplo 2.26.

a.
(52%y®)(=32"y*) = —152°y°

(32 +2y)(20* — wy +y) = 32(22” — wy +y) + 2y(22* — 2y +y)
= 62° — 32y + 3xy + 42’y — 2xy* + 2y
= 62" + 2%y + 3zy — 22y* + 297

2

En la practica se procede como se indica en la siguiente ilustracion

212 —ry +y
3r 42y
625 —32%y+3xy
+4x%y —2xy?+2y?
623 +ay +3xy—2xy*+2y>

donde la tercera linea se obtiene multiplicando cada término de
la primera linea por 3x y la cuarta linea se obtiene multiplicando
cada término de la primera linea por 2y. Finalmente sumando las
filas tercera y cuarta se obtiene el resultado que es la tltima fila.

Un caso particular importante es el de la multiplicaciéon de dos poli-
nomios en la misma variable. En este caso es conveniente ordenar los
polinomios de tal forma que el exponente de la variable vaya decrecien-
do.

Ejemplo 2.27. Efectuemos el siguiente producto de polinomios

(22° — 32* + 2 — 7)(z* — 62° + 1)

Tenemos:

203322 +x T
z* —622 +1
207 —32% +a° T2t
—122°4+182* — 623 +4222
+223 —32% 427
20" —325 - 1125+ 1124 423 +392% +2—7
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2.10 Division de polinomios

La divisién de un polinomio se rige esencialmente por las mismas reglas
de la divisién aritmética ordinaria. Si los polinomios considerados son
polinomios en una sola variable, que es el caso mas frecuente, el poli-
nomio que se divide, llamado el dividendo, debe tener grado mayor o
igual al polinomio por el que se divide, llamado el divisor. Analicemos
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.28. Dividamos

52 — 102% + 62° — 8 por z — 2.

Procediendo de la manera usual tenemos

623 —102%+5x —8 x —2
—62341222 62242249
222 +5x
—22%+4x
9z —8
—92+18
10

Obtenemos como cociente 62 + 2x + 9 y como residuo 10.

Expliquemos el proceso utilizado. Para dividir un polinomio por
otro, seguimos los siguientes pasos:

1. Ordenamos cada polinomio en potencias descendentes de la variable
x

2. Dividimos el primer término del dividendo por el primer término del
divisor para hallar el primer término del cociente.

3. Multiplicamos todo el divisor por el primer término del cociente y
restamos este resultado del dividendo.

4. Consideramos el residuo obtenido en el paso anterior como nuevo
dividendo y repetimos los pasos 2 y 3.
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5. Continuamos este proceso hasta que obtengamos como residuo cero
o un término de grado menor que el del divisor.

Si el residuo obtenido al finalizar este proceso es cero, decimos que
la divisién es exacta.

Los polinomios en una variable x los representamos por expresiones
tales como p(z), q(x), c(z),r(z), etc. Con esta notacién, si p(zx) repre-
senta el dividendo, ¢(z) el divisor, ¢(x) el cociente y r(z) el residuo en
la divisién de dos polinomios, tenemos que

p(z) r(x)
c(x) + )

o en forma equivalente
p(x) = q(x)c(z) + r()

La ecuacion anterior tiene una forma similar a la expresada en el
algoritmo de la divisién entre enteros. En un estudio mas completo de
polinomios podemos demostrar el siguiente resultado.

Algoritmo de la divisién para polinomios. Si p(z) y ¢(x) son
polinomios de grados m y m respectivamente con m > 0, entonces
existen polinomios tnicos ¢(z) y r(z) tales que

(i) p(x) = q(@)c(z) +r(2).
(ii) r(z) =0 o el grado de r(z) es menor que el grado de g(z).

El polinomio ¢(z) se llama el cociente y el polinomio r(z) se llama
el residuo obtenidos al dividir p(x) por ¢(z).

Ejemplo 2.29. Hallemos el cociente y el residuo obtenidos al dividir
el polinomio p(x) = 4 + 3z — 222 + 3z® + 62" por el polinomio

q(x) =1+ z + 422
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Procediendo como en el ejemplo anterior tenemos:

6x* +32° —222 43z  +4 422 4+ +1

3 3 3 3 31
a4 93 9 9 02,2 20
6x Qx 2:L‘ 2x —1—820 D)
3 4 T,
3
2 8 8
31 21
—§$2+§1’ +4
§x2 +§x+§
8 32 32
115 +159
32" 39
de donde el cociente es
35, 3 31
c(x) 3% +§x—3—2
y el residuo es
115 159

o) =gyt g

Veamos que se cumple la relacién mencionada en la parte (i) del
algoritmo de la division.

En efecto, tenemos que
3 3 31 115 159
= (42* N2+ 20—y 2 22
qg(x)e(z) +r(z) = (4z° + o + )(235 +gT 32)+ 32 % T 33
19 31 115 159
4 3
= Ry S - -
(62" + 3z e 32)+(32x+ n
= 62" + 32° — 22° + 3x + 4 = p(x).

)

Veamos otro caso:

Ejemplo 2.30. Hallemos el cociente y el residuo obtenidos al dividir
el polinomio p(x) = 2%+ + 1 por el polinomio ¢(z) = 223 — 2%+ — 1.
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Como en este caso, el grado de ¢(z) es mayor que el grado de p(x)
obtenemos como cociente el polinomio 0 y como residuo el polinomio
p(z). La relacién

p(x) = gq(x)c(z) + r(z)

nos queda en la forma

Prr+l=022" -2 +2-1)-0+ (2 + 2z +1).

Para dividir polinomios en dos o mas variables, se procede de la
misma forma, eligiendo una variable comuin con respecto a la cual se
ordenan los polinomios en potencias descendentes.

Ejemplo 2.31. Dividamos 2z* — 23y + 2293 + 3y* por 22 — zy + 12
Ordenando por potencias descendentes de x tenemos

224 —23y+022y2+2213+3y* r?—xy+y?
—2x* 223y —22%y? 202ty —1y>
x3y—2x%y* 4+ 2xy3
3

—23y +2?y? —ay
—2%y? +ayP+3y*
22—z g

4yt

Hemos obtenido como cociente c(x, y) = 2z%+xy—y? y como residuo

r(z,y) = 4y".
Ademas, por verificacion directa podemos comprobar que

p(x,y) = q(z,y)c(z,y) + r(z,y),

que es la forma del algoritmo de la divisién para polinomios en dos
variables.

Una manera facil y rapida de realizar la divisién de un polinomio
p(z) por otro de la forma x — d, es mediante el proceso conocido como
division sintética, que explicaremos a continuacion.
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Seguimos los siguientes pasos:

1. Escribimos en una linea los coeficientes del polinomio p(x) = a,x" +
1" P a0 24+ a1z + ay que queremos dividir, ordenado
previamente en potencias descendentes, y colocando 0 cuando falte
alguna potencia. Luego a la derecha de estos ntmeros escribimos
separado por el simbolo | el nimero d.

2. Escribimos en la tercera fila el coeficiente principal a,, de p(z).

3. Multiplicamos a,, por d y anotamos el producto en la segunda fila
debajo del coeficiente a,,_1. Luego sumamos a,,_; con este producto
y anotamos el resultado en la tercera fila.

4. Multiplicamos este nimero que acabamos de obtener en la tercera
fila por d, anotamos el resultado en la segunda fila debajo del coe-
ficiente a,,_s, luego lo sumamos con a,_» y anotamos el valor de la
suma en la tercera fila.

5. Repetimos el proceso anterior hasta donde sea posible.

6. El ultimo numero de la tercera fila es el residuo y los niimeros ante-
riores son los coeficientes del cociente.

Veamos como funciona el proceso en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.32. Dividamos el polinomio 7x® + 423 + 322 — 2 — 6 por
x4+ 1.

Aplicando los pasos que acabamos de mencionar tenemos

70 4 3 -1 -6 -1

Luego el cociente obtenido en la division es

c(x) = To* — 72 + 112® — 82 + 7

y el residuo obtenido es r(x) = —13.
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Veamos otro ejemplo:
Ejemplo 2.33. Dividamos el polinomio a* — 323 + 6z + 8 por x — 4.

Aplicando el proceso estudiado tenemos:

Por lo tanto, el cociente es c(x) = z3 + 22 + 4z + 22 y el residuo es
r(z) = 96.

2.11 Teoremas del residuo y del factor

Cuando el divisor de un polinomio p(z) es de la forma = — d, el residuo
es una constante k y por el algoritmo de la divisiéon tenemos

p(e) = (& — d)e(z) + k.

Entonces, al calcular p(x) en d (es decir al reemplazar x por d en el
polinomio y realizar las operaciones indicadas), obtenemos

p(d) = (d = d)e(d) + k
=0+k=k.

Asi hemos demostrado el teorema del residuo:

Teorema 2.11.1 ( Teorema del residuo). El residuo de dividir un
polinomio p(x) por el polinomio x — d es p(d).

Ejemplo 2.34. 1. Al evaluar el polinomio
p(z) = =8+ 52 — 102 + 62° en x = 2,
obtenemos
p(2)=—-8+5-2-10-2>+6-2°
= 10,

y este es el residuo obtenido al dividir p(x) por  — 2 como vimos en
un ejemplo anterior.
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2. Por el teorema del residuo, podemos asegurar que el residuo obtenido
al dividir p(z) = —6 —z + 322 + 423+ 72 por x + 1 es p(—1) = —13,
como comprobamos en el ejemplo 2.32.

Como un caso particular del teorema del residuo aparece el teorema
del factor:

Teorema 2.11.2 (Teorema del factor). El polinomio x —d es factor
del polinomio p(x) si y solo si p(d) = 0.

Demostracién. Como p(z) = (x — d)c(z) + p(d),  — d es factor de
p(x) siy solo si p(d) = 0. O

Una raiz o un cero de un polinomio p(z) € R[x] es un ndmero
complejo z (real o no) que verifica p(z) = 0 (o, expresado con otras
palabras, es una solucién de la ecuacién p(z) = 0).

El Teorema del Factor nos dice que el nimero complejo d es un cero
del polinomio p(x) si y solo si x — d es un factor del polinomio p(z).

Ejemplo 2.35. El polinomio = — 4 es un factor de p(z) = 2% + x — 20
puesto que p(4) = 4> + 4 — 20 = 0. En efecto podemos comprobar
inmediatamente que z? + z — 20 = (z + 5)(z — 4).

El polinomio z + 3 = x — (—3) es un factor del polinomio p(z) =
x3 4 27 puesto que p(—3) = (—3)> + 27 = 0.

En efecto, se comprueba facilmente que 23427 = (z+3)(z*—32+79).

Es importante destacar que cuando los coeficientes de un polinomio
son todos nimeros reales, y un nimero complejo z = a + bi es una raiz
o cero de este polinomio, entonces su conjugado Z = a — bi también es
raiz o cero de dicho polinomio.

Ejemplo 2.36. Un polinomio de grado 3 con coeficientes reales que
tiene como raices 3 y 1+ 2¢, necesariamente tiene también como raiz el
nimero 1 — 2i. Por el teorema del factor este polinomio tiene la forma

p(x) =a(x —3)(z — (1 + 2i)(z — (1 — 20)
=a(r—3)(x —1—2i)(x — 1+ 2i)
=a(z—3)((z —1)* +4)

donde a es numero real distinto de 0.



2.12. PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION DE POLINOMIOS 63

2.12 Productos notables y factorizacion de
polinomios

Los siguientes productos se utilizan con tanta frecuencia en algebra que
no solo merecen destacarse sino que es aconsejable memorizarlos. Se
conocen con el nombre de productos notables y son:

1. a(z +y) = ax + ay.
2.

- W

r+0b) =2*+ (a+b)x + ab.
(cx + d) = aca® + (ad + be)x + bd.

B e B

~~ N "

10. 2 —xy +y?) =23 + 3.

La validez de los productos anteriores se comprueba facilmente reali-
zando las multiplicaciones correspondientes. Las letras que intervienen
en las férmulas, pueden reemplazarse por expresiones algebraicas arbi-
trarias.

Ejemplo 2.37.

1.
(BvVr+y—2v2)(3Va +y+2Vr) = (3v/z +y))* — (2V)?
=9z +y) —4x
=5z + 9y.
2.

(3% + 45)? = (3t%)* + 2(3t%)(4s) + (45)?
= Ot* + 24¢%s + 165>
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(a+b—c)=((a+b)—c)
= (a+b)*—3(a+b)’c+3(a+bc*—c*
= (a® + 3a®b + 3ab® + b°)
— 3(a® + 2ab + b*)c + 3ac® + 3bc* — .

Observen que hemos considerado a (a + b) como un solo término.

(22 4 5y) (52 — 3y) = 102* + (—6 + 25)xy — 15¢°
= 102? + 192y — 159>,

(2a — 5b)(4a* + 10ab + 25b%) = (2a — 5b)((2a)? + (2a)(5b) + (5b)?)
= (2a)* — (5b)°
= 8a® — 25b°.

Factorizar una expresion algebraica, es expresarla como producto
de expresiones mas simples llamadas factores de la expresion original.
En general, la factorizacién de expresiones algebraicas puede ser muy
complicada y nos limitaremos por ahora a considerar algunos casos sen-
cillos, que se derivan de las férmulas de los productos notables cuando
se leen de derecha a izquierda.

Ejemplo 2.38. (Factor comun). Para factorizar las siguientes ex-
presiones utilizamos el producto notable (1), donde la letra a se conoce
con el nombre de un factor comin.

a) 3x3 — 6x + 9 = 3(z® — 2z + 3). El factor comtn es 3.

b) (5z — 2y)z? — (bx — 2y)6xy = (5x — 2y)(x? — 6zy). El factor comiin
es dr — 2y.

o —y=y'-1)=y'y -1y +1).

Ejemplo 2.39. (Diferencia de cuadrados). Para factorizar las si-
guientes expresiones utilizamos el producto notable (2).
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16t? — 817%s* = (4t)* — (9rs?)?
= (4t + 9rs?) (4t — 9rs?).

Ejemplo 2.40. (Suma y diferencia de cubos). Utilizando los pro-
ductos notables (9) y (10) tenemos las siguientes factorizaciones

1.
27a” + 8b* = (3a)® + (20)*
= (3a + 20)((3a)? — (3a)(2b) + (2b)?)
= (3a + 2b)(9a® — 6ab + 4b%).
2.

t—5\3 t—s t— 5\2 t—s
-t = (== w) () + () ')
( 4r ) 5 4dr %Y 4r + 4dr (5y) + (59)
Ejemplo 2.41. (Factorizacién de trinomios). Los productos nota-

bles (3), (4),(7) y (8) nos permiten factorizar varias clases de trinomios,
como en los casos siguientes:

1.

92?2 + 122y + 4y* = (37)% + 2(32) (2y) + (2y)?
= (3z + 2y)*.
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812% — 902°w? + 25w* = (92°)% — 2(92°) (5w?) + (5w?)?
= (92° — 5w?)*.

3. Factoricemos el trinomio z2 + 3x — 4.

Debemos tener
2+ 3z —4=(z+a)(v+0)
=2+ (a + b)z + ab.
Luego tenemos que buscar dos ntimeros a y b tales que a +b =3
y ab = —4. Facilmente encontramos que a = 4y b = —1. En

consecuencia
2?4+ 3z —4=(z+4)(z—1).

. Factoricemos el trinomio 6z2 + 11z — 10.

Debemos tener

62?4 11 — 10 = (az + b)(cx + d)
= acz® + (ad + bc)x + bd.

Luego tenemos que buscar numeros a,b,c y d tales que ac =
6,0d = —10 y ad + bc = 11. Observamos que a y ¢ son positivos
y que by d son de signos opuestos. Por ensayo y error llegamos
a la combinacion correcta

62 + 11z — 10 = (22 + 5)(3z — 2).
La factorizacion de este trinomio, también puede efectuarse re-

duciéndolo a un caso similar al de la parte c¢) que es mas sencillo.
Veamos como se procede:

1
622 + 11z — 10 = 8[(6;:;)2 + 11(62) — 60]
1
= 6(u2 + 11lu — 60), donde u = 6x
1
= 6(u+15)(u—4)

_ é(ﬁx +15)(62 — 4)

(%57 (%)

= (224 5)(3z — 2).
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5. Factoricemos el trinomio 42 — 4xy — 3y>.

Procediendo como en el ejemplo anterior tenemos:
1
4a? — 4oy — 3y* = Z((4x)2 — 4y(4x) — 12%)

1
= Z(UQ — 4yu — 12y?), donde u = 4z

= 10— Gy)(u+2y)

_ 3(4;5 — 6y)(4z + 2)

(55 (=3

= (2 — 3y)(2z + y).

Algunas veces hay necesidad de agrupar o manipular conveniente-
mente los términos para poder factorizar las expresiones, como en el
ejemplo siguiente:

Ejemplo 2.42. 1.
42° + 42% — 9 — 9 = (42° + 42°) — (92 + 9)
=dr*(z +1) - 9(z + 1)
= (42® - 9)(z + 1)
= (2x —3)(2z + 3)(x + 1).

2.
a® — a*b — ab® + b* = (a® — a®b) — (ab® — b*)
=a*(a —b) — b*(a — b)
= ("~ #)(a -}
(a—b)(a+Db)(a—0b)
= (a+b)(a — b)>.
3.

y4+4:y4+4y2_4y2+4
= (y" +4y* +4) — 4°
= (y* +2)* — 4y
= (2 4+2-29)° +2+2y).
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2.13 Fracciones algebraicas

Una fraccion algebraica es el cociente de dos expresiones algebraicas.
Si la fraccién algebraica es el cociente de dos polinomios, la llamamos
una fraccion ractonal. Algunos ejemplos son

3z2 —bx+1 To—+22—-5 5Hxy—a3+6y> Jr—1
20 +7 ri4+1 2oy —yt T x—\/x

La primera y tercera fracciones son fracciones racionales.

La mayoria de las fracciones que consideramos, son fracciones ra-
cionales en una sola variable. Como la divisién por cero no es posible,
siempre que tratemos con fracciones, supondremos implicitamente que
los denominadores son diferentes de cero.

2.13.1 Simplificacion de fracciones

En el trabajo con fracciones, se acostumbra a simplificarlas hasta donde
sea posible, de tal manera que obtengamos fracciones donde el numera-
dor y el denominador no tengan factores comunes. El principio bésico
para simplificar fracciones es la relacion siguiente, que mencionamos en

el capitulo 1,
Tz T

—=— si z#0
Yz Y

Este principio, nos indica que podemos cancelar los factores comunes
distintos de cero que aparecen en el numerador y el denominador de

una fraccién.

Ejemplo 2.43. Simplifiquemos algunas fracciones

a)

20+ 50 —3  (2z—1)(z+3)
22 —2x—15  (z—5)(z+3)
2z —1

 r—5
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b)
-y (@-y)rty)
w3—y3 (x—y)(2? +zy +y?)
B r+y
22 4 zy + o2

w(r+y)(2® —y*)  x(z+y)(z—y)(@®+ zy +y°)

-y —y?)  (—y)z—y(r+y)
_ x(z? + 2y + y?)
x—y

Algunos errores muy frecuentes en la simplificacion de fracciones se
presentan por aplicacion de las siguientes formulas incorrectas:

Tty Yy
r+z oz
THY _ Y (Férmulas incorrectas)
x
T+
4 _ 1+y
x

Ejemplo 2.44.

5x + 3

5r + 8

3z + 4y
3z

a)

no es igual a 3

b)

no es igual ni a 4y ni a 1 + 4y

2.13.2 Operaciones con fracciones

Las operaciones de suma resta multiplicacién y division de fracciones
se basan en las propiedades que mencionamos en el capitulo 1 y que
para comodidad repetimos ahora. Estas propiedades son:

G Yy _TwEye
z w W
r y Ty

e — . — = —=
Z w AT



70 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE ALGEBRA

SIS
|

g |<
|

g |<he | &
|

Cuando realizamos operaciones con fracciones debemos simplificar
el resultado hasta donde sea posible. En los casos de multiplicacion y
division de fracciones, cuando sea factible, se simplifican numeradores
y denominadores, antes de realizar las operaciones mas complejas.

Ejemplo 2.45.

a)

T N 3 :x(xz—y2)+3(x+y)
r+y  a?—y? (. +y)(x? —y?)
_ 2@ —y)(=+y) +3+y)
(z +y)(x? —y?)
_ (z(z—y)+3)(z+y)
(22 —y?)(z + y)

~x(z—y)+3
o xQ—yQ
?—ay+3
- x2—y2

(42? + 4wy — 3y*)  (22* — zy — 3y?)
(a2 =22y —3y?)  (4a” — 9?)
(42% + 4xy — 3y*) (22% — zy — 3y?)
(2% — 2zy — 3y?)(4a? — 9y?)
_ (22 +3y)(2z —y)(2x — 3y)(x +y)
(z = 3y)(z + y)(2x — 3y)(2z + 3y)
2z —y

r — 3y
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a® — 2ab + b?

T a2 —2ab _ (a®* —2ab+b?)(a® — ab — 20%)
a—v (a% — 2ab)(a? — b?)

a? — ab — 2b?

_ (a —b)*(a — 2b)(a +b)
ala — 2b)(a —b)(a+b)
a—>b

a

Cuando se suman o restan dos o mas fracciones algebraicas, es acon-
sejable escribir todas las fracciones con el mismo denominador pues en
este caso las operaciones resultan inmediatas si aplicamos repetida-
mente las férmulas

r z xT+z
— 4+ = y

x r—z
y vy Y Y

z
Y Yy

Cualquier denominador comun funciona, pero el mas utilizado es
el minimo comiun denominador (m.c.d.), que podemos encontrar
de la siguiente forma: primero factorizamos todos los denominadores
y luego formamos un producto que contenga a todos los factores que

aparezcan en cualquiera de los denominadores, elevados a la mayor po-
tencia conque se presenten en ellos. Este producto es el m.c.d. buscado.

Ejemplo 2.46. Hallemos el m.c.d. de las siguientes expresiones:

xQ—gf, x2—|—2xy—|—yZ7 x2—3xy+2y2 y x3—|—y3
Tenemos

2~y = (z—y)(z+y)

o* 2y + 1 = (x +y)?

2% — 3zy + 2y = (v — 2y)(x — y)
2y’ = (z+y)(a® —xy+¢°)

Luego el minimo comun denominador es

(x —y)(z +y)(z — 2y) (2" — 2y + ¢°)
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Ejemplo 2.47. Hallemos

2x+1+ T 3z —1
2—-4 z+2 x2—4r+4

El m.c.d. de los denominadores es (z — 2)%(z + 2). Por lo tanto,

2041 2r +1 2z 4+ 1)(x —2) T z(x —2)?

22—4 (z-2)(x+2) (@-22x+2) z2+2 (z—22(zx+2)

y

3r—1  3x—-1 (3z—-1)(x+2)
2 —4r+4 (z-2)2 (2-2)%(z+2)’
luego,
2z + 1 T 3r—1

-4 1+2 2?—drt4
2z 4+ 1)(x —2) + z(x — 2)* — (3z — 1)(x + 2)
(x —2)%(x +2)

3 —bx? — dx

C (z—2)2(x +2)

2.13.3 Racionalizacion de fracciones

Algunas veces se hace necesario expresar una fracciéon de tal manera
que su numerador o su denominador no contenga radicales. El proceso
a seguir se conoce con el nombre de racionalizacién del numerador o
el denominador, segin sea el caso y lo ilustramos en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 2.48.

1. Racionalicemos el denominador en la siguiente expresion

h

Vo +h -z

Para eliminar los radicales en el denominador nos basamos en el
producto notable

(a—b)(a+b)=a>—b* con a=+vVr+h y b=z
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Tenemos

h _ h(Vx +h+ /x)
Vith—ve  (Ve+h— o) (Ve+h+/x)
_ h(Vz+h+ 7

(Va +h)?2 — (Vz)?
_ h(Vz+h+a)

(x+h)—a

_ Wz +h+ V)

h
= (Vz+h+ V)
2. Racionalicemos el numerador en la expresién

Vi = i

rT—=Y
En este caso nos basaremos en el producto notable

(a—b)(a®+ ab+b*) = a® — b°

cona=/ryb=¥y.
Tenemos
Vi YT (VE = DR+ YT+ (90)°)
T —y (z =) (Vo) + Vo gy + (¢9)?)
-
(& —y)(Va? + yzy + /v?)
(z —y)
(e —y)(Va? + Yag+ )
1

(Va2 + 75 + /)

2.14 Ecuaciones e inecuaciones

Una condiciéon en x es una expresion que contiene la variable z y se
transforma en una proposicién matematica. Es decir, en una afirmacién
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que es verdadera o falsa, cuando se sustituye x por un elemento del
dominio en consideracién. En nuestro caso por un niimero real.

El conjunto de elementos del dominio que hacen de la condicién una
proposicion verdadera, se llama el conjunto solucion de la condicién.

La mayoria de las condiciones que se presentan en matematicas
tienen la forma de una ecuacion o, de una inecuacién o desigualdad.
En esta seccion estudiaremos algunas ecuaciones e inecuaciones que se
presentan con frecuencia, y mostraremos como encontrar sus soluciones.

Resolver una ecuacién o una inecuacién es encontrar su conjun-
to solucién, es decir encontrar todos los niimeros reales que la hacen
verdadera. El procedimiento para resolver ecuaciones e inecuaciones
consiste en transformarlas en condiciones equivalentes, es decir en ecua-
ciones o inecuaciones que tengan las mismas soluciones, hasta que el
conjunto solucion sea obvio.

2.14.1 Ecuacion lineal

Las ecuaciones mas sencillas que se presentan en la practica son las
ecuaciones lineales en una variable, que son las que se pueden escribir
en la forma

ar+b=0cona,beRya#0.

Aplicando las propiedades basicas de los niimeros reales, vemos que
la ecuacion lineal anterior es equivalente a cada una de las ecuaciones
siguientes

ar = —b
b
T =——
a

Por lo tanto, su unica solucién es r = ——.
a

Ejemplo 2.49. Resolvamos la ecuaciéon 4z + 8 = 2x — 10.
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Tenemos la siguiente lista de ecuaciones equivalentes

4y +8 =22 — 10 ecuacion dada

dor = 2x — 18 sumando —8 a cada miembro
2z = —18 sumando —2x a cada miembro
r=-9 dividiendo cada miembro por 2.
Luego la solucién de la ecuacion inicial es x = —9. Reemplazando

este valor en la ecuacion podemos comprobar que efectivamente es la
solucion, pues en este caso tenemos

4(-9)+8=2(—9) — 10 0 sea — 28 = —28
El siguiente ejemplo nos muestra que una ecuaciéon aparentemente
complicada es realmente una ecuacién lineal

Ejemplo 2.50. Resolvamos la ecuacion

dr(r —4) +5x — 6 = (z — 1) (2 + 2) + 32° — 10z + 3.

Tenemos la siguiente lista de ecuaciones equivalentes

4a(r —4) + 52 — 6= (z — 1)(xv +2) + 32 — 100 +3 ecuacién dada
40* — 162+ 50 —6 =2 + 2 — 2+ 32% — 102 + 3 multiplicando
4a? —1lx —6 =42 — 9z + 1 simplificando

11z —6=-9z+1 sumando —4z2
—2x =17 sumando 6 + 9x
7
T=—3 dividiendo por —2.

Por lo tanto, la solucién de la ecuacién inicial es x = — como
puede comprobarse facilmente.
2.14.2 Ecuaciones cuadraticas

Las ecuaciones cuadraticas son las que se pueden escribir en la forma

ar® +bx+c=0con a,b,c€ Ry a#0.
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Para resolver una ecuacién cuadratica consideramos la siguiente
lista de ecuaciones equivalentes:

ax’+br+c=0 ecuacion dada
ax® 4+ br = —c sumando —c
b
4+ = _< dividiendo por a
a a
2, b (b > ¢ (Y 2 . 2
T -z — ] = —= — sumando [ —
a 2a a 2a 2a
b\> 2 —4
(x + %) = 4—612610 simplificando
b Vb2 —4
T+ % = :i:i2 ac extrayendo raiz cuadrada
a a
b Vb2 — 4dac ,
r=——=+—— despejando .
2a 2a

Como los denominadores en los términos del lado derecho de la
ecuacion son iguales, tenemos que las soluciones de la ecuacién cuadrética
son los dos valores dados por la expresion

_ —b=* Vb2 — 4dac
a 2a

Ejemplo 2.51. Resolvamos la ecuacién 322 — 13z = 10

T

(2.1)

Escribiendo la ecuacién en la forma az? + bx + ¢ = 0 obtenemos
322 — 13z — 10 = 0.

Luego a = 3,b = —13 y ¢ = —10. Aplicando la férmula (2.1),
obtenemos las soluciones

134 ,/(—13)% — 4(3)(-10)
B 2(3)

X

que simplificando se convierten en

. 134+v289  13+17
N 6 6

Por lo tanto, escogiendo el signo més y el signo menos, obtenemos
como soluciones

r=5o0x=—-

3
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Se puede comprobar inmediatamente que estos valores son efectiva-
mente soluciones de la ecuacién dada.

Ejemplo 2.52. Resolvamos la ecuacién 722 + 4z + 1 = 0.

En este caso a = 7,b = 4 y ¢ = 1. Aplicando la férmula 2.1,
obtenemos las soluciones

4+ /A
2(7)

xr =

que simplificando se convierten en

A VE12 4EVI2E —422VE0 -2+ V30

T

14 14 14 7
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion original son los niimeros
complejos
—24+/3i —2—/3i
e I i

Muchas ecuaciones mediante una sustitucién apropiada se pueden
transformar en ecuaciones cuadraticas como se ve en el siguiente ejem-
plo.

Ejemplo 2.53. Resolvamos la ecuaciéon 423 — 8z3 +3 = 0.

. 1 .y .
Si hacemos y = '3, la ecuacién dada se convierte en 4y> —8y+3 = 0,
que es una ecuacion cuadratica en la variable y.

Aplicando la féormula 2.1, las soluciones de esta ecuacion son

I E Y/ s I E G £

2(4) 8 8 7
o0 sea
123 41
VTR T TR Ty
3 3 27
Siy= 5> entonces T3 = 3 luego = = (5)3 =3
Siy = = ent s-1) (2yp =
iy = —, entonces x3 = —, luego r = (=)° = =.
V= g 8 2/ T8
. ., . 27
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién original son x = 3 0

1 .
xr = 3 como se puede comprobar rapidamente.
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2.14.3 Ecuaciones con fracciones

Cuando una ecuacion contiene fracciones racionales, para resolverla se
multiplican ambos miembros de la ecuaciéon por el m.c.d. que defi-
nimos en la seccion 2.13.2 y se resuelve la ecuacién resultante. Este
procedimiento lleva con frecuencia a multiplicar por expresiones que
son iguales a 0 para algunos valores de la variable x. Por esta razén las
ecuaciones obtenidas no siempre son equivalentes y hay necesidad de
verificar si las ”soluciones” obtenidas son verdaderas soluciones.
x 6  3zx+1

$—1+x+3 22420 -3

Como 2? + 2z — 3 = (z + 3)(x — 1) el m.c.d. es (z + 3)(z — 1).
Multiplicando ambos miembros de la ecuacién por este m.c.d. tenemos

x
+

G- (-4 ) = e+ - D (),

x?2+2x—3
que al efectuar la multiplicacién se convierte en

Ejemplo 2.54. Resolvamos la ecuacion

r(x+3)+6(x—1)=3x+1.

Simplificando la ecuacién anterior se reduce a

22+ 6x—7=0.

Utilizando la férmula (2.1) o bien escribiendo la ecuacién anterior
en la forma (z +7)(z — 1) = 0, encontramos que las posibles soluciones
de la ecuacion inicial son x = —7 o = 1. Como el valor x = 1 hace
cero el denominador de uno de los términos de la ecuacion inicial, este
valor no es solucién de la misma. Mediante una comprobacién directa
vemos que el valor x = —7 si satisface la ecuacion y es por lo tanto su
Unica solucion.

Los niimeros que aparecen como posibles soluciones de una ecuacion,
pero que en realidad no son verdaderas soluciones de esta, se llaman
soluciones extranas o raices extranas de la ecuacién dada.

2.14.4 Ecuaciones que contienen radicales

Para resolver ecuaciones que contienen radicales es necesario eliminar
estos radicales elevando los miembros de la ecuacién a las potencias
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adecuadas. Cuando se eleva un miembro a una potencia par general-
mente se introducen soluciones extranas y por esta razoén es indispen-
sable comprobar cuales de los niimeros que se obtienen como posibles
soluciones, son en realidad soluciones de la ecuacion original.

Ejemplo 2.55. Resolvamos la ecuacién /7 + 3z + /1 +x = 6.

Tenemos

Vi+3z+V1+z=6 ecuacion dada

Vi+3z=6—+vV1+zx aislando un radical
7T+3xr=36—-12v1+2x+1+2 elevando al cuadrado

—30+22=—-12V1+=x simplificando
(=30 + 22)* = (—12V1 + z)? elevando al cuadrado
900 — 120 + 42* = 144(1 + z) desarrollando los cuadrados
4a* — 264x 4 756 = 0 simplificando
2 — 662+ 189 =0 dividiendo por 4
(x —3)(z—63)=0 factorizando
r=30x =03 resolviendo la ecuacién.

Si ¢ = 3 reemplazando en la ecuacién original tenemos

VT+3B)+V1I+3=60scad+2=6,

luego x = 3 es solucion de la ecuacién.

Si z = 63 reemplazando en la ecuacién original tenemos

V7 +3(63) +v1+63=060sea 14 + 8 = 6,

luego & = 63 no es solucion de la ecuacion.

Por lo tanto, la tinica solucién de la ecuacion dada es x = 3.

2.14.5 Solucion de inecuaciones

Como en el caso de las ecuaciones, el procedimiento para resolver ine-
cuaciones consiste en transformarlas en inecuaciones equivalentes, hasta
que se pueda determinar facilmente el conjunto solucion.
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Las herramientas para este trabajo son las propiedades del orden
entre los nimeros reales estudiadas en la 1.4. Por su uso tan frecuente
nos permitimos recordar las siguientes:

e Six <y entonces x + z < y + z para todo nimero real z.

x
e Sizx<yyz>0entonces rz <yzy — <
z

ISIE SRS I N

x
e Six <yyz<0entonces xz >yzy — >
z

Ejemplo 2.56. Resolvamos la inecuacion

204+ 7<d5r—6

Las siguientes inecuaciones son equivalentes:

20+ 7<5r—6 Desigualdad dada
—3xr+7< -6 Sumando —5z
—3r < —13 Sumando —7
13

1
x> 3 Multiplicando por —3

Por lo tanto, el conjunto soluciéon de la inecuacion es el intervalo
[%, oo), que se muestra en la figura 2.1.

-3 -2 -1 0 1 2 3
Figura 2.1.

Ejemplo 2.57. Resolvamos la desigualdad

—H<4r+1<9

Aunque la desigualdad dada es equivalente a las dos desigualdades

—H<dr+1yde+1<9,
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las podemos resolver simultaneamente de la siguiente forma:

—-5<4r+1<9 Desigualdad dada
—6 <4x <8 Sumando —1

6 8 1
——<r< - Multiplicando por 1

4 4
3
—3 <r <2 Realizando las operaciones

Por lo tanto, el conjunto solucién de la desigualdad es el intervalo

3
(-22)
2
Ejemplo 2.58. Resolvamos la inecuacion

22 —102+21>0

La inecuacién es equivalente a

(r—=T)(x—=3)>0

El producto (z — 7)(z — 3) puede cambiar de signo solo en 7 o en
3, que son los puntos donde x — 7 =0 o0 x — 3 = 0. Estos puntos los
podemos llamar puntos de separacién y nos dividen la recta en tres

intervalos
(_0073)7 (377> y (77 OO)

En cada uno de estos intervalos (x — 7)(z — 3) conserva el signo,
es decir, siempre es positivo o siempre es negativo. Para determinar
el signo en cada intervalo usamos un punto de prueba, elegido dentro
del intervalo. Por ejemplo si tomamos x = 0 en el intervalo (—oo, 3)
los valores de (x — 7) y (z — 3) son ambos negativos y por lo tanto
(x — 7)(z — 3) > 0 en este intervalo. Similarmente se procede con los
otros intervalos. Los resultados se pueden expresar en una tabla de
signos como la siguiente

Intervalo (—00,3) (3,7) (7,00)
Signo de (z —7) — — +
Signo de (z — 3) - + +

Signo de (z — 7)(z — 3) + - +
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donde el signo (x—7)(x—3) se obtiene aplicando las reglas de los signos.

Por lo tanto, vemos que la solucién de la desigualdad es (—oc, 3) U
(7,00).

Una manera mas practica de resolver esta desigualdad es elaborando
un diagrama de signos, como se muestra en la figura 2.2.

Signo de (z — 7) — — +
Signo de (z — 3) — + +
Signo de (z — 7)(z — 3) + — +
3 7
Figura 2.2.

En el diagrama, las lineas verticales corresponden a los puntos de
separacion y la recta horizontal es la recta real.

Ejemplo 2.59. Resolvamos la desigualdad

2z +3)4—xz)(x+5) <0
Elaboramos un diagrama de signos. Primero obtenemos los puntos
de separacion resolviendo las ecuaciones 2x +3 = 0, 4 — 2 = 0 y

3
x + 5 = 0. Estos puntos son —5 4 y —5. Observemos el diagrama de

la figura 2.3.

Analizando el signo resultante, es decir el signo de (2z+3)(4—x)(z+5),

vemos que la solucion de la desigualdad dada es [—5, —5] U [4, 00).
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Signo de (2x + 3) — — + +
Signo de (4 — x) + + + —
Signo de (z + 5) — T + +
Signo resultante + — + _
-5 _% 4
Figura 2.3.

Ejemplo 2.60. Resolvamos la desigualdad

3z —1

> 2
T+ 4

La desigualdad es equivalente a cada una de las siguientes

3r—1
—-2>0
r+4
(Bx —1) —2(x +4)
T+ 4

>0

r—9

>0
T+ 4

Elaborando el diagrama de signos tenemos

Signo de (z —9) — — +
Signo de (x +4) — + +
Signo resultante + — +

Por lo tanto, la solucién de la desigualdad es (—oo, —4) U (9, 00).
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2.14.6 Inecuaciones cuadraticas

Una inecuacion se llama cuadrética si tiene alguna de las formas si-
guientes:

ar’ +br+c¢>0
ar’ +bxr+c¢>0
ax’ +br+c¢<0
ar’ +br+c<0

con a # 0.

Antes de indicar como se resuelven estas desigualdades, recordamos
que las soluciones de la ecuacién cuadratica az? + bz + ¢ = 0 donde
a # 0 son

B —b+ Vb? — 4ac —b—Vb? —4dac

2a Y 2= 2a

T

Ademas, facilmente se verifica que ry y 7o satisfacen las siguientes
relaciones

b
Ty = o 7"17’222 y  ar’+br+c=alz—r)(z—r2).

La ultima férmula nos proporciona un método para factorizar cual-
quier trinomio de la forma ax? + bz + ¢ en todos los casos posibles.

Veamos ahora como se resuelven las desigualdades cuadraticas. Una
primera simplificacién que podemos hacer es suponer que a > 0, pues en
caso contrario, multiplicando la desigualdad por —1, esta se transforma
en otra desigualdad cuadratica con a > 0.

Se presentan dos casos
Caso 1. Si b% — 4ac > 0.

En este caso, la ecuacién cuadrédtica az? + bx + ¢ = 0 tiene raices
reales r; y 72, podemos factorizar el trinomio ax? + bz + ¢ en la forma
a(x —ry)(z —rqe), y la desigualdad se resuelve como en el ejemplo 2.58.
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Caso 2. Si b? — 4ac < 0.

En este caso, las raices de la ecuacién az? + bz + ¢ = 0 no son reales
sino complejas y la factorizacién a(x —rq1)(z —rg) no sirve para resolver
la desigualdad.

Para resolver la desigualdad en este caso procedemos de la siguiente
forma:

Completando el cuadrado tenemos

b
az® +bx +c=a(z’ + —2) +c
a

=a x2+éx—|— i 2— i 2
a a 2a 2a

—a_a:'Z—i—ésc—i- LAY + c—ﬁ
a a 2a 4qa

+b 2_1_4ac—b2
=al|lax+ — —_—
2a 4a

Por lo tanto, las desigualdades cuadraticas se transforman en su
orden en

+c

b\2 b®—4ac
a(m—l—%) - 4a
a(x—i—i)g > b* — dac

2a/ — 4a
a(x—i— i)2 < b* — dac

2a/ — 4a
a(a:—i— 3)2 < b* — dac
2a 4a

Como estamos suponiendo que a > 0 y sabemos que b* — 4ac < 0,
las dos primeras inecuaciones son validas para todo nimero real y las
dos tltimas para ninguno.
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Ejemplo 2.61. Resolvamos la desigualdad 322 — 10z + 2 < 0.

En este caso, b? — 4ac = (—10)? —4-3-2 =76 > 0. Por lo tanto,
la ecuacién 3% — 10z + 2 = 0 tiene raices reales que son

_10+V76  10+2v19 5+ V19

(&1

6 6 3
10 —+/76  10—2v19 5—+/19
T2: = =
6 6 3

Luego la factorizacién de 322 — 10z + 2 es

womss=afo (252)] oo (525))

y la desigualdad original es equivalente a

()

Observando el diagrama de signos de la figura 2.4, vemos que la

5—v19 5++19

solucion de la desigualdad es el intervalo [

3 3
Signo de [l‘ — (5 +3\/E>} — — +
Signo de [w - <5 _3\/E>} — + 4
Signo resultante + — +
5—/19 5+v/19
3 3

Figura 2.4.

Ejemplo 2.62. Resolvamos la desigualdad 22% + 4z + 5 > 0.

En este caso tenemos que b* — dac = 4> —4-2-5 = =24 < 0.
Por lo tanto la ecuacién 222 + 4z + 5 = 0 no tiene raices reales y de
acuerdo a la teoria desarrollada, el conjunto solucion de la desigualdad
222 +4x + 5> 0 es todo R.
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Ejemplo 2.63. Resolvamos la desigualdad —5z2 + 72 — 6 > 0.
La desigualdad es equivalente a 522 — 7z + 6 < 0.

Para esta tltima desigualdad tenemos que b*—4ac = (—7)?—4-5-6 =
—71 < 0. Por lo tanto la ecuacién 522 — 72 + 6 = 0 no tiene raices
reales y de acuerdo a la teoria desarrollada, el conjunto solucion de la
desigualdad 522 — 7o + 6 < 0 es (). Es decir, la desigualdad original
—52% + Tx — 6 > 0 no tiene soluciones reales.

Para terminar esta seccién, recalcamos que cuando a > 0y b* —
4dac < 0, las desigualdades cuadraticas, o tienen como conjunto solucién
todo R, o no tienen soluciones reales.

2.14.7 Inecuaciones con valor absoluto

En el capitulo 1 definimos el valor absoluto de un nimero real x, que
representamos por |z|, mediante

T si x>0
|| =

—T si x<0

También observamos en dicho capitulo que |z| representa la dis-
tancia del origen al punto z, y de forma mas general que |r; — 23]
representa la distancia entre xy y x».

Las propiedades siguientes del valor absoluto nos indican que este
se comporta muy bien con respecto a la multiplicacion y la divisién,
pero no asi con respecto a la adicién y la sustraccion.

Propiedades del valor absoluto. Si z y y son niimeros reales
arbitrarios entonces:

L [=a] = ||

2. |zy| = |2 |y|
e e
Yy Y|
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4. |z 4+ y| < |z|+ |y| (Desigualdad triangular)

5. x| =yl < v —yly lyl —|z| < |z —y

La interpretacién geométrica de |x|, figura 2.6, nos proporciona
una justificacion de las dos propiedades siguientes:

lz] < a lz| > a

Figura 2.5.

Sea a > 0. Entonces
6. || < a es equivalente a —a <z < a

7. |z| > a es equivalente a x > a o0z < —a

Otra propiedad del valor absoluto, muy utilizada en la soluciéon
de desigualdades, es la siguiente

8. |z| < |y| es equivalente a x? < y?

En las propiedades (6) a (8) el simbolo < puede reemplazarse por <.
Ejemplo 2.64. Resolvamos la desigualdad |3 — 4z| < 7.

Utilizando la propiedad (6), tenemos la siguiente cadena de desigual-
dades equivalentes:

13 —4x| <7
—7<3—4x <7
10 < —4x <4
—14—0§—a:§1
E>x>—1

L =%2

1
Por lo tanto, la solucién de la desigualdad es el intervalo {—1, ZO] :
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Ejemplo 2.65. Resolvamos la desigualdad |5z + 14| > 10.

La propiedad (7) nos dice que la desigualdad es equivalente a

5r + 14 > 10 0 or + 14 < —10

Resolviendo
S5 > —4 0 bhr < —24

O Sea

- 4 - 24
x> —= 0 T < ——
5 Y

Por lo tanto, la solucion de la desigualdad dada es
24 U 4
—00, —— ——, 00
Y 5 5 Y

20 — 1
+3

> 3.

Ejemplo 2.66. Resolvamos la desigualdad

Utilizando la propiedad (8) del valor absoluto, tenemos la siguiente
cadena de desigualdades equivalentes:

20 — 1

>3
x—i-S'_
20 — 1
20-1
|z + 3|

1220 — 1] > 3|z + 3|
(22 —1)* > 9(z + 3)?
(22 —1)2=9(z+3)? >0
(22 —1) = 3(x +3)][(2z — 1) +3(z+3)] >0
(=2 —10)(52 +8) > 0

Observando el diagrama de signos de la figura 2.6, vemos que la

8
solucion de la desigualdad es | —10, —51 ,x # —3. Es decir, la solucién

8
es [-10,-3) U ( — 3, _5]
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Signo de (—z — 10) + _ _
Signo de (5z + 8) — _ +
Signo resultante — + _
10 =8
Figura 2.6.
Taller 1

1. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero
o falso. En cada caso justificar su respuesta.

(a)

Si x es un numero real diferente de cero y n es un entero
positivo, entonces

122222\ /1 \?
=4
< 61:71—2 > <2x2n) Z

Si p y ¢ son numeros reales diferentes de cero, entonces

plgt TP PR
(p‘l _ q_l) - p2 _ q2

2
, . 1
Para todo ntimero real a, se tiene que <a2> = a.

Para todo nimero real a, y todo r y s niimeros racionales
positivos, se tiene que (a")” = a"*.

Si z,y y z son numeros reales positivos entonces

642/35=2/5y=1/3,1/2  42/3,

324/51:3/5y—1z—1/2 o

Si a y b son numeros reales diferentes de cero, entonces

a2 — b2\ ! _ab
a—l—p1 Ca+b
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(g) Para todo nimero real z # 0 se tiene que

(° _Z—lo)% _ (-1 '

orw

6

(h) Para todo nimero real x se tiene que

e e\’ et —e " 2_1
2 2 -

(i) Para todo x,y y z ntimeros reales distintos de cero, se tiene

que
o[ —962By12 2252 —
5 = 3y?z%.

z z

(j) Si ay bson numeros reales positivos, entonces

6b—1 1 —3b3
V564 21\/1)05@  19uta
oLt

(k) Para todo a y b reales, se tiene que

Vie=1?+(b+17 =a+b,
(1) Para todo x y y nimeros reales se tiene que

Vrty+ -z —y= V2.

2. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero
o falso. En cada caso justificar su respuesta.

a) Para todo =« nuimeros reales se tiene que
y Uy
(22 + 3y)? = 422 + 99°.

(b) (V3 —=V5+13+5)% =10

(c) Para todo nimero real a se tiene que
a* —2a—8=(a—2)(a+4).

(d) Para todo = y y nidmeros reales se tiene que
1622 — 9y? = (4x — 3y)>.

(e) Para todo z y y ntimeros reales se tiene que
Py’ = (2 —y)(z* + 7).
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(p)
(q)

Para todo ntmero real z se tiene que

272% — 64 = (3x — 4)(92% + 12z + 16).

Para todo sy t nimeros reales se tiene que

8 — 9252 = 12(1* — 9s2) = £2(t* — 3s)(t? + 3s).

Para todo nimero real b se tiene que b3+ 64 = (b+4)(b* +

16).

Para todo z y y numeros reales se tiene que 42 — 27y —

6y? = (z +y)(4z — 6y).

Para todo m y m numeros reales se tiene que 6m? — 26m —

20 = (2m — 10)(3m + 2).

Paratodo x y y ntimeros reales se tiene que (3z—2y+5)? =

922 — 122y + 4y* + 25.

Para todo nimero real 2 se tiene que z* + 222+ 9 =

(22 — 22+ 3)(2% + 22 + 3).

Para todo z y y nimeros reales se tiene que zy* — 8xy =

(2%y? — 2)(x%y? + 22y + 4).

Si los denominadores son distintos de cero, se tiene que
y+4 1

Qy+9y+4 2y+1°

r—2

Si los cocientes estan definidos, se tiene que ———— =
3z —5)x — 2

1
3r —95
Al dividir el polinomio 2z*—z3y+2xy®—y* por el polinomio
22 —zy +y? el residuo es 0.

Suponiendo que las fracciones estan definidas, se tiene que
1  Vax+h+
Via+h—Jx h '

3. En cada caso efectuar las operaciones y/o simplificar hasta donde
sea posible.

(a)
(b)

g3 _gn 47
2 +2x—8 2?4+ 10z +24
22 —6r+8 a2—21-—8
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422 — 150 — 4
(c) — o
8x 10z — 3
(@ 1552 + 2st — 8t2 252 + st — t2
352 + st — 2t2 5s? — st —4t2 )’
x Y z
e + + .
SN R Y e el (s VR S e Sp”
20 —1 T+ 3 2z — 3
(f) + — .
222 —x—6 6224+ —12 322—10x+8
1 . 1
P
T
1— 22

4. (a) En cada caso racionalizar el numerador

VaTh- B
h

25~ vy

1622 — y?

i, Ve _3+¢$_4

V-
- h

(b) En cada caso racionalizar el denominador

VT

1.
VT +3—+Vr+2
5

1.
V5 4+ V3 -2
l’Q
., —————
vVrz+9-3
Yy

1v.
y+ Jx

5. Resolver cada una de las siguientes ecuaciones

ii.

iv.

2 y+3 B 1
@ TS TGy  1-9)
(b) y* — 1042 + 21 = 0

(c) 42213 — 8213 +3=0
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(d) 6z —7yzx+2=0
() Ve —b++vVr—2=1
(f) V2 +vV6+z=3
() Ve —6yz+9=0

6. Resolver cada una de las siguientes desigualdades

5x—4<8w—|—3
5
1—37 3z — 6

a)
)

(c) 622 +10x —4>0
)
)

(
(b

(d) 222 +32—-3>0
(e) B—x)(r+2)(4x—11) >0

7. Resolver cada una de las siguientes desigualdades

3r+4
(@) |25

(b) 16— 2z > 8
() 3< |20 =3[ <7

r+6
d
( ) 2x+1’
(e) |z| > |z —1]

B

Taller 2

1. Halle todos los valores enteros b y ¢ tales que cada uno de los
siguientes polinomios pueda escribirse como producto de poli-
nomios de grado uno y coeficientes enteros.

(a) 2+ 3z +c¢
(b) 22 +bx — 3

2. En cada caso determine si existen enteros x y y que satisfagan la
ecuacion
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(a) z* —y* =17
(b) 22 —y* =12

3. En cada caso divida f (x) por p ()

(a) f(z)=272*—362>+2+9, px)=32>+z+2
(b) f(z)=Tz+6, p(x)=22"-3
(c) fla)=a*+2+1, plr)=2"+1

4. Use divisién sintética para determinar el cociente y el residuo de
dividir f (z) por p(z) en cada uno de los siguientes casos.

() f(2) =25~ 3% + 40 +5, p() =z — 1

(b) f(z) = —42® — 212° + 2623 — 27z, p(x

(c) f(z)=122% + 52> — 11z — 6, p(x)=3
(Sugerencia: 3z +2 =3 (z + 2)).

5. Usando el teorema del residuo. Determine el residuo de dividir
f () por p(x) en cada uno de los siguientes casos.

(a) f(z)=22"-32°+42z -2, px)=x+2

1’4 3

(b) f(:v):2—7—%+x+1, p(x) =1z —3

(¢) f(x) =620 +102% — 23 + 42" — 12, p(x)=2-1
6. En cada caso demuestre que p () es factor de f (x)

) f(x) =620 +102% — 823 +42'" — 12, p(x)=2-1
) flz) =4 +42° —2—1, px)=x+1
¢) f(z) =5z —20480, p(x)=x—2
) fx)=a2®+3Y p)=z+3
) [ (x)

T
=623 - 72?2 +1, p(z)=z—3

7. (Para qué valores de k, f (x) es divisible por el polinomio lineal?

(a) f(z)=2%—Kk*2* —8kx — 16, x — 4
(b) f(x)=ka® — 172> —4kx +5, -5
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10.

11.

12.

13.

Halle todos los valores de k para los cuales el residuo de dividir
f(z) = 32% + 4kx? + 6, por x + 2 sea —2.

Si se divide f(z) = z* — 5z + 5, por x — ¢ y se obtiene como
residuo r = —1 a qué es igual ¢?

Halle el polinomio f (x) de coeficientes reales y coeficiente prin-
cipal 1, que tiene el grado y las raices que se indican

1,3,-3

277

(b) grado 4, raices —7, —3i,0, —3
(c) grado b, raices —32, 1+14,2

(a) grado 4, raices —

Determine el polinomio f (z) de grado 3 y coeficientes reales que
tenga los ceros indicados y satisfaga la condicién dada

(a) —1,2,3, f(—2) =80
(b) —3,-2,0, f(—4) = 16
(c) —2i,2i,3, f(1) =20

Halle el polinomio f (x) de grado 7 para el cual —2 y 2 son raices
de multiplicidad 2, 0 es raiz de multiplicidad 3y f(—1) =27

Para cada uno de los siguientes polinomios halle todas sus raices
y escribalo como producto de factores lineales

2% — 2% +x — 1, si se sabe que 1 es una de las raices.

(a)

(b) 2z + 23 — 322 — x + 1, si se sabe que 1 y —1 son rafces.
)
)

Taller 3

Se desea enchapar el corredor de ingreso de un apartamento de 60
cm de ancho por 4,8 m de largo, utilizando solamente baldosas
completas. En el mercado se encuentran tres clases de baldosas
de las siguientes caracteristicas:
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(a) Baldosas de 30 x 30 cm, empacadas en cajas de 11 unidades
a precio de $35800 por caja, y admite devolucién hasta de
dos baldosas a 3000 cada una.

(b) Baldosas de 20 x 20 cm, empacadas en cajas de 25 unidades
a precio de $36000 por caja, y admite devolucién hasta de
cuatro baldosas a 1200 cada una.

(c) Baldosas de 25 x 20 cm, empacadas en cajas de 20 unidades
a precio de $30000 por caja, y admite devolucién hasta de
dos baldosas a $2000 cada una.

,Cuantas baldosas de cada tamano se necesitan para hacer el
enchape? ;Cudl es el enchape mas econémico y cuanto cuesta?

. En un examen aplicado a 200 estudiantes, 13—0 obtuvieron como
calificaciéon més de 4 (sobre 5), y % de los restantes obtuvieron
calificacion entre 3 y 4. ;Cuéntos estudiantes perdieron la prue-

ba?

. Un empleado recibe un aumento del 10% en un mes y al siguiente
mes le reducen el salario en un 10% ;Cuédl era el salario original
mensual si después del aumento y la reduccion recibié $1980007

. Juan vende su bicicleta y su calculadora en $120000 cada una. Si
en la bicicleta perdié el 20% del costo y en la calculadora gané el
20% del costo, {Cudnto gan6 o perdié en total?

. Individualmente, Jairo puede realizar un trabajo en 3 horas y Pe-
dro puede realizarlo en 4 horas. ;jEn cuanto tiempo lo realizaran
si trabajan juntos?

. La administracién de un parque natural estimé el niimero total de
individuos de cierta especie usando la técnica de captura-marca-
recaptura. Inicialmente marcé y liber6 100 individuos. Tres meses
después cuando los individuos estaban suficientemente mezcla-
dos, capturd 100 individuos y entre ellos encontré 4 marcados. Si
suponemos que la proporcién de individuos marcados en la segun-
da muestra es igual a la proporcion de individuos marcados en la
poblacién total, ;Cudl es la poblacién total de dicha especie?

. Un ganadero vendié parte de un lote de ganado en 35 millones
y el resto en 16 millones. Si en el primer grupo habia el doble
de reses que en el segundo, y vendié cada res del primer grupo
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

en $75000 mas que cada res del segundo, jcuédntas reses habia en
cada grupo?

Luis empieza a jugar con cierta cantidad de dinero. Primero gana
una cantidad igual a la que tenia al comenzar el juego, después
pierde $80, més tarde pierde los % de lo que le queda y finalmente
pierde el resto que le queda que es igual a los % de la cantidad con
que empez6 a jugar. {Con cuanto dinero empezo6 Luis el juego?
Si el mayor de dos enteros cuya suma es 88 se divide por el més
pequeno, el cociente es 5 y el residuo es 10. ;Cudles son los
nimeros?

Las notas de un estudiante son 28, 32, 40 y 20. Si el examen final
vale el 30% , ;qué nota debe obtener el estudiante en el examen
para que su nota definitionitiva sea 357

Una lamina metalica de 16 cm de anchura se dobla para hacer
una artesa abierta de seccién transversal rectangular de 30 cm?
de area. Hallar la profundidad y anchura de la artesa. ;Cuantas
soluciones hay?

Un tridngulo rectangulo de 210 m? de 4rea tiene un perfmetro de
70 metros. Hallar los lados del triangulo.

Se puede llenar una piscina mediante dos mangueras en 4 horas.
Si se usan las dos mangueras separadamente, la mas pequena
gasta 6 horas mas que la mas grande en llenar la piscina. ;jEn
cuanto tiempo se llena la piscina si se usa solo la mas pequena de
las mangueras?

Una barra metélica contiene un 20% plata y una segunda barra
un 12%. ;Cudntos kilos de cada una deben tomarse para fabricar
una barra de 40 kilos que contenga un 14.5% de plata?

Dos ciudades A y B estan separadas por 360 kms. A la 1 p.m.
parte un carro de A hacia B viajando con velocidad uniforme.
Una hora mas tarde parte un carro de B hacia A y viaja con una
velocidad mayor en 15 km/h que la del primero. Si los dos carros
se encuentran en la mitad del camino entre las dos ciudades, hallar
la velocidad del primer carro.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Un grupo de estudiantes alquila por $8000 un aparato para rea-
lizar un experimento, pagando el costo igualmente entre ellos.
Una semana mas tarde el grupo alquila nuevamente el aparato
pero faltaron 10 estudiantes y los restantes tuvieron que pagar
$40 adicionales por el alquiler. ;Cudntos estudiantes formaban el
grupo?

Dos hombres trabajando juntos hacen un trabajo en 6% horas.
Los hombres empiezan a trabajar juntos, uno de ellos se enferma
3 horas después y el otro termina el trabajo laborando 8% horas
mas. ;En cuanto tiempo hace cada hombre el trabajo si laborara
solo?

Una persona pone a rentar $110000, parte a cierta tasa de interés
y parte a otra tasa, y cada parte le produce el mismo rendimiento.
Si la primera parte se coloca a la tasa de la segunda y la segunda
a la tasa de la primera rentan $2800 y $2000 respectivamente.
Hallar el valor de las dos partes y de las dos tasas.

Problemas que implican desigualdades

Una agencia de alquiler de autos cobra $200000 semanalmente
mds $50 por cada kilémetro de recorrido. Describir mediante
una desigualdad el costo semanal para una persona que planea
recorrer entre 1800 y 2300 km en su semana de vacaciones.

Un inversionista tiene $10000 ddlares invertidos al 8%, y tiene
la oportunidad de invertir més dinero al 15%. Hallar la canti-
dad adicional que debe invertir para que su rendimiento total sea
mayor del 12%.

Si el perfmetro de un lote rectangular es menor de 300 c¢m, y su
longitud es de 80 m, ;Cudl es es ancho del lote?

Un platero desea obtener una aleacién que contenga al menos
72% de plata y a lo mas 75% del mismo metal. Determinar las
cantidades minima y mdxima de una aleacién de plata al 80% que
deban combinarse con una aleacién de plata al 65% con el fin de
tener 30 gramos de la aleacién requerida.

., Cual es la cantidad minima de alcohol puro que debe agregarse
a 24 litros de una solucién de alcohol al 20% para obtener una
mezcla que tenga al menos 30% de alcohol?



100 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE ALGEBRA

24. El interior de una pista de carreras de longitud 500 mts, consiste
de un rectangulo con semicirculos en dos lados opuestos. Hallar
las dimensiones que hacen méxima el area del rectangulo.



Capitulo 3

Geometria

3.1 Introduccion

Desde sus origenes, como una herramienta para describir y medir fi-
guras, la geometria ha crecido en sus teorias y métodos con los cuales
se pueden construir y estudiar modelos tanto del mundo fisico, como
de otros fenémenos del mundo real. El estudio de las magnitudes, por
ejemplo, constituye parte fundamental de la vida cotidiana y es bésico
en las ciencias naturales. Continuamente nos encontramos, ademsds,
con representaciones planas de objetos espaciales que aparecen en los
dibujos y en las imagenes y estas deben ser analizadas y usadas para
construir objetos. La geometria es una valiosa herramienta tanto para
construir representaciones visuales de conceptos y procedimientos de
otros dominios de las matematicas y de otras ciencias, como para de-
sarrollar pensamiento y comprension.

La geometria es un punto de encuentro de la matematica como
teoria y la matematica como fuente de modelos. Es en la actualidad
una herramienta tanto en las aplicaciones tradicionales como en las
innovativas: graficos computarizados, procesamiento de iméagenes, pa-
trones de reconocimiento, robdtica e investigacion de operaciones. Asi,
la geometria es una herramienta manipulativa, intuitiva, deductiva y
analitica.

Pero, ;jcémo fueron realmente los inicios de esta importante rama
de la matemadtica? Resenaremos a continuacién algunos apartes de las
primeras fases de su desarrollo. La historia nos ensena que el desarrollo

101
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de cualquier rama de la matematica se ha llevado a cabo de una manera
gradual. Frecuentemente han sido necesarias varias décadas y atin cien-
tos de anos de esfuerzos antes de conseguir un avance importante y, en
muchas ocasiones, lo que se consigue es simplemente un punto de par-
tida para desarrollos mas completos y avanzados.

Esto sucedid, desde luego, con el desarrollo de la geometria. En
sus inicios, aproximadamente 3000 anos antes de Cristo en las culturas
egipcia y babildnica se encuentran los primeros rasgos de su desarrollo.

En Babilonia no se constituy6 realmente como una rama indepen-
diente de la matematica. Se estudié en conexién con problemas prac-
ticos, pero ain algunos de estos problemas como los de reparto de
terrenos o construccién (que en nuestros dias se relacionan con la geo-
metria y la medicién) se transformaban usualmente en problemas arit-
méticos o algebraicos. Calcularon areas de figuras planas sencillas y
volimenes de sélidos simples usando algunas reglas o formulas, que en
la actualidad no se consideran del todo correctas, pero que posiblemente
les proporcionaban aproximaciones que les permitieron resolver intere-
santes problemas de aplicacién. Es importante destacar que conocian
la relacion pitagorica, usaban la semejanza de triangulos y la proporcio-
nalidad; utilizaron una muy buena aproximacion del niimero irracional
7 para determinar el area del circulo.

Los egipcios no establecieron separacién entre aritmética y geome-
tria. En los papiros se encuentran problemas en los que integran los
dos dominios. Ellos, como los babilonios, consideraron la geometria
como una herramienta practica. Un historiador muy importante de la
antigiiedad, Herédoto, nos dice que la geometria egipcia tuvo su origen
en un problema préactico que le interesaba resolver al pueblo egipcio:
las cosechas se perdian cuando se crecia el rio Nilo. La solucién estaba
entonces en trazar los linderos de los terrenos cultivados para que no se
perdiera la cosecha. Tenfan, como los babilonios, algunas formulas para
calcular areas de rectangulos, de tridangulos, de trapecios, de circulos;
férmulas para determinar volimenes de cubos, cilindros y otros sélidos
sencillos. Las reglas planteadas no aparecen expuestas en simbolos:
enunciaban los problemas verbalmente pero su procedimiento para re-
solverlos era esencialmente el mismo que usamos nosotros cuando cal-
culamos siguiendo una férmula. (A pesar de que algunas de ellas no
resulten hoy correctas, les proporcionaron importantes elementos). Las
piramides representan en esta cultura una sorprendente aplicacién de
la geometria. En la construccion de cada una de ellas se puso especial
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cuidado en seleccionar forma y dimension de las bases y en escoger las
dimensiones relativas adecuadas. Es importante destacar ademas que
los egipcios combinaron sus conocimientos de astronomia y de geome-
tria para construir sus templos y pirdmides.

En la historia de la civilizacién los griegos alcanzaron una posicion
destacada y en la historia de la matematica su época fue una de las mas
brillantes. La contribucion griega a la geometria plana y del espacio,
a la trigonometria, a la teoria de ntimeros, la ampliacion del algebra y
la aritmética de los Babilonios y Egipcios es enorme. A pesar de que
la civilizacion griega se remonta al 2800 A.C. y duré aproximadamente
hasta el 600 D.C., en la historia de la matematica griega se distinguen
dos periodos: el clasico del 600 al 300 A.C., el helenistico del 300 A.C.
al 600 D.C. y, precisamente, entre finales del periodo clésico e inicios
del helenistico se ubican dos de las contribuciones mas importantes de
los griegos “Los Elementos de Euclides”y las “Secciones Cénicas de
Apolonio”, alli estd la fuente original de gran parte de los conceptos de
geometria que hoy estudiamos en las aulas.

Euclides vivié y enseno en Alejandria alrededor del ano 300 A.C. Los
Elementos son sin duda la obra mas famosa de Euclides, se constituyen
en la primera fuente de conocimiento matematico, han influido como
ningtn otro libro en el derrotero de las matematicas. Fue estudiandolos
como se aprendié el concepto mismo de matematica, la nocién de de-
mostracién y la ordenacion légica de los teoremas. Su contenido de-
termind realmente el curso del pensamiento matematico posterior. Los
Elementos constan de trece libros. Los libros del I al IV tratan sobre las
propiedades bésicas de las figuras (tridangulos, cuadrados, pentdgonos,
hexdgonos regulares), teoremas sobre congruencia, paralelismo, teore-
ma de Pitagoras. En el libro I, Euclides incluye definiciones iniciales
(basicas para el trabajo en geometria), entre las que se destacan; recta,
circulo, paralelas, paralelogramo y presenta ademés cinco postulados
(considerados como verdades incuestionables), postulados que sirven
de base para la construccion de la llamada geometria euclidiana, que
es precisamente la que usualmente trabajamos en las aulas. El libro V
trabaja la teorfa de proporciones entre magnitudes. En el VI las figuras
semejantes y presenta lo que hoy podriamos entender como una gene-
ralizacién del Teorema de Pitadgoras. En los libros VII, VIII y IX se
dedica a trabajar en términos geométricos lo que hoy conocemos como
teorfa de los nimeros (clasificacion de irracionales) y en los libros XI,
XII y XIII plantea la geometria de los sélidos y sus volumenes.
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Es importante destacar, ademas, a dos notables matematicos grie-
gos, que aportaron también al conocimiento de la geometria: Apolonio
y Arquimedes. Apolonio (287-212 A.C) con su obra maestra “El trata-
do sobre las Conicas”, donde desarrolla elementos fundamentales que
hoy retomamos nosotros en los cursos de Geometria Analitica, basta
decir aqui que fue conocido en su época, como: “El gran geémetra”.
Del 287 al 212 A.C. vivié en Alejandria el considerado como el mayor
matematico de la antigliedad: Arquimedes. Sus trabajos en matemati-
cas incluyen el célculo de areas y volimenes por el método de aproxi-
maciones sucesivas y el calculo del nimero w. Sus trabajos geométricos
representan el punto mas alto de la matematica greco-alejandrina; en
sus razonamientos usa teoremas de Euclides y sus demostraciones estan
perfectamente argumentadas.

Finalmente, en este punto es importante advertir que la presentacion
de este trabajo no sera del todo formal, lo cual se evidencia en la for-
ma en que se expone el mismo. Lo que esperamos es que estas notas
aproximen y motiven al lector al estudio de la geometria.

A continuacion, se presenta las tematicas necesarias, como una guia,
para abordar los talleres propuestos al final del capitulo.

e Taller 1. Subsecciones: 3.2.1 y 3.2.2.

e Taller 2. Subseccion 3.2.2: conceptos basicos, desigualdades en
un triangulo y congruencia de triangulos.

e Taller 3. Subseccién 3.2.2: semejanza de tridngulos.

e Taller 4. Subseccién 3.2.4: conceptos basicos, los dngulos en un
poligono y cuadrilateros.

e Taller 5. Subseccién 3.2.4: perimetro de un poligono, area de un
poligono y teorema de Pitagoras.

e Taller 6. Subseccién 3.2.5.

e Taller 7. Seccién 3.3.
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3.2 Geometria plana

3.2.1 Puntos, rectas, rayos y segmentos

Siguiendo la tradicién, de la geometria euclidiana, consideraremos en
este escrito el punto, la recta y el plano como términos indefinidos.

Los objetos fisicos sugieren las ideas de puntos, rectas y planos. Por
ejemplo, la marca que deja la punta de una ldpiz en una hoja de papel
nos da la idea intuitiva de punto. Una hoja de papel, pensando que
se extiende infinitamente, nos da la idea de plano, a su vez, los bordes
de una hoja de papel extendidos infinitamente nos sugieren la idea de
recta.

Las nociones intuitivas de punto, recta y plano y sus posibles des-
cripciones nos permitiran usarlos en la reconstruccion de algunos ele-
mentos de la geometria euclidiana, que muy seguramente ya han sido
trabajados en la educacién bésica.

Asi, tomando estos términos como puntos de partida, podemos
recordar unas primeras nociones importantes:

e Una figura es un conjunto de puntos.

e El espacio es el conjunto de todos los puntos.

e Tres o mas puntos son colineales, si y solamente si, estan sobre la
misma recta.

e Cuatro o mas puntos son coplanares, si y solamente si, estdn en
un mismo plano.

Las figuras que estan en un plano tales como cuadrados, circulos
y tridngulos son bidimensionales (tienen dos dimensiones, figura 3.1).
Las esferas, cajas, cubos y los objetos reales son figuras tridimensionales
(figura 3.2).

Figura 3.1.
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Figura 3.2.

Diferentes maneras de describir los puntos y las rectas han dado
origen a distintas geometrias (en la geometria euclidiana, por ejemplo,
un punto se describe como una localizacion y en la geometria analitica
un punto es un par ordenado de numeros). Para hacer mas clara la
descripcion de los puntos y las rectas se plantean los postulados, que
ademas de servir para explicar los términos indefinidos sirven de punto
de partida para deducir y probar otros enunciados. Los postulados en
la geometria euclidiana, que como lo comentamos en el aparte ante-
rior planteé Euclides en los Elementos pueden ser resumidos de la
siguiente manera:

Postulados:

e Dos puntos determinan una recta. (A través de cualesquiera dos
puntos, pasa exactamente una recta).

Notaremos los puntos con letras maytsculas A, B, C, ... (Véase
figura 3.3).
A B
. . l
Figura 3.3.

La recta que contiene a los puntos A y B se nota AB y algunas
veces con letras minusculas, como por ejemplo [.

e Una recta contiene infinitos puntos.

e Dada una recta en un plano, existe por lo menos un punto en el
plano que no estd en la recta.

e Dos rectas diferentes se intersectan a lo mas en un punto.

e Todo plano contiene al menos tres puntos que no estan alineados.



3.2. GEOMETRIA PLANA 107

e Si dos puntos de una recta estan en un plano, entonces la recta
estd contenida en el mismo plano.

o Tres puntos cualesquiera estdn al menos en un mismo plano y tres
puntos cualesquiera no alineados estdn exactamente en un mismo
plano.

e Dado un plano en el espacio, existe al menos un punto en el
espacio que no estd en el plano.

De los postulados anteriores se derivan definiciones, teoremas y ca-
racterizaciones que permitiran posteriormente solucionar problemas.

Definicién 3.2.1. Dos rectas que estan en un mismo plano son para-
lelas, si no tienen puntos en comun.

— > — —>
Si AB y CD son rectas paralelas, escribimos AB || C'D.
Postulado:

En un plano, por un punto exterior a una recta pasa una unica recta
paralela.

Ya tenemos alguna familiaridad con los ntimeros reales y su repre-
sentacion en una recta numeérica.

La distancia entre dos puntos podemos medirla por medio de una
regla ordinaria, para esto basta establecer una unidad de medida. Si
convenimos en elegir una unidad, para cualquier par de puntos A y B,
habra un nimero que nos diga cuanto dista A de B. Expondremos esto
en forma mas precisa, enunciando enseguida un postulado.

Postulado:

A cada par de puntos diferentes le corresponde un unico niumero
positivo llamado la distancia. Si los puntos son A y B, entonces, indi-
caremos la distancia por AB.

Admitimos la posibilidad de que A = B, es decir que A y B sean
el mismo punto; en tal caso, AB = 0. Es de anotar que la distancia no
depende del orden en que se consideren los puntos. En consecuencia,
siempre tenemos que AB = BA.

Teniendo en cuenta las discusiones dadas en capitulos anteriores,
podemos establecer una correspondencia entre los puntos de una recta
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y los ntimeros reales de tal manera que a cada punto de la recta corres-
ponde exactamente un nimero real y reciprocamente, a cada niimero
real corresponde exactamente un punto de la recta. La distancia en-
tre dos puntos cualesquiera es el valor absoluto de la diferencia de los
numeros correspondientes.

Una correspondencia como la descrita en el postulado anterior se
llama un sistema de coordenadas. El ntimero correspondiente a un
punto se llama la coordenada del punto.

Es evidente el significado de la palabra entre, sin embargo, ésta
admite una definicién precisa, la cual se enuncia a continuacion.

Definicién 3.2.2. Dados los puntos A, B y C, se dice que B estd

entre A y C, si A, B y C son puntos distintos de una misma recta y
AB+ BC = AC (figura 3.4).

A B C
Figura 3.4.

Definicién 3.2.3. El segmento (o segmento de recta) con puntos
extremos A y B, notado AB, es el conjunto formado por los puntos A
y B y por todos los puntos ubicados entre ellos dos. La longitud del
segmento AB (notada AB) se define como la distancia entre A y B

(figura 3.5).

Figura 3.5.

Definicion 3.2.4. Un punto B se llama punto medio de un segmento
AC, si B estda entre A y C' y AB = BC.

Naturalmente, todo segmento tiene un punto medio y decimos que
éste biseca al segmento.

Dos segmentos con la misma medida se llaman segmentos congruen-
tes. Asi, AB y DFE son congruentes si AB = DFE y, en tal caso, se
escribe AB = DE.



3.2. GEOMETRIA PLANA 109

Definicién 3.2.5. El rayo con punto extremo A y que contiene un pun-
—

to B, que notaremos AB, consiste en todos los puntos sobre el segmento
AB vy todos los puntos que cumplen que B estd entre ellos y A (figura

3.6).
P
Puntos para los que B se
A ubica entre ellos y A

Figura 3.6.

. —_— —
Si A esta entre By C, entonces AB y AC' se llaman rayos opuestos.

3.2.2 Angulos

Definicién 3.2.6. Un dngulo es la union de dos rayos que tienen el
mismo punto inicial. Los dos rayos se llaman los lados del dngulo

y el extremo comiun se llama vértice. Si los rayos son AB Y A—C)’,
entonces el dngulo se denota ZBAC o ZCAB (figura 3.7).

Figura 3.7.

Se dice que un punto D eﬁ en el interior de ZBAC, si D y B estan
del mﬂo lado de la recta AC' 'y D y C estan del mismo lado de la
recta AB. Se dice que un punto E esta en el exterior de ZBAC si no
estd en dicho angulo ni en su interior. En la figura anterior D es un
punto del interior de ZBAC y FE es un punto exterior (figura 3.7).

Medida y clasificacion

La medida de un angulo indica la abertura del interior del &ngulo. Para
medirlo inicialmente la unidad de medida que se toma es el grado, para
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indicar que se hace referencia a la medida, se acostumbra a escribir

m /LABC.

90°

180° 1°

270°
Figura 3.8.

Aunque més adelante se dedicara una seccion al estudio de la circun-
ferencia, admitimos que se tiene algiin conocimiento de esta. Un angulo
de un grado (1°) esté determinado por la divisién de una circunferencia
en 360 partes iguales y se toma el dngulo determinado por el centro
del circulo (vértice) y dos puntos de subdivisién consecutivos sobre la
circunferencia. La circunferencia completa tiene 360° (figura 3.8).

Recordemos que, asi como medimos segmentos con una regla, me-
dimos los angulos con un transportador. El nimero de grados de un

angulo es su medida. Si hay x grados en el ZBAC, entonces escribimos
m /BAC = z°.

En general, para el estudio de la geometria, sélo se consideran
angulos de cuyas medidas estén entre 0 y 180 grados. Para el estu-
dio de la trigonometria se consideraran angulos de medidas mayores.
En este punto, es necesario advertir que, cuando no haya lugar a con-
fusion, en algunos apartes, se omite el simbolo usado para notar los
grados.

Otra medida para los dangulos es el radian. Esta nocion es explicada
en el taller 5 y al respecto se proponen algunos ejercicios.

Todo angulo tiene una unica medida y esta medida nos permite
clasificarlos. Si se considera como unidad el grado, en el rango entre 0°
y 180°, la clasificacion usual es la siguiente:

Si m es la medida de un angulo, el angulo es agudo si y sélo si
0 < m < 90; el angulo es recto siy solo si m = 90; es obtuso si y solo
si 90 < m < 180 y es llano si y sélo si m = 180 (figura 3.9).
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[\ |

Angulo agudo Angulo recto Angulo obtuso Angulo llano
Figura 3.9.

Si D esta en el interior de ZBAC' (figura 3.10), entonces,

m /BAC =m /ZBAD +m /ZDAC

Figura 3.10.

Ejemplo 3.1.

1. En la figura 3.11, determinar: m ZC'PD

Figura 3.11.

e Pensando en P como centro de un circulo, podemos afirmar
que:
m ZCPD = 360° — (90° + 45° + 80°) = 145°.
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Definicién 3.2.7. Si la suma de las medidas de dos dangulos es 180°,
entonces decimos que los dngulos son suplementarios y que cada uno
es el suplemento del otro.

Ejemplo 3.2. Sabiendo que la medida m de cierto angulo es un cuarto
de la medida de su suplemento, determine m. Si m es la medida del
angulo su suplemento tendra medida 180 — m. Teniendo en cuenta la
relacion:

1
m = 1(180 —m)

4dm = 180 — m
5m = 180
m = 36.

Definicién 3.2.8. Si la suma de las medidas de dos dangulos es 90°,
entonces decimos que los angulos son complementarios y que cada
uno es el complemento del otro.

. _) _> 7 . H
Si AB y AC forman un angulo recto, entonces se dice que AB es
i — —_— — } .
perpendicular a AC' y se denota AB 1 AC. Ademas, se dice que dos
rectas son perpendiculares si forman un angulo recto. Empleamos la
misma notacién anterior para indicar que dos rectas son perpendicu-
lares.

En la figura 3.12, el ZABC' es recto, m L n, BA L B—C>’ Notese el
simbolo usado en la figura para indicar un angulo recto.

n

A C

Figura 3.12.

Si dos rectas coplanares m y n son perpendiculares a la misma recta,
entonces son paralelas (figura 3.13).
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Figura 3.13.

En un plano, si una recta es perpendicular a una de dos rectas
paralelas, entonces es perpendicular a la otra.

Se dice que dos angulos son congruentes si tienen la misma me-
dida. Asi, ZABC'y Z/DEF son congruentes si m ZABC = m /DEF
y en tal caso lo notamos ZABC = /DEF.

Dos angulos rectos cualesquiera son congruentes. Si dos angulos
son a la vez congruentes y suplementarios, entonces cada uno de ellos
es un angulo recto. Notese que los suplementos de dngulos congruentes
son congruentes y que los complementos de angulos congruentes son
congruentes.

Deﬁnici63>3.2.9. Dado ZABC' y un punto interior D de ZABC'. Se
dice que AD es la bisectriz del ZABC, si m /ABD =m /DBC.

Ejemplo 3.3.

1. Sien la figura 3.14, BD biseca el angulo ZABC'y sim /ZDBC =
bx — 11y m ZABD = 2x + 25, encontrar m ZABC'.

B

A 49°(49° C

Figura 3.14.
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m/LDBC =m /ZABD
Sr — 11 =2x + 25
3r = 36
r=12.

Sustituyendo x, se tiene que:
m/ZDBC = 5(12) — 11 = 49.
mZABD = 2(12) + 25 = 49.

De donde m ZABC = 98.

Dependiendo de sus posiciones, los angulos también tienen nombres
especiales:

. = — —
Definiciéon 3.2.10. Si AB y AC son rayos opuestos y AD es otro
rayo cualquiera, entonces, se dice que ZBAD y ZDAC forman un par
lineal (figura 3.15).

Qe

A

wa] )

Figura 3.15.

En la figura 3.15, ZBAD y ZDAC forman un par lineal.

Si dos angulos forman un par lineal, entonces son suplementarios;
notese que dos angulos pueden ser suplementarios sin que formen un
par lineal.

Definiciéon 3.2.11. Dos dngulos no nulos y no llanos se dicen dngulos
adyacentes, si tienen un lado comun y no tienen puntos interiores
comunes.

Cuando dos rectas se intersectan determinan 4 angulos. Cada par
de angulos no adyacentes, se dice opuesto por el vértice, lo cual se
expresa en la siguiente definicion.
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) A

Figura 3.16. Los angulos ZCOB y ZBOA son adyacentes.

Definicién 3.2.12. Dos dngulos no llanos se dicen opuestos por el
vértice si al unir sus lados se determinan dos rectas. En otras palabras,
dos dangulos son opuestos por el vértice si sus lados forman dos pares
de rayos opuestos.

Figura 3.17.

En la figura 3.17, los angulos 3 y 5 son opuestos por el vértice y cada
uno de ellos forma un par lineal con el &ngulo 6, pero entonces podemos
afirmar que: mZ3 +m2Z6 = 180° y m Z5 + m /6 = 180°, entonces
mZ3+m L6 =m L5+ m /6, de esto se concluye que m £3 =m 45y
esto muestra un resultado importante: St dos dngulos son opuestos
por el vértice entonces tienen la misma medida y por tanto
son congruentes.

Ejemplo 3.4. Determinar la medida de los dngulos 1, 2 y 3 en la figura
3.18, sabiendo que la medida de ZAEB = 62°

Puesto que Z/ZDEC' y ZAEB son opuestos por el vértice, se tiene
que m /2 = 62°. Ahora, dado que ZAEB y /BEC forman un par
lineal, ellos son suplementarios, por tanto m £1 = 180° — 62° = 118°.

Como ademas los angulos 1 y 3 son opuestos por el vértice entonces
mZ3 = 118°.
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Figura 3.18.

Rectas paralelas, angulos correspondientes y angulos alternos
internos

Consideremos los angulos que se forman cuando dos rectas m y n, son
cortadas por una tercera recta [ llamada una transversal. Se determinan
8 dngulos, cuatro determinados por m y [ y cuatro determinados por n
y . Cualquier par de angulos en posiciones similares con respecto a la
transversal y a cada recta se llaman dngulos correspondientes.

1/9
4/3 m
5/6
n
V!
Figura 3.19.

En la figura 3.19, pares de angulos correspondientes son: 1y 5, 2y
6,3y 7, 4y8.

Los angulos 3 y 5 reciben el nombre de alternos internos, 4 y 6
son también alternos internos.

Si m y n son rectas paralelas cortadas por una transversal [, entonces
las parejas de dngulos correspondientes resultan congruentes y por lo
tanto las pareja de angulos alternos internos resultan congruentes.

Por ejemplo, en la figura 3.20, asumiendo que m y n son paralelas,
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los dngulos 2 y 6 son congruentes y también lo son los dngulos 3 y 5.

l
2

VA
o0 "

Figura 3.20.

8

Es de anotar que el reciproco de la afirmacién anterior es cierto. Es
decir, si dos rectas cortadas por una transversal determinan angulos
correspondientes congruentes o angulos alternos internos congruentes,
entonces dichas rectas resultan paralelas.

En este punto es conveniente aclarar algunos aspectos relacionados
con las gréficas y algunas cuestiones de notacién, que seran consignados
en las siguientes notas.

Nota. Existen limites para la informacion que usted puede suponer
cuando se presenta un dibujo.

Dada la figura 3.21, usted puede asumir:

E
D
G B él ]
C F
n m
Figura 3.21.

e Colinealidad de los puntos que aparecen marcados sobre la rec-
ta. B, D, By C estan todos sobre la recta m y D esta entre B
y E.
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e Interseccion de las rectas en un punto dado. m y [ se intersectan
en el punto B.

e Puntos en el interior de un angulo, sobre un lado, o en el exterior
del angulo. Por ejemplo, F' esta en el interior del ZABC', G esta
en el exterior y A estd sobre el lado.

No se puede asumir:

e Colinealidad de tres o mas puntos que no estan dibujados sobre
la recta. Por ejemplo, no se puede asumir que F' esta entre A y

C.

e Paralelismo entre rectas. No se puede asumir, por ejemplo, que
m || n, si no se dice explicitamente en el enunciado del problema.

e Medida de éngulo&r} longitud de segmentos. Por ejemplo, no se
puede asumir que BF biseca a ZABC o que DE = DB.

Para asumir informacién como ésta, acerca de una figura, debe ser
especificada en el enunciado del problema.

Nota.

1. Al comparar dos figuras, es usual usar algunas marcas para in-
dicar lados o éngulos congruentes. Por ejemplo, en el par de
graficas que se muestra en la figura 3.22, se tiene que:

e BF = MT.
e D= NR.
e /IFBC = /TMN.
e /BCD=/ZMNR.

2. En algunos casos, si no hay lugar a confusién, se omiten las
unidades de medida.
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B M S

(1) (2)
Figura 3.22.
3.2.3 Triangulos: congruencia y semejanza
Conceptos basicos
Definicién 3.2.13. St A, B y C son tres puntos cualesquiera no ali-

neados, entonces la reunion de los segmentos AB, AC' y BC' se llama
un tridngulo y se simboliza NABC.

Figura 3.23.

Los puntos A, By C (figura 3.23) se llaman vértices y los seg-
mentos AB, AC'y BC se llaman lados. Los angulos ZBAC, ZABC'y
ZACB se llaman los dngulos del triangulo, en ocasiones designare-
mos a dichos angulos como ZA, /By ZC.

Se dice que un lado de un triangulo estd comprendido entre dos
angulos si sus extremos son los vértices de dichos dngulos. Se dice que
un angulo de un tridangulo esta comprendido entre dos lados si su vértice
es el extremo comun de dichos lados.

Por ejemplo, en el tridngulo AABC (figura 3.23), el lado AC esta
comprendido entre los angulos ZAy ZC, por su parte, el angulo B esta
comprendido entre los lados AB y BC.
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Definicién 3.2.14. El perimetro de un tridngulo corresponde a la
suma de las medidas de sus lados.

Considerando algunas relaciones entre los lados de un triangulo sur-
gen las siguientes definiciones.

Definicion 3.2.15. Un triangulo isdsceles es aquel que tiene al menos
dos de sus lados congruentes.

Un tridngulo equildtero es aquel que tiene sus tres lados congruen-
tes.

Un tridangulo escaleno es aquel que no tiene un par de lados con-
gruentes (figura 3.24).

Isdsceles Escaleno Equildtero

Figura 3.24.

De las definiciones anteriores, se puede deducir que un triangulo
es isosceles si y solo si tiene al menos dos angulos congruentes. Por
lo tanto, un triangulo es equilatero si y solo si sus tres angulos son
congruentes.

Teniendo en cuenta las medidas de los angulos en un triangulo,

aparece la siguiente definicion.

Definicién 3.2.16. Un tridangulo es llamado rectdngulo, si tiene un
angulo recto. El lado opuesto al dngulo recto se llama hipotenusa y los
otros dos lados son llamados catetos.

Un tridngulo acutdngulo es aquel que tiene los tres dngulos agudos.

Un tridngulo obtusdngulo es aquel que tiene un dngulo obtuso.

Definicion 3.2.17. Un tridngulo equiangulo es aquel que tiene sus
tres angulos congruentes.

Asi, un tridngulo es equildtero si y solamente si es equiangulo.
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Nota. Algunos aspectos de las lineas notables en un triangulo, como
las medianas, bisectrices y mediatrices seran estudiadas en los talleres
propuestos. En particular, las medianas se consideran en el taller 2, las
bisectrices y mediatrices se presentan en el taller 5.

Teorema 3.2.1. La suma de las medidas de los dngulos de un tridngulo
es 180.

Demostracién. Dado el tridngulo ABC' (figura 3.25), debemos pro-
bar que m ZA+m /B +m Z/C = 180. Dibujamos BD, con BD || AC.

Existe solamente una recta que cumple esta condicién. Se tiene por
adicion de angulos que: m £1+m £2+m /3 = 180. Dado que las rec-
tas son paralelas, por propiedad de angulos alternos internos entonces
mZl =m/ZAy mZ3=mZC, pero ademéas /2 = /B. Sustituyendo
se obtiene que mZA +m ZB +m £ZC = 180.

B D B

/\ T3
A o -2 c

¥

Figura 3.25.

O

Ejemplo 3.5. Si en el tridngulo ABC' de la figura 3.26, las medidas
de los dngulos estan en razén 1:2:3. Determinar las medidas de los
angulos.

Figura 3.26.

Solucion. Que las medidas de los angulos estén en razon 1:2:3,
significa que para algiin ntmero real x, si x° es la medida de uno de
los angulos en grados, las otras medidas son 2z° y 3x°. Si aplicamos el
teorema anterior tenemos:

mZA+msB+mZC = 180°
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entonces,
x% 4 22° + 3z° = 180°

De donde
62° = 180°, z° = 30°

Los angulos del tridangulo tienen en consecuencia medidas 30, 60 y
90 grados.

Desigualdades en un triangulo

En un tridngulo, la suma de las medidas de dos de sus lados es mayor
que la medida del tercer lado. Esta se conoce como la desigualdad
triangular.

En un tridngulo, a mayor angulo se opone mayor lado y reciproca-
mente a mayor lado se opone mayor angulo.

En un tridngulo, un dngulo exterior es un angulo formado por uno
de sus lados y la prolongacién de otro de sus lados. Por ejemplo, en la
figura 3.27, el angulo ZCBD es exterior al triangulo AABC.

Q

Figura 3.27.

Puesto que la suma de las medidas de los angulos de un triangulo
es 180, se tiene que la medida de un angulo exterior de un triangulo es
igual a la suma de las medidas de los angulos interiores no adyacentes.
Por ejemplo en la figura anterior m ZCBD = m Z/CAB + m £/BCA.

Congruencia de triangulos

Intuitivamente, dos figuras geométricas son congruentes si tienen la
misma forma y el mismo tamano. Esta observacién referida al caso de
los triangulos, estaria diciendo que dos triangulos son congruentes si
uno de ellos puede superponerse en el otro, de tal manera que sus lados
y angulos coincidan.
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Si AABC es congruente con ADFEF | escribimos AABC = ADEF.

Puesto que un triangulo se puede notar de 6 formas distintas, existen
36 maneras de expresar que dos triangulos son congruentes. Ahora, al
adoptar la escritura AABC = ADFEF, estaremos significando que se
verifican las siguientes relaciones (figura 3.28):

o JA=/D, /B=/Fy /C=/F.

e AB=DE, BC=FEF y AC = DF.

"B i)

Figura 3.28.

Postulados de congruencias de triangulos

En esta seccion se enuncian criterios que permitiran decidir cuando dos
triangulos son congruentes.

Observando cada uno de los pares de la figura 3.29, podemos afir-
mar que, en cada caso, el par de figuras tiene las mismas medidas de
sus lados y las mismas medidas de sus angulos. Nétese que una figu-
ra se puede superponer sobre la otra si la trasladamos, la rotamos o
la reflejamos o si efectuamos consecutivamente mas de una de estas
transformaciones. Se dice que estos pares de figuras son congruentes.

En sintesis, se dice que dos figuras F'y GG son congruentes, lo cual
se nota ' = (G, si una cualquiera de ellas resulta de trasladar, rotar o
reflejar la otra.

En la figura 3.30, se dicen correspondientes las parejas de lados
ABy A'B', AC' 'y A'C", BC' y B'C"; de manera similar los parejas de
angulos Ay A’, By B, C'y C' son correspondientes.

Recordemos que dos segmentos son congruentes si y solamente si
tienen la misma longitud y dos angulos son congruentes si y sélo si
tienen la misma medida. Asi que, si dos figuras son congruentes,
cualquier par de lados o de angulos correspondientes son congruentes.
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E
2 ¢
A D E A » B
[l P
B . g N
F L 0
(2) (3)

Figura 3.29.

B/

A/
Figura 3.30.

Usando las propiedades anteriores es posible presentar algunos cri-
terios que nos permiten decidir cuando dos tridngulos son congruentes.

1) Postulado LLL: Dos triangulos son congruentes si tienen sus tres
lados respectivamente congruentes.

Si en los tridngulos ABC' y DEF (figura 3.31), se tiene que AB =2
DE, AC = DF y BC = EF, entonces AABC = ADEF.

2) Postulado LAL: Dos tridangulos son congruentes si tienen dos la-

dos respectivamente congruentes y el dngulo comprendido entre ellos
también congruente.
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cC F
Bﬁ &E

Figura 3.31. Congruencian LLL

Si en los tridngulos ABC' y DEF (figura 3.32) se tiene que AB =
DE, AC=ZDFy /A% /D, entonces ANABC =2 ADEF.

C F
Bj &E

Figura 3.32. Congruencia LAL

3) Postulado ALA: Dos tridangulos son congruentes si tienen dos
angulos respectivamente congruentes y el lado comprendido entre
ellos también congruente.

Si en los tridngulos ABC'y DEF se tiene que AB = DE, /A= /D
y LB = /FE, entonces AABC = ADEF.

C F
Bj k]@

Figura 3.33. Congruencia ALA

Ejemplo 3.6. Usando solamente la informacion senalada (figura 3.34),
seleccionar pares de triangulos que sean congruentes. Justificar cada
escogencia con los anteriores criterios
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g . y 9
AT A
EQ& * "
A F
(1)

(2)

Figura 3.34.

1. AABC = AFED porque tienen un par de lados correspondientes
congruentes comprendidos entre dos pares de angulos correspon-
dientes congruentes. En otras palabras, AABC = AFED, por
el postulado ALA.

2. No se puede concluir que el tridngulo XY Z sea congruente con el
triangulo T'Q) P porque el angulo congruente no esta comprendido
entre el par de lados congruentes.

3. ACAD = AISO porque dos pares de lados y el angulo que
ellos determinan son congruentes. En otras palabras, ACAD =
AISO por el postulado LAL.

Semejanza de tridngulos

Se dice informalmente que dos figuras son semejantes cuando tienen
“la misma forma”y diferente tamano. Una ampliaciéon y una reduccién
nos da la idea figuras semejantes. De manera mas precisa, se dice
que dos figuras son semejantes si los angulos correspondientes tienen
la misma medida y la razén entre lados correspondientes se mantiene
constante.
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Asi, con la idea intuitiva de semejanza, vemos que para su estudio
debemos tener presentes las nociones de razén y proporcion.

Dados dos ntimeros reales positivos a y b, la razon entre a y b es el

)

N =

a 2
cociente —. Por ejemplo, la razon entre 2 y 4 se puede escribir 7
0,5.

Una proporcién es una igualdad entre dos razones. Por ejemplo,

Volviendo al tema que nos ocupa, por ahora nos dedicaremos a la
semejanza de triangulos, nocién que se puede extender a otro tipo de
figuras. De las graficas de la figura 3.35, son semejantes 1 y 2, no son
semejantes 3 y 4, son semejantes 5 y 6, son semejantes 7y 8 y no son
semejantes 9 y 10.

J T S
B F I P @)
D F
E H
C G
D M NQ R
(1) (2) (3) . (4)5
A B P
o\
J H
E ¢© Y R O U
D
(5) (6) (7) (8)
A B ) F

Figura 3.35.
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Nuevamente, habria varias formas de notar que dos triangulos son
semejantes, sin embargo, adoptaremos una escritura como la conside-
rada en la siguiente definicién.

Definicién 3.2.18. Dados los tridngulos NABC y ADEF, se dice que
ANABC es semejante a ANDEF, lo cual se denota NABC ~ ADEF,
st se verifican las siguientes condiciones:

e /A2 /D, /B=/E y/C=/F.
. AB CB CA
DE FE FD’

A
El cociente E ¢ llamado la razon de semejanza.

En la misma forma como se establecieron criterios para determi-
nar cuando dos tridngulos son congruentes, se establecen criterios para
determinar cuando dos triangulos son semejantes.

1) Los tridngulos ABC'y QRS de la figura 3.36 son semejantes.

Figura 3.36.

Comparando las dimensiones de sus lados correspondientes, obser-
vamos que:

4
3

2 5
N6t ==
otese que 375

15 = ——, es decir, sus tres lados son propor-

cionales.

El resultado anterior es valido en general y se conoce como criterio
de semejanza (Lado - Lado - Lado) LLL.

e Criterio LLL: 5% los tres lados de un tridngulo son propor-
ctonales a los tres lados de un sequndo triangulo, entonces los
triangulos son semejantes.
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X

c

Figura 3.37.

Si los tres lados del AXY Z son proporcionales a los tres lados del
AABC, se cumple que:

XY YZ XZ

AB_BC’_AC_k

Los lados del triangulo XY Z son respectivamente XY = kAB,
YZ =kBCy XZ = KAC. En ese caso, el tridngulo XY Z puede
considerarse como una ampliaciéon o una reduccién del tridangulo
ABC, dependiendo del valor de k, pero, en cualquiera de los casos,
los tridngulos resultan ser semejantes.

Ejemplo 3.7. Determine si ALEA es semejante a AYUO (figura
3.38).

0
A
6 8 12
4
L 3 E Y 6 U
Figura 3.38.

Solucién: Para aplicar el criterio anterior y determinar si dos
tridngulos son semejantes, basta ordenar las longitudes de los lados
de cada tridngulo y comparar las razones formadas por longitudes
correspondientes.

En este caso, las longitudes del triangulo mayor son, en orden de
menor a mayor: 6, 8, 12 y las del tridngulo menor son en el mismo
orden 3, 4, 6.
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Las razones correspondientes son entonces:

6 3 12
37 1 Y g

Dado que estas razones son iguales, los tridngulos son semejantes.
Podemos decir que el tridngulo YU O es una ampliacién del triangulo
LEA o, de otra forma, que el tridngulo LEA es una reduccion del
triangulo YUO.

Recordemos ahora otro criterio de semejanza.

2) En la figura 3.39, los dos tridngulos son semejantes. Nétese que
ellos tienen dos angulos congruentes.

A() 14 22

Figura 3.39.

La afirmacion anterior corresponde a un segundo criterio de se-
mejanza AA (dngulo-dngulo), que se expresa en general de la
siguiente manera:

e Criterio AA: S dos dngulos de un tridangulo son congruen-
tes a dos angulos de otro, entonces los triangulos son seme-
jantes.

Sean ABC' y XY Z tridngulos (figura 3.40) que satisfacen que
LA=Z /Xy LB=LY:

Los angulos congruentes determinan los vértices correspondientes
y a su vez los vértices correspondientes determinan los lados
correspondientes. Se tiene entonces que X y A, Y y B son vértices
correspondientes.

Por tanto, los lados XY y AB son correspondientes. Sea k = %.

En la figura 3.41, se puede observar la transformacion que se
aplica al tridngulo ABC' que conserva la medida de los angulos.
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Y
B
A
¢ x z
Figura 3.40.
B
O e
-=Z_ __
ee:::::::ﬂ; Z
Figura 3.41.

Se tiene entonces que A’B’' = kAB = %AB = XY.

Como la transformacién conserva medida de los angulos, m LA’ =
mZX ymZB" =m/ZY; de donde los tridngulos A'B'C" y XY Z
son congruentes y entonces el triangulo ABC' puede ser trans-
formado en XY Z al aplicar dos transformaciones sucesivas: una
ampliacion y una reflexién.

Lo anterior permite concluir que AABC ~ AXY Z.

Ejemplo 3.8. Si en un determinado instante del dia una estaca
de un metro produce una sombra de 70cm de longitud (figura
3.42). ;Cuadl serd la altura de un drbol que en ese mismo instante
produce una sombra de 3.4m de longitud?

Solucion: Asumiendo que los rayos del sol pueden ser conside-
rados como paralelos. Se determinan triangulos rectangulos con
angulos agudos congruentes (figura 3.43).
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Hl.()m

70 cm 3.4 m
Figura 3.42.

A}l.@m
i

70 cm 3.4 m
Figura 3.43.

Por el criterio anterior, estos tridangulos son semejantes, de donde
se concluye que sus lados correspondientes son proporcionales.

im B h
70cm  3.4m

Realizando conversién de unidades se tiene:

100cm h
70cm  340cm
de donde
70h = 34000
h = 486¢cm

El arbol tiene entonces una altura aproximada de 4.9m.

3) Un tercer criterio para determinar la semejanza de tridngulos es
el llamado Lado-Angulo-Lado (LAL).
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e Criterio LAL: Si en dos tridngulos las razones de dos
pares de lados correspondientes son iguales y los dngulos
que estos lados determinan son congruentes, entonces los
triangulos son semejantes.

Especificamente, si en los triangulos ABC' 'y XY Z de la figura

AB  BC
3.44 se tiene que /B = /Y y XV - vz’ entonces NABC ~
AXY Z. (El argumento de la demostracién es similar al ilustrado
en el criterio anterior).

kAB kBC

A Cc X Z

Figura 3.44.

Ejemplo 3.9. En la figura 3.45, T es el punto medio de PSyQ
es el punto medio de PR.

Se afirma que APT(Q ~ APSR. ;Por qué?

p 0

B

P

Figura 3.45.

PT  PQ 1 ) :
5= PR - 37 el angulo ZP, comprendido por

estos lados, es comin a los dos triangulos.

Solucién:

Por lo tanto, por el criterio LAL se tiene APT(Q ~ APSR.
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3.2.4 Poligonos

Conceptos basicos

En ocasiones se usan términos relativos a figuras geométricas que no han
sido cuidadosamente definidos. Las figuras geométricas tienen ciertas
caracteristicas que las diferencian. Si nos preguntaran, por ejemplo:

. Cuales de las siguientes figuras son rectangulos? ;Qué respon-
deriamos? ;Cdémo explicamos la escogencia de una de ellas?

<\l

Figura 3.46.

Si nos pidieran definir de manera precisa los términos con que se
nombran figuras como las siguientes:

[ ]

Tridngulo  Paralelogramo Cuadrildtero

/<

Trapecio Rombo Cuadrado

Figura 3.47.

., Qué responderiamos?

Definir adecuadamente una figura no es simple en geometria. Por
ejemplo, si decimos que “Un tridngulo es la unién de tres segmentos”,
podrian aparecer figuras como las siguientes:
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N K AA

Figura 3.48.

Todas ellas son la unién de tres segmentos, pero no son triangulos.
Esto significa que nuestra definicién no es buena, pues cada segmento
debe intersectar a los otros y las intercepciones deben ser puntos ex-
tremos de los segmentos. Este criterio nos puede ayudar a dar una bue-
na definiciéon de triangulo y nos permite ademds presentar una defini-
cion general del término poligono, teniendo en cuenta que aparte de los
poligonos muy familiares que se presentaban en las figuras anteriores,
también son poligonos como las de la figura 3.49.

Figura 3.49.

Definicién 3.2.19. Un poligono es la union de segmentos en un mis-
mo plano tales que cada segmento intersecta exactamente a otros dos,
a cada uno de ellos en uno de sus puntos extremos. (Una figura plana
limitada por rectas que forman una linea cerrada)

Nota. Los segmentos con los que se determina un poligono son sus
lados, los puntos extremos de los lados son los vértices del poligono.
Un poligono puede ser nombrado dando en orden sus vértices.

B H I
F K
G J
A ) P M
Q L
F E O N
Figura 1 Figura 2

Figura 3.50.
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Dos vértices son consecutivos o adyacentes si son puntos extremos de
un lado. Por ejemplo, en la figura 3.50.2, G y H son vértices adyacentes
del poligono. Una diagonal es un segmento que conecta vértices no
adyacentes. Por ejemplo, NY y PG son diagonales del poligono de la
figura 3.51.

Figura 3.51.

Atendiendo al nimero de lados, los poligonos se clasifican en trian-
gulos (3 lados), cuadrildteros (4 lados), pentagonos (5 lados), hexdgonos
(6 lados), heptagonos (7), octégonos (8), nonigonos (9) y decdgonos
(10). En general, se hace referencia a ellos como n-dgonos.

De la definicién de poligono podemos concluir que todo poligono
esta contenido completamente en un plano. Dado un poligono, se dis-
tinguen entonces dos conjuntos en el plano: el interior del poligono
y el exterior. La unién de un poligono con su interior es una regién
poligonal (figura 3.52).

Figura 3.52.

Un poligono se dice convezo si y sélo si su correspondiente region
poligonal es convexa (es decir, si dados dos puntos cualesquiera en
la regién el segmento de recta que determinan, estd completamente
contenido en ella). Muchos de los poligonos con los que trabajamos
corrientemente son convexos (figura 3.53).

Un poligono se dice regular si es convexo y si tiene todos sus lados
congruentes y todos sus angulos congruentes.
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/'/
4
0\‘ /)

Convezo No convexo

Figura 3.53.

Los Angulos en un poligono

Conociendo la suma de las medidas de los angulos internos de un
triangulo, podemos determinar la suma de las medidas de los angulos
de cualquier poligono convexo. Observemos el cuadrilatero de la figura
3.54

A

Q
Figura 3.54.

La suma de las medidas de los angulos del cuadrilatero QUAD es:

S=msU+mLA+mLD+mZQ.

Si dibujamos el segmento AQ se determinan dos tridngulos y en-
tonces

S = m LU+(m Z14+m £3)+m £D~+(m £2+m /4) = 180°+180° = 360°

En conclusion: la suma de las medidas de los dngulos internos de
un cuadrildtero convexo es 360 grados.

Cuadprilateros

Los tridangulos, como lo comentamos anteriormente, son usualmente
clasificados por la medida de sus lados o por el tipo de angulos que
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se determinan en ellos, pero los cuadrilateros tienen una clasificacion
mas diversa y mas compleja. Se habla, entre otros, de paralelogramos,
rombos, rectangulos, cuadrados, trapecios. Recordemos algunas defini-
ciones al respecto.

Definiciéon 3.2.20. Un paralelogramo es un cuadrildtero que tiene
sus pares de lados opuestos paralelos.

—

Figura 3.55.

_En la figura 3.55, se ilustra el paralelogramo ABC'D, con AD || BC
v AB || DC.

Notese que cada diagonal de un paralelogramo determina dos trian-
gulos congruentes. Ahora, si en un cuadrilatero cada diagonal deter-
mina un par de tridangulos congruentes, entonces el cuadrilatero es un
paralelogramo. Asi que un paralelogramo se puede definir como un
cuadrilatero que tiene cada par de lados opuestos congruentes.

Definiciéon 3.2.21. Un rombo es un paralelogramo que tiene sus cua-
tro lados de igual longitud (figura 3.56).

E

G

e VT

Definicién 3.2.22. Un rectangulo es un cuadrildtero que tiene sus
cuatro dngulos rectos (figura 3.57).

Definiciéon 3.2.23. Un cuadrado es un cuadrildtero que tiene sus
cuatro lados iguales y cuatro angulos rectos (figura 3.58).

Definicién 3.2.24. Un trapecio es un cuadrilatero donde al menos
un par de sus lados son paralelos (figura 3.59).



3.2. GEOMETRIA PLANA 139

L

Figura 3.57. ZI, /J, /K y ZL son rectos.

N
M O
P
Figura 3.58. MN = NO =0P =PM y LM, LN, ZO y ZP son rectos.
T R 1 7
P A D Q
TR | PA 77 | DO
Figura 3.59.

Perimetro de un poligono

Definicién 3.2.25. El perimetro de un poligono es la suma de las
longitudes de sus lados.

Si todos los lados de un poligono tienen diferentes longitudes, no
existe una férmula especial para determinar su perimetro, por ejemplo,
el perimetro de un tridangulo con lados x, y, z es P = x + y + z (figura
3.60).
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Figura 3.60.

Cuando un poligono tiene lados de igual longitud, como es el caso
del rectangulo (figura 3.61), la expresion puede ser simplificada. FEl
perimetro de un rectangulo de lados a, b es

P =2a+2b=2(a+0b).

Figura 3.61.

El perimetro de un n—agono regular de lado s es P = ns.

Area de un poligono

El area se puede interpretar como la medida del espacio ocupado por
una regién bidimensional. Si recubrimos una regién con una unidad
y contamos el nimero de copias de la unidad que se necesitan para
recubrir la regién, decimos que este nimero es el area de la regién en
estas unidades. Usualmente la unidad es un cuadrado cuyo lado es una
unidad lineal y por eso se afirma que el area estd medida en las mismas
unidades cuadradas (figura 3.62).

Es posible usar el razonamiento anterior para concluir que: el area
A de un rectangulo con dimensiones a y b es A = a - b y utilizando la
formula anterior es posible deducir que el area de un cuadrado de lado
[es?
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11 und Area 88 unidades cuadradas

8 und

— Unidad de longitud
[0 Unidad cuadrada

Figura 3.62.

Es facil encontrar el area de un triangulo rectangulo.

B C

Figura 3.63.

En la figura 3.64, los tridngulos ABC y C' DA son congruentes,
ABCD es un rectangulo y su area es (AB) - (BC), de donde el area del

triangulo ABC' es:
1

S(4B) - (BC).

Ejemplo 3.10. El APQR que muestra la figura 3.64, es rectangulo y
/() es recto. Determinar el area del APQR.

Q
/\
)
P R

Figura 3.64.

Los catetos del APQR tienen 5 y 12 centimetros. Puesto que
1
APQR = 3 5-12 = 30, el drea del tridngulo PQR es 30cm?.
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Del area de un triangulo rectangulo se puede derivar una féormula
para el area de cualquier triangulo, se requiere para ello recordar la idea
de altura.

En un tridangulo una altura es el segmento perpendicular de un
vértice a la recta que contiene el lado opuesto.

En la figura 3.65, aparece a continuacion AD como la altura del
lado BC' del triangulo ABC.

A

R
b T
C D B D C B
Altura AD interior al NABC Altura AD exterior al ANABC

A

D=C B
Altura AD del AABC con AD = AC

Figura 3.65.

La longitud de una altura es llamada la altura del tridngulo relativa
a una base. (Como base de un tridngulo puede ser tomada cualquiera
de sus lados, pero a cada base corresponde una altura distinta que es
la perpendicular a dicha base o a su prolongacién).

Teorema 3.2.2. El drea de un triangulo es la mitad del producto de
un lado (la base) por la altura a ese lado.

Azlbh
2

Demostrascién. Cuando la altura esta sobre el tridngulo, se tiene el
caso de un triangulo rectangulo. Analicemos los otros casos.

Caso 1: Altura interior al tridngulo (figura 3.66).
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Figura 3.66.

La altura divide el triangulo en dos triangulos. Sea BD = z y
DC =y.

Entonces b = = + y.
Area(AABC) = Area(AABD) + Area(AADC)

1 1

— “ha+ ~h

5 :1:+2 Y
1

1
= §hb

Caso 2: Altura exterior al tridngulo (figura 3.67).

El area del triangulo puede ser determinada restando las areas de
dos tridngulos rectangulos.

D B b

Q

Figura 3.67.

Sea DB = z. Entonces:
Area(AABC) = Area(AADC) — Area(ANADB)

1 1
1 1 1
1
=Z O
2hb



144 CAPITULO 3. GEOMETRIA

El teorema de Pitagoras

Como una aplicacion de estos resultados acerca del drea, se puede de-
sarrollar una demostracion del importante teorema de Pitdgoras el
cual relaciona las longitudes de los tres lados de cualquier triangulo
rectangulo.

Este teorema recibe su nombre porque el matemético griego Pitd-
goras o uno de sus estudiantes, lo demostré 600 anos antes de Cristo.
Todavia hoy siguen apareciendo variadas demostraciones de este teo-
rema, provenientes de culturas diversas a través del mundo. No es
claro realmente donde se enuncié por primera vez y donde se presentd
la primera demostracion. Como lo comentamos en la resenia inicial,
este teorema era conocido por los Babilonios por el ano 1650 antes de
Cristo y posiblemente se conocié también en la India hacia el ano 800
antes de Cristo. Una coleccion de 370 diferentes demostraciones de
este teorema fueron compiladas en 1940 por Elisa Loomis. Incluye alli
demostraciones del matematico indi Bhaskara (Siglo XII), de Leonar-
do Da Vinci (Siglo XV) y hasta del presidente de los Estados Unidos,
James A Garfield (Siglo XIX). No en vano este teorema es llamado por
algunos historiadores “El primer gran teorema en matematicas”

El teorema se puede enunciar también en la siguiente forma:

Teorema 3.2.3 (Teorema de Pitagoras). En cualquier tridngulo
rectdngulo, la suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los
catetos es iqual al drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa.

Una demostracién del teorema de Pitagoras. Dado un tridangulo
rectangulo con catetos a, b e hipotenusa ¢, debemos demostrar que:
a’ + 0 = 2.

El tridngulo rectdngulo y sus “copias”congruentes se muestran en
la figura 3.68:

El cuadrilatero exterior es un cuadrado porque cada uno de sus lados
tiene longitud (a + b) y tiene cuatro angulos rectos. El cuadrilatero
sombreado también es un cuadrado porque cada lado tiene longitud ¢
y cada uno de sus angulos es recto, ;jpor qué? Noétese que los cuatro
tridngulos son congruentes y por lo tanto tienen igual area.

Determinemos ahora el area del cuadrado sombreado.

Area(OEFGH) = Area(JABCD) — 4 Area( AEBF).



3.2. GEOMETRIA PLANA 145

Figura 3.68.

Dado que el lado del cuadrado mayor es (a + b), su area es (a + b)2.
Cada uno de los cuatro triangulos tiene area %ab.

De donde el area del cuadrado sombreado es:

(a+b)* —4 (%ab) = (a® + 2ab + b*) — 2ab = a® + b*.

Pero, de otra parte, el cuadrado sombreado tiene lado ¢ y por tanto
su area es c2.

Concluimos entonces que: ¢? = a? + b2 O

Nota. Si un triangulo con lados de longitudes a, b, ¢ satisface que
a® 4+ b? = 2, entonces el tridangulo es un tridngulo rectdngulo.

Ejemplo 3.11. Aplicaciones del teorema de Pitagoras.

1. Hallar la hipotenusa de cada triangulo que aparece en la figura
3.69.

3ifi3 9

Solucién: Para el primer tridngulo se tiene que a = b = 3, de
donde

40

Figura 3.69.

a’ + b = a® + a® = 2a*> = 2(3)* = 18.
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Como

F=a®+b* =18, =18, c =18 = 3V2.

Para el segundo se tiene que a = 40, b = 9, de donde

? =a’+ b = (40)> + (9)> = 1681

y de aqui ¢ = v/1681.

2. Hallar el cateto a del triangulo de la figura 3.70.

1
\ O

40 a

Figura 3.70.

Solucién: Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos que:
(40)* =1 = a?
1599 = a*
V1599 = a.

3.2.5 La circunferencia y el circulo

Definicién 3.2.26. Una circunferencia es el conjunto de todos los
puntos de un plano que se encuentran a una distancia fija, su radio,
desde un cierto punto, su centro.

La circunferencia con centro en O y radio r es el conjunto de todos
los puntos en el plano con PO =1 (figura 3.71).
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Figura 3.71.

El radio es pues la distancia del centro a un punto sobre la circun-
ferencia y el diametro es la longitud del segmento que une dos puntos
sobre la circunferencia y contiene al centro, la longitud de este segmento
es entonces el doble del radio (2r).

Se hace también referencia al circulo, superficie plana limitada por
la circunferencia. Incluye los puntos que estan sobre la circunferencia
y los puntos que estan en el interior, es decir todos los puntos cuya
distancia al centro es menor o igual que el radio r. En la figura 3.72
aparece sombreado el interior de la circunferencia.

Figura 3.72.

Un segmento que conecta dos puntos sobre la circunferencia es lla-
mado una cuerda. En la figura 3.73, AB es una cuerda. Desde luego
el diametro es una cuerda, pero no toda cuerda pasa por el centro.

Secante Tangente

Figura 3.73.
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Una tangente es una recta que tiene un solo punto en comun con
la circunferencia, el punto comun es el punto de tangencia y la tangente
es perpendicular al radio en su punto de tangencia. Una secante es una
recta que corta la circunferencia en dos puntos (figura 3.73).

Un sector circular es la parte del circulo comprendida entre dos
radios y el arco interceptado por ellos. En la figura se ha sombreado el
sector circular ORS (figura 3.74).

Figura 3.74.

Una porcién de la circunferencia, como la determinada por los pun-
tos Ry S, se llama un arco. Claramente, dos puntos determinan dos
arcos, sin embargo, en una discusion sera facil entender a cual arco nos
referimos.

Un dngulo central es el que tiene su vértice en el centro de la
circunferencia y cuyos lados son radios. En la circunferencia de centro
O que muestra la figura 3.75 se ha dibujado el dangulo central ZBOR.

Figura 3.75.
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El perimetro de la circunferencia

Seguramente usted ya ha realizado en el colegio una actividad como la
siguiente:

e Construir circunferencias de diferentes radios 3,4,5,6,...,10 por
ejemplo.

e Medir con una cuerda la longitud de cada una de estas circunfe-
rencias que llamaremos C.

e Calcular la razon

Longitud de la circunferencia  C'

didmetro d

En esta actividad podemos observar que esta razon, en todos los
casos, es muy proxima a 3.14. Esta observacion se puso ya de manifiesto
en culturas muy antiguas como la egipcia y la babilénica a las que nos
referimos en la introduccion.

Realmente dicha razon es constante, es el nimero irracional 7, cuya
expresién decimal es infinita y no periddica.

Como curiosidad, las primeras 50 cifras decimales de este ntmero
son:

3.14159265358979323846264338327950288419716939937510 . . .

Una buena aproximacién la tenian ya los Babilonios, quienes usaban
simplemente la fraccion —. En muchas de las aplicaciones que nosotros

trabajamos, basta con tomar 3.14.

De la mencionada razon es posible obtener una expresion para el
perimetro o longitud C' de una circunferencia de radio r o didmetro
d = 2r, la cual corresponde a:

C=nd o C=2nr



150 CAPITULO 3. GEOMETRIA

La longitud de un arco

La longitud de un arco determinado en una circunferencia de radio
r por un angulo central de n° es

[ = LQWT

n
Nétese que la expresion 360 indica intuitivamente la parte de la longi-

tud de la circunferencia que se esta considerando.

Ejemplo 3.12. En la circunferencia de la figura 3.76, OB = 1.3 cm y
mZAOB = 80°. Encontrar la longitud del arco AB

A B
Figura 3.76.
Solucion:
80°
[ = 2m)(1.3
- (2m)(13)

Por lo tanto, la longitud del arco AB es aproximadamente 1.8 cm.

Area del circulo

La circunferencia no es un poligono pero puede ser aproximada por
poligonos tanto como uno lo desee. Para determinar el area de la re-
gién interior podemos intentar recubrirla como lo haciamos con los
poligonos, pero resulta mas facil usar sectores circulares para recubrir-
la.

En la figura 3.77 noétese que, uniendo los sectores circulares como
se indica en la parte derecha, se determina una figura similar a un
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rectangulo de lados 7r y r. Al calcular el area del rectangulo se obtiene
el area del circulo. Desde esta idea se puede concluir que el drea A del
circulo de radio r es: A = 7r?.

1
Basezi (27r) = 7r

Altura=r

Figura 3.77.

Area de un sector circular

El area de un sector circular determinado por un édngulo central de n°
en una circunferencia de radio r esta dada por:
n
A= —mr?
360

n
Noétese que la expresion 360 indica la parte del circulo que se esta

considerando.

Ejemplo 3.13. Encontrar el area del sector circular sombreado en la
figura 3.78.

A
B
Figura 3.78.
.. 3
Solucion: m ZAOB = 30°, por tanto, el sector sombreado es 360
del area del circulo. Por tanto:

30

A=_——(m)(15)

S ()(15)

Por lo tanto, el area del sector circular sombreado es 58.9



152 CAPITULO 3. GEOMETRIA

Teéricamente, para construir un poligono regular de n lados, se

parte de una circunferencia y se construyen en ella angulos centrales de
360°

. Asi que un poligono regular puede considerarse inscrito en una

circunferencia, es decir sus vértices son puntos de una circunferencia.

Por ejemplo, para construir un hexagono regular, se parte de una
circunferencia y se construyen angulos centrales de 60° como lo ilustra la
figura 3.79. Puesto que los tridngulos involucrados en la figura resultan
equilateros, el lado del hexagono resulta igual al radio de la circunfe-
rencia.

Figura 3.79.

En la figura 3.80, A4, By C' son puntos de la circunferencia de centro
O y radio r y AB es un diametro de dicha circunferencia. El dngulo
ZC' es recto y por lo tanto el triangulo AABC' es rectangulo.

Figura 3.80.

En efecto, puesto que AO = OC = r, AAOC es isosceles, de donde
m/ZCAO = mZACQO. Anédlogamente, OC = OB = r, luego AOBC es
isésceles, por lo tanto mZOCB = mZOBC.

Entonces, puesto que la suma de las medidas de los angulos interio-
res de un tridngulo es 180°, notando con x = mZCAO y y = mZOCB,
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en ANABC se tiene que 2x + 2y = 180°; de donde = 4+ y = 90°. Por lo
tanto el ZC' es recto, de lo cual se sigue que AABC' es rectangulo.

3.3 Algunos sélidos y sus volimenes

El estudio de las figuras tridimensionales es llamado geometria de los
solidos. Cuando hablamos de los poligonos, insistimos en diferenciar
entre el poligono y la regién poligonal (Un poligono es la frontera de una
regién poligonal y la regién es la unién de la frontera con su interior).

Una distincion similar se hace con las figuras tridimensionales, una
superficie es la frontera de una regiéon tridimensional. Un sélido es la
union de la frontera y la regién del espacio encerrada por la superficie.
Por ejemplo una caja de cartén es una superficie y un bloque de ladrillo
es un sélido.

Definicién 3.3.1. Lldmase poliedro a un cuerpo o solido geométrico
limitado por planos. Las intersecciones de estos planos forman poligonos
llamados caras del poliedro; los lados de las caras se llaman aristas y
las intersecciones de las aristas se llaman vértices (figura 3.81).

Vértice
E F
Vértice A I
I
T G Lado
A D
7
7
7
g Cara
B C
Figura 3.81.

Una diagonal de un poliedro es una recta que une dos vértices no
situados en una misma cara.

Definicién 3.3.2. Un poliedro regular es aquel cuyas caras son poli-
gonos requlares iguales (figura 3.82).
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Figura 3.82.

De acuerdo al nimero de caras los poliedros se clasifican en tetrae-
dros, pentaedros, hexaedros, etc., segiin tengan cuatro, cinco, seis caras.

El poliedro que tiene dos caras iguales y paralelas, y cuyas otras
caras son paralelogramos, recibe el nombre de prisma (figura 3.83).

EBase

Caras——

)/ —PRase
A\ <

Figura 3.83.

Las caras iguales y paralelas se denominan bases y las demas se
llaman caras laterales. Si las bases son triangulos, cuadrilateros,
pentagonos, etc, se habla de prismas rectangulares, cuadrangulares o
pentagonales y si las caras laterales son perpendiculares a la base se
habla de prisma recto.
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Un paralelepipedo es un prisma cuyas bases son paralelogramos,
es decir sus seis caras son paralelogramos. Si sus bases son rectangulos
se habla de paralelepipedo rectangulo, si sus caras laterales son perpen-
diculares a las bases se habla de paralelepipedo recto (figura 3.84).

E H
[
[
|
|
| G
|
_— D
A AN
\\
A N
\\
\\
B C
Figura 3.84.

“El cubo es el paralelepipedo rectangulo cuyas seis caras son cuadrados”

Volumen

El volumen de un cuerpo es la medida del espacio que el cuerpo ocupa.

Si cada uno de los lados de las caras de un cubo tiene una unidad de
longitud, podemos afirmar que cada cara tiene una unidad cuadrada de
area. Como el cubo tiene seis caras podemos decir ademéas que el area
de la superficie de este cubo es de 6 unidades cuadradas; pero también
podemos afirmar que este cubo tiene una unidad cibica de volumen
(1u?). Por esta razén es llamado cubo unidad. Usualmente el volumen
es medido en unidades cubicas.

Ejemplo 3.14. ;Cual sera entonces el volumen del solido que se cons-
truye como se ilustra en la figura 3.85 con cubos unidad? Las dimen-
siones de la base son respectivamente: 12 y 7 unidades lineales y tiene
17 unidades de altura.

En la capa de la base se han colocado 12 x 7 cubos unidad y hay 17
de estas capas. Es decir el volumen total se puede hallar determinando
el producto 12x7x 17, hay pues en total 1428 cubos unidad, el volumen
es de 1428 unidades ctubicas.
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17

12

[ [T T 1]
7

Figura 3.85.

Como en el caso del area de un rectangulo la idea anterior nos
permite intuir que el volumen de un paralelepipedo rectdngulo (una
caja) es igual al producto de sus tres dimensiones (figura 3.86).

Figura 3.86.

Si las dimensiones de un paralelepipedo rectangulo son a, b, ¢ su
volumen V es,

V=ab-c
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Esta expresion es equivalente a afirmar que si el area de la base del
paralelepipedo es A y la altura es ¢, el volumen V es,

V=Ac¢c

Como caso especial, el volumen de un cubo es el cubo de la arista,
pues sus tres dimensiones son iguales. Si la arista es a, el volumen V'
es,

V=a

La idea anterior se puede generalizar al volumen de un paralelepipedo
cualquiera (o de un prisma cualquiera). En otras, palabras, el volumen
de un paralelepipedo es V' = Ah, siendo h la altura y A el area de la
base.

Ejemplo 3.15.

1. Si un cubo tiene 64 cm?® de volumen. ;Cual es la longitud de un
lado?

Solucién. Sea s la longitud de un lado, como V = s® = 64. Por
lo tanto el lado del cubo es 4 cm.

2. Si un cubo tiene de lado a em y otro tiene de lado 4a cm, ;cudl
es la razon entre los volimenes de los dos cubos?

Solucién. El volumen V del primer cubo es a® y el volumen

Vi del segundo cubo es (4a)?® y la razén entre el volumen V' y el
a’ 1
volumen Vj es =

64a3 64

3. Silas dimensiones de una caja se incrementan en 2, 3 y 4 unidades.
., Qué sucede con el volumen de la caja?

Solucién. Silas dimensiones de la caja original son x, y, z (figura
3.87), su volumen es x - y - z. Si llamamos las nuevas dimensiones
h, w y [, tenemos que:

h=xz+4+2, w=y+3 y l=z+4

De donde el volumen V' de la nueva caja es:

V =lwh=(z+4)(y + 3)(z + 2).
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Z
Y
X
W
v U
Figura 3.87.

Efectuando la multiplicacion obtenemos que:

V =2yz + 3xz + 4oy + 122 4+ 2yz + 62 + 8y + 24.

El volumen se incrementa entonces en: 3zz + 4xy + 12x 4+ 2yz +
6z + 8y + 24.

Por ejemplo si las dimensiones de la caja original son x = 6, y = 8§,
z = 10, el volumen de la caja seria 480 y el de la nueva caja seria
(6+2)-(8+3)-(10+4) = 1232. En ese caso se incrementaria en
752 unidades cubicas.

Nota. Otros sélidos y sus volimenes, como por ejemplo, el cilin-
dro, el cono y la esfera se presentan en el taller 7.

Taller 1

1. (a) (Cudntas rectas pasan por un punto dado?

(b) (Cuéntos planos pueden contener una recta dada?

2. (a) Dados tres puntos no colineales ; Cuantas rectas pueden dibu-
jarse, de tal manera que cada una de las rectas pase por dos
de dichos puntos?

(b) Responda la pregunta anterior para el caso en que se tengan
cuatros puntos no coplanarios, tales que tres cualesquiera de
ellos no sean colineales.

3. La medida de un angulo es 30 menos que el doble de la medida
de su complemento. Hallar la medida del angulo.
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4. El triple de la medida de un angulo es la tercera parte de su
suplemento. Hallar la medida del dngulo.

5. En la recta numérica que muestra la gréfica (figura 3.89), C' es el
punto medio de AB. Si la coordenada de A es 1,7 y la coordenada
de C es 3,21, hallar la coordenada de B.

Figura 3.88.

6. (a) Determine las medidas de los angulos 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8 en la
figura 3.89, sabiendo que la recta s es paralela a la recta t y
[ es una recta transversal.

l
1 /2
S
/4%50
5 /6
t
7 7

Figura 3.89.

Taller 2

1. (a) Sidos lados de un tridngulo miden respectivamente 11 cm y
16 cm jcudles son las posibles medidas del tercer lado?

(b) Si un lado de un tridngulo mide 57 cm y otro lado mide 58
cm, jcudles son las posibles medidas del otro lado?

(c) ;Pueden ser las medidas de los lados de un tridngulo niimeros

enteros consecutivos (n,n + 1,n + 2)?

2. En AABC, AB = 10, BC =7y AC = 8. ;Cual es el angulo
mayor?, jcudl es el angulo menor?.



160 CAPITULO 3. GEOMETRIA

3. Recordemos que un tridngulo es llamado rectdngulo, si tiene
un angulo recto, acutdngulo si tiene los tres angulos agudos y
obtusdngulo si tiene un angulo obtuso.

(a) Construir un tridngulo rectdngulo, uno obtusangulo y uno
acutangulo

(b) ¢{Puede usted construir un tridngulo rectangulo que sea equi-
latero?

(c) ;Puede usted construir un tridngulo rectangulo que sea isdsce-
les?

4. Si el AABC de la figura 3.90, es isésceles, (AB = AC')

A

Figura 3.90.

Explicar porqué es correcto afirmar que ZABC = ZACB.

5. Si en la figura 3.91, mZABC = 105°, mZA = 6t y mZC = 9t.
Encontrar el valor de t.

AN

) AN
B C

Figura 3.91.

6. Construir dos triangulos ABC'y DEF que cumplan que mZA =
msD, m/ZB = m/ZFE. jQué puede usted afirmar acerca de las
medidas de los angulos C'y F7?
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7. Usando ejemplos, explorar el siguiente criterio que es vélido para

&

triangulos rectangulos: si en dos triangulos rectangulos la hipo-
tenusa y un cateto de uno son congruentes a la hipotenusa y un
cateto del otro, entonces los dos triangulos son congruentes.

Taller 3

. En cada caso hallar la razén entre cada par de ntimeros reales.

(a) 12y 15,
(b) 21y 7.
() V2y V8.

. En cada proporcion hallar el valor de x.

3 T
(a) o7
r+1 T
b = —,
(b) — 3

Sean a, b, ¢ y d numeros reales positivos. Considere la proporcion
a
b

= —. En cada caso completar la proporcion:

Si los tridngulos OMN y QM P de la figura 3.92, son semejantes,

(a) determinar la razén de semejanza.
(b) hallar la longitud de QP

(c) comparar dngulos correspondientes de los dos tridngulos.

iSon los pares de tridngulos que se muestran en la figura 3.93,
semejantes? Explique porqué si o por que no.

(a) Explicar por qué la parejas de tridngulos que aparecen en la
figura 3.94, son semejantes.

(b) Hallar razén de semejanza entre los lados de los tridngulos
correspondientes.

(c¢) Determinar las longitudes de los lados desconocidos.
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Figura 3.92.
T
P
11
R 33 27
9
6
Q
U 18 14
Figura 3.93.
C VA
40 60,
45
A
Y
27 x
B
Figura 3.94.

7. En la figura 3.95, DE||AB, AB = 10, DE = 5, CD

CFE =6.
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(a) Hallar CAy CB.
(b) Halle el perimetro de AABC.

C

A B
Figura 3.95.

8. La altura CD del tridangulo ABC divide la hipotenusa en dos
segmentos de longitudes 6 y 9 unidades. Hallar C'D y los dos
catetos del tridngulo ABC' (figura 3.96).

A
9
b
6
C a B
Figura 3.96.

9. Una mediana de un tridngulo es un segmento que une un
vértice con el punto medio del lado opuesto. Las medianas de
un triangulo son concurrentes, es decir, se intersectan en un mis-
mo punto. En este ejercicio se pide verificar este hecho.

En el AABC que muestra la figura 3.97, @y BD son medianas.
Sea O el punto de interseccién de AE y BD.

(a) AABO ~ AEDO, por qué?
() AB:AO:BO:
ED FEO DO

(¢c) AO =2FEO y BO =2DO, jpor qué?

2, jpor qué?
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1.

2.

C

Figura 3.97.

(d) En forma analoga si C'F es una mediana, al considerar otra
mediana, por ejemplo AE y suponer que estas se intersectan
en un punto P se concluye que CP = 2PF y que AP = 2PF,
de lo cual se sigue que O = P. ;Por qué?.

(e) Por lo tanto las medianas de un tridngulo son concurrentes.
El punto de interseccién de las medianas se llama baricen-

2
tro y dista de cada vértice 3 de la longitud de la mediana

respectiva.

Taller 4

Sabemos que una diagonal de un poligono es un segmento que une
dos vértices no consecutivos. ;Cual es el nimero de diagonales
de un cuadrilatero? ;de un pentagono? ;de un hexagono?... ;jde
un n-a4gono?.

(a) En los poligonos que aparecen en la figura 3.98, se han deter-
minado algunos triangulos, observar cada una de las cons-
trucciones para responder las preguntas.

,Cual es la suma de los angulos interiores de un pentagono,
de un hexdgono? jde un heptdgono?, ;de un decdgono? (en
cada caso considere que el poligono es convexo). Encontrar
una expresion general que le permita determinar la suma de
los angulos interiores de un poligono convexo.
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Pentdgono Hezxdgono Heptigono

Figura 3.98.

(b) Recordemos que un poligono regular es un poligono con-
vexo cuyos angulos son todos congruentes y cuyos lados son
todos congruentes. El triangulo equildtero, el cuadrado, el
pentagono regular y el hexdgono regular son ejemplos de este
tipo de poligonos.

Construir estos poligonos y determinar las medidas de sus
angulos interiores en cada caso.

3. En forma similar a la definicién de angulo externo de un triangulo,
se tiene la definicion de angulo externo de un poligono regular.
Nuevamente, se puede observar que en cada vértice se determinan
dos angulos externos, los cuales resultan congruentes. Asi, para
este ejercicio consideraremos solamente un angulo externo en cada
vértice. ;Cudl es la suma de las medidas de los angulos exteriores
de un triangulo? ;Cuadl es la suma de las medidas de los dngulos
exteriores de un cuadrado?, pentdgono regular, hexdgono regu-
lar... m-dgono regular. (En cada cara, considere que el poligono
es convexo).

4. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
En cada caso, justifique su respuesta.

e Todo cuadrado es un rombo.

Todo rombo es un cuadrado.

Todo cuadrado es un rectangulo.

Todo rectangulo es un cuadrado.

Todo rectangulo es un paralelogramo.

Algunos rectangulos son rombos.

Algunos trapecios son paralelogramos
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Taller 5

1. Si el perimetro de un rectangulo es de 48cm. jCudles son las
posibles dimensiones de los lados?

2. Siel perimetro de un triangulo es de 30c¢m ; Cuédles son las posibles
dimensiones de sus lados?

3. Usando la cuadricula que se presenta a continuacién, dibujar 3
poligonos diferentes que tengan 12 unidades de perimetro. (Los
vértices de los poligonos deben estar sobre puntos de la cuadricula)

.Es posible construir un tridangulo que tenga 12 unidades de pe-
rimetro?

,,Cual de las figuras que usted construyo tienen mayor area?

4. Encontrar el area del paralelogramo que se presenta en la figura
3.99,

17
15

Z 8 H 10 B

Figura 3.99.
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5. Si en la figura 3.100, ABCD y AMEN son cuadrados, m es el
punto medio de AB y BC' = 16. Determinar el area del poligono
BCDNEM.

D C

N E

A M B
Figura 3.100.

6. Observe la figura 3.101, DC'BA es un cuadrado y los cuatro
triangulos que aparecen son congruentes.

A E B
H
F
D G C
Figura 3.101.

Si AB=7y HE =5, jcudl es el area de la regién sombreada?

7. En la figura 3.102, determinar las areas de los triangulos K F H,
FGH y EGH.
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E 6 F 15 G
8
H
Figura 3.102.

8. Hallar el area del AXY Z en cada uno de los siguientes casos
(figura 3.103).

Figura 3.103.

9. Determinar el area, en unidades cuadradas, del cuadrilatero ABC'D
de la figura 3.104.

C

Figura 3.104.
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10. Trazar un tridangulo ABC' cualquiera, dibujar sus tres alturas.
Determinar el drea del tridngulo en cm?, midiendo la longitud
de cada uno de sus lados y la altura correspondiente a ese lado.
., Qué valor tiene el area, en cada caso?

11. En el triangulo ABC' de la figura 3.105, se han trazado las alturas
AW y CF. Si AB=38,CF =6y AW = 7. Determinar CB.

¢

F B

Figura 3.105.

12. Si se sabe que un cateto de un tridngulo rectangulo es el doble
del otro. Determinar su hipotenusa. ;Cudl es la razén entre la
hipotenusa y el cateto menor?

13. (a) Construya un sistema de coordenadas cartesianas y localice
en él los puntos,

A:(0,0), B:(3,00 vy C:(3,2).

(b) Trace el tridngulo con vértices en los puntos A, B, C. Deter-
mine las longitudes de sus lados y las medidas de sus angulos.
L Qué tipo de tridangulo es?

(¢) ;Cudntos puntos de coordenadas enteras quedan en el inte-
rior del triangulo?

. Cuédntos puntos de coordenadas enteras quedan sobre cada
uno de los lados.
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Taller 6

1. En la figura 3.106, PR y SQ son didmetros de la circunferencia
C'y O es el punto de interseccién de PR y SQ.

P

R

Figura 3.106.

Discutir la validez de las siguientes afirmaciones
a) OP = 0Q
b) OR = 0S
c) LPOQ = ZROS.
2. (a

) Trazar un segmento AB.

(b) Construir un circunferencia con radio AB.
)
)

Construir una circunferencia con didmetro AB.

(c
(d) Hallar la razén entre las longitudes de las circunferencias

construidas en (b) y (c).

(e) Hallar la razon entre las areas de las circunferencias cons-
truidas en (b) y (c).

3. Las dos circunferencias que aparecen en la figura 3.107 son con-
céntricas (es decir, tienen el mismo centro).

Si el radio de la circunferencia mayor es cuatro veces el radio de
la circunferencia menor, jcudl es el area de la regién sombreada?
jcudl es la razon entre las areas del circulo menor y el mayor?
jcudl es la razon entre las longitudes de la circunferencia menor
y la mayor?
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(D

Figura 3.107.

4. En la figura 3.108 se han cortado 8 discos circulares de metal de
una ldmina rectangular de 12 ¢cm por 24 cm. La lamina restante
no se usa.

24em

Figura 3.108.

., Cual es el area de metal que no se usa?

5. Una circunferencia de didmetro 12 unidades se ha inscrito en el
cuadrado FFGH, como se muestra en la figura 3.109.

E F

b

Figura 3.109.

., Cudl es el area de la regiéon sombreada?
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6. En la circunferencia de la figura 3.110, BD es un didmetro, OD =
15y mZAOD = 20°

N,

Figura 3.110.

Determinar el area del sector determinado por A, O y D.

7. Hallar el drea de un cuadrado inscrito en una circunferencia de
radio 5.

8. Hallar el area y el perimetro de un hexagono regular inscrito en
una circunferencia de radio 6.

9. El radio de la circunferencia de centro O que muestra la figura
3.111, es 4. El triangulo AABC es isosceles y AB es un didmetro
de la circunferencia.

C

s

B

5]

Figura 3.111.

(a) Halle las medidas de los dngulos del AABC.
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(b)
(c)

Hallar el area del AABC.
Hallar el perimetro del AABC.

10. Una bisectriz de un tridngulo es una bisectriz de uno de sus
angulos.

(a)
(b)

Dibuje un tridngulo y sus bisectrices.

Como puede observarse las tres bisectrices se intersectan en
un mismo punto. Sea O el punto de interseccién de las bi-
sectrices. Verifique que O equidista de los tres lados del
triangulo.

Tome la distancia r de O a uno de los lados del triangulo.
Dibuje la circunferencia de centro O y radio r.

Entonces, como puede observarse el punto de interseccién de
las bisectrices de un triangulo es el centro de la circunferencia
inscrita en dicho tridangulo. Es de anotar que el punto de
interseccién de las bisectrices es llamado el incentro del
triangulo.

11. En una circunferencia de radio r, un radian (1 rad) es la medida
de un angulo central que subtiende un arco de longitud r. En
la circunferencia de centro O y radio r, el angulo AOB mide un
radian. Cuando la medida de un angulo estda dada en radianes
se acostumbra omitir el simbolo rad o el término radianes (figura
3.112).

N

>
ﬂ
—

Figura 3.112.
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Puesto que la longitud de una circunferencia de radio r es 27r,

alrededor de la circunferencia caben 27 =

2 radios. Entonces,

.
un angulo central de un giro completo mide 27 radianes. Por lo
tanto 360° = 27 radianes.

(a)

(f)

Halle la medida en radianes de cada uno de los siguientes
angulos.
i. 30°.
ii. 45°
iii. 60°.
iv. 90°.
v. 180°.
vi. 210°.
vii. 270°.
Cada uno de los siguientes dangulos esta expresado en radia-
nes. Halle la medida en grados de cada angulo.
47
3
o
e
3
T
Halle una férmula para calcular la longitud de un arco en
una circunferencia de radio r, cuando el angulo central que
lo subtiende esta medido en radianes.

1.
11.

1il.

Halle una férmula para calcular el area de un sector circular
en una circunferencia de radio r, cuando el dngulo central
que lo subtiende esta medido en radianes.

T
Halle la longitud de un arco que subtiende un angulo de 5
en una circunferencia de 6 cm de radio.
Halle el area de un sector circular que subtiende un angulo

5% . ) .
de 5 en una circunferencia de 8 cm de radio.

12. Una mediatriz de un segmento es una recta perpendicular al
segmento en su punto medio.

(a)

Todo punto de la mediatriz de un segmento equidista de sus
extremos. ;Por qué?
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(b)

Si un punto equidista de los extremos de un segmento, en-
tonces el punto esta en la mediatriz del segmento. ;Por qué?

Las mediatrices de un triangulo corresponden a las me-
diatrices de sus lados.

Dibuje un triangulo y sus mediatrices.

Como puede observarse las tres mediatrices se intersectan
en un mismo punto. Sea O el punto de interseccién de las
mediatrices. Este punto se llama circuncentro. Verifique
que O equidista de los tres vértices del triangulo.

Tome la distancia r de O a uno de los vértices del tridngulo.
Dibuje la circunferencia de centro O y radio r.

Entonces, como puede observarse, el punto de interseccion
de las mediatrices de un tridngulo es el centro de la circun-
ferencia circunscrita a dicho triangulo.

Taller 7

1. La longitud de la diagonal de un cubo es 8y/3. Hallar el area de
su superficie total y su volumen.

Analizar como cambia el volumen de una caja de dimensiones [,

w y h cuando se realizan los siguientes cambios sobre ellas:

Una de las dimensiones se multiplica por cinco y las otras
no se cambian.

Todas las dimensiones se cuadruplican.

Una de las dimensiones se incrementa en seis unidades y las
otras no se cambian.

Las tres dimensiones se incrementan en una unidad.

Recuerde que el volumen V' de un cilindro circular recto, de radio

r y altura h es V = 7wr?h. Puesto que el drea de la base del
cilindro es B = 71?2, se deduce que el volumen del cilindro es

V=

(a)

Bh, (area de la base por la altura), figura 3.113.

Si un tanque cilindrico tiene 100 pies de diametro y 70 pies
de alto, jcuédl es el volumen del tanque?
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-

—— - -

__

Figura 3.113.

(b) Compare los volimenes de dos cilindros que tengan la misma
altura, pero el radio del segundo sea la tercera parte del radio
del primero.

(c) En la figura 3.114 se muestran un cilindro circular recto de
radio 10 y un cubo de lado 10. Ambos sélidos tienen la
misma altura. ;Tienen ellos el mismo volumen? Si no lo
tienen, ;jcudl de los dos tiene mayor volumen?

o

10

Figura 3.114.

4. Sabemos que el volumen V' de un cono circular recto de radio r
1

y altura hes V = §7r7"2h, figura 3.115. Puesto que el area de la

base del cono es B = 71?2, se deduce que el volumen del cono es

1
V = -Bh.
3

(a) Siun cono tiene un volumen de 40 cm? y su altura es 5 cm,
icudl es el radio de su base?
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Q

Figura 3.115.

(b) Si un cono y un cilindro tienen bases y alturas iguales y el
volumen del cilindro es V', jcuédl es el volumen del cono?

5. En el prisma que se muestra en la figura 3.116, se tiene que BC' =
4, AB=12y(CG =3

(a) Calcular las areas de los cuadrildteros, ABCD, AEHD,
AFFB.

(b) Determinar la longitud de BG y la longitud de BH.

(c) Determinar el drea del tridngulo BGH.

Figura 3.116.

6. Arquimedes (287 - 212 a. de J.C.) demostro que el volumen de una
esfera es dos tercios del volumen del cilindro circular recto mas
pequeno que puede contenerla. En este ejercicio se pide verificar
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este resultado. Recuerde que el volumen de una esfera de radio r

4_.3
6837T7’.

(a) Nétese que el cilindro méas pequeno que puede contener una
esfera de radio r tiene de base un circulo de radio r y una
altura igual a 2r. Haga un dibujo que ilustre la esfera con-
tenida en el cilindro.

(b) Halle el volumen del cilindro.

(c) Halle la razén entre el volumen de la esfera y el volumen del
cilindro.



Capitulo 4

Funciones

4.1 El plano cartesiano

Como vimos en la seccion 1.5, a cada nimero real se asigna un punto
de una recta y reciprocamente, a cada punto de la recta se asigna un
numero real. También a una pareja ordenada (a,b) de niimeros reales
se hace corresponder un punto del plano y a cada punto del plano, una
pareja ordenada, de la manera que veremos enseguida: se establece
un sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas en un
plano, dibujando dos rectas coordenadas perpendiculares, una horizon-
tal y una vertical llamadas ejes coordenados. Su punto de corte,
llamado origen del sistema, se nota 0. La recta horizontal es el eje
X o eje de las x o abscisas y la vertical es el eje Y, eje de las y u
ordenadas. La mitad positiva del eje X se extiende hacia la derecha y
la mitad positiva del eje Y se extiende hacia arriba. Los ejes dividen
el plano en cuatro partes llamadas primero, segundo, tercero y cuarto
cuadrante, usualmente senalados con I, II, IIT y IV. Los puntos de los
ejes no estan en cuadrante alguno.

Dado un punto P del plano, una recta vertical que pase por P,
corta el eje el X en un punto de coordenada a y una recta horizontal
que pase por P, corta el eje Y en un punto de coordenada b. Al punto
P se le asocia la pareja ordenada (a,b). a es llamada la coordenada
x o abscisa de P y b la coordenada y u ordenada de P. Se
dice que P tiene coordenadas (a,b) y se escribe P(a,b) (figura 4.1).
Reciprocamente, para una pareja ordenada (a,b) de numeros reales
cualesquiera, tenemos que la recta vertical que corta el eje X en el
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7 I
o ]2 (a,b)
&
I It
Figura 4.1.

punto de coordenada a y la recta horizontal que corta el eje Y en el
punto de coordenada b, se intersectan en un punto P. Este se asocia a
la pareja. Las coordenadas de P son (a,b).

Figura 4.2.

El plano dotado de un sistema de coordenadas cartesianas es el
plano cartesiano.

Si disponemos de un sistema de coordenadas, mediante el uso del
teorema de Pitdgoras, podemos hallar la distancia entre dos puntos del
plano: consideremos los puntos P(x1,y1) y Q(z2,92). La distancia entre
ellos es la hipotenusa del triangulo rectangulo cuyos vértices estan en
los puntos P(x1,y1), Q(x2,y2) y R(x2,y1), de acuerdo con la figura 4.3.
El vértice R corresponde al angulo recto.

La distancia entre Py () es entonces

d(P,Q) = \/(z1 — x2)% + (y2 — 11)?

Note que, por tratarse de cuadrados de nimeros reales,

(29 — 1‘1)2 = (1 — 56‘2)2 y (Y2 — y1)2 = (y — 3/2)2
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Q(l‘z,m)

P($1»y1 R(J?Q yl)

Figura 4.3.

asi que d(P,Q) = d(Q, P).

Otras propiedades de la distancia son las siguientes:

1. d(P,Q) >0y d(P,Q)=0siysolosi P=@Q

2. Si R es cualquier otro punto del plano d(P,Q) < d(P,R) +
d(R,Q). Esta es la desigualdad triangular. La igualdad se
presenta cuando los puntos estan alineados (figura 4.4).

Q(w2,%2)
P(z1,9) R(x3,y1)

Figura 4.4.

Ejemplo 4.1.

1. (a) Si P(—1,3) y Q(2,—1) entonces

d(P,Q) = /2~ (-1))* + (-1 - 3)?
= V9 +16
=V25
=5.
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(b) Si P (\/5, \/3) y Q (—\/5, \/5), entonces

) =/(~v3-v2)" + (va-va)’
\/3+2f+2+2—2f+3

2. Los puntos P(6,—3), Q(1,—5) y R(—3,5) son los vértices de un
tridngulo rectangulo. En efecto,

d(P,Q)? =(1—-6)°+(=5+3)>=25+4=29
d(Q,R)*=(=3—-1)>+(5+5)> =16+ 100 = 116
d(P,R)* = (=3 —6)?+ (5 +3)* =81 + 64 = 145

ast d(P, R)? = d(P.Q)* + d(Q. R)>.

P, Q vy R son los vértices de un tridngulo rectangulo cuyos catetos
son el segmento que une los puntos P y () y el segmento que une
los puntos @) y R y cuya hipotenusa es el segmento que une los
puntos Py R.

3. Sean P(x1,y1) v Q(z2,y2). Buscamos el punto medio del seg-
mento que une estos puntos. Supongamos que r; < zo (figura
45).

x b
s Q(. 2,Y2)
Plany) 1
33'1 11-‘:--702 $I2
2
Figura 4.5.

Sobre el eje X, el punto medio entre los puntos de coordenadas x;
y 9 tiene coordenada dada asi:

To — 1 _.T1+.§U2

.%1‘1‘ 9 - 9
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De manera de similar, sobre el eje Y, el punto medio entre los puntos

. +
de coordenadas y; y y» tiene coordenada h 5 y2.

En consecuencia, el punto medio entre P y @ es el punto de coor-

denadas (xl —;@, h ‘;‘92)‘

4.2 Funciones y sus graficas

En la vida diaria oimos afirmaciones como las siguientes: el precio del
transporte depende del precio de la gasolina; el consumo de energia
en una persona que hace ejercicio, depende de la intensidad de éste;
la temperatura de un lugar situado en el tropico depende de su altura
sobre el nivel del mar; la oferta de un producto determina el precio del
mismo; el nimero de individuos de una poblacién varia con el tiempo.

Esa idea de que un dato depende, esta en funcién o varia con otro
aparece frecuentemente en fisica: por ejemplo, el espacio recorrido por
un movil en una unidad de tiempo depende de la velocidad y, natural-
mente, aparece en matemaéticas:

El area del circulo en funcién del radio, el volumen de un cono
de base fija depende de la altura. Con respecto a estos dos ltimos
ejemplos, si A denota el area y r el radio del circulo, para indicar
que A depende de r, se escribe A(r). Si V denota el volumen del
cono y h su altura, para indicar que V' depende de h, se escribe V' (h).
Especificamente se tiene

2
donde B es el area de la base del cono. Asi A(3) =97, V(2)= §B'

Definicién 4.2.1. Sea D un subconjunto no vacio de R, el conjunto
de los numeros reales. Definir una funcion f de D en R es asociar
a cada niumero real x de D un unico nimero real notado f(z) (leido
f de x). El conjunto D es el dominio de f. Se dice también que
f estd definida sobre D . El nimero real f(x) es la imagen de x
por f. El rango de f es el conjunto de la imdgenes f(x) con x en
D, x es la variable independiente y siy = f(x), y es la variable
dependiente. Dos funciones f y g son tguales si sus dominios son
iguales y f(x) = g(x) para todo x del dominio.
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Ejemplo 4.2.

1. (a) Consideremos el siguiente conjunto: {(1,2),(2,4), (4,8)}. Si
a la primera componente de cada una de las parejas asocia-
mos como imagen la segunda componente, obtenemos una
funcién cuyo dominio es {1,2,4} y cuyo rango es {2,4, 8}.

(b) Si procedemos de la misma manera con el conjunto de pare-
jas {(1,1),(1,2),(1,3)} no obtenemos una funcién puesto
que al inico elemento del dominio estariamos asociando mas
de una imagen.

2. Como en la primera parte del ejemplo anterior, el conjunto de
parejas {(n,n + 1) : n € Z} define una funcién cuyo dominio es
el conjunto Z de los nimeros enteros. La imagen de un entero n
es el siguiente entero n + 1, es decir, s(n) =n+ 1.

El rango es también el conjunto Z. s(n) = n + 1 se llama el
sucesor de n.

3. Sea D = R. Si a cada elemento x € D asociamos como ima-
gen g(z) = x* obtenemos una funcién cuyo dominio es, segin lo
hemos escogido, R. Su rango es el conjunto de los niimeros reales
no negativos. Una funcién como esta usualmente se expresa sim-
plemente mediante la ecuacién y = 2.

4. Las funciones constantes son de la forma f(z) = ¢, para todo
x, donde ¢ es una constante. Las funciones lineales: son de la
forma f(x) = mz + b, con m # 0. Entre estas se halla la funcién
identidad I, tal que I(z) = z. Las funciones cuadrdticas: son
de la forma f(x) = az?+bx+c con a # 0. De estas funciones nos
ocuparemos mas ampliamente en secciones posteriores.

5. Sean D =Ry f(r) = 2%+ 32 + 1 para x € D. El rango de f es

Ry={f(z) : veD}y={y€eR : y= f(x), para algin z € D}.

Vamos a precisarlo. Si un nimero real y pertenece a ese conjunto,
existe algin nimero real z tal que

y=f(z)=2"+3z+1
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es decir, tal que

P +3r=y—1

Para hallar el valor de x, completamos el cuadrado en el miembro
izquierdo de la igualdad y tenemos

3\ 2 3\ 2
2
3 °) = (2 1
HH(Q) <2> +y
+32 >
T+ - =-
2 1Y

3\ 2
De esta tultima igualdad tenemos que como (1: + 5) > 0, en-

tonces — +y > 0, es decir, y > I Esta es una condicién

necesaria para que y pertenezca a Ry. Asi Ry C [_Z’ oo).

De la misma tltima igualdad deducimos que

3 5)
3, vy
2 4
3, AT
__5 T
34 5Ty

Quiere decir que para cada nimero real y > T y es imagen de

3 +5+4y
= ; ,

T

con lo cual y € Ry.

-5
En consecuencia, el rango de f es [T’ oo).
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6. Estas son algunas funciones de dominio D = [—1, 1]

(a) f(z) =1 —2? para todo x € D. Su rango es [0, 1].
(b) g(xz) = —v/1 — 22 para todo = € D. Su rango es [—1,0].
(©)

V1— a2 para x tal que —1 <z <0

h(x) =
—v1—22, parazxtalque 0 <z <1

Su rango es [—1,1].

7. Siuna circunferencia tiene longitud L, el area del circulo limitado
por ella, expresada como funcion de L es

A(L) = = <%>2

8. Para elaborar una caja de base cuadrada sin tapa, se emplea un
cartén cuadrado que tiene 20 centimetros de lado. En cada una de
las cuatro esquinas se corta un cuadrado cuyo lado tiene longitud
x de acuerdo con la figura 4.6. Luego se unen los bordes adya-
centes de longitud = determinados sobre el carton. El volumen
de la caja, expresado como funcién de = es V (z) = z (20 — 2z)*.

20cm

20cm| RPOcm

20cm

Figura 4.6.
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Frecuentemente el dominio de una funcién f no esta indicado. Se
toma entonces como dominio el conjunto de los niimeros reales para
los cuales f(x) representa un nimero real. A ese conjunto se le llama
dominio natural de f.

Ejemplo 4.3.
1. El dominio natural de la funcién f(x) = Va2 — 1 es

{reR: f(x)eR}:{xeR : \/x2—1eR}
={zeR : 2>-1>0}

Comoz? —1>0e2>1s x>l r>1oxr < —1,ese
conjunto es (—oo, —1] U [1, 00).

2. Si f(z) =

el dominio natural de f es
3 —1

{reR: fz)eR}={zeR : 2°-1+#0}

Puesto que 1 es el tinico valor real de x para el cual 2 —1 = 0,
este conjunto es

{reR : z#£1} =R\ {1}.

En adelante nos referiremos al dominio natural de una funcién como
el dominio de la funcién, simplemente.

Dada una funcién f, hacer la evaluacion de f en un valor (nimero)
a de su dominio consiste en calcular f (a), la imagen de a por f. Para
ello basta reemplazar la variable independiente por a en la expresién
de f(x) y realizar las operaciones que quedan indicadas.

Ejemplo 4.4.

1. Si f(z) = 23+x+1, al evaluar la funcién en 2, 0 y —1 obtenemos,
respectivamente:

fQ)=2+2+1=11
f0)=0"+0+1=1
f(=)=(-1)°-141=-1
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2. Sea f(r) =22+ 1 al evaluar esta funcién en 2, 3 y 5 obtenemos

f2)=2-22+1=9
f(3)=2-324+1=19
f(5)=2-5*4+1=51

Si comparamos estas imagenes vemos que f(2)+ f(3) # f(2+3).
Para a y b nimeros reales cualesquiera,
f(a) =2a* +1
f(b) =241
fla+b)=2(a+b)*+1
= 2(a® + 2ab+ V?) + 1
= 2a® + 4ab + 2b° + 1.

Asi, f(a+0b) = f(a)+ f(b) solo si 4ab = 1, caso en el cual a # 0,
b#0y, b= ﬁ, pero, en general, f(a +b) # f(a) + f(b).

Sea g(x) = 2z. Para a y b nimeros reales cualesquiera,
gla+0b) =2(a+b) =2a+2b=g(a)+ g(b)

Sea f(z) = 2? — 2z + 2.
f(4)=4>-2-4+2=10
f(4+h)=(4+h)>=2(4+h)+2=h*+6h+10
y si h representa un nimero real distinto de cero, entonces

fld+h)—f(4) _h*+6h _ h(h+6)

h 7 po e

1
Sif(x) = = h representa un ndimero real distinto de cero,

a—a—h
flath) - fa) - B 1
h h h a? + ah

Al evaluar en 3 la funcién V(r) = §7r7”3, el volumen de una esfera

como funcién del radio, obtenemos

4
V(3) = §7T33 = 367
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Como en los ejemplos anteriores, se puede denotar una funciéon con
letras distintas de f y la variable independiente con letras distintas de
x.

Definicién 4.2.2. La representacion grdfica, o simplemente, la
grdfica de una funcion f de dominio D, es el conjunto de los puntos
(x,y) del plano cartesiano tales que x € D y y = f(x). Se dice que
la grdfica representa f o que la grdafica tiene ecuacion cartesiana y =

f(z).

Notemos que no toda curva dibujada en el plano es la grafica de
una funcién. En efecto, puesto que para cada real x del dominio existe
solamente un real y tal que y = f(z). Dos puntos diferentes cuyas
abscisas coincidan no pueden pertenecer a la grafica. Asi, ninguna
recta vertical puede intersectar ésta en mas de un punto. Este es el
criterio de la recta vertical.

Un método para estudiar algunas funciones y para trazar sus graficas
es compararlas con otras conocidas o simples. Consideremos por ejem-
plo, f(z) = 2? y comparemos las gréficas de y = f(x), y = f(z — 2),
y = f(z+2) (figura 4.7)

8 8 ]

7 7

6 6

5 5

4 4 4

3 3

2 2

1 1 1

39l 1 2 3 —4-3-2-1} 1 -1} 12314
y = 2? y:(x+2)2 y:($_2)2
(1) (2) (3)
Figura 4.7.

Las curvas tienen la misma forma pero, al reemplazar x por  —2 en
f(x), la grafica de la funcién que se obtiene es la de y = f(z) desplazada
dos unidades a la derecha. Al reemplazar x por = + 2, la grafica de la
nueva funcién, es también la de y = f(z), desplazada esta vez dos
unidades hacia la izquierda. Este es otro hecho general: si a > 0, la
grafica de y = f(x — a) se puede hallar por traslacion horizontal de
la grafica de y = f(z) un numero a de unidades hacia la derecha y la
de y = f(z + a) se puede hallar por traslacién horizontal de la grafica
de y = f(x) un nimero a de unidades hacia la izquierda.
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Desplazar la grafica de una funcion verticalmente hacia arriba un
nimero de b unidades corresponde a aumentar el valor de la segunda
coordenada, y, en b unidades, donde b > 0. Un desplazamiento de b
unidades hacia abajo, corresponde a disminuir la segunda coordenada
en b unidades. Asi, en el primer caso se tiene la grafica de y = f(z)+b
y en el segundo caso, la de y = f(z) — b (figura 4.8). A estas tltimas
igualdades se llega cuando se reemplaza y por y — b o por y + b, segin
sea el caso, en la ecuacién y = f(z).

> Ut O 3 0o
=N W R Ot

=N W e oo 3

) =31l 1/23
1 2
“372-1] 1 2 3 “372-1] 1 2 3 a
— 2 .2 3 _ 2_3
y=x y=x"+ Y=z
(1) A\ /N

Figura 4.8.

Adicionalmente, si en y = f(x), se reemplaza = por ax, con a > 0,
cada valor de la variable independiente x tendra como imagen la de ax,
con ar > x si a > 1. Asi la gréfica de y = f(ax) se obtiene mediante
una compresion horizontal de factor a de la gréfica de f(z). Si
0 < a < 1, al reemplazar x por ax en f(z), la gréifica de la funcién que
resulta, es decir de y = f(ax), se obtiene de la de f(x) mediante una
expansion horizontal de factor a (figura 4.9).

H N WA OO N
[SUR' NS e e ]

K,wm

= U e Y= (L)
W @) (3)

Figura 4.9.
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Ademés, la gréfica de y = af(x) se obtiene de la gréfica de f(x) me-
diante una compresion vertical de factor a si 0 < a < 1 y mediante
una expansion vertical de factor a si a > 1.

Finalmente, la grafica de y = f(—z) se obtiene reflejando la gréfica
de y = f(z) enel eje YV y la de y = —f(z), reflejandola en el eje X
(figura 4.10).

=N W R OO N

—3-2-1 1 2 3

5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
/1,- 1
-3 -2+41 1 2 3 -3-2-1 N 2 3 -3 -2 — 1 2 3
—1 —1 A
/2 —2 \ 72\
y=(2)’+1 y=(2)’+1 y=—(2"+1)
(2) (A (R
Figura 4.10.

Ejemplo 4.5. Sea

h(z) =42 —8r+3=(2r—-2)*-1=(2@x -1))* -1

entonces la grafica de h(x) (figura 4.11), se puede obtener a partir de la
grafica de la funcién i(x) = ? por una secuencia de transformaciones
cada una de las cuales da lugar a una curva cuya ecuacion aparece
frente a la transformacion en esta lista:
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5 5

4 4

3 3

2

1 1
1 2

-3 -2-1 3 3-2-1 1 1 2 3
-2 -2
y=o y=(z 17
(1) (2)
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
3-—2-1] 1 2 3 —3-2-1 | \1/2 3
) -2
y = (2x — 2)? y=(2z—-2)?2-1

Figura 4.11.

e traslacién horizontal hacia la derecha, de una unidad: y = (z—1)?
e compresién horizontal de factor 2: y = (2(z — 1))?

e traslacién vertical hacia abajo de una unidad: y = (2x — 2)% — 1

4.3 Algunas familias de funciones

Estudiamos ahora tres familias de funciones: las funciones lineales, las
funciones cuadraticas y las funciones exponenciales.
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4.3.1 Funciones lineales y funciones cuadraticas
Funciones lineales

Consideremos el siguiente problema: una compania fabrica lapices y
sus costos fijos (como arriendo) ascienden a la suma de dos millones de
pesos. Si el costo de fabricar un lapiz es de $400 y el precio de venta
es de $600 y x representa un nimero de ldpices, entonces el costo de
producirlos es de 400z + 2000000 pesos, mientras que los ingresos que
produce su venta son de 600x pesos. Asi, las ganancias de la fabrica
estan representadas por la funcion

g(x) = 600z — (400z 4+ 2000000) = 2002 — 2000000

Queremos ademas determinar cuantos lapices debe vender la fabrica
para obtener una ganancia de 6 millones de pesos, esto es, buscamos x
tal que

g(x) = 200z — 2000000 = 6000000

es decir, tal que
2002 = 8000000

Entonces x = 40000.
Una funcién como g es una funcién lineal. En general:

Definicién 4.3.1. Una funcion f es una funcion lineal si la imagen
de la variable independiente x se expresa en la forma f(x) = mx + b
para algunas constantes m y b.

Sim # 0, la grafica f es una recta que intersecta el eje X en el punto

b
(——,O) e intersecta el eje Y en el punto (0,b), pues f(—%) =0y
m

f(0)=b.
Sim = 0, es decir, si f(z) = b para todo x € R, la gréfica esta

formada por los puntos (x,y) del plano cartesiano tales que z € Ry
y = f(z) = b. La gréfica es entonces una recta horizontal.

Ejemplo 4.6.
1. La funcién f(z) = 2x + 3 tiene como grafica una recta a la cual

pertenecen lo puntos (0, 3) y (1,5) puesto que f(0) =3y f(1) =5
(figura 4.12-(1)).
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2. La grafica de la funcién f(x) = 2 estd formada por los puntos
(x,y) del plano cartesiano tales que z € Ry y = 2 (figura 4.12-

(2)).

5
4
3
1 1
3-4-1] 1 2 3 —3-2-1] 1 2 3
—1 ~1
-2 -2
y=2r+3 Y=

Figura 4.12.

La funcién f(x) = mz + b estd determinada por los nimeros reales
m y b. Este ultimo se llama término independiente. El coeficiente
m de x es la pendiente de la recta y, si la grafica de la funcién es una
recta no vertical que pasa por los puntos @ (z1,41) v P (x2,%2), donde
X1 # X9, entonces y; = mxy +b e yo = may+b, estoes b =y, —mx; =
Yo — mxo, de donde

m— Y2 — U1 ’
To — I

es decir, m es la razén entre el cambio de la coordenada y (es decir,
y2 — 1) v el cambio de la coordenada x (es decir, xo — 7). Para puntos
cualesquiera que satisfagan la ecuacion, esta razon tiene el mismo valor,
es decir, no depende de los puntos considerados.

Si m > 0 la recta asciende (de izquierda a derecha, figura 4.13-(1))
y si m < 0 la recta desciende (de izquierda a derecha, figura 4.13-(2)).

A una recta vertical no se le define pendiente.

Dados una constante m y un punto @ (x1,%;), los puntos P (z,y),
x # x1 situados sobre la recta que contiene el punto @ y tiene pendiente
m, estan caracterizados por la condicion
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5 5
4 4
3 3
2

1 1

-3-2-1 /1 2 3 -3-2-1 |\ 2 3
) —2
Yy =3z —2 y=—2x+1
(1) (2)
Figura 4.13.

Una ecuacion y — y; = m (x — x1) es la forma punto-pendiente
de esa recta.

Ejemplo 4.7. La recta que pasa por los puntos (4, —3) y (6,8) tiene

pendiente
8—(-3) 11
m=-————= —
6—4 2
y dado que pasa por el punto (6,8), una ecuacién punto-pendiente
de esa recta es 1

y—8=—(z-0)

Como la recta pasa por el punto (4, —3), también
11
y+3=—(x—4)
2
es ecuacion de esa recta.

Una recta no vertical corta al eje Y. Si (0, b) es el punto de corte y
m es la pendiente, una ecuacién de la recta es

y—b=m(x—0)

esto es
y=mx+b

Esta es la forma pendiente-interseccion de la ecuacion de la recta.
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Ejemplo 4.8.

1. La pendiente de la recta que tiene ecuacién y = —4z + 2 es —4
(figura 4.14-(1)). La recta intersecta al eje Y en el punto (0, 2).

2. La ecuacién de una recta vertical es x = a donde a es la abscisa
de cada uno de los puntos de la recta (figura 4.14-(2)). Una recta
vertical no representa una funcién.

Figura 4.14.

Cualquiera sea la forma de la ecuacion de la recta, es equivalente a
una ecuacion Ax + By + C = 0 donde A, By C son constantes y A y
B no son simultdneamente iguales a 0. Reciprocamente, la grafica de
una ecuacion de ésta forma es una recta. En efecto, si B=0y A # 0,

la ecuacién es x = _7 cuya grafica es una recta vertical. Si B # 0, se
—A
puede llevar la ecuacién a la forma y = 5T owa grafica es una

recta no vertical. Si, ademas, A # 0 la recta tampoco es horizontal.

La ecuacion lineal Az + By + C = 0, A y B no simultaneamente
nulos, es la ecuacion general de la recta.

Cuando dos rectas se hallan en el plano, se puede expresar su posi-
cién relativa mediante sus pendientes. Asi tenemos que dos rectas son
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paralelas si y solo si tienen la misma pendiente. En relacién con la
perpendicularidad, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1. Dos rectas de pendientes miy mo son perpendicu-
lares si y solo st myms = —1. Cualquier recta vertical es perpendicular
a cualquier recta horizontal.

Demostracion. Consideremos dos rectas que se cortan en un punto.
Como cada una de ellas es paralela a una recta que pasa por el origen
O, basta considerar el caso en que el punto de corte coincide con O
(figura 4.15).

Qx--- m2IQ/
mizi. .
: P
To Ol T
P(x1,m121)
Q(x2, max2)
Figura 4.15.

Sean y = myx v y = mox las ecuaciones de las rectas que se cortan
en O. Sean ademés x; y x5 reales diferentes de 0. El punto P (x1, mjz1)
pertenece a la primera recta y el punto @ (x2, moxy) pertenece a la
segunda. El dngulo QOP (figura 4.15), es recto si y solo si

(d(0,P))’ +(d(0,Q))° = (d(P,Q))’
esto es
22+ (myzy)” + 22 + (maxa)” = (x2 — 21)° + (Mg — M)’
lo cual equivale a

0= —21’11)2 - 2m1x1m2x2 = —2?[)1{172 (1 + mlmg) .

Puesto que x5 # 0, esto equivale a —1 = myms. O
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Ejemplo 4.9.

1. La recta que pasa por los puntos (1,5) y (—2,3) tiene pendiente
5—3 2

L vy

Su ecuacion es

esto es

Figura 4.16.

La recta paralela a ella que pasa por el punto (3,4) (figura 4.16-
(1)) tiene ecuacién

esto es,

—r—y=—-2
3 Yy

y la recta que es perpendicular a las anteriores y pasa por el punto

(3,4) (figura 4.16-(2)) tiene pendiente m = —3 ¥ ecuacion

es decir,
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2. Sean P (x1y1) v @ (z2:y2). La mediatriz del segmento P(Q) es
la recta perpendicular a él, que pasa por su punto medio. Veamos
su ecuacion.

Supongamos x; # x3 e y; # yo. La pendiente del segmento es
Y2 — Y1 . T1+ T2 Y1+ Y2
m = ——— y su punto medio es ,
To — X1 2 2
la ecuacién de la mediatriz es

Y2+t $2—$1( $1+$2)
Yy — = — T —
2 Yo 2

> , entonces

Funciones cuadraticas

Recordemos que el area de un cuadrado de lado [ estd dada por
A =1
y el area de un circulo de radio r esta dada por

Ay (r) = 7.

En la expresion de cada una de estas areas, la variable independiente
(I o r) aparece elevada al cuadrado. Es también el caso, por ejemplo,
de la expresion de la altura h que alcanza una pelota lanzada hacia
arriba: si vy es la velocidad inicial, ¢t segundos después del lanzamiento

la altura es )

t
ht) = —97 + ot

donde g es la aceleracion debida a la fuerza de gravedad.

Definiciéon 4.3.2. Una funcion f es una funcion cuadrdtica si la
imagen de la variable independiente v se expresa en la forma

f(z) = az® + bz +c,

para algunas constantes a, b y ¢ con a # 0.
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Ejemplo 4.10.

1. Si D =Ry g(z) = 2? para todo x € D, la grifica de g es una
pardbola que pasa por el punto (0,0) y que abre hacia arriba
(figura 4.17-(1)).

2. Lagrafica de f(z) = 22+ 3x+1 es una parabola (figura 4.17-(2)).

= N Wk O
=N Wk OO

N2/ 1 2

321 1 2 3
y = 2° y=a?+3r+1
(2)

Figura 4.17.

La gréfica de toda funcién cuadratica f(x) = ax*+bx+c, con a # 0,
es una parabola que se abre hacia arriba si a > 0 o se abre hacia abajo

si a < 0. El vértice tiene abscisa ~5g"
a

3. La grafica de la ecuaciéon y = —2? + 1 es una pardbola que abre

hacia abajo (figura 4.18). El vértice tiene abscisa % = 0 y orde-

nada f(0) = 1. El punto (0, 1) es el punto de corteade la gréfica
y el eje Y. Los puntos de corte con el eje X tienen ordenada
0 y su abscisa verifica entonces la ecuacién 0 = —z2 + 1. En
consecuencia, x = £1 y los puntos son (—1,0) y (1,0).

4. La aceleracién debida a la gravedad es de g = 32.2,pies/s, una

pelota lanzada a una velocidad vy alcanza la maxima altura en el

- . Vo
vértice, es decir en t = —.

9
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VAN

—3-241 N2 3

-3

—4

—5i

—7

—§
y=—x2+1
Figura 4.18.

4.3.2 Funciones exponenciales y logaritmicas

Consideremos el siguiente problema:

Una poblacion Py de bacterias presente en un instante ¢ = 0 se
duplica cada hora. Transcurrida la primera, la segunda y la tercera
horas, las poblaciones son respectivamente de 2P, 2(2F), 2(2*P),
2(23Py). Més general, transcurridas k& horas la poblacién es 2% P,.

Ahora bien, si P es la poblacion presente en un instante t y la
poblacién presente media hora después se expresa en la forma rP, en-
tonces en una hora la poblacién es, de una parte r-rP = r2P vy, de otra
parte es 2P. Asi r2P = 2P, de donde r = 23,

En general, si p y ¢ son enteros positivos entonces 24 es el factor
por el que queda multiplicada la poblacién, transcurridos p periodos de
— horas.

q

Como el tiempo es continuo y no se restringe solamente a valores
racionales, para un numero real ¢ > 0, 2¢ es el factor por el que se
multiplica la poblacién transcurrido un tiempo t.

El significado que tiene 2! cuando ¢ es un ndmero irracional es el

p . . . .
valor al cual se acerca 27 para sucesivas aproximaciones decimales ra-
cionales de t. Asi, por ejemplo, 1.4 = 4. 141 = 4L, 1474 = 14,

107 100’ 1000

_ 14142, __ 141421, : - - _
1.4142 = {5505 141421 = 1555555 - - - » son aproximaciones decimales ra
cionales de v/2 entonces 2V2 eg el nlimero real al cual tiende la sucesion

. 14 141 1414 14142 141421
de las potencias 210, 2100, 21000, 210000, 2100000, . . .
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Anotamos en primer lugar que las leyes de los exponentes son
validas en este caso, es decir, cualesquiera sean a y b numeros reales
positivos, = e y numeros reales (racionales o irracionales) tenemos:

e a*a¥ = a*tV

° (aa:)y = g%V

[
—~
=
S
~—~

8
Il

a®b®

e a’ =1
e a” > (0 para todo z.

La funcion exponencial de base a se define asociando a cada
nimero real  un nimero real a”, f () = a”, donde = es una variable
que recorre el conjunto R.

Con el objeto de analizar otras propiedades distinguimos dos casos:
a>1lya<l1.

P
q

Sia>1yz= b un racional positivo entonces a* = a¢ > 1.
q

Supongamos que x e y son numeros racionales tales que x < y. Como
0 <y —x entonces 1 < @V~ y, en consecuencia, a* = a” -1 < a®a¥™" =
a¥. Esto es, a mayor valor del exponente corresponde un mayor valor
de la funcién, en el caso de los exponentes racionales. Como para los
irracionales la funcién se define a partir de aproximaciones decimales
racionales, en general, a mayor valor del exponente corresponde un
mayor valor de la funcién. Decimos que la funcion es creciente.

1
Ahora, si 0 < a < 1,sea b = —. Como 1 < b, entonces la funcién
a

g (x) = b® se comporta como en el caso anterior, es decir, si x e y son
numeros reales tales que x < y entonces b* < b? esto es (%)m < (é)y o,
de otra manera, a% < aiy lo cual implica, a¥ < a®. Asi, en este caso, a
mayor valor del exponente corresponde un menor valor de la funcion.

Decimos que la funcion es decreciente.

En la figura 4.19, aparecen las graficas de funciones exponenciales
de base a para diferentes valores de a.



4.3. ALGUNAS FAMILIAS DE FUNCIONES 203

Figura 4.19.

Notemos que si a > 1 y x e y son ntimeros reales tales que = # y
entonces r < y oy < x. Si x < y entonces a® < a¥, en particular
a® #a¥. Siy <z, a¥ < a® y también a® # a¥. El caso 0 < a < 1
es similar, es decir, si x # y entonces a” # a?. Esta propiedad de las
funciones exponenciales frecuentemente se usa en su forma equivalente:
si a® = a¥ entonces v = y.

Si y es un numero positivo y y = a® para algin nimero real z
entonces se dice que = es el logaritmo en base a de y. Se nota

log,, y.

Asi, tenemos:
o y=a"<log,y==

e log, (a”) = x, para todo x € R

e q°%«¥ = ¢ para todo y € R

Las siguientes son propiedades de los logaritmos:

Si a, b, x y y son numeros reales positivos entonces:

1. log, x + log, y = log, =y.

2. log, z —log,y = log, (%)

3. log, z¥ = ylog, x.

_ log,x
4. log,x = oo b
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La relacién existente entre los logaritmos y las exponenciales de base
a permite demostrar estas propiedades de la siguiente manera:

Sean r = log, z, s = log, y, t = log, vy, u = log, (f) y v = log, z¥.
Y
1. a"® =a"a®* =2y y a' = xv.
Asi, a"* = a' entonces r+s = t, es decir log, x+log, y = log, zy.
2. =d"a =—=—-—ya"=—.

a® vy Y
Asi, a"° = a" de donde r — s = wu, es decir, log,x — log,y =

log,, <§>
3.a"=a¥ya¥ = (a")’ =av.

Asi, a” = a¥" entonces v = yr, es decir, log, ¥ = ylog, .

Notacién: cuando a = 10, log, x se nota simplemente log x.

Ejemplo 4.11.

1. log, 32 = log, 2° = 5.

N

2
2 gy () = oy 2 = oy {[(8)7] '} = omy [()7] = 2
3. Supongamos que 4** = 64, entonces log, 4** = log, 64, esto es
3

22 = log, 64 = log, 43> = 3. En consecuencia, r = 7

4. Silogg (2x +2) = 3 entonces 6'°8627+2) = 63 es decir, 20 +2 = 216
de donde x = 107.
5. Silog(x —2) =1—1log(x + 1) entonces

10

log(z—2) __ 1-log(z+1)
10 ~ 10 T

10

x +

estoesx —2 =

1dedondeat:Q—:L'—12:O.
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Esta ecuacién tiene dos soluciones: z =4 y x = —3. Pero para

x = =3, log(z —2) y log (x + 1) no estén definidas. Asi, la tnica
solucion es x = 4.

6. Es posible expresar la suma de logaritmos

1
Tlog, (z +1) + 5 log, (3z + 6) —log, (¢ + 3z +2)

como un solo logaritmo. En efecto, la expresion dada es igual a

log, (z 4+ 1)" 4+ log, v/3z + 6 — log, (2° + 3z +2)

y a su vez esta suma es igual a

(+1)"V32+6 e BT 1)® /32 +6

8a 224+3r+2 8a T+ 2

La funcion logaritmo en base a, notada log,, se define asociando
a cada numero real positivo = el nimero real log, .

Asi como deducimos las propiedades de los logaritmos a partir de
las propiedades de las exponenciales, podemos decir que si a > 1, a un
mayor valor de x corresponde un mayor valor de log, z y si 0 < a < 1,
a un mayor valor de x corresponde un menor valor de log, z, es decir
que si a > 1, la funcion log, es creciente y si 0 < a < 1, la funcién es
decreciente.

De otra parte, note que si una pareja (x,y) pertenece a la grafica de
la funcion exponencial de base a es porque y = a*, es decir, log, y = =,
entonces la pareja (y, z) pertenece a la grafica de la funcién log,. De
igual manera, si una pareja (u,v) pertenece a la gréfica de la funcién
log,, entonces la pareja (v, u) pertenece a la grafica de la funcién ex-
ponencial de base a. Asi, la grafica de la funcién log, se puede obtener
reflejando la grafica de la funcién exponencial de base a en la recta de
ecuaciéon y = z (figuras 4.20-(1) y 4.20-(2)).

En la figura 4.21 aparecen las graficas de las funciones log, para los
valores de a tomados como base de las funciones exponenciales trazadas
en la figura 4.19.
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44
\
~ \
: b \\\\'\ :
4 4 =27 Nl 4
_2 1 \\
—4 +
—y=2 ——y=logz 4 =(3) —y = logy sz
Y=z Y=z
(1) (2)
Figura 4.20.
5 -

y =logi(r) —y=logi(z)
——y=logs(x) - y=logy(z) —

Figura 4.21.

Las funciones exponencial natural y logaritmo natural

Consideremos ahora esta situacion:

Mensualmente se invierte un capital. Si el capital inicial es C, la
tasa de interés i es anual y se expresa en forma decimal, entonces la
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cantidad acumulada al mes, capital mas interés, es C' (1 + E) Si esta
cantidad acumulada se invierte a su vez durante un mes en las mismas
condiciones, entonces al final de ese periodo, el capital acumulado sera

i\ 2
C <1 + E) . Si nuevamente se reinvierte el capital acumulado, al cabo

i\ K
de k meses, la cantidad acumulada es C (1 + 1@—2> )

En general, si n son los periodos de inversiéon durante el ano y
el capital se invierte durante ¢ afios, el capital acumulado serd A(t) =

7\ nt . . .

C <1+ —) . Esta es la férmula de interés compuesto y es un ejemplo
n

ilustrativo del crecimiento exponencial.

Supongamos que el nimero n de periodos se incrementa cada vez
mas. Para algunos enteros n, aproximando a la octava cifra decimal, el

7 n
comportamiento de la expresion (1 + —> tomando ¢ = 1 estd dado en
n

la siguiente tabla

1y\n 1\~
n (1 n —) n (1 + —)

n n
1 2 1000000 2.71828047
10 250374246 10000000  2.71828169
100 270481383 100000000  2.71828181

1000  2.71692393 1000000000 2.71828183

1\"
El valor de la expresién (1 + —> tiende a un ntumero irracional
n
notado e, que aparece en matematicas y en fisica y que, con 14 cifras

decimales es e ~ 2.71828182849045. En los célculos (aproximados), la
aproximacién racional més usada de e es 2, 7183 (asi como la de 7 es
3,1416; la de /2 es 1,4142; y la de v/3 es 1,7320).

La funcion exponencial natural es la funcion exponencial de
base e, f (z) = e”.

La funcién exponencial natural, como toda exponencial, s6lo toma
valores positivos y, puesto que e > 1, es una funcién creciente (figura
4.22-(1)). La funcién e™* es decreciente (figura 4.22-(2)).
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Figura 4.22.

Si y es un numero real que se puede escribir de la forma y = €7,
entonces el exponente x se llama el logaritmo natural de y y se nota
Iny.

En este caso, las relaciones entre exponenciales y logaritmos estable-
cidas anteriormente, toman la forma:

ey=c"hy=v
e In(e*) =z, para todo = € R

e "V =y, paratodoy € Rt

También de las observaciones generales tenemos que la grafica de la
funcién g (x) = Inx se puede obtener reflejando la grafica de la funcién
f (z) = €” en la recta de ecuacién y = x. En la figura 4.23 se muestra
las graficas de las dos funciones y de la recta.

La funcion logaritmo natural es creciente y satisface las siguientes
propiedades:

1. nzx+Iny =Inzy
2. Inx —Ilny = ln§

3. InaY =ylnz
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——y=Inx
Yy =2z

Figura 4.23.

Ejemplo 4.12.

1. Usando logaritmo natural, la igualdad e* = 4 +x se puede expre-
sar en la forma 2t = In (4 4+ ) y la igualdad e* = a en la forma
4 =Ina.

2. InV1+e—Inve+e2=1In (5’/%) =lne” :—%lne: —

W=
Wl

4.4 Operaciones entre funciones

Asi como los nimeros reales se suman, restan, multiplican y dividen,
también las funciones se operan entre si.

Definicién 4.4.1. Una operacion entre funciones es una regla que
asocia a dos de ellas una tercera funcion, precisando cual es la imagen
de un numero real x por esta ultima.

4.4.1 Algebra de funciones

Al operar directamente las imdgenes (que representan nimeros reales)
es posible obtener nuevas funciones.
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Definicion 4.4.2. Dadas las funciones f y g se definen

f+g, la adicion de f yg: (f+9)(x) = f(z)+ g(x)
f—g, larestadef yg: (f = 9)(@) = f(z) — g(x)
f-g, la multiplicacion de [ y g: (f-9)(z)=f(x) g(x)
5, el cociente de [ por g si g # 0: (5) (x) = g(—g

Para determinar sus dominio notemos que, al definir la imagen de
x, deben estar definidas tanto f(z) como g(z) y que en el caso del
cociente, g(x) debe ser distinto de 0. Asi, si Dj, denota el dominio de
la funcién h entonces

Dyrg=Djg=Dpg=DsN D,
D;=DsND,\{z : g(x) =0}

Ejemplo 4.13.

(f+9)(x) =4 —-22)+ (16 — %) =20 — 22 — 2°
(f—9g)(x) =(4—2z2)— (16 —2*) = =12 — 2z + 2*
(f - 9)(z) = (4 - 22) (16 — 2?) = 64 — 322 — 4a® + 22°
f 4 —2x
(E) W)= 15—
Ahora bien,

En consecuencia
Dyrg=Djyg=Dpg=R y
Dy =R\{zeR : 16-2"=0} =R\ {—4,4}

En la figura 4.24, se muestran las graficas de f, ¢ y las funciones
que acabamos de obtener.
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Figura 4.24.

2. Como caso particular del producto tenemos (f - f)(z) = f*(z) =
(f(2))? y més generalmente f"(z) = (f(x))". Asi, para f(z) =
4 — 2x tenemos:

fAz)=(4—-22)% =16 — 162+ 42> y
fiz) = (4 - 22)" = (16 — 167 + 42?) (16 — 16 + 42?)
= 256 — 512z + 3842% — 1282° 4 162*

En la figura 4.25, se pueden observar las grificas de f, f2y f%.
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l l
l l —
d e ;
'...__ ,
01 || iy
- l
2| I
10 + | | :
s
ST
— [~ et
-4 =2 2 6 8
Figura 4.25.
3. Sean f(z)=¢€"y g(x) =€*
2z 1
(FHo)=e e =es =T
e e
e —1

Ahora bien, Dy =R, D, = Ry, en consecuencia Dy g = Dy_4 =
Diy=RyD; =R\{z €R : e =0}. Como e” > 0 para todo

x entonces Dy = R.
g

En la figura 4.26 se pueden observar las graficas de f, g y de las
funciones que acabamos de obtener.

Las operaciones definidas entre funciones tienen propiedades heredadas
de las propiedades que tienen las operaciones de adicion y multiplicacién
de nuimeros reales. Asi tenemos:

1. La asociatividad de la suma, pues, dadas funciones f, g y h,
tenemos que

(f+g)+h=f+(g+h)
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10+
S SN
9-6-3/ 3 6 9
—f Il
9 T /
-+ | — —
3 6 9 ~1b 4

10+
51—
'._. ..... qg
R /e Y
F— =t —t
-9-6-3 3 6 9 -9-6-3
Figura 4.26.

Para verificar esta igualdad de funciones, de acuerdo con la defini-
cion 4.2.1, debemos ver que sus dominios son iguales y también
son iguales los resultados de calcularlas en un ntimero real x del
dominio comun.

El dominio de (f + g) + h, es

Disigr+h = Dty [ ) Dn = <Df A Dg) () Dn.

mientras que el dominio de f + (g + h) es

Dy gy = Dy () Dy = Dy [ ) (Dg A Dh> :
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Como tenemos la igualdad de conjuntos

(DfﬂDg>ﬂDh:Dfﬂ<DgﬂDh),

entonces D(sig)+h = Dfy(g+hn)-
Ademas, para todo x € Dy (D, () Ds,

(f +9) +h)(x) = (f +9) (2) + h(z) = (f(2) + g (2)) + ().

Puesto que f (), g(x) y h(x) representan nimeros reales, esta
ultima suma es igual a

f@)+(g(x) +h(z) =f(x)+(g+h)(z).
Asi:
(f+g)+h=f+(g+h).
De manera similar se prueba la asociatividad del producto.

La conmutatividad de la multiplicacién, pues,
(f-9)(@)=f(z)g(z),

como f(x) y g(z) representan nimeros entonces este producto
es igual a:

g9(@) f(z)=(9-f)(x).

Asi f-g=g- f. De manera similar se prueba la conmutatividad
de la adicién.

Sea 0 la funcién que a todo ntimero real x asocia el ntimero 0,
es decir 0 (x) = 0 y sea 1 la funcién que a cada real z asocia el
nimero 1. Entonces, por una parte,

Dyy5=Ds(Dg=Ds[ R =D;y
y, para todo x € Dy,

(f+0) (@) =f(2)+0(z) = f(2) + 0= f ()

es decir,
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Por otra parte,
D;s=D;()\Dy=Ds[ R =Dy
y, para todo x € Dy,
(f 1) (@) =f(2)1(z) =f(z) 1= f(2)

es decir B
fI=f

Esto muestra que entre las funciones existen médulos para la adi-
cién y para la multiplicacion.

4. Se define — f asi: su dominio es igual al dominio de f, D_y = Dy,
y

Entonces

(f +(=N)) (@) = f (@) + (=) (2) = f () = f (z) = 0=0(x),

es decir, ~

f4 (=) =0
Por otra parte, para aquellos = para los cuales f (x) # 0, se define
1 asi:

1 1

(?) =T
Entonces
1 B 1+
(75) @ =@ 15 =1-1)
es decir, .
= =1.
7

Con esto, D% =Ds\{x e Dy : f(z)=0}.

Asi, entre las funciones existen inversos para la suma e inversos
parciales para el producto (figura 4.27).
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Figura 4.27.

4.4.2 Composicion de funciones

Existe otra manera de obtener una funcién a partir de dos funciones

dadas.

Definicién 4.4.3. Dadas las funciones f vy g, se define la funcion
compuesta de f y g notada f o g, asi:

(fog)(x) = f(g(x))

Esta funcién compuesta se puede evaluar en los niimeros reales x
para los cuales estan definidas tanto g (z) como f (g (z)), ast:

Djog ={x € Dy : g(x) € Dy}
Ejemplo 4.14.

4—2zyg(r) =16 — z*
(fog)(z)=f(g(x)=f(16—a%) =4-2(16 —2?)

= —28 + 227
Diyg={x€D, : glx) e Dsj} ={xr R : g(x) eR} =R

(90 ) (x) = g(f (1)) = g (4 — 20) = 16 — (4 — 20)° = 162 — da”

Dys={z €Dy : gx)e Dy} ={reR : g(z)eR} =R
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En la figura 4.28 aparecen las gréficas de f, g, fog y go [.
Note que las funciones f o g y g o f son distintas pues, aunque

Doy = Dyoy. (f 0 9)() # (90 f)(x) en general.
-

Figura 4.28.
2. Si f(r) = ik entonces
(a) f(2?) = S en particular, f (22) = 3
2+ 1 ’ 5

2 = 3 2— ) en particular 2 =
) 1P = (735) = e en paticlar, £ (2)" =1

@ U@ =1 =f(07) =5 e
—

x+1 T +4
r+1
También f (f (x)) = ﬁ En particular, (fo f)(2) =
3
2

En general f (2%) # f(x)?, f (2%) # [ (f (2)) y [(2)* # f (f (2)).

3. Lafuncién h (x) = v/a2 — 1 se puede obtener en la forma (f o g) (x)
para g (z) =2 — 1y f(z) = /.

2
4. Se puede expresar la funcién k (z) = 273 9p 4 3 como una fun-
T T

cién compuesta, de mas de una manera. Asi por ejemplo,
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22+ 2x+3

Sifl(ﬂ?)_%ygl(x)_ 5

entonces

1 1
(Fro90) (@) = 00 (0)) = 5 =
2
“Zrars W

Si fo (v) = %H y g2 (r) = x + 1 entonces

(f2092) (2) = fa(92(2)) = fa(w +1) =

J— 2 —
22422 +3

(x+1)%+2

Ademss, si f3 (z) = 2, g3 (z) = 2 + 3y h(x) = 2% + 22 entonces

Tz

((fso gs) o h)(z) = (fs0gs) h(x) = f3(gs (h(2)))

= f3 (95 (2% 4+ 22)) = f3 (2 4 22 + 3)
2
:x2+2x+3

también
(fso(gsoh))(z) = fs((gs0h)(x)) = fs(gs(h(2))) =k (z)
5. Seana >0y f(z) =a® y g(z) = log, =
(fog)(x)=f(g(x)) = f(log,2) = " =z
Doy ={z €D, : g(z) € Dy}

={reR, >0 : g(z) e R}
={z€eR : z>0}=R"

(gof) () =g(f(2)) =g(a") =log,a® ==

Dgoy ={z € Dy : f(x) € Dy}
={zeR : f(z) >0} =R
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Examinemos ahora las propiedades de la composicion de funciones:

1. La asociatividad se verifica en general, pues

Dfogyor ={r €R : w2 € Dy y h(x) € Dyog}
={reR : z €Dy, h(z) e D,y g(h(x)) € D¢}

l)fo(goh):{xEIR : IGDQOhY(goh)(x)EDf}
={zreR : ze€ Dy, h(z) e D,y (g(h(x)) € Dy}

Ast D(fogyon = Dio(gon)-

Por otro lado
(feg)oh)(z)=(fog)
(folgoh)(x)) = f(g(h(z)))

asi

(fog)oh=fo(goh)

2. La conmutatividad no se verifica en general, como lo vimos ante-
riormente.

3. Sea I la funcion identidad que a cada = € R asocia x, es decir,
I (z) = x. Para toda funcién f tenemos

Diy={xr€R : v € Drel(x)e Dy}
={reR : zeRyxe Dy}
={zreR : ze Dy}

:Df

De igual manera se puede mostrar Doy = Dy.

Adem3s

esto es,
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Taller 1

1. Sitie en el plano cartesiano los siguientes puntos: P(—3,4>,

-
o). n(-1.2). ().

Halle la distancia que existe entre los puntos P y QQ en cada uno
de los siguientes casos

(2) P<7, 3), Q(2,5)

0 p(-00). 030

0 (-39 ()
(@) P(v2.v2), Q(V3,V3)

Los vértices de la base de un tridngulo isosceles estan en los puntos
(1,2) v (8,2). Si el tridngulo tiene 4 unidades de altura con
respecto a la base, halle las coordenadas del tercer vértice.

Para cada par de puntos Py @) del punto 2., halle las coordenadas
del punto medio.

. Verifique que las siguientes parejas definen una funcién f: (1,1),

(2,4), (3,9), (4,16), (5,25).

(a) Halle f(2)y f(5).
(b) Halle = tal que f (z) =9.

Determine si las siguientes parejas definen una funcién (-1, —1),
(—3,4), (3,5), (3,6), (5,—5). Justifique su respuesta.

1
Verifique que las siguientes parejas definen una funcion f : (1, —) ,

<—%,2>,(w,—2),eg2w% (g,z).

(a) Halle f (7)) y f (—3)-
(b) Halle x tal que f (z) = 5.

(c) ;Existe f (%)7
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10.

11.

12.

13.

14.

(d) (Existe z tal que f (z) =n?

(e) ;Cuéntos elementos distintos posee el dominio de f?
,Cuantos elementos distintos posee el rango de f7

(f) ¢Cuantos elementos distintos tienen imdgenes iguales?

. Halle el dominio natural de cada una de las siguientes funciones

3z 44 z+6

@ @)= @ bl =

(b) g(z)=+vb—22z (d) k(x) :3$2+3+;
Sea D =Ry f la funcién definida por f (z) = 3z — 2 para todo
x € D. Halle f(0), f(2), f(=3), —f(3).

Sea D =Ry f la funcién definida por f (z) = 2% + 2z para todo
reD.

1 8
(a) Halle f (5), f (\/5), f (—3), m
(b) Halle todos los valores de x tales que f (z) = 0.

Para las funciones de los ejercicios 9 y 10, halle f (z + h). (Es

f(x+h)=f(z)+ f(h)? Halle f@*hf);f(x).

Sea f (z) = 2® 4+ 2x. Halle f(—z) y compare el resultado con
f(x): jcémo se relacionan f(—x)y f(z)?

Sea g (x) = x* —5. Halle g (—z) y compare el resultado con g (z):
;como se relacionan g (—z) y g (x)?

Exprese
(a) El area de un cuadrado en términos de la longitud de uno
de sus lados.

(b) El érea de un cuadrado en términos de la longitud de una
de sus diagonales.

(c¢) El volumen de un cubo en términos de la longitud de su
arista.

(d) El volumen de un cubo en términos del drea de una de sus
caras.

(e) El volumen de un cubo en términos de una de sus diagonales.
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15.

16.

17.

18.

19.

(f) El area de un triangulo equildtero en términos de la longitud
de uno de sus lados.

Si el lado de un cuadrado mide a unidades y se incrementa en h
unidades, halle el incremento que experimenta el area.

Si las aristas de dos cubos miden respectivamente a y 2a unidades,
Lqué relacion existe entre sus volimenes?

La relacion entre las lecturas de las temperaturas Fahrenheit (F')
y Celcius (C) estd dada por C' = 2(F — 32)
(a) Exprese F' en términos de C'

b) A qué la temperatura las lecturas en las dos escalas son
q p
iguales.

(¢) ;En qué momento la lectura en Fahrenheit es el doble que

la lectura en Celsius?

En cada caso determine la ecuacién de la recta que cumple las
condiciones dadas:

3
a) Pasa por el punto P(2, —§> y tiene pendiente igual a 4.

(a)

(b) Pasa por el punto P(1,—1) y tiene pendiente igual a —1.
(c) Pasa por los puntos P(3,4) y Q(—2,5)
)

2 2
(d) Pasa por los puntos P(—g, O) y Q(—Z, §>

Para cada una de las rectas cuyas ecuaciones aparecen a conti-
nuacion halle:

e la pendiente

e las intersecciones con los ejes X e Y

e la ecuacion de la recta perpendicular a ella, que pasa por el
punto (1,1)

e la ecuacién de la recta paralela a ella que pasa por (1,1).

3
(a) Zm—l—Zyzl

(b) 4z 4 3y = 12

x
(c) §—|—2y+3:0
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Dada la recta L de ecuacién 3z — 3y +5 = 0y el punto P(2, —1),
en cada caso halle la ecuacién de la recta que pasa por Py verifica
la condicioén :

(a) es paralela a L
(b) es perpendicular a L.

Halle los puntos de la recta 3z + y = 2 que estan a dos unidades
del punto P(1,2).

Halle la ecuacion de la parabola que satisface estas condiciones:
tiene un vértice en (0, 0), pasa por el punto (2, —3) y es simétrica
con respecto al eje Y. Dibuje la grafica.

El dominio de cada una de las siguientes funciones es el conjunto
R de los numeros reales. Trace la grafica de cada una de las
funciones.

(a) f(x)=3x+4
(b) g(z) =5 -2
(c) h(z)=2z%+1
(d) k(z)=—-32*+4

Sea f (z) = 2> — 2. En cada caso, dibuje en el mismo sistema de
coordenadas las gréaficas de f y de la funcién dada:

(a) e@)=f(@+2) () n()=f(@)+2
(b) g(a)=f(&-3) (9 pa)=F(r)-3
© h)=fG2) 1) gl0)=-/()
@ k@=f(32) 0O m@=f@)
(@ l@)=f(=a) () r(@@)=f()

En cada caso, elabore una tabla de la funcién para los valores
enteros de x pertenecientes al intervalo [—5, 5], y dibuje la grafica:

(a) f(z) =3
9

o o= (3)
(c) h(z) =3""2 -6
(@) k() = 3(22)
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Simplifique las siguientes expresiones

(a) (23172) (2472m)

(b) (a2:c)3.1‘
© 3
@ o

Sea a > 0y a # 1. Teniendo en cuenta que si u y v € R, entonces
a“ = a" si solo si u = v, halle z en cada uno de los siguientes
casos:

(a> 34ac—1 — 37z—2

(b) 56273 = 257"+

(c) 162" = 4%+3
Para cada una de las siguientes igualdades escriba una expresion
equivalente, usando logaritmos:

(a) 3* =81

(b) V125=5
_1_]-
(c) 4 =1

En cada caso halle el valor de x que verifica la igualdad

1
(a) 3log, 2+ 3 logy, 25 — log,, 20 = log, «
(b) z'°8% = 100x.

Use la grafica de la funcién y = e* para obtener las graficas de
las siguientes funciones:

(a)  flz)=3e" (d) k(z)=e>

b) g@)=e—3 (o) I()=c?
(¢) h(z)=2e"—2 (f) m(x)=ce

xT

Use las propiedades del logaritmo natural para probar la siguiente

afirmacion: Si In(z + 8) — In(z+) = 31n(2) entonces x = 2

Para la funcién f dada en el punto 7, determine la funcién cuyos
valores son 2f (z).
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33. Se definen las funciones f y g de la siguiente forma:

f : (_17_1>7 (171)7 (27\/5)7 (_27_4)7 (379>7 <_3>_\/6)§g :
(=1,3), (1,—4), (2,5), (=2, =6), (3, —5),(—3,4).

(a) Escriba la funcién cuyos valores son f () + g ().

(b) Escriba la funcién cuyos valores son f (x) — g (x).
34. Se definen las funciones f y ¢ de la siguiente forma:
11 1
f : (57 5) ) (17 \/i)a (27 \/g)a (_27 _4)a (37 _5)7 (_37 _6) 9

Gs) (1, —4), (2,v2), (-2,-6), (3,—4),(=3,4).

(a) Escriba la funcién cuyos valores son f (z) - g (z).
2

(b) Escriba la funcién cuyos valores son [f (x)]”.

(c) Escriba la funcién cuyos valores son /(@)
g(x)
35. Se definen las funciones f y g de la siguiente forma:
11 1
1
gt (~1.-v2). (—5,1) (1,-4), (2.V2), (-2, -6), (3, ~4).(~5,4).

(a) (Para qué valores de x se puede definir la funcién cuyos
valores son f (z) + g (x)? Escriba esa funcién.

(b) ;Para qué valores de z se puede definir la funcién cuyos
valores son f () — g (x)? Escriba esa funcién.

36. Se definen las funciones f y g de la siguiente forma:

1 (-4, (13, ) (29, (D). (5-9)
g: (—%%) (0,1),(%,3), (1,0), (2,V2), (2, —6), (g,—4>,(—3,4).

(a) (Para qué valores de x se puede definir la funcién cuyos
valores son f (x) - g (x)? Escriba esa funcién.
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(b) {Para qué valores de = se puede definir la funcién cuyos

f(x)

valores son——" Escriba esa funcién.
g (z)
37. Sea D =Ry f y g las funciones definidas por f (z) =3z —2y
g(x) = z*+ 3x + 2 para todo = € D.

En cada caso halle la funciéon indicada:

39. Sea D =Ry f y g las funciones definidas por f(z) =2r+ 1y
g(x) = x* + 2 para todo z € D. Halle
1 1
@I (‘) O
(b) g(va) = +/g(a)
(¢) fla)+g(a)
(d) fla+h)
o 2lath) —g(a)
h
(f) f3)+g(1)
(g) f(g(a))
(h) g(f (a))



Capitulo 5

Trigonometria

5.1 Medida de angulos

En Geometria se define un dngulo como la unién de dos semi-rectas
con origen comun. En Trigonometria se interpreta como una rotacion
de rayos. Si se toman dos rayos coincidentes, uno permanece fijo y el
otro gira alrededor del punto que se considera el vértice. El rayo que
permanece fijo recibe el nombre de lado inicial y el que rota, lado
final. Trabajamos con angulos generalizados, esto quiere decir que el
rayo que gira lo puede hacer cualquier nimero de veces y en cualquier
direccién. Si el rayo pasa mas de una vez por su posicién original, se
dice que es de mas de una vuelta. Si gira en sentido contrario de las
manecillas del reloj, se dice que esta ortentado positivamente, si lo
hace en el mismo sentido de las manecillas del reloj, que estéd orientado
negativamente.

En muchas ocasiones es necesario utilizar angulos en posicién nor-
mal o candnica. Un angulo en posicion normal es aquel que tiene su
vértice en el origen de un sistema de coordenadas cartesianas, el lado
inicial coincide con el eje X positivo y el lado final estda contenido en
uno de los cuatro cuadrantes determinados por el sistema cartesiano, o
esta sobre uno de los ejes, en cuyo caso es un dngulo cuadrantal.

Como el nimero de giros del lado final asi como su sentido no tienen
restriccion, los lados inicial y final de dos angulos diferentes pueden
coincidir (figura 5.1).

227
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1.f
N g\
oA N>
L.
L.£
R N
a\ 15} %\J
Lf
Figura 5.1.

La medida de un angulo en fracciones sexagesimales fue utiliza-
da por los babilonios para cédlculos en astronomia, recordemos que la
unidad de medida, es el grado.

En algunas aplicaciones en las que se usa el cdlculo diferencial o
integral se requiere como unidad de medida el radidn, que se define de
la siguiente manera:

Definicién 5.1.1. Un radidn es la medida de un dngulo cuyo vértice
estd en el centro de una circunferencia y que barre un arco cuya longitud
es igual a la del radio.

Si « es un angulo con vértice en el centro de un circulo de radio r, su

S

medida en radianes es: —, donde S es la longitud del arco subtendido
T

por a.

Ejemplo 5.1.

1. Si « es un angulo central que mide 6 radianes y subtiende un
arco de 33 pulgadas , la medida del radio de la circunferencia es:

33
5= 5.5 pulgadas

2. La longitud del arco que subtiende un angulo central que mide 2
radianes en una circunferencia de 3 cm de radio es: S = (3)(2),
S =6cm
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Si 6 es la medida en radianes de un angulo central de un circulo

de radio Ry A es el area del sector circular determinado por 6 entonces
1

A= =r?.
2
Observe que esta férmula es valida cuando 6 esta medido en radia-
nes.

Por ejemplo, si quiere encontrar el area del sector determinado por
el angulo central de medida 45° en una circunferencia de radio 8 cm,

debe expresar la medida del angulo § en radianes. Como la medida en

1
radianes de un angulo de 45° es Z, A= 3 (64) (%) = 8.

5.2 Trigonometria de triangulos
rectangulos

En la antigiiedad (alrededor del afio 100 A.C), para resolver problemas
de astronomia, navegacién y geografia, fueron utilizadas relaciones en-
tre lados y angulos de un triangulo rectangulo; estos trabajos dieron
origen a la trigonometria.

La palabra trigonometria viene del griego: 7Trigonon: triangulo,
Metria: medida. Hiparco y Tolomeo crearon esta rama de las matema-
ticas y su primera presentacion se encuentra en El Almagesto. Con
el uso de la trigonometria calcularon tamanos y distancias de cuerpos
celestes.

Las definiciones y demostraciones que se utilizan actualmente no
difieren mucho de las propuestas por ellos.

A
A/

C B C’ B’
Figura 5.2.

En los tridngulos rectangulos de la figura 5.2, AACB y AA'C'B’,
/A= LA entonces /B = /B, por el criterio AAA los triangulos
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son semejantes y por lo tanto las razones entre las medidas de los lados
correspondientes son iguales. Es decir

AC AC" CB C'B" BC B

AB ~ AB’ AB  AB Y AC T AC

Cada una de esas razones recibe un nombre especial:

Definicién 5.2.1.

e Seno de dngulo de A:

BC ( Cateto Opuesto )

LA =
sen 1B

Hipotenusa

e Coseno del dngulo A:

AC ( Cateto Adyacente )

LA =
cos 1B

Hipotenusa

e Tangente del dngulo A:

BC ( Cateto Opuesto )

tan ZA =
an AC Cateto Adyacente

Notemos que estos valores no dependen de la longitud de los lados
sino de la medida del angulo.

Si en los tridangulos rectangulos: AACB y ANA'C'B', LA = LA,
entonces:

sen ZA =sen LA,
cos LA = cos LA
tan ZA = tan LA’

Ejemplo 5.2. Los matematicos griegos y el ingeniero Heron mostraron
cémo se puede construir un tunel bajo una montana trabajando en
los dos lados simultaneamente. Eligieron un punto A en un lado, un
punto B en el otro y finalmente un punto C' tal que la medida del
angulo ZACB fuera de 90° (figura 5.3). Después midieron AC'y BC'y
encontraron que sus longitudes eran 100 pies y 75 pies respectivamente.

Ahora, dijo Heron, es posible encontrar la medida de los dngulos
/Ay ZB. Entonces instruyé al trabajador ubicado en A para que
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Figura 5.3.

siguiera una linea recta que conservara el angulo calculado con AC' y
dio instrucciones analogas al trabajador en B. ;Cémo calculé estos dos
angulos?

75

Solucién: Encontrando la tangente del angulo en A: tan (A) = 100
100
y calculando la tangente del dngulo en B: tan (B) = -

Ejemplo 5.3. Sara esta volando una cometa y tiene sus manos a 5
pies por encima del piso. Si la cometa estd a 200 pies arriba del suelo,
y la cuerda de la cometa forma un dngulo de 32.4° con la horizontal, ;,
Cuantos pies de cuerda esta utilizando?

Solucion: Para encontrar la longitud de la cuerda utilizamos el
siguiente esquema:

32.4°

Figura 5.4.

Debemos hallar el valor de b. Podemos hacer uso de la definicion
de seno de un angulo en un tridngulo rectangulo:

195

—————— ~ 363 pies.
sen (32.4°) PIes

195
sen (32.4°) = —, entonces: b =

b
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Ejemplo 5.4. Una trayectoria recta que sube una colina se eleva 26 pies
por cada 100 pies horizontales. ;Qué angulo forma con la horizontal?

Solucidén: La figura 5.5, muestra la situaciéon que se presenta du-
rante los primeros 100 pies horizontales:

100

Figura 5.5.

Como el valor de las razones trigonométricas no depende de la lon-
gitud de los lados que consideramos, basta con utilizar como medidas,
los 100 pies horizontales y los 26 pies verticales iniciales.

26
tana = 100° tana = 0.26; «o = 14.57°

Ejemplo 5.5. Un automovilista que circula por una carretera a una
velocidad de 60 Km/h va directamente hacia una montana. Observa
que entre la 1 : 00 p.m. y la 1: 10 p.m., el angulo de elevacién de la
montana cambia de 10° a 70°. Calcular la altura de la montana.

Solucion:

—

8
<
1

Figura 5.6.
h
tan 10° = (5.1)
T+y
h
T+y= (5.2)

tan 10°
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x es la distancia que el automovilista ha recorrido en 10 minutos. Como
recorre 60 Km en una hora, se habra desplazado 10 Km en 10 minutos,
asi z = 10.

h
Yy = — 10, al despejar de la ecuaciéon 5.2.
tan 10°
. ho h
Por definicién de tangente: tan70° = —; asi, y = .
Y tan 70°

Por lo tanto

h 10— h
tan 10° "~ tan70°’
h h
— =10
tan 10°  tan 70°
o
0.176  2.74
2.74h — 0.176h = 10(2.74) (0.176)
2.564h = 4.82
h=19Km

La altura de la montana es 1.9 Km.

5.3 Funciones trigonométricas

5.3.1 De angulos

Consideremos un angulo en posicion canoénica 6. Si no es un angulo
cuadrantal su lado final estd contenido en uno de los cuadrantes de-
terminados por los ejes coordenados. Decimos que es un angulo en el
primero, segundo, tercero o cuarto cuadrante. Este lado final, como
se ha visto anteriormente (figura 5.1), puede pertenecer a dngulos de
medidas diferentes a la de 0, e inclusive de distinta orientacion.

Se pueden entender las definiciones de las relaciones trigonométricas
a este tipo de angulos. En efecto: tomemos inicialmente un angulo 6
en el primer cuadrante (figura 5.7).

P (z,y) un punto que pertenece al lado final del angulo 6. El
triangulo AOQP es rectangulo. A partir de las definiciones dadas para
las razones trigonométricas en triangulos rectangulos se puede afirmar
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P(z,y)
y. ............. .
o
0 Q
0 B2
Figura 5.7.

que:

senf = Y cosf = L tanf = y.
r r T

Se pueden hallar el seno y el coseno de cualquier dngulo, no asi la
tangente porque la abscisa del punto no puede ser cero, lo que significa
que no se puede definir la tangente de un angulo cuyo lado final esté

sobre el eje Y.

Estas relaciones se extienden para angulos de cualquier cuadrante.

Definicién 5.3.1. Si 0 es un dngulo en posicion candnica y P (z,y) es
un punto del lado final de 0, con r = \/x? + y?, se define:

senf — 7 cosezf; st x#0, tan@ = 2.
r r x

Se tienen ademds las siguientes relaciones:

cosecante de 0 = C, sty #0
Y

secante de 6 = f, six #0
x

cotangente de 6 = f, sty #0
Y

Observemos que, salvo las funciones seno y coseno, todas tienen res-
tricciones para su definicién. También que los valores de las relaciones
trigonométricas sélo dependen de la ubicacion del lado final del angulo.
Asi para dngulos coterminales, es decir aquellos para los cuales
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Ry
5

Figura 5.8.

coincide el lado final, los valores de sus relaciones trigonométricas son
respectivamente iguales (figura 5.8).

En general: si Zay Z( son coterminales: sena = sen [3; cosa =
cos (3; tan a = tan 3, lo mismo sucede con las otras tres relaciones.

Como consecuencia de estas definiciones, las funciones son positivas
o0 negativas, segtn el cuadrante que contenga el lado final (figura 5.9).

an
qw,

Cuadrante Funciones positivas Funciones negativas
I todas ninguna
II sen, Csc cos, tan, sec, cot
I11 tan, cot sen, cos, €sc, sec
v CO8, sec sen, tan, csc, cot
Figura 5.9.

Si 0 y —0 son angulos con la misma medida pero que difieren en
la orientacién, P(z,y) pertenece al lado final de 6, entonces Q(z, —y)
pertenecera al lado final de —f. Observe la figura 5.10.
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|
b

1_
N
>

Figura 5.10.

Como /22 +y? = /22 + (—y)?, la distancia del origen al punto
P es igual a la distancia del origen al punto ). Si llamamos r a esta
distancia, tenemos:

senf = Q; sen(—0) = Y

r r
cosf = E; cos(—0) = E

r r
tand = g; tan(—6) = Y

x x

Concluimos
sen = —sen(—0)

cos 0 = cos(—0)

tanf = — tan(—0)
Ejemplo 5.6. Encuentre los valores de las seis funciones trigonométri-
cas del angulo cuyo lado final contiene al punto (—1, —3).

Solucion:

= VITI=VI0

senf = ———: cosf = —

V10

tanf = —g= 3; cscl =—

secl = —\/ﬁ; cotf =

w
o

Wl
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Ejemplo 5.7. Encuentre los valores exactos de las seis funciones tri-
gonométricas de 6, si € es un angulo de segundo cuadrante y el lado
final de # esta en la recta y = —4x.

Solucion:

Como # es un angulo de segundo cuadrante, cualquier punto del
lado final debe tener la abscisa negativa. Para r = —1, y = 4. El
punto (—1,4) pertenece al lado final del dngulo.

r=+1+16 =17

sen@—i‘ cos@——i'
V1T VIT
tanf = —4; csch = @

secQ:—\/ﬁ; cotd = —

N

Ejemplo 5.8. Encuentre las seis funciones trigonométricas del angulo
cuyo lado final biseca el tercer cuadrante.

Figura 5.11.

Solucion:

Tomamos un punto en el tercer cuadrante, por ejemplo (—1,—1).

r =2
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senf) = ———=; cosf=———; tanf=1; secl = —/2;

senf = ———; cosf =———: cotf=1; cscl=—2.

o] Sl -
| Sl -

5.3.2 De numeros reales

En muchas aplicaciones se toma como dominio de cada funcién trigo-
nométrica un subconjunto de los niimeros reales.

Definicion 5.3.2. Sea t es un numero real.

Sit es positivo y [ es una funcion trigonométrica que estd definida
ent, f(t) es la misma imagen por f del dngulo orientado positivamente
que mide t radianes.

Si t es un real negativo, f(t) es la misma imagen por f del angulo
que mide —t radianes y estd orientado negativamente.

[gualmente: sent, es el seno del angulo cuya medida es ¢ radianes,
orientado positivamente si ¢t es positivo. Sit es negativo, sent es el seno
del dngulo cuya medida es —t radianes y esta orientado negativamente.

cost, es el coseno del angulo cuya medida es t radianes, orientado
positivamente si t es positivo. Si t es negativo, cost es el coseno del
angulo cuya medida es —t radianes y esta orientado negativamente.

Si el lado final al angulo que mide t radianes, no esta en el eje Y,
tant se define de la misma forma como se definieron seno y coseno
teniendo en cuenta si t es positivo 6 t es negativo.

Ejemplo 5.9. tan 30 es la tangente del dngulo que mide 30 radianes.
Observe que tan 30 # tan 30°.

sen (—3) es el seno del dngulo orientado negativamente que mide 3
radianes.

coS (—%) es el coseno del dngulo que mide 7 radianes y que esta

orientado negativamente.

Dominio

Hemos visto anteriormente que no importa cual sea la medida u orien-
tacion del angulo, es posible encontrar los valores de su seno y de su
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coseno; asi estas funciones pueden ser definidas para cualquier ntimero
real, lo que permite afirmar que el dominio de las funciones seno y
coseno es el conjunto de ntiimeros reales.

No sucede lo mismo con la funcién tangente. Se puede calcular tant
solo si el lado final del angulo que mide ¢ radianes, no esta sobre el eje
Y, esto implica que en el dominio de la funcién tangente no estan:

m 3w Smo o mo 3w 5w
i T G g

Concluimos entonces que el dominio de la funcién tangente es:

™ T
R\{(2n+1)§ ; nesentero}:R\{§+mr ; nesentero}.
El dominio de las funciones secante, cosecante y cotangente tampoco

es el conjunto de todos los niimeros reales. En efecto, de acuerdo con
sus definiciones:

e Fl dominio de la secante es :

R\ {(Qn—i— 1)% © mes entero}.

e El dominio de la cosecante es :

R\ {nm : n esentero}.

e El dominio de la cotangente es:

R\ {nm : n esentero}.

Algunas propiedades

Consideremos un circulo de radio 1, llamado circulo trigonométrico
(figura 5.12), tomemos angulos en posicién normal orientados positiva-
mente cuya medida en radianes, aumente progresivamente de valor 0

Vs

hasta el valor 5 Observamos que la ordenada va aumentando de 0 a

1. Si se tiene en cuenta que la ordenada es el valor del seno, éste va
T

aumentando de 0 a 1. Si se toman angulos de medida mayor que —

pero menor que 7, la ordenada disminuye hasta tomar el valor 0. Para
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m
los angulos cuya medida esta entre 7 y > la ordenada es negativa y

va de 0 hasta —1. Y para angulos entre °n y 27 la ordenada sigue

siendo negativa y va tomando valores entre -1 y 0. Si se contintia con
el giro, notamos que la situacion descrita anteriormente se repite.

Figura 5.12.

De estas observaciones se derivan las siguientes conclusiones:

1. El mayor valor que toma el seno de un nimero real es 1.
2. El menor valor que toma el seno de un nimero real es -1.
3. Los nimeros t, t + 27, t + 4,...tienen el mismo valor de seno.

Esto es, sent = sen (t + 2m) = sen (t + 47) = ...

Si el movimiento se realiza en sentido contrario a las manecillas del
reloj, concluimos:

sent =sen (t —2m) =sen (t —4mw) =sen (t —67) = ...

Si ademads, durante el recorrido descrito tenemos en cuenta la variacién
de la abscisa, que es el valor del coseno, concluimos:

1. El mayor valor de coseno es 1.
2. El menor valor de coseno es -1.

3. cost =cos(t+2m) =cos(t +4m) = ... =cos (t — 2m) = cos (t — 4m)
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Funciones periédicas

Definicién 5.3.3. Una funcion f es una funcién periodica si exis-
te un real positivo p, tal que para cualquier t en el dominio de f,
f(t+p) = f(t). El menor positivo p que cumple esta condicion recibe
el nombre de pe'ri’odo. Una caracteristica importante de la grdfica de
una funcion con periodo p es que la grifica se repite en intervalos de
longitud p.

Como

sent =sen(t+2nw), n=...—2,-1,0,1,2,...
cost =cos(t+2nm), n=...—2,-1,0,1,2,...

Las funciones seno y coseno son periédicas con periodo 2w. En las
figuras 5.13 y 5.14, aparecen sus respectivas graficas.

|
R — —

3

g

R)

Figura 5.13. Funcién seno

VAN

S
A

Figura 5.14. Funcién coseno
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Ejemplo 5.10.

2 2
sen (14%) = sen <§ + 47?) = sen (%)
T T T
) e o+ ) o ()
cos( 5 1 cos | 6 + 1 CoS 1

sen (—13%) = —sen <13%> = —sen (27r + g) = —gsen (%)

cos (—390°) = cos (390°) = cos (360° + 30°) = cos (30°)

Funcion tangente

Para analizar el comportamiento de la funcién tangente, usaremos nue-
PQ
0Q

vamente el circulo trigonométrico donde tant =

oy

Figura 5.15.

Como la longitud del segmento OQ) es igual a 1, entonces tant =
PQ), esto es, la longitud del segmento obtenido de la interseccion de
la recta tangente a la circunferencia en () con la prolongacién del lado
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final de t. Al realizar la variacién de ¢t de 0 a g, el valor de la tan-

T
gente va aumentando; cuando t = > ni el lado final del dngulo ni su

prolongacién cortan la recta vertical que pasa por el punto (1,0), no
se determina el segmento P(Q) luego la tangente no estd definida. Si ¢
Vs

toma progresivamente valores mayores que 5 Pero menores que , el

valor de la tangente, aumenta continuamente y sus valores son todos
. . , m . .

negativos. Si t varia de w a 35, el comportamiento es igual al que se

T 3T .
presenta entre 0 y 5 Para t entre > y 27 se repiten los valores que
) s
se obtuvieron entre R

La grafica es:

Figura 5.16.

De las observaciones anteriores se derivan las siguientes conclu-
siones:

1. Al dominio de la funcién tangente no pertenecen los nimeros
™

reales que sean multiplos impares de 5

2. La tangente de un niimero puede tomar cualquier valor real.

3. El periodo de la funcién tangente es 7.

. 5% T 5 T
Ejemplo 5.11. tan il tan <7r + Z)’ entonces tan il tan 1
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tan (%T) no esta definida.

tan (—205°) = — tan (205°), entonces:
fan (—205°) = — tan (205° — 180°) = — tan (25°).

; 117 _ ¢ (7r>
an )= an )

5.4 Angulos de referencia

Para el cdlculo de los valores de las funciones trigonométricas de cualquier
nimero (o 4ngulo), basta con conocer las que corresponden a los niimeros

, . 7
que estén en el intervalo <O, 5), (esto es a los que corresponden a los
angulos agudos).

Para realizar este proceso se utiliza un angulo llamado dngulo de
referencia.

Definiciéon 5.4.1. Un dngulo de referencia 0, para 0, es el dngulo
agudo que forman el lado final de 0 y el eje X (figura 5.17).

0:0R GRZTI'—G

9319777 GR:27T79

Figura 5.17.
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Para calcular los valores de las funciones de un angulo no cuadrantal
#, usando los angulos de referencia, se hallan las que corresponden al
angulo de referencia y se hace la relacion teniendo en cuenta el cua-
drante al cual pertenece el angulo dado.

Ejemplo 5.12. Si § = 135° (figura 5.18).

Figura 5.18.

0, = 180° — 135° = 45°
sen 135° = sen45°, cos135° = —cos45°, tan135° = —tan45°.

Ejemplo 5.13. Si 6 = %T (figura 5.19).

Figura 5.19.
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Tm s T s T s
sen — = —sen —, COS— = —COsS —, tan— = tan —.

6 6 6 6 6 6

Ejemplo 5.14. Si t = 3.5 (figura 5.20).

Figura 5.20.
3T
Como 7 < 3.5 < > f,=35—m
sent = —sen (3.5 —m), cost=—cos(3.5—m), tant=tan(3.5—m).

5
Ejemplo 5.15. Sit = % (figura 5.21).

Figura 5.21.

T v
9, =2 —5- =T
TT93 73

s m s
sent = —sen 3 cost = cos 3 tant = — tan —.

3
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5.5 Expresiones con seno y coseno

Las funciones trigonométricas permitieron la real incursiéon del hombre
en la naturaleza de los sonidos y lograron que su conocimiento fuera
utilizado en el diseno de aparatos como el teléfono, el fondgrafo, la
radio, etc. Inicialmente el estudio matematico de los sonidos, no se
realiz6 con la aplicacién de las funciones trigonométricas.

Los Pitagéricos descubrieron que la longitud de dos cuerdas igual-
mente tensionadas y pulsadas levemente cuyos sonidos armonizan, estan
relacionadas por una simple razoén aritmética. La menor nota es origi-
nada por las cuerdas de mayor longitud. Disenaron escalas musicales
cuyas notas fueron medidas cuantitativamente por las longitudes de las
cuerdas vibrantes porque poseian valores numéricos precisos. Fueron
los matematicos del siglo XVII quienes iniciaron otras investigaciones e
hicieron importantes descubrimientos. Merssene, por ejemplo, estudio
el efecto de cambiar la tension y la masa de la cuerda y encontré que
un aumento en la masa y una disminucién en la tensién producen notas
bajas en una cuerda de longitud dada. Este descubrimiento fue muy
importante para instrumentos con cuerdas, tales como el violin y el pia-
no. Galileo y Hooke demostraron experimentalmente que cada sonido
musical esta caracterizado por un nimero determinado de vibraciones
del aire por segundo. Grandes matematicos del siglo XVII, estudiaron
cuerdas vibrantes. Encontraron que las funciones trigonométricas eran
adecuadas para representar sus vibraciones. Se continué el anélisis de
las caracteristicas del sonido y se llegd a la conclusion que la matematica
era una herramienta poderosa en su estudio. A pesar de que estos
sonidos provengan de diferentes instrumentos y de distintos medios son
descritos por las mismas leyes.

Todos los sonidos musicales son periddicos. Esto es, un sonido mu-
sical es un movimiento de moléculas de aire que es repetido muchas
veces en un segundo. Estos movimientos periddicos pueden describirse
usando las funciones seno o coseno.

Recordemos que la funcién seno tiene periodo 27, esto significa que
la funcién repite su comportamiento en cada intervalo de longitud 27 a
lo largo del eje horizontal (tomamos ¢ como variable independiente). Si
t representa el tiempo en segundos, la frecuencia con la cual se repite
la grafica es 1 en 27 segundos.

La funciéon y = sen 2t tiene las siguientes caracteristicas: repite su
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comportamiento dos veces en cada intervalo de longitud 27 o una vez
en uno de longitud 7. La frecuencia es 2 en cada 27 segundos o 1 en 7
segundos.

1

555> Y una frecuencia

Si y = sen ((256) (27t)) , y tiene un periodo de
de 256 por segundo.

Esta funcion representa un sonido puro o simple que se repite 256
veces en un segundo. Tal sonido es dado por un diapasén, que esta
disenado para vibrar a esta frecuencia.

Los valores de y representan la variacién de los desplazamientos de
una molécula de aire desde su reposo hasta su posicion no perturbada.

Pero los sonidos musicales no son simples. Cada sonido musical es
una combinacién de sonidos simples. Joseph Fourier, establecié que
todo sonido musical puede ser representado como la suma de funciones
trigonométricas simples.

La forma seria:

y = aysenbix 4+ assenbox + ... + a, sen b,

5.5.1 Graficas sinusoidales

En general: funciones que se pueden representar por:

y:Asen(Bx—i—C), y:ACOS(Bw—FC)

o una combinacion de estas puede ser usada para obtener conocimientos
en los mundos fisico, econémico, politico, artisticos y seguramente en
muchos otros. Veamos matematicamente como se interpreta una de
estas funciones.

Caracteristicas de la Funcién: y = Asen(Bx + C), B > 0, con
A B, CeRyB>0.

1. La amplitud es el mayor valor que toma la funcién.

e Como —1 <sen(Bx+C) <1.
e SiA>0,-A<Asen(Bx+C) <A
e SiA<0,-A>Asen(Bx+C) > A.
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Por lo tanto la amplitud de la funcién es |A|.

2T
2. La funcién es periddica y el periodo es R

3. La grafica, con respecto a la de la funcion seno esta desplazada

5 unidades a la derecha o a la izquierda, segtn si C' es negativo

C ..
0 positivo respectivamente. —g o el desface o corrimiento
de fase.

Ejemplo 5.16. y = 2sen 3z

2
Amplitud:2, Periodo: ?ﬂ

N =1 ,~
ANEL / \\
2 0 T O O
2w -7 = /] s 3| 7
\ 2| 7 2 NS5,
\ / \
-7 | -7
— 2sendx
—— senx
Figura 5.22.

Ejemplo 5.17. y = —3sen (2z — %)

: 2
Amplitud: |-3|, Periodo: %, Desfase: g

Ejemplo 5.18. Un Tsunami es una ola de marea ocasionada por un
terremoto bajo el mar. Estas olas pueden medir méas de 100 pies de
altura y pueden viajar a grandes velocidades. A veces los ingenieros
representan estas olas por expresiones trigonométricas de la forma: y =
acos (bt) y utilizan estas representaciones para calcular la efectividad
de los muros rompeolas. Supongamos que una ola en el instante t =0
tiene una altura de y = 25 pies, viaja a razén de 180 pies por segundo
con un periodo de 30 min.



250 CAPITULO 5. TRIGONOMETRIA

- o~ 3(sen (23:7 %))
/ / AN
/) \
: : H 2T
2m . x| TN 3x| 7
2 7 2 M 3| 7 senz
N / 1 N
Figura 5.23.

La expresion del movimiento de las olas es:

y = acos (bt)

Como para t = 0 y = 25 pies, entonces:

25 = acos (b0), asi a = 25 pies.

, 2
El periodo es 30 min. por lo tanto: T — 30min.

b
T
De donde: b = —.
15
La ecuacion es: y = 25 cos {¢t.
Podemos calcular la distancia entre dos crestas consecutivas:

Como recorre 180 pies en un segundo, recorrera 10.800 pies en un
minuto.

La longitud de onda es la distancia entre dos crestas consecutivas,
como el periodo es 30 min., en 30 minutos recorrerd: (10.800) (30) =
324.000 pies

5.6 Identidades trigonométricas

Cuando una expresion contiene términos con funciones trigonométricas,
se dice que es una expresion trigonométrica. Muchas veces dichas
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expresiones presentan formas complicadas que se pueden reemplazar
por expresiones equivalentes.

Una tdentidad trigonométrica es una igualdad entre expresiones
trigonométricas, que es verdadera para todos los valores para los que
dicha expresion tenga sentido. Esto es: si f(¢) y ¢ (t) son expresiones
trigonométricas, f(t) = ¢ (¢) es una identidad trigonométrica, si la igual-
dad se cumple para todo t que esté tanto en el dominio de f y como en
el de g.

5.6.1 Identidades fundamentales

1. Reciprocas: A partir de las definiciones de las funciones trigono-
métricas de angulos en posiciéon canénica, deducimos

1 1 1
e senf’ sec cosf’ €0 tan 6

2. Tgualmente, teniendo en cuenta las definiciones dadas:

3. Identidades Pitagoéricas:

(a) sent + cos?t = 1.
Recordamos que si (z,y) es un punto que estd en el lado
final de un dngulo en posicién canénica y r = /x2 + 2.

Y T
sent = —, cost = —.
r T

Entonces:

2 2 2 2 2

T +z r

sen2t—|—cos2t:y—2+—2=y
r2 o or

(b) 1+ tan?¢ = sec?t.

Se obtiene dividiendo sen?t + cos?t = 1 , por cos®t
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(c) 1+ cot?d = csc? 6.
Si se divide la igualdad: sen? § 4 cos? = 1, por sen? 6.
cos’d 1
sen?d  sen2f
1+ cot? 6 = csc? .

1+

A partir de estas identidades es posible obtener otras mas complejas.
Realmente no hay un método especial para demostrar que una igualdad
es una identidad, pero en general se aconseja iniciar con el lado que
parezca mas complejo y hacer las transformaciones que se considere
adecuadas, para obtener la expresion del otro lado de la igualdad. No
conviene transformar los dos miembros simultdneamente por que se
estaria suponiendo que la igualdad es verdadera.

Ejemplo 5.19. Haciendo uso de las identidades fundamentales en-
cuentre los valores de las funciones trigonométricas del angulo 6 si:

3
tanf = R senf > 0.

Solucion:
1 4
cot 6 = = —
tanf  —3
9 25
2 2
=1+t =14+ —=—
sec + tan + 16 16
2
sec 0 = 4+ —5
16

Como la tangente es negativa y el seno positivo, 6 esta en el segundo
cuadrante, por lo tanto la secante es negativa.

5
P
sec 1
Esto nos permite concluir que:
4
P
cos .
Haciendo uso de la identidad 1 + cot? # = csc? 4.
16 25
2
h—142_2
csC + 9 9

125
cscl = 44/ —.



5.6. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS 253

Como senf > 0

5
0=—.
csc 3

3
Entonces: sen = v

En los siguientes ejemplos vamos a demostrar algunas identidades
trigonométricas:

Ejemplo 5.20. cscf —senf = cot 0 cos 6.

Solucion:

1 —sen26 _ cos’f  cosb

cscf —senf = senf sen = senf  senf  senf cos
= cot 6 cosf.
Ejemplo 5.21. tant + 2costcsct = sectcsct + cot t.
Solucién:
sent cost
tant + 2costcsct = 2
cost sent
_ sen®t 4 2cos’t
N costsent
sen?t + cos?t + cos® t
(cost) (sent)
_ 1 cos?t
~ (cost) (sent) * (cost) (sent)
cost

= (sect) (csct) +

sent
= (sect) (csct) + cot t.

Ejemplo 5.22. (secu — tanu) (cscu + 1) = cot u.
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Solucion:

(secu—tanu)(cscu+1):( ! —Senu>( ! +1)

CcCosu COoSsu senu

B 1 —senu 1+senu
N COS U sen

1 —sen?u

(cosu) (senu)

cos?u

(cosu) (senu)
cos u

= = cot u.
senu

Ejemplo 5.23. sen®r — cosr = sen?r — cos?r.
Soluciodn:

sen4 r— COS4 r = (sen2 r— COS2 7") (sen2 T+ 0082 T')

= S€H2 r— COS2 T.

1 1

Ej lo 5.24. = 2csc .
JEmpo 1—cosv+1+cosv ey
Solucion:
1 1 (1+cosv)+ (1 —cosv)
+ —
1 —cosv 14cosv (1 —cosv) (14 coswv)

B 2
1 —cos?w
B 2
~ sen2w
= 2csc?w.

Observe que en cada una de las demostraciones anteriores:

e Se inici6 en el lado méas complejo.

Se efectuaron las operaciones bésicas.

Se hizo uso de la factorizacion

Se emplearon identidades fundamentales.
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5.6.2 Formulas de suma y resta

En ocasiones se encuentran expresiones de la forma:

cos (a+ ), sen(a— f3), cos(aw—f3), ..., y es importante poder es-
cribirlas directamente en términos de sen «, sen /3, cos a;, cos 3.

Mediante construcciones geométricas, la definicién de distancia y el
uso de la identidades fundamentales se puede demostrar que

cos (a — ) = cosacos f + sen asen f3,

y a partir de esta igualdad, determinar el valor del coseno de la
suma. Asi: la férmula para determinar el coseno de la suma se encuen-
tra a partir de la anterior, expresando a s + t como s — (—t):

cos (s +t) = cos (s — (—t)) = cos scos (—t) + sen ssen (—t) .

Teniendo en cuenta que cos (—t) = cost y que sen (—t) = —sent:

cos (s +t) = cos scost — sen ssent.

Las igualdades son validas para cualquier tipo de angulos y su me-
dida puede estar dada en grados sexagesimales o en radianes.

Usando estas identidades podemos hallar el seno y el coseno del
complemento de un angulo:

™ ™ ™
COS 5 — Q| = COS§COSOé+SeH§SGHOé.

7 7 7r
Como cos 5= 0y sen 5= 1. Entonces, cos (5 — a) = sena.

=eos (5 (50))

COS & = COS 5 B (07
. ™ <7T >+ ™ (7’(’ )
= COS B COSs 9 « sen B sen (0%

2
(3-)
=sen |- —«
2

Asi, el seno de un angulo es el coseno de su complemento y el coseno
de un angulo es el seno de su complemento.
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Haciendo uso de este resultado podemos encontrar el seno de la
suma y de la diferencia de dos angulos.

™ T
sen (a + ) = cos (5 — (OH—ﬁ)) = cos <<§ —a) —6) :
Se utiliza la identidad para el coseno de la diferencia:

sen (a + () = cos (g — a) cos 3 + sen (g — a) sen (3.

Nuevamente a partir de la conclusiéon encontrada:

sen (a + () = sen v cos 3 + cos asen f3.

Mediante un razonamiento similar al que se hizo para el caso del
coseno se puede hallar el seno de la diferencia:

sen (o — ) =sen (a + (—=0))
= sen a cos (—3) + cos asen (—13)

= sen a.cos 3 — sen (3 cos .

sent

tan (o & (3) se obtiene haciendo uso de la identidad tant = -
cos

tan a 4 tan 3 tan o — tan 3
t = t — = .
an (o + f) 1 —tanatan (3 an (= f) 1+ tanatan
11 2
Ejemplo 5.25. Como r_ir + T A partir de los valores de seno

12 3 4
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2 T 117 117 T
y coseno de — y —, se puede hallar sen ——, cos —— y tan < )
3747 127 12

12
117 B 21 n T
sen o= sen 5 1

2m 7 2m s
= sen —- Cos — + COs —- sen —
se COS 1 COSs 3 se 1

S48

117 21 T 27T
Cos B = COoS 3 cos 1 sen sen

@
(9)-(9

~ (V2+ V6
B 4
2
Y2 (14 V3),
4
tan 2% 4 tan ~
11 an — an —
tan( 1;) = 3 o 47r
1 —tan — tan —
3 4
_ V341
1++3
Ejemplo 5.26. Si a es un angulo en el primer cuadrante con cos o = R
12
y [ es un angulo en el segundo cuadrante con senf3 = (Fh Evalie

sen (o + f3), cos (a+ ) y tan (a + ). Determine el cuadrante de a+ /3.
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Solucion:
/ 16 . .
sena = +4/1 — %5 Como « es un angulo de primer cuadrante:
] 16 3
sen o = —— ==
25 5
tan o = % _3
=2 =c
: 4
g B
169 169

25 5
SR e R
cos 169 13

Como 3 es un angulo de segundo cuadrante:

5
cos 3 = T
12
2 12
tan 3 = 135 ——

Entonces:

sen (a + () = sen avcos 3 + sen 3 cos a
LAY (L)L (12 ()
\5 13 13)\5) 65
cos (a4 ) = cosacos f — sen awsen 3

B0

_ tana+tanfg %
_1—tanatanﬁ_1—(% (—2) 56

tan (o + )

Como sen (« + f3) es positivo y cos (a + (3) es negativo, a + 3 es un
angulo de segundo cuadrante.
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Ejemplo 5.27. Si a es un angulo de segundo cuadrante y (3 es un
angulo de tercer cuadrante, con cosa = cos 3 = —%, calcule sen (o — 3)
y cos (a — ) y determine el cuadrante para o — [3.

Solucion:

sena = +4/1— %, como « es un angulo de segundo cuadrante:

40 2
— /= = =V10.
Se1n &« 49 7

Como 3 es un angulo de tercer cuadrante:

2
sen § = —?\/E

Entonces:

sen (o — #) = sen v cos f — sen (3 cos «

() () () ()

12 0
49

cos (v — 3) = cos arcos 3 + sen asen 3

(D) (m) (3

9 4 1
=——-—10=—(9—-4(1
49 490 49(9 (10)
31
=-——<0
49

Como sen (o — ) y cos (v — 3) son negativos, a — [ es un angulo
de tercer cuadrante.

Angulos multiples

A partir de las férmulas del seno y coseno para la suma de dos angulos
se pueden encontrar formulas para calcular los valores de seno y coseno
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del doble de un angulo:

sen2t = 2sentcost
cos 2t = cos®t — sen’t

2tant

tan2t = ———
an 1 —tan?t

Para demostrar estas afirmaciones, se toma 2t =t + ¢, y se aplican
las férmulas respectivas:

sen2t =sen (t +1t) =sentcost + costsent = 2sentcost

cos2t = cos (t +t) = costcost —sentsent = cos®t — sen’ t

tant + tant 2tant
1 —tanttant 1 — tan2t

tan 2t = tan (t +t) =

En cada uno de los siguientes ejemplos hallaremos: sen 26, cos 26,
tan 26, haciendo uso de la informacién dada.

4
Ejemplo 5.28. senf = _S; 270° < § < 360°

Solucion:
Como 0 pertenece al cuarto cuadrante cos 6 es positivo.

Usando la identidad fundamental:

4\* 9
cos?f=1—(—=] ==
5 25

cosf =+ g
25
cosh = -
5
sen 260 = 2senf cosf = 2 —é § :_%
5 5 25
9 16 7

00329:(:0529—sen20:2—5—2—5:—2—5.
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sen 20
cos 20

Se puede hallar tan 20 calculando directamente

24
tan 20 = —.
an -

Ejemplo 5.29. sec = —3; 180° < 6 < 270°.

Solucion:

1 1
= —=——.
o8 sec 3

Por las identidades pitagoricas podemos afirmar:

sen@z:l:“l—l.
9

Como 8 esta en el tercer cuadrante:

8  2V/2

senf = —/ = =
9 3
2v/2 1 4
sen20 = 2senfcos@ = 2 ——\/_ —Z)=V2
3 3 9
1 8 7
cos20 = cos®’f —sen’f = - — — = ——
9 9 9
4
tan 29:—?\/5.

5.7 Ecuaciones trigonométricas

Cuando se propone una igualdad de expresiones trigonométricas que
no es una identidad, el objetivo es determinar valores que la hacen
verdadera; para ello se requiere resolver una ecuaciéon. La ecuacién
puede no tener solucion y si existe, puede no ser unica, puede haber
infinitas soluciones en un intervalo, por esto es muy importante tener
en cuenta el intervalo en donde se va a resolver la ecuacion.

En los siguientes ejemplos resolveremos algunas ecuaciones.
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Ejemplo 5.30. 2cosf + 1 = 0.
Solucién:

Si 2cosf + 1 = 0, entonces:

1
0=—-.
Ccos 5

Para encontrar la soluciéon general se busca primero los angulos 6 :
0 < 0 < 27w que satisfacen la igualdad. Como la funcién coseno es
negativa en los cuadrantes segundo y tercero, buscamos qué angulos
tienen como valor de coseno —5en dichos cuadrantes. Los angulos que
) . 2r  Aw
satisfacen esta condicién son — y —.

3 3

Teniendo en cuenta que se debe encontrar la solucion general, y que
la funcién coseno tiene como periodo 2 la solucion general es:

2 4
?ﬂ + 2nm; ?ﬂ + 2nm,

donde n es un entero.

Ejemplo 5.31. (cscf) (senf) =1
Solucioén:

Si sen 6 # 0,
1

sen 6

csch =

Y

por lo tanto:

(csc 6) (sen 0) — ( ! 9) (send) — 1

sSe1n

Lo anterior indica que los tinicos valores que no satisfacen la ecuacion
son aquellos para los cuales el seno es igual a cero, o sea los multiplos
enteros de w. Asf la solucion es el conjunto de reales 6 tales que 0 # n,
n entero. El conjunto de soluciones es:

S=R\{nr : ne Z}.

Ejemplo 5.32. cot?f — cot § = 0.

Solucion:

cot? @ — cot @ = cot @ (cot @ — 1)  (factorizando).
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Entonces:
cotf (cotd —1) =0 (hipétesis).

Por lo tanto:

cotd=0 o cotf—1=0.

Si cot § = 0, entonces 0 = (2n + 1)%, n entero.

) T 3 3
Si cot 6§ = 1, entonces 0 = 1 +2nm 6 60 = T + 2nm, n entero.
Ast:

S = {(Qn + 1)% i nes entero} U {% +2nm: nes entero}

3T
U T + 2nm : n entero

En los siguientes ejemplos encontraremos las soluciones de la ecuacién
que estén en el intervalo [0, 27].

Ejemplo 5.33. 2cos?~y +cosy =0

Solucion:

2cos?y + cosy = cosy (2cosy + 1).

cos7y (2cosy+ 1) =0, por lo tanto:

cosy=0 o 2cosy+1=0.

: s 3T i
Si cosy = 0, entonces v = 5 07 =, nose toman maés valores
debido a que nos interesan solo los que estan en el intervalo [0, 27].
. 1 .
Si2cosy+1=0,cosy= —3 los valores en [0, 27| que satisfacen
., 2 4w
la ecuacién son: — y —.
3 3

El conjunto solucién es:
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Ejemplo 5.34. 2tant — sec?t = 0.
Solucion:

Expresamos todo en términos de una sola funcién. Observamos que
es mas conveniente hacer uso de la identidad: sec?t = 1 + tan?t¢.

Haciendo el reemplazo tenemos:

2tant — sec’t = 2tant — (1 —l—tan2t) =0.

O sea:

—tan®t + 2tant — 1 =10
tan’t — 2tant +1 =0 (multiplicando por -1).

Esta es una ecuacion cuadratica. Si hacemos x = tant, la ecuacion
se convierte en:
2 _
r*—2x+1=0
2 .
(x —1)" =0, (Factorizando).

Asi z = 1. Entonces:
tant = 1.

Los valores en el intervalo [0, 27], que satisfacen la igualdad son: %
oT

y 4 °

Ejemplo 5.35. cosf —senf = 1.
Solucion:

Para facilitar los calculos, despejamos cos 6 y después expresamos
todo en términos de una sola funcién.

cosf =1+ senf.

Elevamos al cuadrado:

cos?0 =1+ 2senf + sen® 4.
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Debe tenerse cuidado porque al elevar al cuadrado podrian intro-
ducirse soluciones extranas.

sen?f + 2senf + 1 — cos? 0 = 0.

Como 1 — cos? x = sen? z,

2sen®f + 2senf = 0
senf (senf + 1) =0 (simplificando y factorizando).

senf =00 senf +1=0.

Si senf = 0, entonces 0 = 0, 7, 27.

3
Sisenf 4+ 1 = 0, entonces senf = —1, luego 6 = ;

Como es posible que haya soluciones extranas, debemos verificar si
todas las encontradas satisfacen la ecuacion.

cos0—sen0=1—-0=1, 0 si satisface la ecuacion
cosm—senm=—1—0=—1, 7 no satisface la ecuaciéon
cos2m —sen2r =1—-0=1, 27 si satisface la ecuacién
cos g — sen 3; =0—(-1)=1, 3; si satisface la ecuacion.

De lo anterior:

3T
= 2w, — » .
S {0,7?,2}

5.8 Aplicaciones de la trigonometria

Hemos visto aplicaciones en problemas que se pueden resolver utilizan-
do las funciones trigonométricas en triangulos rectangulos. Hay casos
en los que se requiere el uso de tridngulos que no son rectangulos y sin
embargo es posible encontrar sus elementos (lados, angulos), mediante
los teoremas del seno y del coseno, que establecen relaciones entre los
lados y los angulos de un triangulo no rectangulo. En estos casos los
angulos se miden en grados.
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5.8.1 Teorema del seno

C,

Cc

Figura 5.24.

Si en el tridngulo AABC' (figura 5.24) a, b y ¢ son las longitudes de
los lados opuestos a los angulos A, B y C, respectivamente:

sen LA _sen /B _sen L0
a b ¢

Para encontrar todos los elementos de un tridngulo mediante el teo-
rema del seno, debe utilizar cualquiera de las siguientes informaciones:

1. Dos lados y un angulo opuesto.
2. Dos angulos y cualquier lado.

Ejemplo 5.36. Encuentre la medida de los angulos y de los lados
desconocidos del triangulo AABC, figura 5.25, si se sabe que Za =
115°, a = 46, b = 40.

C
46
¢ al
A 40 B
Figura 5.25.
Solucion:
i sena  senf ; sen115°  sen 3
i = entonces = .
a b’ 46 40
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Despejando:

40sen 115° 40 (0.906)

senff =75 16
Si sen # = 0.787, entonces 3 ~ 51.9°.

Como la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°
entonces
v =180° — (51.9 4+ 115) ~ 13.1°.

sen vy sen «

sen13.1°  sen115°

Si t
i - pa entonces . 16
Despejando:
46 13.1° 46 (0.226
Sic= L, entonces ¢ = M ~ 11.5.
sen 115° 0.906

Ejemplo 5.37. Dos observadores situados a 110 metros de separacién,
en puntos A y B de la orilla de un rio, estan mirando una torre en
la orilla opuesta en el punto C' (figura 5.26). Si los angulos ZCAB y
ZCBA, miden 43° y 57° respectivamente. ; A qué distancia estd el
primer observador de la torre?

Solucion:

A partir del tridngulo de la figura 5.26.

A 110 B

Figura 5.26.

v = 180° — (57° + 43°) = 80°

b 110

senb7°  senry
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Despejando:

_ MOsen57° 9225 o o
sen 80° 0.98

El primer observador estd aproximadamente a 94.13 m de la torre.

Ejemplo 5.38. Un poste vertical de 60 pies de longitud esta colocado
en la cima de una colina, proyecta una sombra de 138 pies de largo
directamente colina abajo a lo largo del camino, cuando el angulo de
elevacién del sol es de 58° (figura 5.27). Encuentre el angulo de incli-
nacién 6 del camino.

Solucion:

Figura 5.27.

El triangulo AABC' es rectangulo. Si se conoce -, se puede calcular
6, teniendo en cuenta que 58° = 6 + .

En el tridngulo AABC, o + 58° 4+ 90° = 180°. Entonces o = 32°.
sena  senvy

138 60 °
(60) (0.53)
138

0 = 58° — 13.29° = 44.71°.

Por el teorema del seno:

Despejando: seny = = 0.23; v ~ 13.29°.

El angulo de inclinacion es de 44.71°.



5.8. APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA 269

5.8.2 Teorema del coseno

En algunos problemas no es posible aplicar solamente el teorema del
seno, como es el caso en el que se conocen solamente dos lados y el
angulo comprendido entre ellos. Si se tienen estos elementos y se quiere
calcular los que hacen falta, se aplica el teorema del coseno y, ya cono-
cido el tercer lado, se puede utilizar el Teorema del Seno.

C

Figura 5.28.

Si en el tridngulo AABC figura 5.28, a, by ¢ son los lados opuestos
a los angulos «, B y 7, respectivamente, entonces:

1. a®> =0* + c* — 2bccos
2. b = a® + ¢® — 2accos 3
3. ¢ =a®+b*—2abcosy

Ejemplo 5.39. En una esquina de un campo triangular, el angulo mide
52.4° los lados que se encuentran en esa esquina miden 100 metros y
120 metros de largo (figura 5.29). ;Cudnto mide el tercer lado?

Solucion:

I = 100* + 120% — 2(120) (100) cos (52.4°)
I = 10000 4 14400 — 24000 (0.61) = 9760 m?
[ =v9760 ~ 98.9 metros.
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52.4°
100

Figura 5.29.

Ejemplo 5.40. Dos corredores A, C' parten del mismo punto B a las
12:00 del dia. Uno de ellos se dirige hacia el norte a 6 millas por hora y
el otro se dirige a 68° al este del norte a 8 millas por hora (figura 5.30).
,Cudl es la distancia entre ellos a las 3:00 de la tarde?

Solucidén:
A b C
C
68° a
B
Figura 5.30.

Debemos encontrar la longitud de b, entonces encontramos las lon-
gitudes de a y ¢: como parten a las 12 del dia, a las 3:00 de la tarde
cada uno ha corrido durante tres horas.

Ast:
¢ = (6m/h)3h = 18 millas
a = (8m/h)3h = 24 millas

Por el teorema del coseno: b? = a? + ¢ — 2ac cos (68°).
b? = 18% + 24% — 2(18) (24) (0.37)
b = 580.32
b~ 24m.
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Taller 1

. La rueda delantera del triciclo de Pedro tiene un diametro de 10
pulgadas. ;Qué tan lejos llegard pedaleando 60 revoluciones?

. Un reloj tiene el minutero y el horario del mismo tamano, miden
seis pulgadas y llegan hasta la orilla de la caratula del reloj. En-
cuentre el darea de la region angular entre las dos manecillas a las
5:40 a.m.

. Indique en grados y en radianes el angulo central #, en una circun-
ferencia de radio 4 cm, subtendido por el arco S que tiene 7cm
de longitud.

. Halle el area del sector determinado por un angulo central de
medida 50° en un circulo de diametro 16 m.

. Encuentre el 4drea de la regién sombreada, figura 5.31, teniendo
en cuenta que el angulo en B es recto.

o

200

Figura 5.31.

. Se utiliza una gran polea de 3 pies de diametro para levantar
cargas. Halle la distancia que la carga es levantada si la polea

gira un angulo de 7% radianes.

. Un guardabosques que esta a 200 pies de la base de un arbol,
observa que el dngulo entre el suelo y la parte superior del arbol
es de 60°. Calcule la altura del arbol.
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10.

11.

12.

Se desea construir una rampa de 24 pies de largo que se levante
a una altura de 5 pies sobre el nivel del suelo. Calcule el angulo
de la rampa con la horizontal.

Una escalera que mide 20 pies se apoya en un edificio y el angulo
entre ambos es de 22°.
(a) Calcule la distancia del pie de la escalera al piso.

(b) Si la distancia del pie de la escalera al edificio aumenta 3
pies, japroximadamente cuanto bajara la parte alta de la
escalera?

En cada caso halle los valores exactos de la seis funciones trigo-
nométricas:

(a) El punto de coordenadas (—%, —%) pertenece al lado final
del angulo.

(b) (30,—40) es un punto del lado final del angulo.

(c) El lado final estd en el tercer cuadrante, sobre la recta 3y —
4o = 0.

Encuentre los valores de las seis funciones trigonométricas del

3
angulo 6, si senf = 5 0<0< g

. ™
Sitana=2, 1< a< 35, encuentre los valores de sen «, cos .

Taller 2

Usando los angulos de referencia encuentre el valor exacto de:

(a) cos150°

(b) cot (—%”)

(c) tan (—225°)

0()
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. En cada caso encuentre: amplitud, periodo y corrimiento de fase.

(a) y = 5sendx

(b) y = sen (—4x)

(c) y=—v2sen (gx + 4%)
(d) y=—2sen(2z —7) +1

. Para cada una de las siguientes gréficas (figuras 5.32 y 5.33) en-
cuentre: amplitud y periodo. Expréselas en la forma y = a sen bz,
0y = acosbx.

2 4
3 s s 3
22\ —m [T 2 /\ 2 l\ 2 27

Figura 5.32.
3+
R ENIEaE
-3
Figura 5.33.

4. El bombeo cardiaco consta de una fase sistolica, en la cual la

sangre sale del ventriculo izquierdo hacia la aorta, y de una fase
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diastdlica durante la que el corazon se relaja. En ocasiones, la
funcién y = a sen bt cuya grafica se muestra en la figura 5.34, sirve
para hacer un modelo del ciclo completo de este proceso. Para
un individuo en particular, la fase sistdlica dura 1 de segundo y

tiene un volumen maximo de 8 litros por minuto. Encuentre a y

b.

9+
87 y = asenbt
7+

6 +

5__

4 +

34 5
24 ¢ 2
14 @ =
0

0 0.25 0.50 0.75

Figura 5.34.

5 La onda de cierta estacion de FM tiene la forma:

y = Asen (2r10%), donde t estd medido en segundos. ;Cual
es la frecuencia de esa onda?

En un ecosistema de presa-depredador, el nimero de depredadores
y de presas tiende a variar periddicamente. En cierta regiéon con
lobos como depredadores y conejos como presa, la poblacién de
conejos varia con la férmula:

R = 15000 + 1500 sen 2t,

donde t esta medido en anos, después del 1° de Enero de 2000.
(a) ;Cuédl es el mayor nimero de conejos que puede existir en
algin momento?
(b) (Cuédndo se alcanz6 ese nriero por primera vez?
(c) ;Cuadl fue la poblacién el 1° de Enero de 20037
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10.

11.

12.

Un peso atado a un resorte suspendido en un techo, se esta
moviendo hacia arriba y hacia abajo. Su movimiento esta des-
crito por la ecuacion:
T, m
= 8 + 4 cos (—t+—>,
Y 2" "]

y estd medido en pies y ¢, en segundos. ;Cual es la distancia
minima del peso al techo y cuando ocurre por primera vez?

. Encuentre el valor exacto de:

(a) cos (—3%)
(b) sen (—225°)
(c) tan (—5m)

. Escriba en términos de las funciones trigonométricas de sus res-

pectivos angulos de referencia:
(a) cos (510°)

T
(b) cot (196)
(c) csc(b)
(d) sen (—235°)
(e) tan (13)

)
SiT<t< 3%, y cost = 13 encuentre sen 2t, cos 2t, tan 2t.

Si a y [ son angulos de primer y tercer cuadrante respectiva-

mente, con sen o = = cosff = —

ol

(a) Encuentre: sen (a + f3), cos (o — 3), cos 2a, sen 2[3.

(b) (En qué cuadrantes estén o + 3 y o — [3, respectivamente?

Simplifique cada una de las siguientes expresiones:
(a)
(b)
()

sen? o (1 + csc o)
1+ cscpseno

sen® x + cos®

senx +cosx
cot? 6 — 4
cot?0 —coth —6°
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Taller 3

1. Encuentre la solucién de cada ecuacién en el intervalo [0, 7]:

(a) s nt—%
(b) sec =2
(c) sec?a—4=0
)
)

UJ

(d) 2sen’u=1—senu

(e) 2cos’t +3cost+1=0
Encuentre la solucién de cada ecuacién en el intervalo [0, 27]:

(a) senx —cosz =0
(b) sen?0 —senf — 6 =0
(c) 2tant —sec?t =0

En un dia despejado con D horas de iluminacién, la intensidad de
la luz solar I (en calorfas/cm?) se puede calcular mediante: [ =

t
I, sen® % ,0<t<D,donde I,, es la intensidad maxima. Un

dermatodlogo recomienda protegerse del sol cuando la intensidad
rebase el 75% de la maxima. Si D = 12 horas, calcule el niimero
de horas para las que se requiere proteccion en un dia despejado.

Un jardin triangular tiene lados que miden 42, 50 y 63 m. En-
cuentre la medida del angulo menor.

Dos automoéviles parten de la interseccion de dos carreteras rec-
tas, y viajan a lo largo de ellas a una velocidad de 55 millas por
hora y 65 millas por hora, respectivamente. Si el angulo de inter-
seccion de las carreteras mide 72°, ;qué tan separados estan los
automoviles después de 36 minutos?

Las boyas A, B y C, marcan los vértices de una pista triangular
de carreras en un lago. Las boyas A y B, distan 4200 pies, las
boyas A y C' distan 3800 pies y el angulo ZC AB mide 100°. Si
la lancha ganadora de la carrera recorrié la pista en 6.4 segundos,
jcudl fue su promedio en millas por hora?
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7. Un trotador corre a una velocidad constante de una milla cada 8
minutos en direccién S40°E durante 20 minutos y luego en direc-
cién N20°E durante los siguientes 16 minutos. Calcule la distancia
desde el punto final al punto de partida.

Taller 4

1. De las siguientes afirmaciones:
1) sen90 =1
2) tan(z + g) = tanx
T T
) cos (115) = eos (5)
) cos E cos { ¢
4) tan (x + 5m) = tanx

Son verdaderas:

a. 1)y 4)
b. 2)y 3)
c. 1)y2)
d. 2) y4)
2. 810 < o < %, entonces una de las siguientes afirmaciones es
clerta:

a. sen 3z = 0 no tiene solucién.
b. cos 3z = 0 tiene una unica solucién.
c. tan 3z = 0, tiene infinitas soluciones.

d. sen 3z = cos 3x, no tiene solucion.

3. Una las siguientes afirmaciones es verdadera:

a. El periodo de cos <gx + 3) es m.
b. La amplitud de sen (7z + 1) + 2 es 3.

T ) T .
c. sen(x — 5) esta desfasado, con respecto a sen x, 3 unidades

a la izquierda.
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d. La amplitud de —2cos (2z + 1) es -2.

4. Vientos dominantes han ocasionado la inclinacién de 11° de un
viejo arbol hacia el Este desde la vertical. Considere las siguientes
afirmaciones:

(a) El sol en el Oeste esta a 32° arriba de la horizontal.

(b) El &rbol mide 114 pies de la corona al suelo.
Si se quiere hallar la longitud de la sombra:

a. La informacién a) es suficiente pero b) no lo es.
b. La informacién b) es suficiente pero a) no lo es.
c. Se necesitan las dos informaciones.

d. Cualquiera de las dos informaciones es suficiente.
5. De las siguientes afirmaciones:

1) cos(t+m) = —cost
2) sen <t—i— )z—sent

3) sen (t — = —cost

SEINE

4) cos (t + g) =sent

Son verdaderas:

a. 1)y 3)
b. 2)y 4)
c. 3)y4)

- 1)y 2)
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