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Resumen

El prondstico de series de tiempo de conteos, con soporte en los enteros no negativos, es
un caso particular de interés para la asignacién optima de capacidades e inventarios acorde
a la demanda esperada, entre otras aplicaciones. Para abordar el prondstico de series de
tiempo de conteos se han propuesto modelos estadisticos como los modelos autorregresivos
para series de conteo o los modelos dindmicos generalizados. Por otro lado, se han aplica-
do metodologias basadas en algoritmos de machine learning apalancdndose en la creciente
potencia computacional, como las redes neuronales recurrentes, las arquitecturas de redes
LSTM vy las arquitecturas basadas en algoritmos de atencién, llamadas Transformers. El
presente trabajo explora el problema del prondstico paralelo de multiples series de conteo,
aplicando metodologias propias de la estadistica y el machine learning en diversos escenarios
de simulacién en los cuales se compara la calidad de prondstico, el tiempo computacional
demandado y el esfuerzo para adaptar cada metodologia a casos reales.

Palabras clave: Modelos lineales generalizados, prediccion, datos de conteos, regresion
Poisson, modelos espacio-estado, series de tiempo, redes neuronales, redes neuronales

recurrentes, transformers.
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Abstract
Comparative analysis of forecasting methodologies for multiple time series of counts

Forecasting time series of counts, with support on non-negative integers, is a particular case
of interest for optimal job assigment and inventory allocation according to expected demand,
among other applications. To address the problem of forecasting time series of counts, statis-
cal models such as autorregresive models for count data or dynamic generalized models have
been proposed. On the other side, methodologies based on machine learning algorithms have
been applied, leveraging on the increasing computational power, such as recurrent neuro-
nal netwroks, LSTM networks architecures and architectures based in attention algorithms
called Transformers. This study explores the problem of parallel forecasting multiple time
series of counts, applying statistical and machine learning methodologies to various simula-
tion scenarios in which the forecasting performance, demanded computational time, and the
effort to adapt each methodology to real cases are compared.

Keywords: Generalized lineal models, prediction, count data, Poisson regression, state-
space models, time series, neuronal networks, recurrent neuronal networks, transfor-

mers
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Notacion

Esta seccién presenta la notacion utilizada en este trabajo tanto en el desarrollo desde una
perspectiva estadistica clasica, como la notacion matematica en los desarrollos desde la pers-
pectiva del deep learning.

Notacion estadistica

Notacién Significado

Y Variable de interés a ser pronosticada

Yy ®) Variable de interés en el momento ¢

y® Valor observado de la variable de interés en el momento ¢
X; j-ésima variable regresora

Tij i-ésima observacion de la j-ésima variable regresora

X Matriz de diseno

n Numero de observaciones en la matriz de diseno

(7] Vector de parametros

L(0) Funcién de verosimilitud

Notacidon deep learning

Notacién Significado

Superindice [{] Denota la [-ésima capa

Superindice () Denota €l t-ésimo elemento en una secuencia
Subindice ¢ Denota la i-ésima observacion o ejemplo
Subindice j Denota la j-ésima variable

m Numero de ejemplos en las entradas del modelo.

Puede ser el tamano total del conjunto de datos o el tamano del lote,

en cuyo caso m =n
n Numero de ejemplos en el conjunto de datos. Para el caso de conjuntos de datos
ny Nimero de nodos ocultos de la [-ésima capa
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Notacién Significado

Ny Numero de variables en la respuesta para el caso multivariado

P Numero de variables en el conjunto de datos

L Numero de capas en la red neuronal

T, Longitud de las secuencias de entrada para datos de secuenciales

T, Longitud de las secuencias de salida para datos de secuenciales

L Numero de capas en la red neuronal

A € R™*P Matriz de datos de entrada

x; € R™*1 Vector de ejemplos muestrales de la j-ésima variable predictora

zi; €R 1-ésimo ejemplo muestral u observacion de la j-ésima variable predictora

y € Rmx! Variable respuesta o etiqueta del modelo para casos de respuesta
univariada

Y € Rm*™ Matriz de respuesta o etiquetas del modelo para el caso de
respuesta multivariada

¥ € R 1-ésimo ejemplo de la variable respuesta en el caso univariado

y; € R vector del i-ésimo ejemplo de la variable respuesta en el caso multivariado

Wl ¢ Rru-1xm Matriz de pesos de las activaciones de la (I — 1)-ésima capa sobre
los nodos de la [-ésima capa

wy] € Ru-1x1 Vector de pesos de las activaciones de la (I — 1)-ésima capa sobre
él j-ésimo nodo de la [-ésima capa

bl ¢ RIxm Vector de sesgos de la [-ésima capa

bg] eR Sesgo de la j-ésima neurona de la [-ésima capa

Y € Rm*™ Matriz de salida o valores estimados por el modelo en el caso
multivariado

9 € Rmx! Vector de salida o valores eestimadps por el modelo en el caso
univariado

Al ¢ R Matriz con las activaciones de la [-ésima capa. Note que cuando [ = 0
es igual a la matriz de datos de entrada A y cuando [ = L es igual a la
matriz de salida o valores estimados Y

all € Rmx1 Vector con las activaciones de la j-ésima neurona o nodo de la

J

J(Y,Y) 6 J(3,y)

Abreviaturas

[-ésima capa
Funcién de costo

Abreviatura Término

NN
RNN

Neural Network (red neuronal)
Recurrent Neural Network (red neuronal recurrente)
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Abreviatura Término

LSTM Long Short-Term Memory (Memoria larga de corto plazo)



1. Introduccion

Pronosticar ha sido una tarea de gran interés y sumamente ligada a la actividad humana
desde hace mucho tiempo, tratandose de una actividad necesaria para muchas situaciones,
por ejemplo en la proyeccion de la demanda eléctrica futura para determinar si es necesaria la
creacion de plantas eléctricas, o en la distribucién de capacidades de acuerdo al volumen de
llegada de clientes a un punto de servicio (Hyndman & Athanasopoulos, 2021). Cualesquiera
que sean las circunstancias u horizonte de tiempo, pronosticar resulta importante para la
planeacion efectiva y eficiente.

Un caso particular de interés en el prondstico para la asignacion de capacidades, es el
pronéstico de las llegadas de clientes a un sistema (donde por cliente puede entenderse
una llamada, solicitud de gestién, etc.) en el cual se realizan multiples tipos de atenciones,
de modo que las llegadas pueden quedar clasificadas de acuerdo al proceso de atencién, lo
que implica tiempos de gestion diferentes. Bajo tal escenario, el problema del prondstico
involucra multiples series de tiempo sobre diferentes variables de conteos, donde la sucesion
de los conteos observados para cada tipologia de llegada, resulta en una serie de tiempo
particular cuyo pronostico brinda informacién importante para la programacion de la fuerza
de trabajo, lo cual impacta en el balance entre la eficiencia operativa y la calidad de atencién
(Excoffier et al., 2016).

De acuerdo a Christou y Fokianos (2015) una serie de tiempo es una secuencia de valores,
comunmente medidos como una sucesion de valores a intervalos regulares de tiempo, y para
el caso de series de tiempo sobre variables de conteo, dicha sucesion toma valores en el rango
de los niimeros enteros positivos, lo que puede causar que sea inapropiada la aplicacion de los
modelos tradicionales en el pronéstico de series de tiempo que trabajan sobre variables reales
y que asumen distribuciones normales. Si bien es cierto que en los casos donde los conteos se
muevan en valores grandes (muy superiores a cero) este incumplimiento de supuestos puede
no afectar fuertemente el desempeiio de los modelos clésicos de series de tiempo (Hyndman
& Athanasopoulos, 2021), en esta tesis se va a trabajar series de conteos que pueden tomar
valores pequenos o incluso con la presencia de ceros, lo que refuerza la idea de que deben
explorarse otras alternativas.

Sobre series de conteos se han formulado, entre otros, modelos autorregresivos que asumen
distribuciones adecuadas para el rango de las variables, como la distribucién Poisson o la
Binomial negativa, como se puede observar en Christou y Fokianos (2015), asi como modelos
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que se basan en metodologias Bayesianas para el andlisis de series de tiempo con variables
de conteo, por ejemplo el prondstico a partir del algoritmo MCMC para distribuciones no
normales, con una distribuciéon Poisson como base, como se implementa en Nariswari y
Pudjihastuti (2019).

Por otro lado, los métodos mas recientes de prondstico apalancados en las capacidades
computacionales y el machine learning, proponen aproximaciones no paramétricas y ro-
bustas al incumplimiento de supuestos (Montero-Manso & Hyndman, 2021). Un atractivo
de estas metodologias es la posibilidad de la automatizacion del proceso del ajuste de los
modelos y de los prondsticos, lo que puede permitir la implementacién de ciclos de modela-
miento automatico en sistemas de ejecucién de tareas para muchos de los retos del mundo
empresarial.

Apalancandose en estas capacidades computacionales, se ha observado un desempeno so-
bresaliente en el prondstico de multiples series de tiempo al utilizarlas como un conjunto
para el entrenamiento de algoritmos disenados para pronosticar las series de manera global
(Montero-Manso & Hyndman, 2021). En el prondstico global se utiliza la informacién de
todas las series de tiempo del conjunto, en lugar del andlisis individual para cada una, lo que
permite disponer de los datos de todo el conjunto como insumo para superar el problema
de la insuficiencia de datos para el entrenamiento, el cual habia sido uno de los mayores
desafios para implementar metodologias de machine learning en el prondstico de series de
tiempo univariadas.

Una de las herramientas mas importantes en muchas de las recientes aproximaciones de ma-
chine learning son las redes neuronales para el prondstico de series de tiempo, cuya mayor
ventaja es el buen desempeno que logran en muchos casos, asi como una gran tolerancia a los
datos con ruido o relaciones muy complejas entre variables (Shmueli et al., 2018), ademas, su
funcionamiento requiere muy poca intervencién humana, haciéndoles buenas candidatas para
tareas de pronésticos autométicos (Shmueli & Lichtebdahl, 2018). Sin embargo, debe tenerse
en cuenta algunas consideraciones en el uso de éstas: estos algoritmos son vistos cominmente
como “cajas negras” que capturan relaciones demasiado complejas para entenderlas (Shmueli
& Lichtebdahl, 2018), aunque estos algoritmos logren capturar las relaciones de los datos
observados con gran precision, existe el riesgo de cometer extrapolaciones incorrectas en los
pronosticos no supervisados por humanos, ademas su flexibilidad y funcionamiento depende
enormemente de la disponibilidad de datos suficientes para el entrenamiento y al tener tiem-
pos computacionales relativamente elevados es posible que generen demoras inaceptables en
procesos de tomas de decisiones que requieran actuar en tiempo real (Shmueli et al., 2018).

Esta aproximacién al problema del pronéstico por medio de redes neuronales tiene también
la ventaja de no tener restricciones asociadas a supuestos paramétricos sobre la relacién de
las variables de entrada con el pronéstico (Allende et al., 2002), por lo que no presentan pro-



blemas relativos al incumplimiento de supuestos al implementarse sobre conjuntos discretos
no negativos en lugar de datos sobre variables continuas.

Vaswani et al. (2017) mencionan que las redes neuronales recurrentes, redes neuronales de
memoria larga de corto plazo, més conocidas como LSTM (long short-term memory neuro-
nal networks) y las unidades recurrentes de compuerta, mas conocidas como GRU (Gated
recurrent units), se han establecido como parte del estado del arte para el modelamiento se-
cuencial, sin embargo, las arquitecturas basadas en algoritmos de atencion, llamadas Trans-
formers, presentan mejores tiempos computacionales y de acuerdo con Zeng et al. (2022)
son, posiblemente, la arquitectura mas exitosa en el modelamiento secuencial y han tenido
un auge reciente en su exploracién para la aplicacién al prondstico de series de tiempo.

De lo anterior se evidencia que si bien existen diversas herramientas y enfoques que pudieran
aplicarse en el problema del prondstico simultdneo de multiples series de tiempo de conteos,
no hay consenso en la conveniencia de aplicar un determinado método por encima de otros.
Este trabajo pretende explorar diversas metodologias para el pronéstico de multiples series
de tiempo con variables de conteo para determinar cuédles metodologias presentan los mejores
resultados bajo diferentes escenarios, presentando también hallazgos respecto al uso practico
de las metodologias en entornos de grandes volumenes de datos y cantidades de series de
tiempo que se puedan escalar.

Para esta comparacién, este trabajo explora metodologias estadisticas univariadas para se-
ries de tiempo de conteos y metodologias de machine learning para datos secuenciales, sus
respectivas aplicaciones en el prondstico simultdaneo de muiltiples series de tiempo obteni-
das mediante simulacién y la comparacién de los prondsticos obtenidos, implementando en
Python todas las herramientas algoritmicas necesarias de manera que se pudieran esta-
blecer comparaciones entre las metodologias evitando que cualquier diferencia entre éstas
fuera dependiente de variaciones en el lenguaje de programacién. Esto lleva a los siguientes
aportes:

= Se formula una estructura matricial para el modelo de autorregresiéon Poisson en su
forma lineal y log-lineal y las respectivas funciones de verosimilitud condicionales, con
una estructura andloga a la representacién de matriz de disenio y vector de parametros
del modelo de regresion lineal. A partir de ésta se obtiene el gradiente de la funcion de
verosimilitud condicional respecto al vector de parametros y se plantea la obtencién de
los parametros del modelo mediante el algoritmo de descenso gradiente. Esta estructura
se utiliza para la creacion de un modulo en Python para el modelo de autorregresion
Poisson, en el cual se incluye un algoritmo de selecciéon automatica de los o6rdenes
autorregresivos del modelo basado en validacién cruzada para optimizar una métrica
de libre eleccion.
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= Se parte del modelo de regresion Poisson para presentar el modelo de Red Neuronal
y mostrar su equivalencia a un modelo de regresion generalizado no lineal. Se derivan
las ecuaciones para el calculo del valor ajustado y para la obtencién de valores de
los parametros de una red neuronal equivalente a un modelo de regresién Poisson y se
muestra su funcionamiento mediante implementacién en Python. A partir de lo anterior
se muestra el simil entre los modelos lineales espacio-estado y las redes neuronales
recurrentes y se presentan casos de aplicacion de estas, utilizando celdas LSTM, para
el prondstico de series de tiempo de conteos.

= Se propone una arquitectura basada en el modelo Transformer para el prondstico de se-
ries de tiempo, se implementa en Python y se ilustra su funcionamiento en el pronésti-
co de series de tiempo de conteos.

= Tomando como referencia los trabajos y resultados previos hallados en la literatura
revisada sobre el pronodstico de muiltiples series de tiempo de variables continuas, en
esta tesis se desarrolla un estudio de simulacién con caracteristicas controladas en
la generacién de los datos temporales, con el fin de establecer comparaciones entre
las capacidades predictivas en las diferentes metodologias abordadas y a partir de los
hallazgos obtenidos, dar luz sobre el uso de éstas y sobre el trabajo a seguir en la
investigacion del pronodstico de multiples series de tiempo de conteos

Este trabajo sigue la siguiente estructura: en el Capitulo 2 revisan las bases tedricas del
problema del pronéstico de series de tiempo de conteos, las metodologias estadisticas encon-
tradas en la bibliografia para abordar este tipo de series, las redes neuronales y su uso en el
prondstico de series de tiempo y el prondstico de miltiples series de conteos. El Capitulo 3
presenta las bases tedricas del modelo de autorregresion Poisson y los aportes mencionados.
El Capitulo 4 se centra en las redes neuronales, desde sus bases conceptuales hasta el uso en
el pronostico de las RNN con celdas LSTM. El Capitulo 5 estudia el modelo Transformer y la
propuesta adaptada a series de tiempo. Capitulo 6 presenta el estudio de simulacién para la
comparacion de metodologias de prondstico. Finalmente, el Capitulo 7 presenta las conclu-
siones alcanzadas en este trabajo y algunas notas sobre el trabajo futuro en la investigacion
del pronéstico de muiltiples series de tiempo de conteos.
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2.1. Series de Tiempo

Una serie de tiempo es una sucesion de variables aleatorias indexadas por el tiempo, cominmen-
te observadas a intervalos regulares. Su analisis tiene multiples areas de aplicacion, como en
economia, andlisis de mercados financieros, analisis deportivos, entre otros (Jia, 2018). De
alli, que en las ultimas décadas la modelacion de las series de tiempo ha atraido la atenciéon
de un gran nimero de investigadores (Nariswari & Pudjihastuti, 2019) con el objetivo prin-
cipal de ajustar modelos que describan lo mejor posible los patrones en las series de tiempo
y provean interpretaciones aplicables a la realidad.

De las aplicaciones relacionadas con las series de tiempo, uno de los aspectos mas cruciales
es el problema del prondstico (Christou & Fokianos, 2015), el cual puede entenderse como
una prediccién del futuro al estudiar el comportamiento previo de un fenémeno (Nariswari &
Pudjihastuti, 2019). A nivel aplicado, en muchas actividades econémicas, generar prondsticos
precisos juega un rol crucial en la toma de decisiones del negocio. Por ejemplo, para grandes
empresas de ventas al por menor como Amazon y Walmart, los prondsticos de ventas resul-
tan fundamentales en la optimizacién del manejo de inventarios. En el sector energético se
determinan precios de oferta, locacion de combustible, entre otros. Sectores como el turismo
y el cuidado de la salud también requieren prondsticos acertados de la demanda de servicios
(Hewamalage et al., 2022).

Mas fundamentalmente, podemos definir una serie de tiempo de longitud n como una sucesion
de variables aleatorias Y™ Y ® Y™ denotada por {Y®} con Y® € R, donde t =
1,2,...,n representa el tiempo. En este trabajo se ha optado por colocar el indice ¢ como
superindice en lugar de subindice (como usualmente se usa en la literatura) con el fin de
facilitar y simplificar la notacién en los modelos del deep learning que mas adelante son
desarrollados, en los cuales son necesarios multiples subindices y superindices en la notaciéon
de sus elementos y asi mismo garantizar homogeneidad en la indexacién temporal a lo largo
de todos los capitulos. sea ) = E[Y®] la media de la serie en el momento ¢ y la funcién de
auto covarianzas, es decir, de covarianzas entre variables del proceso separadas h periodos
de tiempo, la funcién (¢, ¢ + h) definida como,
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Y(t,t 4+ h) = Cov(YW YUY 1 e 7T, (2-1)

2.2. Series de tiempo de conteos

Las series de tiempo de conteos corresponden al caso en el cual el rango de las variables
YD Y@ Y™ en la sucesién temporal corresponde a ntimeros enteros no negativos. El
modelamiento del conteo de eventos puede encontrarse en todas las dreas de la estadistica,
economia y las ciencias (Fokianos, 2012). Los ejemplos incluyen desde el niimero de pacien-
tes admitidos diariamente en un hospital, al nimero de transacciones por minuto de una
determinada accion, o el total de accidentes mensuales en una regiéon. A menudo se trata de
procesos sobre dispersos (varianza superior a la media), con autocorrelaciones no negativas
y con mas conteos iguales a cero de lo que pueden explicar las distribuciones clésicas para
conteos (Davis et al., 2021).

Para el caso de las series de conteo, los modelos Gaussianos tradicionales, como los modelos
ARIMA, con una teoria para series estacionarias fuertemente desarrollada (Jia, 2018) tienen
un desempeno pobre en muchos casos, ademas de no ajustarse a los supuestos de no nega-
tividad y de datos que toman valores en el conjunto de los nimeros enteros (Davis et al.,
2021). Si bien Hyndman y Athanasopoulos (2021) mencionan que para series de conteos con
valores suficientemente grandes, el efecto del incumplimiento de estos supuestos no tiene una
gran importancia préactica, para conteos con valores pequenios (cercanos a cero) necesitamos
utilizar métodos méas apropiados para enteros no negativos. Los autores mencionan un méto-
do simple, llamado el método de Croston que, si bien no trata la naturaleza de conteo de
las series, se utiliza a menudo para estos casos. El método construye dos series a partir de
la original: Una con los valores diferentes a cero en la serie y otra con el niimero de valores
hasta observar uno diferente a cero. Sin embargo, Shenstone y Hyndman (2005) concluyen
que el método resulta arbitrario y sin una formulaciéon apropiada del modelo estocastico
subyacente.

Mientras que en el caso de las series con distribuciones marginales Gaussianas el modelo
tradicional ARMA/ARIMA funciona bien, no existe una clase de modelos que domine la
literatura en series de tiempo con datos de conteos (Jia, 2018), de modo que a continuacién
se exploran algunas metodologias que se han propuesto para la aproximaciéon al problema
del prondstico de series de tiempo de conteos, que si tratan con la naturaleza discreta y de
valor entero de los datos, o no tienen supuestos paramétricos distribucionales que se vean
afectados por ésta.
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2.2.1. Modelos DARMA

Algunos intentos iniciales de modelar las series de conteos fue el uso de modelos de valo-
res discretos autorregresivos de media mévil (DARMA por su sigla en inglés) introducidos
en 1970’s por Jacobs y Lewis (Jia, 2018). Segun Jia (2018), el modelo utiliza mezclas para
construir series con distribuciones marginales predeterminadas. Por ejemplo, una serie dis-
creta autorregresiva {Y®} de primer orden (DAR(1)) se construye de series de variables
de conteo {X®} independientes e idénticamente distribuidas, con una funcién de probabili-
dad acumulada marginal F'(x), y una sucesién IID de variables Bernoulli (llamada sucesién
de afinacion) V® con P(V® = 1) = p € [0,1]. La serie de tiempo se analiza de manera
recursiva, inicializando Yy = X y haciendo recursivamente:

YO =yOyt-D 4 q_yO)x® =1 2. (2-2)

Hay algunas propiedades indeseables para estos modelos (Jia, 2018). Para comenzar, puede
haber largos periodos ajustados como constantes, problema que se hace mayor a mayor sea
el valor de p. Por otro lado, estos modelos no pueden aproximarse a series correlacionadas de
forma negativa con los valores del proceso en periodos anteriores, por lo que no puede espe-
rarse que su estructura de covarianzas describa todo tipo de series de conteo estacionarias,
razén por lo cual estos modelos perdieron popularidad en los anos 1980’s (Jia, 2018).

2.2.2. Modelos INARMA

En la investigacién temprana de series de conteos, el objetivo, a menudo, era construir series
estrictamente estacionarias soportadas en los enteros no negativos, con una variedad de
funciones de autocorrelacion y con funciones de distribucién marginal como la Poisson y la
binomial negativa (Davis et al., 2021). Segin Davis et al. (2021) una linea de investigacién
actual descansa en los modelos enteros autorregresivos de media mévil (INARMA por su
sigla en inglés), construidos al sumar operadores de afinacién aplicados a las p observaciones
anteriores con una innovaciéon que se escoge de una familia paramétrica como la Poisson o

la binomial negativa. Un ejemplo ilustrativo es el caso del modelo entero autorregresivo de
orden uno (INAR(1)) para {Y®} el cual obedece a:

YO = g0yt o0

donde o denota el operador de afinacién, que corresponde a una operaciéon probabilistica que
se puede aplicar sobre conteos aleatorios para reducir su valor aleatoriamente (Aghababaei
Jazi & Alamatsaz, 2012), y que actiia sobre la variable aleatoria de conteos Y® manteniendo
sus valores enteros (Davis et al., 2021). Especificamente, el operador o actia sobre una
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variable aleatoria de conteos Y via aoY = 23;1 B;, donde {B;}°; es una sucesién de
ensayos Bernoulli tal que P(B; = 1) = a € [0,1] y {¢®} es una sucesién IID de variables
aleatorias de conteo con media j > 0 y varianza finita y constante o2, independientes de la
secuencia {B;}:°, utilizada en el operador de afinacion

Los procesos INARMA no tienden a permanecer constantes para corridas largas, pero tam-
bién carecen de la capacidad de manejar correlaciones negativas, de modo que si bien pueden
construirse érdenes de autorregresion de 6rdenes superiores y componentes de media maovil,
no es posible obtener ninguna correlacién negativa, Jia (2018).

2.2.3. Modelos autorregresivos para series de tiempo de conteos

En Davis et al. (2021) se define el concepto de modelos generalizados de espacio-estado
como aquel definido por la especificacién de la observacién de la serie de tiempo {Y )} en el
momento ¢ dado un estado del proceso o) y la especificacién de la evolucién del estado {a(t)}.
Uno de dichos modelos consiste en la generalizacion simple de los modelos lineal y log-lineal
autorregresivos. Fokianos (2012) presenta este modelo para el caso de la distribucién Poisson
como el modelo de regresién Poisson para series de tiempo y en Christou y Fokianos (2015)
se habla de los modelos autorregresivos para series de tiempo de conteos, generalizando a
otras distribuciones para enteros no negativos.

El modelo lineal autorregresivo Poisson de orden p corresponde a:

P
YOIFED  Poisson(AY), A =d+ Z b;Y =9, (2-3)

J=1

donde F) = o(Y® Y=Y ) es la historia del proceso, d > 0, b; > 0 con j = 1,2,...,p
parametros del modelo y A\ = E[Y®|F¢=1] denota la media del proceso Y® dada su

historia y A®) > 0, ya que Y® es un entero no negativo. Este es un modelo lineal generalizado
(Davis et al., 2021).

Si consideramos el modelo de primer orden, es decir p = 1, dado por

YOIFEY  Poisson(A®), A = d + b Y, (2-4)

tenemos la representacion:

YO =d+ b5, YD 40 con e = (YO - \O), (2-5)
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esta ecuacion muestra que los valores del proceso en el tiempo ¢t dependen de los valores
en el momento ¢t — 1 mds un proceso {¢)} que corresponde al proceso de ruido, el cual es
una sucesién de variables aleatorias incorrelacionadas de media cero y varianza constante,
como se muestra en Fokianos (2012). De la ecuacién (2-5) se puede observar que el modelo
presenta una estructura similar que el caso usual AR(1).

Por otro lado, en Davis et al. (2021) se presenta el modelo general de orden p, dado por

P
YOIFEY  Poisson(AY), A =d+ Z b;Y =), (2-6)

=1

y mencionan que la funcién de autocovarianza de {Y ¥} tiene la misma estructura que aquella
de los modelos AR(p) clésicos.

Una variacién es el modelo general de orden (p, ¢) propuesto por Ferland et al. (2006) dado
por:

p q
YOIFEY ~ Poisson(A®), A =d+ ) " a A0+ by, (2-7)
i=1 j=1

El cual es un proceso estacionario de segundo orden sf 0 < 77 ja; + > 27, b; < 1. En
Fokianos (2012) se considera el modelamiento del proceso para el caso de primer orden dado
por A = d + gAY 45, YD con € = YO — X de modo que el modelo para Y®
queda de la forma:

YO =d+ (a + b)Y 4 ) — gyt

que puede escribirse como

d d
ye 7 ) = pylye-v - = ®) _ g et 2.8
( - (a1+b1)) (a1 +b,) (b))~ (2:8)

lo que muestra que el modelo tiene propiedades de segundo orden (es decir, aquellas que
dependen de los dos primeros momentos, como por ejemplo la estacionariedad) idénticas a
las del modelo ARM A(1,1), lo que significa que, para 0 < a; + by < 1, existe una solucién
estacionaria {Y®} para el modelo, con media E[Y®] = u® = d/(1 —a; — by) y funcién de
autocovarianza (Fokianos, 2012).
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(1—(a1+b1)24+b3)u®
1—(a1+b1)2 ’h - 0’

Y(t,t+h) = (2-9)

bi(1—a1(a1+b1))(a1+b1)" =1 p®
1—(a1+b1)2 7h Z 17

Para el caso general tenemos que E[Y®|F(t=1] = Var[Y O F¢=D] bajo la distribucién Pois-
son, por lo que el modelo es denominado INGARCH(p,q), o modelo Entero GARCH, por
tener una estructura analoga a la del modelo GARCH clésico, donde la volatilidad es una
funcién de regresion en los valores pasados. De manera andloga, Davis et al. (2021) presenta
una generalizacién para el modelo en forma log-lineal dada por:

p q
v =d+Y a +> " bilog(Y P 4+ 1), (2-10)
i=1 j=1

cuyas propiedades se analizan en Fokianos y Tjgstheim (2011), donde v® = log()\(t)) y el
término log(Y *=4) + 1) corresponde a una transformacién uno a uno comin en el manejo de
valores nulos para evitar la indeterminacién. Davis et al. (2021) menciona que las propiedades
del modelo son similares a las del modelo lineal dado en (2-6).

Fokianos (2012) presenta otros modelos de tipo no autorregresivos y no lineales; por su parte,
Christou y Fokianos (2015) consideran variaciones con distribuciones binomiales negativas.
También otros modelos para series de conteos son revisados en Davis et al. (2021).

2.2.4. Modelos Bayesianos Dinamicos Generalizados

La aproximacién Bayesiana al modelamiento de las series de conteos también ha sido un
objeto activo de estudio (Davis et al., 2021). Gamerman et al. (2016) presentan un mar-
co conceptual fundamentado en los modelos dindmicos lineales generalizados (DGLM), los
cuales son un caso especial de los modelos de espacio-estado. Si se considera una serie de
tiempo de valores de conteos Y®) y denotamos con EF (i, ¢) una distribucién de la familia
exponencial, de media p y varianza ¢c(u), con ¢() una funcién cualquiera de la media, el
modelo corresponde a:

Ecuacién del valor observado: Y |x® 6 ~ EF (1, ¢), (2-11)
Funcién de enlace: g(u®) = (2)Tx® (2-12)
Ecuacién del sistema: ® = GVz*=Y + w® donde w®|@ ~ N(0, W), (2-13)
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donde z® es un vector conocido (posiblemente de covariables) en el momento ¢, £® es un
estado latente dependiente del tiempo en el momento ¢ y 8 es un vector de hiperparametros,
incluyendo ¢, con G® y W componentes desconocidas. El modelo se completa especificando
de forma a priori el estado latente x(?), correspondiente al estado inicial cuando ¢t = 0.

Gamerman et al. (2016) mencionan que el modelo mas popular para series de tiempo de
conteos es el modelo log-lineal dindmico especificado con distribucién Poisson, dado por:

YOx® ~ Poisson(A\Y), t=1,2,...,n (2-14)
log(A\®) = (zM)T2x®, t=12...n (2-15)
(2-16)

Las estimaciones de los pardametros y el estado latente pueden obtenerse de dos formas: se-
cuencialmente o en un unico bloque, que desde la perspectiva Bayesiana, implica la obtencién
de la sucesion de distribuciones de (®,©)|F! parat = 1,2, ... o para [(z™), ..., 2® 0)|F"]
donde F* = FO FM)  F® egla sucesién de historias hasta el momento ¢, con F© que
representa la informacién inicial.

Las distribuciones posteriores de los parametros y el estado latente no pueden obtenerse
analiticamente, por lo que deben utilizarse aproximaciones. Gamerman et al. (2016) pre-
sentan algunas técnicas que pueden utilizarse para dicha aproximacion. De estas técnicas se
destaca la aproximaciéon INLA (Integrated Nested Laplace Approximation), una metodologia
que toma ventaja de la estructura latente de los modelos Gaussianos y combina una serie
de aproximaciones deterministicas para obtener distribuciones marginales posteriores y los
parametros desconocidos del modelo, metodologia implementada en R en el paquete INLA
(Rue et al., 2009). Davis et al. (2021) mencionan también otros modelos no tan cominmen-
te aplicados que se derivan de la estructura de los modelos dinamicos generalizados, tales
como: los modelos de nivel correlacionado, los modelos dindmicos jerarquicos multivariados
y el modelo condicional Poisson basado en procesos log-gamma latentes multivariados.

2.2.5. Otros modelos

Si bien en el presente trabajo se abordan mas en detalle las metodologias afines a los modelos
lineales generalizados aplicados, en la literatura se han observado otras aproximaciones a las
series de tiempo con datos de conteo, algunas de las cuales se mencionan a continuacién.

» Davis et al. (2021) describen, tres aproximaciones para vectores de conteos bajo el
paradigma dindmico bayesiano, en el cual los parametros del modelo se asumen como
variables aleatorias con distribuciones posteriores de interés.
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» En Dunsmuir (2016) se presentan los Modelos Lineales Generalizados Autorregresivos y
de Medias Moviles (GLARMA) como una clase de modelos estado-espaciales no Gaus-
sianos y no lineales basados en observaciones en donde el estado, que no es observado,
depende linealmente de covariables y no linealmente de valores pasados del proceso
observado. Una aproximacion similar es presentada en Sathish et al. (2020) donde se
propone una clase de modelo de series de tiempo de conteos basado en observaciones
para modelos cero inflados y sobre dispersos.

» En Lund y Livsey (2016) se presenta la aproximacién al modelamiento con el paradig-
ma de renovacién, también presentado en Davis et al. (2021) entre las nuevas metodo-
logias con objetivo de construir series de tiempo a partir de la distribucién marginal
acumulada, especificamente a partir de series binarias y la construccién de distribucio-
nes marginales para procesos estacionarios a partir de transformaciones sobre procesos
Gaussianos estacionarios.

2.3. Redes Neuronales y prondsticos de series de tiempo

Allende et al. (2002) mencionan que las redes neuronales artificiales (ANN por su sigla en
inglés) han sido usadas en &areas de prediccién y clasificaciéon, donde metodologias como la
regresion y otras técnicas estadisticas relacionadas habian sido usadas tradicionalmente.

Por otro lado, las redes neuronales se han estudiado como una alternativa a los modelos no
lineales orientados por los datos, cuyo andlisis depende de los datos disponibles, con muy
poca informacion previa establecida sobre la naturaleza de la relacion de las variables y el
modelo. Segin Allende et al. (2002) el proceso de construir relaciones entre las entradas y
salidas del modelo se realiza mediante algoritmos de aprendizaje. Atin hoy existen algunos
inconvenientes en la aplicacion de las redes neuronales, relacionados con la gran cantidad de
datos sobre los que se demanda su uso.

Los tres elementos principales de las redes neuronales son las unidades basicas de proce-
samiento llamadas neuronas, la arquitectura que describe las conexiones entre ellas y el
algoritmo de entrenamiento con el que se encuentran los valores de los pardametros (Allende
et al., 2002). Las neuronas se organizan en capas, donde la capa de las neuronas receptoras
de los datos se conoce como capa de entrada, la capa de las neuronas que calculan la salida
se llama capa de salida y aquellas entre la capa de entrada y la de salida se llaman “capas
ocultas”. El nimero de capas se determina segtn la aplicacion. Estos elementos pueden verse
representados en la Figura 2-1 que ilustra de forma general el modelo bésico de las redes
neuronales, denominado el perceptrén multicapa.
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Figura 2-1.: Grafo computacional del perceptrén multicapa. Fuente: Elaboracién propia

Segun Allende et al. (2002) la clase que representa una neurona en el modelo de una red
neuronal puede especificarse como:

S ={g(x,w,b),x € R",w e R’ b € R}, (2-17)

lo que representa el modelo de las neuronas que comparten la misma arquitectura para-
metrizada por el vector w = (wy,ws,...,w,)", usualmente llamados pesos y el sesgo b, y
considerando como datos de entrada & = (1,2, ...,2,)7 para una tnica observacién (la
generalizacién matricial como se presenta en la Figura 2-1 serd vista en el Capitulo 4). Sea
ag-l] el valor o activacién de una neurona j en la capa [, tenemos que esta puede escribirse
como funcién de los valores de las neuronas en la capa (I — 1) y de los pardmetros de pesos

w adicionando el parametro de sesgo b, de la forma:

ni—1
o = (St ).

=1

donde n;_; es el nimero de neuronas de la capa (I — 1) y la funcién g(-) se conoce como
funcion de activacion. La estimacién de los pardmetros w y b, se realiza minimizando de
manera iterativa una funcién de costo J(w,b), utilizando en el proceso de optimizacién el
algoritmo conocido como “back propagation” para el calculo de las derivadas parciales de esta
funcién con respecto a los parametros de las diferentes capas. A este proceso de optimizacion
se le conoce como el aprendizaje de la red. En el Capitulo 4 de este trabajo se presenta una
descripcion mas detallada de estos modelos a partir de su relacién con los modelos no lineales
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generalizados y su representacion como grafo computacional para facilitar la comprensién
del proceso de calculo de las salidas del modelo y de la estimacion de los parametros.

De acuerdo a Allende et al. (2002) las redes neuronales son esencialmente estrategias para
una inferencia estadistica no paramétrica, pues desde del punto de vista estadistico, tienen
una interpretacién simple: dada una muestra D,, = {(x;,v;)},; generada por una funcién
desconocida f(x) con la adicién de una componente estocéstica €, se tiene:

yi = [(i) + €, (2-18)

la tarea del “aprendizaje” de la red neuronal es la construccién de un estimador g(x, w,b) =
f(x;) de f(x;), y desde que no se realiza ningtin supuesto a priori sobre la forma funcional
de f(x;), el modelo de la red neuronal g(x,w,b) es un estimador no paramétrico de la
esperanza condicional E[y|x], a diferencia del estimador paramétrico que asume a priori
una forma funcional para f(x;). Esto permite que restricciones como el rango de la variable
respuesta no sean inconvenientes para la aplicacién del método, por lo que no hay problemas
de supuestos en su aplicacion sobre las series de tiempo de conteos, a diferencia de lo que
sucede con muchos modelos estadisticos de series de tiempo clasicos.

Ahora bien, con relacion al prondstico de series de tiempo mediante redes neuronales, Vas-
wani et al. (2017) afirman las redes neuronales recurrentes (RNN), particularmente aquellas
con compuertas de memoria larga de corto plazo (LSTM) y las de compuertas recurren-
tes (GRNN), se han establecido firmemente como el estado del arte para aproximarse al
modelamiento secuencial.

De acuerdo a Vaswani et al. (2017), los modelos recurrentes suelen factorizar el calculo segin
las posiciones de los simbolos de las secuencias de entrada y salida. Al alinear las posiciones
con los pasos en el tiempo en que se calcula, generan una secuencia de estados ocultos h®),
en funcién del estado oculto anterior h*~Y y la entrada para la posicién t. Esta naturaleza
inherentemente secuencial impide la paralelizacién dentro de los ejemplos de entrenamien-
to, lo que se vuelve critico en secuencias de gran longitud, puesto que las limitaciones de
memoria limitan el procesamiento por lotes entre ejemplos. Trabajos recientes han logrado
mejoras significativas en la eficiencia computacional a través de trucos de factorizacion y
calculo condicional, al tiempo que mejoran el rendimiento del modelo en el caso de este lti-
mo. Sin embargo, persiste la limitacion fundamental del calculo secuencial. Como soluciéon
a estos problemas Vaswani et al. (2017) proponen una arquitectura que depende completa-
mente de algoritmos de atencién con dependencias globales (no en secuencia) entre entradas
y salidas, llamada Transformers, lo que permite mayor paralelizacién y menores tiempos
computacionales.

Segun Zeng et al. (2022) durante las ultimas décadas, el prondstico de series de tiempo
ha evolucionado desde los métodos estadisticos tradicionales hacia el uso de estrategias de
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machine learning y luego a soluciones basadas en aprendizaje profundo y particularmente los
Transformers son posiblemente la arquitectura mas exitosa para el modelamiento secuencial,
demostrando un rendimiento sin paralelos en miltiples aplicaciones, como el lenguaje natural
y el reconocimiento de voz. Recientemente, también ha habido un auge en la exploracién
del problema del pronéstico a largo plazo de series de tiempo con estas arquitecturas, con
propuestas como la presentada por Farsani et al. (2021).

2.4. Pronéstico de multiples series de tiempo

De acuerdo con Montero-Manso y Hyndman (2021) en muchas actividades econémicas, como
las ventas al por menor, energética y turismo, generar prondsticos precisos juega un rol
crucial en la toma de decisiones. Un ejemplo, para companias de ventas al por menor por
comercio electronico como Amazon, es el prondstico de la demanda para posibilitar una
mejor planeacién de niveles de inventario, estrategias de precio competitivas, estrategias
de promocién oportunas, entre otros (Bandara et al., 2019). En muchas ocasiones en la
industria, este problema se presenta como el pronodstico de muchas series de tiempo como un
grupo, tal como mencionan en Montero-Manso y Hyndman (2021), siendo algunos ejemplos,
el pronéstico de llegadas de turistas a los resorts en la siguiente temporada, la demanda de
productos ofrecidos en la venta minorista, la carga en los servidores de un centro de datos o
el nimero de viajes compartidos completados en todas las zonas de una ciudad.

Segin Hewamalage et al. (2022) anteriormente, un paradigma para el pronéstico de series
de tiempo ha sido el tratar cada serie de tiempo como un conjunto de datos independiente.
Como resultado, las técnicas tradicionales de prondstico son univariadas, considerando cada
serie de tiempo y su prondstico de forma aislada y asumiendo que cada serie en el conjunto a
pronosticar proviene de un proceso generador de datos diferente, aproximacién que Montero-
Manso y Hyndman (2021) denominan prondstico local. De acuerdo con Hewamalage et al.
(2022) las metodologias mas prominentes para la aproximacion local son los modelos espacio-

estado de suavizado exponencial y los modelos autorregresivos integrados de media mévil
(ARIMA).

Sin embargo, muchas companias hoy en dia estan recolectando de forma cotidiana grandes
cantidades de series de tiempo de fuentes similares, como pueden ser las ventas de miles
de productos, el nimero de llamadas a lineas de atencién por diferentes tipos de servicios
o las llegadas de clientes a cientos de diferentes sucursales. Si bien las técnicas univariadas
tradicionales pueden ser utilizadas para el prondstico en estas circunstancias, hay un gran
potencial para el aprendizaje de patrones a través de las series de tiempo provenientes de
procesos similares que no son aprovechadas con dichas metodologias (Hewamalage et al.,
2022).
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Por otro lado, Montero-Manso y Hyndman (2021) resaltan que en la aproximacién de
pronostico local, las dependencias temporales y la corta longitud de las series de tiempo
hacen que el modelamiento no pueda realizarse de una forma automatica basada en los da-
tos, ya que facilmente se puede caer en el problema del sobre ajuste y evitarlo requiere de la
inclusién de informacién a priori sobre el fenémeno y la intervenciéon humana, dificultando
la escalabilidad del proceso por restricciones de tiempo.

Por los motivos anteriores, recientemente se ha dado un cambio en el paradigma para el
pronostico, donde ahora un conjunto de series de tiempo, en lugar de una sola, es visto como el
conjunto de datos, entrenando los modelos a través de todas las series del conjunto, utilizando
los mismos parametros (Hewamalage et al., 2022). Montero-Manso y Hyndman (2021) llaman
a esta aproximacion la alternativa del prondstico global o aprendizaje cruzado, la cual ha sido
introducida para explotar el escenario en el cual todas las series del conjunto son similares,
analogas o relacionadas. La idea tras esta aproximacion es introducir el supuesto de que
todas las series en el conjunto provienen de un mismo proceso, lo que, incluso sin ser cierto,
tiene beneficios en términos de la precision del prondstico.

Segtiin Montero-Manso y Hyndman (2021), el enfoque global supera la principal limitacién
del enfoque local: evita el sobre ajuste porque utiliza un tamano de muestra mayor para el
aprendizaje en comparacion con su contra parte local. Por otro lado, se debe usar la misma
funcién para pronosticar todas las series del conjunto, incluso cuando éstas sean diferentes,
aunque esto parezca restrictivo y menos general que el enfoque local. La adopcién mas amplia
de métodos globales ha sido impedida por la creencia de que solo ofrecen beneficios cuando
las series de tiempo en el conjunto provienen de procesos similares o relacionados.

Algoritmos de aprendizaje local versus global

Sea S el conjunto de p de series de tiempo univariadas y; = [%(1)’ yl@), .. .yl-(n)] de longitud
n, denotado S = {y; € R",i = 1,...,p}, y permitimos que S contenga series repetidas
(Montero-Manso & Hyndman, 2021). Si el interés es el prondstico de los siguientes h pasos
de tiempo de cada serie de tiempo, para cada una nos interesa un vector de valores futuros
en R”. Las funciones de prondstico son funciones que van de las series de tiempo observadas
al futuro de interés, tales que:

[ R"— R

Sea Ay un algoritmo de aprendizaje local, es decir, una funcion que toma la serie y; y
devuelve una funciéon de prondstico f;, tenemos

Ap :R™ — (R® — R")



2.5 Comparacion de métodos de prondstico 17

El mismo algoritmo local es aplicado a cada serie de tiempo en S, produciendo una funcién
de pronéstico diferente para cada y;.

Por otro lado, un método global Ag es también un algoritmo de aprendizaje, pero inicamente
produce una funciéon de prondstico para todo el conjunto S.

Ag : RPX™ — (RPX™ — RPXH),

En Montero-Manso y Hyndman (2021) se presenta la siguiente Proposicién sobre la equiva-
lencia de los algoritmos locales y globales para el prondstico de series de tiempo:

Sean

= A; = Conjunto de todos los algoritmos de aprendizaje local;

» Ay = Conjunto de todos los algoritmos deaprendizaje glocal;
Entonces

1. Para todo Ag € Ag, existe un A, € Ay tal que (Ag(S))(yi) = AL(y:)

2. Para todo Ay € Ay, existe un Ag € Ag tal que Ap(y;) = (Aa(S))(ys)

2.5. Comparacion de métodos de prondstico

Si bien los supuestos tras la aproximacién global pueden resultar de dificil cumplimiento,
de acuerdo con Montero-Manso y Hyndman (2021) tienen grandes beneficios en términos
de la precisién del prondstico y trabajos empiricos recientes muestran resultados desconcer-
tantemente buenos en su aplicaciéon sobre series de tiempo que no se consideraban como
relacionadas. Un ejemplo es que en la competencia M4 (Makridakis et al., 2020), los mejo-
res métodos utilizan alguna forma de globalidad, la mayoria en combinacién con localidad.
Sin embargo, se encontré también buenos resultados con métodos tinicamente basados en la
aproximacién global.

El problema de entender cuando y por qué los prondsticos globales fallan, es uno de los ma-
yores interrogantes en los prondsticos de series de tiempo actuales (Hewamalage et al., 2022).
Si bien Montero-Manso y Hyndman (2021) estudian este problema mediante la aplicacién
de metodologias sobre miltiples datos reales, encontrando beneficios de los modelos globa-
les para aproximarse a relaciones mas complejas, manteniendo ademés una generalidad del
modelo que facilita detectar fallos algoritmicos con facilidad, Hewamalage et al. (2022) men-
cionan que aiun quedan preguntas sin responder respecto a las circunstancias en las cuales
los modelos funcionan y cuél es la complejidad ideal del modelo para conjuntos de datos de
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ciertos tamanos y particularidades. Para lograr el control total sobre la dependencia entre las
series del conjunto y sus caracteristicas resulta ideal la realizacion de estudios de simulacion.

Otro factor a tener en cuenta es el tipo de metodologia que se utiliza para el prondstico.
En los resultados de la competencia M4, la cual hace parte de una serie de competencias
cuyo objetivo es lograr avanzar en la precision con las formas de prondstico, se encontré que
los mejores resultados fueron mediante modelos que utilizaban una combinaciéon de meto-
dologias, siendo mas precisos los pronodsticos puntuales y por intervalos obtenidos mediante
un enfoque mixto entre modelos estadisticos y caracteristicas de machine learning (Makri-
dakis et al., 2020). En la competencia se encontré también que en general los enfoques
individualmente estadisticos o de machine learning tienen una precision de prondstico ba-
ja, mostrando que las aproximaciones hibridas son el camino a seguir. Los autores resaltan
que si bien los métodos de machine learning puros mostraron un desempeno pobre con re-
lacién a los estadisticos, tal como se encontré también en Makridakis et al. (2018), dichos
modelos utilizaban lineamientos genéricos y algoritmos estandares sujetos a ser optimizados
substancialmente.

Por otro lado, los estudios como los realizados por Montero-Manso y Hyndman (2021),
Hewamalage et al. (2022) y la competencia M4, asi como otros estudios encontrados en una
extensa revision bibliografica, se centran en el prondstico de series de tiempo con valores en el
conjunto de los reales. Cabe resaltar que en el caso de la competencia M4, donde el conjunto
de las 100, 000 series utilizadas en la competencia provienen de datos reales, los organizadores
re-escalaron las observaciones para lograr que las medidas estuvieran en conjuntos mayores
o iguales a 10, alejandolas del rango de las ocurrencias de cero comunes en las series de
tiempo de conteos. Esto deja un campo abierto a la exploracion del comportamiento de las
metodologias de prondstico en este tipo de datos especificamente.

Métricas de desempeiio de prondstico

De acuerdo con Hyndman y Koehler (2006) si bien muchas medidas de la precisién de
pronostico han sido propuestas, muchas de estas no son aplicables de forma general, pueden
dar valores de infinito o indefinidos y pueden llevar a resultados confusos. Dado que no
existe un consenso en la literatura sobre cual de las medidas disponibles debe usarse de forma
general, Makridakis et al. (2018) proponen una medida a partir del promedio entre el sSMAPE
(Makridakis, 1993) y el MASE (Hyndman & Koehler, 2006) las cuales son dos de las medidas
mas populares para la precisién del prondstico. La primera utiliza errores porcentuales, los
cuales son independientes de la escala y es de facil interpretacién, y la segunda apunta a
corregir problemas potenciales de la anterior medida, como el sesgo (Hyndman & Koehler,
2006), siendo una alternativa con mejores propiedades matematicas. Estas medidas también
fueron encontradas en otros trabajos revisados sobre el prondstico de multiples series de
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tiempo, por ejemplo, en Montero-Manso y Hyndman (2021) se utiliza el MASE y Hewamalage
et al. (2022) presentan tanto el SMAPE como el MASE.

Las férmulas para el cdlculo de las métricas (de forma univariada) son:

9 n+h ‘
SMAPE = - Z

t=n-+1

- l‘< ) 100% (2-19)
Yt)l + [Ya(t)]

1 S YO - Y0

t=n-+1

h LS YO -y @D

MASE = (2-20)

donde Y® es el valor de la serie de tiempo en el momento ¢ y ?n(t) el pronostico del modelo
en dicho momento, A el horizonte de prondstico y n el nimero de observaciones en el conjunto
utilizado para el ajuste.



3. Modelos autorregresivos para series
de tiempo de conteos

Davis et al. (2021) definen los modelos generalizados de espacio-estado como aquellos es-
tablecidos mediante la especificacién de la observacién de la serie de tiempo {Y®} en el
momento ¢ dado un estado del proceso a® y la especificacién de la evolucién del estado
{a®}. Uno de dichos modelos consiste en la generalizacién simple de los modelos lineal y
log-lineal autorregresivos. Fokianos (2012) presenta este modelo para el caso de la distribu-
cién Poisson como el modelo de regresién Poisson para series de tiempo y en Christou y
Fokianos (2015) se habla de los modelos autorregresivos para series de tiempo de conteos,
generalizando a otras distribuciones para enteros no negativos.

El presente Capitulo retoma el modelo presentado en Fokianos (2012) que corresponde a un
modelo autorregresivo para series de tiempo de conteos basado en la distribucion Poisson,
revisa las bases conceptuales del modelo y explica su ajuste y optimizacion de pardmetros
desarrollando un enfoque matricial y aplicando la metodologia del descenso gradiente en el
proceso de optimizacion.

En este trabajo de tesis se utiliza Python como el software de base debido a las ventajas que
ofrece en la implementacién de las aplicaciones de machine learning que se exploraran mas
adelante sobre series de tiempo de conteo. Sin embargo, el modelo autorregresivo Poisson no
estd implementado en este lenguaje, por esta razon, y con el fin de comparar los diferentes
modelos bajo una misma herramienta computacional, se propone un moédulo en Python para
el modelo autorregresivo Poisson. Con un ejemplo de aplicacién se ilustran los resultados del
modulo creado y para evaluar su desempeno, se comparan con los resultados obtenidos
mediante la funcién tsglm de la librerfa tscount Liboschik et al. (2017) en R.

3.1. Regresion Poisson e implementacion en Python

Para facilitar la comprensién de la estructura del modelo autorregresivo Poisson y de su pro-
ceso de estimacion, a continuacion se presenta una breve introduccion al modelo de regresion
Poisson. De acuerdo con Fokianos (2012) la distribucién Poisson es cominmente usada para
modelar la tasa de ocurrencia (o llegada) de eventos aleatorios en un intervalo de tiempo
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fijo. Sea A la media la variable aleatoria ¥ que denota el nimero de llegadas en un periodo
de tiempo fijo. Si Y sigue una distribucién Poisson su funcién de masa de probabilidad esta
dada por

—A)NY
pggﬂD:?QLrlﬂ y=0,1,2, .. (3-1)
y!
con E(Y) = Var(Y) = \. Es importante resaltar que la distribucién Poisson pertenece a la
familia exponencial, definida por las distribuciones de densidad dadas por f(z;8), con 6 un

vector de pardmetros, las cuales pueden ser expresadas como (Fokianos, 2012),

f(z;0) = h(z)exp(0z — b(0)), =€ A, (3-2)

donde A(-) y b(-) son funciones conocidas y A es un subconjunto de los reales.

El modelo general de regresion asume p variables regresoras X, X», ...., X;, observadas junto
a una variable respuesta Y que sigue la distribucién Poisson (Fokianos, 2012). De forma
simple, el modelo puede plantearse como

A\
P(Y|Xy, Xa, ..., X)) = %, es decir Y| Xy, X, ...., X, ~ Poisson(\), (3-3)

con

A= 50 + ZBJ’XJ' = wT/ga con T = (17X17X27 s >Xp)T7 y /6 = (ﬁOaﬁl)ﬁQa cee 76p>T' (3_4>

Jj=1

Sin embargo, el ajuste de este modelo puede conducir a soluciones no apropiadas, dado que
el parametro A debe ser positivo y la anterior ecuaciéon no lo garantiza. Una eleccién més
natural es el modelo log-lineal, dado por

log(A) = Bo + Zﬁjxj, con = (1, X1, Xa,..., X,)", v B= (6o, 61, 52, -, Bp)"" (3-5)

j=1

Tanto el modelo lineal como el log-lineal pertenecen a la clase de los modelos lineales generali-
zados (GLM por su sigla en inglés) los cuales tienen tres componentes (Nelder & Wedderburn,

1972):

» Una componente aleatoria Y que pertenece a la familia exponencial y es tal que E(Y) =
L.

» Una componente sistemética 7.
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» Una funcién de enlace, g(-), la cual debe ser dos veces diferenciable y asocia las dos
componentes anteriores asi: g(p) = 7.

En el caso de los modelos de regresion Poisson, estos elementos corresponden a:

= Componente aleatoria: La variable respuesta Y con
Y|X1,X2, ....,Xp ~ POiSSO?’L(}\) y E(Y‘Xl,XQ, ceeey Xp) = )\(Xl,XQ, ,Xp)

» Componente sistemdtica: n = Gy + > +_, 5 X;.

» Funcién de enlace: n = g(A\) = X para el modelo lineal y nn = g(\) = log(\) para el
log-lineal.

El vector de pardmetros 3 = (8o, B1,--.,0,)7 puede estimarse por el método de minimos
cuadrados generalizados o utilizando un descenso gradiente para estimar los valores que mi-
nimicen la funcién convexa dada por el negativo del logaritmo de la funcién de verosimilitud.

Si bien en Python existen funciones para la estimacién de los modelos de regresion Poisson
en librerias como scikit-learn (Pedregosa et al., 2011) o statsmodels (Seabold & Perktold,
2010), el presente trabajo propone para su estimacién un algoritmo programado también en
Python, basado en la estrategia de optimizacion por el método de descenso gradiente, la
cual sirve posteriormente como base para el procedimiento computacional propuesto en la
implementacion de los modelos autorregresivos Poisson. Esta implementacion preliminar en
la estimacién del modelo de regresién se toma como un referente inicial del funcionamiento
del algoritmo del descenso gradiente programado, utilizando una funcién de costo cuya opti-
mizacién es equivalente a maximizar la verosimilitud, y cuyos resultados pueden compararse
con los obtenidos a través de las librerias de Python previamente mencionadas, con el fin
de comprobar que la rutina de optimizacién implementada funciona adecuadamente antes
de incorporarla en el procedimiento de estimacion de los modelos autorregresivos que son de
interés en esta tesis y para los cuales no existe alguna funcién en Python.

Implementacion en Python

Considere el modelo general de regresion Poisson dado en (3-3) con vector de pardmetros

B v p predictores X;, 7 = 1,2,...,p. Sea un conjunto de n observaciones independientes
(Yi, Tixs Ti2, - - ., Tip), entonces la funcién de verosimilitud para 3 es dada por
“exp (=) AV
L(,B) = H(y—‘), con >\z = E[yi\xﬂ,a:m,...,:cip], (3-6)
i=1 v

luego, el logaritmo de la verosimilitud corresponde a:
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n

log L(B) = > [yi x log Ai = A; — log ()] (3-7)

=1

Particularmente, bajo el modelo log-lineal en (3-5), la anterior ecuacién se convierte en

n

log L(B) = Y _ [y: x (2] B) — exp(a] B) — log(y:!)] - (3-8)
i=1
Sea el vector de respuesta y = (y1,¥s,-..,¥n)’ v la matriz de disefio asociada al modelo de
regresion,
1 X11 . le w{
- 1 X:m X.2p = wg , con @ = (1,24, T, - - ., Tip)-
L Xy o Xy lel

Podemos escribir log L(3) de la siguiente forma,

log L(8) = =C(B) = > _log(yi), (3-9)
donde
C(B) = [exp(a]B) —y: x (x B)]. (3-10)

i=1

Si 3 es el estimador de maxima verosimilitud del vector 3, esto es, el vector 3 que maximiza
a log L(B3), entonces una vez hallado 3, las respuestas estimadas son calculadas como la
estimacion de la respuesta media condicional, es decir, en cada 1,

U = exp(z] B), (3-11)

de modo que el vector de respuestas estimadas corresponde a

exp(z] B)

e
~ exp(z38) .
Y= ) ,con @] = (1,240, %, ..., %), 1 =1,2,...,n.

exp (L 3)
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Ahora bien, observe que 8 que maximiza a log L(3) es también el log L(3) que minimiza
C(B) dado en (3-10). Esta funcién tiene como gradiente respecto a 3 a

86(;_26) = [exp(@i B)z: — yiwi] = X" (exp(XB) — ), (3-12)

=1

donde exp(X 3) es definido como:

exp(x] 3)
exp(X3) = eXP(ivz )

exp(x)B)

A partir de la solucién del sistema de ecuaciones presentado en (3-12) es posible obtener los
estimadores de maxima verosimilitud, ,@ , hallando el valor del vector de parametros que maxi-
mice a C'(3). En el repositorio que contiene las implementaciones de codigo de este trabajo, el
cual es accesible en la URL https://github.com/dbetad5/On_time_series_of counts_forecast,
puede encontrarse una implementacion de esta metodologia que se basa en la optimizacién
de la funcién de verosimilitud mediante un descenso gradiente con el algoritmo Adam (ver
Anexo A) dentro del médulo ”PoissonRegression”. A continuacion, se presenta un ejemplo
de simulacion y la comparacion de los resultados de estimacion obtenidos mediante la imple-
mentacién computacional propuesta versus los obtenidos mediante las funciones disponibles
en las librerias de referencia anteriormente mencionadas, cuyo cédigo puede revisarse en el
notebook ”poisson_regression” del repositorio mencionado.

Aplicacién
Se define arbitrariamente el modelo dado por

y denotamos

exp(z{ B)
. exp(z3 B)
log A = X3, o equivalentemente A = exp(X3) = ) ,
exp(zy, B)
donde B = [1,2,3]", &l = (1,z4,2i2,...,25),a = 1,2,...,n y X es la matriz de disefio

dada por
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1 -)(11 ;X:12
. 1 X21 X22 (3 13)
1 )(nl )<n2

Los valores de las observaciones del predictor X;, denotados z;;, son generados aleatoria-
mente de una distribucién U(0, 1) en tanto que los valores de las observaciones de la segunda
variable, denotados z;2, provienen de una N(0,1). A partir de los valores de los predictores
se generan los valores de las observaciones de la variable respuesta, denotados y;, utilizando
el modelo previamente definido.

Se generan 1000 muestras de tamano n = 1000 y se obtienen los valores ajustados con las
librerias de referencia y la implementacion propia. En la Tabla 3-1 se presentan resultados
para los valores promedios de las estimaciones con los tres algoritmos:

Tabla 3-1.: Valores promedio de las estimaciones de los parametros con los diferentes

algoritmos
Parametro | Scikit learn | Stats models | Mdédulo propio
Bo 1.0840 1.0001 0.9968
51 1.9293 1.9999 2.0007
Bo 2.9830 2.9999 3.0014

Lo que permite observar que en efecto se obtiene una convergencia a los valores reales de los
parametros utilizando la aproximacién propuesta en el médulo creado, con un desempeno
similar a los médulos de referencia.

Por otro lado, la Tabla 3-2 contiene los errores promedio de estimacién obtenidos para los
tres algoritmos, donde para cada parametro j3; el error promedio se calcula como:

1000

(3-14)

_ 1 3

Tabla 3-2.: Valores promedio de los errores de estimacién

Parametro | Scikit learn | Stats models | Médulo propio
Bo 0.8396 0.0001 -0.0032
B4 -0.0707 0.0001 0.0007
B2 -0.0170 0.0001 0.0014
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y las desviaciones estdndar de los errores, que para cada pardmetro [3; se calculan como

1000

1 _
S5, = A| 909 > (Bju— Ey), (3-15)

=1
se pueden observar en la Tabla 3-3

Tabla 3-3.: Desviaciones estandar de los errores de estimacién

Parametro | Scikit learn | Stats models | Mdédulo propio
Bo 0.0374 0.0069 0.0113
51 0.0289 0.0059 0.0079
Ba 0.0129 0.0024 0.0042

De los resultados obtenidos podemos observar que el algoritmo con mejor desempeno, al
presentar tanto un menor error medio como menor desviacion estandar, es el de la libreria
statsmodels, sin embargo el algoritmo del médulo propuesto presenta un desempeno cercano,
superando ambos el rendimiento de la libreria sklearn. Si observamos los histogramas de los
errores en la Figura 3-1 se confirma este comportamiento.

De lo anterior, se concluye que el algoritmo propuesto tiene un rendimiento competitivo frente
a los algoritmos ya existentes en Python, y se pasara a utilizarlo en la implementacién del
modelo Autorregresivo Poisson.

3.2. Autoregresion Poisson

Si bien esta seccién toma su nombre de la metodologia presentada por Fokianos et al. (2009),
el modelo es también introducido como Procesos GARCH para valores enteros (INGARCH
por la sigla en ingles de Integer-values GARCH process) por Ferland et al. (2006), pero
también es trabajado como modelo de regresién Poisson para series de tiempos de conteos en
Fokianos (2012), entre otros trabajos en la literatura. De acuerdo a Gamerman et al. (2016)
estos modelos pertenecen a la categoria del andlisis de series de tiempo de conteos desde
una perspectiva de modelos lineales generalizados y en Davis et al. (2021) se les menciona
como una subclase de los modelos generalizados espacio-estado. En la literatura también se
encuentran modelos de la misma naturaleza basados en otras distribuciones para datos de
conteos (siendo la distribucién binomial negativa la méds comun, ademds de la Poisson) y
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Figura 3-1.: Histogramas de los errores de estimacion en las simulaciones para los parame-

tros Bo, b1y B2

ademds modelos de tipo no lineales (ver Fokianos (2012), Gamerman et al. (2016), entro
otros), sin embargo, en el presente trabajo nos centramos en el modelo lineal y log-lineal
bajo el supuesto de distribucion Poisson.

3.2.1. Modelo lineal

Si asumimos que {Y(t)} denota una serie de tiempo de conteo, llamada “respuesta”, el modelo
estd dado por (Ferland et al., 2006):

p q
YOIFED  Poisson(AY), A =d+ Z a7 4 Z b; YUt >méx(p,q) (3-16)
i=1 j=1

con 0 <Y a;+ 23:1 b; < 1 para garantizar estacionariedad de segundo orden (Ferland
et al. (2006)).



28 3 Modelos autorregresivos para series de tiempo de conteos

Si consideremos el vector de pardmetros 6 = (d,ay,...,ap,,by,...,b,)" la funcién de verosi-
militud condicional (Fokianos (2012)) estd dada por:

L) =T[ - N (3-17)

y se tiene que el logaritmo de la verosimilitud (@) es tal que:

n

1(8) o 3" [YVlog(A(8)) — X (0)] .

t=1

en tanto que el gradiente de [(0) respecto a 6 es un vector de dimensién p+ ¢+ 1 dado por:

% % (7w

1=

OAD(8)
) T (3-18)

8[( )

Si existe una solucién para = 0 tal que [ (0) es maximo, ésta corresponde al estimador

de maxima verosimilitud de 0 que se denota 0.

Matricialmente, el modelo puede expresarse como:

YOIFED  Poisson(AY)  con A\ = (a:(t))TO, (3-19)

donde el vector temporal ® y el vector de pardmetros @, corresponden a

F1 Fd]
/\(tfl) ay

Dl >
Y(tfl) bl
_y(tfq) _bq_

sujeto a 0 < 70 a; + 35 b < 1.

Teniendo en cuenta la verosimilitud condicional dada en (3-17) y partiendo de la ecuacién
del gradiente respecto al vector de parametros 8 de dimensién p+ g+ 1 presentada en (3-18)
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o) K-/ yw oA ()
W:Z<A<t>(0)_1> 00

por la regla de la derivada total (Parr & Howard, 2018) tenemos que la derivada de A®) con

. 0)
respecto a @ es un vector gradiente a,\ate(o) e R*@+at) dado por

o((x")" 6
ax;;w) _ ((wae) ) () 1o

ox®
00’

(3-20)

Teniendo en cuenta que la derivada parcial de ® con respecto a 6 ésta dada por el jacobiano
de dimensiones (p+ ¢+ 1) x (p+ g+ 1) dado por:
o T
NI )
00
Ot
00 00 ’

oT

donde 0 es un vector columna de ceros de dimension p + ¢ + 1, se tiene que

OT
axt—1 (o)
26
o\® (9) :
T (t-p)
50 = (™) —}-[d ap ... a, by ... b ] 8)\6—0(0) ,
T
0
OT
con
oT ] _
aAt=1 (@) 0 0 e 0 0 . 0
00 A=Y oAt~ A=D1y A=
: od da, e dap 96, c.. a5,
aNt=pP) (@) | _—
06 aNE—P)  gr(-P) oxt—P)  gr(t-P) art—») | 7
(g od day o dap b1 T Obq
: 0 0 0 0 0
o L 0 0 0 0 0 |
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luego,
oA ()
naaRun A b S\ (250 ED \ a2 % ot O B % G B I

29 | ]

D =D p FoRNS p =9 P =9 P Nt
[ i=1 %~ 5q i=1 % g, - i=1 4" ga, =1 b gp i=1 %~ g5,
Teniendo en cuenta que A (8) depende de los anteriores p valores, \®=(0) i=1,2,...,p
y de los primeros Y9 j = 1,2 ... ¢ valores, los cuales son desconocidos, el modelo es

definido para t > méax(p, ¢), por tanto, también debe definirse del mismo modo la funcién de
verosimilitud condicional. En el caso del modelo Arima (Dufour, 2008) se toman los primeros
p valores como valores iniciales (reduciendo el nimero de observaciones). En este caso se
toma como valores iniciales las k > max(p, q) observaciones y se reemplazan los primeros
AE0(@) i = 1,2,...,p valores de las tasas por los valores de Y9 j = 1,2 ... p de
modo que el proceso de obtener el estimador de maxima verosimilitud para el vector de
parametros 6 es equivalente al problema de minimizar a

n

> (AD(0) = Y 1og(A(8))), con k = max(p, q), (3-21)

2
2
I
L
5
S~—
I

con gradiente respecto al vector de parametros,

oC(0) & Y® \ oA (0)
00 :;(1_>\<t>(0)) 00 (3-22)

que es equivalente al producto entre la matriz de dimensiones (p+ ¢+ 1) X (n — k) dada por

T T
el producto entre {] (a%@(e)) ey (8/\5_6@) ] y el vector de dimensién (n — k) dado por
T
Y Yy
(0 =5) (%))
o oy 18
Y 4§
LAY Ny :
daq T Oar
oCO) o  on
00l o
by T Oby
A n
R B P
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Las ecuaciones (3-21) y (3-22) se utilizan para la estimacién de los pardmetros del mo-
delo en el médulo creado en Python, que puede hallarse en el repositorio que contie-
ne las implementaciones de cédigo de este trabajo, el cual es accesible en la URL https:
//github.com/dbeta9d5/On_time_series_of_counts_forecast.

3.2.2. Modelo log-lineal

Para este modelo Davis et al. (2021) presentan una generalizacién obtenida al considerar la
funcién del enlace canénica v®) = log(A®), de modo que si Y® denota la serie de tiempo
de conteos, el modelo considerado es

) q
YOIFED  Poisson(AY), W =d+ Z a0 4 Z bjlog(Y9 +1), t>miéx(p,q),

i=1 j=1

donde F® es la historia de proceso {Y(©, ... Y® 1}, es decir, la o0 — algebra F® =
O'(Y(S), v, s < t). Las propiedades del modelo se estudian en Fokianos y Tjgstheim (2011),
entre ellas la condicién necesaria para la ergodicidad, que en el caso p = ¢ = 1, siendo el vector
de pardmetros del modelo el vector tridimensional 8 = (d, a,b)?, estd dada por |a + b| < 1.
Sin embargo, en la revisién bibliografica no se encuentran condiciones de ergodicidad para
el caso de p + ¢ + 1 pardmetros con p > 1, ¢ > 1, donde el vector de parametros esta
dado por @ = (d,ay,...,a,,b1,...,b,)T. Si bien en Liboschik et al. (2017) se introducen

como condiciones [ay|, ..., [ap|, [bil,. .., 10| < 1y |37 a;i + 327, bj| < 1 para el espacio

paramétrico del modelo, las cuales son planteadas como una extension razonable de las
restricciones demostradas para el caso p = ¢ = 1 pero no presentan una prueba formal para
éstas, por lo que no se incluiran dichas restricciones en este caso.

Matricialmente el modelo puede escribirse,

YOIFED © Poisson(AD), A = exp(v¥)), v = (:v(t))TG (3-23)
_ ) - e
(1) a
w(t) — ]/(tfp) 0 — ap
log(Y 1) 4 1) by
log(Y =9 4 1) | by |
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La funcién de verosimilitud condicional para @ dado un valor inicial A(*) = e”m)7 esta dada
por

Loy - [ 2O @) 321)

luego, el logaritmo de la verosimilitud [(0) es tal que:

1(6) o< > (YW og(A(0)) — AD(9)) = Y [YO)(9) — exp (v1(9))] (3-25)
t=1 t=1
El gradiente de [(0) respecto a 6 es el vector 249 ¢ RI*(P+a+1) dado por

n )
=S [0 - exp (r0(6))] 21 (3-26)

Utilizando la notacién presentada en (3-23) se puede obtener que ayg;(e)) es igual a

(t) o ((x®)" 0
ayag(e) B (( ae) ):(a:(t)) L groe®

OHx®

S (3-27)

Teniendo en cuenta que la derivada parcial de ® con respecto a 6 corresponde al jacobiano
de dimensiones (p+ ¢+ 1) x (p+ g+ 1) dado por:

T
ov(t—1)(g)
o0

Hx® _ au<t;z’>(0)
00 83,

oT

donde 0 es un vector columna de zeros de dimensién p + g 4+ 1. Luego,
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OT
wt—1(g)
20
o (e T _
A0 @) S fd ey b b ]|
OT
oT
con
T ] ]
ay(t—l)(g) 0 0 . 0 0 0
00 avt—1  gt-1) = gpt-1 w1
. ad day © T dap by T dbg
ov(t—p) (@ _
ag( L = vt—p)  gu(t—p) ovt—p)  gu(t—p) out—p) | 7
oT ad day “ T dap by T dbg
. 0 0 e 0 0 o 0
O.T 0 0 e 0 0 o 0 ]
entonces, se tiene que,
ov® (0
89( ) =[1 v 0 P fog(YED +1) Lo log(YED +1)] +
Av(t=9 Au(t=9) Au(t=9 Au(t=9 Au(t=9
[ -1 0%y AN R DA da, 1 G e D Bbq ]

Similarmente al caso lineal, podemos expresar el problema de hallar el estimador de maxima
verosimilitud para el vector de pardmetros como el problema de minimizar:

C(6) = —16) = Y (exp(v(6)) = YI)(6)) k= méx(p,q). (3-28)

(3-29)
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) v, 1 ~ T
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a—m e %
e ow
— aTJp e %
s Ovn
by " b
2 % [exp(va(6)) = Vi

Las ecuaciones (3-28) y (3-29) se utilizan para la estimacién de los pardmetros del mo-
delo en el médulo creado en Python que puede hallarse en el repositorio que contie-
ne las implementaciones de cédigo de este trabajo, el cual es accesible en la URL https:
//github.com/dbetad5/On_time_series_of _counts_forecast.

3.2.3. Valores ajustados y prondsticos

Partiendo del hecho de que A® = E[Y®|F(t=1] (Fokianos, 2012), la estimacién de la serie
de tiempo en ¢t debe ser una estimacion de esta media condicional, es decir,

yO O — E[Y(t)|F(t_1)], parat=1,2,...,n, (3-30)

calculada de acuerdo a la estimaciéon del modelo autorregresivo considerado. De forma similar,
se puede definir la funcién de los prondsticos para h periodos después de t = n, es decir, el
pronéstico de la observacién futura Y% como la estimacién de una media condicional,
asi,

Yo (h) = Ap(h) = AT = By (Hh | poo] > 1, (3-31)

es decir, el prondstico de Y ") corresponde a una proyeccién de la respuesta media dada
la historia hasta t = n.

Ahora bien, segin el modelo autorregresivo, las ecuaciones de ajuste y prondstico toman las
siguientes formas:

= Modelo lineal:

Ecuacién de ajuste:
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P q
YO =d+ ) a0+ byt >max(p,q). (3-32)
i=1 Jj=1

Ecuacion de prondstico:

p q
Ya(h) =d+> ada(h—i)+> b Zn(h — j). (3-33)
i=1 j=1
donde
R X(n+h7i) b <
M(h—i)y=47 o =t (3-34)
Vo(h—i), si h>i
y
y (n+h—j) h < i
Zah—j)=94 0 0 "= (3-35)

donde Y, (h — j) es el prondstico para Y (+h=i),

sea T (h) tal que

1
S(h — 1)
Z0(h) = | Ml —p) | (3-36)
_/Z\n(h'_ Q)_

entonces, la ecuacion de prondstico puede escribirse como

-~

Ya(h) = [a(h)]"6.
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= Modelo log-lineal:

Ecuacién de ajuste:

Y® = exp(0®), con

p q
v =d+ Y @™+ blog(Y) +1), ¢ >méx(p,q)
i=1

Jj=1

Ecuacién de prondstico

=

W) = exp@u(h), - Pulh) = d+ D @GWalh =) + Db Zu(h — )

con
- Snth—i)  r b <
Wah—i)=1{" i hst
Vn<h - ])7 Zf h >
y
N . log(Y("Hh=1) +1), if h<j
Zn(h _]) = £ . ) )
log(Yo(h—7)+1), if h>j

donde }A/n(h — ) es el pronéstico para Y (#+h=3),

sea &, (h) tal que

(3-37)

(3-38)

(3-39)

(3-40)

(3-41)
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entonces, la ecuacion de prondstico se puede escribir como
Mn(R) = exp(Pn(h)) = exp <[?ﬁn(h)]T§> . (3-42)

3.2.4. Seleccion de parametros p, g

La implementacién del algoritmo de autoregresién Poisson desarrollada en este trabajo in-
cluye la seleccién automatica del orden de autoregresion del modelo. Para el planteamiento
del algoritmo de seleccién tengamos en cuenta que el modelo INGARCH(p,q) (acorde al
nombre planteado en Ferland et al. (2006)) esta dado por

P q
YOIFED © Poisson(AY), A =d+ Z a N 4 Z b; YDt >méx(p,q)  (3-43)
i=1

j=1
SR e
)\(tfl) aq
W = [\t | 0= |q,], (3-44)
Y(tfl) bl
[yt b,
con 0<% a;+> 7 b <1 en su forma lineal y por
YOIFEY  Poisson(AY),
p . q .
v =d+> a0+ “bilog(YI 1), ¢ > mix(p, q), (3-45)
i=1 j=1

en su forma log-lineal, con

L0 — (mm)T 0,

donde
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_ . - e
L(=1) ay
xlt) = p(t=p) , 0= |a,|, (3-46)
IOg(Y(til) —+ 1) b1
[log(Y=9) 4-1) | | by |

Para la seleccién automatica de los érdenes p, g se propone encontrarlos minimizando una
métrica para el error del prondstico sobre un conjunto de observaciones no usadas en la
estimacion del modelo. Particularmente, se utilizara el error cuadratico medio de prediccién,
definido en la estrategia de la validacién cruzada sobre modelos de series de tiempo basada
en el algoritmo k-fold presentado en Hyndman y Athanasopoulos (2021). En este caso, el
error cuadratico medio o MSE (por su sigla en inglés), para el modelo con érdenes p, g, sobre
h prondésticos después de t = n, es definido por

MSE(p, q

?IH

Z (n+4) _ A ~))27 (3—47)

donde y(™*? es la i-ésima, observacién de prueba que a su vez corresponde a la observacién
ent = n+ 1, en tanto que y,(i) es su prondstico calculado con el modelo ajustado hasta
t=mn.

Esta métrica del MSE se calcula k£ veces al dividir la serie de tiempo en k conjuntos de
entrenamiento y prueba y obtener la métrica en cada caso, como se visualiza en la Figura
3-2, donde se aprecia que la longitud de la muestra usada para el ajuste es la franja azul
(comenzando en ¢t = 1) y la longitud de la franja roja es el tamano de la muestra usada para
la validacién cruzada con las h observaciones siguientes a t = n.

De este modo, se inicia entrenando el modelo con un segmento pequeno de la serie de tiempo
que va desde el inicio hasta un momento ¢, se pronostica para los siguientes h valores y se
calcula el MSE acorde a (3-47). Luego, se expande la muestra de entrenamiento hasta t+h y se
pronostica desde t + h + 1 hasta ¢ 4+ 2h y se continia moviendo el segmento de prueba hasta
llegar a la ultima observacion disponible. Como resultado, se obtienen tantas particiones
como segmentos de h valores puedan acomodarse entre el primer conjunto de entrenamiento
y la ultima observacién. El algoritmo creado en el médulo en Python permite la seleccién
del nimero de particiones que se desea utilizar y estima el valor de A automaticamente a
partir de este. En este trabajo se utilizaron 5 particiones para los ajustes.
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Figura 3-2.: Divisién de una serie de tiempo para validacion cruzada. Fuente: Shrivastava
(2020).

Luego, el MSE medio obtenido por validacién cruzada (que denotaremos CVMSE) se calcula
al promediar todos los MSE para los diferentes conjuntos de prueba,

CVMSE(p,q) =

| =

k
Z MSE(pa q)j7
j=1

donde MSE(p, ¢); es el MSE obtenido para el j-ésimo conjunto de entrenamiento.

Finalmente, para encontrar p,q éptimos, el algoritmo de seleccién los busca como el par
p,q > 0 tales que CVMSE(p, ¢) es minimo.

3.2.5. Implementacion en Python

El cédigo con la implementacién de los modelos autorregresivos Poisson esta disponible en
la URL: https://github.com/dbetad5/On_time series_of counts_forecast, en el médulo deno-
minado “PoissonAutoregression”. En éste, se han aplicado dos logicas diferentes de optimi-
zacion, de acuerdo a si el modelo es lineal o el log-lineal, como se explica a continuacion.

Para el caso lineal, el procedimiento de optimizacién de su verosimilitud condicional debe
garantizar el cumplimiento de la condicion necesaria para la estacionariedad del modelo,
. . p q . .
previamente enunciada como 0 < Y7 | a; + ijl b; < 1. Por ello, aunque el procedimiento
utiliza por defecto un descenso gradiente segin el algoritmo Adam (ver Anexo A), incluye
mensajes de advertencia cuando la solucion a la cual converge no cumple con la condiciéon
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anterior. En este caso, se sugiere el uso de uno de los siguientes algoritmos de optimizacion
restringida, que se encuentran disponibles en Python en la libreria SciPy (Virtanen et al.,
2020), y que pueden invocarse desde el médulo creado en este trabajo. Los algoritmos son
los siguientes:

» Algoritmo de la regién de confianza con restricciones (Trust-Region Constrained Algo-
rithm) el cual estd disefiado para problemas de minimizacién de la forma (Byrd et al.,
1987):

min f(x) sujeto a: ¢ < c(x) < x' <x <z
X

donde las desigualdades entre vectores ! < £ < x* denotan desigualdad elemento a
elemento, y el algoritmo de optimizacién se basa en la soluciéon sucesiva de subpro-
blemas de programaciéon cuadratica con la adicion de una restriccién de frontera de
confianza.

» Algoritmo de programacion de minimos cuadrados secuenciales (Sequential Least Squa-
res Programming Algorithm) el cual es un algoritmo de la familia de métodos de
programacion cuadrética secuencial (Sequential Quadratic Programming), uno de los
métodos mas exitosos para la solucién numérica de problemas de optimizacion no lineal
con restricciones de la forma (Hoppe, 2006):

min(x) sujeto a: h(zx) =0, g(x) <0,

lo cual es alcanzado realizando un proceso iterativo de solucién de problemas de pro-
gramacion no lineal.

Por otro lado, la estimacién del modelo log-lineal se plantea como un problema de optimiza-
cién sin restricciones y por ende no se garantiza su estacionariedad dado que en la revision
bibliogréafica no se encontraron otras condiciones para ello que las propuestas en Liboschik
et al. (2017) como una generalizacién razonable, pero sin proveer una prueba de éstas. Por
ello, el Unico algoritmo que se incluye para este modelo en el médulo creado en Python es
el descenso gradiente mediante el algoritmo Adam.

Como se mencion6 previamente, hasta la fecha no se encuentra en Python implementaciones
de los modelos autorregresivos Poisson, pero si en R, es por esta razén que a continuacion se
tomard como marco de referencia la funcién tsglm de la libreria de R tscount (Liboschik
et al., 2017), con el fin de evaluar el desempeno del médulo en Python propuesto en esta
tesis. Para ello, se presentan los resultados obtenidos al estimar los modelos autorregresivos
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Poisson lineal y log-lineal sobre dos conjuntos de datos disponibles en R, el primero en la
libreria tscount y el segundo en el paquete base. Cabe resaltar que si bien se evalia la
calidad de los ajustes y se realizan analisis de residuos, con el fin de evaluar validez de
algunos supuestos sobre los errores de los modelos aplicados, el objetivo perseguido por el
momento no es determinar cudl es el modelo mas apropiado para cada conjunto de datos,
sino simplemente comparar los resultados del modulo propuesto en Python con los de la
funcién tsglm, aun cuando los modelos probados no son necesariamente los mas adecuados.
Por ello, en primer lugar se prueba con los modelos autorregresivos mas simples, es decir, los
que solo contemplan rezagos de primer orden. Posteriormente, el modelamiento sera refinado
aplicando el algoritmo de seleccién automatica segiin el procedimiento de validacién cruzada
previamente descrito y con el modelo resultante se evalia también la calidad de ajuste y la
validez de supuestos sobre los errores de ajustes.

Cabe resaltar que actualmente el médulo implementado en Python solo permite obtener
estimaciones puntuales de los parametros, asi como estimaciones puntuales para los valores
ajustados y pronosticos de la variable respuesta, pues no se aborda la programacion de la
estimacion de la matriz de varianzas y covarianzas para el vector de parametros estimados,
dado que los modelos de machine learning, como se mencioné anteriormente, al no realizar
ningtin supuesto sobre la forma de la funcién de prondstico ni supuestos estadisticos sobre
los errores de ajuste, no tienen estructuras de varianzas y covarianzas definidas, por lo que
la comparacion que se realiza en este trabajo de tesis solo contempla evaluar la precision del
prondstico puntual con las medidas de calidad de prondstico presentadas en (2-19) y (2-20).

Caso 1: Infecciones de Campylobacter en Canada

En primer lugar, se utilizara el conjunto de datos correspondiente a casos de infecciones
de campylobacter en el norte de la provincia de Quebec (Canada) en intervalos de cuatro
semanas (28 dias), entre enero de 1990 y octubre de 2000, con un total de 140 observaciones,
incluido en el paquete tscount (Liboschik et al., 2017) en el objeto ”campy”. Para este caso,
podemos denotar:

Y® : Nimero de casos de infecciones por campylobacter en el norte de la provincia de
Quebec en un momento ¢.

A continuacion, en la Figura 3-3 se presenta el gréafico de la serie temporal en el panel
superior izquierdo, la tendencia estimada mediante media movil en el panel superior derecho
y la distribucién de los valores de acuerdo al periodo estacional (es decir, el numero de cada
uno de los 13 intervalos de 4 semanas en el ano), panel inferior.
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Figura 3-3.: Graficos de la serie temporal, la tendencia filtrada, y la distribucién por periodo
estacional de los datos de infecciones por campylobacter.

La Figura 3-3 permite apreciar que la serie presenta un cambio de nivel. En cuanto al com-
portamiento estacional, parece existir la repeticiéon de un patron anual donde los promedios
de la serie tienden a aumentar entre el octavo y onceavo periodo y ser particularmente bajos
en el tercero. También se puede apreciar que la serie parece presentar heteroscedasticidad,
con su varianza aumentando a la vez que lo hace la media.

En cuanto a la modelacion, al aproximarse al ajuste de la serie con los modelos simples que
solo consideran rezagos de primer orden, para el caso del modelo lineal, asumimos

Y(t)\F(t’l) ~ Poisson(A(t)), AD = g4 gAY —i—blY(t’l), con d,ay,b; > 0,0 <a;+b <1.

Ajustando con la funcién tsglm en el paquete tscount se obtiene:
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Y® = 2389 +0,2693\("1 40,5183y -1

y utilizando el médulo implementado en Python “PoissonAutorregression”, se obtiene:

Y® = 2293 + 02881\ 40,5191V D),

Apreciandose que en ambos casos se llegan a valores cercanos en la estimacién de los parame-
tros.

Por otro lado, si se toma el caso del modelo log-lineal, se tiene

YOI FEY  Poisson(A?), con AV = exp (l/(t)) y

v =d+ a4 blog(YEY 1), |a+b| < 1,

y en este caso al usar la funcién tsglm en el paquete tscount se obtiene:

YO = exp (79, con 0¥ = 0,2917 + 0,22765 Y + 0,637 log(Y ") + 1),

mientras que utilizando el médulo implementado en Python:

YO = exp (79, con 21V = 0,4043 + 0,24250¢ D 40,5858 log(Y ¢~ 4+ 1).

En las Figuras 3-4 y 3-5 se puede observar el ajuste de los modelos lineal y log-lineal de la
serie de tiempo, mediante la rutina de estimacién en la libreria tscount y mediante la rutina
propuesta en Python, respectivamente. En estas figuras se observa que los valores ajustados
por los modelos lineal y log-lineal son muy similares entre si, tanto con la libreria tscount
como con el médulo creado en Python, ademds, exhiben un patrén de desplazamiento a
la derecha respecto a los valores de la serie observada, lo cual indica carencia de ajuste.
Sin embargo, recuerde que el objetivo no es evaluar en si la calidad de ajuste de estos
modelos, sino determinar si hay grandes diferencias entre los resultados de estimacién de
las rutinas R y del médulo programado en Python. Vemos a través de las figuras 3-4 y
3-5 que los ajustes logrados por ambas rutinas son similares. Por otro lado, comparando
las ecuaciones estimadas, vemos que aun cuando existen diferencias en los valores de los
parametros estimados en cada tipo de modelo, éstas no son muy grandes.
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Figura 3-4.: Numero de casos de infecciones por campylobacter en el norte de la provincia
de Quebec contra valores ajustados con el paquete tscount
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Figura 3-5.: Numero de casos de infecciones por campylobacter en el norte de la provincia
de Quebec contra valores ajustados con médulo implementado
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Para el andlisis del cumplimiento de los supuestos sobre los residuos del ajuste se calculan
como:

20—y _ 50 (3-48)

Es importante senalar que, si bien en la literatura sobre modelos de regresiéon para datos
de conteo, han sido formulados varios tipos de residuos escalados, como los tipo Pearson
(Feng et al., 2020), y particularmente Fokianos (2012) deduce la ecuacién para este tipo de
residuos teniendo en cuenta el modelo autorregresivo Poisson, de forma general su célculo
requiere la aproximacion a la varianza de la variable respuesta estimada, la cual no se tiene
para los modelos de machine learning, por lo cual, a fin de para mantener la homogeneidad
en el andlisis de los residuos de ajuste en los distintos modelos abordados en este trabajo de
tesis, se opta por utilizar los residuos simples presentados en (3-48).

En los gréaficos de residuos del ajuste a lo largo de este trabajo se calculan las bandas de
variabilidad a dos desviaciones estandar muestral que permiten analizar mas facilmente el
supuesto de varianza constante y verificar que solo algunas observaciones atipicas superan
dichos limites (del orden del 5% bajo una aproximacién a la normalidad).

Para analizar el cumplimiento de supuestos de los errores del modelo lineal ajustado con el
paquete tscount, en primer lugar, en la Figura 3-6 se presentan los gréaficos de los residuos
del ajuste versus el tiempo y versus los valores ajustados, asi como la ACF obtenida a partir
de estos, con el fin de evaluar el cumplimiento de los supuestos de que los errores de ajuste
son una sucesion de variables incorrelacionadas de media cero y varianza constante. En esta
puede observarse que, si bien en el grafico de autocorrelaciones se muestra una caida réapida
en las correlaciones, se observan cortes en los rezagos 12 y 13 que presentan evidencia contra
del supuesto de independencia de los errores de ajuste. Por otro lado, el grafico de la serie
de residuales contra el tiempo parece presentar un patrén de tipo estacional que habla de
problemas de ajuste y parecen existir problemas en el cumplimiento del supuesto de varianza
constante. Ademads, en el grafico de los residuos versus el tiempo es claro que existe carencia
de ajuste debido al corrimiento por debajo de cero en la media de los residuos, hasta ¢ < 80,
lo cual es consecuencia de la carencia de ajuste que se detecta al observar la grafica de ajuste
y presenta evidencia contra el supuesto de media cero.

Por otro lado, en cuanto al modelo estimado con el médulo propuesto en Python se presentan
los gréaficos de los residuos del ajuste versus el tiempo y versus los valores ajustados y la
ACF obtenida con los residuos del ajuste en la Figura 3-7, donde se puede observar que los
resultados son muy similares a los obtenidos con el modelo ajustado con la libreria tscount
en R y las conclusiones sobre estas graficas son las mismas que las establecidas con la Figura
3-6
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Figura 3-6.:

Graficos para el anélisis de supuestos de los errores para el modelo lineal ajus-
tado en R
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Para el analisis del cumplimiento de supuestos de los errores del modelo log-lineal obtenido
con el paquete tscount se presentan los gréaficos, ya enunciados en los modelos anteriores,
en la Figura 3-8, y para el modelo log-lineal obtenido con el médulo propuesto en Python
se presenta la Figura 3-9.

En las Figuras 3-8 y 3-9 se puede observar que nuevamente el comportamiento es muy
similar tanto en el modelo implementado en R como en Python, ademas, las conclusiones
alcanzadas también son muy similares con respecto al modelo lineal.

Como métrica para comparar el ajuste de los modelos se utiliza el error cuadréatico medio. Si
bien su ecuacién es similar a la presentada en (3-47) para el error de prondstico, el MSE de
ajuste no penalizado por grados de libertad se calcula dentro de la muestra de ajuste como

1
) = ) _ 75(t))2
MSE(y,y) = ~ > (" -5, (3-49)
t=1
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Figura 3-8.: Graficos para el andlisis de supuestos de los errores para el modelo log-lineal
ajustado en R
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Figura 3-9.: Graficos para el andlisis de supuestos de los errores para el modelo log-lineal
ajustado en Python

Aplicando la ecuacién (3-49) se obtiene el MSE de ajuste para los diferentes modelos, pre-
sentados en la Tabla 3-4

Tabla 3-4.: MSE de ajuste para los modelos trabajados.

Modelo lineal | Modelo log-lineal
Implementacién tscount | 31.32525 31.23778
Implementacién propia | 30.66945 30.90294

Resultados que apuntan a que comparado con la funcién R tsglm de la libreria tscount el
modulo propuesto presenta un desempeno similar y que el ajuste parece estar bien imple-
mentado en el médulo propuesto en Python.

Para modelos mas complejos, donde p, ¢ toman valores superiores a 1, se puede aprovechar el
algoritmo de seleccién automatica previamente descrito en la seccion 3.2.4 para la seleccién
de los valores de p y ¢. Particularmente, sobre el conjunto de datos del ntimero de casos de
infecciones por campylobacter se obtienen p = 8 y ¢ = 13, es decir, el modelo

YOIPED ~ Poisson(A?),  con A = exp (v1V), donde,
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8 13
vV =d+ Z a9 + Z b; log(Y =9 1),

i=1 j=1

y al ajustarlo con la funcién tsglm en el paquete tscount se obtiene un MSE de 23,7204,
mientras que al ajustar utilizando la implementacién propuesta en Python se obtiene un
MSE de 16,1408. En la Figura 3-10 se presentan los graficos del ajuste del modelo propuesto,
donde se observa una mejor aproximacion a la serie, aunque existen ciertas diferencias entre
los ajustes obtenidos con la funcién R tsglm versus el médulo propuesto en Python.

—— Valores reales
—— Modulo en Python
— funcién tscount

50
|

40

30
|

numero de casos

10

Time

Figura 3-10.: Gréficos del ajuste del modelo estimado por validaciéon cruzada usando el
modulo creado en Python y la funcién del paquete tscount.

Para el modelo ajustado en R, en la Figura 3-11 se presentan los graficos para el analisis
de los supuestos de que los errores de ajuste son secuencias de variables aleatorias incorrela-
cionadas de media cero y varianza constante. En el grafico de autocorrelacién muestral, se
observa que para ningin orden de autocorrelacién, se encuentra evidencia de significancia
estadistica. Por otro lado, no existe patrones temporales en el grafico de residuales contra
el tiempo, sin embargo, se observa un corrimiento de la media de los residuos por debajo
de cero para t < 80, es decir, todavia hay carencia de ajuste y mayor varianza después dé
t = 80.
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Figura 3-11.: Graficos para el analisis de supuestos de los errores para el modelo obtenido
por validaciéon cruzada ajustado en R

Por otro lado, para el modelo ajustado en Python con el médulo programado, se presentan
los graficos observados en la Figura 3-12 para la validacién de supuestos de que los errores de
ajuste donde se observa en el grafico de autocorrelacion muestral que las autocorrelaciones
segun el rezago varian sin un patréon particular alrededor de cero y son estadisticamente no
significativas, exceptuando en los rezagos de orden 7 y 13, sin embargo, en estos dos casos es
posible que esté ocurriendo error tipo I a causa de la influencia de los residuos extremos que
claramente son observados en las graficas. Por otro lado, las conclusiones sobre los graficos
de residuos son similares a las ya anotadas respecto a los residuos del ajuste con la funciéon
tsglm. Cabe resaltar que los problemas de ajuste y la varianza no constante eran de esperar,
dado el cambio de nivel y heterocedasticidad de la serie de tiempo.

Lo anterior apunta, nuevamente, a un desempeno similar en el ajuste entre el moédulo pro-
puesto en Python y la funcién R tsglm de la libreria tscount.
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Figura 3-12.: Graficos para el analisis de supuestos de los errores para el modelo obtenido
por validacién cruzada ajustado en Python

Caso 2: Muertes de conductores en Gran Bretana

Este conjunto de datos correspondiente a la serie mensual del total de conductores muertos
en Gran Bretana entre enero de 1969 y diciembre de 1984 esta incluido en la instalacién
bésica del software estadistico R (R Core Team, 2023) como la variable “DriversKilled” en
el conjunto de datos “Seatbelts”. En este caso, denotamos:

Y® . Total de conductores muertos en Gran Bretafia en un momento t.

En la Figura 3-13 se presenta la serie en el panel superior izquierdo, una estimacion de su
tendencia en el panel superior derecho, la estimacién de la funcién periodograma sobre la
serie diferenciada en el panel inferior izquierdo y la distribucion de los valores de acuerdo
al mes del ano calendario, panel inferior derecho. De estas graficas es claro que la serie
observada presenta tendencia por su cambio de nivel en el intervalo de tiempo observado, y
un comportamiento estacional por la repeticion de un patrén anual en el cual la serie tiende
en promedio a aumentar de septiembre a diciembre respeto a los niveles registrados de enero



a agosto. Ademds, el periodograma construido sobre la diferencia regular de orden 1 (para
estabilizar el nivel), muestra que por lo menos en dos de las frecuencias Fourier de la forma
F; = j/12, con j = 1,2,3,4,5,6, resaltadas con las lineas verticales de color rojo, existen
componentes periddicas con las cuales la serie presenta asociacion que puede ser significativa,
més especificamente, en las frecuencias 1/12 (fenémeno estacional de periodo 12 meses) y
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1/6 (fenémeno estacional de periodo 6 meses).
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Figura 3-13

Al seguir una estructura de modelacion analoga al ejemplo anterior, inicialmente se considera
el modelo lineal con rezagos de primer orden. Al ajustar con la funcién tsglm en el paquete

Serie observada
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Time

Periodograma
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y la distribucion de los valores de acuerdo al mes, para los datos del niimero

conductores muertos.

tscount se obiene:

decompose(Seatbelts[, 1])$trend
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. Gréficos de la serie temporal y la estimacion de la tendencia, el periodograma
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YO = 4.6289 + 55734210 22D 40,6246y D

y utilizando el médulo implementado en Python, la ecuaciéon ajustada corresponde a

Y® = 48,4732 — 0,1108A D 1+ 0,7166Y V.

En cuanto al modelo log-lineal, al estimar mediante la funcién tsglm en el paquete tscount
se obtiene:

YO = exp (79, con DV = 2,184 — 0,16415¢ + 0,7099 log(Y ¢~ + 1),

y utilizando el médulo implementado en Python:

YO = exp (00, con 7V = 2,08 — 0,14315¢) +0,7107 log(Y ¢~ + 1)

En las Figuras 3-14 y 3-15 se puede observar la serie y sus diferentes ajustes mediante los
modelos lineal y log-lineal con las rutinas de estimacion de la funcion tsglm y el algoritmo
desarrollado en Python. Al igual que se observo sobre los datos del ejemplo anterior, los
ajustes con ambos modelos lineal y log lineal son muy cercanos uno de otro, pero con carencia
de ajuste al presentar valores con cierto retardo respecto a la serie observada, ademas, no
logran seguir los valores més altos y més bajos en cada ano debido a que estos modelos
no estan captando los cambios de nivel que presenta la serie. Sin embargo, en cuanto al
desempeno del médulo propuesto, nuevamente se observa que logra un desempeno muy
similar en el ajuste al de la funcién de tsglm.
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Figura 3-14.: Total de conductores muertos en Gran Bretana y sus ajustes mediante mo-
delos lineal y log-lineal con el paquete tscount.
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Figura 3-15.: Total de conductores muertos en Gran Bretana y sus ajustes mediante mo-
delos lineal y log-lineal con médulo implementado en Python.
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En cuanto al analisis de supuestos sobre los errores de ajuste mediante los residuos, calculados
segin (3-48), para el ajuste del modelo lineal obtenido con el paquete tscount se presentan
en la Figura 3-16 los graficos de los residuos del ajuste versus el tiempo y versus los valores
ajustados, asi como la ACF obtenida a partir de estos. En estas graficas se puede observar que
existen autocorrelaciones de orden 11,12 y 13 significativas y a ademas en la serie de residuos
se percibe patron de tipo estacional y que parece existir una leve tendencia descendente en
los residuos, consecuencia del cambio de nivel que el modelo no logra seguir. Por otro lado,
no parece haber evidencia contra el supuesto de varianza constante
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Figura 3-16.: Gréficos para el andlisis de supuestos de los errores para el modelo lineal
ajustado en R

Para el ajuste del modelo lineal obtenido con el médulo propuesto en Python, los graficos
para la validacién de los supuestos de los errores se presentan en la Figura 3-17, y, al
igual que en el ajuste anterior, los residuos presentan un patron estacional y correlaciones
significativas de orden 11, 12 y 13, una leve tendencia descendente por el cambio de nivel de
la serie y varianza constante.

Pasando al analisis del cumplimiento de supuestos de los errores del modelo log-lineal, se
presentan los graficos para la validacién de los supuestos de los errores del modelo obtenido
al ajustar con el paquete tscount en la Figura 3-18 y los del modelo obtenido al ajustar con
el médulo propuesto en Python en la Figura 3-19. Como puede observarse, los patrones en
estas figuras son similares a los observados en los ajustes presentados con el modelo lineal,
presentandose nuevamente correlaciones significativas de orden 11, 12 y 13 y un patrén
estacional en la serie de los residuales, asi como una leve tendencia descendente producto
del cambio de nivel de la serie que no logran capturar los modelos ajustados, pero sin existir
evidencia contra el supuesto de varianza constante.
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Figura 3-17.: Graficos para el analisis de supuestos de los errores para el modelo lineal

ajustado en Python
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Figura 3-18.: Gréficos para el anélisis de supuestos de los errores para el modelo log-lineal

ajustado en R
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Figura 3-19.: Graficos para el andlisis de supuestos de los errores para el modelo log-lineal
ajustado en Python

Una medida global de ajuste es calculada usando el error cuadratico medio de ajuste, pre-
sentado en (3-49), y se obtienen los resultados presentados en la Tabla 3-5.

Tabla 3-5.: MSE de ajuste para los modelos trabajados.
Modelo lineal
388.3806
384.4242

Modelo log-lineal
380.3249
379.3494

Implementacién tscount

Implementacion propia

Como se observa en la Tabla 3-5, la calidad del ajuste de los modelos usando el algoritmo
propuesto en Python presenta cifras de error un poco menores, particularmente en el ajuste
del modelo lineal, que el ajuste obtenido con la funcién tsglm de la libreria tscount de
R. Teniendo en cuenta que en términos de los analisis sobre residuos, los resultados fueron
los mismos para el médulo propuesto respecto a los resultados obtenidos con el paquete de
referencia en R, se puede concluir que el desempeno del mdédulo propuesto es competitivo
para la estimacién de los modelos de primer orden, lo que en primera instancia apunta
a que puede utilizarse esta rutina de ajuste en la posterior comparacion de los modelos
autorregresivos con los modelos que se implementaran mas adelante en machine learning
(ver Capitulo 6).
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Usando el método de seleccion automaética de érdenes de p y g para el modelo log-lineal,
utilizando el médulo propuesto en Python, se obtuvieron p =1 y ¢ = 12 como los mejores
valores para minimizar el CVMSE obtenido en la validacion cruzada, definida previamente
en la seccion 3.2.4, de forma que la ecuacion del modelo es:

YOIFED  Poisson(AY),  con AY = exp (V(t)), donde,

12
v =d+ a4 Z b log(Y*=9) +1).

J=1

Al ajustar el modelo con los érdenes seleccionados con la funcién tsglm en el paquete
tscount se obtiene un MSE de ajuste de 277,5208, mientras que al ajustar utilizando la
implementacién propuesta en Python se obtiene un MSE de ajuste de 250,79. En la Figura
3-20 se presentan los graficos del ajuste de los modelos ajustados, donde se puede apreciar
que si bien los ajustes resultan mejores que con los modelos previamente ajustados, existen
problemas en el ajuste dado el cambio de nivel con caida de la serie, que los ajustes no
logran acompanar. Ademas, los valores mas altos y mas bajos observados no logran ser
ajustados en general, precisamente porque la serie tiene una tendencia que los modelos no
estan considerando.

(=)

S -

2 — Valores reales

- ‘ — Modulo en Python
‘ — funcidn tscount

8 ( } i ’

- I ’ ] ;

- | M A AT

. Aty " ’I * l

numero de casos

1

120
|
==
e
—::L__ _

1\

(]
o - i
[l
o |
[1a]
o |
w
T T T T
1970 1975 1980 1985
Time

Figura 3-20.: Gréficos del ajuste del modelo estimado por validaciéon cruzada usando el
moédulo creado en Python y la funciéon del paquete tscount.
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La Figura 3-21 exhibe los residuos del ajuste y la ACF estimada, para diagnosticar supuestos
sobre los errores del modelo, cuando es ajustado con la funcién tsglm de la libreria tscount
y en la Figura 3-22 se presentan los mismos para el modelo ajustado usando el médulo pro-
puesto en Python. Puede observarse que para ambos casos no se detectan autocorrelaciones
significativas y, junto con las graficas de residuales, se concluye que no hay evidencia fuerte
en contra de los supuestos de independencia y varianza constante sobre los errores de ajuste
del modelo resultante del algoritmo de seleccién automatica implementando en el moédulo
propuesto en Python. Sin embargo, se observa una leve tendencia en los residuos versus el
tiempo a causa del no ajuste en el cambio de nivel de la serie no explicados por el modelo
propuesto.

Estos ejemplos ilustran el desempeno del modulo propuesto en Python para este trabajo
para realizar el ajuste del modelo Autorregresivo Poisson, resultando incluso mejores las
métricas de ajuste respecto al paquete de referencia tscount en R, particularmente cuando
es mayor el nimero de parametros en los modelos. El uso de médulo propuesto tiene, ademaés,
la ventaja de permitir seleccionar de forma automatica los érdenes de autorregresion. Si bien,
una comparacion rigurosa que evalie criterios de informacion u otras medidas de ajuste puede
arrojar mas informacién en torno al desempeno de la funcion tsglm en relacién con el médulo
propuesto, esto escapa al objetivo de este trabajo y con la revision realizada se logré validar
el funcionamiento del algoritmo propuesto para su uso en la comparacion con otros modelos
que seran explorados en el Capitulo 6 de este trabajo.
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Figura 3-21.: Gréficos para el andlisis de supuestos de los errores para el modelo obtenido
por validacion cruzada ajustado en R
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por validacién cruzada ajustado en Python



4. Pronostico de series de tiempo con
redes neuronales

De acuerdo con Zhang et al. (2021) el Machine Learning (o aprendizaje automético, como
ha sido traducido al espanol en la literatura) es el estudio de los algoritmos que pueden
aprender de la experiencia. A medida que los algoritmos acumulan experiencia, tipicamente
en la forma de datos observacionales o interacciones con el ambiente, su desempeno mejora.
Particularmente el deep learning (DL), o aprendizaje profundo, es un campo particular del
Machine Learning que estd generando innovaciones en areas tan diversas como la vision
computacional, el procesamiento del lenguaje natural y los servicios de salud y esta basado
en el concepto de las redes neuronales, o neural networks (NN) por su nombre en inglés.

En su curso sobre redes neuronales Ng et al. (2023) describen una neurona como un operador
simple que realiza un ajuste matematico y una red neuronal como miltiples neuronas apila-
das. Los conceptos que preceden a estos modelos se remontan a los afios de 1940s cuando la
arquitectura temprana de la neurona computacional fue introducida por McCulloch y Pitts
(1943). Sin embargo, el algoritmo de propagacién hacia atras (back propagation), que es
clave en la forma actual del cémputo de las NN hoy en dia, solo fue descrito hasta 1970 en
una tesis de maestria y se utilizé en aplicaciones especificas de NN en 1981 (Schmidhuber,
2015). Para la entrada del nuevo milenio, las NN profundas finalmente atrajeron la atencién
al lograr rendimientos superiores a métodos alternativos de machine learning en multiples
aplicaciones importantes. De hecho, desde 2009, las NN supervisadas profundas han ganado
multiples competencias oficiales de reconocimiento de patrones (Schmidhuber, 2015).

Con el rapido crecimiento de los modelos de DL, el nimero de trabajos de investigacién en
el prondstico de series de tiempo utilizando este tipo de modelos ha aumentado significati-
vamente. Los modelos profundos han mostrado un excelente desempeno no solo en tareas de
pronostico, sino también en tareas de aprendizaje, donde representaciones abstractas pueden
extraerse y transferirse a otras tareas, como lo son la clasificacion y la deteccion de anomalias
(Wen et al., 2023). Para el afio 2017 las redes neuronales recurrentes (RNN), particularmente
aquellas con nodos de memoria larga de corto plazo (LSTM por la sigla de su nombre en
inglés long short-term memory) y nodos de unidad de compuerta recurrentes (GRU por la
sigla de su nombre en inglés Gated Recurrent Unit) se habian establecido como el estado del
arte para el modelamiento secuencial (Vaswani et al., 2017), sin embargo en Vaswani et al.
(2017) se introduce la arquitectura de los Transformers, modelo de DL que ha alcanzado
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gran ¢éxito en multiples aplicaciones como el procesamiento de lenguaje natural, la visién
computacional, el reconocimiento del habla y mas recientemente las series de tiempo, al
beneficiarse de los mecanismos de atencién que pueden aprender de manera automadtica las
conexiones entre elementos en una secuencia (Nie et al., 2023).

Este trabajo parte desde los modelos de regresion, especificamente la regresién Poisson, co-
mo un caso particular del modelo de red neuronal. El modelo se presenta con los elementos
clasicos de los modelos del deep learning, para facilitar la comprension de los grafos compu-
tacionales y los algoritmos de propagacion hacia adelante y hacia atras. Se muestra también
cémo los supuestos estadisticos sobre la variable respuesta pueden capturarse con la funcién
de pérdida del modelo y que las variaciones del modelo (como la forma log-lineal), se captu-
ran en la funcién de activacion. A partir de lo anterior, se generaliza el modelo para llegar
a la estructura matemadtica de las redes neuronales clésicas (Perceptrén multicapa). Cabe
resaltar que la estructura de presentacion del modelo de las redes neuronales presentada
en este capitulo estd inspirada en la presentada en Zhang et al. (2021) y Ng et al. (2023),
sin embargo, en este trabajo se han adaptado los supuestos distribucionales para variables
aleatorias discretas con distribucién Poisson y se ha desarrollado nuevamente la presentacion
de conceptos a partir de este cambio.

Posteriormente, se pasa a los modelos enfocados en datos secuenciales y se toma como base
los modelos estado-espaciales para pasar a la generalidad de las RNN con nodos LSTM.
Luego, se presentan ejemplos de uso de estos iltimos modelos, los cuales se compararan con
el modelo autorregresivo presentado en el Capitulo 3 y el modelo basado en el Transformer
que se presenta en el Capitulo 5. Si bien el modelo Transformer es una red neuronal, se
explora por separado dada la complejidad de esta arquitectura.

4.1. Regresion Poisson con un enfoque de redes
neuronales

Si bien los modelos de redes neuronales pueden contener estructuras computacionales com-
plejas con un ntmero de parametros implicados en la modelacién del orden de millones, la
idea de su funcionamiento siempre es utilizar datos de entrada para ajustar un resultado. Una
forma de facilitar el entendimiento de estos modelos es partir de la estructura més simple de
la relacion entre un conjunto de covariables o datos de entrada y una variable respuesta, esto
es, el modelo de regresiéon. Particularmente, esta seccion presenta el equivalente del modelo
de regresiéon Poisson como una red neuronal, evidenciando que al ser las redes neuronales
modelos del tipo no lineal generalizado, el caso lineal de la regresion es un caso particular.
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Considere de nuevo el modelo de regresion Poisson en su forma log-lineal, presentado en
el capitulo anterior en las ecuaciones (3-1) y (3-3). A continuacién, se introducen algunos
cambios en la notacién para aproximar el problema desde la perspectiva de redes neuronales,
utilizando la nomenclatura tipica en deep learning. Como mencionan Zhang et al. (2021), en
el caso de los modelos de regresién asumimos una relaciéon entre unas variables independien-
tes, dadas por el vector ¢ € RP = [X}, X, ..., X,]T, y un objetivo y, que permite expresar
la esperanza condicional E[Y|x] como una suma ponderada de las variables en @, siendo
el objetivo del modelo el describir como transformar las variables independientes en una
estimacion de la variable respuesta, que denotamos ¢. Si ademas utilizamos la notacién de w
(por la inicial de peso en inglés ”weight”) para los coeficientes de las variables independientes
en la ecuacién y la notacién b (por la inicial de sesgo en inglés "biass”) para el intercepto
de la funcion de regresion, el valor ajustado por el modelo, dados un conjunto de variables
independientes y de parametros, esta dado por:

P
§=\=exp (Z w; X + b) : (4-1)

Jj=1

Cabe resaltar que en este caso no se utiliza la notacién de parametros ajustados, w;,b, ya
que la ecuacién de la estimaciéon ¢, de la variable respuesta, esta definida para cualquier
conjunto de parametros, no solo para valores que se ajusten a unos supuestos paramétricos.

Si igualamos la componente sistémica a una variable z (que llamaremos funcién afin) y

recolectando todas las variables independientes en el vector € R? = [X, X,..., X,]7 vy
todos los pesos en el vector w € RP = [wy, ws, ..., w,|" tenemos:
z=axTw+b. (4-2)

Para expresar la informacién de entrada correspondiente al conjunto de m observaciones
muestrales (o ejemplos como es comun llamarlas en la bibliografia del deep learning) se
utiliza la notacion A € R™*P que hace alusién a “activacion”, concepto que se profundizara
mas adelante. De este modo, para una colecciéon de variables independientes A, el vector
z € R" = [21, 2, ... 2,)7 que contiene el valor de la funcién afin para cada ejemplo muestral
puede expresarse como:

z=Aw+b (4-3)

Esta diferencia en la nomenclatura se introduce, ya que en la matriz de disefio X € R™»*®+1)
introducida en el capitulo anterior, se incluye un vector de unos como primera columna,
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asociada al intercepto, mientras que la matriz de datos de entrada A en los modelos del
presente capitulo, solo contiene las observaciones de cada variable. De este modo:

1 11 ... T1p 11 ... Tip
R T Tpl - Ty
donde 1,, € R™*! es el vector de unos [1,1,...,1]%.

En la ecuacién (4-3) debe entenderse que la adicion del escalar b corresponde a una notacion
simplificada de la operacién elemento a elemento entre vectores (Parr & Howard, 2018) al
sumar a cada elemento del vector Aw el sesgo b, de modo que con b = 1,b, por tanto (4-3)
es equivalente a escribir Aw + b (ver anexo B). Finalmente, se llega a la funcién log de
verosimilitud especificada en (3-8).

Si hacemos g(z) = exp (z), que corresponde a la funcién que llamaremos “funcién de acti-
vacion”, el vector de las estimaciones de la variable respuesta puede escribirse asi:

g=9(z)=|"."]. (4-4)
9(2n)

Este proceso de hallar la estimacion ¢, a partir del conjunto de datos de entrada y los valores
de los pardametros, lo llamaremos ”forward pass” (paso hacia adelante).

Por otro lado, la funcién de pérdida involucrada en el aprendizaje del modelo corresponde a
aquella previamente definida en (3-10), pero en este caso, la notacién que usaremos la expresa
como una funcion del valor ajustado por el modelo y de la variable respuesta observada en
cada ejemplo muestral, ya que dicha funcién mide el error entre estos dos valores,

(i, yi) = i — log §i X yi. (4-5)

Para medir la calidad del modelo sobre el conjunto de datos completo de n ejemplos mues-
trales, simplemente se promedian las pérdidas en el conjunto de entrenamiento en la que
denominaremos la funcién de costo:

n

J(9.y) = %ZC(@',%) = %Z [3/&) —y x log(g)(i))] : (4-6)

=1 i=1
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Teniendo en cuenta que los valores de g dependen de los pardmetros (w,b) y los de y son
observados, podemos escribir la funcién de costo en términos de los parametros, es decir
J(w,b), y el “entrenamiento” del modelo, entonces, se refiere a encontrar los valores (w, l;),
como los valores de los parametros (w, b) que minimicen la pérdida total en todos los ejemplos
del conjunto de entrenamiento.

(w,b) = argmin  J(w, b).

w,b

Segun Zeng et al. (2022), el descenso gradiente es la técnica utilizada para optimizar casi
todos los modelos de deep learning y consiste en reducir de forma iterativa una métrica de
error, dada por la funcién de pérdida, al actualizar los parametros en la direccion en que
disminuye dicha funcién de forma incremental (Ver anexo A). La aplicacién utilizada en el
capitulo anterior del descenso gradiente calcula el promedio de las pérdidas en todos los
ejemplos del conjunto de datos y es la forma mas simple del método. Sin embargo, en la
practica, esto puede resultar sumamente lento, pues implica pasar sobre todo el conjunto de
datos antes de realizar cada actualizacion.

Otra alternativa a considerar es utilizar un tnico ejemplo muestral a la vez para realizar
la actualizaciéon de los pardmetros con el gradiente. En este caso es usado el algoritmo del
descenso del gradiente estocastico (SGD por su sigla en inglés). Sin embargo, este método
presenta algunos inconvenientes computacionales y estadisticos (Zhang et al., 2021).

Una solucién a los problemas hallados en las dos alternativas anteriores, es seleccionar una
estrategia intermedia: tomar mini-lotes (minibatch) de observaciones. Una buena estrategia
empirica es la seleccion de un tamano de lote en potencias de 2, entre 32 y 256 (Zhang et
al., 2021). Esto conduce al descenso gradiente estocastico de minilotes (minibatch stochastic
gradient descent o MSGD). En su forma més bésica, en cada iteracién ¢ se selecciona aleato-
riamente un lote K; con un nimero fijo |K| de ejemplos de entrenamiento. Luego, se calcula
el gradiente de la pérdida promedio en el lote respecto a los parametros del modelo. Estos
valores de los gradientes se utilizan para actualizar los valores de los parametros y completar
un paso del descenso gradiente segin la metodologia que se esté utilizando (ver Anexo A).

Cémo se mencioné anteriormente, llamaremos paso hacia adelante (forward pass) al proceso
de obtener las salidas del modelo y calcular la funcién de costo. Por otro lado, llamaremos
paso hacia atrds (backward pass) al proceso de partir de la funcién de pérdida y calcular los
gradientes respecto a los pardametros del modelo. Para ilustrar este proceso y la nomenclatura,
en la Figura 4-1 se presenta el grafo computacional del modelo, que se complementara a
medida que se incorporen elementos para el calculo del barckward pass:
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w,b

>z —y=9gz)—JO3,y) =]Jw,b)

Figura 4-1.: Grafo computacional del modelo de regresion log-lineal Poisson. Fuente: Ela-
boracién propia

Sean cy(7,y) = %%y) y ¢5(9,y) el operador elemento a elemento (ver Anexo B) dado por,

. . X R T
cs(3.¥) = legWr.mn) (U2, m2) - cg(Yns Yn)] (4-7)
y g'(z) a la operacién elemento a elemento (ver Anexo B):

/ / / / T
gz =[d(x) d(=) .. gd)] . (4-8)

entonces las derivadas parciales para obtener el gradiente de la funciéon de costo con respecto
a los pardmetros, cuyo calculo se presenta en el Anexo C, estan dadas por las ecuaciones (4-9)
y (4-10) donde ® denota el producto uno a uno entre vectores, también llamado producto
Hadamard (ver Anexo B):

aoJ o1l . ,

gw A 7B Y) 07 (4-9)
aJ . ,

o5 = Sum (ECQ(y,y) ©g (z)) : (4-10)

donde sum(u) representa la suma de los valores componentes de su argumento vectorial w.

Particularmente, en el caso de la regresiéon Poisson log-lineal, tenemos que:

9(2) = exp(z) — ¢'(2) = exp(2),

luego,
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g'(z) = [exp(zl) exp(z9) ... exp(zn)}T

y con

c(9,y) =9 —ylog(y) — cy(9,y) =1 —

<

se sigue que,

s =[(1-2) (-2) - (-p)]

y reemplazando en (4-9) y (4-10), se obtiene,

Ty Tor ... x| |€xp(z)(l— %)
oJ 1 1 |12 ZToo ... Tno| |exp(z2)(1—2£)
w AT —cy(9Y ’ = Y2

Lip L2p -+ Tnp eXp(Zn)(l — %—Z)

%:mm(%m@wGEQQZiﬁéG@@W—%o-

Puede evidenciarse en el grafo computacional de la Figura 4-2 que este proceso de calculo de
las derivadas con respecto a los parametros corresponde a “propagar” hacia atras los valores
desde el calculo de la funcién de pérdida hasta los gradientes de los parametros.

w,b

- - .z >y = g(2)—J(3.,y) = J(w,b)
9] 9 9
aw 9z ay
9
ob

Figura 4-2.: Grafo computacional del modelo de regresién log-lineal Poisson con propaga-
cién hacia atras. Fuente: Elaboracién propia
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Finalmente, el ajuste del modelo de regresiéon Poisson como red neuronal requiere aplicar
estos pasos para el cdlculo de los gradientes y la actualizacion de los pardametros para cada
subconjunto de datos A{¥}, correspondiente al lote, en lugar de todo el conjunto de datos
A, para la aplicacién del MSGD previamente descrito. Asi, si se toman lotes de m ejemplos
muestrales seleccionados aleatoriamente del conjunto A, se tendran en total K = [ ] lotes.
La completacién un paso por todo el conjunto de datos, es decir, los K lotes, realizando
actualizaciones de los parametros mediante descenso del gradiente, se le conoce como una
época.

El algoritmo para el ajuste del modelo con enfoque de redes neuronales es un proceso con
dos ciclos. En primer lugar, se repite la actualizacion de los parametros para un determinado
nimero de épocas, e internamente, se repite para cada uno de los lotes en el conjunto de
datos. Asi, el algoritmo con E épocas es:

Inicializar w, b
Repetir E veces:

para k de 1 a K:
2 = Al + b
g = g(21+h

exp(z1)(1 — z—i)

a7 exp(z2)(1 — )

o0 = wc(By) 0g'(x) = §

Y2

expl(zn) (1 - )

aJ aJ
2 (AWNT
ow A
01 _ 1y 07
ob " ozik}
: oJ o0J , . .
actualizar w, b usando —, — segtn algoritmo de descenso gradiente usado.

ow’ Ob

Como referente computacional, en el repositorio que contiene las implementaciones de codigo
de este trabajo, el cual es accesible en la URL https://github.com/dbeta95/On_time series_
of _counts_forecast, se encuentra el cédigo de la implementacion del modelo de regresién
Poisson como red neuronal utilizando la libreria Tensorflow (Martin Abadi et al., 2015).
Esta implementacion estd consignada en el notebook “poisson_regression_as n” y muestra
los resultados de la estimacion de parametros de la regresién cuando se aplica como red
neuronal, los cuales son comparados con las estimaciones obtenidas en el Capitulo previo.
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Los datos simulados corresponden al modelo de regresiéon Poisson log-lineal presentado en la
Seccién 3.1, ecuacién (3-5), con B = [1,2,3]7 y & = [1, X1, X5] v la matriz de disefio es tal
como se definié en (3-13). Los valores de X se generan de una distribucién uniforme en el
intervalo [0, 1) y los valores de X, de una normal estandar.

Tal y como se presento en el experimento del capitulo anterior, se generan 1000 simulaciones
de muestras de tamano n = 1000 y se obtienen los valores ajustados con las librerias scikit-
learn (Pedregosa et al., 2011) y statsmodels (Seabold & Perktold, 2010) en Python, y
con la implementacion propia para la regresiéon Poisson. Luego, se obtienen los valores de
los parametros estimados utilizando una red neuronal. La Tabla 4-1 permite comparar los
valores promedios de las estimaciones de los parametros obtenidos con los cuatro algoritmos:

Tabla 4-1.: Valores promedio de las estimaciones de los pardmetros con los diferentes

algoritmos
Parametro | Scikit learn | Stats models | M6dulo propio | Red neuronal
Bo 1.0833 1.0002 0.9970 1.0148
51 1.9303 1.9999 2.0004 1.9896
Ba 2.9830 2.9999 3.0014 2.9970

Estos resultados evidencian que los valores medios, estimados por la red neuronal, en efecto
convergen a los valores reales de los pardametros y que el uso de este algoritmo se desempena
tan bien como los paquetes de referencia en Python para la regresién Poisson.

Por otro lado, al calcular los errores promedio de estimacion para los cuatro algoritmos
utilizando (3-14), se obtienen los resultados presentados en la Tabla 4-2 y al calcular las
desviaciones de los errores de estimacién utilizando (3-15) se obtienen los resultados presen-

tados en la Tabla 4-3

Tabla 4-2.: Valores promedio de los errores de estimacién

Parametro | Scikit learn | Stats models | Médulo propio | Red neuronal
Bo 0.0833 0.0002 -0.0030 0.0148
b1 -0.0697 -0.0001 0.0004 -0.0104
Ba -0.0170 -0.0001 0.0014 -0.0029
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Tabla 4-3.: Desviaciones estandar de los errores de estimacion

Parametro | Scikit learn | Stats models | M6dulo propio | Red neuronal
Bo 0.0365 0.0070 0.0106 0.0788
B 0.0285 0.0057 0.0098 0.0698
Ba 0.0124 0.0023 0.0047 0.0149

Se observa que las estimaciones de los parametros con la red neuronal tuvieron un error
promedio mayor y mas variabilidad que el médulo propio implementado para la regresién
Poisson y Stats models para el nimero de épocas con las que se ajusté (300). Si observamos
los histogramas de los errores de estimacién en la Figura 4-3 se confirma este comporta-

miento.
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Figura 4-3.: Histogramas de los errores de estimacion en las simulaciones para los parame-

tros By, 81y Ba
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De lo anterior se concluye que, si bien la red neuronal tiene un sesgo mayor en la estimacion
de los pardametros y una mayor dispersiéon que la presentada por los ajustes con la libreria
statsmodels y el médulo propuesto en este trabajo en Python para la regresion Poisson, el
sesgo obtenido no es muy grande, como tampoco parece serlo la variabilidad de las estima-
ciones, y el ajuste tiene una calidad aceptable. Sin embargo, la complejidad computacional
resulta muy elevada y el desempeno, aunque similar, es menor al de otras librerias, por lo
que no resulta recomendable como alternativa a la regresiéon. Sin embargo, el modelo de
redes neuronales permite generalizaciones sobre la relacién entre las covariables y la variable
respuesta lo cual justifica su uso en casos mas complejos y para los cuales se introduce la
estructura de la siguiente seccién.

4.2. EIl perceptron multicapa

El perceptrén multicapa es el nombre que recibe la red neuronal profunda con la arquitec-
tura mas simple (Zhang et al., 2021) y consiste de multiples capas de neuronas o nodos
completamente conectados con aquellos de la capa anterior y la capa siguiente. Para ilustrar
este concepto sé inicia retomando el grafo computacional presentado para el modelo de re-
gresion Poisson con algunos ajustes notacionales para la generalizacion del modelo, tal como
se observa en la Figura 4-4.

Capa de entrada Capa oculta

Capa de salida

>y >]3,y) =](w,b)

Figura 4-4.: Grafo computacional del modelo de regresion log-lineal Poisson. Fuente: Ela-
boracién propia

En este caso comenzamos a utilizar la notacién de capas, en donde la capa de entrada se
refiere al ingreso de los valores observados en la red y la capa de salida a la estimacién del
modelo. Las capas ocultas corresponden a apilar multiples neuronas o nodos, donde un nodo
es la unidad computacional que recibe como insumo las salidas de la capa anterior y calcula
un valor de salida que llamaremos activacién (Zhang et al., 2021).
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En el caso del grafo en la Figura 4-4, la capa oculta tiene una tnica neurona que realiza el
calculo,

altl = gl (A% + ), (4-11)

donde, se tiene que gll(2) es la operacién elemento a elemento

gtz = | (1-12)
g[l](zn)

teniendo en cuenta que en este caso ¢!l hace referencia a la funcién de activacién de la primera
capa oculta, que para el caso del modelo de regresién Poisson log-lineal es gl'(z) = exp (z).
El concepto de funciones de activacion se refiere a operadores diferenciables (o cuya derivada
pueda hallarse por tramos) que transforman entradas en salidas, anadiendo no-linealidad, de
modo que se evite que el resultado de la red sea equivalente a una tinica funcién lineal (Zhang
et al., 2021), ya que aplicar transformaciones lineales consecutivamente es equivalente a una
unica transformacion lineal. Algunas funciones de activacién comunmente utilizadas en deep
learning son:

= ReLU: Su nombre proviene de rectified linear unit y provee una transformaciéon no
lineal simple dada por:

@) = {‘” 20 (). (4-13)
0 s <0

= Funcion sigmoide: Transforma entradas en el dominio de los reales a salidas en el
intervalo (0, 1) y estd dada por:

flx) = : (4-14)

= Funcién Tanh: la funciéon tangente hiperbdlica, transforma las entradas de los reales al
intervalo (—1,1) y estda dada por:

fa) =S (4-15)
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De forma general, podemos definir el calculo de una activacién para una neurona en la -
ésima capa oculta para todos los ejemplos muestrales (con tamano de lote m = n para el
caso en que se utiliza como entrada el conjunto muestral completo, tal como se vio en el
modelo de regresiéon como red neuronal) como:

alll = g[l](A[l—llw[l} + b[l]), (4-16)
que por facilidad computacional, suele introducirse una variable intermedia zM, llamada
funcion afin, de modo que el cémputo se realiza como:

2 = Al 11 Tuego al!l = gll(21), (4-17)

y A=Y corresponde a la matriz de activaciones de la capa anterior. La definicién de la matriz
de activaciones para una determinada capa esta dada por:

M0 U

ayl di ... ab
A[llz[a[l” al Gl =™ e (4-18)
ah al o alh,

(2
J
j-ésima neurona en la [-ésima capa. Para el calculo de cada activacion se utilizan como
(1]
J
que se asigna en la j-ésima neurona de la [-ésima capa, a cada una de las n — 1 activaciones

donde a;' corresponde al vector de las n observaciones muestrales de la activacion de la

parametros el vector de pesos w' y el sesgo bl¥, donde cada vector de pesos contiene el peso

de la (I — 1)-ésima capa, luego:

W =1 7| (4-19)

wnl_ll

y definiendo la matriz W como la matriz de todos los vectores de pesos de las n; neuronas
de la [-ésima capa y bl como el vector fila de los sesgos, tenemos:

W11 Wi2 e Win,

Wil ) ] =]

- : : : (4_2())

Wrpy_y1 Wny_y2 -0 Wpyny
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bl = 1 Bl Bl (4-21)

Luego, podemos expresar el paso hacia adelante (Zhang et al., 2021), es decir, el cdlculo de

la activacién de la [-ésima, capa como:

zU = Al-Uwl 1,68 donde 1,, € R™!, (4-22)
donde,
Al — gl Z1), (4-23)

con gl!1(Z1) la matriz resultante de aplicar la funcién de activacién g/ a cada uno de los

elementos de la matriz ZM, conservando la dimensién de esta tltima.

A partir de estas ecuaciones se puede realizar el proceso de forward propagation (o propaga-
cién hacia adelante de la red neuronal) cuyo grafo computacional se presenta en la Figura

4-5:

Capa de entrada Capas ocultas Capa de salida

A

Al-1] Alll

Alol

U U
o eee 2
= =

X11
Xn1

wil pl1l wli-1 pl-1] il plll wil-1 plL-1]
Figura 4-5.: Grafo computacional del perceptron multicapa. Fuente: Elaboracién propia

La propagacioén hacia adelante permite obtener las matrices ZM de variables intermedias y de
activaciones A para todas las capas, asi como el valor estimado por el modelo Y € R
(de forma general para una salida multivariada o § € R™! en el caso univariado) el cual
es equivalente a la salida de la dltima capa, es decir, AFl. A partir del valor estimado por
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el modelo y la matriz de observaciones de la variable de interés puede calcularse la pérdida
J (f’, Y) = %Z?:l c(9i, yi). Este proceso depende del conjunto de pardmetros del modelo,
dados por las matrices de pesos W y los vectores de sesgos bl de cada capa, que se
denotard © = {(WH b)YV =1,2,... L}. El proceso de entrenamiento o ajuste consiste

en hallar el conjunto de pardametros ®* que minimicen la funcién de pérdida, es decir:
©* = argmin  J(Y,Y).
e

Tal y como se mencioné en la seccion anterior, para hallar estos valores de los parametros
se utilizara el descenso gradiente estocastico por lotes, lo que requiere para su actualizacion
hallar la derivada de la funcién de pérdida respecto a cada uno de los parametros, para lo
cual se utiliza el método de back propagation o propagacion hacia atras que recorre de forma
inversa la estructura computacional de la red neuronal desde la capa de salida hasta la de
entrada de acuerdo a la regla de la cadena (Zhang et al., 2021).

Los céalculos realizados para obtener los gradientes dados en (4-9) y (4-10) pueden ser ge-
neralizados para obtener las cuatro ecuaciones fundamentales de la propagacion hacia atras
(Nielsen, 2015):

oJ 1 ~
5 = —Co(@:y) © g"() (4-24)
0. 0J ,
oz — (az[z+1] (W[l+1])T> ® gl (2l"), (4-25)
oJ —anT 0J
0J Y
250 — (1) AUk (4-27)

y al repetir de forma recursiva este procedimiento se pueden obtener los Jacobianos de la

funcion de pérdida respecto a las matrices de pesos R los gradientes respecto a los

0
oWl
vectores de sesgos BT para las L capas de la red neuronal, que se denotaran por el conjunto

oJ 0J . ., . .
00 = {(W, m) Vi=1,2,...,L¢. La inclusién del calculo de los gradientes lleva
al grafo computacional que se observa en la Figura 4-6.
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Capa de entrada Capas ocultas Capa de salida
A

wl pll wl-1 pli-1] wlll pli wlit-1] plt-1] wltl pltl

9 o 9 8y aj 9 _ ¥ 9 9
aAlol 9z1] 9All-21 [gzll-1] 9AlL-21 [gzIL-1] galL-11 [gzIL] 9y

aj aj a
awhl awlL- WLl
aj aj aj
apl1l apli-1 ablL-1] ablL!

Figura 4-6.: Grafo computacional del perceptréon multicapa con propagacion hacia atras.
Fuente: Elaboraciéon propia.

Tal como se mencioné en el caso del ajuste de la regresién Poisson como red neuronal, para
el perceptréon multicapa se utiliza el descenso gradiente estocastico por lotes, de modo que el
algoritmo utilizando K lotes para el entrenamiento del modelo por E épocas es desarrollado
asi:

Inicializar ® = {(WH b))y =1,2,... 1}
Repetir E veces:

para k de 1 a B:

Aplicar la propagacién hacia adelante para calcular las matrices de variables
intermedias ZUUF} v de activaciones AU*} para las L capas.

Aplicar la propagacién hacia atras para calcular

oJ 0oJ

Actualizar ® usando 9O segin algoritmo de descenso gradiente usado.
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Donde ZH{k}t ¢ Rmxm y AWk} ¢ R™*™ denotan, respectivamente, las matrices de funcio-

nes afines y de activaciones para el b-ésimo lote de tamano m.

En este caso, para presentar un ejemplo de la comparacion entre el perceptrén multicapa
y el modelo de regresiéon Poisson, se incluye en el repositorio disponible en la URL https:
//github.com/dbeta95/On_time_series_of _counts_forecast en el notebook
“nn_vs_poisson_regression” donde se utilizan ambos modelos sobre los datos del conteo total
de bicicletas que cruzan los puentes de la ciudad de Nueva York (of Transportation, 2017).
Este conjunto de datos contiene informacién publica de 214 observaciones del conteo del
total diario de ciclistas que cruzan los puentes de Brooklyn, Manhattan, Williamsburg y
Queensboro, junto con la informacién de las temperaturas minima y maxima del dia en que
se realizé el conteo, asi como el indice de precipitacion.

En la Figura 4-7 se exhiben la serie temporal de los datos del conteo de bicicletas, donde
se puede evidenciar que en el intervalo de tiempo observado, la serie muestra una varianza
constante, pero presenta un cambio de nivel, por otro lado, en la Figura 4-8 se presenta
la distribucion del conteo de bicicletas respecto a los meses y los dias de la semana, lo que
muestra que existe un efecto del mes sobre el conteo de bicicletas y un comportamiento
periodico en los dias de la semana, donde se observa una reduccion en el conteo de bicicletas
los fines de semana.

5000 1

4000 1

3000 + k& W

ZOOO-K

1000 1

0_

Apr May Jun Jul Aug Sep Oct
2017
Date

Figura 4-7.. Conteo total de bicicletas que cruzan los puentes de la ciudad de Nueva York
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Figura 4-8.: Box plots del conteo total de bicicletas que cruzan los puentes de la ciudad de
Nueva York discriminado por mes y dia de la semana

Para la modelacion se consideran las siguientes variables:
Y : conteo total de bicicletas que cruzan los puentes de la ciudad de Nueva York,

la cual se relaciona con las variables:

= X : Temperatura maxima en el dia.

s X, : Temperatura minima en el dia.

= X, : Indice de precipitacion.

= X, : Mes al que corresponde la observacion.
s X5 : Dia de la semana.

» Xj : Fecha (dia en el mes) de la observacién.

Para el ajuste de los modelos se utilizé un total de 171 observaciones, y se dejan 43 obser-
vaciones para evaluar las predicciones de modelos. El primer modelo a considerar es el de
la regresion Poisson con variable respuesta y predictores previamente descritos, implemen-
tada computacionalmente como una red neuronal y obteniendo la estimacién de pardmetros
mediante el descenso gradiente, tal como se plantea en la Seccién 4.1.

Por otro lado, para el segundo modelo se seleccioné una red neuronal con 4 capas en total
(3 ocultas y la capa de salida) las cuales tienen las siguientes caracteristicas:
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Primera capa con 8 nodos y funcion de activacién ReLU

Segunda capa con 16 nodos y funcién de activacion ReLLU

Cuarta capa con 16 nodos y funcién de activacion ReLLU

Capa de salida con 1 nodo y funcién de activacion exponencial

Ademéds, la funcién de pérdida utilizada corresponde a la ecuacién (3-28), asumiendo una
distribucion Poisson para la variable respuesta.

Al ajustar a los datos los modelos mencionados, se obtienen los resultados presentados en la
Tabla 4-4 para el MSE de ajuste, calculado segtn:

n

MSE(y.§) = - > (5 — )% (1-28)

=1

con y; la i-esima observacién de la variable respuesta y 7; el valor ajustado por el modelo
dado él i-ésimo vector de observaciones x; = [x;1, T2, T3, Tia, Tis, Tig|-

Tabla 4-4.: MSE de ajuste para los modelos trabajados

Regression Poisson (como NN) | Perceptrén multicapa
MSE 335079.97 257442.28

Por otro lado, en la Figura 4-9 se presenta el grafico de los valores reales del conteo de ciclistas
versus valores ajustados por ambos modelos dentro del conjunto de datos de entrenamiento
y en la Figura 4-10 se presentan los graficos de los residuos del ajuste, calculados segin
(3-48), versus el tiempo y versus los valores ajustados.

Si bien en la Figura 4-9 parecen apreciarse un buen ajuste de ambos modelos, especialmente
del perceptrén multicapa (lo que confirma el resultado del MSE de ajuste presentado en la
tabla 4-4), en la Figura 4-10 se observan patrones en los residuos de ambos modelos que algo
de carencia de ajuste pero no conduce a una violacién fuerte del supuesto de media cero para
los errores de ajuste, aunque son menos marcados para el caso del perceptrén multicapa. Por
otro lado, para ambos modelos no se observa evidencia fuerte contra el supuesto de varianza
constante.



80 4 Pronéstico de series de tiempo con redes neuronales

Fitted versus actual bicyclist counts
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Figura 4-9.: Valores ajustados contra reales del total de ciclistas
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Figura 4-10.: Graficos de residuales para el modelo de regresién Possion (arriba) y el modelo
de perceptrén multicapa (abajo)
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En cuanto a los valores predichos por los modelos para el conjunto de evaluacién, presentados
en la Figura 4-11 junto a los valores reales, donde se observa que los prondsticos se aproximan
relativamente bien a los valores reales sin sesgos sistematicos o tendencias a dar valores
siempre mayores o reales que los reales, siendo un poco mas preciso el perceptrén multicapa.
Este resultado se confirma al calcular el MSE de prediccién, el cual se calcula con la féormula
presentada en (4-28), con la salvedad de que las observaciones corresponden al conjunto de
evaluacion, y cuyos resultados se presentan en la Tabla 4-5.

Tabla 4-5.: MSE de prediccién para los modelos trabajados

Regressiéon Poisson (como NN) | Perceptrén multicapa
MSE 304356.48 297900.96

Predicted versus actual bicyclist counts
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Figura 4-11.: Valores predichos contra reales del total de ciclistas

Con los anteriores resultados se concluye que si bien no se encuentra en el analisis de residuos
una gran diferencia entre los dos modelos, en cuanto a la precisién del ajuste y del prondstico
parece mejor el modelo del perceptréon multicapa que el modelo de regresion Poisson como
NN. Sin embargo, cabe tener en cuenta que el perceptron multicapa requiere de un esfuerzo
superior en la selecciéon de hiperparametros como el nimero de capas, los nodos en estas
capas y las funciones de activacién, asi como tiempos computacionales mayores para el
entrenamiento de multiples épocas conservando los pesos que mejor desempeno presentan
a través de las épocas, factores a tener en cuenta para casos como éste donde dada la
limitada cantidad de datos, no hay una diferencia muy notoria en el desempenio de ambos
modelos, por lo que pueden existir casos para los que recurrir al ajuste con este método no
sea recomendable. Si bien este trabajo no explora en profundidad la comparacién entre el
modelo de regresion y el perceptréon multicapa y sus casos de uso, en futuras comparaciones
entre el modelo autorregresivo y el basado en redes neuronales, se volvera sobre este punto.
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4.3. Modelamiento secuencial: Redes Neuronales
Recurrentes (RNN)

Las Redes neuronales recurrentes (o RNN por su sigla en inglés) son una familia de redes
neuronales para el procesamiento de datos secuenciales y pueden escalar a secuencias mucho
mas largas de lo que seria préactico trabajar arquitecturas que no tienen un diseno adecuado
para secuencias de gran longitud (Goodfellow et al., 2016). Las RNN capturan las dindmicas
de las secuencias via conexiones recurrentes (Zhang et al., 2021), que pueden entenderse
como ciclos en los nodos de las redes que permiten compartir parametros entre diferentes
partes de un modelo. Estas redes se desenvuelven a través de los pasos de tiempo (o los
pasos de una secuencia) utilizando los mismos pardametros para cada paso, de modo que la
arquitectura aplicada en la red es ahora aplicada al input correspondiente a cada paso de
tiempo.

Para visualizar la idea de la red desenvuelta a través de los pasos de tiempo, comencemos
por simplificar la representacién de un perceptrén multicapa como se observa en la Figura
4-12. Alli, el bloque de las capas ocultas corresponde a las distintas capas de la red con
los respectivos parametros que se emplean en el calculo de las activaciones. Para el caso de
las RNN, como se observa en la Figura 4-13, se tiene un input para cada paso de tiempo
de la secuencia, de longitud T}, y este input pasa por las capas ocultas y arroja una salida
para cada elemento de la secuencia utilizando los mismos parametros. Las conexiones que se
observan entre las capas ocultas a través del tiempo corresponden a las conexiones recurrentes
que permiten capturar las dinamicas de la secuencia.

Las RNN se han convertido en herramientas préacticas con grandes resultados en tareas co-
mo el reconocimiento de escritura, traduccion automética y reconocimiento de diagnosticos
médicos. Si bien recientemente han cedido un terreno considerable a los modelos Transfor-
mers, las RNN se han convertido en el modelo por defecto para el manejo de secuencias
complejas en deep learning, y contintian vigentes hasta el dia de hoy en el modelamiento
secuencial (Zhang et al., 2021). La presente Seccién explora la estructura matematica del
modelo de las RNN, las celdas LSTM para la actualizacion de los estados y se presentan
ejemplos de su implementacion, sin embargo, el detalle del calculo de los gradientes mediante
la propagacion hacia atras no se presentard en esta y Futuras secciones. Si bien en fuentes
como Goodfellow et al. (2016) o Zhang et al. (2021) puede consultarse la propagacién hacia
atras para este tipo de modelos, las plataformas de software orientadas a la construccion
de modelos de deep learning normalmente incluyen algoritmos de diferenciacién automati-
ca, (Zhang et al., 2021) permitiendo centrar la atencién del desarrollo en la generacién del
modelo, sin preocuparse por la obtencion de los gradientes.
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Figura 4-12.: Representacién simplificada de una red neuronal. En este caso se presenta un
perceptron multicapa. Fuente: Elaboracion propia
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Figura 4-13.: Representacién del funcionamiento bésico de una red neuronal recurrente.
Fuente: Elaboracién propia
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4.3.1. Redes Neuronales Recurrentes

Como se vio anteriormente, los grafos computacionales pueden utilizarse para formalizar la
estructura de un conjunto de calculos, como aquellos involucrados en la obtencion de las
salidas de una red neuronal y de la funcion de pérdida a partir de las entradas y pardametros
(Goodfellow et al., 2016). Para entender el modelamiento de las RNN, en esta Seccién se
explicard la idea de un grafo computacional con una estructura repetitiva, normalmente
correspondiente a una cadena de eventos, lo que resulta en los parametros compartidos a
través de la estructura de la red.

En los sistemas dindmicos clasicos (Goodfellow et al., 2016) se tiene el estado del sistema en
el momento ¢:

SO = (54D, ), (4-29)

que en muchos modelos de redes neuronales recurrentes es transformado en

hO = f(RD,2®:9), (4-30)

donde la variable h representa el estado de las capas ocultas (hidden units) y el vector &®
los datos de entrada en el momento .

La anterior ecuacién puede entenderse desde la perspectiva de los modelos estado espaciales,
en los cuales existe un estado de interés latente o no observable, que evoluciona a lo largo
del tiempo (Fearnhead, 2011). El estado s® permite describir la estructura del modelo para
la variable observada a lo largo del tiempo, y®, como:

RO (W .yt (R A ~ P(ROREY | 9), (4-31)

YOHD ...y D), (b, . R} ~ PEOIRO, ), (4-32)

donde © corresponde a los pardametros del modelo y se tiene el supuesto de que cada obser-
vacion en el momento t solo depende del estado oculto. Sin embargo, como se observa en la
ecuacién (4-30), el modelo se generaliza de modo que el estado depende también de varia-
bles de entrada £® (que pueden ser los valores de la secuencia en el paso inmediatamente
anterior).
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Las RNN son redes neuronales con estados ocultos (Zhang et al., 2021) que al ser entrenadas
para desempenar una tarea que requiere realizar prondsticos del futuro basados en el pasado,
“aprenden” a utilizar a h*) como un resumen de los aspectos relevantes para la tarea de todas
las observaciones pasadas de la secuencia hasta el momento ¢t. Un grafo computacional de esta
estructura de calculos se muestra en la Figura 4-14, donde los recuadros azules representan
las capas ocultas de la red.

h®

A

(t-1)
hes— OO0 - O o h Y00 -0 o
f f f

OO0 O g——h®

x(t_l) x(t) x(t+1)
Figura 4-14.: Grafo computacional representando el cdlculo recurrente del estado oculto.
Fuente: Elaboracién propia

Podemos plantear la estructura de las RNN a partir del modelo de la red neuronal incluyendo
el cadlculo recurrente de los estados ocultos. Como se vio en las definiciones para el perceptrén
multicapa, las entradas a la red normalmente se dan por lotes, y en este caso se parte del
lote de datos de entrada A[M®) ¢ R™*P en el momento ¢ (con m el nimero de ejemplos en
cada lote), que por simplificacién denotaremos como A®. Asi, para un lote con m ejemplos,
cada fila de A® corresponde a un ejemplo en el momento ¢ de la secuencia. Por facilidad,
se inicia con el caso de una unica capa oculta, cuya salida en el momento ¢t denotamos
con H® € R™ siendo u el niimero de nodos (o unidades). Recuerde que en el caso del
perceptrén multicapa se tiene la ecuacion (4-17) para el calculo de la activacién de una capa,
la cual toma por entradas la activacién de la capa anterior (o de las entradas del modelo en
la primera capa oculta). En el caso de las RNN el célculo de las salidas de la capa oculta
en el momento t (que corresponde al estado oculto) incluye la informacién de la salida de la
capa oculta en el momento anterior, ¢t — 1, ademas de la activacién de la capa anterior en el
momento ¢, es decir:

HY = g,(AOW,;,, + H*YW,,;, + by,), (4-33)

donde Wy, € RP*" es la matriz de los pesos de las entradas sobre la salida de la capa oculta
en el momento t, Wh;, € R**" es la matriz de pesos de la salida de la capa oculta en el
momento ¢ — 1, sobre la salida de la capa oculta en el momento ¢, by, € R™" el vector de
sesgos de las unidades de la capa oculta y g; denota la funcion de activacion para obtener
la salida de la capa oculta.

La relacién entre las salidas de las capas ocultas de tiempos adyacentes, H® y H®-1)
captura y retiene la informacion histérica hasta el momento de tiempo actual, es decir, el
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estado o memoria de la red, por lo que a la salida de la capa oculta se le llama estado
oculto. Desde que el estado oculto repite el calculo del paso anterior en cada paso de tiempo,
se vuelve un calculo recurrente y las capas que los ejecutan reciben el nombre de capas
recurrentes (Zhang et al., 2021).

Si bien existen muchas formas de construir las RNNs, el estado oculto definido en (4-33) es
muy comun. En cuanto al calculo de la salida en el momento t, Y® ¢ R™*" donde n, es
el nimero de variables del vector de salida (n, > 1 en el caso de multiples series de tiempo),
su calculo es similar al de la salida en el perceptron multicapa, es decir,

Y® =g, (HOW,, +b,), (4-34)

con Wp,, € R*"" la matriz de pesos del estado oculto sobre la salida del modelo en el
momento ¢ y b, € R el vector de sesgos.

La Figura 4-15 presenta el grafo computacional del calculo de esta estructura de RNN.
Si bien la arquitectura presentada parece tener la restriccion de que el nimero de pasos
de tiempo de las entradas y las salidas debe ser igual, es posible manipular la capa final,
donde se calcula el output, para generar un nimero diferente de pasos de tiempo. Diferentes
arquitecturas y estrategias para las RNN se pueden encontrar en Goodfellow et al. (2016) y
Zhang et al. (2021).
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Figura 4-15.: Grafo computacional representando el cédlculo de las salidas en una RNN.
Fuente: Elaboracién propia
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4.3.2. Memoria Larga de Corto Plazo (LSTM)

De acuerdo con Goodfellow et al. (2016) los modelos de secuencias més efectivos en aplicacio-
nes practicas con RNNs son llamados modelos con compuertas (gated RNN), incluyendo los
modelos de memoria larga de corto plazo o LSTM por su sigla en inglés (Long Short-Term
Memory).

Las RNN con compuertas se basan en la idea de crear caminos a través del tiempo, resultando
la LSTM en una de las primeras y mas exitosas técnicas para solucionar el problema de
los gradientes que se desvanecen o explotan (Zhang et al., 2021), casos en los cuales o se
generan gradientes demasiado pequenos que impiden la actualizacion de los pardmetros o
valores demasiado grandes que generan la divergencia del algoritmo de optimizacion. Los
modelos LSTM son similares a las RNN estandar vistas en la seccién anterior, pero las capas
ocultas usuales son remplazados por “celdas de memoria” que contienen un estado interno. El
término “memoria larga de corto plazo” significa que aun cuando las RNN estandar poseen
una “memoria de largo plazo” en la forma de los pesos, debido a que estos cambian lentamente
durante el entrenamiento, también tienen una “memoria de corto plazo” en la forma de las
activaciones pasadas de un nodo al siguiente. Sin embargo, el modelo LSTM introduce un
tipo de almacenamiento intermedio con la celda de memoria, que es una unidad compuesta,
construida de nodos méds simples y conexiones, con la idea de acumular informacién sobre
un largo periodo de tiempo, pero manteniendo la opcion de “olvidar” el estado una vez que
la informacién ha sido utilizada (Goodfellow et al., 2016).

4.3.3. Celda de memoria con compuertas

De acuerdo con Zhang et al. (2021) las celdas de memoria con compuertas (o gated memory
cells) constituyen la diferencia fundamental entre el modelo béasico de RNN y el LSTM. Estas
celdas cuentan con un estado interno y compuertas multiplicativas que cumplen las funciones
de:

» Determinar si una entrada deberfa impactar o no el estado interno (llamada compuerta
de entrada o input gate).

» Determinar si el estado interno deberia ser llevado a 0 (compuerta de olvido o forget
fate).

= Determinar si el estado interno de una unidad deberia poder impactar la salida de la
celda (compuerta de salida u output gate).

Estas compuertas funcionan como mecanismos para determinar cuando un estado oculto
deberia ser actualizado o reiniciado. Estos mecanismos se aprenden con el entrenamiento de
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la red. Para comprender la estructura de las celdas del modelo LSTM y la forma en que se
incluyen las compuertas, se presentara el calculo, los diferentes elementos que la componen
y se adicionara al diagrama de la celda

De forma similar a las capas ocultas de las RNN, las celdas del modelo LSTM reciben las
entradas en el momento t y el estado oculto del momento anterior, t — 1, como se muestra en
la Figura 4-16. Dentro de la celda los valores de las compuertas de entrada, olvido y salida
se calculan a partir de capas densas (el tipo de capas que componen el perceptrén multicapa)
con una funcién de activacién sigmoide (usualmente denotada o) que hace que los valores de
éstas estén en el rango (0,1). Si se denota la compuerta de entrada como I¥) € R™** 1a de
olvido como F® € R™ % y la de salida como O® € R™* en el momento ¢, éstas pueden
calcularse como:

I® = o(ADW,; + H*DW),; + b;), (4-35)
FO = g(AOW,; + H YW, ; + by), (4-36)
0W = a(AVW,, + H"DWo +b,), (4-37)

donde Wy, Wagp, We, € RPX son matrices de pesos de las entradas en el momento ¢ sobre
las respectivas compuertas; W, Why, Wh, € R** son matrices de pesos de la salida de
la capa oculta en el momento ¢ — 1 sobre las respectivas compuertas y b;, by, b, € RV** son
sesgos de las compuertas y o(-) denota a la funcién de activacién sigmoide presentada en
(4-14). Cabe resaltar que las dimensiones p y u corresponden al nimero de covariables en
las entradas del modelo y el nimero de unidades en el estado oculto, respectivamente.

De forma intuitiva, la compuerta de entrada determina qué tanto del valor de las entradas
deberia agregarse al estado interno de la celda de memoria. Por su parte, la compuerta de
olvido determina si debe mantenerse el valor actual del estado interno o si deberia o no
reiniciarse y la compuerta de salida determina si la celda de memoria deberia influenciar o
no la salida en el paso de tiempo actual (Zhang et al., 2021).

El siguiente elemento a definir en la celda LSTM es el nodo de entrada, que denotaremos
C® e R™*% el cual se calcula de forma similar a las compuertas previamente descritas a
partir de las entradas del momento ¢ y los estados ocultos del momento ¢ —1, pero utiliza una
funcion de activacién tanh con rango (—1,1), presentada en (4-15), teniendo como ecuacion
(Zhang et al., 2021):

C® = tanh(ADW,. + H* YW, . +b,), (4-38)
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Figura 4-16.: Representacion inicial de la celda LSTM al agregar iinicamente las compuer-
tas. Fuente: Elaboracion propia

donde W, € RP*" es la matriz de pesos de las entradas en el momento ¢ sobre el nodo de
entrada, Whp. € R"*" es la matriz de pesos del estado oculto en (¢ — 1) sobre el nodo de
entrada v b, € R es el vector de sesgos. La Figura 4-17 ilustra la celda con el nodo de
entrada y las compuertas.

Como se explica en Zhang et al. (2021), con los elementos anteriores definidos, el siguiente
paso es actualizar el estado interno de la celda LSTM. Para ello, la compuerta de entrada
I® determina qué tanto de los datos de entrada, via C®) € R™** se toman en cuenta y la
compuerta de olvido F® determina qué tanto del estado interno de la celda en el momento
anterior, C*=1) debe tenerse en cuenta. Asi, el calculo del estado interno se realiza mediante
el operador de producto Hadamard ® (elemento a elemento) y se obtiene:

CO=F®oCct4106CW, (4-39)

Como se observa de lo anterior, las compuertas de entrada y olvido le dan al modelo la
capacidad de aprender cudndo mantener el estado interno inalterado y cuando perturbarlo
como respuesta a las entradas, lo que, en la practica, resulta en modelos mas faciles de
entrenar, especialmente para conjuntos de datos con secuencias muy largas (Zhang et al.,

2021).
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Figura 4-17.: Representacion de la celda LSTM con compuertas y nodo de entrada. Fuente:
Elaboracién propia.

La Figura 4-18 ilustra la celda de memoria una vez se adiciona el calculo del estado interno y
permite apreciar que la celda, ademas de recibir como entradas el estado oculto en el momento
anterior y las entradas en el momento presente, recibe el estado interno del momento anterior.
Finalmente, se define como calcular la salida de la celda de memoria, es decir, el estado
oculto (teniendo en cuenta que la celda de memoria reemplaza a los nodos de la red neuronal
recurrente clasica que calculan el estado oculto) denotado H® € R™**, Para el célculo del
estado oculto nos valemos de la compuerta de salida y el resultado de aplicar la funcién tanh
al estado interno, garantizando que H® pertenezca al intervalo (—1,1) (Zhang et al., 2021).

H® = 0Y o tanh(CY). (4-40)

Intuitivamente, cuando la compuerta de salida es cercana a 1, el estado interno de la celda
de memoria afecta en las capas siguientes sin ser alterado, mientras que cuando se acerca a
0 se evita que éste tenga un efecto sobre otras capas.

La estructura completa de la celda de memoria del modelo LSTM puede apreciarse en la
Figura 4-19 una vez se incluye el calculo del estado oculto.
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Figura 4-18.: Representacién de la celda LSTM con compuertas, nodo de entrada y célculo
del estado oculto. Fuente: Elaboracion propia.
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racién propia.



92 4 Pronéstico de series de tiempo con redes neuronales

4.3.4. Red neuronal recurrente con celdas LSTM.

En las secciones anteriores se presenté tanto la estructura clasica de las RNN como las
celdas de memoria que constituyen el elemento esencial del modelo LSTM. A partir de estos
elementos es posible definir el modelo completo de una red neuronal recurrente donde se
reemplazan los nodos para el calculo de los estados ocultos por celdas de memoria LSTM.
En este caso, la ecuacion para el calculo de la salida del modelo mediante las capas densas
vista en (4-24) permanece igual, sin embargo, el cédlculo de los estados ocultos se realiza
acorde a las ecuaciones (4-25) a (4-30) para las celdas de memoria LSTM en cada paso de
tiempo.

En la Figura 4-20 se puede observar el grafo computacional que representa el calculo de las
salidas del modelo una vez se reemplazan los nodos por las celdas de memoria.

4.3.5. Implementacién en Python

En esta seccién se retomaran los conjuntos de datos de series de tiempos de conteos utilizados
en las implementaciones con Python del Capitulo anterior, cuyos codigos, al igual que los
utilizados para el desarrollo de esta Seccion, estan disponibles en el repositorio que acompana
este trabajo en la URL https://github.com/dbeta95/On_time_series_of _counts_forecast.

Si bien las implementaciones presentadas en este Capitulo se valen de herramientas y estra-
tegias de codigo usuales en el desarrollo de este tipo de modelos en cuanto a la manipulacién
de los datos para convertirlos en ventanas y el ajuste de las redes neuronales mediante con-
juntos de entrenamiento y validacion, estos conceptos estan fuera del alcance de este trabajo
y si bien no se incluyen en el presente marco teérico pueden revisarse en fuentes como Zhang
et al. (2021) o Chollet (2017). Finalmente, cabe resaltar que esta Seccién se centra en mos-
trar los ajustes que se obtienen utilizando la metodologia de las RNN para el prondstico de
las series, mas no se comparan los resultados con los obtenidos en el Capitulo anterior. La
comparacion del desempeno entre modelos se deja para el Capitulo 6 del presente trabajo.

Caso 1: Infecciones de Campylobacter en Canada

Como se mencion6 anteriormente, el conjunto de datos cuenta con 140 observaciones sobre
el nimero de casos de infecciones de campylobacter en el norte de la provincia de Quebec
(Canadd) en intervalos de 4 semanas, entre Enero de 1990 y Octubre del 2000. Si bien la
variable respuesta se puede definir nuevamente como:

Y® : Niamero de casos de infecciones por campylobacter en el norte de la provincia de
Quebec en un momento t,
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la generalidad del modelo RNN en cuanto a los inputs permite incluir toda la informacién
respecto a los datos de entrada, como otras covariables, lo que en este caso permite incluir
el ano y la semana del ano a la cual corresponde cada observacion, asi podemos definir como
covariables:

n X 1(t) : Numero de casos de infecciones por campylobacter en el norte de la provincia de
Quebec en un momento t.

] X2(t) : Ano al que corresponde la observacién del momento ¢.

t ’ ~ s
n X ?E ) . Ntimero de la semana en el afio a la cual corresponde la observacién del momento
t.

Si bien el modelo basico de las RNN tiene la restriccién de relacionar una salida a cada
entrada del modelo, en este caso se utilizara una versién adaptada que permita longitudes
de secuencia diferentes para las entradas y salidas, de modo que se usara la informacién
de las ultimas 13 observaciones, que equivale a 1 ano en estos datos, segin su frecuencia
de observacién, para pronosticar el nimero de casos de infeccién del ano inmediatamente
posterior. Este segmento de datos de 13 periodos como entrada y el inmediatamente posterior
como salida recibe el nombre de ventana y la k-ésima ventana tendré la estructura:

[@® q®+D g4 qk12)] (13

con a¥) = [Xl(k), Xék), Xék)], y — que indica que los vectores de entradas se mapean a la
variable respuesta.

Teniendo en cuenta que hay un total de 140 observaciones en el conjunto de datos, éste
puede dividirse en 127 ventanas de datos, respetando el orden temporal al interior de éstas,
las cuales son utilizadas para ajustar el modelo, pasandose de forma aleatoria al modelo. En
la figura 4-21 se puede observar el grafico de los valores reales contra los ajustados por el
modelo, donde se puede apreciar que el ajuste no aproxima bien los valores minimos ni las
variaciones en el patron estacional presente en los datos, esto ultimo debido a que el ajuste
se asemeja mas a una funcién periddica exacta que no da cuenta de las irregularidades que
realmente exhibe el fendmeno estacional observado en la serie. Sin embargo, logra seguir los
cambios en el nivel de la serie en el intervalo de tiempo de ajuste. Ahora bien, comparando
con los modelos ajustados a estos datos en el Capitulo anterior, de acuerdo al MSE del ajuste,
calculado utilizando (3-49), que arroja un valor de 11,2271, este modelo resulta més preciso,
ademds, logro seguir el cambio de nivel de la serie, como ya se senald, ante lo cual fueron
menos sensibles los modelos previos. Una mejor aproximacion al nivel de la serie también
contribuye a un mejor centramiento de los residuos al rededor de cero y por ende, menor
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evidencia en contra del supuesto de que los errores de ajuste tienen media cero, como puede
verse en la Figura 4-22.
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—— Valores ajustados
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Figura 4-21.: Gréfico de valores reales contra ajustados por el modelo RNN con celdas
LSTM, para los datos de Campylobacter.

Por otro lado, podemos analizar los residuales del modelo para verificar si el modelo de
prondstico con la RNN, esta capturando toda la informacion de los datos. En la Figura 4-22
Se puede observar la ACF estimada con los residuos del ajuste, calculados con (3-48), donde
se presenta un corte muy cercano al limite critico en el rezago de orden uno y un valor justo
en el limite de orden siete. Sin embargo, teniendo en cuenta que la estimacion no excede por
mucho el valor critico y que en general la variaciéon alrededor de cero parece aleatoria, es
muy probable que en los rezagos donde aparenta significancia la ACF, se esté incurriendo en
error tipo I y en consecuencia que la evidencia muestral en contra de la independencia de los
errores no es fuerte. Por otro lado, aun cuando sean observadas autocorrelaciones de orden 1
0 2 estadisticamente significativas, pero que en términos numéricos no llegan a ser mayores
(en valor absoluto) a 0.2, creemos que no representan un serio problema para el pronéstico,
por lo menos en el corto plazo. También es importante senalar que con los modelos NN
se puede incurrir en sobre ajuste, lo cual contribuye a que se generen autocorrelaciones de
orden k£ = 1 entre los residuos, por lo que, en la medida de lo posible, se aconseja utilizar
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estrategias para prevenir este problema. Por otro lado, la Figura 4-22 permite evidenciar
que no se encuentran patrones en el grafico de residuales y que estos varian aleatoriamente en
torno al cero. Si bien hay varios outliers, no se observa algtin patrén que sugiera problemas
en el ajuste, y aunque la varianza después de ¢ = 80 es mayor a la observada antes de ese
tiempo, no hay una violacién severa del supuesto de varianza constante.
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Figura 4-22.: Gréficos para el analisis de supuestos de los errores.

Caso 2: Muertes en accidentes de transito en Gran Bretana

En este caso nuevamente tomaremos toda la informacién disponible en el conjunto de datos
para pronosticar el nimero de conductores muertos en accidentes de transito durante un mes,
presentado también en el Capitulo 3. El conjunto de datos disponible en la instalacién bésica
del paquete estadistico R (R Core Team, 2023), consiste de 192 observaciones multivariadas
mensuales tomadas entre enero de 1969 y diciembre de 1984, sobre las siguientes variables:

n X 1(t): Numero de conductores muertos durante el mes t.

. 2(t): Numero de conductores muertos o heridos de gravedad durante el mes ¢.
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] Xét): Numero de pasajeros del asiento delantero muertos o heridos de gravedad en el
mes .

= X 4(t): Numero de pasajeros de los asientos traseros, muertos o heridos de gravedad en
el mes t.

n X 5(t): Distancia conducida en el mes t.
. Xét): Precio del petréleo en el mes ¢.
. X7(t): Conductores de vehiculos ligeros de bienes muertos en el mes t.

X, ét): Indicador de si habia entrado o no en vigencia la ley de uso obligatorio del cinturén
de seguridad en el mes .
Por otro lado, si incluimos la informacién del ano y mes de cada observacién y se denotan
éstas por Xét) y Xﬁ? respectivamente, se tiene un conjunto de 10 variables explicativas por
registro, de modo que las observaciones del conjunto de entrada tienen la forma:

a'(t) - [Xl(t)7 Xét)7 A 7Xf(t))j|7

Sea Y el nidmero de casos de muertes de conductores en accidentes de trdnsito en Gran
Bretana en el mes ¢.

Si utilizamos la informacién del ano anterior para pronosticar el niimero de muertes del mes
inmediatamente posterior, se tiene que la estructura de la k-ésima ventana del modelo es:

[a(k)’ ak+D) qk+2) 7a(k+11)] L yH12),

En este caso, las 192 observaciones tomadas en el tiempo se traducen en 180 ventanas de
entradas y salidas, que respetan el orden temporal, con las cuales se realiza el ajuste del
modelo. La Figura 4-23 presenta los valores ajustados por el modelo versus los valores reales,
en el cual se puede observar que el modelo parece tener un mejor ajuste que el observado
en los modelos aplicados a estos datos en el Capitulo anterior, pues se adapta mejor a
los cambios de nivel en la serie y a los valores maximos; sin embargo, no logra ajustar la
mayoria de los valores minimos que ocurren a lo largo de la serie. Su mejor ajuste se confirma
al obtenerse el MSE del ajuste, utilizando (3-49), con un valor de 177,6327, notablemente
menor al obtenido por los modelos estudiados en el Capitulo anterior para este conjunto de
datos.

En cuanto al analisis de los residuos de ajuste, la Figura 4-24 permite observar cortes en los
limites criticos para los 6rdenes de autocorrelacién 8 y 10. Por otra parte, en los graficos de
residuos no se observan patrones claros de carencia de ajuste y la variabilidad se da alrededor
de cero con varianza constante. De nuevo, en este aspecto, el modelo RNN con celdas LSTM
muestra mejor desempeno que los modelos del Capitulo anterior.
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Figura 4-23.: Gréfico de valores reales contra ajustados por el modelo RNN con celdas
LSTM, para los datos de muertes de conductores en Gran Bretana.
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Gréficos para

el andlisis de supuestos de los errores en el modelo.




5. Transformers para el prondstico de
series de tiempo

De acuerdo con Zhang et al. (2021) durante los primeros anos del boom del deep learning
fueron protagénicos los resultados producidos utilizando las arquitecturas del perceptrén
multicapa, las redes neuronales convolucionales y las redes neuronales recurrentes, produ-
ciéndose cambios muy pequenos en las arquitecturas que soportaron muchos de los mayores
avances de los 2010s, principalmente en innovaciones metodoldgicas, como las activaciones
ReLU o las capas residuales, pero manteniendo una arquitectura base basada en las ideas
clasicas. En cuanto al lenguaje natural, los disenos basados en redes neuronales recurren-
tes con celdas LSTM dominaron la mayoria de las aplicaciones. Sin embargo, de acuerdo
con Phuong y Hutter (2022), desde su aparicién hace 6 anos, los Transformers han sido
modelos muy exitosos para tareas de procesamiento de lenguaje natural y otros dominios,
siendo posiblemente la arquitectura mas exitosa para el modelamiento secuencial, al demos-
trar desempenos sin paralelo en aplicaciones como el procesamiento de lenguaje natural,
reconocimiento del habla y visién computacional (Zeng et al., 2022).

La idea central detrds de los Transformers es el mecanismo de atencién (Zhang et al.,
2021), una innovacién originalmente planteada para optimizar las RNN con arquitectura
codificador-decodificador (encoder-decoder) para traduccién automaética, donde una red neu-
ronal codificadora (encoder) lee y codifica frases de entrada como vectores de una longitud
fija, en tanto que una red neuronal decodificadora (decoder) arroja una traduccién a partir
de los vectores, con ambas redes entrenadas de manera conjunta para maximizar la probabi-
lidad de una traduccién correcta (Bahdanau et al., 2016a). La intuicién tras los algoritmos
de atencién es que en lugar de que el codificador comprima las entradas a vectores, lo ideal es
que el decodificador visite la secuencia de entrada en cada paso, enfocandose selectivamente
en partes de la secuencia de entrada.

Zhang et al. (2021) mencionan que inicialmente los algoritmos de atencién resultaron espe-
cialmente exitosos para optimizar las RNN dominando los campos de traduccién automética;
sin embargo, los mecanismos de atencién pronto se convirtieron en centro de atencién més
alld de la optimizacién de las RNN de codificador-decodificador. Vaswani et al. (2017) pro-
ponen la arquitectura de los Transformer basada en mecanismos de atenciéon con desempeno
especialmente bueno y convirtiéndose en el estado del arte para la mayoria de sistemas de
procesamiento de lenguaje.
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Segun Zeng et al. (2022) recientemente han aparecido muchas soluciones basadas en Transfor-
mers para el analisis de series de tiempo, algunos de ellos para el problema de los pronodsticos
de largo plazo. Si bien en dicho trabajo se cuestiona la capacidad de estos modelos para el
prondstico de series de tiempo, el estudio se orienta principalmente a modelos para prondsti-
cos de largo plazo en comparacion a otras arquitecturas de redes neuronales. Por otro lado,
trabajos como el de Nie et al. (2023) han continuado la exploracién de soluciones basadas en
Transformers para el prondstico de series de tiempo, con diversos ajustes a la arquitectura.

Este Capitulo presenta el modelo basico del Transformer tal como se planteé en Vaswani
et al. (2017) para luego plantear una arquitectura con ajustes menores al modelo para su
aplicacion a series de tiempo en lugar de traduccion automatica y un ejemplo de aplicacién de
la implementacion de la arquitectura ajustada. El objetivo principal es obtener el modelo que
se comparara con las metodologias expuestas anteriormente para el prondstico de multiples
series de tiempo de conteos. Sin embargo, la exploracién de otras metodologias basadas
en Transformers o la investigacion de cudles de estas tienen un mejor desempeno para el
pronostico de series de tiempo de conteos es un tema de investigacién que escapa al alcance
de este trabajo.

5.1. Arquitectura del Modelo

De acuerdo con Vaswani et al. (2017) los modelos mas competitivos para la transduccion
de secuencias utilizando redes neuronales tienen una estructura codificador-decodificador.
Para estos modelos, el codificador toma como entrada una serie de representaciones simbdli-

cas o tokens (elementos que representan una palabra, silaba, letra, etc.) (z(), ... 2(T2)) y
la mapea a una secuencia de representaciones continuas z = (z(), ..., 2("). Dada dicha
representacién, el decodificador genera una secuencia de salida (y(), . .. ,y(Ty)) de represen-

taciones simbdlicas o tokens una a la vez, con una naturaleza autorregresiva al utilizar el
simbolo generado anteriormente como entrada adicional para general el siguiente.

La arquitectura original del Transformer presentada por Vaswani et al. (2017) sigue la es-
tructura de codificador-decodificador, utilizando capas de “auto-atenciéon” y capas densas
(las mismas que componen el perceptrén multicapa) para tanto el codificador como el deco-
dificador, tal como se presenta en la Figura 5-1.

A continuacion, se presentan brevemente los elementos de la arquitectura del transformer
segtin Vaswani et al. (2017). Mayor profundidad sobre estos puede obtenerse en Zhang et al.
(2021) o acudiendo a las referencias del articulo original.
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Figura 5-1.: Arquitectura del modelo Transformer. Fuente: Elaboracién propia, basado en
Vaswani et al. (2017).

5.1.1. Codificador y Decodificador

Codificador: En la arquitectura del modelo presentada en la Figura 5-1 el codificador co-
rresponde al bloque en la parte izquierda, donde el multiplicador N x determina el niimero
de capas idénticas que se apilan para conformarlo. En Vaswani et al. (2017) se presenta el
codificador de N = 6 capas idénticas apiladas, cada una con dos sub-capas. La primera
consiste de un mecanismo de atencion multi-cabeza, y la segunda de un perceptréon mul-
ticapa. Los autores utilizan también una conexién, presentada en He et al. (2016), y una
normalizacién de capa, que estandariza a través de las p variables de cada observacion (Ba
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et al., 2016), denotada LayerNorm, de forma que la salida en cada una de las sub-capas se
calcula como LayerNorm(x + Sublayer(z)), donde Sublayer(z) es la funcién implementada
por la sub-capa. Para facilitar la conexién residual, todas las sub-capas en el modelo utilizan
salidas de una misma dimension d,,qqe;, que para el caso presentado en Vaswani et al. (2017)
corresponden también a la dimension de los embedding, que son representaciones vectoriales
de los simbolos de entrada del modelo (Mikolov et al., 2013), dpoger = 512.

Decodificador: En este caso, al referirse a la arquitectura del modelo en la Figura 5-1 el
decodificador estd representado por el bloque de la derecha, donde nuevamente él N x deter-
mina el nimero de capas idénticas que se apilan para conformarlo. En Vaswani et al. (2017)
se utilizan también N = 6 capas idénticas para el decodificador, sin embargo, éstas incluyen
una tercera sub-capa adicional que ejecuta un mecanismo de atencién “multi-cabeza” sobre
las salidas del codificador. Similar al codificador, se emplean también conexiones residuales
en cada sub-capa y normalizacién de capa. Ademads, se modifica el algoritmo de la sub-capa
de auto atencion para evitar que las posiciones de la secuencia atiendan a posiciones pos-
teriores en las entradas del codificador, garantizando que las predicciones en la posicion t
pueden depender unicamente de las salidas conocidas en las posiciones anteriores.

5.1.2. Atencion

El desarrollo de los conceptos de atencién parte de la légica de obtencion de informacién
utilizada en bases de datos, las cuales, en su forma ma&s simple, son colecciones de pares
clave-valor (k,v por sus iniciales en inglés), sobre las cuales podemos operar con consultas
(¢ por su inicial en inglés) que devuelven la informacién de los valores cuyas llaves cumplen
con determinadas condiciones (Zhang et al., 2021).

Vaswani et al. (2017) mencionan que las funciones de atencién pueden describirse como el
mapeo de una consulta y un conjunto de pares llave-valor con un resultado, donde la consulta,
las llaves, los valores y la salida son todos vectores. El concepto de atencién introducido en
Bahdanau et al. (2016b) genera pesos para cada valor a partir de la relacién entre la consulta
y la llave correspondiente, llamada funcién de compatibilidad, y la salida se calcula como
la suma ponderada de los valores utilizando los pesos hallados (ver Figura 5-2). El nombre
“atencion” se deriva del hecho de que la operacion presta particular atencion a los valores
para los cuales el peso generado por dicha relacién es significativo. Segun Zhang et al. (2021)
existen diferentes formas para el algoritmo de atencion y algunas se presentan en dicho
trabajo, sin embargo, en Vaswani et al. (2017) se propone particularmente la atencién del
producto punto escalado.
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Figura 5-2.: Representacion del algoritmo de atencion. Fuente: Elaboracion propia, basado
en Zhang et al. (2021).

5.1.3. Atencidn del producto punto escalado

El algoritmo o funcién de atencién presentado en Vaswani et al. (2017) para la arquitectura
original del Transformer se introduce con el nombre de “Scaled Dot-Product Attention” (o
atencién del producto punto escalado), computacionalmente representado en la Figura 5-
3. Para esta funcién de atencién, el célculo de una determinada salida o; € R™*! toma
como entradas la consulta g; € R%**! vy las m llaves k; € R%**! y valores v; € R™*!| con
i € 1,...,m. Sin embargo, Vaswani et al. (2017) mencionan que en la préactica el cdlculo
de la funcién de atencion sé realiza sobre un conjunto de consultas de forma simultdnea
empaquetadas en una matriz Q € R%*%  con ¢ el nimero de consultas. Las llaves y valores
también se empaquetan en las matrices K € R™*% y V € R™ % vy la matriz de salidas se
calcula como:

. QKT
Attention(Q, K, V') = softmax ﬁ Vv, (5-1)

donde la funcién softmax corresponde a la operacién sobre un vector cualesquiera € RF*!,
con elementos {z;},j =1,2,...,k, dada por
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softmax(x) = | 2_j—1 €XP

Multiplicacién
matricial

Enmascarado
(Opcional)

T

Escalar

Multiplicacién
matricial

Figura 5-3.: Grafo computacional de la atencién del producto punto escalado. Fuente: Ela-
boracién propia, basado en Vaswani et al. (2017).

5.1.4. Atencion Multi-Cabeza

De acuerdo con Zhang et al. (2021) en la practica queremos que dado un mismo conjunto
de consultas, llaves y valores, nuestro modelo combine conocimiento de diferentes compor-
tamientos del mismo mecanismo de atencién, como podria ser capturar dependencias de
diversos rangos en la secuencia. Para ello puede ser beneficioso que el mecanismo de aten-
cion utilice representaciones en subespacios diferentes de las consultas, llaves y valores. En
este orden ideas, en Vaswani et al. (2017) mencionan que en lugar de calcular una tnica
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funcion de atencion con consultas, llaves y valores de dimension d,,oqe;, €S beneficioso rea-
lizar h proyecciones lineales a espacios de dimensiones dy, dy y d,, respectivamente, con los
parametros de la proyeccién siendo parte de los parametros que aprende el modelo. Con cada
una de dichas proyecciones lineales se calcula la salida de la funcion de atencion de forma
paralela, obteniendo las salidas O; € R7*% con i € 1,...,h. Estas salidas se concatenan y
proyectan una vez mas, como se observa en la Figura 5-4.

Capa lineal

Concatenar
‘R
j- l
£ 1
Atencién del producto punto
escalado
7Y Y A
L L L
Capa lineal [ Capa lineal [ Capa lineal
Q K 14

Figura 5-4.: Representacién de la atencién multi-cabeza. Fuente: Vaswani et al. (2017).

Para el célculo de la atencién multi-cabeza, Vaswani et al. (2017) presentan:

MultiHead(Q, k, V) = Concat(heady, ..., head,)W© (5-3)
where head; =  Attention(QW2, KWK, VW), (5-4)

Donde las proyecciones son las matrices de parametros WiQ € Rbmoderxde WK ¢ Rdmoderxdr
WY € Rimoderxd v WO ¢ Ridvxdmodel 08 autores mencionan utilizar h = 8 cabezas de
atencion y dy = d, = dpoger/h = 64.

La atenciéon multi-cabeza se utiliza de tres formas distintas en el Transformer (ver Figura
5-1:
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= Atencion codificador-decodificador: En estas sub capas las consultas provienen
de la capa anterior del decodificador y las parejas llave-valor provienen de las sali-
das del codificador, permitiendo a cada posicion del decodificador atender a todas las
posiciones de la secuencia de entrada.

= Auto-atencion en el codificador: En una sub-capa de auto-atencion, tanto las
consultas como los pares llave-valor provienen del mismo lugar. En este caso, todos
provienen de las salidas de la capa anterior del codificador, de forma que cada posiciéon
en el codificador pueda atender a todas las posiciones de la capa anterior.

= Auto-atencién en el decodificador: De forma similar, el mecanismo permite al
decodificador atender a todas las posiciones en el decodificador hasta, e incluyendo,
esa posicion.

5.1.5. Redes de alimentacion hacia adelante

Ademas de las sub-capas de atencion, las capas del codificador y decodificador contienen
una red densa de alimentacién hacia adelante (perceptrén multicapa). La red consiste de
dos transformaciones lineales con una activacion ReLU entre ellas, como se observa en la
ecuacién (5-5) (Vaswani et al., 2017).

FFN(z) = max(0, Wy + b) Wy + by. (5-5)

En Vaswani et al. (2017) mencionan que aunque las transformaciones lineales son las mismas
a través de diferentes posiciones, utilizan diferentes parametros de una capa a otra. En el
articulo se tiene una dimensionalidad de d¢; = 2048 nodos en la capa interior de la red y
tanto las entradas como las salidas tienen dimensionalidad d,,,0qe = 512.

5.1.6. Codificacion Posicional

A diferencia de las RRNs, que procesan recurrentemente los tokens de una secuencia uno
a uno, las funciones de atencién realizan calculos en paralelo y no preservan el orden de la
secuencia. Sin embargo, el orden de las entradas puede ser un elemento de interés para el
modelo (Zhang et al., 2021). La manera dominante de aproximarse a la preservacién de la
informacion del orden de los tokens en la secuencia es la representacion del orden como una
entrada adicional asociada a cada token. Estas entradas reciben el nombre de codificadores
posicionales.
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En Vaswani et al. (2017) se agregan codificadores posicionales a las entradas de los embed-
dings tanto en el codificador como en el decodificador, dando una dimensién d,,,oq¢; & los codi-
ficadores posicionales de manera que los dos puedan sumarse. Los autores mencionan el uso
de codificadores posicionales con funciones seno y coseno de diferentes frecuencias. Zhang et
al. (2021) describen el codificador posicional partiendo de una representacién X € R7=*dmodet
que contiene los embeddings para una secuencia con T}, tokens. El codificador posicional tie-
ne por resultado X + P utilizando una matriz de posicionamiento P € R7=*model cyyos
elementos en la i-ésima fila y 2j-ésima o (25 + 1)-ésima columna estdn dados por:

) 1
Pizj =0 <W) (5-6)

1
Piz2j+1 = COS (—10000%/%045[ > (5-7)

De esta forma, cada indice ¢ indica la posiciéon en la secuencia y el indice j esta relacionado
con la dimensién del embedding (dimensién del vector de representacién de cada token). De
este forma la longitud de onda forma una progresion geométrica de 27 hasta 10000 * 27.
Segun Vaswani et al. (2017) esta funcién permite al modelo aprender facilmente a atender a
las posiciones relativas.

5.2. Implementacion propuesta para series de tiempo

Si bien trabajos como los presentados por Nie et al. (2023) y Zeng et al. (2022) presentan
arquitecturas para la aproximacion al pronéstico de series de tiempo, las implementaciones en
dichos trabajos se alejan del modelo base del Transformer y estan orientadas a prondsticos de
largo plazo. Para el presente trabajo se desea comparar el pronodstico del modelo Transformer
para el pronostico de series de tiempo de conteos con otros modelos cuyo objeto de diseno es
el ajuste a las series y el prondstico a corto y mediano plazo, por lo que en este trabajo de tesis
se propone un ajuste a la arquitectura planteada de Vaswani et al. (2017) para el Transformer
dada la naturaleza de los datos de entrada y salida, ya que el modelo originalmente se disend
para la traduccién automatica.

5.2.1. Entradas y salidas del modelo

Como se puede verificar en Zhang et al. (2021), los algoritmos de atencién dependen para
su correcto funcionamiento de la aplicacion de la normalizacién por capas y los rangos nor-
malizados para las entradas. La arquitectura propuesta en Vaswani et al. (2017) incluye la



108 5 Transformers para el prondstico de series de tiempo

normalizacion de capas alrededor de las sub-capas del modelo y logra los rangos estandari-
zados en las entradas mediante la obtencién de los embbedings de las secuencias de tokens
de entrada. Para brindar claridad de este proceso, se puede utilizar como ejemplo el ingresar
el texto “esto es un ejemplo” al modelo Transformer. Si se utiliza como token cada palabra,
se tiene:

Tokens = [esto, es, un, ejemplo].

La obtencién de los embeddings, corresponde a obtener las representaciones de cada palabra
en un espacio vectorial de dimension d,,,q.. De esta forma, si denotamos al primer token
1) = esto, tenemos que:

dmodel
: ) @ 1 1 1
Embedding(zV) = [eg ),eé ). ,eflnzodel], con 0 < eg J<1y Z eg =1 (5-8)
i=1
y la secuencia de tokens se traduce en la matriz:
1 1 1
RO
6(2) 6(2) 6(2) ¢ dmodel i
oy | con0< ! <1y Y e =1parat=1234.
JORT e =
1 2 e dmodel

De esta forma, si se tienen como entradas del modelo una lista de n frases que pueden
separarse en tokens, las entradas corresponden a la matriz:

xgl) mf) o ng“”)
1 (2 (Tx)
T T T
A= |72 7 2.
xg) wsf) x%Tz)

y al obtenerse los embeddings para los tokens se obtiene un tensor, el cual es un objeto
matematico que generaliza el concepto de matrices, de dimensién 2, a dimensiones superiores,
E ¢ RVTxdmodet donde cada uno de sus elementos corresponde a la matriz de embeddings
correspondiente a los tokens de cada una de las n frases.

En cuanto a las salidas del modelo, el Transformer se entrena relacionando cada frase conver-
tida en una secuencia de tokens (z(V), ..., (™) con su traduccién (y, ..., y™)). Para ello,
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las capas finales del modelo, denotadas “Linear” y “Softmax” en la arquitectura propuesta
en Vaswani et al. (2017) toman las representaciones continuas generadas por el decodificador
y las mapean a una secuencia de probabilidades para cada token posible en el vocabulario
(por ejemplo las palabras del idioma). De esta forma, si llamamos Nr al nimero total de
tokens posibles, el modelo mapea:

1 2 (T)

Pi p% : N 41 :
(1) 2 (r
D P ..p
[z 2@ . 2D] — 2 2 O
1 2 T
S

donde pgt) denota la probabilidad del i-ésimo token en la posicion ¢ de la secuencia.

Para obtener el token en cada posicion se toma aquél con la maxima probabilidad cuando se
realizan inferencias con el modelo y en el entrenamiento la funcién de pérdida utilizada es la
cross-entropia categérica dispersa (Terven et al., 2023) que contempla esta forma de realizar

la inferencia.

A diferencia de las aplicaciones tipicas del modelo Transformer, para adaptar la arquitectura
de este para el prondstico de series de tiempo, se debe tener en cuenta la naturaleza numérica
de los datos. De manera que este trabajo propone adaptar directamente la manera en que
se pasan los datos de entrada y salida por ventanas de tiempo para lograr una estructura en
los inputs analoga a las matrices de embeddings que se obtienen a partir de las secuencias
de tokens en el modelo Transformer y una estructura de salidas del modelo que se pueda
relacionar a estos. Suponga que se tiene un conjunto de p series de tiempo univariadas
dado por S = {y; € R¥,i = 1,...,p}. Si el objetivo es utilizar el modelo Transformer
para pronosticar T, periodos de tiempo dados los ultimos 7 periodos, se pueden crear
parejas de ventanas de datos de entrada y salida, recorriendo el conjunto de series de tiempo,
particionando en n = K — (T, + T})) + 1 ventanas de tamano T}, + T}, donde los datos de
entrada para cada ventana estan dados por:

y§i+1) y£i+1) N y]()z'+1)
y(z’+2) (i+2) o (i+2)

A= |7 ’ "o, (5-9)
gttt

y las salidas estan dadas por:
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(i4+Tp+1) (i4+Tp+1) (i+Tp+1)
N Yo <o Yp
y(i+Tz+2) y(i+Tz+2) (i+T5+2)
Yi=|"" . ‘. R , (5-10)
ygiJrTerTy) y§i+Tz+Ty) o yz()i+Tz+Ty)

cont€0,2,...n— 1.

Para lograr que las entradas se encuentren en el rango [0, 1] se propone que cada serie de
tiempo y; se escale con la transformacién min-méx dada por:

(t)

MinMaX(yi(t)) = yz )
max y; — min y;

— min y;

(5-11)

y posteriormente se aplica una normalizacion de capa, que estandariza a través de las p
variables de cada observacién y beneficia el entrenamiento para redes recurrentes con tamanos
de mini-lote pequenos (Ba et al., 2016), lo que resulta conveniente en este caso, dada la
limitante en la cantidad de datos que se tiene usualmente en las series de tiempo. De la
aplicacion de estas transformaciones se tiene que las entradas del codificador, al pasar todas

RO*Texdmodel - con todos los elementos de

las ventanas de datos a la vez, estan dadas por A €
las matrices de entradas A;, que conforman el tensor, en el rango [0, 1], logrando un simil
con el tensor E que resulta de los embeddings en el modelo del Transformer propuesto en
Vaswani et al. (2017) al hacer p = dyoqe. De modo que en la arquitectura propuesta se
elimina la capa de embeddings y se incluye la normalizacién de capa para entradas con la

estructura descrita.

Por otro lado, para obtener las salidas del modelo como matrices i’\, € RTv*P se elimina
la capa Softmax del modelo descrito en Vaswani et al. (2017) y se utiliza una dimensién
de p = dpoqer Para las salidas de la capa lineal en lugar de utilizar el ntumero total del
tokens. Dado que en este caso se trata de una salida de regresion en lugar de un problema
de clasificacion con los tokens, se utiliza el MSE como funcién de pérdida en lugar de la
cross-entropia categorica dispersa.

5.2.2. Arquitectura propuesta

Los ajustes descritos en la seccion anterior orientados al manejo de los datos de series de
tiempo de conteos (y aplicables a series de tiempo en general) respetan la arquitectura
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general del modelo Transformer y su funcionamiento basado en mecanismos de atencion, sin
embargo, se generan cambios en las entradas y salidas. La arquitectura propuesta con dichos
ajustes se puede apreciar en la Figura 5-5.

Salidas escaladas

T

Capa lineal

F

MNormalizacién
suma

Perceptron
multicapa

-~

Normalizacio Eormalizacié

suma y suma

Perceptron Atencién
multicapa multi-cabeza

r r 3

Normalizacio MNormalizacion]
suma suma

Atencion

Atencién

multi-cabeza multi-cabeza

enmascarada

( ) Codificacion
+ posicional

Codificacion
posicional

MNermalizacio

Entradas escaladas

Salidas escaladas
(desplazadas un momento atras)

Figura 5-5.: Arquitectura adaptada del modelo Transformer para series de tiempo. Fuente:
Elaboracién propia.
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5.2.3. Implementacién en Python

Esta seccion retoma el ejemplo de las muertes en accidentes de transito en Gran Bretana,
utilizado como segundo caso en las implementaciones de los capitulos pasados, con el objetivo
de observar la efectividad para el ajuste de series de tiempo de la arquitectura ajustada del
Transformer. Dado el disenio del modelo Transformer para salidas multivariadas (aunque
pueda ajustarse el nimero de unidades de la capa lineal de salida para ajustar la dimensién
del output) y el uso como modelo de pronéstico global que tendra en la comparacién entre
métodos de prondstico del préximo capitulo, en esta Seccidn se realizara el prondstico paralelo
de todas las covariables del conjunto de datos, pero solo se observaran los resultados de la
serie del nimero de muertes en accidentes de transito cémo se hizo en los capitulos anteriores.
El ajuste utilizando la serie de infecciones de campylobacter se omite en este capitulo dada
la naturaleza univariada de la serie.

En el repositorio que acompana este trabajo (disponible en la URL https://github.com/
dbeta95/On_time series_of _counts_forecast), donde se encuentran los conjuntos de datos, se
encuentra el codigo utilizado para la manipulacion de los datos para lograr las ventanas
descritas en la propuesta de arquitectura del modelo, la definicion de todas las sub-capas,
capas y modelo del Transformer propuesto y la implementacion cuyos resultados se exponen
en esta seccién.

Si bien en este caso se utilizan el mismo conjunto de variables de entrada definido en la
implementacién del capitulo anterior, en este caso en lugar de tener una tnica variable como
salida del modelo, se tiene la estructura de entradas y salidas presentada en (5-9) y (5-10),
haciendo K = 192 observaciones para cada serie de tiempo en el conjunto de datos, n = 180
ventanas de entradas y salidas, T, = 12 periodos como insumo para pronosticar 7, = 1
periodo de todas las covariables. La notacién en este caso pasa a ser:

. y%t): Numero de conductores muertos durante el mes ¢.

. ygt): Numero de conductores muertos o heridos de gravedad durante el mes ¢.

] y:(f): Numero de pasajeros del asiento delantero muertos o heridos de gravedad en el
mes .

. yff): Numero de pasajeros de los asientos traseros, muertos o heridos de gravedad en el

mes t.

. yét): Distancia conducida en el mes ¢.

. yét): Precio del petroleo en el mes t.
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y?): Conductores de vehiculos ligeros de bienes muertos en el mes ¢.

yét): Indicador de si habia entrado o no en vigencia la ley de uso obligatorio del cinturén

de seguridad en el mes .

. yét): Ano al que corresponde la observacion t.

yﬁ)): Mes al que corresponde la observacion t.

La Figura 5-6 presenta los valores ajustados por el modelo contra los valores reales y la Figura
5-7 presenta los graficos para el anédlisis de residuos del ajuste, calculados segin (3-48).
Si bien el modelo parece seguir el nivel medio de la serie y aproximar el comportamiento
periddico de la serie, se equivoca en el ajuste de los valores maximo y minimo de cada periodo
estacional. Por otro lado, en la Figura 5-7 se observa que los residuales no parecen seguir
ninguin patréon y se mueven al rededor del cero con varianza homogénea, lo que sugiere un
buen ajuste del modelo, en la Figura 5-7, que presenta el andlisis de autocorrelaciones, se
observa un patrén de cola que habla de correlacion entre los residuos del ajuste. sin embargo,
los métodos de ajuste no paramétrico generalmente violan el supuesto de independencia en
errores de ajuste, lo que no es muy preocupante en términos practicos si las correlaciones no
son muy grandes, como pasa en este caso.

200 —— Valores reales

—— Valores ajustados
180

160 ﬂ W
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Figura 5-6.: Grafico de valores reales contra ajustados por el modelo Transformer.
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6. Comparacion de metodologias de
pronadstico

Este capitulo presenta un estudio de la precision del prondstico de series de tiempo de conteos
mediante simulacién, para abordar el problema de entender las circunstancias en las cuales
las aproximaciones globales o locales y los diferentes tipos de modelo funcionan, y cual es la
complejidad ideal del modelo para conjuntos de datos de ciertos tamanos y particularidades.

Si bien los hallazgos de Makridakis et al. (2020) sugieren que en el presente caso se podrian
lograr mejores resultados con metodologias hibridas, tal como mencionan los autores, la
aplicacion de los modelos globales utilizando machine learning esta abierta a mejoras, lo que
sugiere que una exploracion mas profunda de los modelos puede servir como base para el
trabajo a seguir en el caso de las series de tiempo de conteos. Asi, el presente trabajo se centra
en la exploracion de algunas metodologias estadisticas basadas en algoritmos autorregresivos
y adecuadas para el prondstico de series de conteo, incluyendo estrategias propias del machine
learning en el ajuste de parametros, y en metodologias de machine learning adecuadas para el
manejo de datos secuenciales, con el objetivo de obtener resultados que sirvan como punto de
partida para la exploracion futura de ajustes sobre los métodos aplicados y de aproximaciones
hibridas al problema.

Por lo anterior, se realizan prondsticos utilizando la aproximacién local y global, utilizando
las metodologias planteadas en los Capitulos anteriores, con el objetivo de obtener hallazgos
sobre cudles son los escenarios en que los distintos modelos tienen un mejor desempeno
para el pronéstico de multiples series de tiempo de conteos y analizar las implicaciones
practicas del prondstico bajo estas circunstancias mediante las diferentes metodologias. Se
tendra en cuenta que en los casos de aplicacién en los cuales el volumen de datos puede
aumentar significativamente, y se den escenarios que requieran el analisis conjunto de un
gran numero de series de tiempo, resulta poco practico el andlisis individual, y en su lugar,
se hacen necesarios algoritmos de seleccién automética de parametros basados en datos
para los modelos (Montero-Manso & Hyndman, 2021). Otro elemento a contemplar a nivel
practico, son los tiempos computacionales para el ajuste de modelos.

A continuacién, se presenta inicialmente la metodologia del estudio de comparacién mediante
simulacion, incluyendo los escenarios a probar, la generacion de datos y las métricas de
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comparacion, y posteriormente los resultados obtenidos y las conclusiones alcanzadas a partir
de estos.

6.1. Metodologia experimental

El presente estudio de simulacion consta de tres etapas fundamentales para la comparacion
entre metodologias de prondstico de multiples series de tiempo de conteos:

1. Generacién de datos mediante simulacién.
2. Ajuste de modelos utilizando conjuntos de entrenamiento.

3. Obtencién de métricas de desempeno de los prondsticos.

Estas etapas se repiten para diferentes casos experimentales donde se controla la complejidad
de la relacién autorregresiva, la heterogeneidad (o relacion) entre las series, el nimero de
series de tiempo y la longitud de las series en el conjunto de datos. Estos elementos son
andlogos a los controlados en Hewamalage et al. (2022) en un estudio de simulacién con fines
similares. A continuacién se profundiza sobre los elementos expuestos.

6.1.1. Generacion de datos

Cémo se menciond anteriormente, en el estudio se controlaron cuatro elementos fundamen-
tales en la generacion de los datos, a partir de los cuales se generan los diferentes casos para
la simulacién, entrenamiento de modelos y obtencién de métricas de precisién del prondstico.

Complejidad de la relacion autorregresiva y heterogeneidad

Los primeros dos factores se abordaron como un tnico elemento, definiendo dos escenarios de
generacién de datos. El primero de ellos, genera de forma independiente las series a colocar
dentro de los grupos, a partir de modelos autorregresivos Poisson, siguiendo la idea hallada
comunmente en la literatura revisada (por ejemplo, en Hewamalage et al., 2022) de simu-
lar datos temporales desde modelos autorregresivos. El segundo escenario, genera series de
tiempo estacionales con caracteristicas similares a algunas series de tiempo encontradas en
contextos practicos de la economia e industria, tales como aquellas usadas en los benchmarks
realizados en la evaluaciéon de métodos de prondstico como la competencia M4 (Makridakis
et al., 2020), y ademads relacionadas entre si. La seleccién del primer escenario se dio con el



6.1 Metodologia experimental 117

objetivo de evaluar que tal es el desempetio de los diferentes modelos cuando se cumplen los
supuestos del modelo de Autorregresién Poisson (ver Capitulo 3), con érdenes de autocorre-
lacién generados aleatoriamente en cada serie y bajo independencia entre éstas, esto iltimo
conduce a escenarios en los cuales no es posible obtener informacién para el pronéstico de
cada serie a partir de las demads, lo cual resulta complejo para el ajuste con los modelos de
machine learning. En cuanto al segundo, se seleccioné con el objetivo de tener casos en los
cuales los patrones entre las series ofrecen informacién para el prondstico conjunto y estan
basados en datos de una naturaleza similar a los observados en la industria, por lo que no
se parte del cumplimiento de supuestos del modelo de autorregresion Poisson.

Con base en las ideas vistas en la literatura de generacién de series de tiempo a partir de
modelos autorregresivos, y ajustando la estrategia para generar datos acordes a los supuestos
distribucionales en que se enfoca este trabajo de tesis, se disena el siguiente algoritmo para
la generacion de las series bajo el primer tipo de escenario, descrito utilizando la notaciéon
para el modelo de autorregresién Poisson log-lineal del Capitulo 3, donde K es el niimero de
series a generar en el conjunto de datos, n la longitud total de cada serie de tiempo y R el
maximo para los érdenes p y ¢ del modelo.

Repetir K veces:

Obtener los 6rdenes de autorregresién p y g de distribuciones uniformes discretas
U{1, R}

Obtener los p coeficientes sin escalar a} de distribuciones uniformes continuas U(—1, 1)
Obtener los ¢ coeficientes sin escalar b5 de distribuciones uniformes continuas U(—1, 1)

Normalizar los coeficientes haciendo

*

_ a;

oy lar] + 320 163
_ b;

o larl + 320, 165

para garantizar la estacionariedad de las series generadas.

a; ,coni =12 ...,p,

b; ,conj=1,2,....q

Obtener €l intercepto d de una distribucién uniforme continua U (0, 5)

Inicializar la media del proceso A;,; de una distribucién uniforme discreta U{0, 10}
Generar la varianza del ruido o2 de una distribucién uniforme continua U (0, 1)

Generar p valores iniciales para A®) ~ Poisson(\in;) parat = —(p—1),—(p—2),...,0
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Obtener v® = log(A®) parat = —(p —1),—(p —2),...,0

Generar ¢ valores iniciales para y®) ~ Poisson(\pm;) parat = —(¢—1),—(¢—2),...,0
Para t entre 1 y n:

v =d+ 3P a9+ S0 b log(YED £ 1) + @, e ~ N(0,0?)
A® = exp(v0)
Obtener y® ~ Poisson(\®)

Devolver y = [y, y@ ... y™].

El cédigo utilizado para la generacion de datos utilizando dicho algoritmo se encuentra
disponible en el repositorio que acompana este trabajo accesible en https://github.com/
dbeta95/On_time series_of _counts_forecast en el médulo DataSimulation y es utilizado en
los diferentes casos de generaciéon de datos en los notebooks en los que se ejecutan los
experimentos.

Por otro lado, para la generacion de los datos del segundo escenario se utilizo la aproximacion
a la generacién de series de tiempo GRATIS propuesta por Kang et al. (2020), cuyo nombre
proviene del titulo de dicho trabajo: “GeneRAting TIme Series wiht diverse and controllable
characteristics”, la cual es una aproximacion a la generacién de series de tiempo basada en
mezclas Gaussianas autorregresivas (MAR) para generar un amplio rango de series de tiempo
no Gaussianas y no lineales. Una ventaja de dicha metodologia es que permite establecer
caracteristicas objetivo para las series de tiempo a generar, entendiendo dichas caracteristicas
como funciones que se calculan a partir de la serie de tiempo y que proveen informacion util
sobre la naturaleza de ésta. Algunas caracteristicas estudiadas por los autores son la longitud,
los periodos estacionales, la entropia, la linealidad, la estacionariedad, entre otras.

La aproximacion GRATIS permite simular series de tiempo apuntando a un espacio especifico
de caracteristicas, para ello, utiliza algoritmos genéticos para ajustar los parametros del
modelo MAR hasta lograr que la distancia entre el vector de caracteristicas objetivo y el
vector de caracteristicas de una serie de tiempo simulada sea cercana a cero (Kang et al.,
2020). Este trabajo calcula las caracteristicas de las series de tiempo utilizando el paquete
tsfeatures (Hyndman et al., 2023) en R (R Core Team, 2023) y se agregan el lambda
de BoxCox y la entropia para construir el vector de caracteristicas objetivo de las series
de tiempo para utilizar en la generacion de datos. Este proceso se ejecutd siguiendo la
metodologia presentada por Hyndman (2021) en una charla para la Australian Data Science
Network.

Como series de tiempo de referencia se toman la serie mensual del total de conductores
muertos en Gran Bretana entre enero de 1969 y diciembre de 1984 con un total de 192
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observaciones, incluido en R (R Core Team, 2023), y la serie horaria “H381” del conjunto
de datos de la competencia M4 (Makridakis et al., 2020), seleccionada aleatoriamente entre
aquellas series de periodicidad horaria en el set de datos con méxima longitud (961 observa-
ciones), con valores de naturaleza discreta y ocurrencia del 10 como valor minimo (el cual
correspondia al cero acorde a los ajustes realizados por los organizadores de la competencia).
Una vez simuladas las series de tiempo se aplicé un desplazamiento que garantizara un por-
centaje aleatorio entre 5% y 10 % de observaciones menores o iguales a cero y las convertia
en cero, ademas de aproximar al entero mas cercano los valores de la serie, para lograr series
de conteos, desde que la generacion por parte del algoritmo GRATIS es en los reales.

En el repositorio que acompana este trabajo accesible en https://github.com/dbeta95/On_
time_series_of _counts_forecast estdn disponibles los cédigos en R (R Core Team, 2023) utili-
zados para la generacion de datos, asi como los conjuntos generados y la funcién de proce-
samiento, disponible en el médulo DataSimulation.

Nuimero de series de tiempo

En este trabajo se establecieron dos magnitudes para el conjunto de series de tiempo: 10 y
100 series de tiempo respectivamente. La seleccién se dio basada en el nimero maximo de
series de tiempo presentado en Hewamalage et al. (2022) de 100 series para los diferentes
escenarios. Sin embargo, para evaluar el efecto de una reduccién significativa del tamano de
los grupos de series sobre el desempeno de los modelos de prondsticos locales y globales, se
decidié considerar un valor minimo de 10 para el tamano de los grupos.

Longitud de las series de tiempo en el conjunto de datos

Como se menciond anteriormente, la generacién de datos mediante el algoritmo GRATIS
tomo6 como referencia observaciones de dos series de tiempo de conteos, una de naturaleza
mensual y con un periodo estacional de 12 y la otra con una naturaleza horaria y un periodo
estacional de 24. Dichas series tienen una longitud de 192 y 961 observaciones respectiva-
mente, por lo que se decidié generar longitudes similares de 200 y 1000 observaciones, para
los datos simulados.

Casos experimentales

La combinacion de los tres factores descritos lleva a los siguientes casos de datos generados
para la experimentacion:
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= Caso 1: Series de tiempo independientes generadas como un proceso autorregresivo
Poisson con un orden de autocorrelacién maximo de 12. Un total de 10 series de tiempo
en el conjunto de datos, cada una con una longitud de 200.

= Caso 2: Series de tiempo independientes generadas como un proceso autorregresivo
Poisson con un orden de autocorrelaciéon maximo de 12. Un total de 100 series de
tiempo en el conjunto de datos, cada una con una longitud de 200.

= Caso 3: Series de tiempo independientes generadas como un proceso autorregresivo
Poisson con un orden de autocorrelacién maximo de 24. Un total de 10 series de tiempo
en el conjunto de datos, cada una con una longitud de 1000.

= Caso 4: Series de tiempo independientes generadas como un proceso autorregresivo
Poisson con un orden de autocorrelacién maximo de 24. Un total de 100 series de
tiempo en el conjunto de datos, cada una con una longitud de 1000.

= Caso 5: Series de tiempo generadas con el método GRATIS con un conjunto tinico de
caracteristicas objetivo de naturaleza mensual y periodo estacional 12. Un total de 10
series de tiempo en el conjunto de datos, cada una con una longitud de 200.

= Caso 6: Series de tiempo generadas con el método GRATIS con un conjunto tnico
de caracteristicas objetivo de naturaleza mensual y periodo estacional 12. Un total de
100 series de tiempo en el conjunto de datos, cada una con una longitud de 200.

= Caso T7: Series de tiempo generadas con el método GRATIS con un conjunto tinico de
caracteristicas objetivo de naturaleza horaria y periodo estacional 24. Un total de 10
series de tiempo en el conjunto de datos, cada una con una longitud de 1000.

= Caso 8: Series de tiempo generadas con el método GRATIS con un conjunto tinico de
caracteristicas objetivo de naturaleza horaria y periodo estacional 24. Un total de 100
series de tiempo en el conjunto de datos, cada una con una longitud de 1000.

Cabe resaltar que la decisién de tomar como un unico elemento la independencia y el algo-
ritmo generador de los datos y utilizar el periodo estacional 12 tinicamente para las series de
200 observaciones y el periodo 24 para las de 1000 observaciones, en lugar de generar am-
bos casos para cada longitud, fue orientada por las restricciones computacionales derivadas
tiempo de entrenamiento, ya que como se evidenciard en los resultados respecto a la efi-
ciencia computacional, para algunos casos el tiempo de ajuste de todos los modelos en total
supero las 24 horas, de modo que si se generaban todos los 128 casos posibles considerando
independencia, algoritmo generador por separado, los periodos estacionales, longitud de las
series, el numero de series y la forma de dividir los datos en entrenamiento y evaluacion
(como se ve en la siguiente Subseccién), hubiera sido imposible la realizacién de este estudio
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de simulacién dentro del cronograma establecido para este trabajo de tesis. Asi, se buscé
acotar el numero de casos a uno que permitiera realizar los ajustes e iterar y corregir de ser
necesario.

6.1.2. Ajuste de modelos

Para comparar el prondstico se ajustaron cuatro tipos modelos para cada caso, los modelos
presentados en este trabajo: autorregresivos Poisson (ver Capitulo 3), modelos de pronéstico
de series de tiempo con RNN (ver Capitulo 4) y modelos de prondstico de series de tiempo
con una arquitectura basada en el Transformer (ver Capitulo 5), y modelos SARIMA que se
toman como referencia pese al incumplimiento de supuestos, dado el amplio uso que tienen
este tipo de modelos. En todos los casos se utilizaron rutinas programadas en Python que
seleccionaran los parametros de los modelos de forma automatica a partir de los datos y
que se corren de forma vectorial para garantizar eficiencia computacional, de manera que se
puedan realizar conclusiones respecto a los tiempos de corrida de los algoritmos.

Se implementd la estrategia de ajuste con validacién cruzada asi: en series de tiempo mensua-
les de longitud 200 se utilizaron 188 observaciones en el ajuste y un tnico periodo estacional
de 12 observaciones para evaluar la calidad de prediccién, en tanto que en las series horarias,
de longitud 1000, se usaron 904 observaciones en el ajuste, dejando 96 observaciones (cuatro
periodos estacionales) para evaluar los prondsticos. La sub-particién de los datos usados pa-
ra el ajuste entre entrenamiento y validacién varié segin la forma de realizar la validacién
cruzada en cada modelo. A continuacion se detalla el procedimiento seguido para el ajuste
en cada caso.

Modelos SARIMA

Este trabajo utilizé la implementacién de los modelos ARIMA(p, d, q)(P, D, Q)[s] disponible
en el paquete pmdarima (Smith, 2017) en Python, el cual cuenta con un algoritmo de
seleccion automatica de los érdenes autorregresivos y de la media mévil para el modelo,
tanto en su parte regular como estacional. En el repositorio de este trabajo dentro del médulo
SARIMA se puede encontrar el codigo para la generacion de un objeto que permite ajustar
modelos independientes para conjuntos de series de tiempo y generar pronésticos de todos
los modelos en paralelo. Para el ajuste se definen los érdenes autorregresivos, p, y de media
moévil, ¢, méaximos para la parte regular y si el algoritmo debe considerar que las series tienen
una naturaleza estacional, se deja que el algoritmo seleccione libremente los érdenes de la
parte estacional. En los casos de las series de longitud 200 se tomaron p y ¢ maximos de 12 y
en las de longitud 1000 un maximo de 24. Ademds, para las series generadas como procesos
autorregresivos Poisson no se tomaron modelos estacionales, pero si para las generadas con

el método GRATIS.
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Modelos autorregresivos Poisson

El detalle de estos modelos, también llamados INGARCH, la optimizacién para obtener
los valores de los parametros del modelo y el algoritmo de seleccion automatica del orden
autorregresivo, asi como la implementacion construida en Python se presento en el Capitulo
3 de este trabajo. Para el ajuste en paralelo de cada una de las series de tiempo integrantes de
un conjunto dado se cred un objeto en Python disponible en el repositorio que acompana este
trabajo, el cual permite la aplicacion del algoritmo de seleccién automatica de los érdenes en
el modelo INGARCH para cada serie de tiempo, el entrenamiento del modelo con los 6rdenes
seleccionados y el prondstico paralelo de todos los modelos. De forma similar al caso de los
modelos SARIMA, en los casos de las series de longitud 200 se tomaron p y ¢ méaximos de
12 y en las de longitud 1000, con 6rdenes maximos de 24.

Modelos de prondstico de series de tiempo con RNN

Las redes neuronales y redes neuronales recurrentes (RNN), asi como la arquitectura del mo-
delo para el prondstico de series de tiempo, como se plantea para este trabajo, se abordaron
en el Capitulo 4. En las aplicaciones vistas en dicho capitulo, se vio la tendencia al sobre
ajuste de estos modelos, y la necesidad de tomar medidas para ello en el entrenamiento.

A partir de lo mencionado, el ajuste de las RNN aborda modelos de pronéstico de ventanas
temporales que pronostican de forma global todas las series del conjunto de datos y se generd
un objeto de selecciéon automatica de hiperparametros y de la arquitectura del modelo. Las
arquitecturas consideradas fueron:

» Tipo 1: Una tnica capa recurrente, de celdas LSTM, seguida de una capa densa (capas
completamente conectadas del perceptrén multicapa) y prondsticos en cada momento
t utilizando la informacién del estado latente hY) en dicho momento, de forma que las
ventanas de entrada y salida tienen la misma longitud.

= Tipo 2: Dos capas recurrentes, de celdas LSTM, seguidas de una capa densa y prondsti-
cos en cada momento ¢ utilizando la informacién del estado latente AY) en dicho mo-
mento, de forma que las ventanas de entrada y salida tienen la misma longitud.

= Tipo 3: Una tunica capa recurrente, de celdas LSTM, seguida de una capa densa y

(T2) en el

todos los prondsticos generados utilizando la informacién del estado latente h
ultimo paso de tiempo de las entradas, de forma que las ventanas de entrada y salida
pueden tener diferente longitud, y se utilizan ventanas de entrada con una longitud

igual al doble de las ventanas de salida.
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= Tipo 4: Dos capas recurrentes, de celdas LSTM, seguidas de una capa densa y todos
los pronésticos generados utilizando la informacién del estado latente h(T#) en el dltimo
paso de tiempo de las entradas, de forma que las ventanas de entrada y salida pueden
tener diferente longitud, y se utilizan ventanas de entrada con una longitud igual al
doble de las ventanas de salida.

Por otro lado, en cuanto a los hiperparametros se variaron en los siguientes valores:

= Unidades en la capa recurrente: 16, 32 6 64.
» Tasa de aprendizaje en el descenso gradiente: 0.01, 0.001 6 0.0001.

» Tamano de lote para el descenso gradiente por mini-lotes: 8 (inicamente para
las series de longitud 200), 32, 64 ¢ 128 (inicamente para las series de longitud 1000).

A partir de la combinacién de las arquitecturas se generaron 108 modelos para cada caso, los
cuales se entrenaron por 500 épocas sobre conjuntos de entrenamiento correspondientes al
80 % de observaciones utilizadas para el ajuste y se evaluaban sobre el conjunto de validacién
con el 20 % restante. Luego, en cada modelo se seleccionaba el minimo valor de la pérdida
sobre el conjunto de validacion, a través de los registrados en todas las épocas, lo que permitié
controlar el sobre ajuste. Finalmente, el modelo seleccionado es aquel con la mejor métrica
de validacién minima, de los 108 evaluados, y corresponde a la versién entrenada con el
numero de épocas para los cuales el modelo tenia los parametros con los cuales alcanzo este
minimo valor.

Modelos de pronéstico de series de tiempo con arquitectura basada en transformers

En el Capitulo 5 de este trabajo se presenté el modelo Transformer, una propuesta de
arquitectura ajustada para el prondstico de series de tiempo y su implementacién. Para el
ajuste de los modelos basados en dicha propuesta se siguié una légica similar a la mencionada
para las RNN, con la salvedad de que la arquitectura a probar en este caso es unica. En la
seleccién automatica de hiperparametros se probaron:

= Nimero de capas de codificador y decodificador: 2.
= Niumero de cabezas de atencién: 4 6 6.
» Unidades en la capa densa final: 8, 16 6 32.

» Tasa de dropout: 0.1 6 0.3.
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= Tamano de lote para el descenso gradiente por mini-lotes: 8, 16 ¢ 32.

Donde la tasa dropout corresponde al porcentaje de nodos (y sus respectivas conexiones)
que se apagan de forma aleatoria durante el entrenamiento de la red, lo que previene la
co-adaptacion excesiva de los nodos, estrategia que se utiliza para evitar el sobre ajuste del
modelo (Srivastava et al., 2014). En consecuencia, se prob6 un total de 72 modelos, en cada
caso entrenando por 500 épocas y nuevamente seleccionando el mejor a partir de la métrica
de la pérdida en el conjunto de validacion.

6.1.3. Métricas de desempeiio de prondéstico

En este trabajo se calculan el sMAPE (Makridakis, 1993) y el MASE (Hyndman & Koehler,
2006) como medidas de desempetio de prondstico, tal como se presentaron en (2-19) y (2-20)
para el pronostico obtenido con cada modelo en cada serie de tiempo y se reportan el minimo,
maximo, promedio y desviacién estandar para ambas medidas en cada conjunto de datos, es
decir sobre todas las series de tiempo generadas para cada caso. Sin embargo, de acuerdo con
Hyndman y Koehler (2006) las medidas basadas en errores porcentuales, como el sMAPE,
son sesgadas y se recomienda mejor el uso del MASE. Por lo tanto, los analisis en torno
al desempeno de los modelos para el prondstico se realizaran tinicamente con base en el
MASE y los valores del sSMAPE solo son reportados como informacion de referencia sobre la
magnitud del error de prediccién respecto a los valores de la serie de tiempo.

6.2. Comparacion del desempeio de los modelos

Cémo se menciond anteriormente, la comparacion del desempeno de los modelos para el
prondstico se realiza usando el MASE, métrica que puede interpretarse como el error del
modelo en relacién con el error en que incurre el prondstico “ingenuo” de tomar como
prondstico para cada el valor el inmediatamente anterior (Hyndman & Koehler, 2006). En
la tabla 6-1 se presentan el promedio, la desviacion estandar y el valor minimo y méximo
de las métricas obtenidas con cada modelo en los diferentes escenarios. El cédigo utilizado
para la obtenciéon de estos valores, asi como los valores de las métricas guardados como ar-
chivos .json, se pueden acceder en el repositorio que acompana este trabajo disponible en
https://github.com/dbeta95/On_time_series_of _counts_forecast.
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Tabla 6-1.: Resumen estadistico de las métricas de prondstico de los modelos en los

diferentes escenarios.

SARIMA INGARCH RNN Transformer

sMAPE MASE sMAPE MASE sMAPE MASE sMAPE MASE

case_.l1 mean 56.1827 0.7229 54.3988  0.6597 54.8128 0.6773  53.0521 0.6338
sd  26.1570 0.2439 27.2834  0.1209 27.4535 0.1478  26.5891 0.1213

min  14.5745 0.4076 18.6374 0.3863  20.4078 0.3796  18.5374 0.4075

max  97.3605 1.3101 104.4552 0.8219 103.5318 0.8777 98.0667 0.7892

case.2 mean 61.3135 0.7937 61.5685 0.8276  58.7354 0.7298  59.3083 0.7374
sd  32.2182 0.2982 33.8748 0.6309 31.2012 0.2127 31.4378 0.2182

min 7.4553 0.3100 8.9668  0.3263 9.2292  0.3599 9.0952  0.3480

max 148.1599 2.4662 156.3989  6.4920 149.5699 1.5696 147.2267 1.5781

case.3 mean 60.6527 0.7277 59.8804 0.7363  60.4105 0.7256  60.8379 0.7293
sd 20.3118 0.0716  20.9177  0.0852  20.0800 0.0689  20.4042 0.0783

min  22.2805 0.6416 22.1607 0.6228 22.7956 0.6373  22.1346 0.6245

max 89.0408 0.8892 89.5387 0.8708 89.8535 0.8583  89.4845 0.8897

case.4 mean 59.5166 0.7599 57.9241 0.7804 57.6525 0.7274  57.7086 0.7267
sd 25.9861 0.2572 26.1820 0.3363  24.5581 0.0963 24.3781 0.0893

min 3.6164 0.3635 7.1540  0.5249 3.7128 0.5236 3.6034 0.5339

max 124.2347 3.1425 138.3450 3.6145 118.7633 1.2203 109.8548 1.2399

case_5 mean 106.2827 1.3450 84.1154 0.5564  89.5761 0.6081  85.8889 (.8451
sd 30.7537 0.7159  20.2122  0.4556  19.8508 0.1552  12.4394 0.1490

min  64.7055 0.5045 59.6577 0.1164 61.2262 0.3432 66.9535 0.4805

max 150.0000 2.5593 123.9727  1.5068 129.8362 0.8517 104.4420 1.0619

case_.6 mean 101.1775 1.3130 82.7722 0.5962 89.4558 0.8263 87.8465 0.7916
sd  32.8984 0.8150 23.7307 0.6496 20.5163 0.3591  18.9369 0.3540

min  45.5837 0.0494 36.8266  0.0597 54.2238 0.3623  46.0128 0.2966

max 200.0000 5.2741 132.7777 4.5110 160.2319 2.5124 142.0779 2.3686

case_.7 mean 73.3482 18753 104.0152 1.3741 74.8386 1.5356  82.8930 2.0026
sd  32.4801 1.1787 49.7122 1.2119 21.1346 0.7236  25.6233 0.6881

min 31.8030 0.2036  50.2502  0.1637 51.6456 0.3276  50.2687 1.2030

max 1419237 4.6363 176.8909  3.3597 107.9169 2.7241 116.8467 3.5181

case.8 mean 81.1212 1.7173 139.8679 2.5205 72.9551 1.5682  75.4747 1.5626
sd  40.7117 1.2707 42.1129 2.0115 23.1517 0.8806  23.8968 0.8549

min 27.2761 0.0837  32.0528  0.5880  36.4421 0.4329 33.3453 0.3213

max 200.0000 8.8253 195.6578 16.3600 141.0525 6.3820 153.6907 5.7436
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Un hallazgo durante la obtencion de los prondsticos para el calculo de las métricas es que

para el caso de los pronosticos de mas largo plazo, es decir, los prondsticos de 4 periodos
estacionales horarios de 24 horas, el modelo de autorregresion Poisson generd divergencias

computacionales e incluso fall6 en obtener el prondstico para dos de los modelos en el caso

4, donde se presentaron casos de divergencia por valores muy altos en los gradientes durante

el descenso gradiente, que llevé a la funcién de pérdida a fallos computacionales y generd

valores nulos para todos los parametros. Si bien estos problemas podrian solucionarse con

la selecciéon manual de érdenes de autorregresion y el testeo hasta lograr resultados mas

convenientes, esto implicaria un analisis particular que imposibilita la escalabilidad del uso

del modelo. Por ello, para las métricas reportadas y a comparar se debe tener en cuenta que

para el modelo de autorregresion Poisson se omitieron los resultados obtenidos para uno de

los pronésticos del caso 3, cuatro del caso 4 y uno del caso 7. En la Figura 6-2 se observa el

caso de la divergencia numérica en el pronéstico en el caso 3 y en la Figura 6-1 tanto uno

de los prondsticos divergentes como una de las series sin prondsticos para el caso 4.
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Figura 6-1.: Valores reales contra pronosticados de las ultimas 20 series del caso 4 pronos-

ticadas con modelo de autorregresion Poisson.
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Figura 6-2.: Valores reales contra pronosticados de las iltimas 4 series del caso 3 pronosti-
cadas con modelo de autorregresién Poisson.

En la Figura 6-3 se presenta el perfil de medias del MASE que obtuvo cada modelo en los
diferentes casos simulados. Se puede apreciar que ninguno de los modelos domina de forma
general en términos de precisién de prondstico, pero que el modelo SARIMA se desempena
de forma pobre para todos los casos, siendo el de peor o segundo peor desempernio siempre. Se
puede observar, también, que mientras que los modelos globales y de machine learning tienen
un comportamiento estable y cercano en la mayoria de casos (exceptuando el mal prondstico
del Transformer para el caso 7 donde se dispara el error), el modelo de autorregressién Poisson
tiene un comportamiento mas disperso al estar entre los mejores o peores modelos, lo que
en parte concuerda con la informacion de la Tabla 6-1 donde se puede ver que la desviacién
estandar del MASE del modelo de autorregresion Poisson es superior a la de los modelos
de machine learning de prondstico global, en todos los casos donde su MASE promedio es
elevado, ademas tiene errores maximos muy superiores. Lo anterior sugiere que el modelo
puede generar un mejor ajuste para la serie de forma independiente cuando logra capturar el
comportamiento autorregresivo, pero en los casos que falla se generan errores muy altos que
suben el promedio del error, mientras que los modelos de machine learning logran mantener
un error mas uniforme en todos los casos, aunque superior al del modelo de regresion Poisson
cuando este logra capturar el comportamiento de la serie, como se presenta con las series de
los casos 5 y 6, donde se observan los valores promedio del error de pronéstico inferiores pero
con altas desviaciones estandar para el modelo. Por otro lado, en algunos casos el modelo
fallé por la naturaleza no estacionaria del conjunto de datos, de modo que al no contemplar
los cambios de nivel de la serie los prondsticos divergian del valor de la serie, siendo mas
notable este comportamiento mientras mas prolongado fuera el periodo pronosticado.
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Figura 6-3.: Perfiles de medias del MASE para cada modelo en los diferentes casos.

En cuanto al modelo Transformer en el caso 7, un analisis adicional permitié observar que
si bien el modelo aproximaba los comportamientos autorregresivos y estacionales de las
series, presentaba errores de ajuste, subestimando o sobreestimando de forma recurrente la
magnitud de estas componentes, lo que se atenué para el caso 8; de lo anterior se infiere que
probablemente el elevado error del modelo para el caso 7 se debié a la menor disponibilidad
de series en los grupos (10 series por grupo), pero al aumentar este nimero a 100, mejora el
desempeno de este modelo.

Otro hallazgo interesante es el hecho de que para todos los casos en los cuales los datos se
generaron con el algoritmo propuesto para obtener series independientes a partir del modelo
de autorregresion Poisson, y si ademaés los procesos son estacionarios, el desempeno de todos
los modelos resulta muy similar, lo que es consecuencia de que para estos casos los modelos
generan como prondstico valores cercanos a la media de cada serie. Sin embargo, los dos
modelos estadisticos realizaron prondsticos mas variables y de menor precision, mientras que
los prondésticos de los modelos machine learning se acercaron mas a la media del proceso y
con menor variabilidad.

Por otro lado, para analizar la informacion por casos, y profundizar sobre los hallazgos
mencionados en términos de la desviacion estandar de los modelos, se presentan, en la Figura
6-4, los box plot de cada uno de los modelos para cada caso.
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Figura 6-4.: Box plots del MASE de los modelos para cada caso.
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En la Figura 6-4, se puede confirmar que para todos los casos en los cuales los datos se
generaron con el algoritmo propuesto a partir del modelo de autorregresién Poisson (casos
1 al 4), los desempenios de todos los modelos son muy similares y los resultados promedio
superiores en la calidad del pronéstico (es decir menores errores promedio presentados en la
Tabla 6-1 y la Figura 6-4) de los modelos de machine learning, se deben principalmente a
que no se generan errores atipicamente altos que arrastren el MASE promedio.

Por otro lado, para los casos donde los datos se generaron con el algoritmo GRATIS, se
observa que si existen diferencias mas notables en los prondsticos de los modelos, y se nota
una mejora en los errores cometidos por los modelos de machine learning respecto a los
demas modelos, cuando los conjuntos tienen un mayor nimero de series de tiempo y las
series son de mayor longitud. Se evidencia también que el modelo SARIMA tiene un mal
desempeno en la mayoria de los casos (y nunca resulta ser el mejor de todos los modelos,
aunque es el mejor de los dos modelos estadisticos en los casos 7 y 8) mientras que para el
modelo INGARCH se presentan datos atipicos de errores muy elevados para los conjuntos
de 100 series de tiempo.

Dada la no robustez de la media a valores atipicos, en la Figura 6-5 se presentan los perfiles
de las medianas por modelo versus caso, excluyendo el modelo SARIMA debido a su inferior

desempeno.
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Figura 6-5.: Mediana del MASE de los modelos para cada caso.
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En la Figura 6-5 se puede observar que si bien los resultados en los casos generados con la
autorregresion Poisson siguen siendo sumamente similares, para los generados con el algorit-
mo GRATIS se presenté un desempeno muy superior del modelo de autorregresion Poisson
en todos los casos, exceptuando el caso 8 para el cual se tienen 100 series de tiempo de
longitud 1000 y un horizonte de prondstico mas largo. Este hallazgo resulta de gran interés,
ya que en la préactica, cuando los conjuntos no contengan muchas series de tiempo, es fac-
tible la intervencién humana para refinar los modelos autorregresivos en los casos donde
su desempeno resulte pobre y potencialmente pueden conducir a mejores resultados que los
modelos de machine learning. Por otro lado, para conjuntos con muchas series de tiempo,
los modelos de machine learning no solo no presentaron valores atipicamente altos en sus
errores de prediccion, sino que también arrojan mejor desempeno en el pronostico.

Para evaluar la relacion del desempeno de los diferentes modelos versus las caracteristicas
de las series de tiempo en los conjuntos de datos simulados, a continuacion, se analizaran los
efectos individuales de los factores controlados en el experimento de simulacién, previamente
mencionados y que corresponden a:

» La naturaleza de los datos: Complejidad de la relacién autorregresiva y heteroge-
neidad.

= La longitud de las series de tiempo en el conjunto de datos

= El nimero de series de tiempo

6.2.1. La naturaleza de los datos

En primera instancia, se presenta en la Figura 6-6 el MASE promedio cuando solo se varia
la naturaleza de la generacion de los datos: si se trata de procesos autorregresivos Poisson
cuyos coeficientes se generan de forma aleatoria, al igual que los érdenes autorregresivos, y
las series son independientes entre si o de la generacién con el método GRATIS con series
dependientes con las mismas caracteristicas objetivo.

En los gréficos se puede observar que la mayoria de los modelos se desempenan peor pro-
nosticando sobre los conjuntos de series generadas con el algoritmo GRATIS, en el cual no
se garantiza la estacionariedad de los procesos temporales, mientras que el desempeno fue
mejor y mas cercano entre los modelos, cuando los datos fueron generados por el primer
algoritmo, el cual garantiza la estacionariedad y la ausencia de patrones estacionales. Se
infiere, por tanto, que mientras los procesos son estacionarios y no estacionales, los distintos
modelos probados parecen tener menor error de prediccion al producir prondsticos cercanos
a los valores promedios de las series. Ahora bien, el modelo autorregresivo Poisson mostré la
peculiaridad de superar a los demas modelos cuando los conjuntos de series fueron simuladas
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a partir del algoritmo GRATIS, con longitud de 200 y plazo de prondsticos més cortos, en
cambio, resulta peor con series largas y a la vez horizontes de prondsticos largos, muy proba-
blemente porque a pesar de un mayor tamano de muestra en el ajuste, el prondstico pierde
precision si el horizonte de tiempo es mas largo, y también porque el modelo autorregresivo
puede no ajustar bien a los datos generados por procesos no estacionarios.
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Figura 6-6.: MASE promedio obtenido para cada modelo segiin naturaleza de los datos.

Por otro lado, se debe tener en cuenta que para los modelos de machine learning los horizontes
méas prolongados y mayores numeros de series en el conjunto de datos, hacen también mas
complejas las funciones de pérdida y aumentan el nimero de gradientes, lo que demanda una
mayor cantidad de datos. Especialmente el modelo Transformer, con muchos mas parametros
que la red recurrente, fallé6 en capturar el comportamiento de las series generadas con el
algoritmo GRATIS en los conjuntos de menos series paralelas y con menor disponibilidad
de datos, por lo que se hizo evidente el aumento del error predictivo en estos escenarios
versus el error cometido en los casos donde los datos provinieron del primer algoritmo. La
excepcion fue el caso de la RNN para el horizonte més corto, de 200 observaciones y 10 series
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de tiempo, donde la red logré aproximar el comportamiento de las series generadas con el
algoritmo GRATIS pese a la menor disponibilidad de datos, probablemente también por
ser el modelo de machine learning con la arquitectura mas simple, lo que representa menos
parametros a ajustar.

6.2.2. La longitud de las series de tiempo

En la Figura 6-7 se presentan ahora los promedio del MASE cuando solo varfa la longitud
de las series de tiempo en el conjunto de datos de 200 a 1000 observaciones en total, lo que
implica también un cambio en el horizonte de prondstico, de 12 periodos en el primer caso
y 96 en el segundo.
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Figura 6-7.: MASE promedio obtenido para cada modelo segin la longitud de las series de
tiempo.
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Se puede observar que para el caso de las series independientes y solo 10 series a la vez, el
tamano de las series conjuntamente con el horizonte de pronéstico (recuerde que en series de
longitud 200 se ajusta con 188 observaciones y se pronostican las 12 ultimas, en tanto que en
las series de longitud 1000 se ajusta con 904 observaciones y se pronostican 96), empeora la
calidad de los prondsticos de los modelos, pues a pesar de la mayor informacion en el ajuste,
esto no contribuye a una mayor precisién en el prondstico, si el horizonte de prediccion es
muy largo. Sin embargo, al aumentar el nimero de series de tiempo paralelas, de 10 a 100,
la precisién de pronéstico de los modelos parece mejorar. Como se menciond anteriormente,
un analisis adicional permitié establecer que, en general, los modelos no logran capturar el
comportamiento autorregresivo de la mayoria de las series generadas de forma independiente
con el algoritmo autorregresivo propuesto, y sus prondsticos terminan siendo cercanos al
promedio global de las series, desempenandose mejor en esos escenarios, los modelos globales
cuyos pronosticos se acercaron més a las medias. Por otro lado, los casos de 1000 datos fueron
procesos de simulacién mas prolongados y estables, en los cuales sus valores oscilaron mas
cerca a su media, lo que generd el resultado observado. Esto tultimo es de esperarse para
los modelos autorregresivos, dada la estacionariedad de las series del conjunto, y resulta
interesante que para los modelos de Machine learning se alcance un ajuste méas preciso de la
media global del proceso. Lo anterior plantea la pregunta de cual comportamiento podrian
tener los modelos de machine learning planteados en escenarios estacionarios, pero con series
relacionadas entre si y con los mismos 6rdenes de autocorrelacion, lo que podria ser un
problema de interés para futuras investigaciones.

Para el caso de las series dependientes, se observa que nuevamente para todos los modelos
empeora la calidad del prondstico al aumentar su horizonte. Para el modelo de regresién
Poisson el aumento del error de prondstico en los horizontes de prondsticos mas prolongados
se hizo especialmente notorio para el conjunto de 100 series, pues se presentaron mas casos
en los cuales el modelo fallé en capturar el comportamiento de la serie y se generaron errores
muy altos que afectaron el promedio global, como puede verificarse en la Tabla 6-1, donde
se observa una desviacion estandar del MASE y un valor maximo del modelo muy superior a
los de los demés en el caso 8. En cuanto a los modelos globales, se observa que en el conjunto
de 100 series hay un incremento menor en el error de pronodstico a medida que aumenta el
horizonte, evidenciandose que para las series dependientes estos modelos sacan provecho de
la mayor cantidad de datos, especialmente el modelo Transformer.

6.2.3. EI namero de series de tiempo

La Figura 6-8 presenta el promedio del MASE al variar el niimero de series de tiempo a
pronosticar en el conjunto de datos de 10 a 100. En la figura se puede observar que al aumen-
tar el nimero de series pronosticadas y cuando éstas son independientes, y generadas con el
algoritmo propuesto, los modelos en general tienen un peor desempeno para el prondstico,
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al generarse mas casos en los que el modelo falla en capturar el comportamiento de la serie.
La salvedad es el caso del modelo transformer, que con mas datos logré aproximar mejor
las medias globales (acorde al andlisis de la subseccién anterior) méds no aproxima bien el
comportamiento autorregresivo de las series al aumentar la cantidad de éstas.

independent-P.AR - 200 observations independent-P.AR - 1000 observations
nazs { — sarma 078 { — sarima
poisson_autorregression poisson_autorregression
ogood recurrent_neural_network — recurrent_neural_network
) —— transformer 077 { — transformer
0775 "’__,,—4.——..—‘.,_.
w 0750 w 078
= =
= =
c c
= 0.725 B 075
E E
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074
0.675
0.650 0.73
0.625 T T T T
10 series 100 series 10 series 100 series
number_of_series number_of_series
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Figura 6-8.: MASE promedio obtenido para cada modelo segin el niimero de series de
tiempo.

Sin embargo, el comportamiento cambia para las series dependientes. El modelo de regression
Poisson logra mejores prondsticos para menor cantidad de series en el conjunto de datos,
donde se presentan menos casos en los cuales falla en el ajuste de las series. Por otro lado,
la RNN empeora la calidad de sus prondsticos al tener mas series en el conjunto de datos,
posiblemente porque su arquitectura simple y estructura autorregresiva no logran obtener
suficiente provecho de la informacion de las series paralelas para mitigar el efecto de la
complejidad paramétrica que genera la funcion de pérdida para mas series de tiempo. Por
su parte, con el Transformer aumentar la cantidad de series paralelas, y por lo tanto, la
informacion a ser explotada por los algoritmos de atencién, conduce a un mayor beneficio
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en la calidad del prondstico. Cabe resaltar que el caso de 1000 observaciones y 100 series
de tiempo con series dependientes, es el tinico donde los algoritmos globales no solo son en
promedio los mejores, sino que logran, también, errores minimos notablemente inferiores a
los del modelo de autorregresién Poisson.

6.2.4. Eficiencia computacional

Finalmente, se presentan algunos hallazgos en términos del costo computacional, principal-
mente para el tiempo demandado por los diferentes modelos. En la Tabla 6-2 se presenta el
resumen de los tiempos de corrida para los entrenamientos de todos los modelos. Como se
puede observar, para los casos en los que los conjuntos de datos son pequenos (pocas series
de tiempo y de pocas observaciones) los modelos locales tienen tiempos computacionales
mucho menores que los globales, sin embargo, a medida que la cantidad de datos aumenta,
se incrementa el tiempo de corrida, pero este incremento es bastante significativo con el mo-
delo autorregresivo Poisson, en tanto que el modelo SARIMA necesité en general menores
tiempos que los demas modelos.

Tabla 6-2.: Tiempos computacionales para el entrenamiento de cada modelo

SARIMA | INGARCH | RNN Transformer

Caso 1 | 23.6s 43m, 31.8s 173m, 25.32s | 415m, 55.8s
Caso 2 | 4m, 6s 415m,38.9 175m, 14.7s | 420m, 51.3s
Caso 3 | 2m, 17.9s | 732m, 42.1s | 214m, 30.5s | 719m, 44s

Caso 4 | 30m, 33.9s | 1102m, 15.4s | 237m, 32.6s | 715m, 23.3s
Caso 5 | 42.8s 41m, 57.1s 147m, 43.2s | 410m, 5.7s

Caso 6 | 6m, 12.1s | 415m, 38.9s | 150m, 21.3s | 398m, 23.8s
Caso 7 | 4m, 3.5s 727m, 30.3s | 212m, 9.9s 690m, 49.0s
Caso 8 | 53m, 40.2s | 1058, 28.6s 246m, 46.1s | 704m, 26.2s

Los resultados presentados se obtuvieron con un computador portatil con un procesador
Intel(R) Core(TM) i7-10750H de 6 nicleos y 12 procesadores 16gicos, con velocidad de base
de 2.60GHz, 16GB de memoria RAM y una tarjeta grafica NVIDIA GeForce GTX 1650 Ti
de 4GB.



7. Conclusiones y recomendaciones

7.1. Conclusiones

El pronéstico de series de tiempo de conteos requiere de aproximaciones a dichos procesos
con modelos cuyos supuestos sean soportados por conjuntos numéricos adecuados para va-
lores discretos y ocurrencias de ceros, o modelos basados en datos que no tengan supuestos
distribucionales. En este trabajo se mostré que al usar los modelos comuinmente emplea-
dos para el prondstico de series de tiempo, pero cuyos supuestos se basan en distribuciones
Gausianas, como es el caso de los modelos ARIMA 6 SARIMA, los prondsticos resultantes
pueden ser de muy mala precision.

Por otro lado, este trabajo abordé la aplicacién de modelos locales, que modelan y pronos-
tican las series de forma individual y que son de naturaleza estadistica, hallando que logran
mejores resultados para el prondstico de cada serie de tiempo en los casos en los cuales
los conjuntos de datos son pequenios (pocas series de tiempo paralelas), y cuando se logra
capturar la naturaleza autorregresiva de las series y estas obedecen a los supuestos de esta-
cionariedad que hace el modelo. Sin embargo, esto genera una restriccién en términos de la
escabilidad del proceso de prondstico, pues requiere intervencion humana para los casos en
los cuales las selecciones automaticas fallen y sea necesario el refinamiento de los modelos,
con el fin de mejorar su calidad de ajuste y de prediccidn.

Por otro lado, con los modelos de machine learning utilizados para prondsticos globales, se
logran mejores resultados cuando se tienen series de tiempo largas y conjuntos de series gran-
des, particularmente en los modelos complejos como el Transformer propuesto. Sin embargo,
para las redes neuronales recurrentes, la complejidad de la funcion de pérdida al aumentar
el nimero de series a pronosticar afecta su capacidad de prondstico.

Los experimentos también encontraron que al aumentar el nimero de serie de tiempo en
paralelo, cuando éstas son independientes, los modelos globales no presentan una buena
capacidad de prondstico, dado que no se puede extraer informacién de una serie para pro-
nosticar otra, y aproximan las series estacionarias como sus medias, pese a existir patrones
autorregresivos.

Ademas de la calidad de prondstico, a medida que aumenta la cantidad de datos, también
mejoran los tiempos computacionales de los modelos globales de machine learning, respecto
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a los locales estadisticos, pues estos ultimos crecen a una proporcién mucho mayor. Si bien en
este trabajo no se observaron nunca tiempos mayores del modelo SARIMA, para conjuntos
de dimensiones mucho mayores, es de esperar que los tiempos computacionales de los modelos
de machine learning sean menores a los de este modelo.

De acuerdo a los factores considerados en el estudio de simulacion, se concluye que en los
conjuntos de pocas series de tiempo, donde resultara viable la supervision humana para
garantizar el cumplimiento de supuestos y verificar la calidad del prondstico individual de
las series, parece mas recomendable el uso de las metodologias estadisticas. Sin embargo,
cuando los conjuntos de datos son grandes, la aplicacion de estos modelos no solo presenta
dificultades practicas, sino que también muestra un desempeno inferior para el prondstico
que los modelos de machine learning.

Por otro lado, los resultados de este estudio, en términos de las métricas usadas sobre la
precision de prondstico, son similares a los encontrados por Montero-Manso y Hyndman
(2021) sobre el pronéstico de multiples series de tiempo de valores continuos (no discretas).
Esto sugiere que lo desarrollado en la literatura sobre el prondstico de multiples series de
tiempo continuas puede extenderse al campo de las series de conteo y orientar el trabajo
futuro sobre el problema abordado en esta tesis.

7.2. Trabajo futuro

Si bien este trabajo presenté con cierto nivel de profundidad los modelos Autorregresivos
Poisson, las Redes Neuronales Recurrentes y los Transformers para el prondstico de series
de tiempo de conteos, existen desarrollos sobre estos modelos que no se profundizaron e
implementaron y que pueden mejorar la capacidad de prondstico de los mismos. En primera
instancia, el ajuste de los modelos autorregresivos Poisson para incluir estacionalidades e
innovaciones puede resultar de interés, asi como considerar variaciones al modelo que con-
templen cambios de nivel y 6rdenes de integracién tal como en los modelos ARIMA.

Por otro lado, arquitecturas mas complejas para las redes neuronales recurrentes que incluyan
conexiones residuales, estructuras codificador-decodificador y otros elementos para optimizar
el modelo son otra area de interés a explorar. En cuanto a los Transformers, se trata de un
tema de investigacién actual y otras adaptaciones para el prondstico de series de tiempo
pueden estudiarse.

Teniendo en cuenta ademas, que en los hallazgos de este trabajo se encontré que los modelos
locales pueden capturar mejor el comportamiento de las series, pero carecen de la estabi-
lidad de los globales, se dan indicios de que aproximaciones mixtas pueden tener mejores
resultados, tal como se comprobd para series continuas en Makridakis et al., 2018. En esta



7.2 Trabajo futuro 139

linea, esta el analizar, también, el resultado de modelos de redes neuronales recurrentes que
tomen conjuntos de multiples series, pero ajusten funciones de pérdida sobre una serie a la
vez, generando una red para el pronédstico de cada una, de forma local, pero con una entrada
global de datos. Otra linea en este sentido es replicar modelos con resultados superiores para
el prondstico de series continuas con las debidas adaptaciones a las series de conteos.

Finalmente, teniendo en cuenta que en los modelos de lenguaje basados en Transformers se
ha comprobado el beneficio de reutilizar modelos entrenados sobre grandes cuerpos de texto,
para adaptar una capa final que se entrene sobre conjuntos limitados de datos en aplicaciones
especificas (practica denominada “fine-tunning”), podria resultar de interés experimentar
una adaptacion similar de tomar modelos entrenados para el prondstico de series de tiempo
sobre conjuntos de referencia con gran cantidad de series, como los de las competencias M,
y adaptarlos en aplicaciones especificas.



A. Descenso Gradiente

Segin Ruder, 2016 El descenso gradiente es uno de los algoritmos mas populares para la
optimizacién y por mucho el mas comun para la optimizacién de redes neuronales, de modo
que casi todas las librerias de referencia de Deep learning contienen implementaciones de
varios algoritmos de optimizacién por descenso gradiente. Este algoritmo es una forma de
optimizar una funcién J(8), con @ € R? un vector de pardmetros, al actualizar los parametros
en la direccién opuesta al gradiente de la funcién objetivo, dado por V,.J(0).

Algunos de los algoritmos mas ampliamente utilizados en el descenso gradiente son:

= Momentum

= Nesterov accelerated gradient
= Adagrad

= Adadelta

= RMSprop

= Adam

= AdaMax

s Nadam

A continuacién, se explica el algoritmo Adam, el cual fue implementado en este trabajo.

Segun Ruder, 2016, la estimaciéon de momentos adaptativa (Adam) es un método que cal-
cula tasas de aprendizaje adaptativas para cada parametro, calculando un decrecimiento
exponencial medio de los gradientes anteriores,

my = Bimy—1 + (1 = B1)ge, (A-1)

y un decrecimiento exponencial medio de los gradientes cuadraticos anteriores,
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Ve = Bovp—1 + (1 — 52)91&27 (A-2)

donde g, es el valor del gradiente evaluado en el valor del vector de parametros en el paso t y
my y V¢ son estimaciones del primer y segundo momento de los gradientes, respectivamente
y se inicializan como vectores de 0's. Este algoritmo incluye una correccién de sesgo para los
estimadores dadas respectivamente por

i = L (A-3)
1—- 1

7 = Vt—1t7 (A-4)
- 2

donde %, B4 corresponden a las t-ésimas potencias de estos pardmetros.

Los valores calculados en (A-3) y (A-4) se utilizan para actualizar el vector de pardmetros
0 en cada paso utilizando la regla:

0t+1 = Bt - (A_E))

a N
—m s
Vi te
Para este algoritmo se proponen valores por defecto de 0,9 para 3;, 0,999 para (3, y 1078
para €. El algoritmo esta dado por:

a=0,001,5; = 0,9, 8, = 0,999, ¢ = 10~ (Valores por defecto).
mo = 0
vy =0
t=20
Mientras 6; no converja, hacer:
t=t+1
gt = Ve J(0,_1)
my = Brmy—1 + (1 — B1)ge
vy = a1 + (1 — PBa)g?

~ mi—1
my = — {
A o Vi—1
Vy = l_ﬁé
. 0] 2
0,11=0,— mmt

Terminar ciclo
retornar 6

El ciclo se repite un nimero de iteraciones definido o hasta que deja de existir reduccién en
la funcién J(@) al evaluar en 8 = 6,.



B. Calculo vectorial y matricial

En este Anexo se presentan elementos del cdlculo vectorial y matricial que se aplican en este
trabajo. Mayor detalle del calculo utilizado en deep learning puede verse en Parr y Howard,
2018, fuente utilizada para la creacion de este Anexo.

Gradientes y Jacobianos

Sea x € R =[xy, 29,...,2,]7 yy = f(z) : R"™! — R El gradiente de y respecto a x

esta dado por:

O _ lof@) af) of ()
Loy gm . ye], (B-1)

Si se denota y = f(x) : R™*! — R™*! al vector

fi(z)
y=f(z)= fZ(.m)

ful)

El Jacobiano es la matriz conteniendo todas las posibles derivadas parciales escalares:

of1(x) ofi(x)  Ofi(x) of1(x)
ox ory ox Oxp
) of2(x) Ofa(x)  Ofa(x) Ofa2(x)
_y _ Ox _ ox1 Oxa o 0T (B_2>
ox : : ’
Ofm(z) Ofm(x)  Ofm(x) Ofm(x)

ox Ox1 Ozo T Oxn
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Operaciones elemento a elemento entre vectores

Sean f(w) : R — R™! y g(x) : R™! — R™! funciones vectoriales tales que cada
fi(w) : R — R accede tnicamente a w; y cada g;(x) : R"™*! — R tnicamente a z;, es

decir:
fi(w) fi(wr) 91(x) g1(z1)

Fw) = f2(5w) _ fz(EwQ) Lg(x) = 92(3@ _ 92(;102) (B-3)
fn('w) fn(wn) gn(w) gn(xn)

Se define la forma genérica de una operacién elemento a elemento en los vectores w € R™*!
y © € R™! usando el operador () como y = f(w) O g(x) € R™ !, tal que

hn fi(w) O g1(x)
y = Y2 _ fo(w) O ga2(x)

vl Lfuw) O gule)

Un ejemplo es el producto elemento a elemento o producto Hadamard dado por y = w ® «,
donde fi(w) = w;, gi(z) = z; y fi(w) © gi(x) = w; X ;.

De forma general, el jacobiano de la funcién vectorial y = f(w) O g(x) con respecto a x

esS:
O(f1(w)Og1(x)) O(f1(w)Og1(x)) O(f1(w)Og1(x))
oz ox e OxTn
D) a(fz(w)éfn(m) I(fo (w)ég2 (=) A(f2(w)Og2(x)
9 _ dar B3 dan . (B-5)
Ox :
Afm(W)Ogm(x)) I fm (w)Ogm(x)) O fm (w)Ogm (x))
Ox1 Oxo T Oxn

Teniendo en cuenta la restricciéon de que f;(w) accede inicamente a w; y g;(x) tinicamente
a x;, el jacobiano se simplifica a la matriz diagonal:

g_z _ diag <{8(fz(wz)ag gi(@i)) }’;1) ' (B-6)
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Para el caso del producto Hadamard se tiene:

g_z = diag ({ia(wé—;xz)}jl) = diag <{wi}j:1> = diag(w).

Operaciéon elemento a elemento

Una operacién elemento a elemento en el vector @ € R"™ usando la funcién escalar g(-) :
R — R estd dada por la funcién vectorial y = g(x) : R™! — R™*! tal que,

Y1 g(z1)
Y2 9(z2)

y=g(z) = =1 . (B-7)
Yn 9(zn)

Si se denota ¢'(z) = di’j—(xx), el jacobiano con respecto a x es:

g—z = diag ({g’(:vz-)}n ) : (B-8)

i=1

Expansion escalar

Sumar el escalar z al vector & € R"*! y = x + z, realmente corresponde a y = f(x) +g(2)
donde f(x) =z y g(z) = 1,2, donde 1,, € R"*! es un vector de unos.

a%(a: + z) = diag(1,) = I, (B-9)

con I,, € R™"™ una matriz identidad.

0
a(a: +2) =1,, (B-10)

con I,, € R™! un vector de unos.
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Reduccion de vectores

Sean £ € R™! y w € R™! vectores columna, se tienen las siguientes reglas para la reduccién

de estos.

n

Para y = sum(x) =) | ;.

y T
= =1
ox n

Sobre el producto punto y = sum(z ©® w) = > | z;w; = T w.

.
ox ’
8y_ T
ow T

Regla de la cadena

Sean f(-) : R™! — R g(.) : R™! — R™ ! funciones vectoriales, y € R"™! un

vector columna

0f(g(z)) _ 0f Og
e (B-11)



C. Calculo de los gradientes en la
regresion como red neuronal

El proceso de obtencién de las derivadas parciales necesarias para la actualizacion del gradien-
te en cada paso de la optimizacién mediante descenso del gradiente (ver anexo A) requiere
la aplicacién de la regla de la cadena vectorial (ver anexo B), y toma el nombre de back
propagation o propagacién hacia atrds (Zhang et al., 2021), ya que en éste la relacién de la
funcién de costo con los parametros sigue la légica:

J(@,y) — 9(2) — z(w, b).

La cual es contraria al forward pass, o propagacién hacia adelante, donde se obtuvo la
estimacion a partir de los datos de entrada y los valores de los parametros. Las ecuaciones
que presentan este calculo pueden observarse en (4-3), (4-4), (4-5) y (4-6).

Inicialmente, obtendremos las derivadas parciales de las diferentes funciones aplicadas en el
forward pass (las reglas para el cdlculo utilizado en esta seccién pueden revisarse en el anexo
B), comenzando con las derivadas parciales de la funcién afin z respecto a los pardmetros

del modelo:
][] fai] fen oo,
0_z _ 8_2 _ %(wgw -+ b) _ wfzf _ To1 T2 ...Tp A (C_l)
ow | 5 : R /
(c?)% %(wzw + b) CUZ Tpl Tn2 ---Tnp
5] [palwo] 1
I e I e ) I S (C-2)
b : n
% S (@lw +b) 1

Por otro lado, se obtiene la derivada del vector de valores estimados respecto a la funcién
afin. Teniendo en cuenta que la estimacién consiste en aplicar la funcién de activacion (la
cual es una operacién elemento a elemento) a la funcién afin, si
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9() =+ g(x)

es la derivada de la funcion de activacion, entonces la derivada del vector de valores estimados
respecto a la funcién afin estd dada por:

! e

Finalmente, se obtiene la derivada parcial de la funciéon de costo respecto a los valores
ajustados. Teniendo en cuenta que la funcién de costo puede representarse como:

X I~
J(y7 y) = ﬁ Z C(yi7 yl)a
i=1
y si denotamos como ¢ el vector resultante de la operacién elemento a elemento entre los
vectores ¥ v y, con la funcién ¢(¥;, y;), es decir,
]T

c= [C(yAla yl) C(?j?ﬂ yQ) tee C(?fna yn)

?

entonces, la funcién de costo puede escribirse como la reduccion vectorial:

n

. 1 . 1
‘](yv y) - E Z C(yi7 yz) - ﬁSUIﬂ(C). (0_4)
i=1
Ahora bien, utilizando la regla de la cadena, se obtiene que la derivada parcial de la funcién
de costo respecto al vector de valores ajustados esta dada por:

oJ 0Joe 1 _p .. . n
a_g - %a_g - Elndlag ({C@(ymyz)}lzl) ) (C_5>
donde ¢4(9,y) = %%y).

De otro lado, por medio de la regla de la cadena, podemos utilizar las derivadas parciales
calculadas previamente para obtener las derivadas parciales (gradiente en el caso de w) de
la funcién de costo respecto a los parametros del modelo:

e = oo = Latding ({es(n )} ) ding ({9} ) 4
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aJ 1 ~ / ~ / ~ /
% = E [Cy(ybyl)g (21), Cy(yz, 92)9 (22), ce >Cz](yn7yn)g (Zn)]T A, (0-6)

y denotando ¢4(9,y) al vector resultante dado por,

N . . . T
cs(@9) = [ v1), W) o cgWntm)] (C-7)
y g’(z) a la operacion elemento a elemento:

g =[g=), ¢(=) .. ¢=)] (C-8)

entonces se puede utilizar el producto Hadamard para expresar de forma mas simple a (C-6)

Y ey 0 g(=)" A (©9)

De forma similar, para la derivada parcial respecto al sesgo tenemos:

S = o oo = atding ({es(in )} )diog ({0} ) 1

S Lo (es(9) 09(2). (10
Como previamente se menciond, las derivadas parciales con respecto a los parametros se
utilizan en la actualizacién de los valores de los pardmetros en el descenso gradiente (ver
Anexo A para mayor detalle), sin embargo, la notacién utilizada para obtener estas derivadas
conduce a gradientes con dimensiones transpuestas a las del vector de parametros. Para
facilitar la aplicacién de los algoritmos, las derivadas parciales se presentaran en una notacién
equivalente a trasponer los calculos presentados hasta ahora. Asi, se obtienen las siguientes

ecuaciones:

3(]_8(]8:&_1 ~ ’ TT_]' ~ ’

52 = 059z~ n ((cy(y,y) ©g'(z)) ) = —¢3(9,9) ©9'(2), (C-11)
0z AT, (C-12)

ow
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0z

— T -
5 17, (C-13)
oJ rl . /

ow A ﬁcﬁ(ya y) ©g'(2), (C-14)
oJ

o5 = sum (%Cﬁ(z}, y) O g'(Z)-) (C-15)
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