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Resumen

Modelo de simulacion del comportamiento de contagios de varicela en la ciudad
de Bogota basado en sistemas dinamicos y control inteligente

El modelo matemético SVEIR, (Susceptibles, Vacunados, Expuestos, Infectados, Recupera-
dos) propuesto para representar el contagio de varicela en el contexto de la ciudad de Bogota,
incluye la utilizacion de una funcion periddica para representar el comportamiento estacio-
nal por semana epidemioldgica, el cual fue identificado en los casos histéricos de varicela
individual reportados por el INS de Colombia entre los anos 2007 y 2020. Como resultado
de los analisis de sensibilidad y las simulaciones realizadas sobre el modelo matematico, se
identificé que el pardmetro de tasa de vacunacion tiene un impacto negativo sobre el ntimero
basico de reproduccién Ry. Se realizé la implementacién en ambiente computacional, de un
controlador basado en logica difusa que permita adaptar el valor de cada pardmetro en rela-
cion con la desviacion del comportamiento del modelo respecto a un comportamiento deseado
en terminos del nimero de individuos infectados. El sistema de inferencia difusa propuesto
permitioé identificar que una tasa adaptativa de vacunacion cercana al 94 % durante la fina-
lizacién de cada pico de inferior de contagio (semanas 16 y 38), logra un comportamiento
inferior al valor de referencia definido.

Palabras clave: Modelos matematicos en epidemiolégia, Varicela, Estrategias de inter-

vencién, Control inteligente.
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Abstract

Simulation model of chickenpox infection behavior in the city of Bogota based
on dynamic systems and intelligent control

The SVEIR mathematical model (Susceptible, Vaccinated, Exposed, Infected, Recovered)
proposed to represent the spread of varicella (chickenpox) in the context of Bogota city,
includes the use of a periodical function to represent the seasonal behavior by epidemiologi-
cal week, which was identified in the historical cases of individual varicella reported by the
INS of Colombia between 2007 and 2020. As a result of sensitivity analyses and simulations
performed on the mathematical model, it was identified that the vaccination rate parameter
has a negative impact on the basic reproductive number Ry. We implemented in a compu-
tational environment, a controller based on fuzzy logic that allows us to adapt the value of
each parameter in relation to the deviation of the behavior of the model, regarding a desired
behavior in terms of the number of infected individuals. The proposed fuzzy inference sys-
tem identified that an adaptive vaccination rate close to 94 % during the termination of each
peak of lower contagion (weeks 16 y 38), achieves a behavior lower than the defined reference
value.

Keywords: Mathematical models in epidemiology, Varicella, Chickenpox, Intervention

strategies, Intelligent control.
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1. Introduccion

En salud ptblica, el desarrollo de modelos matematicos logra sintetizar informacién de fuen-
tes diversas en un marco de trabajo consolidado que permite un analisis integrado en pro-
blemas complejos, de modo que en ambiente computacional puede comprobarse el impacto
de las posibles estrategias de intervencion y suministrar al tomador de decisiones prediccio-
nes sobre cémo dichas intervenciones pueden afectar la salud de la poblacion en diferentes
horizontes de tiempo. Con la creciente tendencia en el desarrollo tecnoldgico centrado en
ciencias computacionales, se puede descuidar la interpretacién y sintesis a nivel conceptual
de los fenémenos epidemioldgicos. Es en este punto donde los modelos estratégicos como
la dindamica de sistemas pueden describir la interacciéon entre componentes de un sistema,
mediante un balance justo entre factores cuantitativos y cualitativos. No obstante, en la
actualidad estos modelos no son lo suficientemente utilizados, puesto que se subvalora su po-
tencial contribucion en integrar conocimiento de varios sectores y disciplinas, asi como una
méas amplia generalizacion respecto el andlisis matemaético y computacional por separado [34].

La revisién sistemaética de literatura especializada para identificar los aportes méas recientes
sobre el cuerpo de conocimiento de los sistemas dindmicos permite identificar contribuciones
en las técnicas para el andlisis de perturbaciones en parametros, las cuales buscan conducir
analisis del estado de equilibrio sobre una regién de soluciones estables ante cambios en los
parametros relevantes del modelo [38, 40, 24]. En términos de las técnicas de anélisis de
sensibilidad y ajuste de parametros, cuyo objetivo consiste en cuantificar el impacto sobre el
comportamiento dinamico del sistema modelado ante cambios en sus parametros de entrada
(siendo estos su principal fuente de incertidumbre) e incluso variaciones sobre la estructura
del propio modelo, dichas técnicas pueden ser agrupadas en: estadisticas basadas en la va-
rianza y covarianza (que buscan identificar las regiones 6ptimas del espacio de parametros)
[38, 4, 20], basadas en comparacién de patrones [7, 17, 6] y, métodos computacionales y
estocasticos [41, 43, 46]. Respecto a las técnicas para el control de sistemas dindmicos cuyo
objetivo consiste en monitorear (de manera permanente) el curso de accién del sistema, para
mantener las variaciones (tanto esperadas como no esperadas) dentro de umbrales o rangos
deseables definidos por el tomador de decisiones, se distinguen tres grupos de técnicas a
saber: basadas en evaluacién multicriterio y restricciones [38, 29, 55], basadas en trayecto-
rias [33, 9, 51] y, evolutivas y metaheuristicas [28, 12, 47]. Dentro de los trabajos futuros
en sistemas dinamicos propuestos por diversos autores, se destaca la necesidad de construir
métodos de analisis de sensibilidad mas robustos, con una definiciéon mas realista de metas y
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restricciones [44, 5], la exploracién analitica del control de los modelos complejos no lineales
[12], incluyendo la aplicacién de teoria de control éptimo [20] para la formulacién de politicas
operacionales que den mejores respuestas a los tomadores de decisiones en aspectos de salud
publica.

En los modelos de dinamica de sistemas, la ausencia de un método de analisis de sensibilidad
global [38] que integre la estimacién de pardmetros y el control de su comportamiento res-
pecto al cumplimiento de metas de referencia limita a los encargados de formular politicas,
ya que estos pueden fallar en implementar estrategias adecuadas y sostenibles para el control
de contagios, debido a la falta de planeacién de objetivos practicos y bien balanceados [14].
El efecto sobre el comportamiento del sistema debido a variaciones en sus parametros es
analizado de forma local o independiente, lo cual genera superposicion entre los rangos de
resultados de las diferentes estrategias, lo que las hace de poco valor en la formulacion de
politicas.

Dado lo anterior, el objetivo del presente trabajo final consiste en construir un modelo de
simulaciéon computacional basado en sistemas dinamicos y control inteligente, para la for-
mulacién de estrategias de reduccion de contagios en enfermedades de transmisiéon directa,
particularmente, sobre la varicela como una enfermedad de transmisién directa de interés en
salud publica en el contexto de la ciudad de Bogota, Colombia.



2. Marco de referencia

2.1. Varicela

El virus wvaricella-zoster es el agente causante de la varicela y el herpes zoster. La infeccion
por este virus es predominante en la infancia temprana sobre poblaciones no vacunadas. Se
caracteriza por erupciones en la piel (o ezantema vesicular) que se presentan frecuentemen-
te acompanado por fiebre y malestar general. En algunos casos, la varicela puede derivar
en complicaciones serias como: afectacion al sistema nervioso central, neumonia, infecciones
secundarias por bacterias e incluso la muerte.

La varicela es altamente contagiosa, cuya tasa de contagio en individuos susceptibles puede
ir del 61 al 100 % [26]. En la mayoria de los paises, se considera una enfermedad endémica,
puesto que los brotes observados son aproximadamente constantes y estan ubicados dentro
de regiones geograficas especificas. La varicela puede ser prevenida con vacunacién, puede
ser combinada con estrategias de intervencion como: ventilacién y desinfeccion de las areas
contaminadas, asi como aislamiento de los individuos infectados [54]. En Colombia, a media-
dos del 2015, la vacuna contra la varicela fue incluida en el Plan Ampliado de Inmunizacion
(PAI) nacional. El virus puede reactivarse afios después y puede propagarse unilateralmente
a lo largo de un dermatoma para causar herpes zoster, conocida cominmente como culebrilla,
causando dolor intenso y erupciones cutaneas focalizadas.

2.1.1. Epidemiologia de la varicela

La varicela presenta una estacionalidad pronunciada, en relacion con las condiciones climati-
cas (uno o dos picos por ano en épocas célidas y de lluvias). En el caso de climas templados,
aproximadamente el 90 % de las personas son infectadas antes de la adolescencia (de las
cuales se reportan tasas de admisién hospitalarias de entre el 56 y el 67 %), mientras que en
climas tropicales la infeccion es predominante en edades avanzadas, especialmente, en adultos
que son mas susceptibles que los ninos. Dicha variacion epidemioldgica esté estrechamente
relacionada con las diferencias entre las densidades poblacionales con riesgo de exposicién al
virus, asi como otros factores ambientales y socio-econémicos.

La varicela es una enfermedad de la infancia con alta incidencia en ninos con edades de
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entre los 1 y los 9 anos. No obstante, durante las decadas mas recientes, se ha observado una
disminucién en la edad de infeccién (por debajo de los & anos), lo cual estd probablemente
relacionado con el ingreso temprano a la etapa escolar.

En Colombia a la semana 52 de 2022 se reporté un aumento del 56 % en los casos notifi-
cados ante el Sistema de Vigilancia en Salud Publica, respecto a la misma semana del ano
2021. Esto es en ntmero de casos, 22.216 y 14.264 para 2022 y 2021, respectivamente. La
incidencia nacional en la poblacién general fue de 43 casos por cada 100.000 habitantes. En
la Figura 2-1 se puede observar que Bogota D.C. y Antioquia tienen la mayor participacién
en la incidencia de casos a nivel nacional.
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Figura 2-1.: Incidencia de varicela en Colombia en 2022. Fuente: INS

En terminos de grupos quinquenales, la mayor cantidad de notificaciones, se presentd en
ninos menores de 4 anos, como puede observarse en la Figura 2-2.
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Figura 2-2.: Incidencia de varicela por grupos de edad en 2022. Fuente: INS
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2.2. Modelacion matematica en epidemiologia

Los mecanismos de transmisién de enfermedades pueden catalogarse de acuerdo al tipo de
agente que las comunica: virus, bacterias o vectores. Las enfermedades transmitidas por
agentes de origen viral confieren inmunidad definitiva y en algunos casos temporal. La mo-
delacién matemética de transmision de enfermedades (al igual que en otros campos) implica
una compensacion entre la formulacion de supuestos sobre los detalles del fenémeno para
en cambio, destacar en un nivel tactico, el comportamiento general que se requiere repre-
sentar. El nivel de detalle dado por la descripcion del fenémeno modelado debe especificarlo
de manera suficiente, de modo que sea 1til para la implementacién de medidas de control y
politicas por parte de los profesionales en salid publica.

Recientemente, las divergencias entre las metas de la modelacién y la implementacion de
procedimientos practicos para la gestion de enfermedades han sido dirimidas, ya que los
esfuerzos en el campo de la epidemiologia han permitido que los profesionales de la salud
publica logren un mejor entendimiento de los fenémenos, mediante las representaciones de
dichos sucesos que han sido formuladas por los matematicos, ya que estos tltimos mediante
procesos de comunicacion abiertos logran reconocer las preguntas que deben responderse al
momento de abordar este tipo de manifestaciones epidemiolégicas.

De acuerdo a su impacto sobre la poblacion, las enfermedades infecciosas pueden catalogarse
dentro de dos grupos principales:

= Epidémicas: incremento inesperado en el nimero de casos de la enfermedad, dentro de
un area geografica especifica.

= Endémicas: casos presentes en un nuimero consistente, pero limitados a una regién
particular.

El enfoque analitico para ambos tipos de grupos es diferente. En el caso de las enfermedades
endémicas, el analisis inicia con la identificaciéon de soluciones constantes para el modelo,
buscando las condiciones de estabilidad y equilibrio en el nimero de individuos infectados.

2.2.1. Modelos compartimentales

La modelacién matemética de los fenémenos de infeccién epidémicos y endémicos permi-
ten describir la propagacién de enfermedades infecciosas, predecir su evolucién y determinar
politicas para su control. La decisiéon sobre la inclusion o exclusion de detalles en el modelo
guarda una relacién directa con el horizonte de tiempo sobre el cual se busca analizar e
incluso predecir el comportamiento del sistema, asi como del objetivo de la modelacion.
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En la representaciéon esquemética basada en [35] y presentada en la Figura 2-3 los bloques
en color naranja indican algunos de los detalles principales que pueden incluirse en un mo-
delo compartimental, los cuales, al igual que los bloques en color verde que relacionan los
impactos tipicos de los resultados o salidas del modelo dependen de la escala o alcance de la
modelacién. En este sentido, el efecto de ciertos supuestos depende de cuan precisa sea su
implementacion matemaética, siendo esta agregacion de supuestos una causa inherente de no
linealidad en el modelo.

ﬁ Efectos potenciales de la salida del modelo ﬁ

/ Con inmunidad de rebafio

/

/
Eliminacién estable de la
// enfermedad infecciosa
Vacunacién /
/ Sin inmunidad de rebafio

Eliminacién inestable de la

/
Politicas I Posibles estados del sistema ) :
- enfermedad infecciosa

Enfermedad infecciosa
l endémica

Mutacién del agente infeccioso Cambios de largo plazo en la trayectoria de la enfermedad

Confinamiento

o~

Modelacién a larga escala

Rastreo de contactos cercanos

Infecciosidad y susceptibilidad
> iosidad y ibilidad — Correcciones en la trayectoria de la enfermedad

Comportamiento dependiente
del tiempo (estacionalidad)

Modelacién a pequeiia escala

Figura 2-3.: Impacto de estrategias de modelacién

Los modelos compartimentales incluyen detalles como los estadios de la enfermedad y pueden
excluir algunos como la heterogeneidad de la poblacion, siendo los primeros de mayor efecto
en la prediccion de la trayectoria del contagio de la enfermedad, el andlisis de su evolucién
y la cuantificacion del impacto de las intervenciones.

Las tasas de transferencia entre los distintos estadios de la enfermedad son expresadas como
razones de cambio del tamano de cada uno de los compartimientos en funcién del tiempo.
Ejemplo de lo anterior es el modelo SIR donde la poblacion se divide en tres compartimientos
o clases donde los individuos son denotados como:

= S(t) o susceptibles de desarrollar la enfermedad, quienes en el tiempo ¢ atin no han
sido infectados.
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» [ (t) o infectados, asumiendo que la enfermedad es capaz de propagarse al contacto
con individuos susceptibles.

» R(t) o recuperados, es decir, individuos que han sido infectados y removidos de la
posibilidad de infectarse nuevamente y de este modo, propagar la enfermedad.

Dado que los modelos compartimentales pueden ser vistos como un problema de balance de
flujo, en la Figura 2-4 se esquematiza el modelo SIR propuesto por Kermack y McKendrick
[31] que incluye nacimientos y muertes de la poblacién en cada uno de los niveles de pobla-
cién, en un determinado instante de tiempo t. Dichos flujos en la poblacion se conocen como
dinamica poblacional.

uN BSI yl

S S I " R

Di

us ul UR

Figura 2-4.: Modelo SIR con dindmica poblacional

Los arcos dirigidos indican los flujos de intercambio (o interaccién) entre los distintos compar-
timientos del modelo y cuyo comportamiento esta gobernado por un conjunto de pardmetros,
que en la mayoria de los casos son obtenidos mediante estudios observacionales.

Los analisis de sensibilidad sobre los parametros y supuestos del modelo permiten captu-
rar fuentes de incertidumbre cuando estos son variados de manera explicita. Considerando
que en la mayoria de los casos no es posible obtener una solucion analitica del sistema de
ecuaciones diferenciales que representan el comportamiento del fenémeno, el uso de métodos
numéricos iterativos y la simulacion son procedimientos ampliamente utilizados, no solo para
obtener el comportamiento del modelo y sus componentes, sino también para determinar la
relevancia de las posibles soluciones obtenidas.

2.2.2. Métodos numéricos para la solucidon de ecuaciones diferenciales

En el caso de los modelos compartimentales (con valores iniciales), el sistema de ecuaciones
diferenciales no dispone de un medio analitico directo para ser resuelto de manera exacta.
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En este sentido, se pueden utilizar métodos numéricos para aproximar su solucién en ciertos
puntos especificos, generalmente espaciados de igual manera.

Considerando la existencia de los métodos de Euler, de Taylor de orden superior y de Runge-
Kutta de los cuales, el mas comunmente utilizado es este tltimo. El método de Runge-Kutta
(en sus diferentes ordenes), tiene un error de truncamiento local de orden superior respecto
a los métodos de Taylor, pero omiten la necesidad de calcular y evaluar las derivadas de

[ (ty).

2.2.3. Numero basico de reproduccion

Una estadistica decisiva que permite a los epidemiolégos identificar si una enfermedad trans-
misible es susceptible de control, es el nimero béasico de reproduccién de la enfermedad
infecciosa Ry. Ry se define como el niimero promedio de casos segundarios generados a par-
tir de un individuo infectado que tiene contacto con la poblacién susceptible. Provee de
una medida general del potencial de transmision de la infeccién dentro de la poblacion. Es
dependiente en simultaneo del coeficiente de transmision y de la duracién promedio de la
infeccion. En general:

» Si Ry < 1, en promedio un individuo infectado produce menos de un nuevo individuo,
en cuyo caso la enfermedad tendera a desaparecer.

= Si Rp > 1, en promedio un individuo infectado produce al menos un nuevo individuo
infectado, en cuyo caso la enfermedad puede afectar a toda la poblacién.

El método de matriz de préxima generacion [16] permite encontrar el nimero basico de
reproduccién, el cual considera que la poblacion puede dividirse en estados infecciosos © € R™
y no infecciosos y € R™. A partir de estos estados se definen las funciones F; (z,y) vy V; (x,y),
como los casos de infeccién y los individuos que abandonan el compartimiento de infeccion,
respectivamente. De tal modo se define:

r = Fi(r,y)—Vi(r,y) i=1,2,3,...n

vy = gj(z,y) i=1,23,...m
A partir de la anterior especificacion, Ry se obtiene a partir de la linealizacion del sistema
de ecuaciones diferenciales en un punto libre de enfermedad. Para que el método de matriz
de proxima generacion se logre implementar, deben cumplirse las siguientes caracteristicas.

» Si no hay infectados, F; (z,y) =0y V; (z,y) = 0.
» La tasa de contagio no puede ser negativa, esto es, F; (z,y) > 0.

= En ausencia de individuos infectados la tasa de recuperacién es negativa, es decir,
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= La salida total de los compartimientos de individuos infectados se representa como

S Vi(z,y) > 0.

Cuando se inserta un individuo infectado en la poblacion susceptible:

OF,

6_yj (0,y0) =

oV
0y,

(Oa yD) =0

Dado que las ecuaciones estan desacopladas, estas se pueden expresar como:

t=(F-V)x
donde F'y V son matrices cuadradas de dimensién nxn con entradas:

OF; aV;
= (OvyO) ) V=_— (07 yO) =0

F
al'j &cj

Dado lo anterior, Ry, se obtiene mediante el autovalor dominante de la matriz de casos
secundarios:

G=FVv

2.2.4. Analisis de sensibilidad

El anélisis de sensibilidad sobre el nimero bésico de reproduccion permite cuantificar la
variabilidad en la transmisién de una enfermedad, a partir sus parametros como potenciales
causas de variacion. Con base en el analisis de sensibilidad se pueden plantear estrategias de
control sobre el fendémeno a partir del modelo. Estas estrategias buscan reducir el efecto de
los pardametros con indices de sensibilidad altos sobre la transmision de la enfermedad. El
método denominado Normalized Forward Sensitivity Index [42] se define como:

. ORo P

Ro
i o " IR
donde p se conoce como highly sensitive parameter (o parametro altamente sensible) y re-
presenta a cada uno de los parametros que conforman a Ry. El propdsito de andlisis de
sensibilidad consiste en identificar los parametros que tienen un impacto considerable Ry,
y, de este modo, priorizar posibles estrategias de intervencion. Cuando la variable es una
funcién diferenciable del parametro, el indice de sensibilidad puede de manera alternativa,
ser definido utilizando derivadas parciales.
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2.3. Generalidades del control automatico

Las politicas de salud publica se definen como el conjunto de decisiones y acciones implemen-
tadas para asegurar el cumplimiento de metas en salud especificas. Dichas acciones incluyen
la formulacién de politicas y estrategias (de intervencién y prevencién) frente a eventos ad-
versos que puedan afectar la salud de la poblacion. Las politicas son definidas a partir de
la investigacion y busqueda permanente de soluciones de amplio alcance sobre las causas o
variables raiz de problemas previamente identificados y estudiados.

Vistas como un problema de control, las estrategias en salud publica, al igual que en procesos
sociales y bioldgicos de otras naturalezas, buscan que el proceso objeto de andlisis alcance
un comportamiento deseado, mediante la modificacién de magnitudes o variables de interés,
logrando con esto que su evolucién (generalmente, en funcién del tiempo) se ajuste a metas
o valores de referencia previamente fijados por el tomador de decisiones. Por lo tanto, el
objetivo ideal puede expresarse como:

variable controlada = valor de re ferencia

En la practica, los problemas de control son resueltos de manera aproximada. En cuyo caso
la relacién:

variable controlada =~ valor de referencia

es valida dentro de un rango fijado. Dada la anterior relacion de aproximacion, la discrepancia
o error entre ambos valores conlleva a la nueva relacién:

error = valor de re ferencia — variable controlada

Esta medida del error debe satisfacer un conjunto de especificaciones a distintas condiciones
de operacién esperadas y debidas a cambios nominales en sus parametros, reflejando el es-
tado final del proceso en funcién de sus valores iniciales. Puesto que en la accion de control
estaran presentes valores minimos y maximos, el controlador debe recibir una moderacion
para evitar acciones excesivas.

En teoria de control, la evolucion de una variable de control es calculada por un controlador.
De este modo, el conjunto conformado por el proceso y el controlador se denomina sistema de
control. Cuando el proceso dispone de un mecanismo de autorregulacion propio e intrinseca-
mente relacionado con su funcionamiento, se dice que el sistema de control es natural, en caso
contrario, se denomina artificial. A partir de esta definicién, se puede decir que el control es
de tipo automatico si la accién de control es aplicada por un dispositivo disennado para tal fin.
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Control en lazo cerrado

Durante su ejecucion, el controlador del proceso debe disponer de la informacion relativa a
la senial de referencia y a la variable controlada. De este modo, la accién de control en tiempo
discreto ejercida sobre el proceso depende de la evolucién de la variable controlada en k < k
o en t < t para tiempo continuo, se dice que el controlador estd en lazo cerrado como se
muestra en la Figura 2-5.

Perturbacion

Valor de Error Entrada del i Salida del
referencia + medido sistema sistema
> —> Controlador —> Proceso e

Medicidn de la salida

Sensor <

Figura 2-5.: Sistema de control en lazo cerrado

Son ventajas de los controladores en lazo cerrado:

Alta precision.

= No requiere un conocimiento profundo de cada componente del sistema de control.

Sensibilidad reducida a fendmenos exégenos (perturbaciones).

Automatizaciéon en plazos reducidos.

En la actualidad, los principios del control en lazo cerrado son ampliamente utilizados en
dispositivos de uso comun dada la cantidad de datos, sobre los cuales se espera que los proce-
sos sean capaces de tomar decisiones sin la intervenciéon humana. Puesto que las necesidades
de automatizacién son cada vez mas requeridas, la integracion de esquemas de aprendizaje
computacional abre mas posibilidades ante su ventaja inherente de optimizar las acciones
de control y garantizar que las salidas del proceso se ajusten a los estados finales definidos
durante la etapa de diseno del sistema de control.
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2.3.1. Control inteligente

El control inteligente es un enfoque interdisciplinario alternativo al control tradicional (basa-
do en ecuaciones diferenciales o en diferencia), el cual ha demostrado una amplia efectividad
y desempeno frente a problemas donde:

= Su representacion matematica es muy compleja.
= Hay presencia de no linealidad, son distribuidos e incluso son de naturaleza estocastica.

s El costo de su evaluacion es alto.

Aunque los sistemas de control inteligente no estan definidos en terminos de un algoritmo es-
pecifico, se soportan principalmente en ldgica difusa, redes neuronales y algoritmos genéticos
y combinacion de los anteriores. El drea de conocimiento alrededor del control inteligente,
estd en un proceso de busqueda permamente de combinar y extender teorias y métodos de
disciplinas con perspectivas diferentes del conocimiento como lo son: la inteligencia artificial,
el control adaptativo y el control 6ptimo, entre otros.

En la Tabla 2-1, se presenta un comparativo entre el tipo de modelacion, nivel de co-
nocimiento de la dindmica del proceso y los métodos maés relevantes a considerar para la
implementacion de un sistema de control.

Caracteristica Control Tradicional Control Inteligente

Tipo de modelacion Matematica Abstracta

. A priori sobre la dindmica )
Conocimiento del proceso Parcial

del sistema

., Sistemas que pueden ser | Apropiado para sistemas
Adecuacion . . .
modelados directamente complejos (no lineales)

Métodos Lazo cerrado, Lazo abierto | Inteligencia computacional

Tabla 2-1.: Comparativo entre control clasico e inteligente

Ademas de las ventajas del control inteligente anteriormente referenciadas, es necesario resal-
tar que las técnicas empleadas no requieren un conocimiento a priori sobre el ambiente en el
cual opera el proceso, permitiendo esto que las acciones de control sean flexibles, adaptativas
y robustas (en términos de la tolerancia a perturbaciones).

Mientras que los controladores basados en légica difusa permiten incorporar el conocimiento
humano mediante la construccion de sistemas basados en reglas, los controles basados en
redes neuronales se caracterizan por su capacidad de aprendizaje, autoorganizacién, adapta-
cién, robustez y tolerancia a ruido. Aunque dichos tipos de controladores han sido aplicados
satisfactoriamente en procesos industriales, estos disponen de ciertas deficiencias inherentes
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en la adquisicion de conocimiento, que no pueden ser resueltas mediante métodos de opti-
mizacion. Ante esta situacién, los algoritmos genéticos resultan una alternativa apropiada
para la busqueda de un desempeno éptimo del controlador.

Arquitectura del control inteligente

En la medida que los sistemas dindmicos se hacen mas complejos, la incertidumbre en la
modelacién se hace mas evidente y conlleva a una dependencia de la experiencia y el conoci-
miento humano para ejercer control sobre el proceso, puesto que este es capaz de responder a
conjuntos complejos de datos y restricciones para satisfacer criterios multiobjetivo de desem-
peno. Dado lo anterior, no resulta inmediato definir una arquitectura estandar para sistemas
de control basados en inteligencia computacional. Siddique [48] propone una arquitectura
genénerica de referencia como la adaptada y presentada en la Figura 2-6.

Nivel de Organizacion Toma de decisiones y

aprendizaje
Algoritmos de aprendizaje Nivel de Coordinacidon
Capa de regulacion t
Nivel de Ejecucion Hardware y software
tSeﬁaI de Contro‘
Actuadores Sensores

t 3

Proceso

Figura 2-6.: Arquitectura de referencia para control inteligente

El esquema de arquitectura de tres niveles esquematizado en la Figura 2-6 permite soportar
e integrar los sistemas de control inteligente en la practica.

Las capas mas altas de la jerarquia son tipicamente modeladas como sistemas de eventos
discretos, cuyos planes funcionan sobre incertidumbre y toman decisiones en coordinacién
con las capas inferiores.

La denominada capa de regulacién dispone de Sensores que constantemente estan recibien-
do informacién del proceso, la cual es suministrada al nivel de ejecucion, donde mediante
técnicas de inteligencia computacional evaliia las salidas observadas del proceso respecto a
la salida deseada. En caso de discrepancias entre ambos valores, el componente denominado
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Actuador se encarga de implementar la accién de control, para en un tiempo alcanzar el
estado estable respecto al valor de referencia y, de este modo, afirmar que el proceso esta
bajo control.

2.4. Logica difusa

En légica clasica una proposicion p tiene como valor de verdad 1 si esta es verdadera, en
caso contrario es 0. Este enfoque, aunque generalizado, no es valido en contextos donde la
vaguedad e incertidumbre son elementos inherentes en procesos de toma de decisiones.

La légica difusa es una légica multivaluada que admite valores de verdad en el intervalo
[0,1]. Esta generalizacién permite el razonamiento aproximado frente a una coleccién de
premisas imprecisas. Fue propuesta por Zadeh [52], quien sustent6 que la 1égica difusa es un
acercamiento a las capacidades humanas de:

» Razonar y tomar decisiones en ambientes con informacién imperfecta.

= Desempenar una amplia variedad de tareas mentales y fisicas sin disponer de medidas
o calculos previos.

De este modo, el nicleo de la légica difusa son los conjuntos difusos, los cuales describen los
valores de verdad de una proposicién mediante ciertas formas funcionales conocidas como
Funciones de Pertenencia.

2.4.1. Conjuntos difusos

En légica clésica, la pertenencia py (z) de x a un subconjunto A del universo X se define
matematicamente como:

l,sixz e A,

fra () = {O,Six ¢ A,

Esta clasificacién estricta es 1til desde el punto de vista de las ciencias exactas, para respaldar
sus definiciones con precisién. Mientras que en las matematicas se realiza un esfuerzo por
preservar mediante la formalizacion, la validez ante cualquier interpretacién, en situaciones
de la vida real y en problemas de ingenieria, el esfuerzo se centra en garantizar la integridad
de la informacion en el contexto inicialmente dado.

En este tipo de situaciones, un conjunto difuso mide su pertenencia en el intervalo real
wa (z) € [0,1], esto implica que un elemento pertenece en un cierto grado al conjunto difuso.
Esta representacion es 1til para la representacién conceptos con vaguedad o incertidumbre.
Formalmente, el subconjunto A sobre el universo de discurso U esta definido mediante la
funcién de pertenencia 4 (x), la cual mapea sus valores dentro del universo unitario:
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A={(z,pa(2)) |z € U}

Dado lo anterior, F (X) denota el conjunto de todos los conjuntos en U. De este modo,
dependiendo del grado de pertenencia, los valores tomados por la funcién de pertenencia,
pueden ubicarse dentro de alguna de las siguientes opciones:

1, x pertenece completamente a U
pa(x): ¢ €(0,1), =z pertenece parcialmente a U
0, x no pertenece a U

Cuando U es continuo, A es generalmente escrito como:

Para el caso discreto:

A — Z MAx(x)
U

En la notacion dada, tanto el simbolo de integracion como el de sumatoria se utilizan para
denotar la coleccion de todos los puntos x € U asociados con la funciéon de pertenencia
ta (z). En general, los conjuntos difusos tienen una correspondencia uno a uno (inyectiva),
con su funcién de pertenencia.

Principales propiedades de los conjuntos difusos

El marco de trabajo matematico de los conjuntos difusos dispone de la definiciéon de una
serie de propiedades que describen sus caracteristicas fundamentales, las cuales deben ser
consideradas de manera previa a cualquier aplicacién. Por definicién, un conjunto difuso se
dice Normal, si su core es no vacio, es decir, su Altura es estrictamente igual a 1. En la
Tabla 2-2, se presentan las definiciones abreviadas y representacién matematica formal de
las principales propiedades de los conjuntos difusos, las cuales incluyen las relacionadas con:
Perimetro, Altura, Soporte, Core y a-Corte. Las ultimas tres propiedades corresponden a
subconjuntos de valores no borrosos (o crisp) mapeados sobre una funcién de pertenencia

dada.
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Propiedad Definicion Representacion matematica
Valor maximo de la fun-
Altura cién de membresia para | hgt (A) = sup,cy pa ()
todo r € X

Comprende aquellos ele-
mentos cuyo grado de
pertencia estd entre 0 y

Perimetro 1. Es equivalente a la di- bound (A) = {z |0 < pa(x) <1}
ferencia entre el core y el
soporte
Elementos del subcon-
junto de X cuyos elemen-
Soporte supp (A) = {x | pa (z) > 0}

tos no tienen grados de
membresia igual a cero

Elementos del subcon-

junto de X cuyos elemen-

Core (Kernel) core (A) ={z|pa(x) =1}

tos no tienen grados de
membresia igual a uno

Elementos  del  sub-
conjunto de X cuyos
a-Corte elementos tienen grados | A, = {z|pa (z) > a}, a €10,1]
de membresia mayores o

iguales a a-level dado

Tabla 2-2.: Principales propiedades de los conjuntos difusos

Los conjuntos difusos pueden clasificarse en tres tipos: Abiertos por izquierda (todos sus
elementos a la izquierda después de cierto punto tienen un valor de pertenencia de 1), Abiertos
por derecha (todos sus elementos a la derecha después de cierto punto tienen un valor de
pertenencia de 1) y Cerrados (todos los elementos a la izquierda y a la derecha de ciertos
puntos tienen un valor de pertenencia de 0). En la Tabla 2-3, se presenta la representacion
matematica asociada a cada uno de los tres tipos de conjuntos.

Tipo de Conjunto Representacién matematica
Abierto por izquierda lim, s oo pia () =1y lim, oo s (x) =0
Abierto por derecha lim, oo pia () =0y lim, oo pa () =1
Cerrado lmy oo pia () =0y limy oo pra () =0

Tabla 2-3.: Tipos de conjuntos difusos
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En la Figura 2-7, se representan las principales propiedades de los conjuntos difusos, rela-
cionadas en la Tabla 2-2.

OQ 0.2' 0.4 Icore(A) 0.6 0.8 10
i perimetro(A) i
supp(A)

Figura 2-7.: Principales propiedades de los conjuntos difusos

Dado lo anterior, un conjunto difuso queda completamente caracterizado por su funcién de
pertenencia. Dependiendo de la naturaleza del conjunto difuso, bien sea discreto o continuo,
y a partir de esta caracteristica determinar el nivel de rigurosidad requerido para su analisis.

Funciones de Pertenencia

Entre los diferentes elementos de un sistema difuso, las funciones de pertenencia son el com-
ponente central, puesto que su correcta construcciéon (en términos de su forma dentro del
universo de discurso) permitird una adecuada representacién del espacio de entrada-salida,
y a su vez impactara directamente la precision en la modelacion y el desempeno del sistema.

Existen diversas formas de definir los conjuntos difusos a través de sus funciones de perten-
cia: mediante una descripcién analitica (esto es, pa (x) = f (x)), como una lista de elementos
finales de la funcién de pertenencia sobre el dominio o mediante a-cortes. A continuacién
se describen las generalidades de las representaciones basadas en similitud y funcional pa-
ramétrica, las cuales son las mas comunmente utilizadas.
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Representacion basada en similitud

Los conjuntos difusos pueden ser definidos mediante la estimacién de una medida de similitud
de un valor dado = respecto a un valor prototipo v, asi:

1

) = 1+d(z,v)

El término d (z,v) representa la medida de similitud, que generalmente es una medida de
distancia (por ejemplo, la distancia euclideana). El valor prototipo es un valor tipico del
conjunto. Todos aquellos elementos cuya distancia al prototipo es cercana a cero, tendran
un valor de pertenencia cercano a 1, esto es, a medida que la distancia entre el valor dado x
y el prototipo v crece, el grado de membresia decrece.

Representacion funcional paramétrica

Una forma muy conveniente de construir una funcién de pertenencia consiste en parametri-
zarla y luego expresarla matematicamente en términos de dichos parametros. En general,
durante la etapa de diseno se asume que la variable tiene una forma regular, representada
por una funcién de pertenencia propiamente parametrizada. A continuacion se presenta un
compendio de formas funcionales clasificadas de acuerdo a las caracteristicas relacionadas en
la Tabla 2-3. En la Tabla 2-4 se presentan aquellas funciones donde el grado de pertenencia
disminuye de 1 a 0 de izquierda a derecha. Para ambas funciones presentadas, los parametros
a y b controlan la pendiente de la funcién.

Funcion Parametros Forma funcional
1 , < a
z—a\2 a+b
Z a: hombro, b: pie f(z,a,b) = 1= Q(F) @S TS5
2(50) S <a<h,
0 ,r>b
1 , < a
Z lineal a: hombro, b: pie f(z,a,0)=q%= a<z<b
0 ,x>b

Tabla 2-4.: Funciones de pertenencia abiertas por izquierda
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En la Tabla 2-5 se presentan aquellas funciones donde el grado de pertenencia aumenta de

0 a 1 de izquierda a derecha. Sus pardmetros a y b controlan la pendiente de la funcién.

Funcién Parametros Forma funcional
0 , < a
z—a)2 a+b
S a: hombro, b: pie f(z,a,b) = Q(E) ) asS TS 5o
1-2(2) gt<aso,
1 , T >0b
0 ,x<a
S lineal a: hombro, b: pie f(z,a,0)=q%2 a<z<b
1 , T >b

Tabla 2-5.: Funciones de pertenencia abiertas por derecha

En la Tabla 2-6 se presentan aquellas funciones donde el grado de pertenencia es abierto

por izquierda y derecha.

Funcion Parametros Forma funcional
o: dispersién, ¢ f(z,0,¢) = 6%’;)2
Gauss . 0,6) =
centralidad
. ) T—a d—zx
Trapezoidal a,b,c,d f (z; %) = maz [ min , 1, ,0
b—a d—rc
Triangular a,b,c f(z;a,b,¢) = maz | min - a7 — ,0
b—a c—b

Tabla 2-6.: Funciones de pertenencia abiertas por izquierda y derecha
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Ademas de las funciones relacionadas en la Tabla 2-6, son comunmente utilizadas las fun-
ciones de Campana Generalizada y Producto de dos funciones Gauss.

Variables lingiisticas y su relacion con los conjuntos difusos

En general, una variable x toma valores numéricos para representar el valor de una entidad
en determinado momento. En sistemas difusos, si la variable x toma valores mediante pala-
bras o frases en lenguaje natural, es conocida como wvariable lingiistica, la cual es definida
dentro de un universo de discurso. En conjuntos difusos, las variables lingiiisticas son utili-
zadas como etiquetas sobre los subconjuntos posibles y su utilidad radica en que permiten
una caracterizacion de sistemas que no pueden ser descritos con precision, mediante valores
numéricos u otros enfoques tradicionales [48].

Una variable lingiiistica es caracterizada por la quintupla {X,T,U, G, M} donde:

X es el nombre de la variable

T es el conjunto de etiquetas lingiiisticas

U es el universo de discurso

G es la regla sintactica o gramética

s M es la regla seméantica para asociar X con su significado

Debe cumplirse que M {X} C U, es decir, la cantidad de etiquetas generadas debe estar
incluida dentro del universo de discurso. En la préactica T'(X) se define como un pequeiio
nimero de términos, puesto que T (X) define un mapeo entre cada elemento y la funcén
M (X) asocia el significado de cada término con su conjunto.

A
1(x) . .
! Muy baja Media Muy alta
= \ [ Alta
Muy baja ' R O
Y i S Muy alta
Baja !
‘ N P
N - !
_ '
]

o 10 15 20 25 30 4

Figura 2-8.: Operadores légicos sobre variables lingiifsticas
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Suponiendo que interesa modelar la temperatura de un recinto cerrado, la variable lingiiistica
puede ser: { Muy baja, Baja, Media, Alta, Muy Alta} dentro del universo de discurso U =
[0,40]. Las variables antecedidas de Muy, se conocen como coberturas lingiisticas. Como se
puede observar en la Figura 2-8, las etiquetas lingiiisticas pueden ser asociadas mediante
conectores légicos AND y OR, creando a partir de esto nuevas expresiones, mediante la
inteseccion o la union de sus valores.

Reglas difusas if-then

Un sistema difuso es caracterizado por un conjunto de declaraciones lingiiisticas en forma
de reglas if-then, que permiten representar el conocimiento de manera razonable y eficiente,
mediante declaraciones condicionales difusas. Una declaracion difusa es expresada de manera
condicional:

if (proposicion difusa) then (proposicion difusa)

Hay dos tipos de proposiciones difusas:

» Atdémicas: Son declaraciones tinicas.

= Compuestas: Son declaraciones conformadas por mas de una declaracién atéomica uti-
lizando conectores del tipo and, or o not, los cuales representan la interseccion, union
y complemento difuso, respectivamente.

Suponiendo que se desea modelar la temperatura interna y externa de un recinto, si se define
a: 1) x como la variable lingiiistica que representa la temperatura en un momento dado, 2) A
y B como valores lingiiisticos dentro del dominio fisico de x y 3) Los conjuntos difusos 'baja’,
‘media’ y ’alta’ (sobre los valores lingiiisticos), la base de reglas difusas tendra la siguiente
estructura:

if x11s A; and x4 is B; then y is Z,

donde A; y B; son conjuntos difusos de las variables lingiiisticas 1, x2 y y sobre su universo
de discurso. Se considera que el sistema contard con un conjunto M de reglas como la anterior.

Propiedades de las reglas difusas

El proceso de construccion de reglas difusas debe garantizar la consistencia y completitud,
puesto que en caso contrario el resultado de su salida sera poco ttil e ineficiente computacio-
nalmente.

Una base de reglas difusas debe satisfacer las siguientes propiedades:

= Completitud: cualquier combinaciéon de los valores de entrada, resulta en un valor
apropiado para la salida,
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= Consistencia: las reglas no son contradictorias entre si,

= Continuidad: no hay reglas en vecindad cuyos conjuntos de salida difusos tienen inter-
secciéon nula.

La omision de dichas propiedades puede causar problemas de inestabilidad y comportamiento
oscilatorio, particularmente en sistemas de control difusos.

2.4.2. Sistemas de inferencia difusa

En aplicaciones de control difuso, los valores (obtenidos generalmente de procesos de medi-
cién) suministrados al controlador aunque numéricos, no son de tipo difuso. Por esta razon,
cada valor fisico que representa a las variables que miden el estado actual del sistema deben
recibir una transformacién de escala que permita normalizarlos sobre el universo de discur-
so de los conjuntos difusos definidos. Este proceso se conoce como fuzzificacion (en inglés,
fuzzification).

El proceso de fuzzificacion consiste en asociar a cada conjunto difuso una funcién de perte-
nencia, las cuales pueden ser vistas como mapas de nimeros reales sobre el intervalo I = [0, 1].
De este modo, la fuzzificacion consiste en asociar un vector difuso con una cantidad z, pa-
sandolo a través de todas las funciones de pertenencia relacionadas con la variable a la cual
x representa. Matemdaticamente, mediante la funcién F' que permite caracterizar el valor de
x se establece la relacién:

F:R—I"
donde n representa los ¢ = 1,2,3...,n mapas sobre los conjuntos difusos asociados a la
cantidad dada. De este modo, A; cuantifica el grado de pertenencia de las funciones p; (z),
asi:
T— | | = :
Ay, fin (2)

Se debe considerar que debido a la forma de cada funcién de pertenencia, los valor devueltos
por F' seran diferentes.

Mecanismo de inferencia difusa

El proceso de inferencia consiste en formular el mapeo no lineal de un espacio de entrada
dado, a un espacio de salida. El resultado de este proceso, representa la emulacion compu-
tacional de como funciona un proceso de toma de decisiones. El proceso de inferencia difusa,
comprende: todas las funciones de pertenencia, los operadores logicos difusos y la base de



2.4 Légica difusa 23

reglas [53]. En la Figura 2-9 se presenta de forma esquemética los componentes de un Sis-
tema de Inferencia Difusa lingiiistico. Se distinguen tres bloques, uno para cada uno de los
subprocesos de inferencia anteriormente mencionados.

Inferencia Defuzzificacion

Reglas
difusas

Conjuntos
difusos

Fuzzificacion

®© o
S o
Q 5]
'}

7 S
o o

(@)
(7p]
()
(&)
()
et
o

1

CoG, MoM,

Entradas “crisp”
Base de Conocimiento
Salidas “crisp”

Figura 2-9.: Esquema general Sistema de Inferencia Difusa
Existen tres tipos de FIS, cuyas diferencias radican en sus reglas difusas, agregaciones y
procedimientos de defuzzificacion. Estos modelos difusos, son:
= FIS tipo Mamdani
= FIS tipo Sugeno y
» FIS tipo Tsukamoto

A continuacién se describen las caracteristicas principales de los FIS tipo Mamdani y Sugeno.
Sistema de inferencia tipo Mamdani

El sistema de inferencia Mamdani fue introducido por primera vez en 1974 [36] como un méto-
do para crear un sistema de control que lograra sintetizar un conjunto de reglas lingiiisticas
de control obtenidas a partir de la experiencia de operadores humanos sobre una maquina
de vapor y una caldera. El FIS tipo Mamdani implementa la regla de composicién conocida
como Maz-Min. En este tipo de sistema de inferencia las reglas son de la forma:

R;:if xis Ajand yis B; then z1s C; 1=1,2,3,.... M

En la Figura 2-10, tomada de [13], se presenta el esquema de funcionamiento de un sistema
de inferencia difuso con dos conjuntos en el antecedente.
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Figura 2-10.: Esquema sistema de inferencia difuso tipo Mamdani

En este caso, x1 y zo son valores de entrada y b es el valor de salida. Las funciones de
pertenencia difusas A; ; y A, representan a los conjuntos difusos (del antecedente) sobre el
universo de discurso dado, mientras que el conjunto difuso de salida esta representado por las
funciones de pertenencia B; (del consecuente). Una vez fuzzificadas las dos entradas sobre
sus correspondientes funciones de pertenencia, ambos valores fuzzificados son combinados
de acuerdo a la base de reglas para establecer la fortaleza de cada regla. Posteriormente, las
reglas combinadas del antecendente se combinan con la funcién de pertenencia del conse-
cuente. Finalmente, se combinan los valores de las funciones de pertenencia del consecuente
y mediante el proceso de defuzzificacion se obtiene el valor nitido (en inglés crisp) que serd
la salida del sistema de inferencia.

Sistema de inferencia tipo Takagi-Sugeno

El sistema de inferencia Takagi-Sugeno fue propuesto por primera vez en 1985 [49] con el
propésito de generar reglas difusas a partir de un conjunto dado de datos de entrada y salida.
Puede ser visto como la combinacién entre modelacién matematica lingiiistica y regresion,
puesto que los antecedentes describen regiones difusas en el espacio de entrada para el cual
las funciones del consecuente son validas. En este tipo de sistema de inferencia, las reglas
son de la forma:

Ri: if vis Ajand yis B; then z = f; (z,y) i=1,2,3,..,. M

Las funciones f; son generalmente, de la misma estructura, solo cambian los pardametros en
cada regla. En contraste con el FIS Mamdani, el FIS Takagi-Sugeno recibe como entrada x,
un valor concreto y, por lo tanto, no requiere fuzzificacion. La salida del FIS Takagi-Sugeno,
se obtiene como el promedio ponderado de la salida de cada regla, con lo cual no es necesario
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realizar un proceso de defuzzificacion. Para el caso de funciones lineales en el consecuente,
la salida general del FIS Takagi-Sugeno se calcula como:

Y= i]\jl Bifi _ i]\;l Bi (%‘TZU + bi)
v B v B

En la Tabla 2-7 se presentan las principales ventajas tanto de interpretabilidad como compu-

tacionales de ambos tipos de sistemas de inferencia.

Sistema de Inferencia Ventajas

= El sistema de reglas interpretable

Mamdani » Intuitivo

= Aplica para sistemas MISO y MIMO

= Eficiente computacionalmente

= Garantiza continuidad en la superfi-

Takagi-Sugeno cie de salida

= Apto para técnicas lineales de con-
trol como PID

Tabla 2-7.: Ventajas de cada tipo de sistema de inferencia

Como se relaciona en la Tabla 2-7 los sistemas de inferencia tipo Mamdani, son aplicables
para sistemas MIMO (Multiple Input - Multiple Output) y MISO (Multiple Input - Single
Output), razén por la cual presentan un espectro de aplicacién mas amplio.

En [39] se presenta un modelo SIR para representar el contagio de influenza A(HIN1) en
China durante el ano 2009. Los autores indican que las medidas de control tomadas por el
gobierno, como aislamiento de individuos y desinfeccion de espacios ptublicos, disponen de
incertidumbre e imprecision inherente. Dado lo anterior, los autores desarrollan un método
de control difuso, para el cual la base de reglas considera en el antecedente la cantidad de los
individuos ubicados en los compartimentos susceptibles e infectados y en el consecuente los
pardametros tasa de infeccion y tasa de recuperacion. El esquema de modelacion propuesto,
demostrd en ambiente computacional, que los individuos infectados disminuyen rapidamente
en comparacién con la simulacién del modelo mateméatico SIR.
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Respecto a la modelacién de la dindmica de contagio de varicela, en [25] Hariharan (et al.)
propone un modelo matematico SIQ VR de reaccién-difusion donde se analiza la pertinencia
de incluir variables de tipo espacio-temporal, las cuales pueden apoyar la identificacion de
areas geograficas de alto riesgo, hacer seguimiento a la progresion de los brotes y evaluar la
eficacia de las intervenciones a lo largo del tiempo. En [8] Barrero (et al.) utiliza modelos
aditivos generalizados para estimar la estacionalidad en el contagio de varicela, metodos de
clustering y de matriz de correlacion para evaluar la relacion entre los factores climaticos y
la prevalencia de los brotes en nifios menores de 10 anos en 25 municipios de Colombia. El
modelo matemaéatico propuesto reproduce los patrones observados tanto en Colombia como
en México. Los autores identificaron que el comportamiento de la incidencia de varicela en
Colombia presenta dos picos en apréximadamente las semanas 24 y 49, encontrando ademas
una relacién directa con las condiciones de humedad del ambiente. En [30] Karsai (et al.)
plantea un modelo SEIRZ, sobre el cual los andlisis realizados por los autores permitieron
identificar que la estacionalidad inherente al fenémeno de infeccion y el subregistro, son
factores esenciales en la modelacién. Lo anterior, considerando que ambos factores pueden
inducir sesgos en las proyecciones epidemiolédgicas.
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En los modelos de dinamica de sistemas no se dispone de un marco integrado para el anali-
sis de sensibilidad global [38] y el control de su estabilidad [20] ante perturbaciones en los
parametros de entrada. Lo anterior se debe a dos causas: 1) Se realizan supuestos sobre los
valores de los pardametros, bucles de retroalimentacion y heuristicas de decision, incluyendo
supuestos sobre las propiedades de estabilidad del sistema dindmico [32] y 2) El efecto sobre
el comportamiento del sistema debido a variaciones en sus parametros es analizado de forma
local o independiente [27]. Lo anterior genera superposicién entre los rangos de resultados de
las diferentes estrategias, haciéndolas de poco valor en la formulacién de politicas [23]. En
consecuencia, no se cuantifica la influencia de la variacién simultdnea de todos los parametros
del sistema dindmico [56] y se restringe la aplicacién de conceptos de optimizacién [15].

No contar con un método de analisis de sensibilidad global que integre la estimacién de
parametros y el control de su comportamiento respecto al cumplimiento de metas de refe-
rencia limita a los encargados de formular politicas, ya que estos pueden fallar en implementar
estrategias de control de contagio (o de inmunizacién) adecuadas y sostenibles debido a la
falta de planeacién de objetivos practicos y bien balanceados [14]. Lo anterior es particular-
mente aplicable en las iniciativas de vacunacion como estrategia para mitigar el contagio de
enfermedades de transmisién directa como la varicela en diferentes grupos de edad. Segin
los datos disponibles en el Sistema de Informacién Integrado de la Proteccion Social (en ade-
lante, SISPRO) a 2020. La varicela individual representa en cantidad de eventos la segunda
enfermedad mds reportada con un 14.3 % del volumen de casos individuales registrados por
los sistemas de vigilancia en salud publica en el contexto nacional, siendo la ciudad de Bo-
gotd el 16.2 % del total de casos reportados entre los anos 2011 y 2020 [45].

A partir del problema de investigacién se plantea la siguiente pregunta de investigacion:
., Cémo deben integrarse las técnicas adecuadas de estimacién de pardametros y control del
comportamiento dindmico en la construccion de modelos de dinamica de sistemas para la
formulacién de estrategias de control de contagios en enfermedades de transmision directa?
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3.1. Objetivo General

Construir un modelo de simulacién computacional basado en sistemas dindmicos y control
inteligente para la formulacion de estrategias de reduccion de contagios de varicela como una
enfermedad de transmision directa en el contexto de la ciudad de Bogota, Colombia.

3.2. Objetivos especificos

» Caracterizar mediante técnicas estadisticas, los procesos y dinamica de contagio de la
enfermedad transmisible seleccionada como caso de estudio (varicela) en la ciudad de
Bogota, Colombia.

= [dentificar las técnicas de estimacion de parametros y control de comportamiento que
pueden integrarse en la construccion de modelos de sistemas dindmicos a partir de una
revision sistematica de literatura.

» Construir un modelo de simulacién basado en sistemas dindmicos y control inteligente
que represente la dindmica de contagio de la enfermedad transmisible seleccionada
como caso de estudio (varicela).

» Disenar posibles escenarios simulados de comportamiento en la dinamica de la enfer-
medad transmisible ante perturbaciones en los valores de los parametros debidas a la
formulacion de estrategias de reduccién de contagios.

» Evaluar los resultados del modelo de simulacién mediante la comparacion del compor-
tamiento representado respecto a modelos similares de referencia para la enfermedad
transmisible seleccionada.



4. Caracterizacion y analisis del contagio
de varicela

En el presente capitulo, mediante la aplicacién técnicas estadisticas de analisis, se reali-
za la caracterizacion de los procesos y dinamica de contagio de la varicela en el contexto
colombiano a partir de la recoleccién de los datos disponibles en fuentes de informacién se-
cundarias. Se realiza la construccion del modelo matematico de la dinamica de contagio de
varicela y se analizan sus condiciones de estabilidad mediante el calculo del nimero bdsico
de reproduccion y andlisis de sensibilidad. Posteriormente, se realiza la estimacion de los
parametros del modelo, mediante métodos de optimizacion que permiten obtenerlos a partir
de la serie de datos de casos de varicela observados durante una ventana de tiempo tomada
para los andlisis pertinentes.

4.1. Caracterizacion de la dindmica de contagio

La varicela es causada por el virus Varicela-Zoster. Esta se propaga por contacto directo y es
altamente transmisible durante la infancia, razén por la cuél es una causa potencial (y muy
comun) de brotes durante las épocas escolares. En la mayoria de los paises, se considera una
enfermedad endémica, puesto que los brotes observados son aproximadamente constantes y
estan ubicados dentro de regiones geograficas especificas.

Para la construccion del modelo matematico que represente la dinamica de contagio de vari-
cela en contextos geograficos especificos del territorio colombiano, se tomaron los contagios
reportados al Instituto Nacional de Salud de Colombia (en adelante INS) y dispuestos en
el Portal SIVIGILA. Los datos de alli obtenidos, mediante su descarga en archivos planos,
son los correspondientes al periodo comprendido entre los anos 2007 y 2020. Los casos de
contagio reportados pueden ser agrupados por semana epidemiolégica, permitiendo esto que
los analisis sean coherentes con los periodos tratados por los profesionales en salud publica.

Como se puede observar en la Figura 4-1, a partir de 2011 el contagio de varicela presenta una
estacionalidad pronunciada, en relacién con las condiciones climdticas (uno o dos picos por
ano en épocas calidas y de lluvias). Aunque la varicela puede ser prevenida con vacunacion,
una sola dosis tiene una efectividad aproximada del 81 %. En Colombia, a mediados del afio
2015, la vacuna contra la varicela fue incluida en el Plan Ampliado de Inmunizacion (PAI)
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nacional, razén por la cual a partir del ano 2016 se identifica una tendencia decreciente en
el nimero de contagios reportados al INS.
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Figura 4-1.: Serie histérica de casos de varicela individual en Colombia. Elaboracién propia

En términos de contextos geograficos especificos en el territorio colombiano, en la Figura
4-2, v de acuerdo a la escala de color utilizada, la ciudad de Bogotd y los departamentos de
Antioquia y Valle del Cauca, presentan mayor concentracién de casos totales (o prevalentes)
reportados de varicela individual entre los anos 2007 y 2020.
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Figura 4-2.: Distribucion geografica de casos de varicela individual. Elaboracion propia
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En la Figura 4-3, se presenta la prevalencia de casos de varicela individual. En términos
porcentuales, la prevalencia de la ciudad de Bogota y de los departamentos de Antioquia y
Valle del Cauca representan cerca del 49 % de la prevalencia a nivel paifs. Siendo también
representativos (aunque no en la misma magnitud), los departamentos de Cundinamarca,
Atlantico y Santander.
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Figura 4-3.: Prevalencia de casos de varicela por area geografica. Elaboracion propia

En la Figura 4-4, se presenta la distribucién porcentual de casos de varicela por curso de
vida. Se identifica que los grupos de edad con mayor prevalencia son: Primera Infancia (
5 < edad) e Infancia (5 < edad < 11). En conjunto las prevalencias de ambos grupos han
registrado entre el 51 y el 63 % de la prevalencia general en el territorio Colombiano.
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Figura 4-4.: Proporcién de casos por curso de vida (Colombia). Elaboracién propia
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Considerando que la ciudad de Bogotéa registra cerca del 31 % de los casos de varicela indivi-
dual a nivel pais, en adelante y dada su representatividad se tomaré la correspondiente serie
historica de casos para la estimacion de parametros del modelo matematico que represente
la dinamica de contagio de la enfermedad. En comparacion con la serie histérica a nivel
nacional (Figura 4-1), el comportamiento de contagios en Bogotéd presentado en la Figura
4-5 presenta de una estacionalidad aun méas marcada, con dos ciclos por ano.
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Figura 4-5.: Serie historica de casos de varicela individual en Bogota. Elaboracién propia

Para confirmar dicho comportamiento ciclico, se realizé la descomposicién de la serie tem-
poral (mediante el método multiplicativo), en sus componentes de: Tendencia (Trend), Es-
tacional (Seasonal) y Residuos (Residual), como se puede observar en la Figura 4-6.
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Figura 4-6.: Descomposicién de la serie temporal de casos de varicela en Bogota. Elabora-
cién propia
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De acuerdo con la Figura 4-6, en el segundo panel Trend, se puede observar una tendencia
decreciente como consecuencia de la implementacion de la estrategia de inmunizacién en
ninos menores de cinco anos a partir de su incorporacion en el PAI. Ademas, mediante el
tercer panel Seasonal aunque es evidente el comportamiento ciclico del contagio se utilizd
la prueba de Dickey-Fuller. La prueba aumentada de Dickey-Fuller define las siguientes
hipétesis nula y alternativa:

» HO: La serie de tiempo es no-estacionaria (dispone de una estructura dependiente del
tiempo y no presenta una varianza constante en el tiempo)

= H1: La serie de tiempo es estacionaria.

Si el p-valor obtenido por la prueba es menor que el nivel de significancia dado (o = 0,05),
se puede rechazar la hipdtesis nula y concluir que la serie es estacionaria. Para la prueba de
Dickey-Fuller sobre la serie temporal de casos de varicela en Bogotd, se obtuvo un p-value
de 0.332, lo que indica que los contagios tienen una estructura dependiente del tiempo y
varian de forma no constante, en este caso, ciclica o con estacionalidad.

En términos de la prevalencia por grupo de edad, a diferencia lo reportado para Colombia
donde entre el 51 y el 63 % de la prevalencia se concentra en los grupos de edad Primera
Infancia ( 5 < edad) e Infancia (5 < edad < 11), en la ciudad de Bogotd, la concentracién
sobre dichos grupos de edad se ubica entre el 60 y el 68 %.
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Figura 4-7.: Proporcién de casos por curso de vida (Bogotd). Elaboracién propia
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En los ninos, aunque la varicela es usualmente incapacitante, resulta impredecible la aparicion
de complicaciones derivadas. A pesar de las iniciativas de vacunacién, no han sido suficientes
para la erradicacién de la enfermedad [22].
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4.1.1. Modelo matematico del contagio de varicela

Con el objetivo de plantear un modelo matematico que permita representar la dindmica del
contagio de varicela, se formul6 un sistema de ecuaciones diferenciales que considera los com-
partimientos: Susceptible, Vacunado, Infectado, Expuesto y Recuperado (S,V,E,I,R). Puesto
que la exploracion sobre la serie histérica de casos de varicela reportados permitié identificar
y comprobar mediante una prueba de hipdtesis especifica que los contagios tienen una es-
tructura dependiente del tiempo y varian de forma no constante. Se planted la utilizacion de
funciones periodicas que permitan representar dicho comportamiento. Modelos matemaéticos
con pardametros dependientes del tiempo como los planteados por Tang en [50] y Haijji en
[19], para la modelacién de fenémenos estacionales de varicela y gripa respectivamente, per-
miten identificar la viabilidad de incluir tipos particulares de formas funcionales periédicas
que permitan representar adecuadamente dichos tipos de contagio.

Puesto que se utilizaron funciones de tipo periddico, el sistema de ecuaciones diferenciales
planteado es parcialmente no autonomo, dado que elementos a la derecha de cada ecuacion
del sistema dependen también del tiempo. De este modo, el modelo SVEIR adaptado de [19],
el cudl considera una sola dosis de vacuna para la poblacion susceptible y, que los individuos
cuya dosis de vacuna esta atenuada ingresan al compartimento de Fxpuestos, queda definido
como:

S = s — 05— 5. (07 ()5
s pw—af ()7 (0)v

o B (t)y (i) (s + av) — pe — de — e
de — i — e

G = €e+m—npr

Con las condiciones iniciales: s (0) = sg, v (0) = vy, € (0) = e, i (0) = i, e 7 (0) = ry. Todos
los parametros del modelo son positivos y estan definidos como se muestra en la Tabla 4-3.

Parametro Descripciéon

Tasa instantanea de reclutamiento de susceptibles
Tasa instantanea de abandono del sistema

Tasa de vacunacién

Tasa de transmision

Tasa saturada de infeccién

Tasa de atenuacién de la vacuna

Tasa de progresion de expuestos a infectados
Tasa de recuperacion instantdnea de infectados
Tasa de progresion de infectados a recuperados

|
~
N—"]

/—\*
~.
N—"1

S|l [ x|

Tabla 4-1.: Parametros del modelo SVEIR propuesto
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Como parte del proceso de construccion y evaluacion del modelo, la tasa de contagio f. (t)
tomara las formas funcionales:

ﬁl<t>=bo(a+(b+“” (” <%))>>

B2 (t) = bo (14 ( by * cos (2(pi (t + 9)))))

Ademas, el modelo considera a (i) como la tasa de incidencia de individuos infectados con
una forma funcional del tipo Monod asi:

N Hmaz .
70 =

donde pi,qe v k son coeficientes experimentales que representan el valor asintotico de cre-
cimiento maximo (de la infeccién) y el valor maximo que soporta la mitad del crecimiento
maximo, respectivamente. Esta funcién permite representar simultaneamente, el periodo de
incubacion de la varicela y la limitacién en la disponibilidad inmediata de un tratamiento
para los individuos infectados.

El modelo propuesto se basa en los siguientes supuestos:

= Los nuevos individuos ingresan a la poblacién y al compartimiento Susceptibles a una
tasa constante 7.

= Los individuos Susceptibles pasan al compartimiento de Ezpuestos mediante el con-
tacto con individuos Infectados, a una tasa no constante en el tiempo que depende de
condiciones ciclicas ambientales de la infecciéon por varicela.

» Los individuos Infectados se mueven al compartimiento Recuperados luego de cumplido
el tiempo estimado de recuperacion %

= La fraccién de poblacion Susceptible que ha sido vacunada se mueve al compartimien-
to Vacunados. Puesto que la vacuna no es 100 % efectiva y es impermanente en el
tiempo, una fraccién de la poblacién perderd su inmunidad y se uniran nuevamente al
compatimiento de Susceptibles.

= En todos los compartimientos hay abandono por muerte natural. Esta condicion re-
presenta un abandono del sistema.

En la Figura 4-8 se representa el sistema de ecuaciones diferenciales como un balance de
flujo entre los compartimientos del modelo SVEIR propuesto. Alli se indican tanto los flujos
internos de poblacion, como los dirigidos hacia el exterior por efecto del cambio en el grupo
de edad o muerte de individuos por causas distintas a la letalidad de la infeccion.
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Figura 4-8.: Balance de flujo modelo SVEIR propuesto. Elaboracién propia
Calculo del nimero bdsico de reproduccion R

Utilizando los compartimientos (o estados) que asocian grupos de la poblacién en un instante
de tiempo, mediante el método Matriz de Proxima Generacion y a partir de los compar-
timientos relacionados con la cantidad (o fraccién) de individuos en estados Infecciosos y
Transitorios, el calculo de Ry inicia con la seleccién de aquellas ecuaciones del modelo que
describen la produccion de nuevos individuos infectados, asi como los cambios de estado entre
individuos ya infectados (abandono del sistema por muerte o por adquisicién de inmunidad).
Las etapas definidas por Diekmann en [16] para el cédlculo de Ry son las siguientes:

» Linealizacién del sistema de ecuaciones diferenciales no lineales mediante el cdlculo de
su matriz Jacobiana.

= Descomposicién de la matriz Jacobiana en la matriz F' de produccién de nuevos indivi-
duos infectados y la matriz V' de transiciones entre estados (por muerte o inmunidad).

= Cilculo del autovalor dominante sobre la matriz FV L.

Dado lo anterior, la matriz Jacobiana del modelo SVEIR queda definida como:

(. (t) —p— 0 0 0 —B. ()~ (i) s 0
7 —p — 07 (7) 0 —ay' (i) 0
Js,v,e,i,r = ﬁ* (t> Y (Z) OCB* (t) 8 <Z> —H = d—e B* (t) 7/ (Z) 5+ O‘ﬁ* (t) ’7l <Z> v 0
0 0 o —p—n 0
i 0 0 € i —
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A partir de la matriz Jacobiana se obtienen las matrices F' de produccion de nuevos individuos
infectados:

o [0 B ()5 +ap(t)y (i)
0 0
y V' de transiciones entre estados:
v {,u +d+e 0 }
-0 w+n

El autovalor dominante de F'V~! que determina el nimero bésico de reproduccién Ry puede
expresarse en forma compacta como:

Ry — 36 (t) 7 (4) (s0 + aw)
(L+n) (u+d+e)

En condicion de equilibrio libre de enfermedad, donde:

T O
- ) 707070
w0 {M+9/Mu+9) }

el nimero bésico de reproduccion Ry queda definido como:

88, (t)7 (i) m (u+ ab)
pp+0)(p+mn)(p+6+e)

Ro =

La expresion matematica para Ry sera utilizada una vez sean calculados los pardametros
6ptimos del modelo SVEIR.

Andlisis de sensibilidad sobre los pardmetros de R

El andlisis de sensibilidad sobre R permite identificar el sentido en que los parametros del
modelo matematico afectan la dinamica del contagio. Sobre la base del analisis de sensibilidad
se pueden plantear estrategias de control para reducir el efecto sobre la transmisién inicial de
la enfermedad. El método Normalized Forward Sensitivity Index es la razén entre el cambio
relativo en la variable y el cambio relativo en un parametro dado.

Para reducir la tasa de transmisién de la varicela es fundamental conocer la importancia de
los diferentes factores involucrados en la dindmica de contagio. En la Tabla 4-2, se presentan
los indices que permiten medir el cambio relativo en Ry, dado el cambio en cada uno de sus
parametros.
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Parametro Indice de Sensibilidad Efecto
s 1 1
B, (1) 1 1
5 HJ—_‘_E +
4o +e
af
(e} +
w+ab
9 Opt+al—a(u+0) _
(1 +06) (p+ab)
) o .
f+n
€
6 _— —_—
pw+0+e

Tabla 4-2.: Analisis de sensibilidad sobre los parametros de R

De acuerdo a los resultados de la Tabla 4-2, se puede concluir que:

» La tasa de reclutamiento de susceptibles () y la tasa de trasmisién (S, (t)) tienen el
maximo valor posible en el indice de sensibilidad. Esto implica que cualquier cambio en
alguno de estos parametros tendra un efecto en el aumento de contagios en exactamente
la misma proporcion.

» Silos pardmetros tasa de vacunacién (6), tasa de progresion de infectados a recuperados
(n) v tasa de recuperacién instantanea de infectados (€), aumentan, el nimero de
individuos infectados disminuird y viceversa.

» Cualquier incremento en la tasa de atenuacién de la vacuna («) y en la tasa de progre-
sién de expuestos a infectados (J), incrementard el nimero de individuos contagiados
de varicela.

Los anteriores andlisis permiten identificar los parametros que tienen un efecto de gran
magnitud sobre Ry y de este modo focalizar las estrategias de intervencion posibles, que en
este caso deberian realizarse sobre las tasas de trasmision y de vacunacion.
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4.2. Estimacion de parametros del modelo

La estimacién de parametros de un modelo matématico en epidemiologia a partir de datos
observados es un proceso crucial para garantizar que el comportamiento representado (por
el modelo) es confiable y, a partir de esto, generar posibles escenarios de intervencién. Este
proceso requiere, en primera instancia, la definicién de valores iniciales de los parametros,
que posteriormente y mediante un procedimiento de optimizacion seréan ajustados basandose
en el contraste de la solucion del modelo respecto a los datos reales. Particularmente, este
tipo de modelos requieren la solucién de un problema de wvalor inicial, de modo que esta
satisfaga un conjunto de condiciones iniciales dadas.

A menudo no resulta trivial obtener una solucién exacta para el modelo de ecuaciones diferen-
ciales. En este caso, pueden utilizarse métodos numéricos como alternativas de aproximacién.
Uno de los métodos mas precisos es el denominado Runge-Kutta, que en esencia son gene-
ralizaciones del modelo de Euler, donde la funcién f (z,,y,) se reemplaza por el promedio
ponderado de pendientes en el intervalo x,, < x < x,.1, es decir:

Yn+1 = Yn + h (wlkrl + UJQkZQ + ...+ wmk‘m)

donde y,,1 es el valor solucién en el tiempo n + 1 y h es una constantes de paso en cada
iteraciéon. El subindice m indica el orden del método. De este modo, cuando m = 1, el método
de Euler es un método de Runge-Kutta de primer orden.

Definicion de condiciones y pardmetros iniciales del modelo

Como se describi6 en la caracterizacion del contagio de varicela en Bogotd, entre 2007 y 2020
se presentaron dos eventos que afectaron el comportamiento histérico de casos reportados: 1)
La inclusién de la vacuna contra varicela a mediados de 2016 y 2) La pandemia del COVID-
19 que obligd al confinamiento de la poblaciéon en Colombia. Dadas estas dos condiciones,
se selecciond una ventana de tiempo comprendida entre la semana 41 de 2016 y la semana
52 de 2019, para la definiciéon de las condiciones iniciales en los compatimientos del modelo
SVEIR propuesto.

La definicion de condiciones iniciales para el modelo fueron obtenidas a través de fuentes se-
cundarias que comprenden los observatorios de piramide poblacional [2], tasas de mortalidad
en menores de 5 afos [3] y cobertura de vacunacién contra la varicela [1]. Para la definicién
de la condicién inicial del nimero de susceptibles s(0) se tomé el total de poblacién de
menores de cuatro anos (478.734 individuos) al cierre de 2016, equivalente a 13.07 en escala
de logaritmo natural. Para el nimero de inicial de individuos vacunados v (0) se asigné una
proporcién correspondiente al 91.4 %, segun respecta en [1] para el mismo periodo de defini-
cién de s (0). Para el nimero de infectados i (0), se tomé el nimero de casos reportados en
la semana 41 de 2016 (325 individuos), equivalente a 5.78 en escala de logaritmo natural.
Respecto a los parametros del modelo, en la Tabla 4-3 se presentan los valores iniciales defi-
nidos para solucionar el modelo mediante métodos numéricos. Estos mismos valores iniciales
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seran tomados para el proceso de ajuste a los datos reales observados, el cual permitird que
un subconjunto de dichos parametros sean optimizados para representar, dentro de ciertos
niveles de error, el comportamiento de los datos reales. La serie de tiempo del contagio de
varicela fue llevada a escala de logaritmo natural, con el propédsito de suavizarla y mejorar
el ajuste del modelo matematico a partir de la optimizacion de sus pardmetros.

Parametro Descripcién Valor inicial
s Tasa instantdnea de reclutamiento de susceptibles | 13,07
1 Tasa instantdnea de abandono del sistema 0,25
[ Tasa de vacunacion 0,80
« Tasa de atenuacién de la vacuna 0,50
0 Tasa de progresion de expuestos a infectados 1,00
€ Tasa de recuperacion instantanea de infectados 0,50
n Tasa de progresién de infectados a recuperados 1,00

Tabla 4-3.: Parametros generales del modelo SVEIR

Los parametros de Tasa de progresion de expuestos a infectados y Tasa de progresion de in-
fectados a recuperados fueron tomados de [11] y [21] y llevados a unidad de tiempo semanal.
Para la Tasa de recuperacion instantdnea de infectados, se asume que el individuo infectado
permanece un tiempo dentro del compartimiento de expuestos y luego pasa al de infectados.
En términos de sus unidades, los pardmetros §, € y 1 estéan definidos en semana™'. Final-
mente, las condiciones iniciales (en escala de logaritmo natural) para el modelo SVEIR son:
5(0) = 13,07, v (0) = 12,29, e(0) = 8,1, i (0) = 5,78, r (0) = 10,2.

En la Tabla 4-4, se presentan los parametros iniciales de las funciones periodicas seleccio-
nadas para representar el comportamiento ciclico en la tasa de contacto. Estos parametros
seran optimizados durante el proceso de ajuste a los datos de contagios observados.

Parametro Tipo funcién Descripcién Valor inicial
a Coseno Desplazamiento vertical 2,00
by Coseno Amplitud 0,80
) Coseno Fase 8,00
a Seno Desplazamiento vertical 1 0,60
b Seno Desplazamiento vertical 2 0,25
c Seno Fase 8,00
h Seno Periodo 27,00

Tabla 4-4.: Parametros de la funciéon periédica Coseno

El sistema de ecuaciones diferenciales del modelo SVEIR fue resuelto mediante el médulo
scipy.integrate de la libreria scipy de Python. Este modulo implementa el método adaptativo
LSODE (Livermore Solver for Ordinary Differential Equations) en pasos de tiempo discreto.
Se generd una solucion para cada funcion peridédica que pueda representar el comportamiento
ciclico de la tasa de contacto (5, (). En la Figura 4-9 se presenta la solucién del modelo
SVEIR con una funcién tipo Coseno, dados los parametros relacionados en la Tabla 4-4.
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Dados los parametros iniciales, no se observa que el modelo esté en capacidad de replicar los
dos ciclos de infeccién anuales. No obstante, la solucién obtenida se acerca asintéticamente
a una solucién periddica, implicando con esto la preservacion de la persistencia del contagio
de varicela, a pesar que la proporcién de vacunacion sobre la poblacion es cercana a 1 (o al
100 %).
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Figura 4-9.: Solucién del modelo SVEIR con tasa de transmision periddica tipo Coseno

Como se puede observar en la Figura 4-10, a diferencia de la solucién del modelo conside-
rando una funcién tipo coseno, el uso de una funcién seno otorga al modelo la capacidad de
replicar los dos ciclos de infeccion anuales observados en la serie histérica de contagios de va-
ricela. Al igual que la anterior solucién, el modelo evidencia la preservacién de la persistencia

del contagio de varicela
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Figura 4-10.: Solucién del modelo SVEIR con tasa de transmisién periédica tipo Seno



42 4 Caracterizacién y analisis del contagio de varicela

Estimacion de pardmetros optimos del modelo

La estimacién de los parametros 6ptimos del modelo a partir del ajuste a los datos histéricos
de contagio de varicela se realizo mediante la libreria Imfit de Python, utilizando el método de
optimizacién Nelder-Mead. En la Figura 4-11 se presenta el resultado del ajuste del modelo
utilizando una funcién coseno para [, (), especificamente para el compartimiento i ().

6
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Figura 4-11.: Ajuste del modelo SVEIR (funcién periédica coseno) a los datos observados

En la Figura 4-12 se presenta el resultado del ajuste del modelo utilizando una funcién seno
para (3, (t). Comparativamente, este tipo de funcién logra un mejor ajuste a los datos.

6 e Datos observados
—— Modelo SVEIR Bz(t) seno

Figura 4-12.: Ajuste del modelo SVEIR (funcién periédica seno) a los datos observados

Mediante el criterio de informacion de Akaike (AIC, por sus siglas en inglés), entregado por
el proceso de optimizacion, es posible obtener una métrica para comparar el ajuste de ambas



4.2 Estimacion de parametros del modelo 43

implementaciones del modelo. La implementacion de la funcién coseno para S, (t) tiene un
AIC = —290,36, mientras que para el caso de la funciéon seno tiene un AIC = —313,19.
Dados los valores de la métrica AIC, se puede concluir que el modelo con funcién seno para
Bs (t) puede representar de mejor manera el contagio de varicela en el tiempo.

En la dltima columna de la derecha de la Tabla 4-5 se presentan los valores 6ptimos de los
pardmetros, que a partir del analisis de sensibilidad el modelo, fueron considerados para su
ajuste. Dicho ajuste no aplica para el parametro de vacunacion, puesto que el proceso de
optimizacién entregé valores no vélidos (por encima del 100 % en la tasa de vacunacién).

Parametro Descripcién Valor inicial [ Valor éptimo
i Tasa de abandono del sistema 0,2500 0,2245
[ Tasa de vacunacion 0,8000 0,8000
Q Tasa de atenuacion de la vacuna 0,5000 0,5000
0 Tasa de Prog. expuestos a infectados | 1,0000 1,0000
€ Tasa de recuperacion instantanea 0,5000 0,5000
n Tasa de Prog. infectados a recuperados | 1,0000 1,0000
a Desplazamiento vertical 1 0,6000 0,4231
b Desplazamiento vertical 2 0,2500 0,0455
c Periodo 8,0000 8,4096
h Fase 27,0000 27,0000

Tabla 4-5.: Parametros para la funciéon periédica Seno

Como parte del resultado del proceso de Imfit, se calcula un intervalo de confiabilidad para los
parametros seleccionados para optimizacion, como se puede observar en la Tabla 4-6. Para
cada parametro se presenta su Intervalo de confiabilidad y la variacion porcentual muestral
de la estimacion durante el proceso para la identificacion de los valores 6ptimos.

Parametro Intervalo de confiabilidad Variacién
1 0,23764464 + 0,02066948 8,70%
a 0,42313095 + 0,06955049 16,44 %
b 0,04556656 + 0,01365351 29,96 %
c 8,40966211 + 0,18629138 2.22%

Tabla 4-6.: Intervalos de confiabilidad de los parametros optimizados

Considerando los intervalos de confiabilidad obtenidos para los parametros de la funcion
periddica que representa la variabilidad en la tasa de contagio, se condujeron tres simulaciones
sobre una ventana de tiempo de 167 semanas epidemioldgicas. En la Figura 4-13 se presentan
las variaciones en su comportamiento, dados los valores presentados en la Tabla 4-6. Cuando
se utilizan simultdneamente los limites superiores del intervalo para los parametros b y c,
la tasa de contacto alcanza un valor maximo cercano a () = 1,9 sobre aproximadamente
las semana epidemioldgicas 25 y 50 de cada ano. Con el uso de los limites inferiores (del
intervalo de confiabilidad) se alcanza un valor maximo 3 (¢) = 1,7 para los mismos periodos

epidemioldgicos.



44 4 Caracterizacién y analisis del contagio de varicela

18

Tasa de contacto
= =
[=2} ~

[
w

— B(tymin
14 B(t) medio
— B(t) max

0 25 50 75 100 125 150 175
Tiempo

Figura 4-13.: Variacién de la funcion peridédica de Tasa de Contagio

Los intervalos de confiabilidad seran utilizados para la construccién del modelo de simulacion
del contagio de varicela y, ademas, para el diseno del controlador del sistema.

Comportamiento del nimero bdsico de reproduccion R, ante variacion en los
parametros del modelo

Dada la expresion calculada analiticamente para el nimero basico de reproduccion Ry, asi
como los intervalos de confiabilidad para los parametros relacionados en la Tabla 4-6, se
condujeron tres simulaciones sobre una ventana de tiempo de 167 semanas epidemioldgicas,
variando los valores de los parametros de la funcién periddica S, (t), obteniendo los resultados
presentados en la Figura 4-14.

Cuando se utilizan simultaneamente los limites superiores del intervalo para los parame-
tros b y ¢, Ry, alcanza un valor méximo cercano a Ry = 3,6 sobre aproximadamente las
semanas epidemioldgicas 25 y 50 de cada ano. Con el uso de los limites inferiores (del in-
tervalo de confiabilidad), se alcanza un valor méximo Ry = 3,4 para los mismos periodos
epidemiologicos.

Estos resultados indican que se espera que cada contacto de un individuo infectado genere
entre 3,4 y 3,6 casos nuevos de varicela. Segin Marangi en [37], en Noruega, R para varicela
varia entre 3,7 y 5,0, siendo los valores calculados para Colombia, un valor razonable respecto
a investigaciones previas en otros paises.
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Figura 4-14.: Variacién del nimero bésico de reproduccion R



5. Simulacion del modelo matematico
del contagio de varicela

Una vez obtenidos los pardmetros 6ptimos del modelo matematico que representa la dindmica
de contagio de varicela en el contexto geografico y de grupos de edad analizado. En el presente
capitulo se realizan una serie de simulaciones que permiten identificar el efecto sobre el
comportamiento de los individuos infectados, cuando se realizan variaciones en los valores de
un conjunto especifico de parametros. Dichas variaciones sobre los parametros del modelo
se implementan tomando los intervalos de confiabilidad suministrados por el algoritmo de
optimizacién para su calculo.

Posteriormente, considerando que los resultados de las simulaciones se constituyen en un
método para cuantificar la magnitud del efecto de las variaciones en los pardmetros, sobre
esta base se identifican los parametros mas relevantes y en un ambiente computacional se
plantea el diseno de un sistema de control, cuyo objetivo consiste en adaptar gradualmente
los parametros seleccionados para lograr que el nimero de contagios de varicela permanezca
aldededor de un valor deseado (o meta) de interés.

5.1. Construccion y analisis del modelo de simulacidn

Sobre la base del andlisis de sensibilidad sobre Ry, donde se identificé el sentido (u orienta-
cién) ante cambios en sus parametros (en la Tabla 4-2), asi como los intervalos de confiabi-
lidad para los parametros 6ptimos del modelo (en la Tabla 4-6), a continuacién se conducen
una serie de simulaciones en un ambiente computacional para identificar el efecto sobre el
comportamiento de los individuos infectados, cuando se realizan variaciones en los valores
de un subconjunto de dichos parametros.

La simulacion computacional permite imitar el comportamiento de un fenémeno real como
una funcién del tiempo y en la medida que el tiempo de simulacion avanza se pueden recopi-
lar datos estadisticos que bien pueden focalizarse en los cambios sobre el sistema modelado
dada la ocurrencia de ciertos eventos o variaciones sobre sus variables de estado. Las carac-
teristicas anteriormente relacionadas guardan una relacién muy estrecha con el enfoque de
modelacion utilizado para la construccién del modelo que representa la dindmica de conta-
gio de varicela. Por esta razon resulta viable llevar de manera sistematica los resultados del
modelo matemético, hacia un esquema de simulaciéon en ambiente computacional.



5.1 Construccion y analisis del modelo de simulacién 47

Las simulaciones que se presentan a continuacién se realizaron con la libreria integrate de
scipy sobre el lenguaje de programacion Python.

Variaciéon de pardmetros sobre la funcion peridodica de tasa de contacto

La simulacién del nimero de individuos infectados a partir del modelo matemético del con-
tagio de varicela, variando los pardmetros de desplazamiento vertical (b) y periodo (¢) de
la funcién periédica de la tasa de contacto (3 (t), permitié identificar los comportamientos
presentados en la Figura 5-1. Se tomaron un total de cinco posibles tuplas de parametros
(dejando fijos los demds del modelo), sobre la base de los intervalos de confiabilidad de
la forma: IC = X £ nS.E. donde X es el valor éptimo del parametro, S.E. es el error
estandar obtenido a partir de la matriz de covarianzas y n es una constante que permi-
te amplificar el valor de S.E.. Particularmente, para las simulaciones se tom6é n = 1,2. A
partir de estos resultados se pudo identificar que en {a = 0,4000,b = 0,0734, ¢ = 8,7904} so-
bre la semanas epidemioldgicas 25 y 51 de cada ano, se alcanza un valor de aproximado
de 90 individuos contagiados, que respecto a los 70 casos para estos mismos periodos con
{a =0,4000,b = 0,0459, ¢ = 8,4061} representa un incremento cercano al 30 % en el nimero
de casos.

450 —— Tasa de contacto [a=0.40000001,b=0.01839223,c=8.02191676]
Tasa de contacto [a=0.40000001,b=0.03215015,c=8.21403787)
400 —— Tasa de contacto [a=0.40000001,b=0.04590807,c=8.40615898]
—— Tasa de contacto [a=0.40000001,b=0.05966599,c=8.59828009]

150 —— Tasa de contacto [a=0.40000001,b=0.07342391,c=8.7904012]
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Figura 5-1.: Individuos infectados variando pardametros de la tasa infeccién S (¢, a, b, c, h)

En términos del niimero basico de reproduccion, para la tupla con los valores maximos con-
siderados para b y ¢ se calcula un Ry = 3,6633, mientras que para la conformada por los
valores 6ptimos se calcula un R = 3,5083. Esto implica que una variacién de 2S.FE. en las
semanas epidemioldgicas pico (25 y 51) representard un incremento de aproximadamente 15
casos adicionales (por cada 100 contactos), debidos al incremento en los parametros by ¢ de
la funcién periddica que representa la tasa de contagio dependiente del tiempo.
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Variacion de pardmetros de la tasa de incidencia de individuos infectados

En la simulacion del nimero de individuos infectados, variando el parametro ., de la
funcién 7 (i, umae ), que representa la tasa de incidencia de individuos infectados, permitié
identificar los comportamientos presentados en la Figura 5-2. El parametro u,,,, representa
el valor maximo de la incidencia de individuos infectados. A mayores valores de ., Se
espera que la capacidad de contagio de cada individuo sea més alta. Para identificar el
impacto de la variacion de este pardametro se planteé el vector de valores igualmente separados
de Upmq: [0,2,0,4,0,6,0,8,1,0]. Este vector se escogié de manera experimental puesto que
no se dispone de datos experimentales para el parametro. A partir de los resultados de
la simulacion, se pudo identificar que sobre las semanas epidemiolégicas 25 y 51, cuando
Umaz = 1,0, se alcanza un valor cercano a 163 contagios; mientras que cuando U, = 0,6, se
estima un valor de 99 contagios. Lo anterior, representa un incremento cercano al 65 % en el
nimero de casos.

—— Funcion de saturacion [u_max=0.2]

Funcién de saturacién [u_max=0.4]
— Funcién de saturacion [u_max=0.6]
—— Funcién de saturacion [u_max=0.8]
—— Funcidn de saturacién [u_max=1.0]

2500

2000
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Figura 5-2.: Individuos infectados variando pardmetros de la funciéon de saturacién
7(Z7umax)

En términos del niimero bésico de reproducciéon, con el valor maximo considerado para la
tasa de incidencia de individuos infectados, es decir u,,,, = 1, se calcula un Ry = 7,0167,
mientras que para el valor base U, = 0,5 se calcula un Ry = 3,5083. Esto implica que
una variacion de (0.5 para el pardametro causara que en las semanas epidemioldgicas pico
(25 y 51), se observe un incremento de aproximadamente 351 casos adicionales (por cada
100 contactos), debidos al incremento en el pardmetro ., de la funcién de incidencia de
individuos infectados.

A continuacién se presentan los resultados de las simulaciones sobre el parametro de tasa de
vacunacién poblacional.
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Variacion de la tasa de vacunacion

La simulacion del niumero de individuos infectados, variando el pardametro 6 que representa
la cobertura de vacunacién sobre la poblacion, permitié identificar los comportamientos
presentados en la Figura 5-3. Puesto que se dispone de datos histéricos de la cobertura
de vacunacién contra varicela desde el ano 2014 [1], se consolidé un vector de valores de
correspondientes a los porcentajes de cobertura. A partir de los resultados de la simulacién,
se pudo identificar que sobre las semanas epidemiolégicas 25 y 51, cuando 6 = 0,785 se
alcanza un valor cercano a 79 contagios, mientras que cuando 6 = 1,0 se estima un valor
de 78 contagios. Lo anterior representa una disminucién cercana al 1.2 % en el nimero de
casos.

500 9
1 —— Tasa de vacunacion [theta=0.785

Tasa de vacunacion [theta=0.853
—— Tasa de vacunacion [theta=0.905
—— Tasa de vacunacién [theta=0.915
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Figura 5-3.: Individuos infectados variando el parametro de vacunacién 6

En términos del ntimero basico de reproduccion, con el valor maximo considerado para la
tasa de vacunacién, es decir § = 1,0, se calcula un Ry = 3,3908; mientras que para el valor
base # = 0,8 se calcula un Ry = 3,5083. Esto implica que una variacién del parametro
en 0.2 (es decir, un incremento del 20 % en la cobertura de vacunacién contra la varicela)
causard que en las semanas epidemiolégicas pico (25 y 51), se observe una disminucién de
aproximadamente 11 casos adicionales (por cada 100 contactos).

Una vez identificados los posibles comportamientos del nimero de infectados a partir de las
simulaciones desarrolladas en Python, se realizé la construcciéon de un modelo de simulacién
en Simulink de MATLAB en su version R2023a. Simulink es un ambiente basado en dia-
gramas de bloque que permite el diseno y simulaciéon de modelos multidominio de sistemas
y procesos. Dentro del ambiente de MATLAB es posible la integracién con otras apps (o
modulos), siendo particularmente de interés Fuzzy Logic Toolboz, sobre el cudl se disenard el
controlador del proceso de contagio.

175
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En la Figura 5-4 se presenta el modelo de simulacién construido en Simulink. Los bloques
Susceptible, Vaccinated, Exposed, Infected y Removed son los encargados de acumular el flujo
de individuos dentro del sistema, segtin lo definido en el modelo matematico.

Figura 5-4.: Modelo de simulacién en Simulink

El modelo se compone de dos bloques: Time-Varying B e Incidence Rate. Estos bloques
permiten implementar la funcién periédica de la tasa de contagio 3 (¢,a,b,c, h) y la funcién
de tasa de incidencia de individuos infectados 7y (, tmq, ). La configuracion realizada mediante
estos bloques permite implementar otras funciones o procedimientos que puedan ir variando



5.2 Disenio del controlador del sistema 51

los valores de los parametros durante el tiempo de simulacién.

5.2. Diseno del controlador del sistema

Con el objetivo de mantener el numero de individuos infectados alrededor de un valor de-
seado o meta, se disendé un controlador basado en técnicas de inteligencia computacional,
especificamente ldgica difusa, el cual permitird durante el tiempo de simulaciéon ajustar gra-
dualmente todos aquellos parametros identificados como potenciales causas de variabilidad
en el comportamiento de la dinamica de contagio de la varicela.

El controlador disenado considera como variable de entrada el error o desviacién del va-
lor simulado dentro de un umbral de diferencia respecto al valor de referencia, el cudl es
tomado a partir de las simulaciones presentadas en la Figura 5-1. Particularmente (y pa-
ra efectos de la experimentacion), el valor de referencia es considerado como el nimero de
individuos infectados dada la tasa de contagio /3 (t) parametrizada con la tupla de valores
{a =0,4000,b = 0,0321, ¢ = 8,2140}. La salida del controlador es un valor puntual para el
pardmetro seleccionado, dada la inferencia realizada por una base de reglas (incluidas en
el controlador), la cuél relaciona mediante reglas del tipo if-then las variables de entrada y
salida.

Puesto que la implementacién del control requiere la definicién de funciones de pertenencia
que representen el espacio de entrada-salida, se utiliz6 un esquema de dos etapas: 1) Repre-
sentacion basada en similitud, la cudl mediante el algoritmo de agrupacién (clustering) difusa
conocido como Fuzzy C-Means, permite agrupar los datos de las variables de entrada y salida
del controlador para, posteriormente y mediante un procedimiento de optimizacion, obtener
los pardmetros de las funciones de pertenencia y 2) Representacion funcional paramétrica
sobre la base de los parametros calculados en la etapa 1, las funciones de pertenencia quedan
completamente definidas para su implementacion en el controlador.

Representacion basada en similtud mediante Fuzzy C-Means

Fuzzy C-Means (en adelante FCM) es un algoritmo no supervisado de clustering que permite
que un dato x; pertenezca a dos o mas grupos o clusters. Este método fue propuesto por
Dunn [18] en 1973 y mejorado por Bezdek [10]. FCM es generalmente utilizado para tareas
de reconocimiento de patrones. FCM esta basado en la minimizacion de la siguiente funcién
objetivo:

N C
T =3z — o]

i=1 j=1
donde m es el parametro de borrosidad de los clusters resultantes y para el cual debe cum-
plirse que m € [1,00); u;; es el grado de pertenencia del i-ésimo dato z; al cluster j y c¢;
es j-ésimo centro del cluster. El término dentro de las sumatorias representa la norma que
expresa la similitud entre x; y c;, la cual puede ser vista como una medida de la varianza
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total del i-ésimo dato al j-ésimo centro del cluster. Dentro de las normas mas cominmente
utilizadas se ubican: Fuclideana, Diagonal y Mahalanobis. Por su cuenta, cada una genera
variaciones respecto al eje de coordenadas.

La particion difusa se realiza mediante un proceso iterativo de optimizacion de la funcién
objetivo J,,,, con la actualizacién del grado de pertenencia u;; mediante:

1

- 2
ZC llzi—c;ll  m—1

k=1 \ Jlzi—ck||

donde el subindice k corresponde a la k-ésima iteracion. Los centros de los clusters c;, son
N m
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. = ==l Tyt

j N
> im1 ugy

c; es en realidad la media ponderada de z; que pertenencen al cluster, donde las ponderaciones

uij

actualizados mediante:

son los grados de pertenencia, por esta razén el algoritmo se llama c-means. El proceso

(k+1) (k)

iterativo termina cuando:

maz;; {
donde ¢ es el criterio de parada y, generalmente, para reducir el costo computacional se
selecciona € = 0,001, e incluso € = 0,01. Puesto que el algoritmo FCM converge a un minimo
local, diferentes inicializaciones pueden producir diferentes resultados.
Para la definicién de las funciones de pertenencia basadas en similitud, que representan el
espacio de entrada-salida del controlador a partir de FCM, se utiliz6 la libreria skfuzzy del
paquete scikit-fuzzy sobre el lenguaje de programacion Python.

Representacion basada en similitud del Error basada en FCM

La variable denominada Error se definié como la diferencia entre cada par de valores de las
simulaciones realizadas en la Figura 5-1. El proceso iterativo para calcular el error entregd un
total de 664 valores en el rango de -0.2 a 0.2. El algoritmo FCM con parametro de borrosidad
m = 2 se calcularon los clusters con los centros presentados en la Tabla 5-1

Cluster Centro
—0,15851044
—0,07349146

0,00222186

0,07600499

0,16380738

Y QI DN

Tabla 5-1.: Centros de los clusters para la variable Error

En la Figura 5-5, para la variable Error se presentan los grados de pertenencia calculados
a partir de la similitud de cada dato respecto a los centros de los clusters presentados en la
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Tabla 5-1. Como se puede observar, mediante este tipo de representacion es posible obtener
un esbozo inicial de las formas funcionales de las funciones de pertenencia.
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Figura 5-5.: FCM variable de entrada Error

Representacion basada en similitud de la amplitud del ciclo de infeccion b ba-
sada en FCM

Para la representacion basada en similitud del parametro b de la funcién peridédica de la
tasa de contagio, se generaron 500 numeros aleatorios bajo distribucién normal, tomando
como parametros los valores de X y S.E. del intervalo de confiabilidad. En la Figura 5-6 se
presentan los grados de pertenencia calculados a partir de la similitud de cada dato respecto
a los centros de los clusters.
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Amplitud del ciclo de infeccién b

Figura 5-6.: FCM variable de salida Amplitud del ciclo de infeccién b
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Representacion basada en similitud de la cobertura de vacunacion 0 basada en
FCM

Para la representacion basada en similitud del parametro 6, que representa la tasa de cober-
tura de vacunacion contra varicela, se generaron 500 ntimeros aleatorios bajo distribucion
normal, tomando a partir de las estadisticas de vacunacién de Bogota en [1] un valor medio
de 0,8 con una desviacion de 0,2. El proceso para la generacién de nimeros aleatorios, con-
sidera que la tasa de vacunacién no puede ser superior a 1 (o al 100 %). En la Figura 5-7 se
presentan los grados de pertenencia calculados a partir de la similitud de cada dato respecto
a los centros de los clusters.
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Cobertura de vacunacién 8

Figura 5-7.: FCM variable de salida Cobertura de vacunacién 6

Representacion funcional paramétrica

Sobre la base del esbozo inicial de las formas funcionales para las variables de entrada y
salida del controlador, mediante la libreria curve_fit del paquete scipy.integrate del lenguaje
de programacion Python, se realizo la estimacion de los parametros éptimos de algunas de
las formas funcionales paramétricas presentadas en las Tablas 2-4, 2-5 y 2-6. Cada forma
funcional fue programada como una funcién Python que recibe como argumentos la serie
de datos de los grados de pertenencia obtenidos mediante FCM y los valores iniciales de
sus parametros para que mediante un proceso de optimizacion sean obtenidos los valores de
los pardmetros que logran el mejor ajuste frente a los datos de los grados de pertenencia.
Ademas, se definieron etiquetas lingiiisticas dentro del universo de discurso particular para
cada variable del espacio entrada-salida.

A continuacién, se presentan para cada variable las formas funcionales paramétricas, asi co-
mo los valores 6ptimos de sus parametros. La parametrizacion de las formas funcionales y la
asignacion de etiquetas lingiiisticas son una actividad fundamental para la construccion del
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controlador en lazo cerrado del modelo de contagio de varicela que permita realizar correc-
ciones en su trayectoria.

Representacion funcional paramétrica del Error

En la Figura 5-8 se presentan las cinco formas funcionales dadas por los valores de los
parametros que, de acuerdo al procedimiento de optimizacién implementado en curve_fit,
logran el mejor ajuste (y por ende, la mejor representacién) frente a los grados de pertenencia
calculados mediante FCM. El universo de discurso para el error se define dentro del rango de
-3.0 a 3.0. Las formas funcionales identificadas permiten modelar la vaguedad de la magnitud
del error, y definir como este puede ser interpretado en el contexto particular de la desviacion
del comportamiento del contagio respecto a un valor de referencia dado. Estas funciones
seran asignadas a cada valor sensado desde la capa de requlacion del controlador, en este
caso, durante la simulacion del proceso de contagio.

Degree of Membership
=
e

Input Variable "Error”

Figura 5-8.: Funciones de pertenencia variable de entrada Error

En la Tabla 5-2 se presentan los parametros de las funciones de pertenencia asociadas a
cada etiqueta lingiifstica definida para el Error.

Etiqueta linguistica Funcién de pertenencia

Error NB Z(a=-28b=—1,6235)

Error N TRAP (a = —2,6646,b = —1,9734, ¢ = —1,4306, d = 0,0139)
Error Z GAUSS (= 0,0139,0 = 0,6442)

Error P TRAP (a = 0,0139,b = 1,3576, c = 2,1214,d = 2,7774)
Error PB S(a=1,6771,b=2,9276)

Tabla 5-2.: Parametros de las funciones de pertenencia para la variable Error
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Representacion funcional paramétrica de la amplitud del ciclo de infeccion b

Considerando que se simularan dos controladores, basados en los espacios de entrada-salida
Error — by Error — 6, a continuacion se presentan las funciones de pertenencia para el
espacio Error —b. Puesto que el controlador propuesto es de tipo Mamdans, tanto las varia-
bles del antecendente como del consecuente, deben estar definidas en términos de etiquetas
lingiiisticas. En la Figura 5-9 se presentan las cinco formas funcionales para el parametro b
de la funcién periddica de la tasa de contacto y cuyos parametros fueron obtenidos mediante
el mismo procedimiento de optimizacién utilizado para modelar el Error. El universo del
discurso toma valores entre 0,007 y 0,092. Estas formas funcionales hacen parte del conse-
cuente del sistema de inferencia del controlador, y son las encargadas de entregar un valor
del parametro b al actuador, el cual implementara la accién de control sobre el proceso.

MB B A

Degree of Membership
-
/

0.04 0.05
Qutput Variable "Amplitud™

Figura 5-9.: Funciones de pertenencia para la variable de salida Amplitud del ciclo de in-
feccion b

En la Tabla 5-3 se presentan los parametros de las funciones de pertenencia asociadas a
cada etiqueta lingiiistica definida para el parametro b de la funcion periédica de la tasa de

contagio.
Etiqueta lingtistica Funcion de pertenencia
b Muy Baja Z (a =0,0022,b = 0,0152)
b Baja TRAP (a = 0,0046,b = 0,0145, ¢ = 0,0230, d = 0,0440)
b Media GAUSS (= 0,0440, 0 = 0,0106)
b Alta TRAP (a = 0,0440,b = 0,0660, c = 0,0742, d = 0,0861)
b Muy Alta S (a=0,0726,b = 0,0894)

Tabla 5-3.: Parametros de las funciones de pertenencia para la amplitud del ciclo de infec-
cién
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Representacion funcional paramétrica de la cobertura de vacunacion 6

En la Figura 5-10 se presentan las cinco formas funcionales para el parametro € que re-
presenta la tasa de cobertura de vacunacion contra la varicela y que corresponde al espacio
entrada — salida: Error — 6. Sus parametros fueron obtenidos mediante el procedimiento de
optimizacién utilizado para modelar el Error y el pardmetro b la amplitud del ciclo de infec-
cién. El universo del discurso toma valores entre 0,8004 y 0,9993. Estas formas funcionales
hacen parte del consecuente del sistema de inferencia del controlador y son las encargadas
de entregar un valor del parametro 6 al actuador, el cual implementara la accién de control
sobre el proceso.

Degree of Membership
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-
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Figura 5-10.: Funciones de pertenencia para la variable de salida Cobertura de vacunacién

0

En la Tabla 5-4 se presentan los parametros de las funciones de pertenencia asociadas a cada
etiqueta lingiiistica definida para el parametro 6 correspondiente a la tasa de cobertura de
vacunacion contra la varicela.

Etiqueta linguistica Funcién de pertenencia

6 Muy Baja Z (a=0,8182,b = 0,8514)

0 Baja TRAP (a = 0,8249,b = 0,8485, ¢ = 0,8571,d = 0,8967)
6 Media GAUSS (= 0,8967,0 = 0,0185)

0 Alta TRAP (a = 0,8967,b = 0,9375, ¢ = 0,9514, d = 0,9810)
6 Muy Alta S (a=0,9475,b = 0,9888)

Tabla 5-4.: Parametros de las funciones de pertenencia para la cobertura en vacunacién
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Diseio del sistema de inferencia difuso para corregir la trayectoria de contagio

El controlador difuso disenado tiene como funcién formular un mapeo no lineal del espacio
de entrada de la desviacion del comportamiento los individuos infectados, respecto al valor
de referencia definido (o error) sobre el espacio de salida definido, bien sea como el parametro
de amplitud de la funcién que representa la estacionalidad en la tasa de contagio o la tasa
de cobertura de vacunacién contra varicela.

El controlador difuso propuesto consta de cuatro componentes principales:

1. La interfaz de fuzzificacion, que permite normalizar el valor medido de la variable que
indica el estado actual del sistema sobre el universo del discurso definido para el error.

2. La base de reglas, que almacena el conocimiento en forma de reglas del tipo if-then.

3. El mecanismo de inferencia, que evalia para el tiempo de simulacién cual regla de
control es relevante y decide cual es el valor apropiado de entrada al proceso.

4. La interfaz de defuzzificacion, que convierte el resultado del mecanismo de inferencia
en el valor de entrada al proceso.

En la Figura 5-11 se presenta la arquitectura del controlador difuso como un diagrama de
bloques que permite identificar los flujos de informacién entre sus cuatro componentes, asi
como su interaccion con el modelo de simulacién del proceso de contagio, configurando un
sistema de control en lazo cerrado.

Controlador difuso

Mecanismo de

Valor de referencia RS inferencia £ Entradas Salidas
=] Q
r(t + 3 8 u(t) y(®)
(t) N é ,% Modelo -
- N N SVEIR

3 E
o 5

[a]

Base de reglas

Figura 5-11.: Arquitectura del sistema de control propuesto

Una vez obtenida la representacion funcional paramétrica para las variables de entrada
(error) y salida (amplitud de la funcién periédica de la tasa de contagio y tasa de vacu-
nacién), mediante el fuzzy logic toolbox de Matlab en su versién 2023a se realiz6 la im-
plementacion en ambiente computacional del sistema de inferencia difuso propuesto para
corregir la trayectoria del nimero de individuos contagiados de varicela.
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En la Tabla 5-5 se presentan las cinco reglas if-then definidas para el sistema de inferencia
difusa sobre el valor de la amplitud b para la funcién peridédica de la tasa de contagio. Como
se puede observar, las reglas son declaraciones tnicas, es decir, que el antecedente no esta
conformado por declaraciones condicionales compuestas mediante operadores logicos.

Nro. Regla

If Error is Negativo Grande then Amplitud is Muy Alta
If Error is Negativo then Amplitud is Alta

If Error is Cero then Amplitud is Media

If Error is Positivo then Amplitud is Baja

If Error is Positivo Grande then Amplitud is Muy Baja

Y QO D]

Tabla 5-5.: Base de reglas para el sistema de inferencia basado en el parametro b de amplitud
de la tasa de contacto

En la Figura 5-12 se presenta el sistema de inferencia difuso implementado en fuzzy logic
toolbox. De izquierda a derecha se puede observar el proceso de fuzzificacion para un valor
del error de 0.15, sobre el cual luego de aplicar las reglas if-then contenidas en el mecanismo
de inferencia, retorna mediante el proceso de defuzzificacion un valor de 0.0426 para el
parametro b, que representa la amplitud de la funcién periédica de la tasa de contagio. Este
mismo proceso serd realizado por el sistema de inferencia durante la simulaciéon del modelo

SVEIR construido.
Input velues

Error =0.15 Amplitud = 0.0425

Figura 5-12.: Sistema de inferencia difuso para la amplitud del ciclo de infeccién

En la Figura 5-13 se presenta la superficie de control del sistema de inferencia difuso, la cual
se obtiene a partir de la base de reglas definidas. Como se puede observar, la superficie de
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control es continua, dado que los conjuntos difusos de salida no presentan interseccién nula.

0.1

008

0osf

0.07 |

0.06

0.05F

Amplitud

0.041

0.03F

002

001

Error

Figura 5-13.: Superficie de control para la amplitud del ciclo de infeccién

En la Tabla 5-6 se presentan las cinco reglas if-then definidas para el sistema de inferencia
difusa sobre el valor de la tasa de vacunacion contra la varicela. Como se puede observar (y
al igual que en el sistema de inferencia para la tasa de contacto), las reglas son declaracio-
nes unicas, es decir, que el antecedente no esta conformado por declaraciones condicionales
compuestas mediante operadores l6gicos.

Nro. Regla

If Error is Negativo Grande then Vacunacion is Muy Alta
If Error is Negativo then Vacunacion is Alta

If Error is Cero then Vacunacién is Media

If Error is Positivo then Vacunacion is Baja

If Error is Positivo Grande then Vacunacion is Muy Baja

(G2 ISRV

Tabla 5-6.: Base de reglas para el sistema de inferencia del parametro de tasa de vacunacién

En la Figura 5-14 se presenta el sistema de inferencia difuso implementado en fuzzy logic
toolbox. De izquierda a derecha se puede observar el proceso de fuzzificacion para un valor del
error de 0.15, sobre el cual luego de aplicar las reglas if-then contenidas en el mecanismo de
inferencia, retorna mediante el proceso de defuzzificacion un valor de 0.894 para el parame-
tro 0, que representa la la tasa de vacunacion contra la varicela. Este mismo proceso sera
realizado por el sistema de inferencia durante la simulacién del modelo SVEIR construido.
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Figura 5-14.: Sistema de inferencia difuso para la tasa de vacunacién 6

En la Figura 5-15 se presenta la superficie de control del sistema de inferencia difuso para
la tasa de vacunacién a partir de la base de reglas. La superficie de control es continua, dado
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6. Experimentacion del fendmeno
modelado en ambiente computacional

El andlisis sobre el comportamiento dependiente del tiempo observado en los datos reales
de contagios de varicela se ha focalizado en la infecciosidad para proponer un método que
permita corregir la trayectoria del contagio a partir de un controlador basado en inteligen-
cia computacional. Considerando que a partir del modelo matematico SVEIR propuesto se
dispone de un modelo de simulacion, a continuacién se realiza la integracién de los contro-
ladores disenados, se verifica su capacidad de ajustar durante el tiempo de simulacion, el
comportamiento de la cantidad de individuos infectados ante variaciones en los parametros
de mayor influencia, los cuales fueron identificados a partir de los anélisis de sensibilidad y
simulaciones.

Posteriormente, se comparan cualitativamente los resultados obtenidos por la implemen-
tacion de los controladores, respecto a modelos planteados por otros autores, que de igual
manera estan focalizados en analizar el impacto de comportamientos ciclicos en enfermedades
transmisibles.

6.1. Diseno de escenarios ante posibles acciones de
control

Con el objetivo de conducir experimentos sobre el impacto de posibles acciones de control
orientadas a corregir la trayectoria del contagio de varicela en términos de la cantidad de
individuos infectados, se realizo la integracién de los controladores difusos disenados para
lograr el ajuste automatico de los parametros b y 8, con el modelo de simulacién construido
en Simulink de Matlab en su versién 2023a. En ambos casos, el controlador ird ajustando
el parametro objetivo de acuerdo a la desviacion del comportamiento de los individuos
infectados respecto a un comportamiento de referencia definido a partir de las simulaciones
iniciales y segun esta descrito en la seccion 5.2.

En las Figuras 6-1 y 6-2 se presentan el comportamiento ajustado dada la accién de control
realizada por el controlador de los pardametros: amplitud de la funciéon periédica de tasa
de contracto b y tasa de vacunacion 6, respectivamente. En color azul, naranja y amarillo
se presentan los comportamientos de referencia, con pardmetros fijos y adaptado por ac-
cion del controlador, respectivamente. La funcién periodica experimental de referencia fue
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parametrizada asi:

By (t) = by ( 0,63 + ( 0,02 + sen (8,01 + (2—?)))) Sp

Donde s, = 10,1 y representa la cantidad de individuos susceptibles tomados como referencia.

Figura 6-1.: Comportamiento de individuos infectados ante accién de control sobre la am-
plitud del ciclo de infeccion

Figura 6-2.: Comportamiento de individuos infectados ante accién de control sobre la tasa
de vacunacion contra varicela
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Comparativamente y aunque en ninguno de los casos el contagio de varicela logra erradicarse,
el comportamiento corregido a partir de la variacion automatica del parametro que repre-
senta la tasa de vacunacion (ver Figura 6-2), logra que la cantidad de individuos infectados
se ubique por debajo del valor de referencia. Esto implica que en un escenario simulado, la
cantidad esperada de individuos infectados durante las semanas pico (25 y 51) sea significa-
tivamente menor, més atin si se compara con el comportamiento donde ambos pardmetros (b
y 0) corresponden a los 6ptimos identificados durante el proceso de ajuste a los datos reales
observados. De acuerdo con la base de reglas incorporadas dentro del sistema de inferencia
difuso y para fines practicos, durante las primeras semanas antes del inicio del crecimien-
to del nimero de contagios, representadas por los dos picos inferiores, se debe alcanzar un
valor cercano al 94 % en la cobertura de vacunacion y, de este modo, los picos superiores
se ubicaran por debajo del valor de referencia que seria definido a discrecion del tomador
de decisiones del sistema. Ademads, este tipo de ampliacion adaptativa de la cobertura de
vacunacién permite una planeacion oportuna en la adquisicion y distribucién de las vacunas
requeridas para dar cumplimiento a la estrategia de intervencion.

6.2. Contraste de resultados respecto al estado del arte

El modelo matematico SVEIR para el contagio de varicela propuesto en el presente trabajo
incluye la utilizacion de una funcion periddica para representar el comportamiento estacio-
nal por semana epidemioldgica, el cual fue identificado en los casos histéricos de varicela
individual reportados por el INS de Colombia entre los anos 2007 y 2020. El uso de dicha
funcion periddica permitié un ajuste razonable entre la solucién del modelo mateméatico y
la cantidad de contagios reportados por semana epidemiolégica ante dicha entidad. Como
resultado de los analisis de sensibilidad y las simulaciones realizadas sobre el modelo ma-
tematico, se identificé que tanto el parametro de amplitud b de la funcién periddica para
la tasa de contacto, como la tasa de cobertura en vacunacion 6, tienen un impacto directo
sobre el nimero basico de reproduccion Ry. Por esta razon, se planted la posibilidad de
implementar en ambiente de simulacion un método basado en inteligencia computacional
que permita adecuar durante el tiempo de simulacién el valor de cada parametro en relacion
con la desviacion del modelo en un instante de tiempo dado, respecto a un comportamiento
deseado en terminos del niimero de individuos infectados y de este modo, identificar como se
ve afectada la trayectoria del comportamiento del modelo dada esta variable. Aunque para
ambos parametros el sistema de inferencia difusa logra corregir la trayectoria del contagio, es
mas representativa la adaptacién gradual del pardmetro de vacunacién, siendo este resultado
coherente tanto con la disminucién en el nimero de contagios por la inclusion de la vacuna
contra la varicela en el Plan Ampliado de Inmunizaciéon a mediados del ano 2015, como con
los resultados reportados por otros autores.

En Tang [50], a partir de las simulaciones sobre el modelo matemético SEIR propuesto
para el contagio de varicela en nifios de entre 0 y 15 anos en temporada escolar, el cual
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considera estacionalidad en el parametro de tasa de contacto [, identificé que la vacunacion
es una estrategia efectiva de intervencién para prevenir brotes de varicela de gran magnitud,
logrando controlar de forma més estrecha el tamanio de los brotes. En Zha [54] se propone un
modelo SEIR para explorar medidas 6ptimas de prevencion y control del contagio de varicela
en el mismo contexto poblacional de [50]. Los resultados simulados del comportamiento del
modelo propuesto, permitieron identificar que la combinacién de vacunacién, ventilacién y
desinfeccién de las areas fisicas que tuvieron la presencia de individuos infectados permite
reducir el nimero acumulado de casos, cuando la tasa de cobertura de vacunacion es baja.
Aunque las medidas de control propuestas por Zha consideran una tasa de vacunacién del
50 %, la cual es comparativamente baja respecto a la histérica promedio considerada en el
modelo SVEIR propuesto. Resulta viable complementar los resultados obtenidos verificando
el impacto potencial sobre la amplitud del comportamiento periddico obtenido por el modelo
SVEIR propuesto en el presente trabajo, considerando, ademas de la tasa adaptativa de
vacunacion, la adopcion y combinacién de estrategias de intervencion, como las propuestas
de ventilacién y desinfeccion. Lo anterior mediante un sistema de seguimiento en tiempo
real de los casos reportados de varicela que permita identificar efectivamente los contactos
cercanos y ubicaciones geograficas especificas para su contenciéon oportuna.

Por otro lado, el controlador éptimo difuso propuesto por Meng en [39], aplicado sobre los
datos historicos del brote de AHINT1 en el ano 2009 en Beijing, permiti6 a los autores iden-
tificar que, ademas de ser razonable el cambio en el tiempo de los pardmetros de tasa de
contacto y de recuperacién (de individuos infectados), los individuos infectados disminuyen
rapidamente en comparacion con el comportamiento del contagio representado por un mo-
delo SIR. Al igual que en el modelo SVEIR propuesto en el presente trabajo, los autores
de [39] no lograr erradicar el contagio; no obstante, como se mencioné, el mecanismo de
control propuesto permite identificar mecanismos de control alternativos que puedan apoyar
la definicion de estrategias de intervencion viables y materializables en el contexto real de
desarrollo de dichas infecciones de contacto entre humanos.
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7.1.

Conclusiones y recomendaciones

Conclusiones

El uso de técnicas de estadistica descriptiva y algunas especificas para el andlisis de
series de tiempo permitié confirmar la presencia de comportamientos estacionales en
la dindmica de contagio de la varicela. Esta condicion posibilité la identificacion y
seleccion de funciones de tipo periddico para representar adecuadamente la variabilidad
en el nimero de casos en funcién del tiempo y confirmar, en el contexto nacional, las
caracteristicas epidemioldgicas de referencia.

Considerando que, dado el contexto de andlisis, no se disponia de los valores de al-
gunos de los pardametros del modelo, los métodos de optimizacién para su estimacion,
permitieron ademas de obtener un acercamiento vélido a sus valores, lograr un ajuste
aceptable de la solucién del modelo respecto a la serie historica de casos reportados.
Se identificé que estos métodos son sensibles a los valores iniciales dados y que se re-
quiere experimentacion para poder definirlos. Una seleccién incorrecta puede generar
un costo computacional importante, asi como la obtenciéon de resultados incoherentes
con la naturaleza del fenémeno modelado.

La combinaciéon del modelo de simulacion de la dinamica de contagio de varicela y los re-
sultados del analisis de sensibilidad sobre el niimero basico de reproduccién del modelo
matematico permitié identificar los parametros de mayor impacto sobre el comporta-
miento del nimero de individuos infectados de varicela. Las simulaciones realizadas
sobre escenarios de variacién dados por los intervalos de confiabilidad calculados para
los parametros del modelo como parte del proceso de déptimizacion son cruciales para la
exploracion de posibles métodos de control que, en el corto plazo, permitan corregir la
trayectoria del comportamiento de los contagios, reduciendo con esto el impacto sobre
la salud publica.

Los escenarios simulados que consideraron la variacion de los parametros més influyen-
tes sobre el comportamiento del contagio de varicela a lo largo del tiempo, permitieron
identificar que es viable plantear estrategias de reduccién de contagios, buscando dis-
minuir la desviacion entre un comportamiento esperado definido por el tomador de de-
cisiones del sistema de salud en cuestion respecto al comportamiento real del fenémeno
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infeccioso. La propuesta de adaptar los parametros mas sensibles del modelo en fun-
cién de dicha desviacion permitié identificar durante la experimentacién realizada que,
en coherencia con la literatura especializada en este tipo de enfermedades, la tasa de
vacunaciéon contra la varicela, demuestra ser una medida contundente para controlar
el nimero de contagios, aunque no sea suficiente para lograr su erradicacién.

= El comportamiento del modelo de simulacién integrado con un sistema de inferencia
difusa que cumple la funcion de ser un agente autéonomo que ejerce acciones de control
para corregir la trayectoria del comportamiento del contagio de varicela, no ha sido
muy explorado, segiin la revision realizada al estado del arte. No obstante, la compara-
ciéon de modelos similares para representar el contagio de varicela, permitié identificar
que ademéas del método operativo de control, resulta necesaria la combinacion entre
estrategias de intervencién de naturaleza diversa como confinamiento, ventilacion y
desinfeccién de areas, logrando con esto atenuar o aplazar los picos maximos en las
semanas epidemioldgicas identificadas, de acuerdo al comportamiento estacional del
fenomeno de contagio.

7.2. Recomendaciones

En trabajos futuros puede explorarse la inclusion de parametros o compartimientos adiciona-
les al modelo matematico, los cuales permitan representar la implementacion de estrategias
de intervencién complementarias como aislamiento de individuos infectados, vertilacion y
desinfeccién de areas contaminadas. Lo anterior incluye la definicion de compartimientos
para representar los diferentes grupos de edad, considerando que la implementacién de es-
trategias de vacunacién pueden lograr efecto de rebano sobre la poblacién objetivo. Los
comportamientos resultantes del modelo integrado de simulacién e inteligencia computacio-
nal, especificamente el relacionado con la definicion de una tasa adaptativa de vacunacion,
pueden ser utilizados para la planeacion oportuna en la adquisicién y distribucion de las
vacunas, considerando que el proceso de abastecimiento requiere la inversion de recursos
econdémicos que en el contexto colombiano, son asumidos por el Estado.



A. Anexo: Funciones de pertenencia
amplitud del ciclo de infeccidn
poblacional

En este capitulo, se detallan las representaciones graficas correspondientes a las funciones de
pertenencia para las cinco variables lingiiisticas definidas para el parametro b (amplitud del
ciclo de infeccién) de la funcién periodica de la tasa de contacto 3.

Como se indicé en la seccién 5.2., a partir de la Representacion basada en similaridad,
mediante el algoritmo de clustering difuso conocido como Fuzzy C-Means, se realizo la agru-
pacién de los datos correspondientes al pardametro b, para posteriormente y mediante un
procedimiento de optimizacién, obtener los parametros de las funciones de pertenencia, los
cuales definen completamente la Representacion funcional paramétrica para su implementa-
cion en el controlador.

Para cada caso, en las Figuras A-1 a A-5, se presentan las dos funciones de pertenencia
sobre las cuales se logré el mejor ajuste sobre la representacion basada en similaridad. La
representacion basada en similaridad obtenida por FCM se identifica como Empirico y su
grafica se puede observar no suavizada.
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B. Anexo: Funciones de pertenencia
cobertura de vacunacion

En este capitulo, se detallan las representaciones graficas correspondientes a las funciones
de pertenencia para las cinco variables lingiiisticas definidas para el pardmetro 6 (tasa de
cobertura en vacunacién poblacional).

Como se indicé en la seccién 5.2., a partir de la Representacion basada en similaridad,
mediante el algoritmo de clustering difuso conocido como Fuzzy C-Means, se realizé la agru-
pacién de los datos correspondientes al pardametro b, para posteriormente y mediante un
procedimiento de optimizacién, obtener los parametros de las funciones de pertenencia, los
cuales definen completamente la Representacion funcional paramétrica para su implementa-
cién en el controlador.

Para cada caso, en las Figuras B-1 a B-5, se presentan las dos funciones de pertenencia
sobre las cuales se logrd el mejor ajuste sobre la representacion basada en similaridad. La
representacion basada en similaridad obtenida por FCM se identifica como Empirico y su
grafica se puede observar no suavizada.
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B Anexo: Funciones de pertenencia cobertura de vacunacion
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