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RESUMEN

Se realizo un estudio de la conductancia diferencial, en una juntura grafeno - superconduc-
tor (GS) y grafeno - aislante - superconductor (GIS) en donde se puede presentar borde Zigzag
o Armchair. El anélisis se realizo en términos de las ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes -
Dirac, donde el superconductor es isotropico, y el aislante entre la region del grafeno y el super-
conductor es tipo delta Dirac. Se determiné que las reflexiones de Andreev dependen del dopaje
de grafeno, para dopajes menores o iguales al potencial de pares son nulas cuando la energia
de excitacion es igual al dopaje. Este efecto se manifiesta en la conductancia diferencial, la cual
es nula al mismo valor de energia de excitacién e independiente del tipo de borde. Para una
juntura GIS con borde Zigzag, se manifiesta que el efecto del aislante es nulo para todo dopaje
del grafeno menor o igual al potencial de pares, y para dopajes mayores se determina que el
efecto del aislante es periddico. Para una juntura GIS con borde Armchair, el efecto del ais-
lante es aumentar las reflexiones de electréon en el segundo valle de manera que la conductancia
disminuye, independiente del valor de dopaje.

Palabras clave: Grafeno, Superconductividad, Conductancia Diferencial, Frontera Zigzag,
Frontera Armchair.

Abstract

We study differential conductance at graphene - superconductor junction (GS) and graphene -
insulator - superconductor junction (GIS) with Zigzag edge or Armchair edge. The analysis was
carried out in terms of the equations of Bogoliubov - de Gennes - Dirac, where the superconduc-
tivity is isotropic, and an insulator between the region of the graphene and the superconductor
is type Dirac delta. It was determined that the reflections of Andreev are dependent of graphene
doping, becoming zero when the excitation energy is equal to the doping for doping less than the
order parameter. This effect is manifested in the differential conductance, which is zero at the
same excitation energy value independent of the type of edge. At a GIS junction with Zigzag
edge, it appears that the insulator effect is zero for all doping of graphene less than the order
parameter. For doping higher than order parameter it determined that the insulator effect is
periodic. For GIS junction with Armchair edge, for all doping of graphene that the insulator
effect increases the electron’s reflection at other valley therefore the differential conductance
drops and it’s independent of doping of graphene.

Keywords: Graphene, Superconductivity, Differential Conductance, Zigzag edge, Armchair
edge.
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MOTIVACION

En el ano 2004 el grupo de A. K. Geim [1] en Manchester descubrieron experimentalmente el
grafeno, el cual es una estructura de grafito a temperatura ambiente cuya razon superficie / alto
es muy grande, de manera que se puede asumir como un sistema bidmensional confirmando los
estudios de Wallace |2, 3|, los cuales predecian que que en un sistema bidimensional de grafito
la banda de conduccién y la banda de valencia se tocan en las esquinas de la primera zona
de Brillouin, y en cercanias a esos puntos el espectro de energia es lineal. Debido a que, el
espectro es lineal los portadores de carga no tienen masa efectiva, de manera que se comportan
como particulas sin masa en reposo en cercanias a los puntos donde la banda de conduccién
y la banda de valencia se tocan. De manera que, los portadores de carga se desplazan cientos
de distancias interatomicas sin dispersarse a temperatura ambiente [4, 5| i.e., este sistema se
comportan como un semiconductor sin gap que cumple con una ecuacion tipo ecuacién de Dirac.
Con la obtencion del grafeno Botswick et al. [6] confirmaron experimentalmente las predicciones
teoricas de Wallace, donde hay un gap nulo entre la banda de valencia y la banda de conduccion.
Adicionalmente se determino que se puede cambiar el nivel de Fermi del grafeno por un dopaje
o potencial externo de tal manera que se pueden incluir electrones a la banda de conduccién o
huecos a la banda de valencia.

Posteriormente a su obtencién, siguieron algunos trabajos tedricos sobre las propiedades de
transporte que involucran interfases con grafeno, entre ellos, el estudio de Katsnelson et al.
[7] determina que en una interfase GIG el efecto de un aislante es nulo sobre las propiedades
de transporte para ciertos angulos de incidencia de los portadores de carga. Por otro lado, se
realizaron algunos trabajos sobre las propiedades de transporte que involucran interfases entre
grafeno y regiones superconductoras cuando se presenta borde Zigzag entre ellos, el estudio
de la conductancia diferencial en una juntura grafeno en estado normal - grafeno en estado
superconductor [8] en el cual se analiza el efecto del dopaje del grafeno en estado normal,
determinando que a bajos dopajes se pueden presentar reflexiones de Andreev especulares y la
conductancia diferencial es nula para una energia de excitacion igual al dopaje. Otro estudio de
la conductancia diferencial es cuando hay un aislante entre un grafeno fuertemente dopado y
un superconductor |9, 10]. En este caso se analiza el efecto del ancho de la barrera de potencial
que representa el aislante (I), determinando que en el limite de un aislante tipo delta de Dirac
el efecto del mismo sobre la conductancia diferencial es periddico y la conductancia presenta un
valor minimo. Adicionalmente a los trabajos teoricos en el afio 2007 Heersche midi6 la corriente
Josephson [11] en una juntura SGS, donde al grafeno superconductor se le habia inducido
superconductividad por efecto proximidad desde un superconductor de baja temperatura critica.

Por lo tanto, como no se ha reportado ningtn estudio en las propiedades de transporte en una
juntura grafeno en estado normal - aislante - grafeno en estado superconductor, cuando se tiene

XV



en cuenta diferentes valores de dopaje y se observa el efecto de los tipos de borde Zigzag o
Armchair, y por sus variadas y sorprendentes propiedades es relevante estudiar las propiedades
eléctricas de un nanocontacto de una nanocinta de grafeno con un superconductor con diferentes
condiciones de frontera.
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INTRODUCCION

El grafeno consiste de una monocapa de atomos de carbono formando una red de Bravais hexa-
gonal con una base de dos 4tomos de carbono; aunque este material fue estudiado tedricamente
por Wallace en 1947 |2, 3], solamente fue posible aislarlo experimentalmente hasta el 2004 por el
grupo de A. K. Geim [1] en Manchester, a quienes en el afio 2010 se les otorgo el Premio Nobel
de Fisica por su trabajo en el desarrollo de técnicas experimentales novedosas para la obtencién
del grafeno y la potencialidad de este material en aplicaciones tecnologicas [12].

Los estudios realizados por R. P. Wallace determinaron que la banda de valencia y la banda de
conduccion del grafeno se tocan tnicamente en los seis vértices de la primera zona de Brillouin
(BZ), y puede ser visto como un semiconductor de gap cero. Adicionalmente, alrededor de estos
puntos de la red hexagonal la estructura de bandas del grafeno es lineal a bajas energias, analogo
al de particulas relativistas de masa en reposo cero, con lo que la dinamica puede ser simulada
con la ecuacién de Dirac, donde la velocidad de grupo de los portadores es del orden de 10°m/s
[13].

Las caracteristicas del espectro de energia del grafeno motivaron a que este material fuera estu-
diado intensivamente desde su obtencién, corroborando su estructura de bandas [1, 6, 12, 14-16].
Por ejemplo, se ha encontrado el efecto Hall cuantico anémalo![12, 14, 17] que es caracteristico
de particulas ultrarelativistas. También se ha estudiado el tunelamiento en barreras y pozos de
potencial en junturas basadas en grafeno [9, 10, 18|, ya que este material al poseer un espectro
de energia lineal y tener un grado de libertad adicional que se toma como un pseudoespin, se
convierte en un candidato para poner a prueba predicciones relacionadas con la denominada
paradoja de Klein |7, 19-21].

Aunque el grafeno no es superconductor, se le puede inducir la superconductividad al colocarse
sobre un material superconductor debido al efecto de proximidad [11, 22|. Se ha observado
experimentalmente el efecto Josephson en junturas SGS (S: superconductor y G: grafeno) [11],
donde el efecto de coherencia entre las dos regiones superconductoras es establecido por el
transporte eléctrico a través del grafeno. Esto ha abierto un campo reciente de investigacion
tedrico y experimental en interfases GS. [8-10, 23-25].

Cuando se tienen interfases entre un material en el estado normal y un superconductor, se
presentan reflexiones de Andreev, donde un electrén incidente desde la regién normal es reflejado
como un hueco y un par de Cooper es transmitido a la region superconductora. Estas reflexiones
de Andreev estudiadas antes de la aparicion del grafeno mostraban que el electréon y el hueco
reflejado por la interfase pertenecen a la misma banda de energia, de tal manera que el hueco

'Este efecto se predice en un gas bidimensional de particulas ultrarelativistas en presencia de un campo
magnético.



reflejado tiene una velocidad de grupo en la direcciéon opuesta al electréon incidente, es decir
es retroreflejado. En una interfase GS, puede ocurrir que el hueco reflejado esté localizado
en la banda de valencia del grafeno, el cual posee una velocidad de grupo que es paralela a
su momentum, ocasionando que el hueco se refleje especularmente (una reflexion de Andreev
especular). Estas reflexiones fueron explicadas por Beenakker en el caso de interfases GS |[8, 21|
y se han empleado para estudiar otros tipos de junturas [26, 27|, debido a su importancia en las
propiedades de transporte eléctrico.

De los seis vertices de la zona de Brillouin solo dos son inequivalentes?, K y K', y se suelen
denominar como puntos de Dirac; dependiendo del tipo de fronteras, las soluciones alrededor de
cada punto de Dirac pueden ser combinadas o no. Por ejemplo, estudios de nanocintas formadas
con grafeno han determinado que el sistema puede presentar un comportamiento conductor o
aislante dependiendo del niimero de celdas existentes dentro de la cinta. Esto se presenta para
condiciones de frontera denominadas Armchair. En el caso de fronteras Zigzag, el comporta-
miento es conductor y aparecen estados de energia superficial alrededor de energia cero [28]. En
los trabajos mencionado sobre junturas GS y SGS, se consideran los dos valles del espectro de
energia desacoplados, lo que equivale a condiciones de frontera Zigzag en las interfases |9, 10, 23].
En este trabajo se analiza el efecto de considerar el efecto de fronteras Armchair o Zigzag.

Es de nuestro interés estudiar el efecto de las diferentes reflexiones de Andreev sobre el transporte
eléctrico en interfases GS cuando se consideran condiciones de frontera Armchair o Zigzag, lo
cual no se ha realizado. Adicionalmente, teniendo en cuenta que la transparencia perfecta de las
interfases puede ser dificil de conseguir experimentalmente, por lo tanto también se estudia una
juntura GIS (I: aislante) y se encuentra el comportamiento de las reflexiones de Andreev y la
conductancia diferencial en estos sistemas para las condiciones de fronteras consideradas.

Este trabajo se ha dividido en cinco capitulos. En el primer capitulo se realiza una revisiéon de
los aspectos relevantes del grafeno y se encuentran las soluciones generales para los portadores
de carga en el grafeno a partir de la ecuacion de Dirac. En el segundo capitulo se estudia el
grafeno al cual se le ha inducido superconductividad, por lo que se presentan las ecuaciones de
Bogoliubov - De Gennes - Dirac (BAGD) que describen el comportamiento de las excitaciones
del sistema, y se encuentran las soluciones linealmente independientes cuando se consideran
fronteras Zigzag y Armchair.

En el tercer y cuarto capitulo se estudia la interfase GS y GIS cuando se considera la condiciéon
de frontera Zigzag y Armchair repectivamente. Para la frontera Zigzag se modela el aislante
como una barrera de ancho finito y para la frontera Armchair como una delta de Dirac. Se
analiza el comportamiento de los coeficientes de reflexion y su efecto sobre la conductancia
diferencial para cada interfase, considerando altos y bajos dopajes del grafeno.

En el daltimo capitulo se presentan las conclusiones y las perspectivas del trabajo. En los primeros
cuatro apéndices se aclaran algunos aspectos relevantes de los céalculos desarrollados y en el
iltimo apéndice se presentan resultados que son complementarios a los presentados en el cuarto
capitulo. El formato de la citaciéon de las fuentes utilizadas y la abreviacién de las revistas, se
basa en las disposiciones de la American Physics Society, es decir, la bibliografia se ordend segtiin
el orden de citacion, y en el caso de referencias de articulos el ntimero en negrilla corresponde al
volumen de la revista, ademas que la referencia es el respectivo DOI para un facil acceso a los

2Debido a que en estos puntos la dinamica de los portadores de carga se puede simular por la ecuaciéon de
Dirac, los puntos inequivalentes también son llamados como puntos de Dirac.


http://dx.doi.org

articulos online. En la citaciéon de referencias electronicas se debe anotar que tanto la direccion
electrénica como el contenido al cual se hace referencia, fue accesible durante el desarrollo del
trabajo (2009 — 2011), por lo tanto como el contenido y su direccion pueden ser actualizadas
y/o modificadas sin previo aviso, se recomienda tener precaucion al consultar dichas referencias.






CAPITULO 1

EL GRAFENO

En el ano 2004 el grupo dirigido por A. K. Geim [1] pudo aislar una monocapa de grafito (lo que se
denomina grafeno) observando un gap nulo entre la banda de valencia y la banda de conduccion.
Posteriormente mediciones con ARPES (Angle Resolved Photoemission Spectroscopy) |6, 15|, y
experimentos de espectroscopica Ramman [29] han mostrado que la dindmica de los portadores
de carga en el grafeno a bajas energias de excitacién cumplen una dispersion lineal, confirmando
los estudios realizados por Wallace 60 anos antes |2, 3] sobre el espectro de energia del grafeno y
presentando fendémenos que antes se creian exclusivos para sistema relativistas como efecto Hall
Cuéantico [12, 30]. Estudios teoricos acerca de materiales con base en grafito han demostrado
la importancia de las fronteras entre interfases [31, 32| y en el caso del grafeno los estudios de
Brey [28] demostraron que nanocintas de grafeno puede ser aislante o semi-metélico dependiendo
del tipo de frontera y del tamano. La obtencién del grafeno, el comportamiento particular del
espectro de energia de sus portadores de carga, asi como el efecto de sus fronteras sobre dicho
espectro ha aumentado el interés tedrico y experimental de estudiar las propiedades de transporte
en este material. En el presente capitulo se presentan las bases para describir el comportamiento
de los portadores de carga en el grafeno a partir de solucionar la ecuacién de Dirac y discutimos
el efecto de fronteras Armchair y Zigzag.

1.1. Estructura

El grafeno es el nombre dado a una lamina bidimensional de 4tomos de carbono cuya estructura
es hexagonal. Esta estructura puede ser vista como la superposiciéon de dos subredes triangulares,
cada una generada por los atomos A y B, [21, 31, 33, 34] como se ilustra en la Fig. 1.1.

Fig. 1.1. Estructura del grafeno en el espacio real. La celda en color azul corresponde a la celda primitiva generada
a partir de los vectores a; y az.



Se observa que la celda primitiva contiene un atomo de cada subred. Los vectores primitivos de
red son,

a; =v2a0(1,0) y ap= \/gao (—1,\/§) , (1.1)

donde ag = 0,142 nm es la distancia entre a&tomos de carbono. Con base en los vectores primitivos
de red (1.1) se determinan los vectores de la red reciproca (ver Fig. 1.2) como,

Esta red es hexagonal y los vertices en la primera Zona de Brillouin (ZB) son dados por seis
vectores, de los cuales solo dos son inequivalentes, ya que no estén relacionados por las simetrias
de la red reciproca, i. e., no se puede obtener el punto K a partir de simetrias de los vectores
primitivos de K’. La distancia de separaciéon entre vertices de la primera zona de Brilloin a

primeros vecinos es de 22— = 25,546 nm "
V3ag

v
Fig. 1.2. Primera Zona de Brillouin y vectores g1 y g2 de la red reciproca. La diferencia de los colores de los

vertices K y K’ indica que cada uno es generado por un conjunto diferente de vectores de la red reciproca.

Estos vectores son dados por K = (Kp,0) = (ﬁ,O) y K = (-Kp,0) = <_\/§ﬂao’0) y se

denominan Puntos de Dirac.

1.2. Espectro de Energia

Calculos de bandas de energia basados en el modelo TB ( Tight-binding) |2, 34-36] para el grafeno
teniendo en cuenta tinicamente interacciones entre a&tomos a primeros vecinos determinan una
relacion de dispersion de la forma

E* (kg ky) = +t\/3+2cos (k- a1) + 2cos (k - ag) + 2cos [k - (az — a1)],

(1.3)
= =+t, |3+ 2cos (\/gkxao) + 4 cos (?kxcm) cos (gkya()),

donde el signo £ hace referencia a la banda de conduccién y a la banda de valencia respectiva-
mente, y t ~ 2,8eV es el parametro de acople a primeros vecinos (i.e., hopping). La relacion de
dispersion (1.3) se puede observar en la Fig. 1.3, en donde se ilustra que la banda de conduccion
y la banda de valencia se tocan en los puntos de Dirac y que el comportamiento del espectro
cerca a estos puntos es lineal.



a) b)
866

k /Ky

¥

-.866

866 -1 0 1
kK, k /K
/K, VKp kK,

Fig. 1.3. Estructura de bandas del grafeno para Er = 0. a) Espectro de una lamina de grafeno donde se distingue
que en los vertices de la Primera Zona de Brillouin las bandas de conduccion y valencia se tocan. b) Mapa de
contornos del espectro de energia, donde se ve la red hexagonal en el espacio reciproco de la Fig. 1.2 y se ilustran
los puntos de Dirac K y K.

Otros estudios basados en DFT (Density Functional Theory) [31-33, 37| también determinan
un comportamiento similar en cercanias a los puntos de Dirac K y K’ como se observa en la
Fig. 1.4.a, en donde se ilustra la relacion de dispersién a partir de calculos de DFT y TB, y se
observa que alrededor del punto K la relacién es lineal con los calculos de DFT y en este rango
coinciden con los céalculos de TB. La diferencia entre los dos métodos de calculo se observa
en puntos alejados de K, por ejemplo alrededor del punto I'. Esta dependencia alrededor de
los puntos de Dirac se ha corroborado experimentalmente |6, 15] a partir de experimentos de
ARPES como se ilustra en la Fig. 1.4.b, donde se observa el espectro de energia en la cercania
de un punto de Dirac.

— ab initio .
---tight binding ]
o 4
\\ﬁ::-%
K M 01 0 01
Wave vector k(A7)
Fig. 1.4. a) Espectro de energia de una lamina de grafeno determinado por diferentes métodos. Grafica adaptada
del trabajo de Reich [36]. b) Mediciones experimentales confirmando un espectro lineal en cercanias de los

puntos de Dirac para el valor de dopaje de 3,7 x 10" de una lamina de grafeno por disminucién de electrones
por parte del substrato. Grafica adaptada del trabajo de Bostwick [6].

Al tener un comportamiento lineal en cercanias de los puntos de Dirac a bajas energias de
excitacion (i.e., masa efectiva nula) se puede aproximar la dindmica de los portadores de carga
(lamados Fermiones de Dirac) por medio de la funcion envolvente ¥ que cumple con la ecuacion
de Dirac [2, 35| como,

HU = EU,

(1.4)
hwp (a-0k)¥ = EU,
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1.4.a
1.4.b

donde dk [= (dk;,dky) = (k,q)] denota el vector de onda alrededor de los puntos de Dirac y
a [= (04,0y)] es el vector de las matrices de Pauli. Por lo tanto la relacion de dispersion para
desplazamientos dk desde los puntos de Dirac K y K’ [8, 13, 21] es,

E = hvp|ok| = hvpvE? + ¢2, (1.5)

con vp (= ‘/527%0'5 ~ 0,866 x 10°m/s) la velocidad de Fermi.

Para el punto de Dirac K la relacion (1.4) es dada por

HxU¥ = EUK,

1.6
—ilwp (0,0, + 0,0,) V% = EUK (16)

con UK = (Qbf,wg), donde 1/&1{( B) © la componente del espinor solucion de la relacion (1.6)
en la subred A (B) en el punto de Dirac K. De forma similar la dindmica de los portadores de
carga en el punto K’ es,

Hy UK = EUK

K’ K’ (17)
—thvp (=040, + 040,))¥" = EU™,

con UK’ = (zﬁfl, wg'), donde 1/)5(' B) €S la componente del espinor solucién de la relacion (1.7)

en la subred A (B) en el punto de Dirac K'.

Dadas las funciones envolventes en cada uno de los puntos de Dirac (i.e., (1.6) y (1.7)) la funcion

de onda total de los portadores de carga se construye como una superposiciéon de las soluciones
de (1.6) y (1.7) de la forma [28, 34, 38, 39|,

Dy
d = = eiK-r\IlK + eiK/-r\IjK/’
op
, (1.8)
(YR (v
— ezK-r + ezK ‘r
K /7
B 71’3

De las soluciones de las relaciones (1.6) y (1.7) se nota que los grados de libertad asociados a
las subredes A y B, son equivalentes al espin de la ecuacién de Dirac y por lo tanto se suele
denominar pseudoespin®. Las soluciones alrededor de cada punto de Dirac o valle se pueden
mezclar dependiendo de las condiciones de frontera, como vamos a ver en la siguiente seccién.

1.3. Tipos de Frontera

Debido a la estructura hexagonal del grafeno, cuando se tiene una pelicula semi-infinita de
grafeno o en contacto con otro material, el borde de la pelicula puede ser Zigzag o Armchair
[21, 33, 40]. En el caso Zigzag solo atomos pertenecientes a una subred (i.e., A 6 B) estan

3El espin real de los electrones no es notado explicitamente en el espectro de energia (1.3), por tal razon este
espectro estd degenerado respecto a este namero cuantico.
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en el borde, mientras en el caso Armchair las dos subredes (i.e., A y B) se involucran en las
condiciones de frontera. Las anteriores condiciones se traducen en el espacio reciproco como
combinar o no valles (i.e., en combinar o no las soluciones de los diferentes puntos de Dirac).

En la Fig. 1.5 se ilustra una pelicula de grafeno semi - infinita en direccién x con borde Zigzag
o Armchair.

‘-‘O ''''' Oe O-, o AN B
Pt o e A ~: :
. I‘E' [ ® Q .......... ) Qrrrrrnans ®
T g
G O o.. . o, | NN 'y Deeerernes 4 B < o
g g e i
. O < Preseenes 4 Orerrnanns 4.
e Ab b . AR 4
o o« A o \ ..... o . > Q o ST /— \ [ .?'UQ
H H : ".'5 ; \ )
: | | i : 5 g F— a / foysmm—— . / Oeueereae <. §
b o, '\O J e o B, \\_ /" w0
''''' "‘,“ 'ﬁ.“,‘\/\.“_-' '~.,.".“ . : - Q Oq‘ — 9' .S):
! v y— o Tprrreene . Byeeernae «
L b, . S, . o. ' %o
e e ¢« - e < YO o PSR ‘ 0.
: — . S - Dreveenrnes s
O O O, O O
g o« o -« <

Fig. 1.5. Fronteras para una estructura de grafeno. La celda en color azul indica la celda unitaria. Los ejes
permiten indicar que las condiciones de frontera Armchair y Zigzag se realizan sobre el eje y, las cuales estan
relacionadas entre si por una rotacion de 90°.

Los signos + de la componente z de dk asociados los puntos de Dirac K y K’ en las relaciones
(1.6) y (1.7), dependen del tipo de condicion de frontera, ya que la ubicacion del punto de Dirac
K’ con respecto K depende de la orientaciéon de la celda unitaria. En el caso de un tipo de
frontera Armchair la ubicaciéon de los puntos de Dirac K y K’ se encuentran sobre el eje k
(como se ilustra en la Fig. 1.2), en cambio en el tipo de frontera Zigzag los puntos de Dirac se
encuentran sobre el eje ¢; por tal razon, el hamiltoniano Hg: se expresa como [39],

Armchair = o - (=k,q) = —ihvp (—0,0; + 0y0y),
Zigzag = o0 - (k, —q) = —ithvp (0,0, — 0y0y).

Por lo tanto la relacion entre los hamiltonianos en cada punto de Dirac K y K’, para los diferentes
tipos de frontera debido a la rotacién de 90° observada en la Fig. 1.5 es,

Armchair Zigza,
Hxg = Hg """,

HK/Armchair — _HK’ Zigzag. (110)

La condicion sobre la funciéon de onda (1.8) dependiendo del tipo frontera (Armchair o Zigzag)
se ilustra a continuacion.



1.3.1. Condicién de Frontera Armchair

Consideremos una pelicula semi-infinita con borde Armchair en x = 0, para la cual exigimos
sobre (1.8) que:
) =0, (1.11)

es decir,

CflrmchaireiKD:c + Céélrmchaire—iKDﬂU = , (1 12)

Q/JE @DA' ]
=0 0

K /
B wB

donde C{irmehair v Gdrmehair gon Jos coeficientes de la superposicion. La condicién de frontera
(1.12) genera un sistema de ecuaciones de la forma,

11} ¢A ! Cf\rmchm‘r 0
= . 1.13
wlg wB ! C?rmchair 0 ( )

Para que la solucion del sistema de ecuaciones (1.13) no sea trivial (i.e., C’lA’"mCha” #0; Cﬁ‘"mCh“" #*
0), se requiere que,
N
=0, (1.14)
K /
B ¥n

es decir, los coeficientes C{irmchair v Cglrmehair qependen entre si.

1.3.2. Condicién de Frontera Zigzag

Considérese que se tiene una pelicula semi-infinita en borde Zigzag en los dtomos de la subred
A en x = 0; por lo tanto, sobre la subred A de (1.8) debemos exigir que:

=0, (1.15)

es decir,

(ClZigzageiKDm¢§ + Cgigzage—iKDwd)IIf) = O’ (1.16)

=0

Zi Zi . C ey c .,
donde C7"9*" y C5"** son los coeficientes de la superposicién. La condicién de frontera (1.16)
genera un sistema de ecuaciones de la forma,

CIZigzagwIIf + Cfigzagwllfl —0. (1.17)

Para que la solucion del sistema de ecuaciones (1.17) no sea trivial, las funciones de onda
provenientes de la subred A deben cumplir una de las siguientes condiciones:

clos —og  y  yK=o, (1.18a)
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CZigzag =0

: y oK =o. (1.18b)

De las relaciones (1.18) se observa que existen dos soluciones independientes, es decir, la solucion
en el punto de Dirac K’ no depende de la soluciéon en el punto de Dirac K, y por lo tanto las
funciones de onda provenientes de cada punto de Dirac 6 valle (i.e., la solucion de las relaciones
(1.6) y (1.7)) para la subred A no se deben mezclar, a diferencia de la condicién de frontera
Armchair (1.12). Las soluciones en general de una lamina de grafeno para cada tipo de frontera
se discutira en la siguiente seccién.

1.4. Soluciones Generales de la Ecuacion de Dirac en el Grafeno

Se resuelven las ecuaciones de Dirac (1.6) y (1.7) con el propésito de encontrar las soluciones
generales que nos permitiran més adelante resolver sistemas inhomogéneos , tales como un
sistema semi — infinito o interfases.

1.4.1. Soluciones para un Grafeno homogéneo

Para solucionar la ecuacién de Dirac en el caso de un grafeno homogéneo, consideramos el
siguiente ansatz para las funciones de onda en cada uno de los puntos de Dirac K y K/,

K /
oK — <:ii4<> _ iy ks <ZA> y oK — <Zi,4,> = ity ik’ (Z:A> ’ (1.19)
B B B B

con Uy (p) y qu( B) constantes que modulan las funciones de ondas planas propuestas en (1.19)
y que dependen del punto de Dirac K y K'. En la relacion (1.19) se especifica que el conjunto
de componentes del espinor que modula (al lado derecho de las relaciones (1.19)) se encuentra
directamente relacionado con los correspondientes valores propios de las ecuaciones (1.6) y (1.7).

1.4.1.1. Punto de Dirac K

Debido a que el hamiltoniano de Dirac (1.4) en el punto K es independiente del tipo de frontera
(1.10), y con base en el ansatz (1.19) se encuentra que la condiciéon para que el hamiltoniano de
Dirac (1.4) no tenga solucién trivial es,

E .
_ £ _

hw e E“] =0, (1.20)
k+iq —5-

de donde obtenemos el espectro de energia,

E = +hvpvVk? + ¢? (1.21)

el cual esta ilustrado en la Fig. 1.6.
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E/t
15

Fig. 1.6. Espectro de energia en cercanias del punto de Dirac K con EFr = 0. La banda de conduccién se distingue
por color amarillo, mientras la banda de valencia es de color violeta. Se nota que a un mismo valor de energia F
y componente y del vector de onda (i.e., ¢) existen dos espinores linealmente independientes.

En la Fig. 1.6 se muestra que el espectro cerca al punto de Dirac K es degenerado por los
espinores? 15 v ¥, con nimeros de onda k o —k, respectivamente.

Del espectro se encuentra una relacion para k y los coeficientes de la funciéon de onda (1.19) de
la forma,

2 .
k = sgn(F) (%) —q¢®> = ug = hZ/Fk'ElquA,

2 )
k;_
—k = —sgn (F) (%) ¢® = up = —hwvp~5lua,
donde sgn (E) es la funcion signo5. Por lo tanto la solucién general es una superposicién de
espinores linealmente independientes propagandose en direccién x positiva y en direccién x
negativa,
K _ gK K
g = U2+ U2

() v (2) e (2]

(1.22)

con et = hl/p%.

1.4.1.2. Punto de Dirac K’

Debido a que el hamiltoniano de Dirac (1.7) en el punto K’ depende del tipo de frontera como
se muestra en la ecuacion (1.9) y ya que éste se puede relacionar via (1.10) con el hamiltoniano
en el punto de Dirac K, por medio del ansatz (1.19) se encuentra que la condicién para que

4Donde los subindices > y < hacen referencia a la direcciéon de propagacion de las soluciones de la ecuaciéon
de Dirac (1.6).
®La funcién sgn (E) permite distinguir entre la banda de conduccion y la banda de valencia como,

1, si £>0
1, si E<O0

sgn (E) = {
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exista solucion no trivial del hamiltoniano de Dirac (1.7) para cada condiciéon de frontera es,

—t —k— — i k4
Armchair = e E‘zq =0 Zigzag = hve E?q =0, (1.23)
—k+ g 77‘11/;‘ k— tq 77’11/;

donde el punto de Dirac K’ para el tipo de frontera Zigzag se determina al realizar el cambio
q — —q y para el tipo de frontera Armchair se realiza el cambio k — —k.

Teniendo en cuenta que el espectro de energia en cercanfas de los puntos de Dirac es indepen-
diente de éste, se determina que los valores propios observados para el punto de Dirac K en
la Fig. 1.6, son iguales para el punto K’ y por lo tanto también se presenta el degeneramiento
debido los espinores ¥~ y Y.

Con base en los cambios de coordenadas del vector de onda para cada tipo de frontera se
determina que,

Armchair = {k — —k . € & —e7io,
(1.24)
Zigzag = §q — —q .. % & e 'Y

con lo cual las soluciones en el valle K’ son dadas por,

K/

<z‘;/ > = /s’ [eikx ( _el_m > + ¢ the (ezlo‘>] . (1.25)
K/

(Zg > = uye' [ei’m (e_lm> +e ke (_iaﬂ : (1.26)

Las soluciones de los portadores de carga para el tipo de frontera Armchair (1.25) 6 para el tipo
de frontera Zigzag (1.26) son linealmente independientes.

s Armchair

= Jigzag

Considerando el degeneramiento en el espectro debido a los valles K y K’ se debe incluir el
termino e’K” T en los espinores (1.22), (1.25) 6 (1.26) dependiendo del tipo de frontera a fin de
obtener la funcién de onda (1.8) para cada tipo de valle. En la siguiente seccion ilustraremos el
uso de fronteras para mostrar la combinacién 6 no de las soluciones.

1.5. Superficie semi — infinita de Grafeno

Para ilustrar las condiciones de frontera se analizan las posibles dispersiones en una superficie
semi — infinita de grafeno, donde un portador de carga que incide sobre la frontera con amplitud
de probabilidad igual a la unidad, puede ser reflejado en el valle K con amplitud de probabilidad
Cp 6 reflejado en el valle K’ con amplitud de probabilidad C;. La funcién de onda del portador
de carga teniendo en cuenta la frontera Armchair es,

P = eiK-r\I]K + CoeiK’r\I’K + CleiK/-I‘\I,K:&rmchair' 1.27
> < <
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De la condiciéon de frontera Armchair (1.11) en = 0 y con la ubicacion de los puntos de Dirac
sobre x se obtiene que,

- . . /
|:61KD;B\I,I>< 4 CoezKDa:\I,Ié 4 Cle—zKD:v\IJEArmchair]

=0

(Lol t)ra(l) ()

donde se ha tenido en cuenta que la componente y del vector de onda (i.e., ¢) se conserva. De
la relacion (1.28) se determina el sistema de ecuaciones de los coeficientes como

<_61—m ei) (gf) = <__€1a> (1.29)

(1.28)

cuya solucion es

0
= - 1.
o= 5oosa) =" (1.30a)
y
Ci=—<¢ —° -, (1.30D)

2 cos (o)

donde se determina que en el tipo de frontera Armchair, incide por un valle y se refleja en el
otro, es decir, mezcla valles.

Debido a que en el punto de Dirac K’ las funciones de onda dependen del tipo de frontera, se
analiza el mismo sistema anterior pero con la funcion de onda del punto K’ teniendo la respectiva
funcién de onda para el caso de frontera Zigzag, es decir,

o = KTYK 4 e KTgK CleiK"“\lfK/Zig“g, 1.31
> < <

por lo tanto, aplicando la condicion de frontera Zigzag (1.15) en z = 0,

. . . K.
ezKD:twllf> + COeZKDx¢§< + ClefzKDa:\IlAanzag _ O, (132)

=0

se encuentra

(1+Co) +C1=0, (1.33)

cuya soluciéon debe cumplir una de las siguientes posibilidades,

Co =0 y Cl = —1, (1.34&)

C() =-1 y Cl = 0. (1.34b)



En este caso la funciéon de onda para la frontera Zigzag no combina valles, esto teniendo en
cuenta que la condicion para la solucion (1.34b) permite encontrar que la norma de la funcion
de onda (1.31) depende de x, mientras que para (1.34a) la norma es constante. Por lo tanto se
determina que en el tipo de frontera Zigzag, incide por un valle y se refleja en el mismo, es decir,
no mezcla valles.

Adicionalmente al efecto de las condiciones de frontera, por el espectro lineal del grafeno se
presenta el tunelamiento de Klein el cual no se habia observado en un sistema no relativista y es
crucial para el estudio del transporte eléctrico en junturas con grafeno, a continuacién se discute
este fendmeno y se explica en el contexto del grafeno.

1.6. Tunelamiento de Klein en el grafeno

En las particulas que obedecen la ecuacién de Dirac, la velocidad de propagacion (i.e., vg) es
independiente de la energia, de manera que presenta fenémenos tnicos, e. g., que al incidir sobre
una barrera de potencial (donde la altura es la energia asociada a la masa en reposo de las
particulas) no sean retrodispersadas porque se conserva el espin, por lo tanto, la probabilidad de
transmision tiende a la unidad y puedan atravesar perfectamente la barrera de potencial. Este
fenémeno es llamado Tunelamiento de Klein |41, 42] y se ilustra en la Fig. 1.7.

Fig. 1.7. El portador de carga incidente puede atravesar perfectamente una barrera de potencial sin disminuir
la amplitud de incidencia, representada por el tamafio de la esfera. Grafica adaptada del trabajo de Katsnelson
[19].

Debido a que los portadores de carga en el grafeno a bajas energias de excitacion se simulan como
particulas sin masa en reposo por medio de la ecuaciéon de Dirac, éstos responden de manera
diferente en comparacion con otros materiales cuando se estudian las propiedades de transporte
en interfases como se ilustra en la Fig. 1.8 [7, 19-21], ya que estos efectos se manifiestan en las
propiedades de transporte como la conductancia diferencial.

En el grafeno el tunelamiento de Klein se presenta gracias a la conservacion del pseudoespin, que
es el grado de libertad asociado a las subredes A y B de la funcién de onda de los portadores
de carga, y a que la energia a partir del cual se presentan estados desocupados coincida con
la energia del portador de carga incidiendo como se observa en las figuras Fig. 1.8.a y Fig.
1.8.b. Esto debido a que los estados desocupados se comportan como una particulas de carga
opuesta, los cuales serian el equivalente a los positrones (i.e., el andlogo de materia condensada
en particulas elementales). El tunelamiento de Klein en el grafeno se explica ya que el espectro
de energia es simétrico entre electrones y huecos porque la masa efectiva de los portadores de
carga en el grafeno es nula, es decir, los electrones y huecos son interconectados por la misma
dinamica.

Un electrén incidiendo con pseudoespin paralelo al vector de onda se transmite en un estado
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Fig. 1.8. Tunelamiento de Klein en el grafeno a una barrera de potencial de altura Vy y ancho D como una
diferencia entre los niveles de Fermi del primer y segundo grafeno. a) Diagrama esquematico del espectro de
energia a cada lado de la barrera de potencial, se distingue que el color rojo y el color verde corresponde al
pseudoespin o paralelo o antiparalelo al vector de onda del portador incidente k, respectivamente. b) Se distingue
que el disminuir el nivel de Fermi del segundo grafeno, desde el punto de vista del portador de carga que incide
es una barrera de potencial cuya energia coincide con el nivel a partir del cual hay estados desocupados en la
barrera. ¢) Probabilidad de transmisiéon en funcién del angulo del portador de carga incidente. Los colores azul
y rojo distinguen la altura de la barrera 285 meV y 200 meV, respectivamente. Grafica adaptada del trabajo de
Katsnelson [7].

desocupado como un hueco con pseudoespin antiparalelo al vector de onda (como se observa en
la Fig. 1.8.a), pero con la misma direccion de la velocidad de grupo vg ya que se encuentra
en la banda de valencia (i.e., un Tunelamiento intrabanda [21]), por lo tanto el pseudoespin se
conserva a fin de preservar la quiralidad®. De la figura Fig. 1.8. ¢ se distingue que la transmisién
perfecta no se presenta a un angulo de incidencia de 90° independiente de la altura de la barrera
(i.e., la concentracion de estados desocupados) y tiende a la unidad para un dngulo casi normal
a la interfase, con un pseudoperiodo” y a medida que aumenta la altura de la barrera se amplia
el intervalo de angulos al cual se presenta la transmision perfecta.

Considerando la barrera de potencial como la diferencia entre las energias de Fermi de dos

SEl término quiralidad se refiere a la proyeccion del pseudoespin o sobre el vector velocidad de propagacion
vg [21, 33].

"El término pseudoperiodo se refiere a que la probabilidad de transmisiéon no solo es maxima para un angulo
normal a la interfase, sino éste mismo comportamiento se presenta a angulos diferentes.
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1.8.a
1.8.c

grafenos®, un electréon que incide desde la banda de conduccién de un grafeno (E > Er) con

velocidad de grupo (vg) paralela al momentum p penetra la barrera y se transmite al segundo
grafeno con vg antiparalela al momentum p en la banda de valencia (E' < Ef), sin disminuir su
amplitud de incidencia.

1.7. Discusidon

El grafeno presenta una relacion de dispersion lineal a bajas energias de excitacion, por lo tanto
se puede describir el comportamiento de los portadores de carga por medio de la ecuacién de
Dirac para particulas con masa en reposo nula’. Debido a la estructura hexagonal del grafeno
se manifiestan dos puntos inequivalentes K y K’ (i.e., los Puntos de Dirac) donde se tocan las
bandas de conduccion y de valencia. Adicionalmente se pueden presentar dos tipos de condiciones
de frontera los cuales son Armchair y Zigzag, las cuales combinan las soluciones de las ecuaciones
de Dirac en dichos puntos 6 no, respectivamente. Las soluciones linealmente independientes de
la ecuaciéon de Dirac en los puntos K y K’ estan relacionadas teniendo en cuenta que se invierten
las direcciones de propagacion de los portadores de carga.

Debido a que el espectro de los portadores de carga es lineal se presenta el Tunelamiento de
Klein en presencia de una barrera de potencial, y ya que la masa en reposo de los portadores de
carga es nula no existe ninguna restriccion de la altura de la barrera de potencial para que se
presente el Tunelamiento de Klein o tunelamiento intrabanda, por otro lado se determina que la
probabilidad de transmisién es maxima cuando el angulo de incidencia es casi nulo, y medida
que aumenta la altura de la barrera i.e., la concentraciéon de estados desocupados el angulo de
incidencia debe ser cada vez mas normal a la interfase.

8La variacion de la energia de Fermi se puede presentar por medio de potencial externos o por dopaje quimico
1, 12].

°En el caso del grafeno la velocidad de propagacion de los portadores de carga no es la velocidad de la luz en
el vacio ¢, sino la velocidad de Fermi la cual es ~ 555.
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CAPITULO 2

SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DE
BOGOLIUBOV - DE GENNES - DIRAC

Una de las areas de interés que ha surgido desde la obtencion del grafeno, es el estudio de
interfases y junturas entre una superficie de grafeno en estado normal y una superficie de grafeno
en estado superconductor al cual se le ha inducido la superconductividad por efecto proximidad
[43-46]. Mediciones de corriente del efecto Josephson [11], reflexiones de Andreev [44], entre
otras han mostrado que el estado base de estas laminas con superconductividad inducida esté
conformado por pares de Cooper y por consiguiente es posible usar las ecuaciones de Bogoliubov
- de Gennes - Dirac (BAGD) para describir la dindmica de las cuasiparticulas en la lamina
con superconductividad. En este capitulo se describen las ecuaciones BAGD para un grafeno
superconductor y se encuentran las soluciones generales de dichas ecuaciones el caso de un
sistema homogéneo e infinito, las cuales usaremos en los préoximos capitulos.

2.1. Ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes - Dirac

Las ecuaciones planteadas por Bogoliubov y desarrolladas posteriormente por de Gennes [47], se
construye teniendo en cuenta la teoria de la superconductividad propuesta por Bardeen, Cooper
y Schrieffer (BCS) [48], y describen el comportamiento de las cuasiparticulas'®. Para el grafeno
en estado superconductor se utiliza la aproximacion de las ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes
- Dirac que son escritas matricialmente [8] como,

(HGAGE*FSI Epsl —AQGHG g1 ) (:8 > =k (353 ) : (2.1)

donde Hg es el hamiltoniano del grafeno en el estado normal y describe la dinamica de los
portadores de carga respecto a la energia de Fermi Fr,.

La funcién de onda de una cuasiparticula es dada por un espinor de dos componentes ( tgg > ,

una de electron y una de hueco descrita mediante las funciones u(r) y v(r), respectivamente
[47, 49, 50]. Dichas componentes a la vez son un espinor en el espacio de los valles K y K/, es
decir, u” (r) = (uk(r), ug/(r)) = (ua, up, uy, up) y v (r) = (v (r), vie (r)) = (va, vB, v}y, V),
donde T representa la transpuesta.

La energia de excitacion de las cuasiparticulas £ es medida con respecto al nivel de Fermi (i.e.,
E > 0), Ag es el potencial de pares en el grafeno superconductor y ¥ es el operador de inversion
temporal. El efecto del potencial de pares Ag es acoplar las soluciones de electrones (huecos)

0Una cuasiparticula se crea al dispersar uno de los electrones de un par de Cooper a otro estado produciendo
un par electrén - hueco, en este contexto el hueco denota un estado desocupado.
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con las de hueco (electrones). El hamiltoniano que describe los huecos es obtenido al aplicar el
operador inversion temporal'! .

El grafeno en el estado superconductor presenta las mismas caracteristicas que en el estado
normal mencionadas en el capitulo anterior tales como la estructura, los puntos de Dirac y el
caracter espinorial de la funcién de onda en cuanto a los indices de las subredes. A continuacion
se explican los términos de las ecuaciones de Bogoliubov - de Gennes - Dirac.

2.1.1. Hamiltoniano

El hamiltoniano del grafeno Hg es una matriz diagonal 2 x 2 en el espacio de los valles, en
donde la diagonal contiene el hamiltoniano de Dirac para los portadores de carga en cada punto
de Dirac, es decir,

K
—
0  9,—id, | 0 0
0y + 10y 0 | 0 0
Hg = <HOK HO > = —ihvp e — . (2.2)
K 0 0 | 0 0 —idy | | g
0 0 | =0y + 0y 0

El hamiltoniano en el valle Hg: se escribe para frontera tipo Armchair, para frontera Zigzag
se realiza el cambio J, — —0, (como se determino en la relacion (1.9)). En el hamiltoniano
(2.2) los términos fuera de la diagonal, representan una interaccion entre valles que es debida a
potenciales externos o a condiciones de frontera como observamos en el capitulo 1.

2.1.2. Potencial de Pares

El potencial fuera de la diagonal en las ecuaciones de BAGD (2.1) es llamado potencial de pares
Ag y su efecto es acoplar las componentes de electréon u(r) y de hueco v(r) de momentum y
espin opuesto, de manera que en el espacio de momentum Ag es,

1Y -Pp
A~ A~
0 A
Ag = , (2.3)
A 0
y en el espacio reciproco se describe como,
K
PSS
A0 | 00
0A | 00
Ag=|-—----| | (2.4)
00 | AO ,
00 | 0A }K

" Esto es una consecuencia de que los pares de Cooper son formados por electrones con momentum y espin
opuestos, los cuales preservan la simetria de inversiéon temporal.
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donde se distingue en la relacion (2.3), que se acoplan electrones con momentum p = hvpk con
huecos con momentum —p = —hvrk. En el espacio reciproco'? Ag acopla electrones y huecos
del mismo valle K 6 K’ como se observa en la ecuacion (2.4).

2.1.3. Operador de Inversiéon Temporal

El operador de inversion temporal € permite determinar que un proceso de dispersion sea in-
variante bajo la transformaciéon ¢ — —t, es decir, que la probabilidad no cambia al invertir el
tiempo. Esta transformacién implica que,

T(x)=x y T(p)=-p, (2.5)
es decir, el operador inversiéon temporal invierte el momentum lineal sin invertir la posicién
[51, 52].

Por lo tanto el operador de inversiéon temporal T en superconductividad relaciona las compo-
nentes u(r) y v(r) de la funcién de onda de la cuasiparticula, como

T (38) - (_U‘IEE'I.)) ) (2.6)

de manera que ambas funciones de onda tienen espin y momentum opuesto y son ortogonales
entre si ya que éstas corresponden al mismo valor de energia de excitacion.

Debido a la presencia de los valles (i.e., puntos de Dirac) K y K’ cuyas componentes de vector de
onda k son opuestas, el efecto del operador de inversiéon temporal en el grafeno es intercambiar
los portadores de carga entre los valles [8, 21], lo que conduce a la forma

K K’
= =
B 0 o ~
T = c=%1 (2.7)
o 0

donde o, es la matriz de Pauli que opera en el espacio de las subredes, C es el operador complejo

conjugado. En el caso del grafeno en ausencia de campos magnéticos el operador de inversion

temporal T en las ecuaciones BAGD (2.1) es'?,

THg T ! =Hg. (2.8)
Explicado cada uno de los términos de las ecuaciones BAGD (2.1), se determina que ésta se puede

separar en dos ecuaciones desacopladas que describen el comportamiento de las cuasiparticulas
en cada valle, como,

(HK ;IEFSI —HK%FIEFSI> <:§8 ) k) (:,ligs ) , (2.9)
("5 eree) (o) =2 () o

2Espacio de vector de onda K.
13En el apéndice A, se ilustra el efecto del operador de inversion temporal en el hamiltoniano de Dirac.
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A continuacion se resuelven las ecuaciones de BAGD (2.1) para un grafeno superconductor
con el proposito de encontrar las soluciones generales que nos permitan la descripcién de las
cuasiparticulas en el mismo.

2.2. Soluciones Generales de un grafeno en estado superconduc-
tor

Se resuelven las ecuaciones de BAGD (2.9) y (2.10) para una lamina de grafeno superconductora
homogénea cuyo potencial de pares es isotropico, (i.e., considerando A = Ay = cte), con el
propoésito de encontrar las soluciones generales que permitiran méas adelante analizar el efecto
del acoplamiento de diferentes interfases.

2.2.1. Ansatz para el Grafeno en estado superconductor

Utilizamos como Ansatz que la solucion del grafeno en estado superconductor se puede expresar
como el producto espinorial entre la solucién del hamiltoniano de una particula de Dirac'® y el
espinor de las amplitudes de probabilidad de un electron u o un hueco v [47],

<38> - <£E 53 ) ’ (2.11)

con u, v constantes, ¥¥ son soluciones del hamiltoniano de Dirac correspondientes al valor
propio E = hvp\/k? + ¢2 dadas como,

1
\III>{ - (eia v) )
(2.12)

1
\III<( = (_eia> .

En la expresion (2.11) el espinor solucion en el grafeno en el estado superconductor, son ondas
planas moduladas por los coeficientes dados por las componentes del espinor solucién ¥¥ y por
la amplitud de la componente de electréon u o de hueco v. La escogencia de los espinores \IJI><(
se basa en el hecho de considerar la direcciéon de propagacion de la velocidad de grupo.

<)

Debido a que las soluciones en el punto de Dirac K y K’ estan relacionadas como se discutio
en la secciéon 1.4.1.2, a continuacién se soluciona explicitamente las ecuaciones de BAGD para
el valle K, mientras que las soluciones en el punto de Dirac K’ son determinadas via la relacion
(1.9).

Esta aproximacion ha sido discutida por de Gennes [47, Cap. 5] en el caso convencional para determinar la
soluciéon de las ecuaciones de BAG de un superconductor en términos de las soluciones del Hamiltoniano de una
particula del metal normal.
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2.2.2. Espinores en el punto de Dirac K

Reemplazando el ansatz (2.11) en las ecuaciones de BAGD (2.9) encontramos el siguiente sistema
de ecuaciones para las constantes u y v

hVF\/kZQ—Fq — FEps — FE A U _ 0 (213)
*hVF\/kZ2+q2+EF5—E v 0/ '

La condicion para que la solucion de (2.13) no sea trivial es,

hVF\/k2+q —FEps — FE A -0 (2 14)
—hvp\/k*+¢* + Eps — E ’ .

de manera que el espectro de energia de un grafeno en estado superconductor es

By = i\/ <huF\/k2 Iy EFS) : (2.15)

donde el valor de A es un gap en el espectro de excitacion como se observa en la Fig. 2.1 [§],

2 T WQ' N
y
-

E

E/Eq;S 1F ; 5

7~
™~

v

O TAO/EFS | 'TAO/EFS

-2 -1 0 1 2

Ky/K,
Fig. 2.1. Soluciones del espectro del grafeno en el estado superconductor en el punto de Dirac K. Los colores
azul y verde de las lineas representan las bandas conduccién E; y de valencia F_ respectivamente. Las lineas a
trozos representan las soluciones para cuasipariculas tipo electréon y la punteada representa las soluciones para
cuasipariculas tipo hueco. Se distingue que a un mismo valor de energia le corresponden las soluciones de ambas
cuasiparticulas cuya direccion del vector de onda es representada por las flechas.

De (2.15) obtenemos dos ramas +, una debida a la banda de conducciéon (+) y la otra a la
banda de valencia (—). Dado que Ag < Efg no se tiene en cuenta la rama'® E_ y de ahora en
adelante trabajaremos tinicamente con la banda de conduccion E = E.

5Esta aproximacion se denomina aprozimacion de Andreev y es utilizada en superconductividad debido a que
la energia de Fermi del superconductor es del orden de 100 veces o mas que el potencial de pares (ver [21, 32-34]).
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Es de distinguir que para un mismo valor de energia existen cuatro vectores propios indepen-
dientes de las ecuaciones de BAGD (2.9), que denominamos +kg(4,) donde

Ers +€eQ\ >
kqe(qh) = \/< s > _q2) (216)

hvp
donde Q = /E2 — || Ag|]* y e = +.

El signo + de € hace referencia a cuasiparticulas que se mueven con energfa por encima del nivel
de Fermi (que se denominan cuasiparticula tipo electron ge), con velocidad de grupo vg paralela
a la direccion del vector de onda k, mientras el signo — de e hace referencia a cuasiparticulas
que se mueven con energia por debajo del nivel de Fermi (que se denominan cuasiparticula tipo
hueco gqh), con velocidad de grupo vg opuesta a la direccion del vector de onda k.

Por lo tanto la funcién de onda de las cuasiparticulas de un grafeno en estado superconductor,
en el punto K esta dada por la superposicion de los espinores para cada tipo de cuasiparticula!'®
como,

By (r) = VL (r) + UL (x) + ¥L(r) + VL (x),

uo ug
j1e" —iQ
— 10y ) gikqen | € "o + e thqex —€ Tug
V0 V0
eiaqe,UO _efiaqevo (217)
Yo vo
1Qgh _ 0 gh
ik e —ik e 1"
+€l qhﬁlf + e (2 qhﬁl’ ,
uo uo
e’LOéqhuo _e—laqhuo
con etivae = fyp Faetl o oFiagn — pyp a4 By 1 funcion de onda (2.17) se tiene en cuenta
Eps+Q Eps—Q

que la velocidad de grupo vg asociada a una gh es opuesta a la direccion del vector de onda k.

2.2.3. Espinores en el punto de Dirac K’

Debido a que el hamiltoniano de Dirac en el valle K’ depende del tipo de condicion de frontera
como se discutidé en la seccién 1.4.1.2, esta dependencia también se presenta en las ecuaciones
de BAGD (2.10). Por lo tanto usando el mismo ansatz y realizando los cambios de variable (1.9)
dados por

Armchair = {k — —k ;. % & —e 7',
‘ . (1.9)
Zig—Zag = yq — —q .. €Y & et

La funcion de onda de las cuasiparticulas en el punto K’ esta dada por una superposicion de la
forma,

16La relacién entre la amplitud « de la componente de electrén y la amplitud v de la componente de hueco de
la cuasiparticula se puede observar en el apéndice (B)
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s Armchair

e/ e/ ! /
Bg,,(r) = UL (r) + UL (r) + T2 (r) + 0 (1),

uo uo
) ) _p—lage . it0ge
— iy eque:c € uo + e—que:c € uo
vo Yo
76—2()((18,00 elaqevo (218)
Vo Vo
—iQ 1o
L pikane | 7€ g 4 e—ikane | © g
uo 4] ’
—e " ihyy e ah gy
» Zigzag
o = 0% (r) + 0% (r) + T (r) + 0L
SK/(I') = ¥> (r) + < (r) + V2 (r) + > (r),
uo uo
) . —i0ge . —elage
— iy equex € ] + e—quex € ]
AUO pO
e—zaqevo 767,04‘1@1}0 (219)
'UO .UO
) —iagh ) _ plagy
+equhm € Vo + efquhx € Vo ’
Uo Uuo
efiaqhuO _eiaqhuO

en las funciones de onda (2.18) y (2.19) se tiene en cuenta que la velocidad de grupo vg asociada
a una gh es opuesta a la direcciéon del vector de onda k.

Debido a la dinamica particular de los portadores de carga en el grafeno a bajas energias de
excitacion (como se observo en la Fig. 1.4), éstos se dispersan de manera diferente en compara-
cion con otros materiales [21]. A continuacién se discute el proceso de dispersion en una juntura
grafeno normal y grafeno superconductor, ya que éste es fundamental para el estudio de propie-
dades de transporte eléctrico en junturas que involucran el grafeno discutidas en los préximos
capitulos.

2.3. Reflexiones de Andreev

El potencial de pares es el responsable de la superconductividad y como mostramos en el espectro
de las excitaciones en el caso de superconductores homogéneos (2.15) éste se manifiesta como un
gap; ademaés, permite que aparezcan canales de dispersion electréon — hueco y hueco — electrom.
Por ejemplo, en una juntura metal normal - superconductor!” NS un electrén que incide desde la
region normal hacia el superconductor puede ser reflejado como un hueco transmitiendo un par
de Cooper en el superconductor!®, como se ilustra en la Fig. 2.2. Cuando el hueco es reflejado

1"Esta dispersion de Andreev no es exclusiva de junturas NS, sino que se presenta en cualquier juntura donde
se presente un superconductor inhomogéneo, ya que es un efecto del potencial de pares.

8Ya que el electrén y hueco tienen carga opuesta +e, respectivamente, una carga de 2e es absorbida por el
superconductor como un par de Cooper para conservar la carga.
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en la banda de conduccién su velocidad de grupo es opuesta a la del electréon incidente y se
denomina retroreflexién, dado que el hueco y el electréon estan en la misma banda se denominan
intra — banda como se ilustra en la Fig. 2.3.a.

A(x)

Electron

I(—O’

Hueco

—>
Fig. 2.2. Un electrén incidente desde la region normal N puede ser reflejado como hueco y un par de Cooper es
inducido en la regiéon superconductora S. El potencial de pares varia suavemente a lo largo del eje .

Para el caso del grafeno el hueco reflejado puede estar en la banda de valencia, en esta banda la
velocidad de grupo del hueco vy, esta en la misma direcciéon del vector de onda, de tal manera
que un hueco reflejado tiene vy, positiva en la direccién y y negativa en la direccion z, por lo
tanto se refleja especularmente como se observa en la Fig. 2.3.b.

q k.
ey
C——
Grafeno Superconductor

I 4 ||
14 I O

a)

Fig. 2.3. Proceso de dispersion de Andreev en la estructura de bandas de un grafeno dopado (i.e., Er # 0).
Los vectores (velocidad de grupo vg y vector de onda k) en color rojo estan relacionados con el electrén y en
color azul estan relacionados con el hueco. En el grafico se ilustra que la energia de excitacioén, con respecto a la
energia de Fermi Er de un electréon es E y la energia de excitaciéon de un hueco es —FE y que los dos tipos de
dispersion son a) Reflexion de Andreev intra — banda 6 retroreflexion (el hueco se refleja con velocidad de grupo
Vg en direccién opuesta a la del electrén incidente). b) Reflexién de Andreev inter — banda 6 reflexion especular
(el hueco se refleja con componente x de la velocidad de grupo vg opuesta a la del electrén).

Las reflexiones de Andreev pueden ser retroreflerion llamada también reflexiones intra — banda 6
especular conocidas como reflexion inter — banda [8, 21]. Las reflexiones especulares se presentan
debido al gap nulo entre la banda de conduccién y la banda de valencia del grafeno en los puntos
de Dirac, como se observa en la Fig. 2.3.b.

En el caso de grafeno dopado (Er # 0) como se observa en la Fig. 2.3, se pueden presentar
los dos tipos de reflexiones dependiendo del valor de energia de excitacion E con respecto a
la energia de Fermi Er. Cuando la energia de excitacion es mayor a la energia de Fermi (i.e.,
E > EFr) la reflexion es inter — banda, en cambio cuando la energia de excitacién es menor a
la energia de Fermi (i.e., F < EF) la reflexion es intra — banda. En el caso de un grafeno no
dopado (Er = 0) no existe una restriccion sobre la energia de excitacion y todas las reflexiones
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2.3.a
2.3.b
2.3.b

son inter — banda.

2.4. Discusion

El grafeno en estado superconductor presenta dos bandas en el espectro de las cuasiparticulas
debidas a la existencia de un gap nulo entre la banda de conduccién y la banda de valencia
propia del grafeno. Teniendo en cuenta que las energias de excitacién que se consideran son del
orden del potencial de pares, se analiza inicamente la banda de conduccién del espectro de las
cuasiparticulas.

Cuando se consideran interfases entre materiales normales y superconductores se presentan
reflexiones de Andreev o retroreflexiones; en el caso de una junturas grafeno superconductor
(donde el superconductor es un grafeno al cual se le a inducido superconductividad por efecto de
proximidad) las reflexiones de Andreev que se presentan pueden ser de dos tipos, retroreflexiones
6 reflexiones especulares las cuales son inter - banda o intra - banda, respectivamente. Dichas
reflexiones se presentan independientemente del tipo de frontera y dependen tnicamente de la
energia de Fermi EF (i.e., dopaje) y de la energia de excitacion E.

En los capitulos siguientes se encontraran explicitamente los coeficientes de reflexién para jun-
turas con fronteras Armchair y Zigzag.
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CAPITULO 3

IREF LEXIONES DE ANDREEV'Y PROPIEDADES
DE TRANSPORTE EN INTERFASES CON
FRONTERA ZIGZAG

Desde la obtenciéon del grafeno se han hecho estudios de las propiedades de transporte, tales
como conductancia diferencial [21, 53|, caracteristicas de corriente - voltaje [54-56|, efecto Jo-
sephson [57], ruido de emisién diferencial [58] en junturas que involucran grafeno. El interés en
el estudio de estas propiedades se basa en el espectro de energia del grafeno y en el transporte
no convencional de los portadores de carga que cumplen la ecuacién de Dirac, es decir de fermio-
nes de Dirac no masivos. En este capitulo se determinan los coeficientes de reflexién para una
juntura grafeno en estado normal - grafeno en estado superconductor GS con frontera Zigzag,
para diferentes valores de dopaje del grafeno en estado normal, para posteriormente a partir
de estos coeficientes determinar la conductancia diferencial por medio del modelo de Blonder,
Tinkham, Klapwijk (BTK) [59]. Por dltimo analizamos el efecto de incluir una barrera aislante
en la interfase GS y analizaremos el efecto que tiene el aislante sobre los coeficientes de reflexion
y la conductancia diferencial.

3.1. Interfases con Grafeno

Consideramos una juntura formada por una pelicula de grafeno en estado normal que se extiende
de —oco a 0 y una pelicula de grafeno en el estado superconductor de 0 a oo, las cuales son
homogéneas e infinitas en la direccién y como se ilustra en la Fig. 3.1.

Grafeno Grafeno Grafeno Grafeno
Normal Superconductor Normal Aislante Superconductor

N
T

a) b)
Fig. 3.1. Juntura grafeno en estado normal - grafeno en estado superconductor con frontera Zigzag. En el grafico
se ilustra que la interfase se realiza en el eje x. En la grafica se distingue que un electrén incide desde el valle K
(flecha de color rojo) que puede ser reflejado como hueco (flecha de color azul claro) o como electrén (flecha de
color azul oscuro). Los mismo procesos de dispersion se presentan para cada una de las interfases a) GS. b) GIS.
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En el grafeno la superconductividad se puede inducir por efecto de proximidad [43-46, 60]. Por
lo tanto el potencial de pares es modelado de tal manera que en la regién normal es cero y en
la regién superconductora es constante e isotrépico, es decir,

0 x <0,
A(zx) = {Ao >0, (3.1)

Con base en la discusion acerca del tipo de frontera Zigzag realizada en la seccion 1.3.2, se
analizan los procesos de dispersién tnicamente en el valle K asumiendo que un electréon incide
hacia la interfase propagandose en el mismo valle. A continuacién se analizan los coeficientes
de reflexién y se determina la conductancia diferencial en interfases que involucran grafeno en
estado normal y grafeno en estado superconductor cuando se tienen diferentes energias de Femi
FEr del grafeno en estado normal.

3.2. Juntura Grafeno en Estado Normal - Grafeno en Estado
Superconductor

Considerando a un electrén que incide desde el grafeno normal hacia la interfase con una am-
plitud de probabilidad igual a uno, éste puede ser reflejado como un electrén con una amplitud
de probabilidad u; o como un hueco con una amplitud de probabilidad vy [8], de manera que la
funcién de onda en la regiéon normal estd dada por

O(r) = TS (r) + U (r) + Ul(r),

1 1 0

_ eiKDa:eiqy eikeaz e'e + ulefikex —e 1% + Uleikhx 0 7 (32)
0 0 1
0 0 e'*h

donde hemos usado las soluciones halladas en (1.22) y utilizado las definiciones para un grafeno
en estado normal dopado (Er # 0) de

) — ke h J"iq
el = hup piPe—, (3.3)

donde el signo + corresponde a electron y el signo — corresponde a hueco.

Por otro lado en la regién superconductora se pueden transmitir cuasiparticulas con velocidad
de grupo positiva, por lo tanto de (2.17) la funcion de onda es escrita como

Dg(r) = V¥(r) + U (r),

UO UO
iQ —ix
_ iKpz,iqy ) ikgex ot | €70 e (3.4)
=€ € e Cge +e h )
V0 q UQ
ewzqe,UO _efzaqhuO

donde th es la amplitud de probabilidad de transmisién de cuasiparticulas tipo electréon y C’q_h
es la amplitud de probabilidad de transmisiéon de cuasiparticulas tipo hueco.
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Las amplitudes u1, vy, C’;; y C’(ﬁl son obtenidas a partir de las condiciones de fronteraen x = 0, y
debido a que las ecuaciones de BAGD son de primer orden, solo es necesario exigir la continuidad
de la funcién de onda, por lo tanto

, (3.5)

donde las funciones ¥Ug(r) y ¥g(r) son dadas por (3.2) y (3.4), respectivamente, y como son bi-
espinoriales obtenemos un sistema de ecuaciones 4 x 4. Solucionando este sistema encontramos
que las amplitudes de probabilidad son,

,0(2) (efiaqh + eiae) (eiaqe . eiah) _ Ug (efiaqh + eiah) (eiozqE _ eiae)

wu (B,q) = u3 (e*ae 4 e~iae) (e‘iaqh + eiah) + v3 (e_iae — e_iaqh) (¢iae — gian)’ (3.6a)
o1 (B ) = Qg (eiaqe + e—iocqh) cos () (3.6b)
o= u(z) (eiaqe + e—ioée) (e—iaqh 4 eioch) + v% (e—iozE _ e—iaqh) (ez’aqe _ eiah)’ )
C+ (E ) B g (efiaqh + eiah) COS (Oée) (3 6C)
qe ) = o . “ice) (p—i0gn 1 pion 2 (p—ice _ o—i0gn) (piCge — picn)’ :
u} (eivae 4 e~ie) (e + eion) + o (e e ) (e elon)
_ 2vg (e"e — ') cos ()
Oy (B.q) = )cos e (3.64)

U(Q) (eiaqe + efioze) (e—iaqh + eiah) + U% (efiae _ e—iaqh) (ez’aqg _ eio‘h)’

donde up y v son los factores BCS de una cuasiparticula [47] que definimos en (B.1) y (B.2)

= /2 1+VE2_HA0H2— Ly (B.1)
o= 5\ - E V2 E '
il VR o .
w=\\1-—F—=\{3\1- 7 (B.2)

y los factores exponenciales son definidos como

Kge(qn) £ 19

+ia
e qe(qh) — hVFi
Eps+(—)Q

(3.7)

A continuacion se determinan los coeficientes de reflexion de electron — electrén y los coeficientes
de reflexion de electron - hueco (también llamados como coeficientes de Andreev) para la juntura.

3.2.1. Coeficientes de Reflexion

Con base en la densidad de corriente de probabilidad Jg, en direcciéon x es posible determinar

los coeficientes de reflexion electréon — electron y electron - hueco, como'?,

Jye (B, q)

e—e (E, =Sl 0
Fee (B:0) Iy, (E,q)

= [Jur (B,0)%, (3.82)

19 La demostracioén de la densidad de corriente de probabilidad de la ecuacién de Dirac J wo se puede observar
en el apéndice C
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Joh (E, cos (« ,
Rey(E,q) = J;I%GEEZ; = vy (E,q)2(w, (3.8b)

donde J ;’2}‘) es la densidad de corriente de probabilidad del electron (hueco) reflejado para la
funcion de onda (3.2) y J E,G es la densidad de corriente de probabilidad del electrén incidente.
De los coeficientes de reflexion (3.8) se puede analizar los casos limites en un grafeno en estado
normal, poco dopado (i.e., Ep ~ 0) en el cual la mayoria de las reflexiones son especulares, o
fuertemente dopado (i.e., Fr ~ Epg) donde tnicamente se presentan retroreflexiones como se
observa en la figura Fig. 3.2,

Re-h(q) Re-e(q)
- el ] T e, H-
1 ‘ ‘~.‘~._ A ' ,. I 1
\ ~.. B i 0 :
08 F \ T ! o8
Q.'.. - . i
06 L \ A {06
\\ * | / |
04 s T ! B0 1104
. . . / - 0.01
i N i - 05 —-—-'
02 | . T ! ol 1 102
\ . i/ e 10 -- --;
0 IR % il AP S 10 =izl
0 2 29 8 .98 2 29 8 98
W/ Amax A/Gmax

Fig. 3.2. Dependencia de los coeficientes de reflexion electréon - hueco y electron - electron con respecto a la
componente q del vector de onda para energia de excitaciéon ¥ = 0 y normalizada al valor de gmq, para cada
valor de dopaje. Se ilustran los coeficientes a diferentes valores de dopaje.

Cuando Er = 100Ay = Erg observamos de la Fig. 3.2, que las reflexiones de Andreev tienen
probabilidad uno para la mayoria de valores de ¢, mientras que las reflexiones electron - electron
son cero excepto para ¢ & @mqr- A medida que reducimos el dopaje las reflexiones de Andreev
disminuyen a medida que ¢ aumenta y tienden a cero cuando ¢ & ¢4, Debemos aclarar que el
valor de gmqs €s determinado con respecto a la energia de Fermi en el grafeno en estado normal
como

Qmaz = ﬁ, (39)

hI/F

debido a que se deben restringir los posibles valores de g a gmqae como en (3.9), ya que al tener
q > @maz las funciones de onda (3.2) son evanescentes y los coeficientes de reflexion son nulos.

Aqui es importante resaltar que en el caso de una juntura convencional NS, al tener una escala
de la energia de Fermi del metal de Er ~ Ag a Epg con Epg [> Ay] las reflexiones de Andreev
son nulas, dado que los electrones serian reflejados como electrones por el efecto del escalén de
potencial producido por la diferencia de las energias de Fermi. Mientras en nuestro caso esto no
ocurre por el tuneleamiento de Klein, donde el electrén incidente tiene una probabilidad finita
de no ser reflejado y formar un par de Cooper en la regién superconductora.

Ahora se determinan los coeficientes de reflexiéon teniendo en cuenta todos los posibles canales
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de dispersiéon ¢ como,

e e cos (ap, (E,q))
Re_ (E) = 0/ dg||w (E,q)*|| v Ren(E)= 0/ dg||v1 (E,Q)2m , (3.10)

donde los limites de integraciéon 0 y gmqr hacen referencia a incluir los electrones incidiendo
desde una direccién perpendicular hasta una direccién paralela a la interfase, respectivamente,
y son ilustrados en Fig. 3.3

= g T 1
P . U o Er(do)
R ~ 0.01 +=-ven
- Tl { 05 —-—- 708
A, > T
- 10-- == 106
S, 100 =
T - SR 404
~ S
. ™,
- U el !ﬁ: 0.2
———— g == ————p——— =1
0.5 1 1.5 2

eV/Ay
Fig. 3.3. Dependencia con respecto a la energia de excitacion E = eV normalizada al potencial de pares Ao del
coeficiente de reflexion electrén - hueco y electrén - electréon integrado con respecto a g. Se grafica el coeficiente
a diferentes valores de dopaje.

eV/Ay

De la Fig. 3.3 se concluye que a dopajes menores que el potencial de pares Ag, el coeficiente
de reflexiéon electron - hueco es cero para una energia de excitacion E = Efp, ya que para ese
valor de energia de excitaciéon la particula reflejada como hueco se encuentra exactamente en el
punto de Dirac (E = 0 de la Fig. 1.6) con densidad de estados igual a cero, y por lo tanto el
coeficiente de reflexion electron - electron es igual a la unidad. Para dopajes mayores al potencial
de pares se determina que la probabilidad de una reflexién electrén - hueco tiende a la unidad
para £ < Ag y el coeficiente de reflexion electron - electron tiende a cero. Para E > Ag los
coeficientes de reflexion electron - electrén y electrén - hueco decaen ya que las cuasiparticulas
se transmiten al superconductor.

3.2.2. Conductancia Diferencial

La conductancia diferencial relativa en una juntura GS puede ser encontrada por medio del

modelo de Blonder, Tinkham, Klapwijk (BTK) [59] en el modelo extendido para el caso del
grafeno [23| a partir de los coeficientes de reflexion descritos en las relaciones (3.8) y puede ser
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escrita a T' = 0K como

dmax
dI
G (V) = = Gy / dq(1 = Re_e (E.q) + Re_pn (E.q)),
0
qmafr

_ G / dq (1— ur (B, @)||” + [[or (B, )|
0

(3.11)

cos (o (B, q)) H)

cos (e (E,q)) ||/’

donde Gy es la conductancia balistica de una lamina de grafeno de ancho W que es proporcional
a la densidad de estados en el estado normal calculada en la superficie de Fermi y cuyo limite
superior de integracion viene dado por Eg; fF . En la primera expresion de (3.11) se observa que
la reflexion normal (descrita por Re_. (F,q)) reduce la conductancia, mientras que una reflexion
de Andreev (descrita por R._p (F,q)) incrementa la conductancia, debido a que ésta induce un
par de Cooper en el superconductor.

La conductancia diferencial para una juntura grafeno en estado normal - grafeno en estado
superconductor se comporta como se puede observar en la Fig. 3.4 en donde se observa el
comportamiento de la conductancia diferencial para diferentes dopajes v del grafeno en estado
normal en términos del potencial de pares (i.e., Ep = v % Ag).

GG,

ol 1 Il

0 0.1 0.5 1 15 2 2.25
eV/Ao

Fig. 3.4. Conductancia diferencial normalizada a Go para una juntura GS conformada por grafeno, y en funcion

de la energia de excitaciéon E = eV normalizada al potencial de pares Ag.

De la Fig. 3.4 se concluye que para un dopaje v igual a 100 (i.e., Er = Epg), la conductancia
diferencial se comporta de igual manera a la de una juntura convencional metal normal - super-
conductor [59]|. Adicionalmente se observa que para dopajes menores o iguales al potencial de
pares Ay, la conductancia diferencial es nula para el valor de eV = Ep, lo cual se debe a que
la probabilidad de reflexiéon electrén - hueco es cero para E = Er como vimos anteriormente.
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El significado del limite superior de integraciéon ¢q; €s que se tienen en cuenta no solamente
los electrones incidentes perpendicularmente a la interfase sino que adicionalmente se tienen en
cuenta los electrones que inciden desde un angulo de 0 hasta 7. Estos resultados coinciden con
los obtenidos por C. W. J. Beenakker [8].

3.3. Juntura Grafeno en Estado Normal - Aislante - Grafeno en
Estado Superconductor

En esta seccién incluimos un aislante el cual vamos a modelar como una barrera de potencial
de ancho d y altura V entre £ = 0 y = d, que en el limite d — 0 y Vj — oo representa®”
un potencial delta de Dirac [9, 10]. Las funciones de onda (3.2) y (3.4) son validas en la region
—0o < x < 0yd<x < oo, respectivamente, y en la region del aislante 0 < z < d tenemos
soluciones de electrén y hueco con velocidad de grupo positiva y negativa resultado de las
reflexiones en las interfase en z = 0 y « = d, de manera que la funcién de onda en la region del
aislante esta dada por,

r(r) = Wi (r) + W (r) + W2 (r) + U (x)

1 1
. . . eiale . _efiafe
— ezKD:rezqy u2ezk:1€x + uge ikr
0 0
0 0 (3.12)
0 0
" 0 ik 0
+ g™ || ugen T 1 ;
eioqh _e—ioqh

donde us2, v3, usz y ve son las amplitudes de probabilidad para un electrén o hueco propagéndose
con velocidad de grupo positiva o negativa, respectivamente, dentro del aislante. En la funcion
de onda (3.12) se distingue que la energia de los electrones y huecos se mide con respecto a la
diferencia entre la altura de la barrera de potencial y la energia de Fermi (i.e., Vo — EFr), por lo
tanto la componente k£ del vector de onda k para electrones y huecos en la regién del aislante
son dados por,

2
E+ (Vo - Er ; ki, £ iq
ki, = sgn(E + (Vo — EFr)) ((ﬁVF)) — @ > He = hl/Fm
2
E — ‘/E)_EF) ia kr, + iq
kr, = sgn(E — (Vy — EF)) ((ﬁVF> —¢® = e = hVFm
(3.13)

Las amplitudes de probabilidad uy, us, v1, ve, us, vs, C;; y Cq_h se obtienen al exigir la conti-

2Donde el orden del ancho es d < 0,1 ap, con ap la distancia inter - atémica entre 4&tomos de carbono.

35



nuidad de la funcién de onda en las fronteras en z = 0 y en « = d, por lo tanto,

bo(r)|  =o;0r)| (3.14a)
=0 =0

bs(r)|  =di)| (3.14b)
r=d z=d

como las funciones de onda (3.2), (3.4) y (3.12) son bi-espinoriales obtenemos un sistema de
ecuaciones 8 X 8, cuyas soluciones en la aproximacion de Andrev se encuentran en el apéndice
D. A continuacion se determinan los coeficientes de reflexion de electréon — electrén y electron -
hueco para la juntura.

3.3.1. Coeficientes de Reflexion

Los coeficientes de reflexion son dados por la misma expresion que encontramos en (3.8), donde el
efecto del aislante es representado por el término adimensional denominado fortaleza (x = %)
y se presenta en las amplitudes de probabilidad determinadas por las condiciones de frontera
(3.14), por tal razon reemplazando los valores u; y v estos coeficientes de reflexion son dados

por

2 cos (an (E,q))

(B9 e (B 9)

, (3.15)

con u; v v; dados en el apéndice D.

De los coeficientes de reflexion (3.15) se analiza el efecto del aislante en los casos limite de un
grafeno en estado normal poco dopado (e.g., Er ~ 0) o fuertemente dopado (e.g., Er =~ Epg),
ya que como vimos en la secciéon 3.2 en las junturas con grafeno se presenta un comportamiento
no convencional al variar el dopaje del grafeno como se observa en la figura Fig. 3.5, de manera
que lo analizamos para este tipo de juntura en los casos limites.

De la Figura Fig.3.5 se concluye que a bajos dopajes la barrera de potencial es transparente, ya
que los electrones incidentes con ¢ < Er son practicamente perpendiculares, es decir, el angulo
de transmision ay ~ 0 y por lo tanto los electrones se pueden transmitir con probabilidad uno
independiente de la fortaleza de la barrera. Esto es nuevamente una consecuencia del tunela-
miento de Klein, el cual es maximo a incidencia perpendicular. Para dopajes mayores Er > Ag
el dngulo de incidencia aj aumenta y la probabilidad de transmisiéon disminuye, es decir, el
coeficiente de reflexiéon electrén - electréon aumenta y el coeficiente de reflexiéon electrén - hueco
disminuye, dicho comportamiento se repite para un periodo de 7w del valor de la fortaleza x.

Con base en los coeficientes de reflexiéon analizados en la secciéon 3.3.1, ahora determinamos la
conductancia diferencial para los mismos valores de dopaje que en el caso de una juntura GS.

3.3.2. Conductancia Diferencial

La conductancia diferencial de una juntura GIS puede ser estudiada como en el caso de la
juntura GS, por medio del modelo de Blonder, Tinkham, Klapwijk (BTK) [23] en términos de
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Fig. 3.5. Dependencia con respecto a la energia de excitaciéon E = eV normalizada al potencial de pares Ag del
coeficiente de reflexion electrén - hueco y electron - electron integrado con respecto a ¢ en una juntura GIS. En
el panel superior se encuentran los coeficientes de reflexién para un grafeno poco dopado (la energia de Fermi
del grafeno en estado normal es 0,01A¢). En el panel inferior se encuentran los coeficientes de reflexiéon para un
grafeno fuertemente dopado (la energia de Fermi del grafeno en estado normal es 100Ag = Erg).

los coeficientes de reflexion descritos en las relaciones (3.15) y puede ser escrita como

dmazx

G (eV) = Gy / dq (1—Hm(E,q)H2+Hvl(E,q)H2 (3.16)
0

oz )

donde las amplitudes de probabilidad u; (E,q) y v1 (E, q) son las dadas en (D.5). A continuacion
se ilustran la conductancias diferencial de diferentes valores de dopaje al variar el la fortaleza
del aislante.

De la figura Fig. 3.8 se concluye que para un dopaje Er < Ay la conductancia diferencial de
una juntura GIS es la misma que el caso de una juntura GS, esto debido a que el aislante se
comporta como si su fortaleza fuera nula, es decir transparente, ya que los electrones atraviesan
perfectamente el aislante, esto debido a que para estos valores de dopaje la incidencia de los
electrones son casi perpendiculares, ya que los electrones en la region del aislante cumplen oy ~ 0
como se ve en la Fig. 3.7.

Estos resultados son nuevos y muestran un efecto del tunelamiento de Klein a bajos dopajes del
grafeno en estado normal en una juntura GIS.

Al observar la figura Fig. 3.8 se deduce que a medida que aumenta el dopaje (Er > Ay)
los electrones inciden en canales que no son necesariamente perpendiculares, por lo que las
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Fig. 3.6. Conductancia diferencial normalizada a Gy para una juntura NIS consistente de grafeno, para valores
de dopaje bajos en términos de Ag y en funcion de la energia de excitacién E = eV normalizada al potencial de
pares Ag.
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Fig. 3.7. Grafica donde se ilustra la limitaciéon de los posibles angulos de dispersiéon en cada una de las regiones.
El radio de los circulos representa el vector de onda de Fermi en cada una de las regiones (Verde: Grafeno en
estado normal, Rojo: Aislante, Azul: Grafeno es estado superconductor) Los maximos valores para cada una de
las componentes del vector de onda son dados por el radio kr de la esfera de Fermi en cada region.

k

reflexiones de electréon - electréon aumentan y disminuye la conductancia diferencial a medida
que aumenta el valor de la fortaleza y del aislante, el efecto del aislante tipo delta de Dirac en
una juntura GIS es recurrente y su periodo es nm con n un numero entero. Esto debido a que
el coeficiente de transmision en términos del angulo incidente ay(p,) y el angulo dispersado en el
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aislante ay,,, (3.17) asociado a la barrera [33] es

cos? (ale(h)> cos? (ae(h))
[cos(kld) cos(ae(h)) cos (ale(h) )] 2—&—sinz(k[d) [1—sgn(E‘)sgn(E—Vg) sin (a[e(h)) sin(ae(h) )]

T (aemn)) = 5, (3.17)

por lo tanto con la condicion de valores de x = krd = n el coeficiente (3.17) es uno e indepen-
diente del valor de q 6 (), donde se ha asumido una barrera de ancho d muy alta Vo > E, Ep.
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Fig. 3.8. Conductancia diferencial normalizada a Go para una juntura GIS consistente de grafeno, para valores
de dopaje altos en términos de Ag y en funcién de la energia de excitaciéon E = eV normalizada al potencial de
pares Ag.

El comportamiento para Er = 100Ag = Erg es similar al observado para una juntura conven-
cional GIS con un valor de fortaleza igual a 0,5 [59], pero al aumentar el valor de la fortaleza
se evidencian diferencias, la conductancia diferencial no disminuye a cero como en una juntura
GIS convencional sino a un valor finito = 0,85 coincidiendo con los resultados obtenidos por S.
Bhattacharjee et al. para una juntura GIS con un grafeno fuertemente dopado Er = Epg [9].

3.4. Discusion

Las propiedades de transporte en un juntura GS o GIS donde se presenta borde Zigzag, son
analizadas por medio de los coeficientes de reflexion electron - electron y electron - hueco,
distinguiendo el efecto de la variacién de dopaje que se presenta en los coeficientes. El coeficiente
de reflexion electrén - hueco es nulo cuando la energia de excitaciéon es igual al dopaje, esto solo
se presenta cuando el dopaje es menor o igual al potencial de pares, y es una manifestacion de
la transicion de retroreflexiones de Andreev a reflexiones de Andreev especulares. El rango de
dopaje donde se puede presentar los dos tipos de reflexiones de Andreev, se caracteriza porque el
efecto de un aislante tipo delta de dirac es nulo ya que se presenta tunelamiento de Klein y los
portadores de carga pueden atravesar la barrera de potencial (i.e., el aislante) perfectamente.

En el caso de una grafeno en estado normal dopado (EFrg > Ay) solo se presenta retroreflexiones
de Andreev, y cuando la energia de excitacion es igual al potencial de pares se presenta un
estado resonante donde las reflexiones de Andreev son maximas. De manera que, los electrones
incidentes tiene la energia necesaria para inducir una cuasiparticula. El efecto del aislante en
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los coeficientes de reflexién para un grafeno dopado es peridédico y se refleja en la conductancia
diferencial. El periodo del efecto del aislante depende del ancho de la barrera y para el caso de
un barrera muy alta y delgada su valor es 7.
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